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RESUMO

Termos como renda fixa, acbes e moedas virtuais, sdo cada vez mais
comuns dentro e fora de instituicbes educacionais. Aproveitando esses topicos
recorrentes no cotidiano, podemos resgatar conteddos extremamente

importantes na matematica trabalhada no ensino médio.

Assuntos como fungdes, juros, método dos minimos quadrados, graficos
e outros, que muitas vezes sao apresentados de forma “mecanica”, serao
abordados de maneira pratica, através das aplicacbes financeiras, como

poupanca, bolsa de valores e Bitcoin.

Essas abordagens préaticas acabam interferindo positivamente nas
tematicas propostas pelo professor e na absorcdo dos alunos, tornando o

processo de aprendizagem algo incentivador para ambos.

Palavras Chaves: Aplicacdes financeiras, Funcdes e GeoGebra.



ABSTRACT

Phrases such as fixed income, shares and virtual currencies are getting
more and more common both inside and outside educational institutions. By
referring to these current topics, it is possible to come up with contents which

are extremely important for the Mathematics taught in High School.

Topics like mathematical functions, interest, least squares, among
others, which many times are introduced “mechanically”, will be input in a
practical way, through financial applications such as savings, stock market and
Bitcoin.

These practical approaches end up interfering positively with the themes
proposed by the teacher, as well as with the students’ learning, making this

process something stimulating for both.

Keywords: Financial applications, Functions, GeoGebra.
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Introducéao

Em meio as dificuldades apresentadas na area da educacao, € notavel
verificar que muitos alunos exibem uma formacéo falha e/ou desconhecem as

aplicacoes de conceitos matematicos basicos.

Nesses 15 anos trabalhando em sala de aula, foi possivel perceber que
muitos alunos ndo conseguem relacionar os assuntos abordados em sala com

as situacoes geradas no dia a dia.

Pensando nesses conceitos matematicos, podemos destacar o estudo
em aplicagbes financeiras, que vem a ser um assunto pouco requisitado nos
curriculos escolares e de extrema importancia no planejamento financeiro de

todos nos.

A educacao financeira, um dos temas transversais presentes na atual
Base Nacional Comum Curricular (BNCC), é voltada a conscientizar sobre a
importancia do planejamento, para que o cidaddo possa desenvolver uma
relacdo equilibrada com o dinheiro e tomar decisdes acertadas sobre finangas

e consumo. Um dos pilares € o habito de poupar.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais - PCNs (1999, p. 251)

dizem que:

E preciso que o aluno perceba a matematica como um sistema de
codigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicacdo de ideias e

permite modelar a realidade e interpreta-la.

A escolha de uma proposta inserida no cotidiano e a participacao do
aluno nessas propostas, certamente ira facilitar o aprendizado do conteudo

apresentado.

Preocupado com essas dificuldades apresentadas pelos alunos, o autor

deste trabalho buscou analisar e aprimorar 0os conceitos matematicos aplicados



ao ensino médio, envolvendo aplicagbes monetarias com renda fixa, renda
variavel e Criptomoedas, com o intuito de mostrar e elucidar situacbées com

uma abordagem mais palpavel e atrativa aos alunos.
Este trabalho é apresentado em 5 capitulos:

No capitulo 1, sdo apresentados alguns tipos de investimentos
financeiros, os conceitos utilizados na bolsa de valores e algumas técnicas de

analises dessa modalidade de investimento.

O capitulo 2 traz uma abordagem sobre juros simples e juros compostos,
muitas vezes empregados no ensino médio, porém nesse caso temos como

meta principal a elucidacéo da aplicacdo em investimentos de renda fixa.

No capitulo 3, sdo abordados os conceitos de funcao, graficos de fungéo
do 1° grau, crescimento e decrescimento, maximos e minimos locais, analise
de grafico de ac¢les, andlise de tendéncias, método dos minimos quadrados e
aplicacdo do GeoGebra, com o objetivo de obter uma reta de “alinhamento
automatico” utilizada na analise grafica das variagbes de valores de

investimentos.

No capitulo 4, sdo apresentados os roteiros das atividades propostas
aos alunos. Nesse capitulo os professores terdo uma ideia de como nortear a

aplicacao das atividades e o tempo médio necessario para cada uma.

No capitulo 5, sdo apresentados os resultados das atividades de campo,
realizadas com os alunos do 3° ano do ensino medio, essas atividades
envolveram o0s conceitos de juros, funcdes, graficos, andlises graficas no
software GeoGebra e um jogo de tabuleiro, envolvendo situacdes de perdas e

ganhos nas diversas formas de aplicacfes financeiras, durante seu trajeto.

No apéndice A, sao apresentados o0s principais conceitos da
criptomoeda Biticoin, o funcionamento dos registros dessas transacdes e as

principais aplicacdes desse registro, conhecido como blockchain.
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O apéndice B faz uma abordagem mais voltada ao publico universitario e
aos professores, pois trata de uma matematica complexa, como curvas

elipticas, envolvida nas transacdes relacionadas as criptomoedas.
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CAPITULO 1

Investimentos financeiros

De maneira ampla, a palavra investimento pode ser definida como um
desembolso, em que ha a expectativa de certo ganho ou resultado futuro e
nesse contexto, varios itens podem ser considerados como capital para

investir, tais como: tempo, energia, estudos, etc.

Quando se fala em financas, podemos dizer que um investimento
financeiro consiste basicamente em aplicar um capital (dinheiro), com a
expectativa de obter um beneficio futuro, ou seja, um rendimento sobre o

dinheiro investido.

1.1 Tipos deinvestimentos financeiros

Existem diferentes tipos de investimentos disponiveis no mercado
financeiro, que podem ser classificados conforme o perfil de quem deseja

investir.

Para isso, é preciso considerar que existem duas classificacdes

principais que se encaixam 0s investimentos:

Renda fixa: sdo investimentos em que os rendimentos sdo conhecidos
desde o inicio, por uma taxa basica, como € o caso da tradicional caderneta de

poupanca.

A poupanca € um investimento simples em que uma taxa de
remuneracao mensal é aplicada sobre o capital investido e pode ser feito em

qualquer agéncia bancaria, através de uma conta.

Renda variavel: sdo investimentos em que seus rendimentos serao
incertos quando aplicado o capital, como € o caso da bolsa de valores, onde é

possivel adquirir agdes de uma empresa.

Considerando estas duas classificagfes é possivel perceber que a renda
fixa € mais segura e feita para investidores mais conservadores, enquanto os

de renda variavel para investidores que se arriscam mais.
12



Vejamos abaixo alguns tipos de investimento:

Tesouro Direto

O Tesouro Direto € um programa criado pelo Governo Federal que
possibilita que pessoas fisicas consigam negociar titulos publicos, isso de uma

maneira bem simples e online.

O Tesouro Direto funciona como um empréstimo realizado da pessoa
fisica para o Governo Federal, que em troca, fornece um titulo de crédito com

um vencimento determinado.

Ao chegar na data estabelecida, o governo devolve o dinheiro
emprestado, somado aos juros aplicados, que sdo pré-estabelecidos no

momento do fornecimento do titulo.

O investimento no Tesouro Direto é considerado uma alternativa

confiavel, devido a seguranca do emissor: o Governo Federal.
e Vantagens
Existem alternativas de titulos para diversos objetivos e prazos.
E possivel comprar titulos do Tesouro com valores a partir de R$ 30,00.

Os titulos do Tesouro sdo garantidos pelo Governo Federal, possuindo,
portanto, o menor risco do mercado.

E facil solicitar o resgate e em até 1 dia util o dinheiro estara disponivel

na conta.
e Desvantagens
Pode sofrer perda de rentabilidade em resgates antecipados.

Além disso, sdo cobradas algumas taxas e impostos:

13



— Taxa de custddia: taxa fixa de 0,25% ao ano sobre o valor dos titulos
referente aos servicos de guarda dos titulos e as informacbes e

movimentacdes dos saldos.

— Taxa de corretagem: Cada corretora determina seu valor. Geralmente,
corretoras nao ligadas a bancos ou séo isentas ou cobram entre 0,1% e 0,5%

por movimentacao.

— IOF: o Imposto sobre Operacdes de Crédito, Cambio e Seguros €
cobrado em investimentos com prazo menor que 30 dias. Essa taxa segue uma
tabela regressiva, que reduz em média 3,5% ao dia, se tornando isenta ap6s o

prazo de 30 dias.

— Imposto de Renda: o IR € obrigatério e a aliquota varia de acordo com
0 prazo de investimento. Sao 22,5% para aplicagbes mais curtas a 15% para

aplicagbes mais longas

CDB

O Certificado de Depésito Bancario (CDB) € uma alternativa de
investimento muito parecida com o Tesouro Direto. Esses titulos sdo emitidos

por bancos para que seja possivel captar recursos.

7

Na pratica, € como se estivéssemos emprestando dinheiro para um
banco por um periodo determinado. Ao final do empréstimo, o banco devolve o
valor emprestado, acrescido dos juros.

Assim como o Tesouro Direto, o CDB também é considerado um

investimento seguro, pois é assegurada pelo FGC (Fundo Garantidor de

Créditos), mesmo Orgao responsavel por proteger a caderneta de poupanca.

Caso a instituicdo bancaria passe por algum problema que impossibilite
0 pagamento, o FGC garante o recebimento de parte ou da totalidade do

investimento.

14



e Vantagens

Uma das vantagens de investir em CDB é que esses titulos possuem

uma rentabilidade maior que a poupanca.

As aplicagcbes em CDBs s&o asseguradas pelo Fundo Garantidor de
Créditos (FGC) até o limite de R$ 250 mil por CPF ou CNPJ, por conjunto de
depdsitos e investimentos em cada instituicdo ou conglomerado financeiro,
limitado ao teto de R$ 1 milh&o, a cada periodo de 4 anos, para garantias

pagas para cada CPF ou CNPJ.

Outra caracteristica do CDB €& a flexibilidade. Ha opc¢des que
oferecem liquidez diaria, voltadas para metas de curto prazo, como uma

viagem de férias.

Ao mesmo tempo, ha alternativas disponiveis para objetivos de prazo

mais longo, como a compra de um imovel.
e Desvantagens

Dependendo do plano que o investidor tenha ingressado, o prazo de
realizacdo pode ser grande (geralmente até 5 anos), inviabilizando o

investimento de curtissimo prazo.

Mesmo com toda a seguranca oferecida pelo FGC, é importante avaliar
o perfil do emissor do CDB. Para captar a atencao dos investidores, os bancos
de menor porte tendem a oferecer rentabilidades bem mais atrativas. Em

contrapartida, sao instituicbes mais frageis e com mais riscos.

Neste caso, para se proteger além da garantia do FGC, o investidor
precisa pesquisar sobre o rating da empresa emissora, atestando se ela é

confiavel ou ndo.

Ratings sdo notas de crédito emitidas por agéncias de classificacdo de
risco sobre a qualidade de crédito. As agéncias avaliam a capacidade de um
emissor (bancos, financeiras ou empresas) de honrar suas obrigacdes

financeiras integralmente e no prazo determinado.

15



Lembrando que € opg¢éo da InstituicAo Emissora contratar esse tipo de

agéncia de classificacao.

A taxa de custddia é um valor cobrado mensalmente pelas corretoras

para armazenar os titulos de um determinado investidor.

Por sua vez, a cobranca de Imposto de Renda dos CDBs incide apenas
sobre os rendimentos da aplicagdo e de forma regressiva, onde a aliquota varia

de 22,5% a 15%, de acordo com o prazo do investimento.

J& o IOF (Imposto sobre Opera¢des Financeiras) sO € obrigatorio se a
aplicacéo e resgate forem realizados num periodo de até 30 dias.

LCle LCA

Bem como o Tesouro Direto e 0 CDB, a LCIl e a LCA s&o investimentos
de renda fixa. Isso quer dizer que sao aplicacbes que possibilitam prever a

rentabilidade dos titulos, antes da realizacdo da operacéao.

A Letra de Crédito Imobiliario (LCI) e a Letra de Crédito do Agronegdécio
(LCA) sao titulos emitidos por bancos e institui¢cdes financeiras.

Esses titulos servem para a captacdo de recursos que serdo utilizados

nesses dois setores: agronegdcio e imobiliario.

O FGC também é responsavel por garantir a seguranca dos investidores
que escolhem uma LCI ou uma LCA, garantindo cobertura caso aconteca

algum problema com a entidade que emitiu os titulos.
e Vantagens

A principal vantagem de se aplicar em LClI ou LCA é a isencdo de
imposto de renda e de IOF, fato que beneficia o investidor com foco no longo

prazo, além disso, ambos os investimentos possuem a garantia do FGC.
e Desvantagens

Por terem diversas modalidades e prazos, as LCIs e LCAs ndo sao

indicadas para quem quer investir no curtissimo prazo, iSso porgue o resgate

16



antes do prazo estipulado pode gerar perda de rentabilidade, além disso, é
preciso estar atento ao rating, pois, quanto menor for a nota, maior o risco que

o investidor tera.

Fundos de Investimentos

Fundo de Investimento € uma modalidade coletiva de aplicacéao
financeira. Podemos dizer que esses fundos funcionam como um mecanismo
que relne o capital de varias pessoas (cotistas) para ser aplicado em um

investimento.

Esse tipo de investimento € uma boa alternativa para quem néo tem
muito tempo para acompanhar o mercado financeiro, isso porque, ao escolher
essa opcao, o capital ficar4 sob responsabilidade do gestor do fundo, que ir4

realizar as aplicacdes e acompanhar o mercado.
e Vantagens

Uma das grandes dores de cabeca para alguns investidores,

especialmente em renda variavel, é a apuracéo do imposto de renda.

Em fundos de investimentos, esse problema n&do existe, pois o
pagamento de imposto de renda ocorre direto na fonte nos fundos de

investimentos.

Além disso, a figura de um gestor profissional faz com que o
investidor ndo se preocupe com realocacdes e decisdes pontuais de se investir

em um ativo especifico.
e Desvantagens

A estrutura a ser mantida para que um fundo de investimento possa
funcionar reflete em uma seérie de custos, os quais sao repassados para 0s

investidores.

O investidor pode acabar tendo sua rentabilidade corroida por taxas

(taxa de administracéo, taxa de performance e despesas em geral), fazendo
17



com gue o alto custo gerado nao seja compensado pelos beneficios de investir

em fundos.

Além disso, ndo ha possibilidade de escolher em quais ativos

especificos deseja-se investir.

ETF

Os ETFs (Exchange  Traded Fund), popularmente conhecido
como Fundos de indice, s&o grupos diversificados de ativos que espelham um

determinado indice de mercado de ac¢des ou renda fixa do Brasil ou do exterior.

S&o negociados em Bolsa de Valores, ou seja, em carteiras de acoes
gue acompanham referéncias como o indice IBovespa, IBrX-50, IBrx-100,

Small Cap, entre outros.

Na prética, o ETF reflete o desempenho de um indice, permitindo aos

investidores ganharem com a alta das empresas listadas nele.
e Vantagens

Esse tipo de investimento apresenta custos operacionais baixos, pois em
uma Unica negociacdo sdo compradas ou vendidas uma grande quantidade de
acOes, acarretando apenas um Unico custo de corretagem. O impacto desta
economia pode ser significativo especialmente ao longo do tempo ou quando o

mercado acionario, por exemplo, ndo tiver uma rentabilidade muito boa.

Outro beneficio esta vinculado a reducéo dos riscos no investimento em
algumas empresas, pois existe uma grande quantidade de ac¢bes e diversos

titulos de renda fixa, na composicao dos indices.
e Desvantagens

Embora a gestao refletindo um indice proporcione economia de tempo,
a gestdo individualizada de ativos pode trazer resultados melhores, quando se

segue uma boa estratégia de investimento.
18



Diferente do que acontece com acdes, esse tipo de investimento ndo
possui isencdo de Imposto de Renda para transacbes menores que R$
20.000,00.

Para os fundos de indice, a aliquota € sempre de 15% sobre os lucros
obtidos.

Como o mercado de ETFs no Brasil ainda € pequeno, a questdo da
liquidez € um detalhe a ser observado.

Embora alguns ETFs mais “famosos” tenham uma boa liquidez, muitos
ainda sofrem com esse problema, especialmente quando comparado aos
Estados Unidos, onde a quantidade de negocia¢fes dos fundos de indice

alta.

AcOes de empresas

As acdes representam uma fracdo do capital social de uma empresa,
dessa maneira, ao comprar uma acao, o investidor se torna sécio do negdcio,

inclusive participando dos lucros e prejuizos, como qualquer empresario.

As acdes das empresas sao negociadas pela internet, no site da Bolsa
de Valores, que funciona como um ponto de encontro online entre quem deseja

comprar e quem quer vender uma acgao.
Existem dois tipos basicos de acoes:

— AcOes preferenciais (PN): Sdo as que dao preferéncia aos acionistas
no pagamento de dividendos e em caso de liquidacdo da empresa. Isso
significa que, em caso de faléncia, os donos delas tém mais chance de
recuperar seu investimento do que aqueles que possuem as ac¢des ordinarias.

Na bolsa, sdo identificadas com o final 4.

— Acoes ordinarias (ON): Sdo as que dao direito ao voto em assembleia
para quem € acionista. Quanto maior a quantidade, maior o peso do voto. E

possivel identificar uma acdo como ordinaria quando seu nome termina com 3.

19



e Vantagens

No momento em que a taxa basica de juros da economia no Brasil -
Sistema Especial de Liquidacdo e Custddia (Selic) - estiem queda, o
investimento em renda variavel apresenta uma possibilidade de ganho maior

do que a renda fixa.

Além disso, para comprar e vender agfes é simples e exige apenas uma
conta em corretora de valores, com um sistema (home broker) que possibilita a

negociacao de acoes.
e Desvantagens

Por ser um investimento sem previsibilidade, ao mesmo tempo em que
pode render muito, também pode sofrer grandes quedas motivadas por

incertezas politicas e econémicas, principalmente.

Isso significa que é preciso ter um perfil de moderado a agressivo para
poder tolerar as oscilagdes que o preco pode sofrer.

E preciso saber lidar com o risco. Um bom caminho para investir na
Bolsa de Valores de uma forma um pouco mais segura é estudar o mercado e

procurar ferramentas para auxiliar sua atividade.

Na proxima secdo abordaremos um pouco mais esse tipo de

investimento.

Para mais informacd@es, (ver em [R] Tipos de Investimentos)

1.2 A bolsa de valores

As bolsas de valores séo instituicbes administradoras de mercados. No
caso brasileiro, a BOVESPA ¢é a principal bolsa de valores, administrando os
mercados de Bolsa e de Balcédo Organizado. A diferenca entre esses mercados
esta nas regras de negociacao estabelecidas para os ativos (titulos) registrados

em cada um deles.
20



As bolsas de valores sdo também os centros de negociacdo de valores
mobiliarios, que utilizam sistemas eletrdnicos de negociacdo para efetuar
compras e vendas desses valores. No Brasil, atualmente, as bolsas sao
organizadas sob a forma de sociedade por acdes (S/A), reguladas e
fiscalizadas pela Comissao de Valores Mobiliarios (CVM). As bolsas tém ampla
autonomia para exercer seus poderes de auto-regulamentacdo sobre as
corretoras de valores que nela operam. Todas as corretoras séo registradas no

Banco Central do Brasil e na CVM.

Segundo pesquisa realizada pelo site www.valorinveste.globo.com,
jovens de 16 a 25 anos, totalizam mais de 166 mil pessoas que aplicam na
bolsa de valores, representando mais de 10% de investidores. Ha dois anos

esse percentual ndo atingia nem 3%.

Esse aumento ocorreu principalmente por fatores como: acessibilidade a
informacdo por meio de canais de YouTube, aumento das paginas de
influenciadores digitais voltados para o mercado financeiro, a reforma da
Previdéncia e a queda da taxa de juros, que acabou tornando a renda fixa um

investimento menos rentavel.

A principal fungdo de uma bolsa de valores é proporcionar um ambiente
transparente e liquido, adequado a realizacdo de negdcios com valores
mobiliarios. Somente através das corretoras, 0s investidores tém acesso aos
sistemas de negociacdo para efetuarem suas transacdes de compra e venda

desses valores.

As companhias (empresas) que tém acdes negociadas nas bolsas séo
chamadas companhias "listadas". Para ter acbes em bolsas, uma companhia
deve ser aberta ou publica, o que nao significa que pertenca ao governo, e sim
que o publico em geral detém suas acfes. A companhia deve, ainda, atender
aos requisitos estabelecidos pela Lei das S.A. (Lei n° 6.404, de 15 de
dezembro de 1976) e pelas instru¢cdes da CVM, além de obedecer a uma série

de normas e regras estabelecidas pelas proprias bolsas.
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No passado, o Brasil chegou a ter nove bolsas de valores, mas
atualmente as duas principais sdo a Bolsa de Valores de Sao Paulo
(BOVESPA) e a Bolsa de Mercadorias & Futuros (BM&F). A BOVESPA ¢é a
maior bolsa de valores da América Latina e uma das maiores do mundo. Nela
sdo negociadas acdes das companhias abertas (companhias que promovem a
colocacdo de valores mobiliarios) e titulos privados (titulos emitidos por
empresas privadas) de renda fixa. A BM&F se destaca entre as maiores bolsas
de mercadorias e futuros do mundo e nela sdo negociados contratos

derivativos agropecuérios (commodities) e derivativos financeiros.

Além dos tipos de investimentos citados anteriormente, as moedas
virtuais (criptomoedas) surgiram no mercado como uma “nova” modalidade de

investimento.

E importante ressaltar que devido as diversas oscilagdes, com quedas e
altas diarias, nos seus respectivos valores, as criptomoedas ndo sé&o
consideradas um investimento seguro, por esse motivo, especialistas
aconselham limitar esse tipo de investimento para um percentual maximo, em
torno de 0,5% do patrimonio financeiro, mantendo a maioria do capital em

outros investimentos mais tradicionais, minimizando assim 0s riscos.

No Apéndice A, a criptomoeda Bitcoin sera abordada com informacdes

relevantes e aprofundadas.

Anélise de investimento

A analise de investimento para operacdes em mercados de bolsas pode
ser agrupada em correntes de pensamento que seguem duas “escolas”

distintas, a saber: a “Escola fundamentalista” e a “Escola técnica”.
e Escola fundamentalista

A andlise dos fundamentos de uma companhia é a ferramenta usada
pelos analistas para determinar o potencial de desempenho de uma acgéo. Para

determinar o “preco justo” de um ativo, os analistas realizam a projecdo das
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diversas variaveis do ambiente macroecondmico e setorial que afetam a
companhia. Por exemplo, se uma petroguimica paga a matéria-prima em dolar
e Ndo consegue repassar a variacdo da moeda para seus precos, certamente

terd problemas no faturamento.

e Escola técnica

A analise técnica, também conhecida como analise grafica é o estudo da
dindmica do mercado através dos sinais que o préprio mercado emite. Isto €,
estuda o comportamento dos precos e do volume negociado dos ativos ao

longo do tempo.

A diferencia do analista fundamentalista, o analista técnico acredita que
todos os fatores que podem influenciar no preco de um determinado produto
sdo descontados pelo mercado no processo continuo de negociacdo que

determina esse preco.

Desta maneira 0 movimento dos precos dos ativos de renda variavel
gera graficos, onde é possivel identificar padrées que indicam o timing de
compra e venda. Motivo pelo qual, neste trabalho preferimos realizar a analise

de investimento do ponto de vista tecnico.

Cabe ressaltar que a analise técnica — como qualquer outro método de
andlise de acdes — ndo trabalha com certezas, mas com probabilidades.
Mesmo assim, € um método muito utilizado para avaliar acbes, contratos
futuros e outros ativos de bolsa, e identificar os melhores momentos para

compra-los e vendé-los em operacdes de curto prazo.

Para mais informacdes, (ver em [B] Anélise Técnica)

Matematica no mercado

A matematica esta presente praticamente em tudo que fazemos no

nosso dia a dia, isso inclui também o dia a dia do investidor.
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Quando se investe na bolsa, automaticamente sera necessario realizar
varios calculos, tal como, preco de compra x quantidade de acbes, preco de
venda — preco de compra, calcular o lucro ou prejuizo percentual do

investimento, etc.

No investimento na bolsa de valores, € fundamental que se realize
célculos, e deixe sempre tudo anotado. E necessario analisar o quanto foi
investido, quanto lucrou, quanto pagou de corretagem, quanto pretende ganhar

em determinado trade, etc.

No entanto, na bolsa de valores, a matematica pode pregar muitas
pecas, principalmente na area de calculo de porcentagens. Vejamos uma
questao, que de inicialmente parece muito simples, porém, muitas pessoas nao

percebem a armadilha:

Exemplo: Suponha que foram compradas 1000 opcbes a 1 real, ou seja, um
investimento de R$ 1.000,00. Se estas opcdes sofressem uma queda de 90%
do seu valor, passariam a valer R$ 0,10 cada. Determine o percentual de

aumento, para que estas opcdes retornem ao valor inicial.

Muitas pessoas responderiam que precisariam subir 90%, porém, essa

resposta esta incorreta.

Observe que se elas aumentassem 90%, passariam a valer R$ 0,19,
pois, 90% de R$ 0,10 vale R$ 0,09.

Para que o investimento retorne ao valor inicial, a opgédo deveria

aumentar 900%.

Muitas pessoas costumam errar esse tipo de célculo, e para evitar
prejuizos futuros, € necessario ter um bom conhecimento da matematica

financeira.

Além disso, para operar na bolsa de valores e ter sucesso nhas

operacles, € necessario ter um bom conhecimento das estratégias existentes
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no mercado financeiro, também é necessario ter conhecimento em anéalise

gréfica.

Andlise grafica é a ciéncia que estuda os graficos das acdes,
identificando pontos de suporte, resisténcia e tentando prever movimentos

futuros baseando-se em figuras de tendéncia.

Olhando rapidamente alguns graficos, € possivel notar que os mercados

definem tendéncias.

Um dos objetivos da analise técnica é identificar as tendéncias nos seus
primeiros estagios, para recomendar operacfes que se beneficiem desses

movimentos.

Por esse motivo, dedicamos dois capitulos deste trabalho no estudo dos

juros e de gréfico de funcoes.

Para mais informacgdes, (ver em [A] Analise Fundamentalista)
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CAPITULO 2

Investimentos e Matematica financeira

Nosso objetivo é compreender a Matematica financeira, necessaria para
realizar investimentos, para isto precisaremos estudar 0s juros compostos e em
consequéncia os juros simples. Nao pretendemos nos aprofundarmos neste
capitulo, para mais informacdes, demonstracdes e aplicacdes, recomendamos

ao leitor, (ver em [P] Nocbes de Matematica Financeira).

2.1 Juros simples — Regime de capitalizacao simples
Elementos:

e J=>juros

e C => capital ou principal

e |i=>taxa de juros

e M => montante

e t=>tempo

Nesse tipo de regime, os juros ou rendimentos gerados em cada

periodo, sdo sempre 0s mesmos, pois a taxa de juros incide apenas sobre o
capital inicial, e os juros séo pagos ao final da aplicacao.

Nos exemplos a seguir, adotaremos C (capital ou principal), como um

valor monetario inicial aplicado no investimento.

A taxa de juros, indicada pela letra i, representard a porcentagem do
capital numa certa unidade de tempo, podendo ser indicada das seguintes

formas:

Ao dia (a.d)

Ao més (a.m)

Ao trimestre (a.t)
Ao semestre (a.s)

Ao ano (a.a), etc.
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O valor do rendimento obtido no periodo do investimento € chamado de

juros, representado pela letra J.

O montante M, é determinado através da soma entre o capital inicial e o

juro, assim, teremos:

Exemplo 01: Um capital de R$ 10000,00 foi aplicado no regime de juros

simples, durante 4 meses a uma taxa de 0,5 % ao més.

Vamos determinar os juros gerados em cada periodo e 0 montante apos

o periodo da aplicacéo.
Solucéo: Capital inicial (C) = R$ 10000,00
Taxa (i) = 0,5 % a.m.
Periodo ou tempo da aplicacéo (t) = 4 meses

e Juros gerados no 1° més = 10000 . (0,5/100) =50
e Juros gerados no 2° més = 10000 . (0,5/100) =50
e Juros gerados no 3° més = 10000 . (0,5/100) =50
e Juros gerados no 4° més = 10000 . (0,5/100) = 50

Como o exemplo acima, foi uma aplicacdo em regime de juros simples, o
juros gerado em cada més foi de R$ 50,00 e no periodo indicado, ou seja, nos
4 meses, a aplicacao obteve um juros ou rendimento de R$ R$ 200,00 (50 . 4).

Para determinar o valor do montante, basta somar o capital inicial, ao

juro obtido ao fim dos quatro meses, assim:

M = R$ 10200,00 (10000 + 200)

Exemplo 02: Um capital de R$ 6000,00 foi aplicado no regime de juros

simples durante 2 meses a uma taxa de 0,02 % ao dia.

Vamos determinar os juros gerados em cada periodo e o montante apés
o periodo de aplicacao.
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Solucgéo:

Analisando os juros gerados nos dois meses, ou seja, nos 60 dias,

teremos:

e Juros gerados no 1° dia = 6000 . (0,02/100) = 1,2
e Juros gerados no 2° dia = 6000 . (0,02/100) = 1,2
e Juros gerados no 3° dia = 6000 . (0,02/100) = 1,2
e Juros gerados no 4° dia = 6000 . (0,02/100) = 1,2

e Juros gerados no 58° dia = 6000. (0,02/100) = 1,2
e Juros gerados no 59° dia = 6000. (0,02/100) = 1,2
e Juros gerados no 60° dia = 6000. (0,02/100) = 1,2
Como o exemplo acima, foi uma aplicacdo em regime de juros simples,
0s juros gerado em cada més foi de R$ 1,20 e no periodo indicado, ou seja,
nos 60 dias, a aplicacdo obteve um juros ou rendimento de R$ 72,00 (1,20 .
60).

Para determinar o valor do montante, basta somar o capital inicial, ao

juro obtido ao fim dos sessenta dias, assim:
M = R$ 6072,00 (6000 + 72)

Observando os dois exemplos anteriores, podemos verificar que de
modo geral, uma aplicacdo no regime de capitalizacdo simples, o juro (J) é
determinado pelo produto entre o capital inicial (C), a taxa de juros (i) e o tempo
(), ou seja:

J=C.i.t

OBS: A taxa de juros (i) e o tempo (t) devem ser aplicados na mesma

unidade de tempo.

Trabalhando o Juros simples com a ideia de funcdo em relacdo ao

tempo, podemos defini-lo da seguinte forma:
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Jt)=C.i.f ; comt>0

Exemplo 03: Um capital de R$ 80000,00 foi aplicado no regime de juros

simples durante 18 meses a uma taxa de 1,5 % ao més.
Vamos determinar os juros gerados e o montante apés o periodo de aplicacao.
Solucéo:
C = R$ 80000,00
i=1,5%am
t = 18 meses

OBS: como a taxa de juros (i) e o tempo (t) estdo na mesma unidade de

tempo, podemos aplicar a férmulaJ=C . i . t, assim, teremos:
J =80000 . (1,5/100) . 18

J = R$ 21600,00

Determinando o montante (M):

M=C+J

M = 80000 + 21600

M = R$ 101600,00

Atividades envolvendo juros simples

1) Durante quanto tempo foi aplicado um capital de R$ 967,74 que gerou

rendimentos de R$ 226,45 com uma taxa de 1,5% ao més?

2) Qual seré o valor de resgate de uma aplicagdo de R$ 84.975,59 aplicados

em um CDB pés-fixado de 90 dias, a uma taxa de 1,45% ao més?

3) Determine o valor da aplicacdo cujo valor de resgate bruto foi de R$
84.248,00 por um periodo de 3 meses, sabendo-se que a taxa de aplicacao
foi de 1,77% ao més.
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4)

5)

6)

7

8)

9)

Um capital de R$ 12.250,25, aplicado durante 9 meses, rende juros de R$

2.756,31. Determine a taxa correspondente.

Uma aplicacdo de R$ 13.000,00 pelo prazo de 180 dias obteve um
rendimento de R$ 1.147,25. Pergunta-se: qual a taxa anual correspondente

a essa aplicacao?

Sabe-se que os juros de R$ 7.800.00 foram obtidos com uma aplicacao de

R$ 9750,00, a taxa de 5% ao trimestre, pede-se que seja calculado o prazo.

Qual o capital que, aplicado a taxa de 2,8% ao més, rende juros de R$
950,00 em 360 dias?

Calcular o valor dos juros e do valor futuro (valor final) de uma aplicacédo de
R$ 21.150,00, feita a taxa de 3,64% ao més, pelo prazo de 32 dias.

Determinar o valor futuro (valor final) da aplicacdo de um capital de R$

7.565,01, pelo prazo de 12 meses, a taxa de 2,5% ao més.

10) Determinar o valor presente (valor inicial) de um titulo cujo valor de resgate

é de R$ 56.737,59, sabendo-se que a taxa de juros € de 2,8% ao més e que

faltam 3 meses para o0 seu vencimento.

2.2 Juros compostos — Regime de capitalizacdao composta

Em muitas modalidades de investimentos, o0s rendimentos sao

realizados de acordo com o regime de capitalizagcdo composta, juros sobre

juros, por esse motivo € necessario que o assunto esteja bem consolidado no

entendimento dos alunos.

Elementos:
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e J=>juros

e C => capital ou principal

e |=>taxa de juros

e M => montante

e t=>tempo

Nesse tipo de regime, os juros ou rendimentos do 1° periodo,

correspondem ao produto do capital (C) pela taxa (i), em seguida, os juros do
periodo (J1) sdo adicionados ao capital, determinando assim, o montante (M1)
gerado apas o 1° periodo.

Os juros do 2° periodo (J2) correspondem ao produto do montante (Ma)
pela taxa (i), em seguida, os juros do periodo (J2) sdo adicionados ao capital,
determinando assim, o montante (M2) gerado ap6és o 2° periodo.

Os juros do 3° periodo (Js) correspondem ao produto do montante (M2)
pela taxa (i), em seguida, os juros do periodo (Js) sdo adicionados ao capital,
determinando assim, o montante (M3s) gerado apés o 3° periodo.

Podemos repetir esse procedimento por um periodo qualquer de tempo.

De uma forma geral, os juros (J)) em cada periodo, & determinado
através da multiplicacdo entre montante do periodo anterior (Mt1) pela taxa (i),
em seguida, esses juros (Ji) sdo adicionados ao montante anterior (Mt1),
gerando dessa forma, o montante (Mt) do periodo total.

Exemplo 01: Um capital de R$ 1000,00 é aplicado no regime de juros
compostos durante 5 meses, a taxa de 2% ao més.

Vamos determinar o montante gerado em cada periodo.
Solucgéo:
Capital inicial (C) = R$ 1000,00
Taxa (i) = 2% a.m.
Periodo ou tempo da aplicacao (t) = 5 meses

e Montante gerado ao fim do 1° més = 1000 . (1+0,02) = 1020

¢ Montante gerado ao fim do 2° més = 1020 . (1+0,02) = 1040,40
31



e Montante gerado ao fim do 3° més = 1040,40 . (1+0,02) = 1061,21
e Montante gerado ao fim do 4° més = 1061,21 . (1+0,02) = 1082,43
e Montante gerado ao fim do 5° més = 1082,43 . (1+0,02) = 1104,08

No célculo acima, tivemos:

M1 =1000. 1,02

Mz= Mz1.1,02=1000.1,02.1,02

Ms= M2.1,02=1000.1,02.1,02.1,02

Ms= Ms.1,02=1000.1,02.1,02.1,02.1,02

Ms = Mas.1,02=1000.1,02.1,02.1,02.1,02.1,02=1000. (1,02)° =
1104,08

Assim, o montante ao final dos 5 meses serd R$ 1104,08.

Exemplo 02: Determinar 0 montante de uma aplicacdo a regime de
juros compostos, ao final de um ano de aplicacdo, do capital inicial de R$

500,00, a taxa de 1 % ao més.
Solucéo:
Capital inicial (C) = R$ 5000,00
Taxa (i) =1 % a.m.
Periodo ou tempo da aplicacéo (t) = 1 ano = 12 meses

Observe se a taxa de juros (i) e o tempo (t) estdo na mesma unidade de

tempo.

M1 =500.1,01

M2 = Mz . 1,01 = 5000 . (1,01)2
Mz = Mz.1,01=5000. (1,01)3
Ms= Ms. 1,01 =5000. (1,01)*

M11 = M1o0. 1,01 =5000. (1,01)%*
Mi2 = M11.1,01 =5000 . (1,01)*? =5634,12
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Assim, o montante ao final de um ano serd R$ 5634,12.
Observando os dois exemplos anteriores, podemos verificar que de modo
geral, uma aplicacdo no regime de capitalizagdo composta, o montante (M) é

determinado da seguinte forma:

M=C.(1L+i)

OBS: A taxa de juros (i) e o tempo (t) devem ser aplicados na mesma

unidade de tempo.

Trabalhando os Juros compostos com a ideia de fungcdo em relagcdo ao

tempo de aplicacdo, podemos defini-lo da seguinte forma:

M@®)=C. @A +i)]; comt>0

Exemplo 03: Um capital de R$ 6000,00 foi aplicado no regime de juros
compostos durante 2 meses a uma taxa de 0,02 % ao dia.

Vamos determinar o montante gerado nesse periodo de aplicacéo.
Solucgéo:

Capital inicial (C) = R$ 6.000,00

Taxa (i) = 0,02 % a.d.

Periodo ou tempo da aplicacao (t) = 2 meses = 60 dias

Observe se a taxa de juros (i) e o tempo (t) estdo na mesma unidade de

tempo.
M=Cx (L +i)
M = 6000 x (1 +0,0002)60
M = 6.000 x 1,012071

M= R$ 6.072,43
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Atividades envolvendo juros compostos

1) Um capital de R$ 300,00 foi aplicado em regime de juros compostos com
uma taxa de 10% ao més. Calcule o montante desta aplicacdo apds dois

meses

2) Um dono de empresa consegue um empréstimo de R$ 30.000,00 que
devera ser pago, no fim de um ano, acrescidos de juros compostos de 3%
ao més. Quanto o dono da empresa devera pagar ao final do prazo

estabelecido?

3) Uma empresa pretende comprar um equipamento de R$ 100.000,00 daqui a
4 anos com o montante de uma aplicacdo financeira. Calcular o valor da

aplicacdo necessaria se o0s juros forem de 14% ao semestre.

4) Em quanto tempo triplica uma populacdo que cresce a taxa de 3% ao ano?

5) A rentabilidade efetiva de um investimento é de 10% ao ano. Se 0s juros
ganhos forem de R$ 27.473,00, sobre um capital investido de R$ 83.000,00,

guanto tempo o capital ficara aplicado?

6) No final de 2 anos, o Sr. Pedro deverd efetuar um pagamento de
R$200.000,00 referente ao valor de um empréstimo contraido hoje, mais os
juros devidos (ja incluidos no valor do pagamento), correspondente a uma taxa
de juros de 4% ao més. Pergunta-se: Qual deve ser o valor emprestado,

sabendo que foi utilizado o regime de juros compostos?

7) Uma pessoa pagard R$390.000,00 pelo pagamento de uma divida
contratada por 10 meses a taxa de 3% ao més. Calcule o capital e o0s juros,

sabendo que foi utilizado o regime de juros compostos.

8) Um empréstimo foi quitado por R$ 2.850,00, tendo sido contratado por 6
meses, a taxa de 3,85% ao més. Calcule o capital inicial, sabendo que foi

utilizado o regime de juros compostos
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9) Um capital inicial de R$ 320.000,00 foi aplicado a juros compostos por um
periodo de 6 meses, e rendeu um montante de R$ 404.900,00. Calcule a taxa

de juros da operacéo.

10) Em que prazo uma aplicacdo a juros compostos no valor de
R$1.100.000,00 produz um montante de R$ 1.746.856,00 a taxa de juros de
2,83% ao més?

Nessa unidade, foram destacadas as relacdes existentes entre juros
compostos e poupanca. Os exercicios foram elaborados para exemplificar o

funcionamento desse tipo de investimento.

Para mais informacdes contendo aplicacfes, (ver em [E] Base Nacional

Comum Curricular)
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CAPITULO 3

Nesse capitulo, trabalharemos a parte conceitual da matematica
relacionada com a andlise grafica de investimentos na bolsa de valores
(tendéncia de baixa x tendéncia de alta, grafico de linha e alinhamento

automatico).

Funcéo, Grafico e Anélise de Investimento

Dados dois conjuntos A e B nao vazios, uma funcédo f de A em B é uma
relacdo que associa a cada elemento x € A, um Unico elemento y € B. Assim,
uma funcao liga um elemento do dominio (conjunto A de valores de entrada)
com um segundo conjunto, o contradominio (conjunto B de valores de saida)
de tal forma que a cada elemento do dominio esta associado exatamente a um,
e somente um, elemento do contradominio. O conjunto dos elementos do
contradominio que séo relacionados pela f a algum x do dominio € o conjunto

imagem, denotado por Im(f).

O gréfico de uma funcdo pode ser definido como uma representacao
geomeétrica, através de pontos determinados pela relagdo existente entre os
valores de seus conjuntos (coordenadas) e exibidos num sistema de
referéncias formado por eixos, facilitando a compreensdo dessa relacdo

chamada funcéo.

3.1 Exemplos de funcdes basicas
Funcéo afim

Uma fungéao definida por f: R—R chama-se afim, quando existem valores
a e b (chamados de constantes) que pertencem ao conjunto dos niumeros reais
(a€e RebeR),tal que f(x) =ax + b para todo x € R.

e O gréfico de uma funcédo afim € uma reta ndo perpendicular ao eixo Ox.
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Dominio: D =R
Imagem: Im = R

S&o casos particulares de fungéo afim:

Funcéo linear

Uma funcéo definida por f: R—R chama-se linear quando existe uma
constante a pertencente ao conjunto dos numeros reais (a € R), tal que f(x) =

ax, para todo x € R.
O gréfico da funcéo linear € uma reta, ndo perpendicular ao eixo Ox, que
contém a origem do plano cartesiano.
.‘.‘
Ou

0|

a=1( a<|()

Dominio: D =R
Imagem: Im =R
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Funcéo constante

Uma fungédo definida por f: R—R chama-se constante quando existe uma
constante b pertencente ao conjunto dos numeros reais (b € R), tal que f(x) = b,

para todo x € R.

O gréafico de uma funcdo constante, € uma reta paralela (quando

intercepta o eixo Oy no ponto de ordenada b) ou coincidente ao eixo Ox.

Ou

v

Coeficientes numéricos da funcéo afim

Cada coeficiente numérico de uma fungéo caracteriza um elemento do

grafico dessa funcéo.
Coeficiente angular

Coeficiente a: coeficiente angular de uma reta. Esse coeficiente, € igual

a tangente do angulo que o gréafico determina com o eixo X.
Sendo P1:(x1; y1) e P2:(xz2 ; y2) dois pontos distintos de f(x), teremos:
a = (y2—y1) / (X2a—x1)
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Quando a > 0 < A funcao serd crescente (link com a defini¢éo).

Quando a < 0 < A funcao sera decrescente.

Coeficiente linear

Coeficiente b: é a ordenada do ponto em que o gréfico da funcéo f(x)
intercepta o eixo das ordenadas, ou seja, b = f(0).

3.2 Crescimento e Decrescimento

A definicdo geral de crescimento ou decrescimento de uma fungdo num
intervalo aberto I, contido em seu dominio, € dada da seguinte maneira:

e Uma funcéo f é dita crescente num intervalo | quando para qualquer par
de pontos x1 e X2, com X1< Xz, tem-se f(x1) < f(x2).

e Uma funcao f é dita decrescente num intervalo | quando para qualquer
par de pontos xi1 e X2, com Xi< Xz, tem-se f(x1) = f(x2).

e Uma funcéo f € dita estritamente crescente num intervalo | quando para
gualquer par de pontos xi e X2, com X1 < Xz, tem-se f(x1) < f(x2).

e Uma fungéo f é dita estritamente decrescente num intervalo | quando
para qualquer par de pontos X1 € X2, com X1 < Xz, tem-se f(x1) > f(x2).

Para realizar essa andlise numa funcdo do 1° grau, basta aplicar a
seguinte regra:
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e Funcéao crescente: Para a > 0: se x1 < X2, entao axi < axa.

Logo, ax1 + b < axz + b, entédo teremos: f(x1) < f(x2).

e Funcéao decrescente: Para a < 0: se x1 < Xz, entdo ax1 > axe.

Logo, ax1 + b > axz + b, entédo teremos: f(x1) > f(x2).

3.3 Maximos e Minimos locais

Dizemos que um valor f(a) € um méaximo local ou relativo de f, se
existe um intervalo aberto (c, d) contendo a , tal que f(x)< f(a) , para todos

os valores de x contidos em (c, d). Onde o ponto a é chamado ponto de

maximo.

Analogamente, dizemos que um valor f(b) € um minimo local ou
relativo de f, se existe um intervalo aberto (c,d) contendo b , tal

que f(b)< f(x), para todos os valores de x contidos em (c, d).

No exemplo apresentado pela figura abaixo, € possivel observar o

grafico de uma funcdo y= f(x) com “picos” nos pontos P e R e “vales” nos

pontos Q e S.

Py
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O valor da funcdo em P e R é 0 maior dos seus valores para pontos do
grafico proximos a estes pontos. Nestes casos, dizemos que a funcdo tem um

maximo local em P e um outro maximo local em R.

Em Q e S, o valor da funcdo € o menor dos seus valores para pontos do
gréafico proximos a estes pontos. Dizemos, entdo, que a funcdo tem um minimo

local em Q e outro minimo local em S.

Os extremos de uma funcdo (suave — fungdes infinitamente
diferenciaveis e com suas derivadas continuas) sdo determinados com rapidez
e precisdo usando-se conceitos de Calculo Diferencial, desenvolvidos por
Newton e Leibniz, no século XVII e esta intimamente relacionado ao problema
de determinacédo da reta tangente a uma curva. Nestes pontos extremos, a reta
tangente ao gréafico da funcéo é horizontal e, deste modo, devemos procurar 0s
maximos e/ou minimos de uma funcao dentre os pontos onde a declividade da

reta tangente ao grafico da funcéo seja zero.

Quando a funcdo néo apresentar uma caracteristica “suave”, recorremos

ao apelo visual para determinar seus pontos maximos e minimos locais.

Usando a definicdo de extremos locais de uma funcao e aplicando nos
graficos de investimentos, com o auxilio do GeoGebra, poderemos selecionar

"picos" e "vales" nos mesmos.

Atividades envolvendo pontos maximos e minimos locais
Nos gréaficos abaixo, identifique e determine:
(a) Os pontos de maximo e minimo locais

(b) Os intervalos onde a funcéo é crescente e os intervalos onde a fungéo é

decrescente.
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Gréfico (1V)

Andlise Gréafica de investimentos

Um dos graficos mais utilizados na analise de investimentos € o grafico
de linhas.

Ele é produzido, conectando-se os varios precos de fechamento ao

longo do tempo, como mostra a figura abaixo.

GRAFICO DE . =
LINHA

E"me-/
A andlise gréfica ndo garante prever o futuro, mas sim identificar o que
podemos realizar no presente, seja compra, venda, ou posicionar o stop em

determinado preco limitando o prejuizo.

E preciso encontrar um modelo que elimine a percepcéo do dia-a-dia,
gue determine pontos de compra e pontos de venda, permita monitorar precos

e detectar tendéncias.

Podemos relacionar os conceitos abordados no estudo de Méaximos e

Minimos com os graficos de investimentos, dessa maneira, fica simples
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selecionarmos pontos corretos para a obtencdo de uma reta de tendéncia

confiavel.

Uma maneira de analisar a tendéncia desses graficos € realizando o
alinhamento automatico, que consiste numa combinacédo de tendéncia maior
com movimentos menores, ou seja, um método simples que diminui bastante
0S riscos e mantem os ganhos acumulados. Para controlar os riscos e
aumentar a consisténcia dos lucros, de acordo com especialistas, €
necessario obedecer a direcdo geral do mercado e trabalhar com os
movimentos menores a favor de movimentos maiores. Entretanto, em alguns
casos € necessario “violar” a regra e preservar o método utilizando os

movimentos intermediarios como se fossem tendéncias maiores.

Vejamos abaixo um exemplo do método mencionado, nas acfes da
General Motors nos Estados Unidos. O grafico diario serve para mostrar a

tendéncia e o de trinta minutos para exemplificar como lucrar numa retracao.

Grafico-1 830

Gréfico 1

Grafico-2

25.00

»1\ i
Y 23.2%

w \.‘m@%\ o 'Wl“t u

Gréafico 2



Vale salientar que nesse periodo analisado, a General Motors

apresentou grandes prejuizos, com isso, o valor das acdes despencou.

Entretanto, durante o periodo, houve retracdes variaveis nessa
tendéncia de baixa. Dava para se operar em algumas contra a tendéncia e
colher algum lucro. E isto que mostram os dois graficos. Marcando com
linhas amarelas no grafico 1 (diario), trés pontos passiveis de operacoes

lucrativas. Aproveitando a maior retragdo, a do meio, para exemplificar.

Transformando essa retracdo num grafico de trinta minutos (gréafico 2).
Note que depois de expandido para trinta minutos, o grafico se parece com
uma tendéncia de alta. Se o operador respeitar os limites da tendéncia maior
pode operar dentro dessa mini tendéncia usando o alinhamento

automatico com sucesso.

Especialistas alegam que o segredo do alinhamento automético é
trabalhar com um movimento menor dentro de uma maior. Por exemplo, 5 ou
dez minutos podem ser usados dentro de um de 60 minutos, respeitando a
direcdo do maior. O operador pode escolher outra medida que o método
funciona da mesma forma. Nesse caso, temos como exemplo o grafico 2 (30

minutos) funcionando como tendéncia ou movimento maior.

Para que tenhamos um embasamento tedrico e possamos realizar as
atividades envolvendo a analise de tendéncias, iremos nas proximas secdes
definir de forma mais rigorosa alguns conceitos matematicos, que servirao

como suporte para as analises graficas mencionadas anteriormente.

3.4 Método matemaético para as analises graficas

Analisando os métodos apresentados anteriormente, fica notavel
observar uma l6gica matematica, pois as escolhas de pontos para tracar as

retas ndo sao claramente definidas.
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Por esse motivo, iremos adotar e aplicar um método matematico,
conhecido como METODO DOS MINIMOS QUADRADOS, com o objetivo de
determinar uma reta que melhor se ajusta até 10 pontos selecionados nas

variagOes dos valores das agoes.

Obviamente, que poderiamos calcular a distancia entre a reta e 0s
valores observados de diferentes formas. Como exemplo, poderiamos utilizar
o médulo ao invés do quadrado, ou qualquer funcdo de distancia apropriada,
porém, se fosse realizada a soma dos residuos, se tornaria muito mais dificil

encontrar um valor minimo.

Além disso, adota-se o método dos minimos quadrados, pela

simplicidade dos célculos envolvidos e pela facilidade em minimizar valores.

Em 1809, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) publicou um artigo,
demonstrando que a melhor maneira de determinar um parametro
desconhecido de uma equacédo de condi¢cdes é minimizando a soma dos
quadrados dos residuos, mais tarde chamado de Minimos Quadrados por
Adrien-Marie Legendre (1752-1833).

Em abril de 1810, Pierre-Simon Laplace (1749-1827) apresenta no
memoir da Academia de Paris, a generalizacdo a problemas com véarios

parametros desconhecidos.

O ajuste de curvas é muito utilizado para, a partir de dados
conhecidos, fazer-se extrapolacfes. Por exemplo, conhece-se os dados de
consumo anual de carga elétrica de uma cidade. A partir destes dados
conhecidos, pode-se fazer projecdes para o futuro e com isso, fazer-se um
planejamento para que a cidade seja suprida de forma adequada nos anos
subsequentes. A ideia da aplicacdo desse método, é tentar prever as
tendéncias de variacbes de investimentos, a partir de pontos maximos e
minimos locais (“picos” e “vales”), com o objetivo de determinar valores fora

do intervalo conhecido.

Para mais informacdes, (ver em [O] Minimos Quadrados)
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3.5 Formulacdo Matematica

Para facilitar apresentamos o seguinte exemplo, onde s&o informados
5 pontos, como dados. A partir de uma analise desses pontos, deve-se
definir uma curva para ser ajustada aos dados. No caso, ajusta-se os dados

por uma reta dada pela fungéo: ¢(x) =, +a,X.

10 T T T T T T T T T
)

o
\

A questdo é como definir a reta.

Define-se para k =1,...,monde m é o niumero de pontos da amostra o desvio:

d, = f(x)—o(x,)
Uma primeira maneira de definir a reta seria minimizar a soma dos

m
desvios, ou seja, minimizar de. O valor de d, pode ser positivo ou
k=1
negativo, assim, o somatorio ndo seria representativo dos desvios. Uma
outra solucéo seria utilizar o somatoério dos valores absolutos de d,, ou seja

m

Z|dk|, entretanto o manuseio de expressdes que aparecem valor absoluto é
k=1

extremamente complexo. A solu¢do mais factivel é a utilizacdo da soma dos

desvios ao quadrado, definido por:

47



2

D:Zm:dkz Zm: f(Xk) ¢(Xk

k k=

uN
H

Para o exemplo a ajuste sera feita por uma reta dada por:

#(X) = o, + a,x. Substituindo na equagao acima, tem-se:

2 2

D=io|k2 i[f(xk)—q)(xk [f(xk (e +a%)] =F(aa,)

k=1 k=1

O valor de F(a,a,) depende de «, e «a,, ou seja, da reta escolhida

para aproximar a funcéao f(x) tabelada.
Como pode-se definir a reta?

Uma solucdo é encontrar @, e &,, tais que F(&,a,) seja minimo.

Minimizando F (&, &,), estad-se minimizando os desvios quadraticos.

A condicdo necesséaria para que F(&l,&z) seja um minimo de
F(a,2,) € que as derivadas parciais de F(a,c,) em relagdo a @, e a,
sejam zero.

Como F (al,az) € descrito pela equacao:

m 2

Flapa,)= [ f(4)—(an+a%)]

k=1

oF m

—=-2>|f =0
oar ;[ (X)) — o —ayX ]

oF n

—=-2)|f =0
oa, kz_l‘,[ (X)) —a —a, X%, ] Xy

Rearranjando as equacgdes chega-se:
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z f(Xk)—ZOcl—Zazxk =0
k=1 k=1 k=1

m m m
D X)X~ D aX =D % =0
k=1 k=1 k=1

Isolando as variaveis dos termos constantes, tem-se:

mey + (> %), = £ (%)

(Zri: X, )a, + (i xa, = ixk f (%)

Observe que resulta num sistema de equacdes lineares. Essas

~ ~ . ~ . — — — 1T
equacdes sdo conhecidas como equagbes normais. Para a=[a, @],

solucdo das equacdes normais, F(al,az) apresenta seu menor valor.

Solucionando para os valores numéricos do exemplo, tem-se:

5
ZXk =1,3+3,4+51+6,8+8,0=24,6

k=1

5
> f(x)=2,0+52+38+6,1+58=22,9

Zr):(xk)2 =(1,3)* +(3,4)* +(5,1)*> +(6,8)" +(8,0)* =149,5
ZSZXK f(x)=013)-(2,0)+(3,4)-(52)+(51)-(3,8)+(6,8)-(6,1) + (8,0)- (5,8) =127,54
Substituindo na equacao normal, tem-se:

5 2461 [ 229
24,6 149,5|| a, | |127,54
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A solucao deste sistema linear resulta em: a = [2,01 0,522]T .

A reta que melhor aproxima f(x) pelo método dos minimos quadrados é
dada por:

#(x) =2,01+0,522x

Com a equacdao da reta, pode-se fazer projecdes para valores além do

intervalo dado.

Para mais informacgdes, (ver em [N] Método dos Minimos Quadrados)

3.6 Método dos minimos quadrados no GeoGebra

Para facilitar a determinacdo dessa reta obtida através do METODO
DOS MINIMOS QUADRADOS, iremos contar com o auxilio do software
GeoGebra.

Para isso, basta seguir 0s seguintes passos:

1°) Abrir o software GeoGebra e arrastar o grafico (imagem) a ser

analisado para a tela inicial do programa.

7 GeoGebra - x

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Y|P B3 (o s P4 NN EE

Entrada:
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2°) Utilizando a ferramenta PONTO, selecione a quantidade de pontos

desejadas sobre o grafico.

€7 GeoGebra - X

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
1 . = -

AP GO L N =

Ponto

A\ Ponto em Objeto

‘/. Vincular / Desvincular Ponto

>-( Infersecdo de Dois Objetos

e Ponto Médio ou Cenfro 6

¢~ Namero Complexo 5

/’\J Otimizacdo
i 4 Raizes 4

Entrada:

39) Selecione a ferramenta RETA DE REGRESSAO LINEAR.

€7 GeoGebra - X
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Ll S
-~

D OO =2 .

Reta Perpendicular

Reta Paralela
> Mediatriz

" Bissetriz 7

Reta Tangente [

Reta Polar ou Diamefral

}/: Reta de Regressao Linear

,:"‘Q,, Lugar Geométrica

Entrada:

51



4°) Pressione o botdo esquerdo do mouse e envolva a regido que

contém os pontos sobre o grafico.

€7 GeoGebra - X
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A \ =) . iy
| o® | QO N =2
Tm-
8
7
8
4
4
3
1
0
-13 12 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 3 4 5 6 7 8 g 10 11 12
-1
-2

Entrada:

59 ApoOs selecionar a regido que contém todos os pontos, a reta de

regressdo linear serd determinada automaticamente ao soltar o botdo do

mouse.

€7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

ko~ [E] AN E

Entrar...

Entrada:
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E importante salientar que, na utilizacdo desse método, existem dois

fatores determinantes na obtengcao de uma “boa” reta, sao eles:

e Quantidade de pontos: € importante selecionar uma quantidade

razoavel de pontos, por isso, foram utilizados 10 pontos.

e Pontos selecionados: a escolha do local correto para esses pontos é
fundamental para o direcionamento da reta obtida, por isso,

selecionamos “picos” e “vales”.

Com esses cuidados, podemos minimizar o0s erros envolvidos nesse
processo e obter retas que servirdo como base confiavel para a andlise de

tendéncias.

Essas ideias serdo colocadas em pratica nas atividades propostas aos

alunos.
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CAPITULO 4

Atividades

Nesse capitulo serd apresentado o roteiro, que possibilita um
direcionamento aos professores na realizacdo das atividades propostas aos

alunos.

4.1 Roteiro para professores

Primeira atividade

No primeiro momento € importante ressaltar os beneficios que a
educacao financeira pode proporcionar na assimilacdo de conteudos e na vida

pessoal de cada um.

O ensino daeducacao financeira nas escolas ja se mostrou ser
essencial para mudar o quadro das futuras familias brasileiras, isso porque,
além de aprender conceitos basicos da matematica, esse contetdo despertara
o olhar empreendedor de cada aluno, possibilitando a busca por um melhor

controle financeiro e a realiza¢do de bons investimentos.

Em seguida, buscar esclarecer e apresentar os tipos de renda, as
principais formas de investimento, taxas, termos e siglas utilizadas nesse ramo,
apontar as vantagens, desvantagens e riscos empregados em cada
investimento e propor através de perguntas, questbes que estabelecam a

relacdo entre o investimento e o tipo de renda correspondente.
Exemplo:
Tesouro direto — Renda fixa
Acdes de empresas — Renda variavel
CDB - Renda Fixa

A duracéo da atividade proposta e de aproximadamente 50 minutos.
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Segunda atividade

Aplicar atividades envolvendo juros simples e compostos e elucidar a
diferenca entre regime de capitalizacdo simples e regime de capitalizacdo

composta.

Ao propor as atividades envolvendo juros compostos, é possivel inserir
contextos praticos como investimento em poupanca, juros de cartbes de

crédito, cheque especial, empréstimos, parcelamento, entre outros.

No desenvolvimento dessas atividades, podemos apresentar fungbes da
calculadora cientifica, presente nos smartphones, que facilitam os céalculos

presentes nNos juros compostos.
A duracao da atividade proposta e de aproximadamente 50 minutos.
Terceira atividade

Apresentar gréficos de acdes em bolsa de valores, mostrar suas
diferentes formas, explicar suas variacGes, tendéncias e 0s riscos envolvido

nesse tipo de investimento.

Através desses gréficos, é possivel trabalhar os conceitos de funcédo do
1° grau, crescimento e decrescimento, pontos maximos e minimos e método

dos minimos quadrados.

Para facilitar o processo do método dos minimos quadrados, envolvendo
alunos do ensino médio, podemos utilizar o GeoGebra, que através da
ferramenta RETA DE REGRESSAO LINEAR, possibilita de forma rapida a
construcdo da reta, permitindo dessa forma, a andlise de tendéncia do gréfico
das acBes no periodo observado.

O GeoGebra pode ser baixado de forma gratuita, ( ver em [J] GeoGebra)

Ao finalizar as etapas anteriores, podemos elaborar atividades em que
os alunos tomem decisfes pela permanéncia ou ndo das ac¢des, de acordo com

o grafico de tendéncias daquele periodo.

A duracéo da atividade proposta e de aproximadamente 50 minutos.
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Quarta atividade

Elaborar um jogo de tabuleiro (como aplicado nesse trabalho), baseado
no JOGO DA VIDA, que possibilite op¢cdes para os trés tipos de investimentos

abordados, nesse caso, foram utilizados: Poupanca, A¢des e Bitcoin.

Nesse tipo de jogo, podemos complementar os conceitos aplicados nos
investimentos abordados e explorar conceitos de porcentagem, juros e
estratégia, para poder analisar os riscos envolvidos em cada investimento

apresentado.

O jogo devera ser praticado por dois ou trés participantes, com idade
minima de 15 anos, pois 0s assuntos abordados estdo mais adequados a

alunos do Ensino Médio em diante.

Como ferramentas serdo utilizadas mini notas de dinheiro, dois dados,
trés pecas de cores distintas, para representar cada jogador e calculadora
(opcional), caso o professor queira facilitar e agilizar os calculos que surgem no

transcorrer da partida.

O tabuleiro pode construido numa cartolina, com trés pistas (sendo uma
pista para cada tipo de investimento), que poderdo ser desenhadas a méo ou
através do reaproveitamento de outro jogo que apresente as mesmas

caracteristicas.
A distribuicdo das casas, pode ser feita da seguinte forma:

e INVESTIMENTO EM POUPANCA: Rendimento bimestral da poupanca,
Impedido, Dia da troca, Sorte nos investimentos e Azar nos

investimentos.

e INVESTIMENTO EM ACOES: AcbBes em alta, A¢Bes em baixa,
Investimento de risco, Dia da troca, Sorte nos investimentos e Azar nos

investimentos.

e |INVESTIMENTO EM BITCOIN: Bitcoin em alta, Bitcoin em baixa, Dia da

troca, Sorte nos investimentos e azar nos investimentos.
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As casas terdo descricoes de acordo com as regras apresentadas

abaixo e deverdo ocupar suas posicdes de acordo com a pista destinada para

cada tipo de investimento.

A duracéo do jogo é de aproximadamente 30 minutos.

4.2 Regras do jogo Formula das Acdes
INiCIO DO JOGO

Cada jogador devera lancar dois dados, o niUmero obtido sera
multiplicado por R$ 10.000,00, determinando assim, o valor recebido por cada

participante.

Em seguida, cada jogador ira optar a forma de investimento e lancar os
dados para iniciar a partida.

Obs: os valores apresentados nas casas do tabuleiro, podem ser fixados ou

calculados através de porcentagem.
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da RENDIMENTO BIMESTRAL DA POUPANCA
Poupanga

Toda vez que passar ou parar em uma casa RENDIMENTO
BIMESTRAL DA POUPANCA, vocé receberd R$ 100,00 a cada R$ 10.000,00

investido nessa modalidade.

IMPEDIDO! «=
Realize outra forma

RN (MPEDIDO

Siga outro
caminho!

Toda vez que passar ou parar em uma casa IMPEDIDO, vocé devera,

obrigatoriamente, modificar a forma de investimento.

DIA DA TROCA

Toda vez que passar ou parar em uma casa DIA DA TROCA, vocé

podera permanecer ou modificar a forma de investimento.

SORTE NOS INVESTIMENTOS

Toda vez que parar em uma casa SORTE NOS INVESTIMENTOS, vocé
devera avancar 6 casas, hao cumprindo as ordens das casas que passar ou
parar.
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AIARNOS
INVESTIMENTOS

el AZAR NOS INVESTIMENTOS
6 CASAS

Toda vez que parar em uma casa AZAR NOS INVESTIMENTOS, vocé

deverd retroceder 6 casas, ndo cumprindo as ordens das casas que passar ou

parar.

INVESTIMENTO DE RISCO

Toda vez que parar em uma casa INVESTIMENTO DE RISCO, vocé
perdera metade do seu valor total.

ACGOES EM ALTA
Receha RS 300,00

L ACOES EM ALTA

R$1.000,00
investido em agdes

Toda vez que parar em uma casa ACOES EM ALTA, vocé recebera a

guantia descrita na casa.

ACOES EM BAIXA

Toda vez que parar em uma casa ACOES EM BAIXA, vocé perdera a

guantia descrita na casa.
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Para cata
ls'l BITICOIN EM ALTA

Toda vez que parar em uma casa BITCOIN EM ALTA, vocé receberd a
guantia descrita na casa.

Perdeu metade
do valor Investido BITCOIN EM BAIXA
em Bitcoln

Toda vez que parar em uma casa BITCOIN EM BAIXA, vocé perdera a

guantia descrita na casa.

PEDAGIO

Apbs a chegada do primeiro colocado, os demais jogadores deverdo
pagar uma tarifa (pedagio) de R$ 1.000,00 por cada rodada, até a concluséo do
jogo. Caso o jogador ndo tenha a quantia para pagar o pedagio, 0 mesmo

devera decretar faléncia, sendo assim, banido da partida.
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CAPITULO 5

Atividades de campo

Nesse capitulo serdo apresentados os resultados das atividades

propostas aos alunos.

Meu obijetivo inicial era apresentar um quantitativo maior de atividades,
visando trabalhos em grupos e individuais, porém, o tempo disponibilizado pelo
Colégio foi curto, sendo assim, elaborei e realizei as quatro atividades que
foram mencionadas no capitulo anterior. Dessas quatro atividades propostas,

trés foram realizadas em grupo e uma de forma individual.

Para a realizacdo dessas atividades, participaram 20 alunos de uma
turma do 3° ano do ensino Médio, do Colégio Estadual Professor Fernando
Antdnio Raja Gabaglia, situado no bairro de Campo Grande, no municipio de
Rio de Janeiro. Os alunos se dividiram em quatro grupos, sendo 2 grupos com

cinco alunos, 1 grupo com quatro alunos e outro grupo com seis alunos.

As atividades ocorreram em dois dias, durante os tempos em que

ocorreriam aulas de matematica.

No primeiro dia, foram utilizados trés tempos de aula, aproximadamente
150 minutos e nesse periodo, os alunos realizaram as trés primeiras atividades
propostas. O tempo médio gasto para cada uma das atividades foi de

aproximadamente 50 minutos.

No segundo dia, foram disponibilizados dois tempos de aula,
aproximadamente 100 minutos e nesse periodo, os alunos realizaram a quarta
atividade (atividade envolvendo o jogo de tabuleiro). O tempo médio para cada
partida foi de 30 minutos, por esse motivo, 0s alunos s6 conseguiram realizar

trés partidas.

Aplicacdes em sala de aula

Antes de iniciar as atividades, apresentei aos alunos, 0s conceitos
matematicos de taxa, tempo, montante, juros simples, juros compostos,
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funcBes do primeiro grau e as no¢des basicas de ponto maximo, ponto minimo

e método dos minimos quadrados.

Em seguida, abordei as ideias basicas de criptomoedas e
investimentos, diferenciando as aplicacées e mostrando os riscos envolvidos

em cada caso.

Para facilitar a compreensdo do funcionamento das criptomoedas,

apresentei aos alunos, o esquema abaixo.

Exemplificando o funcionamento do

BLOCKCHAIN
'

em uma Fila. O Aluno pega a transagdo da Fila.
Confirma se Silvio possui esse
saldo na sua conta.

Retira a quantidade para inserir
na conta do Arthur;

Silvio quer enviar
10 unidades para
o Arthur.

(@-o

Quando o Aluno
preencher toda a Folha
com outras transages, ele
precisard resolver um
Problema Matemadtico.

0 Aluno escreve
essa transagdo na
Folha do Fichério.

Tendo a resposta correta do
Problema, o Alune ganha um
Prémio e uma nova Folha &
adicionada no Fichario.

&

PROFESSORES
.

0Os Professores validam
aresposta do Problema
Matemdtico.

O Fichdrio de todos os Alunos e
Professores & atualizado com
uma cdpia Folha do Aluno que
registrou a informagdo.

.‘ 5 -e
ARTHUR

0O saldo da conta Arthur é
atualizado com mais 10
unidades e o do Silvio com
menos 10 unidades.

Fonte: ( ver em [I] Funcionamento do Blockchain)

Onde:

Fichéario = Blockchain

Fila de espera = Mempool (aguardando minerador)
Folha = Block (bloco)

Aluno = Minerador

Professor = Full node (programa)
Prémios = Bitcoins

Problema Matematico = Protocolo de prova de trabalho
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Primeira atividade (1° dia)

Inicialmente apresentei a parte conceitual, mostrando as diferencas
entre renda fixa e renda variavel, as diferentes formas de investimentos, os
riscos envolvidos em cada caso, siglas, taxas e termos que sao

frequentemente utilizados nesse ramo.

No segundo momento, houve um aprofundamento nos investimentos
selecionados como foco desse trabalho, que sédo: investimentos em renda

variavel, investimentos em renda fixa e criptomoedas (bitcoin).

Em seguida elaborei um questionario oral, contendo 10 perguntas
relacionadas aos tipos de investimentos, onde os alunos deveriam classificar

cada investimento, como renda fixa ou renda variavel.

Os alunos estavam trabalhando em grupo néo tendo dificuldades para
identificar cada caso, e todos 0s grupos responderam corretamente, como

apresentado abaixo:
¢ Investimento em a¢gbes — Renda variavel
e Caderneta de poupanga — Renda fixa

e Criptomoedas — Renda variavel
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Nao identifiquei nenhum aluno com dificuldades para responder as
perguntas propostas nessa atividade e houve uma participacdo e colaboracdo

de todos 0s grupos no transcorrer da mesma.
Segunda atividade (1° dia)

Na segunda atividade, apresentei dois exercicios no quadro, 0S grupos
copiaram, e apresentaram a solugdo nas suas respectivas folhas, que se

encontram nos Anexos.
Os exercicios propostos nessa atividade, foram:

1°) Qual o valor do montante produzido por um capital de R$ 5.000,00, aplicado
no regime de juros simples a uma taxa mensal de 3% ao més, durante 12

meses?

2°) Qual o valor do montante produzido por um capital de R$ 5.000,00, aplicado
no regime de juros compostos a uma taxa mensal de 3% ao més, durante 12

meses?

O objetivo principal desses exercicios, era mostrar a diferenca gerada

entre os regimes de juros simples e juros compostos.
Resolucao do 1° problema:

J =5.000,00 x 0,03 x 12

J =R$ 1.800,00

M = R$ 5.000,00 + R$ 1.800,00

M = R$ 6.800,00

Resolucao do 2° problema:

M = 5.000 x (1 + 0,03)*?

M = 5.000 x (1,03)*2

M = 5.000 x 1,42576

M=R$ 7.128,80
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Nessas atividades o0s grupos apresentaram oOtimo desempenho. O

auxilio da calculadora foi um fator determinante para tal resultado.

No primeiro exercicio, todos conseguiram resolver sem a minha

interferéncia e todos chegaram ao resultado correto.

No segundo exercicio, houve um fato interessante, pois a maioria dos
alunos desconheciam algumas funcdes existentes na calculadora, como

potenciacdo, que deveria ser aplicada na resolucédo do exercicio.

Devido a falta de conhecimento dessa ferramenta, todos os alunos
tentaram realizar a potenciacdo através de sucessivas multiplicacbes e apenas
3 conseguiram finalizar os célculos corretamente através desse método, porém
demoraram bastante tempo e alegaram que o processo era muito trabalhoso.
Dos 17 alunos restantes, 8 obtiveram um resultado incompativel e os outros 9

ndo conseguiram finalizar os céalculos.

Apos aguardar cerca de 20 minutos, acabei interferindo na atividade e
aproveitei a oportunidade para apresentar a funcdo potenciacdo e outras

funcdes importantes, existentes na calculadora.

De fato, muitas ferramentas matematicas podem ser inseridas e
abordadas durante essas atividades, buscando assim o aprimoramento do uso

de novos recursos e o enriguecimento dos conceitos propostos.

Depois de compreenderem o funcionamento da fung&o potenciacgéo,
contida na calculadora, os grupos desenvolveram corretamente a potenciacao,

obtendo, de maneira rapida e eficiente, o resultado correto.

ApOs a aplicacdo desse recurso, muitos alunos questionaram o fato de
nunca terem trabalhado essas ferramentas em nenhuma aula de matemética e
isso gerou uma discussao interessante, onde pude perceber a importancia e a

necessidade de se introduzir esses recursos para os alunos.

Certamente obtive muito retorno e pontos positivos nessa atividade, com
isso, poderei aproveitar esses questionamentos dos alunos para inserir a
utilizacdo de varios recursos existentes nas calculadoras cientificas, com

alunos do ensino Fundamental e ensino Médio.
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Apés a realizacdo dos dois exercicios, os alunos puderam perceber,
através da discordancia entre os montantes obtidos, a diferenca entre juros

simples e compostos.

As resolucdes das atividades, realizadas pelos grupos, se encontram no

anexo.
Terceira atividade (1° dia)

Na terceira atividade, os alunos deveriam analisar graficos de acoes,
utilizando como ferramenta auxiliadora os recursos de um software instalado no
computador. Foram apresentados dois trechos de acfes da Petrobras nos anos

de 2008 e 2009, como mostra a figura abaixo:

2008 2009

Com o auxilio do software GeoGebra, cada imagem foi arrastada para a
tela inicial do software, em seguida foram selecionados 10 pontos no gréfico,
referentes ao ano de 2008, e assim eles puderam fazer uso da ferramenta
RETA DE REGRESSAO LINEAR, que determina de maneira automatica a reta
gerada através do método dos minimos quadrados e esse resultado pode ser

visto na figura abaixo.
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¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

R BNl N EE

» Janela de Algebra = X | » Janela de Visualizagdo

Ponto
A=(0,0)
B=(3,0) 8

® C=(0.06,1.22)

® D=(0.44,0.46) ;

® E=(0.92,5.82)

® F=(124,508)

® G=(1.56,3.78)

® H=(1.88,3.46)

® 1=(2.3,1.18)

® J=(242,18)

® K=(26,072)

® L=(2816)

Reta

L0 fy=03Tx+312

- X

Entrar...

10 1"

Entrada

Trecho do ano de 2008

ApoOs a andlise, os alunos responderam a seguinte pergunta:

De acordo com o trecho analisado, vocé continuaria esse investimento

ou nao?

Em seguida, o mesmo procedimento foi aplicado para o ano de 2009,

obtendo o resultado representado pela figura abaixo.

7 Geolebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

N BN e E N EE

» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagdo

Ponto
A=(0,0)
B=(3,0)

® C=(0,2.3) 8

® D=(0.34,2.78)

® E=(0.46,2.34)

® F=(0.66,3.24)

® G=(1.22,384)

® H=(15322)

® |=(1.92,3.68)

® J=(234,4.22)

® K=(2.6,4.46)

® L=(2.86,4.06)

Reta

® f:y=069x+246

g

- X
Enfrar...
7 X

Entrada:

Trecho do ano de 2009
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Depois das repostas obtidas, o gréfico das acdes da Petrobras entre
2008 e 2013, representado na figura a seguir, foi apresentado aos alunos, para

gue 0s grupos pudessem comparar e analisar suas escolhas.

PETROBRAS -PN
HPETR4.5A

& Yahoo! =
Jan de 08 Jan de 10 Jande 11 Jande 12 Jande 13

Essa atividade empregou a aplicacdo dos conceitos de crescimento,
decrescimento, ponto maximo, ponto minimo, método dos minimos quadrados
e possibilitou a utilizacdo do software GeoGebra, que serviu como ferramenta

auxiliadora para responder as perguntas realizadas.

Nenhum aluno conhecia o software e por isso, houve uma apresentacao
prévia sobre suas principais funcbes, porém o foco principal se deu nas
ferramentas PONTO e RETA DE REGRESSAO LINEAR.

As andlises foram realizadas em um notebook, onde cada grupo teve a
possibilidade de selecionar 10 pontos sobre o gréfico analisado e realizar suas
escolhas futuras, através da reta de tendéncia gerada pela ferramenta RETA
DE REGRESSAO LINEAR do software GeoGebra.

O mais interessante nessa atividade, foi perceber que apesar das retas
obtidas com o auxilio do Geogebra, indicarem uma tendéncia, os integrantes
dos grupos divergiram em suas opinides, assim, alguns alunos indicavam uma

preferéncia na permanéncia do investimento e outros néao.

Essas respostas podem ser verificadas e analisadas nos Anexos.
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Isso gerou uma discussdo interessante, onde 0s grupos acabaram

interagindo e trocando informacdes para as tomadas de decisfes.

Apés a apresentacdo do grafico por inteiro, muitos alunos expuseram
suas opinides e aqueles que acertaram, indicavam aos demais 0s motivos para

tais decisoes.

Em relacdo ao primeiro trecho analisado, alguns alunos alegaram que
nao continuariam com o investimento, pois estavam seguindo a tendéncia de
baixa, obtida pela reta de regresséo linear, outros discordavam, pois alegavam
que o trecho final apresentava uma leve tendéncia de alta e por isso,
permaneceriam com o investimento, pensando num possivel aumento no valor

das acdes e assim poder obter lucro nas transacoes futuras.

No segundo trecho analisado, também houve discordancia entre os
alunos, pois a maior parte defendia a permanéncia do investimento, pois
seguiam a tendéncia de crescimento gerada pela reta de regresséo linear, e a
menor parte dos alunos, alegavam que venderiam as acdes, pois com o valor

em alta, poderiam obter lucro nas transagoes.

Essa troca de informacfes se tornou algo muito produtivo, pois dessa
forma muitas ideias foram surgindo e muitas “conjecturas” foram levantadas,
fazendo com que a aula se tornasse dindmica, proveitosa, agradavel e

divertida.

z

Além desse do dinamismo envolvido nessa atividade, é importante
ressaltar que os recursos utilizados enriqgueceram bastante, ndo somente na

andlise de graficos, como no aprendizado de outros conteidos matematicos.

O software GeoGebra ofereceu muitas ferramentas auxiliadoras nessa
atividade que certamente poderédo, de forma simples, ser aplicadas em muitos
conteudos abordados no ensino Fundamental e ensino Médio, tornando-se um
facilitador no processo de aprendizagem tanto para o aluno, como para o

professor.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (1999), uma das atitudes

necessarias dos professores, nas escolas publicas, em relagdo ao ensino da
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matematica é: “Tornar esses alunos atores no processo de aprendizagem e

construgcédo do conhecimento intelectual apropriado e qualificado”.

As repostas apresentadas pelos alunos, nessa atividade, se encontram

Nno anexo.
Quarta atividade (2° dia)

Na quarta atividade, os alunos tiveram a oportunidade de aplicar, de
forma lddica, alguns conhecimentos adquiridos anteriormente, através de um

jogo de tabuleiros. Aprimorando os conceitos de matemética financeira.

Esse jogo, intitulado FORMULA DAS ACOES, foi baseado no JOGO DA
VIDA e simula uma corrida entre trés competidores, que podem optar por trés
modalidades diferentes de investimentos, sendo elas, poupanca, acbes ou
bitcoin.

As regras foram detalhadas e o jogo seguiu de forma dinamica e
divertida.

Aplicacédo da atividade (jogo)

No inicio da partida, alguns alunos apresentaram uma certa inseguranca
na escolha de investimento a ser adotada, mas apos algumas rodadas, eles

perceberam gue algumas casas permitiam a troca de investimentos.

Durante o jogo, foi interessante analisar que alguns alunos tomaram
decisdes mais cautelosas, se mantendo na maioria das vezes em investimento
de baixo risco e outros se arriscaram mais, permanecendo em grande parte,

nas pistas destinadas a aplicacdo em acdes ou bitcoins.

Certamente essa atividade se mostrou mais atrativa e dessa maneira
fica mais facil realizar a abordagem de outros conceitos, durante e apés a

realizacdo da partida.

Nessa atividade, todos os alunos interagiram e essa participacao acabou
gerando pontos positivos, como troca de informacdes, esclarecimento de
duvidas e principalmente por possibilitar a insercdo de elementos importantes,

envolvendo conceitos matematicos e conceitos de investimentos.
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De forma espontanea, muitos alunos puderam realizar uma reflexdo e
assim perceber 0s riscos que envolvem cada investimento. E certamente terdo

mais cautela ao realizar aplicacdes de capitais, hdo s6 no jogo como na vida.

~
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Conclusao

O desenvolvimento dessa tese teve como objetivo inicial analisar as
aplicacbes de conceitos matematicos nas principais modalidades de
investimentos e fazer isto usando conceitos basicos de matematica acessivel

aos alunos de ensino médio.

Para a modalidade de investimento em poupanca, foram desenvolvidos
0os conceitos de funcdes, taxa, tempo, montante, juros simples e juros

compostos.

Na modalidade investimento em acbes, foram trabalhados os conceitos
de ponto maximo, ponto minimo, método dos minimos quadrados, utilizacao de

alguns recursos do software GeoGebra e andlises graficas.

E na modalidade investimento em bitcoin, foram trabalhados os
conceitos matematicos empregados no sistema de seguranca das transacfes
envolvendo a moeda virtual, o conceito da tecnologia blockchain, sua

funcionalidade e aplicabilidade em diversos setores.

Tendo como base essas modalidades de investimentos, foi desenvolvido
um jogo de tabuleiros, que de forma dinamica, simula situacdes de lucros,

prejuizos e riscos envolvidos em cada modalidade.

A culminancia dos conceitos descritos acima, ocorreu durante a
aplicacado de atividades e na realizagdo de partidas, envolvendo o jogo de
tabuleiro, para 20 alunos, divididos em 4 grupos, do 3° ano do ensino médio.

Na aplicacdo das atividades com os alunos, cada grupo desenvolveu
calculos de juros e realizou andlises graficas com o auxilio do software
GeoGebra, gerando dessa maneira, um debate para definir a permanéncia ou

nao na modalidade de investimento utilizada.

A conclusédo dos conceitos e atividades abordados com os alunos, se
deu de maneira ludica, através do jogo de tabuleiro, onde os participantes

puderam de forma dinamica e divertida, aplicar alguns conceitos abordados.
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O jogo de tabuleiro, de fato, foi algo extremante positivo, pois dessa
maneira, 0s participantes puderam entender na pratica os riscos envolvidos nas

trés modalidades de investimentos.

Apoés o desenvolvimento da parte teorica e a aplicacdo das atividades,
foi possivel perceber que essas analises envolvendo investimentos,
possibilitam ndo s6 que o professor realize a implementacdo de contetdos
trabalhados no ensino médio, mas como a expansdo de conceitos basicos,
atingindo dessa maneira conceitos matematicos mais complexos que séo
utilizados nas transacdes envolvendo as criptomoedas. Para os alunos, 0s
beneficios sdo ainda maiores, pois com essa abordagem, € possivel trabalhar
conteddos abstratos de uma maneira motivadora, sabendo onde e como essas

ferramentas matematicas poderao ser aplicadas.

Ensinar matematica sem mostrar a origem e a finalidade dos
conceitos é como falar de cores a um daltdnico: é construir no vazio.
Especulagbes mateméticas que, pelo menos no inicio, ndo estejam
solidamente apoiadas em intui¢cdes, resultam inoperantes, ndo falam
ao espirito, ndo o iluminam. (SEBASTIAQO; SILVA, 1967/68)
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APENDICE A

Nessa unidade, iremos abordar termos importantes sobre as
criptomoedas, em especial o Bitcoin, os mecanismos de funcionamento de

suas transacoes, a base de dados utilizada e suas variadas aplicabilidades.

Bitcoin

Bitcoin é uma criptomoeda ou um dinheiro digital, onde ha uma
movimentacao eletronicamente entre utilizadores em qualquer parte do mundo,

além disso exclui a necessidade de uma entidade central (como um banco).

Bitcoin é a primeira e mais famosa das chamadas “criptomoedas” e foi

iniciada no ano de 2008, por Satoshi Nakamoto.

Alguns especialistas afirmam que um novo usuério pode iniciar com

bitcoin sem entender muitos detalhes técnicos.

Primeiramente é necesséario instalar uma carteira de bitcoin no
computador ou telefone celular, gerando em seguida, um endereco de bitcoin e

que sera novamente gerado, sempre que precisar.

Esse endereco é parecido com o funcionamento de um e-mail, sendo
utiizado em apenas uma movimentagcdo, como pagar ou receber um

pagamento.

A ideia inicial de Nakamoto era criar um sistema de dinheiro eletrbénico,

sem dinheiro em espécie fisica e que existisse apenas no mundo digital.

Essa estrutura se utiliza de redes peer-to-peer, onde computadores

estéo ligados diretamente uns aos outros, de forma descentralizada.

Um dos problemas do dinheiro digital seria a utilizacdo da mesma bitcoin
mais de uma vez e para evitar esse problema, o sistema utiliza uma base de
dados distribuida, conhecida como blockchain, onde sédo registradas todas as
transacbes realizadas, sendo mantida pelo esforco coletivo dos inumeros

computadores ligados a rede. As emissBes de bitcoins sdo realizadas
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periodicamente, de forma automética, e o dinheiro € atribuido ao computador
que for mais rapido a resolver uma tarefa computacional, que € necesséaria

para manter o préprio funcionamento da rede.

A blockchain € uma base de dados descentralizada e nasceu juntamente
com a criacdo da bitcoin, mas esta mesma base é utilizada por outras
criptomoedas e também para fins ndo financeiros, tendo como exemplo o MIT,
que vem usando, como experimento, essa mesma base para a realizar a

emisséo de diplomas.

Cada utilizador ligado a rede tem a sua copia da blockchain. As novas
transacbes de bitcoins sdo agregadas em blocos e validadas pelos
computadores ligados a rede, que competem para ver quem resolve mais

rapidamente uma espécie de problema matematico.

Quando isso acontece, um novo bloco de transacdes é acrescentado a
cadeia de blocos ja existente, e todos os utilizadores assumem como fidedigna

a cadeia mais longa.

Este processo significa que ndo é preciso uma entidade central para
validar as transacdes e que qualquer pessoa pode verificar toda a base de

dados.

A cadeia de blocos é um livro de registro de contabilidade publico

compartilhado de confianca de toda a rede bitcoin.

Todas as transacfes validadas séo incluidas nessa cadeia de blocos,
assim, as carteiras de bitcoin podem calcular seu saldo disponivel e assegurar
que as transacoes realizadas utilizem bitcoins do proprietario de fato, pois a
integridade e a ordem cronolégica da cadeia de blocos séo protegidas

por criptografia, evitando ao maximo as fraudes.

A seguranca da realizagcdo de uma transagao no sistema bitcoin ndo se
baseia apenas no algoritmo criptografico utilizado, ou seja, na impossibilidade
da quebra de uma chave criptografica.
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Além desse algoritmo, o sistema de seguranca leva em consideragédo o
tempo de registro das transacdes realizadas, sendo assim, quanto mais antigo
€ 0 registro da transacdo no sistema, maior € a seguranca e,

consequentemente, menor sera a probabilidade de sua violabilidade.

Uma transacdo desse tipo, representa uma transferéncia de valores

entre carteiras Bitcoin, que sdo incluidas na blockchain.

Cada carteira bitcoin mantém uma informacao secreta, conhecida como
chave privada ou semente, utilizada para assinar ou autenticar as transacoes,
fornecendo dessa maneira, uma garantia de que elas foram emitidas pelo
verdadeiro dono da carteira. A assinatura também previne que a transacgéao seja

alterada por qualquer fraudador, apds a sua emissao.

Todas as transa¢fes sdo divulgadas entre os usuarios e normalmente
comecam a ser confirmadas pela rede nos préximos 10 minutos, através de um

processo chamado mineracao.

A mineracao € um sistema que funciona através de consenso das partes
e serve como garantia para a confirmacao das transacfes realizadas e inclui-
las na blockchain, além disso, esse processo protege a neutralidade da rede,
permitindo que diferentes computadores estejam  harmonicamente

sincronizados com o sistema.

Para que sejam confirmadas, as transacfes devem ser incluidas

num bloco e verificadas pela rede através de regras criptograficas.

Essas regras criptograficas previnem que blocos antigos sejam
modificados, o que provocaria um impedimento para a validacdo dos blocos

seguintes.

A mineragdo também estabelece um sistema aleatério, que dificulta a
criacdo de novos blocos utilizando a mesma pessoa, evitando dessa maneira,
gque uma pessoa possa decidir, incluir ou mudar partes da blockchain para

reverter alguma transagao.
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Um dos problemas da blockchain das bitcoins é a sua demora no
processamento da realizacdo dessas transacdes, que acaba sendo muito

superior ao tempo utilizado no circuito financeiro tradicional, como os bancos.

Mesmo com essa demora, a bitcoin vem se expandindo e essa forma de
pagamento vem sendo aceita por um numero crescente de empresas, mas

longe de ser uma forma de pagamento massificada.

A principal razdo para ter bitcoins parece ser esperar que o valor suba, o

que significa que a valorizacao sera fruto de especulacéo.

Ainda assim, a bitcoin estd despertando a atencdo de investidores
institucionais, gerando, entretanto, a dulvida se esse novo método de
investimento pode ser comparado ou ndo aos métodos tradicionais, como o

mercado de agdes e ao mercado do ouro, por exemplo.

A forma mais comum de se obter bitcoins é realizar sua compra em
bolsas online, que funcionam de forma semelhante as bolsas de acdes, porém

nao sao reguladas por nenhuma instituicao.

Um dos riscos desse sistema, € que seu valor varia muito, deixando em
aberto, a passibilidade de ganhar ou perder uma fatia significativa do

investimento em um curto prazo de tempo.

Outro problema da bitcoin, esta relacionada ao lado obscuro dos termos
legais, onde ninguém sabe ao certo o que serd decidido pelos 6rgaos
reguladores de alguns paises, que podem impedir a pratica dessa modalidade
de investimento e transacdes. Além disso, alguns bancos centrais tém feito
avisos recorrentes sobre o alto risco nesse tipo de investimento e do fato da

bitcoin ndo ser um dinheiro de verdade.

Para mais informacgdes, ( ver em [H] Funcionamento do Bitcoin)

Inicialmente a blackchain foi desenvolvido para dar suporte a moeda
digital, porém, o mesmo vem ganhando mais espaco e novas aplicacdes estédo

sendo desenvolvidas.



Como dito anteriormente, a blockchain é uma espécie de banco de
dados descentralizado, projetado para registrar transacbes de moedas
criptografadas. Uma vez registrada a transacdo, a mesma esta protegida,
sendo impossibilitada de ser alterada ou apagada, embora seja possivel que
versfes futuras da blockchain possam ser editaveis em circunstancias

extraordinarias.

Devido a confiabilidade do mecanismo empregado nesse sistema,
especialistas garantem que além de aplicagbes Obvias relacionadas a bancos e
financas, industrias também estdo investigando e analisando a aplicabilidade

da blockchain.

Esse mesmo mecanismo, podera futuramente ser utilizado em contratos
inteligentes, que permitiiam as empresas pagar umas as outras sem um
processador de pagamento intermediario, rastrear direitos digitais para filmes e
musica, registrar dados de saude do paciente, monitorar cadeias de

suprimentos e remessas de mercadorias, etc.

Por apresentar uma grande variabilidade de aplicacbes em potencial, a
tecnologia blockchain vem sendo considerada a segunda geracgéo da Internet e
a plataforma fundamental da Quarta Revolucdo Industrial, pelo Férum
Econbmico Mundial (WEF). Porém, até mesmo os defensores dessa
tecnologia, admitem que levara muito tempo para que a mesma faca parte do
cotidiano da sociedade.

Segundo o site datascienceacademy.com.br, algumas aplicacGes para a
tecnologia blockchain j4 estdo sendo utilizadas e outras ainda podem ser
utilizadas.

Sao elas:

e Contratos Inteligentes: consiste em contratos automatizados que sao
incorporados como um codigo if-this-then-that.
e Auditoria da Cadeia de Suprimentos: consiste em garantir com

transparéncia e eficiéncia, os registros de data, hora e localizagéo.

82



e Gerenciamento de Dados: consiste nas aplicacdes de comercializacao
de dados pessoais.

e Pagamentos e Transferéncias Internacionais: consiste em facilitar e
agilizar os pagamentos e transferéncias entre paises.

e Protecdo a Direitos de Propriedade Intelectual: consiste em proteger
os direitos autorais e automatizar a venda de trabalhos criativos on-line.

e Mercado de Valores Mobiliarios: consiste em reduzir o tempo desde a
compra de uma garantia até a propriedade.

e Registro de Terras: consiste em reduzir as fraudes e processar 0s
registros mais agilidade.

e Deteccdo de Medicamentos Falsificados: consiste em fornecer toda a

e Gerenciamento de Identidade: consiste em oferecer uma digitalizacao
confiavel de documentos pessoais.

e Trade Finance: consiste em reduzir o tempo da emissao de uma “Carta
de Crédito”.

e Votacdo Digital: consiste em reduzir as praticas ilicitas em mecanismos
de votacéo.

e Distribuicdo de Energia: consiste em tornar a negociagdo de energia
muito mais eficiente, fazendo com que o consumidor compre a energia
direto da fonte.

e Salde: consiste em fornecer uma descricdo confiavel dos
medicamentos que foram prescritos e administrados, procedimentos que
foram executados e resultados de testes.

e Educacao: consiste em garantir as certificacdes e a autenticidade de
diplomas

e Games: consiste em criar, reproduzir e comercializar objetos virtuais.

e Internet of Things (I0T): consiste em proteger dispositivos inteligentes e

atualizar o software de maneira legitima.

No gréafico a seguir, podemos analisar um pouco da variagdo nos valores
do Bitcoin, no periodo de 2012 a 2019.
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Como é notavel no grafico, até o ano de 2016 a moeda apresentava
baixa valorizacdo, porém no ano de 2017 houve um crescimento brusco,

alavancando uma certa “popularizagao” desse tipo de moeda.

E esperado, num futuro breve, que a manipulacio dessas moedas se
torne cada vez mais comuns e muitas pessoas possam utilizar esse tipo de
transacdo financeira ou investimento, com mais naturalidade, porém, vale
lembrar que o0 mercado de criptomoedas apresenta um risco mais elevado, mas tem
ganhado muita forca como forma de diversificacdo de carteira e até mesmo como
ativo de protecéo, recebendo assim, o apelido de “ouro digital’. Por isso, analistas
recomendam que se use apenas uma parcela do total disponivel para investir neste
mercado.

2012 Jun 2013 2014 Jul 2015 Jul 2016 Jun 2017 Jun 2018 Jun 2019 L1

Fonte : (ver em [K] Grafico do Bitcoin)

Para mais informacgdes, ( ver em [L] Investimento em Bitcoin)
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APENDICE B

Apds a analise sobre o funcionamento das criptomoedas, o banco de
dados e suas aplicacOes, apresentadas no apéndice A, iremos abordar a
matematica envolvida nos mecanismos de seguranca, utilizada para as

transacdes envolvendo esse tipo de moeda.

Nessa unidade, pretendemos atrair a atencdo dos professores, para

conhecer um ramo da matematica chamado curvas algébricas.

Tomando como aplicacdo o sistema de seguranca das criptomoedas,

teremos a possibilidades de explorar os seguintes conteddos matematicos:

e FuncoOes de duas variaveis
e Grupos abelianos
e Corpos finitos

e Curvas elipticas

E importante destacar que os contetdos abordados nesse capitulo,

estdo mais apropriados aos professores e alunos de nivel superior.

A matematica envolvida no Bitcoin

ECDSA é abreviacao de Algoritmo de assinatura digital da curva eliptica.
E um processo que utiliza uma curva eliptica e um campo finito para "assinar"
os dados de forma que terceiros possam verificar a autenticidade da assinatura
enquanto o signatario mantém a habilidade exclusiva de criar a assinatura.
Com bitcoin, os dados que sdo assinados sdo a transacdo que transfere a

propriedade.

O ECDSA possui procedimentos separados para assinatura e
verificagdo. Cada procedimento é um algoritmo composto por algumas

operacdes aritméticas.
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O algoritmo de assinatura faz uso da chave privada e o processo de

verificacdo faz uso da chave publica.

Para analisar tal algoritmo é necessario entender conceitos como,

curvas elipticas e campos finitos.

Conhecida a equacdo da curva eliptica, sdo definidas duas operacgdes:

adicao de ponto e duplicacéo de pontos.

s

A funcdo do campo finito, no contexto do ECDSA, é compactar as
operacdes de modificacdo dentro de um certo intervalo e para tal procedimento
€ aplicado o calculo dos restos, representado pelo operador (mod).

O ECDSA mistura os dois conceitos, curva eliptica e campo finito,
modificando a aparéncia da curva, porém, mantendo suas propriedades

especiais.

Um protocolo, como bitcoin, seleciona um conjunto de parametros para a
curva eliptica e sua representacdo de campo finito que é fixada para todos os
usuarios do protocolo. A seguranca do algoritmo depende de parametros
grandes, tornando impraticavel a determinacdo de uma chave privada através

da forca bruta ou da engenharia reversa.

No ECDSA, a chave privada € um numero escolhido de forma
imprevisivel. A chave publica é derivada da chave privada pela multiplicacdo
escalar do ponto base um nimero de vezes igual ao valor da chave privada.

Exigido como uma equacao:

chave publica = chave privada * ponto base

Na pratica, o calculo da chave publica € dividido em varias operacdes de
duplicacdo de ponto e adicdo de pontos a partir do ponto base, em seguida

utilizadas na assinatura e verificacao.
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A operacdo que vai de uma chave privada para uma chave publica é
computacionalmente facil quando comparado com a tentativa de realizar o
processo contrario, se tornando computacionalmente inviavel devido aos

grandes parametros utilizados na criptografia eliptica real.

Por esses motivos, € muito comum dizer que bitcoin é "apoiado por

matematica".

Curvas elipticas

Antes de mais nada, € bom frisar: ao contrario da crenca popular, elipses

ndo séo curvas elipticas.

Historicamente, curvas elipticas surgiram no estudo do comprimento de
arco de uma elipse (sob o disfarce das chamadas integrais elipticas), por isso,

a origem deste curioso nome.

Do ponto de vista moderno, ha varias maneiras de se definir uma curva
eliptica. Para isto precisamos analisar a definicdo de uma fungcdo de duas

variaveis:

Uma funcéo de duas variaveis € uma regra que associa a cada par ordenado
de nameros reais (x, y) de um dominio D um unico valor real, denotado por
f(x, y). O conjunto D é chamado dominio de f e sua imagem é o conjunto de

todos os valores possiveis de f, ou seja, {f(x, y) : (X, y) € D}.
Notacgéao:

Escrevemos z = f(X, y) para tornar explicitos os valores tomados por f em (X,
y). Nesse caso, X e y representam as variaveis independentes e z é a

variavel dependente.
Observacgao:

Se uma funcdo é dada por uma férmula e seu dominio nédo € especificado,
fica subentendido que o dominio de f & o conjunto de todos os pares (X, V)

para 0s quais a expressao dada esta bem definida.
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Uma curva plana algébrica € uma curva em uma geometria afim ou
plano projetivo dado por uma equacao polinomial f(x, y) = 0 onde f é um

polindmio homogéneo, no caso projetivo.

Definicdo de curvas elipticas

def
E :{(x; y;z)eP? ‘yzz = x% + axz? +bz3} ,com A :—16(4:;13 +27b2) 0
Um fato importante, que tornam curvas elipticas particularmente
interessantes do ponto de vista algébrico/aritmético, € que toda curva eliptica E
€ um grupo abeliano, ou seja, podemos “somar” dois pontos de E, obtendo um
ponto de E, e esta regra satisfaz os axiomas usuais de grupo abeliano

(associatividade, comutatividade, existéncia de elemento neutro e de inverso).

As curvas elipticas também podem ser definidas como equacdes que
definem um conjunto de pontos em um plano bidimensional, apresentadas pela

seguinte forma geral:
vV +ary+by=a*+cr +dr+e

Onde os coeficientes pertencem ao conjunto sobre o qual a curva esta

definida.

Trataremos as curvas elipticas definidas sobre um corpo, isto é, um

conjunto munido de duas operacfes com caracteristicas especiais.

Um exemplo seria o corpo dos reais, que é composto pelo conjunto dos

reais, mais as operacdes de adicdo e multiplicacao.

Essas operacdes definidas com os simbolos + e x serdo devidamente

justificadas nos casos a sequir.

Os corpos utilizados na pratica sdo os chamados “corpos finitos”, mas
exemplificaremos com o corpo dos reais, tomando como exemplo a seguinte

equagao:
y? =2 —8x +4
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-14 -1z -10 -8 -8 -4

Devido as caracteristicas destas curvas, podemos tomar o conjunto de
pontos de uma curva eliptica e definir uma operacdo fechada sobre ele,
conhecida como lei de grupo, e deve satisfazer as seguintes propriedades de
comutatividade (grupo Abeliano), existéncia da identidade, existéncia do

inverso e associatividade.

Ao conjunto de pontos da curva, € adicionado um ponto extra chamado

ponto no infinito, normalmente denotado por: 0.

Para satisfazer as propriedades antes mencionadas, algumas definicbes

se fazem necessérias:
e definimos o ponto no infinito como sendo a identidade;
e dado um ponto P = (X, y), definimos o inverso de P como P = (X, -y).

Devido a natureza simétrica das curvas elipticas, 0 inverso sempre

existe, e o inverso da identidade é a propria identidade.

Para definirmos a soma de pontos, entre os elementos do conjunto,

existem quatro casos a serem analisados.

Considerando dois pontos P e Q sobre a curva, teremos:
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1° caso: Se um dos pontos é a identidade, entdo o resultado é igual ao outro

ponto. Isso € verificado pela definicdo de identidade.

2° caso: Se um dos pontos € o inverso do outro, a operacao entre eles resulta

na identidade. Isso é verificado pela definicdo de inverso.

Exemplo:

Curva: »* =x3-4x+10
P (-1.16,3.62)
0 (.16, -3.62)

Como temos que P =-Q,
asoma P+ Q ¢é igual

a0 elemento neutro,

o ponto no infinito

3° caso: Se P é diferente de Q, entdo tracamos uma reta que passe por P e Q.
Essa reta interceptard a curva em um terceiro ponto, representado por -R,
dessa forma, o resultado da operacédo sera o inverso do ponto -R, ou seja, 0

ponto R.
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Curva: y* =x*-dx+10
P(2.7,-1.12)

O (0.462,2.88)

-R (3.84, 7.15)

R (3.84,-7.15)
P+0=R=(384,-715)

4° caso: Se P e Q sdo iguais, e diferentes da identidade, tracamos uma reta

tangente a curva no ponto P, assim, como no caso anterior, a reta intercepta

um terceiro ponto -R, gerando como resultado o inverso desse ponto, ou seja, 0

ponto R.

Nesse caso, realizamos a soma P + P = 2P.

Curva: y* =x¥-d4x+10
P (139, 3.59)
-R (2.83,4.62)
R (2.83, 4.62)

2P = R= (283, -4.62).

A reta tangente ao ponto P
determinaasomaP+P=R
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Considerando a forma geral dessa curva, a implementacao préatica desse

sistema se da através de um sistema de equacdes algébricas, onde R =P + Q
é calculado da seguinte forma:

2 . .

TR — )\ —Ip — IQ

Yr = >\(-'17P - -Fn) —Yp
YyQ—yp

sl Pia )

3;1'%—{—(} i
- seP =0

Compreendido o funcionamento da operagéo de soma de pontos de uma

curva eliptica, € possivel comecar a adaptacdo do sistema para 0 uso na
criptografia.

Na prética, os criptossistemas elipticos sdo definidos sobre corpos

finitos, ou seja, corpos cujo conjunto base tem um nuamero finito de elementos.
Nesses casos, geralmente sdo utilizados dois conjuntos:

e GF(p) - nUmero primo de elementos

e GF(2™) - nimero de elementos igual a uma poténcia de 2

Nesses corpos, as operacfes sdo tomadas em modulo, desta forma,

deixamos de ter curvas e passamos a ter um conjunto discreto de pontos.

Exemplo de curva sobre GF(23)

y? =2t + 4w + 10
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Podemos definir o produto escalar no sistema eliptico, que seria o

produto de um ponto por um valor escalar k:

R=kxP=P+P+P+.. +P

k vezes

A associatividade da soma de pontos permite que facamos otimizaces

no produto escalar, dessa forma, podemos calcular 50P da seguinte forma:
R=50xP=2x(5x(5xP))

Esses procedimentos tém como objetivo, minimizar o numero de somas

elipticas, tornando o processo mais rapido.

A fim de generalizar o procedimento, Neal Koblitz, um dos inventores da
criptografia com curvas elipticas, desenvolveu um algoritmo conhecido como
expansao binaria balanceada, que faz com que o numero de somas elipticas

seja proporcional ao niumero de bits do valor escalar multiplicado.

O produto escalar permite adotar uma sequéncia de pontos, ou seja,
dado um ponto P, é possivel se referir aos outros pontos da curva como 2P,
3P, 4P, etc.
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Isso significa que é possivel considerar um ponto qualquer e utiliza-lo
como referéncia para identificacdo de todos os outros pontos. Esse ponto € o

gue chamamos de ponto gerador, ou G.

Esse mecanismo agiliza a aritmética, na medida em que é possivel

somar os coeficientes dos pontos ao invés dos pontos diretamente.
Ex: 6G + 13G = 19G

Essa otimizacdo € fundamental para a criptografia, pois agiliza seu

processo.

Curvas elipticas e aplicacdes na computacao

Vocé pode agora adivinhar o que € uma curva eliptica sobre um corpo

finito F, com g elementos.
Por simplicidade, vamos assumir que a caracteristica de F, é diferente
de 2 e 3, ou seja, que g ndo seja uma poténcia de 2 ou uma poténcia de 3.

Uma curva eliptica E sobre F, € uma curva projetiva plana dada por:

E= {(x; y;z)e Pé ‘yzz =X +axz? +bz3} com a,beF, satisfazendo

A= —16(4a3 +27b2) #0.

Note que E possui apenas um numero finito de pontos com

coordenadas em F_, pois F, € finito.

Além disso, a lei da corda-tangente produz expressdes para a soma de
dois pontos de E, que fazem sentido sobre qualquer corpo de caracteristica
diferente de 2 ou 3 e fazem de E um grupo abeliano.

Desta forma, o conjunto E(Fq) dos pontos F, — racionais (i.e., com

coordenadas em F,) de uma curva eliptica E sobre F, € um grupo abeliano

finito.
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Sendo finito, E pode ser “armazenado” em um computador. E nesta era
digital, ndo tardou para que matematicos encontrassem aplicacdes de curvas
elipticas para a computacédo, a saber, em criptografia e em algoritmos para
fatorar inteiros em primos. Vamos descrever o chamado “Elliptic Curve Diffie-

Hellman (ECDH) protocol”, inicialmente proposto por Neall Koblitz.

O problema que este protocolo se propfe a resolver é o seguinte: dois
usuarios, Arnaldo e Bernaldo, desejam se comunicar secretamente através da
internet, enquanto um terceiro usuario, Cernaldo, quer interceptar esta troca de
mensagens. Para evitar isto, Arnaldo e Bernaldo combinam um esquema de
criptografia que depende de um inteiro, ou seja, a maneira de
codificar/decodificaras mensagens depende deste inteiro, que deve ser
compartilhado entre Arnaldo e Bernaldo, utilizando o canal inseguro da internet,

mas sem gque Cernaldo possa intercepta-lo.

Arnaldo e Bernaldo fazem o seguinte: eles, em comum acordo,

escolnem uma curva eliptica E sobre um corpo finito F , sendo p um numero

primo muito grande, e um ponto P e E(Fp).

Cernaldo pode também conhecer E e P sem que isto afete a seguranca

do protocolo.

Da mesma forma, a criptografia com curvas elipticas é baseada no
chamado problema do logaritmo discreto eliptico, ou Elliptic Curve Discrete
Logarithm Problem (ECDLP), que veremos a seguir.

Logaritmo discreto e protocolos criptograficos

Todas as técnicas de criptografia com chave publica sdo baseadas em

problemas matematicos intrataveis.

e RSA: fatoracdo em componentes primos, ou seja, dado um numero
inteiro, descobrir dois nimeros primos que multiplicados resultem neste

ndmero.
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e EI Gamal e Diffie-Hellman: logaritmo discreto, ou seja, dado o resultado
de uma potenciagdo em modulo e a base da poténcia, descobrir o

expoente.

Um problema do logaritmo discreto eliptico pode ser enunciado da

seguinte forma:

Dados os pontos P e G na equacao
P=kxG,

Descobrir o valor escalar k.

Os métodos existentes para resolucdo deste problema ndo sao muito
melhores que a simples forca bruta. Atualmente, esse é o problema

matematico mais dificil empregado na pratica para fins criptograficos.

Os protocolos criptograficos sdo os procedimentos através dos quais
podemos nos utilizar o ECDLP como base para criptografia assimétrica, como
0 proprio nome sugere, 0s protocolos que se utilizam do logaritmo discreto
convencional (como El Gamal e Diffie-Hellman) s&o facilmente transpostos
para o modelo eliptico.

Todos os protocolos se utilizam de parametros publicos e parametros

7z

privados e em todos 0s casos, € necessario que as partes concordem nos

parametros publicos, sendo eles:
e O corpo utilizado, GF(p) ou GF(2™M)
e A curva utilizada

e Um ponto gerador sobre esta curva, que chamaremos de G.

Vamos exemplificar o funcionamento do protocolo ECDLP:
e Alice deseja trocar um segredo Qs com Bob.

e Alice escolhe um valor escalar ka qualquer e calcula o ponto Qa = ka X G,

e envia Qa para Bob
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e Bob calcula Qb = ko X G, da mesma forma, e envia Qb para Alice

e Cada um deles pega o ponto recebido e multiplica pelo seu proprio valor

escalar, obtendo:
Qs:kaXQb:kaQa:kanbXG

O ECDLP garante que ka ndo é dedutivel de Qa e G, assim como ks nédo
é dedutivel de Qv e G.
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Respostas dos exercicios do capitulo 2

JUROS SIMPLES

1) 15,6 meses ou 15 meses e 18 dias
2) R$ 88.672,03

3) R$ 80.000,00

4) 2,5% am

5) 0,049028ad ou 17,65% aa
6) 16 trimestres

7) R$ 2.827,38

8) R$ 821,18 e R$ 21.971,18
9) R$9.834,51

10) R$ 52.340,95

JUROS COMPOSTOS

1) R$ 363,00

2) R$ 42.772,83

3) R$ 35.055,91

4) 37 anos e 2 meses

5) 3 meses

6) R$ 562,61

7) 7 anos e 10 meses

8) R$ 101,27

9) R$ 15.609,06 e R$ 609,06

10) R$ 1.970,56
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