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Resumo

OLIVEIRA, Thulio José de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de
2020. Sobre nimeros complexos e abordagens no ensino médio . Orientador:
Justino Muniz Jinior . Coorientador: Alexandre Alvarenga Rocha.

A dissertagao que sera apresentada aqui explora o conhecimento a respeito dos
numeros complexos, enfatizando sua importancia para a mateméatica no ensino médio,
tendo como propédsito terminal expor uma proposta didatica que contribua para
a melhoria do ensino desse conteido. E exibido parte da histéria dos nimeros
complexos, bem como dos nimeros reais. Logo depois, apresentamos um estudo
sobre o corpo dos niimeros complexos que é dotado de suas variadas representagoes e
propriedades, além do mais discorreremos a respeito dos niimeros hipercomplexos e
Teorema Fundamental da Algebra. Por fim, é apresentado um esquema de atividades
direcionado para alunos do terceiro ano do ensino médio, no qual a fim de fazer uma

correlagao entre teoria e pratica utilizamos o software GeoGebra.

Palavras-chave: Niumeros complexos. Matematica. Anélise complexa.



Abstract

OLIVEIRA, Thulio José de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2020.
About complex numbers and approaches in high school. Adviser: Justino
Muniz Junior . Co-adviser: Alexandre Alvarenga Rocha.

The dissertation that will be presented here explores the knowledge about complex
numbers, emphasizing their importance for mathematics in high school, with the
terminal purpose of exposing a didactic proposal that contributes to the improvement
of the teaching of this content. Part of the history of complex numbers as well as real
numbers is displayed. Soon after, we present a study on the body of complex numbers
that is endowed with their varied representations and properties, in addition we will
discuss about the hypercomplex numbers and Fundamental Theorem of Algebra.
Finally, an activity scheme for third-year high school students is presented, in order

to make a correlation between theory and practice, we use the GeoGebra software.

Keywords: Complex numbers. Mathematics. Complex analysis.
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Introducao

No inicio do século XVI em meio a disputa para resolucao das equagoes de terceiro
grau, o professor em Bolonha, Scipicione Del Ferro (1465 — 1526), foi o primeiro
matematico a descobrir um método para determinar a solucao de uma equacao cibica
da forma 3 + px = ¢, com p e g positivos. Como se fez a descoberta e a sua data
sao incertas, mas antes de morrer Del Ferro repassou seu método para seu aluno
Antonio Maria Fior, e no decorrer do tempo a existéncia de solucao algébrica para
equacao de terceiro grau foi divulgada por toda Italia. Tomando conhecimento do
fato, Nicolo Fontana Tartaglia (1499 — 1557), inspirado pela resolucao da cibica veio
a desenvolver seu proprio artificio para resolver essas equacoes.

Ao saber da descoberta de Tartaglia, Fior veio a desafiar seu compratriota
propondo um desafio publico, o qual foi aceito, assim ambos elaboraram 30 problemas
para que cada um pudesse resolver, sendo que todas as equagoes sujeitas por Fior
eram do tipo 23 + pr = ¢, enquanto Tartaglia propds equacoes variadas. Por mérito
Tartaglia resolveu todas as 30 questoes propostas por Fior, enquanto o mesmo nao
se saiu bem, isso se deu devido o seu conhecimento se restringir a resolugao das
equacgoes da forma z° + pr = q. Enquanto Tartaglia, segundo [1]

Tinha aprendido também a resolver equacoes em que cubos e quadrados
sao igualados a um niumero. E provavel que Tartaglia soubesse reduzir
esse caso ao de Fior por remocdao do termo quadrdtico, pois por essa época
tornou-se conhecido que se o primeiro termo do coeficiente € a unidade,
entao o coeficiente do termo quadrdtico, quando aparece do outro lado do
sinal de igual, é a soma das raizes.

Ap6s o triunfo, Tartaglia foi muito reconhecido e passou a chamar a atencao
de outros matemaéticos, inclusive do Italiano Geronimo Cardano (1501 — 1576) que
o procurou no intuito de saber o método de resolugao para as cubicas. Tartaglia
acabou revelando o método a seu apreciador, desde que por meio de um juramento
ele nao ensinasse ou publicasse a sua técnica. No entanto, Cardano em 1545 rompeu
seu juramento e publicou sua obra intitulada Ars Magna, na qual traz solugoes para
equacoes cubicas e quarticas.

Cardano ao resolver a equacao 2> = 15z + 4 obteve como resultado

11



Capitulo 1. Introducao 12

v = {24+ V=131 + (/2 - V=121,

por inspecao ele sabia que 4 era uma raiz da equagao, porém com a algebra real nao
conseguiu simplificar a equagao de modo a encontrar a solugao procurada, logo nao
conseguiu compreender, uma vez que desconhecia haver raiz quadrada de ntimeros
negativos. Conforme descreve [1]

Cardano se referia a essas raizes quadradas de niumeros negativos como
“sofisticadas” e concluia que o resultado nesse caso era tao sutil quanto
inatil.

Por intermédio das férmulas de Cardano, se x é a raiz real de uma equacao ctibica

3l —q @ PP sl—q ¢  p
x_\/2+\/4+27+\/2 Vi "o

2 3
q p
.oy
g Tr <Y

a equacao nao possui raiz real. A todas as cibicas que recaiam na mesma contradi¢ao

temos que

mas sempre que

foi atribuido o nome de irredutiveis.
Na época de Cardano os matematicos eram reticentes em operar até mesmo com

nimeros negativos, pois como relata [11]

desde os Gregos até antes da algebriza¢ao da matemdtica (o que foi
feito por wvolta de 1630 por René Descartes e seus sequidores), a nogao
de numero real era restrita aos numeros que expressavam medidas de
grandezas geométricas e fisicas: era restrita ao que hoje chamamos de

numeros positivos.

O que justifica o fato das raizes quadradas de niimeros negativos serem vistas por
eles como um absurdo.

Apesar das duvidas em relacao aos complexos, cerca de 30 anos apds Ars Magna
de Cardano, o matematico renascentista Rafael Bombelli (1526 — 1573), no intuito de
se compreender o caso irredutivel da equagao de terceiro grau teve uma ideia muito
ousada, segundo [11]

ao admitir a existéncia de “niumeros” cujos quadrados sejam reais negati-
v0s e operar com expressoes do tipo a + br/—1 como se fossem nimeros

reqis.

Bombelli estabeleceu as regras operatorias:

VD) (V=T
(—vV=T) - (—V=1
(—vV=D)- (VT
~1(v=1)

—1
—1

)
)
)
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e também as féormulas para adicao e multiplicacao:

(a4 bv—=1)+ (c+dvV—=1) = (a+c) + (b +d)v/—1
(a+bv/=1) - (c+dv—1) = (ac — bd) + (ad + bc)v/—1

com a e b nimeros reais e (y/—1)% = —1.
Deste modo, Bombelli pode resolver o paradoxo da equacao 2% — 152 —4 = 0
encontrado por Cardano, pois pela algebra de Bombelli temos que:

(2+V-1)P=224+3-22/-1+3-2(v=-1)2+ (vV-1)°
=84+12¢/-1—-6—+—1
—=2+11vV/-1

(2—vV-1P2=23-3.-22/-1+3 - 2(—V/-1)* + (—V/-1)*
=8—12v/-1-6++v—1
=2—11V/—-1.

De maneira que a solugao da equacao é

=424 V121 + /2 — V=121 =2+ 11V—1 42— 11V/—1 = 4.

Esses resultados e outros, foram publicados em seu livro 'lgebra no ano de 1572 onde
ele introduz os nimeros da forma a + by/—1 [7].

Os resultados de Bombelli foram suficientes para resolver os entraves das equacoes
cubicas irredutiveis, porém o modo algébrico utilizado para apresentar os imaginarios
(como eram chamados os complexos na época) favoreceu para que os matematicos,
inclusive Cardano, criticassem a existéncia de tais ntimeros. Devido a ideia de
numero a qual tinham naquele tempo, para que os imaginarios fossem legitimados
era necessario formular uma teoria geométrica para eles.

No século XVIII o matematico Leonhard Euler (1707 — 1783) foi quem formalizou
as propriedades dos niimeros complexos quando denotou usar o simbolo i para v/—1,
surgindo a base para os nimeros imaginarios. Desse modo, os nimeros da forma
a + by/—1, passaram a ser escritos na sua forma algébrica como a + bi.

Dai em diante, as desconfiancas sobre os complexos foram aos poucos diminuindo,
mas a maioria dos matematicos da época mesmo que usualmente os utilizassem em
calculos algébricos, ainda assim tinham incerteza da validade desses ntimeros. Para
tanto era preciso utilizar mais argumentos para que os complexos fossem de fato
aceitos, essa aceitacao plena dos imaginarios se deu por meio de sua representacao
geométrica proposta no findar do século XVIII.

Em 1799 o topdgrafo Norueguées Caspar Wessel escreveu um artigo intitulado
Sobre a Representacdo Analitica da Direcdo, em seu trabalho Wessel propos uma
representacao através de um sistema de eixos perpendiculares. Sendo que um dos eixos
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representava os nimeros imaginéarios puros da forma 0 + bz, ja o outro representava
os numeros da forma a + 07, ou seja, os niimeros reais. Dessa maneira, ele estabeleceu
uma correspondéncia biunivoca entre os nimeros da forma a + bi e o ponto K do
plano de coordenadas (a,b). Logo o ponto K é a representacao correspondente do
complexo a + bi e desta forma foi possivél representar os niimeros complexos de
forma geométrica. Também foi Wessel quem representou os complexos por meio de
vetores no plano, possibilitando a adicao de nimeros complexos no plano ao somar
os seus vetores correspondentes [2].

E interessante ressaltarmos que apesar do pioneirismo do plano complexo proposto
por Wessel, segundo [3]

este trabalho foi esquecido durante um século e retornou ao conhecimento
dos matemdticos gracas a tese de S.A.Christensen em 1895. Sua obra é
de extrema importancia para a historia dos numeros imagindrios, embora
nao tenha sido claramente estudada.

Tal acontecimento favoreceu para que a representacao geométrica dos complexos a
qual conhecemos hoje seja denominada de plano Argand-Gauss.

Posteriormente, o trabalho que mais contribuiu para a legitimidade dos complexos
foi o do contador e mateméatico Suico, Jean Robert Argand (1768 — 1822), que em
1806 publicou uma monografia intitulada Ensaios sobre uma maneira de representar
as quantidades imagindrias. Em seu trabalho Argand apresenta para os complexos
uma representacao geométrica muita proxima a de Wessel.

Ap6s os trabalhos de Wessel e Argand acerca da representagao geométrica dos
niumeros complexos. O matematico mais renomado da época, o Alemao Johann
Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), em 1831 por meio de seu trabalho, Teoria dos
Residuos Quadraticos, defendeu publicamente os niimeros complexos. Ao escrever
conforme relata [11]

Fazia muito tempo que as quantidades imagindrias estavam baseadas na
ficcao, nao sendo plenamente aceitas na matemdtica e vistas como uma
coisa a ser tolerada; elas estavam longe de ter o mesmo status que as
quantidades reais. Agora ndo hd mais justificativa para tal discriminacao,
uma vez que a metafisica dos niumeros imagindrios estd plenamente
esclarecida, e que se provou que eles tém um significado tao real quanto
0s nimeros neqativos.

Nao somente a representacao geométrica, mas também a importancia dos comple-
xos em outros estudos como no de Gauss com a demonstracao do teorema fundamental
da dlgebra, que diz “toda equacao polinomial de grau n, com n > 1 admite pelo
menos uma raiz complexa”, fez com que na metade do século XIX nao houvesse mais
duvida sobre a legitimidade dos niimeros considerados ficticios.

Depois disso, como proposto por Gauss, os numeros até entao denominados
imaginarios passaram a ser chamados de nimeros complexos. Ainda coube a Gauss
difundir o termo i para /—1, apesar de j4 ter sido proposto por Euler. Dai em diante
os nimeros complexos passaram a ser escritos somente na forma a + bi.
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Willian Hamilton (1805 — 1865) foi outro matemaético que contribui para aceitagao
plena dos niimeros complexos, ao introduzi-los como pares ordenados de ntimeros
reais, considerando assim o complexo da forma a + bi como o par ordenado (a, b).

Durante o processo de construcao dos niimeros complexos, outros matematicos
que nao foram citados aqui também fizeram suas contribui¢des para que esse conjunto
numérico fosse autenticado.

Ao analisar os acontecimentos historicos pode-se ver que as descobertas em relagao
aos nimeros complexos tiveram inicio a partir da busca em se resolver as equacoes de
terceiro grau, concomitante os matematicos viram a necessidade de ampliar o conjunto
dos numeros reais. Contrariamente ao pensamento muitas vezes comum a professores
e alunos, e relatado em alguns livros didéaticos de que tal conjunto numérico surgiu
para resolver as equacoes do segundo grau com discriminante negativo.

A histéria mostra a dificuldade encontrada para que os nimeros complexos
fossem considerados uma classe numérica. Isso nos mostra como é dificil para que
um conteudo matematico seja de fato aceito e construido. A forma algébrica foi
a primeira a ser analisada e manipulada, mas foi a interpretacao geométrica que
contribuiu significativamente para a aceitagao e desenvolvimento desses niimeros.

Assim, fazer uso da historia da matemaética durante o processo de ensino é de
suma importancia, pois ela se torna um recurso pedagogico indispensavel para a
educagao, uma vez que mostra aos discentes que a matematica esta em constante
desenvolvimento. Segundo [¥]

um dos grandes fatores que contribuem para que a matemdtica nao te-
nha uma “concretude” vem da forma como aprendemos e ensinamos a
matemdtica. Por esta razao, diante de um objeto matemadtico, é muito
importante conhecermos os “problemas” que envolveram o seu surgimento
e o seu desenvolvimento.

De fato, conhecer a histéria do conjunto complexo ou parte dela é de suma
importancia para situarmos sobre o contexto e os motivos que culminaram nas
descobertas matematicas, além do mais nos permite compreender melhor como
chegamos aos conhecimentos atuais.



A Construcao dos Numeros Reais

Nesse capitulo discorremos brevemente sobre a construgao dos nuimeros reais.
Durante essa divisao enfatizamos os acontecimentos histéricos que motivaram o
desenvolvimento das novas classes numéricas.

2.1 O surgimento dos niimeros reais

A matematica inicialmente foi fundamentada para vida didria do homem, assim
a construcao dos primeiros niimeros esta associada as necessidades das primeiras
civilizagoes. Os primeiros niimeros a serem construidos foram os nimeros naturais
também conhecidos como inteiros positivos. Sabe-se que desde o surgimento da
humanidade o homem j4 utilizava dos ntimeros 1,2, 3,4,5...etc para contar.

Por muito tempo os ntimeros naturais foram suficientes para o homem primitivo,
somente no antigo Egito entre 4000 a.C. e 3000 a.C. que os problemas do cotidiano
levaram o homem a desenvolver as primeiras fracoes, entre as quais estao %, 51) e %.
A esses niimeros que representam razoes entre dois niimeros inteiros foi atribuido o
nome de racionais.

O numero zero veio a ser inventado posteriormente pelos hindus. Ja no comeco
dos tempos modernos, matematicos italianos que se dedicavam a algebra inventaram
os nimeros negativos [10].

Cada vez que nos referimos a um nimero racional, consideramos todos os nimeros
que podem ser escritos como a razao entre dois nimeros inteiros a e b, com b nao
nulo. Dessa forma, tomando b = 1 a partir nos racionais obtemos todos os niimeros
inteiros, de modo que o conjunto dos niimeros inteiros esta contido no conjunto dos
nimeros racionais.

Tendo os racionais como numero, fazia-se necessario obter uma representacao
geométrica para eles, a qual como proposto por [J] pode ser apresentada do seguinte
modo: marcando dois pontos A e B em uma reta horizontal com B a direita de
A, tomando o segmento AB como unidade de comprimento, podemos assumir que
os pontos A e B representam os nimeros 0 e 1 respectivamente. Assim, é possivel
representar todos os niimeros inteiros, basta associar a cada ponto da reta espacado
por uma unidade de comprimento desde A, seu respectivo nimero inteiro. Desta
forma, os niimeros positivos estao a direita de A e os negativos a esquerda. As fracoes

16
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1
da forma — podem ser representadas pelos pontos que dividem o segmento unitario
n

. .y ~ m.
em n partes iguais, ja as fragoes da forma — sao representadas por todos os pontos

da reta que expressam m cépias de —. Logo, para cada nimero racional hd um tnico
ponto correspondente na reta. "

Na Grécia antiga os matematicos julgavam que os racionais eram suficientes para
representar todos os pontos da reta. Desse modo, pelo fato de sempre um ponto
na reta corresponder a um segmento de reta foi possivel fazer uma correspondéncia
entre os racionais e oS mesmos.

Sempre que a unidade é comum a dois segmentos de reta eles sao denominados
de comensuraveis. Segmentos de reta comensuraveis com a unidade sao todos os
segmentos C'D, tais que um multiplo de C'D é congruente ao segmento unitario AB.
Assim, temos que mC'D = nAB, ou seja, dois segmentos sao comensuraveis quando
a razao entre eles é um nimero racional. Entao, pela representacao geométrica dos
racionais compreendemos que todos os racionais sao comensuraveis com a unidade
11].

No inicio acreditava-se que todos os pontos da reta eram comensuraveis com
a unidade. No entanto, mateméaticos gregos descobriram cerca de 450 A. C. seg-
mentos que nao eram comensuraveis com a unidade, os quais receberam o nome de
incomensuraveis. Segundo [11]

0s gregros reduziam a medida de todos grandezas continuas-geométricas
(segmentos de reta, superficies e solidos) e fisicas (peso, tempo etc) a
medida dos segmentos de reta; ora, como achavam que todos os segmentos
eram comensurdveis com a unidade, deduziam que toda medida poderia
ser expressa por meio da razao entre nimeros naturais (diriamos nds em
termos de racionais absolutos).

Logo mais a descoberta dos incomensuraveis gerou uma crise filoséfica , pois conforme
descreve [11]

veio por terra a doutrina filosofica da muito importante escola pitdgorica,
a qual pregava que a harmonia do universo; era regida por leis matemadticas
expressas em termos de razoes entre numeros naturais.

Nao se sabe ao certo, quando ou quem descobriu os incomensuraveis, acredita-se
que tenha sido um membro da familia dos pitagoricos. Porém, creditar o éxito da
descoberta ha alguém pouco importa, uma vez que era inegavel a existéncia dos
mesmos. Um exemplo desses segmentos é o apresentado na figura 2.1 que representa
o comprimento d da diagonal de um quadrado cujo lado mede uma unidade.
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Figura 2.1: Diagonal do quadrado unitario.

Nesse contexto o Teorema de Pitdgoras determina que
P=17+12=d=2

Segue que € impossivel d ser comensuravel com a unidade, pois se d fosse comensuravel,
V/2 seria um nimero racional.

De fato, suponhamos por absurdo que v/2 seja racional, entio existe um racional
da forma S com p e ¢ primos entre si, tal que ]—9:\/5. Tem-se:

2
q q

Desse modo, obtemos que o inteiro p? é par e consequentemente p também é par.

Podemos escrever p = 2k, com k ntimero inteiro. Assim temos:

2¢° = p* = (2k)? = 4k* = ¢* = 2k*

que leva ¢? ser par e por consequéncia g ser par. Logo, obtemos que p e g sdo

ambos pares, o que é uma contradi¢ao, pois contraria a hipdtese de que a fracao = é

q
irredutivel.

A descoberta dos incomensuraveis mostrou que os racionais nao podiam represen-
tar todos os pontos da reta. Dessa maneira, segundo [10]

havia portanto, uma falha na estrutura logica da geometria euclidiana a
discussao sobre razoes e proporcoes estava incompleta.

Entao, em razao da insuficiéncia geométrica dos racionais foi necessario admitir que
existiam pontos na reta que eram representados por outros niimeros, os quais em
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alusao ao fato de nao poderem ser escritos como a razao entre dois niimeros inteiros,
vieram a ser chamados de irracionais.

Mais adiante, a diagonal e o lado do pentagono regular foram outro par de
grandezas incomensuraveis descoberto. Além do mais, analogamente ao nimero v/2
outros numeros irracionais surgiram, inclusive foram encontradas até familias de
nimero irracionais, entre as quais estao a dos numeros do caramujo de Theodors e
as irracionalidades quadraticas [11].

Como era visivel que os irracionais estavam presentes em varios campos da
matematica e também devido a ineficacia geométrica deles foi concebivel construir
um novo numero. Conforme relata [11]

construir um tipo de niumero mais geral do que 0s racionais e mostrar
que com eles podemos medir exatamente qualquer segmento de reta .

Esses nimeros foram denominados de reais, os quais compreendem a uniao dos
nimeros racionais e irracionais.

Agora dado qualquer segmento de reta, sempre é possivel realizar sua medicao,
tendo uma unidade de medida como base. Considerando cada nimero como um
ponto da reta, independente de qual ponto tomarmos, por menor que seja sempre
havera um numero correspondente a esse ponto, seja ele racional ou irracional. Assim,
todo ponto da reta corresponde a um numero real e todo real corresponde a um
ponto da reta. Portanto, os niimeros reais referem-se a colecao de todos os niimeros
correlatos a todos os pontos [10].

Posteriormente na metade do século XIX os niimeros reais vieram ser divididos
em duas partes nao comuns, o conjunto dos nimeros (reais) algébricos e o conjunto
dos (reais) transcendentes.

Os numeros reais algébricos sao todos os niimeros racionais ou irracionais que
sao raiz de uma equagao polinomial de coeficientes inteiros:

" + ap 12"+ aw +ag =0, (a, #0,a, € Z,VEk).

Por exemplo, analisemos a equacao polinomial 22 — 3 = 0 que possui coeficientes
inteiros. Observe que v/3 satisfaz a equacdo, entdo v/3 é um nimero algébrico.
Também ¢é verdade que todo niimero racional é um nimero algébrico, uma vez que
dado racional da forma = com a e b inteiros e b nio nulo, tal niimero sempre ird
satisfazer a equacao com coeficientes inteiros da forma ax — b = 0.

Os matematicos que se dedicavam aos estudos sobre os niimeros algébricos, tinham
duvida se existiriam nimeros irracionais que nao fossem algébricos. Caso o fato fosse
concretizado esses numeros transcenderiam completamente a capacidade da algebra.
Como descreve [11]

o primeiro matemdtico que examinou essa questao foi Leonhard Euler,
em torno de 1750, e é dele a sequinte defini¢ao: numero transcendente é
todo nimero que nao € algébrico

A existéncia dos nimeros irracionais transcendentes foi hesitada pelos matema-
ticos durante anos, mas apds os trabalhos de Joseph Liouville, Charles Hermite e
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Ferdinad von Lindmann a duvida acerca deles foi desfeita. Foi Joseph Liouville quem
demonstrou a existéncia do primeiro transcendente, o niimero

0,110001000000000000000001000...

que pode ser definido do seguinte modo: 0, aasas..., onde

1, se n==k!, paraalgum k€N nao nulo;

a, =
0, caso contrério.

Logo mais Hermite provou que o nimero e, a base dos logaritmos naturais era

transcendente e Lindmann conseguiu mostrar que 7 também era transcendente.

Fatos que contribuiram para averiguar que os nuimeros transcendentes ocorriam

naturalmente na matemaética.

A prova da transcendeéncia de 7 foi um grande feito, pois por consequéncia
mostrou-se que era impossivel se fazer a quadratura do circulo usando apenas régua
e compasso.

Para verificarmos a importancia da transcendéncia de 7w nessa demonstracao, é
necessario saber que realizar a quadratura do circulo equivale a construir com régua
e compasso, o lado de um quadrado cuja area seja igual a drea do circulo de raio
unitario. Sendo [ o lado do referido quadrado temos que

P=ng=]=+r

Assim, construir [ é equivalente a construir o nimero /7. Como todos os segmentos
de reta que podem ser construidos com régua e compasso a partir de um segmento
unitario, tém como medida um nimero algébrico. Resta provarmos que /7 nao é
algébrico.

De fato, suponhamos por absurdo que /7 seja algébrico. Conforme proposigao
3.3 de [], o produto de nimeros algébricos é um nimero algébrico. Entao, teridmos
que o quadrado de /7 é um nimero algébrico. O que é uma contradigao, pois
contraria o fato de que 7 é transcendente.

Além do mais, nos estudos a respeito da transcendéncia dos niumeros reais, George
Cantor foi outro matematico que fez uma grande contribuicao, ao mostrar que ao
contrario do conjunto dos nimeros algébricos o conjunto dos ntimeros transcendentes
nao podia ser enumerado, ou seja, que a maior parte dos nimeros reais é formada
por numeros transcendentes.

Discorremos até aqui, brevemente sobre a construcao dos ntmeros, desde os
naturais até os reais. Procuramos dar énfase principalmente aos acontecimentos
historicos que gradativamente motivaram a construgao das classes numéricas.



Nuimeros Complexos

Neste capitulo introduzimos o conjunto dos numeros complexos, exibindo a
definicao desse conjunto numérico, bem como suas operagoes e propriedades em
relagao a adicao e ao produto, as quais o conferem a estrutura de corpo. Também
apresentamos os diversos modos de representar um nimero complexo, tal qual estao
as formas algébrica, geométrica e polar.

3.1 Introducao aos niimeros complexos

Desde o término do ensino fundamental até o terceiro ano do ensino médio, ano
em que geralmente os alunos iniciam os estudos acerca dos niimeros complexos, vemos
que ao se resolver uma equacao do segundo grau da forma ax? + bz + ¢ = 0, na qual
A = b? — 4ac < 0, o professor de matematica nos atenta a dizer que a equacao nao
possui raiz real, mas que ela existe em outro conjunto numérico. Um exemplo bésico
dessas equacoes é

224+1=0 que éequivalente, z?= —1,

a qual nao possui solucao em R. Assim, é necessario definir um “nimero” [ satisfazendo
[2 = —1, para resolver tal equacao.
Além do mais é possivel utilizar a Algebra Linear elementar para buscar um ente

de natureza geométrica que seja a solugao procurada. Nesse sentido, considerando
10

01 ) e “” como produto de

X uma matriz 2 X 2 com coeficientes reais, I = (

matrizes, a equacao pode ser reescrita sob a forma
X -X=-1,
entao podemos achar a solucao

0 —1
= ( L 0 ), pois efetuando o produto de matrizes temos que

() () )

21
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Solucao que geometricamente corresponde a uma rotacao no sentido anti-horario de
™ .
5 radianos no plano de R2.

Associando ao numero ¢ € R a matriz al = a - ( (1) (1) ) = ( g 0 > As
a

. a . , .
matrizes da forma ( ) se Comportam rlgorosamente COINO Nnumeros reals emnl

a
relacdo a soma e ao produto, uma vez que a soma a + ¢ = ¢ + a fica associada a

matriz

(o) (2)=(0 )+ (5 )= i)

e ao produto ac = ca corresponde

Go)Go)-GoGo-(ve).

Em outras palavras, pode-se dizer que R é isomorfo ao corpo cujos elementos sao

O),ondeaER.
a

Em vista disso, o conjunto R pode ser ampliado, considerando para tal as matrizes
2 x 2 da forma

v () (00)=(00) G0 ) =00

onde a,b € R. Sendo que o nimero da forma al + bl é chamado de complexo.

. a
as martrizes (

0 : .
e satisfaz todas as propri-

y . a
Como o ntimero real a corresponde a matriz (
a

edades da soma e do produto, temos que {2 = [ -1 = —I corresponde ao nimero real
-1. Entao, podemos desconsiderar “I” em al + bl e associar [? a —1. Portanto, os
nimeros complexos passam a ser representados pelos niimeros da forma a 4 bl com

a,be R [12].

3.2 O corpo dos nimeros complexos

Definicao 3.1: O conjunto dos nimeros complexos denotado por C, pode ser
definido como o conjunto de todos os pares de nimeros reais z = (a,b) € R x R,
satisfazendo as seguintes defini¢oes para a adicao e a multiplicacao:

z4+w=(a,b)+ (¢,d) = (a+¢,b+d) (3.1)

z-w=(a,b)-(c,d) = (ac —bd,ad + bc) (3.2)
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Em C a soma e produto tem as seguintes propriedades:
(1) comutatividade: z +w =w + 2z e zw = wz.

(2) associatividade: (z+w) +u =24+ (w+u) e (zw)u = z(wu).
(3) (0, 0) é o elemento neutro da adigao: z + (0,0) = z Vz € C.
(4) (1, 0) é o elemento neutro da multiplicagao: z(1,0) = z Vz € C.

(5) todo z = (a,b) tem simétrico aditivo, o nimero —z = (—a,—b), ou seja,
(CL, b) + (—CL, _b) = (07 O)

—b
(6) todo z = (a,b) # (0,0) admite um inverso multiplicatio, o nimero ( ¢ ) :

a?+ b2’ a2 + b2
) a —b
ou seja, (a,b) - el (1,0).

(7) distributividade da multiplicacao: z(w + u) = zw + zu.

Ademais, como o conjunto dos nimeros complexos é munido das propriedades
acima em relagao a soma e ao produto ele adquire a estrutura de corpo. Sendo que
todas as propriedades decorrem das equagoes 3.1 e 3.2 e do fato que elas sao vélidas
para numeros reais, contudo a demonstragao delas sera feita mais adiante.

Aplicando as regras de adi¢do e multiplicacdo aos ntimeros complexos (a,0) e
(b,0), obtemos

(a,0) + (b,0) = (a + b,0)

(a,0)(b,0) = (ab,0).

Dessa maneira, o nimero complexo (a,0) pode ser identificado como o nimero real
a, de modo que (a,0) = a € R. Logo, o corpo R dos ntiimeros reais é visto como um
subconjunto de C [12].

3.3 A forma algébrica

O ntmero complexo (0,1) é denominado unidade imagindria e representado por
i, onde i2 = —1, uma vez que

2=i-i=(0,1)-(0,1) = (0—1,040) = (=1,0) = —1,

ora dessa maneira podemos escrever que i = 1/ —1.
Todo nimero complexo z = (a,b) pode ser representado da forma:

z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi,

com a,b € R e i sendo a unidade imagindria.
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A representacao z = a + bi é chamada de forma algébrica, a é chamado de parte
real de z e b é denominado parte imaginaria de z. Utilizamos aqui as notagoes:

a= Re(z) e b= 1Im(z).

Escrevemos um ntimero complexo da forma a + 0¢ = a para todo a € R, de
modo anélogo temos que 0+ 0t =0, 1 +0i =1 e 0+ bi = bi.

Definicao 3.2: Considera-se dois nimeros complexos z = a + bt e w = ¢ + di como
iguais se, e somente se, a =ce b =d.

3.4 Representacao geométrica dos complexos

A representacao geométrica dos numeros complexos que conhecemos hoje é
denominada de plano Argand-Gauss, segundo a qual para cada par de ntiimeros reais
(a,b) existe um ponto P do plano cartesiano, ou seja, P(a,b). Logo, como hd uma
correspondéncia biunivoca entre o par de niimeros reais (a, b) e o complexo z = a+ bi,
podemos associar ao nimero complexo z = a + br um tnico ponto P de coordenadas
a e b e vice versa.

No plano de Argand-Gauus o eixo das abscissas é o eixo real Re(z), ja o eixo
das ordenadas é o eixo imaginario I'm(z). O ponto P é chamado de imagem de z,
enquanto o complexo correspondente ao ponto P(a,b) é denominado afixo de P. A
figura 3.1 mostra essa representagao.

Im(z)
A
z=ua -+ bi
b + -]
i - Re(z)
a

Figura 3.1: Representacao geométrica de z = a + bi

O numero complexo z = a + bt também pode ser representado conforme a figura
3.2, um vetor que tem origem no ponto (0,0) e extremidade no ponto (a,b).
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Im(z)
A

=g+ b
b+

i » Re(z)

Figura 3.2: Representacao de z = a + bi como um vetor

3.5 Operacoes com nuimeros complexos

Nesta secao apresentamos as operagoes com nimeros complexos e suas represen-
tagoes geométricas. Para maiores informagoes, o leitor pode recorrer as referéncias

[7] e [11].
3.5.1 Adigao

Dados dois nimeros complexos z = a + bt e w = ¢+ di, a adigao z + w é definida

do seguinte modo:

z4+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i.

A soma dos Complexos z = a + bi e w = ¢ + di, geometricamente representa a
soma dos vetores correspondentes a z e w. Assim, a soma z +w = (a + ¢) + (b + d)i
pode ser calculada por uma soma vetorial, aplicando a regra do paralelogramo. Como
ambos possuem origem no ponto (0,0), o associado a z tem extremidade no ponto
(a,b) e o outro possui extremidade no ponto (¢, d), o vetor resultante terd origem em
(0,0) e extremidade no ponto (a+¢,b+d). A figura 3.3 mostra essa representacao.

I'm(z)
f

z+w

w

» Helz)

Figura 3.3: Representacao geométrica do complexo z + w
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A adicao tem as propriedades a seguir:

Propriedade comutativa
Dados os complexos z = a+ bi e w = c+ di. Entao

z4+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i.
Utilizando a propriedade comutativa dos niimeros reais, temos
z+w=(c+a)+ (d+b)i,
ouseja, z4+w=(c+di)+(a+bi)=w+z.

Propriedade associativa
Dados os complexos z = a + bi, w =c+ di e u = e + fi. Entao

(z+w)+u=[(a+bi)+ (c+di)]+ (e+ fi) =[(a+ )+ (b+ d)i] + (e + fi),

que é equivalente a  (z+w)+u=_[(a+c)+e]+[(b+d) + f]i
Utilizando a propriedade asociativa de ntimero reais, temos

(z4w)+u=la+(ct+e)]+[b+(d+ )i
= (a+bi)+ [(c+d)+ (e+ f)]i
= (a+bi) + [(c+ di) + (e + fi)],

ouseja, (z+w)+u==z+(w+u).

Propriedade do elemento neutro
O elemento neutro da adigcao é w = 0 + 07, pois dado z = a + bi temos que

z4+w=(a+bi)+ (0+0i) = (a+0)+ (b+0)i.
Pelo elemento neutro da adicao de nimeros reais, segue que
z4+w=a+b =z

Propriedade do elemento simétrico
Dado o nimero complexo z = a + bi, existe um —z € C, tal que z+ (—z) =0, a
saber —z = (—a) + (—b)i, uma vez que

2+ (—z) = (a+bi) + [(—a) + (=b)i] = (a — a) + (b — b)1.
Portanto, pelo inverso aditivo de niimeros reais, temos

z+(—=2)=0+0i=0.
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3.5.2 Subtracao

Dados os niimeros complexos z = a + bi e w = ¢+ di, a operagao z — w ¢ definida
como z + (—w). Logo, tem-se:

z—w=z+(—w)
= (a +bi) + [(—¢) + (=d)1]
=(a—c)+ (b—d)i

No plano de Argand-Gauss o vetor correspondente a —w é simétrico em relagao
a origem ao vetor que representa o complexo w. Desse modo, a subtragao z — w
representada na figura 3.4 corresponde a soma do vetor correspondente a z com o
vetor representado por —w, tal vetor é a diagonal do paralelogramo que possui como
lados adjacentes os vetores representados por z e —w.

Im(z)
A

o Re(z)

—uw

Figura 3.4: Representacao geométrica do complexo z — w

3.5.3 Multiplicacao

Dados dois nimeros complexos z = a + bt e w = ¢ + di, a multiplicacao z - w é
definida do seguinte modo:

z-w = (a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i.
Quando o nuimero complexo z = a + bi é multiplicado por um k € R, tem-se:

k-z=(k+0i)-(a+bi)
= ka + kbi.
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Dessa forma, o produto k - z corresponde a uma dilatacao ou contragao do vetor
correspondente a z, conforme os seguintes casos:

(1) k> 1: o vetor sera dilatado.
(2) 0 < k < 1: o vetor seréd contraido.
(3) k < —1: o vetor serd dilatado e terd sentido oposto.

(4) =1 < k < 0: o vetor sera contraido e tera sentido oposto.
—1
A figura 3.5 representa o caso em que k = -

I'm(z)

|
2

—z
Figura 3.5: Representacao geométrica do complexo >

A multiplicacao tem as propriedades a seguir:

Propriedade comutativa
Dados os complexos z = a+ bi e w = c+ di. Entao

z-w = (a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i.
Utilizando as propriedades comutativa da multiplicacao de niimeros reais, temos
z-w = (ca — db) + (da + cb)i.
Portanto, z-w = (c+di)-(a+bi)=w-z.

Propriedade associativa
Sejam trés nimeros complexos z = a + bi, w = c+ di e u = e + fi, segue que

(z-w)-u=[(a+bi)- (c+di)|-(e+ fi) = [(ac — bd) + (ad + bc)i] - (e + f1),
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ou seja,
(z-w)-u=(ace — adf — bef — bde) + (acf — bdf + ade — bce)i.
Pela associatividade de ntimeros reais,
(z-w) -u=(a+bi)-[(ce —df)+ (cf + de)i].
Portanto, (z-w)-u= (a+bi)-[(c+di)-(e+ fi)] =2z (w-u).

Propriedade do elemento neutro
A identidade multiplicativa é 1 4+ 0i = 1, uma vez que para todo complexo da
forma z = a + bi é verdade que

2-(140i)=(a+bi)-1+0i)=(a-1=b-0)+(a-04+b-1)i=a-1+b-1i.
Pelo elemento neutro da multiplicacao de ntiimeros reais, segue que
z-(140i) = (a+bi) =z

Propriedade do inverso multiplicativo
Todo nimero complexo z = a + bi, com z # 0 tem um inverso multiplicativo z~*

tal que, z-z'=1+0i=1.
b
Seré exibido que 271 = ( ¢ z) Realmente,

PR+

1 : a b .
z-z —(a+bz)~<a2+b2—a2+b2z)

a? n b2 n ab n ab )
— 7
a?+0b2 a4 a?+0b2 a4

a? + b? n ab—ab .
a? + b2 2rp2)’

(
(

I
=

1
Desse modo, 271 que também pode ser denotado como — é o inverso multiplicativo
z

de um nimero complexo nao nulo.

Propriedade distributiva em relacao a adigao
Dados trés nimeros complexos z = a + bi, w = c+ di e u = e + fi. Entao

z-(w+u) = (a+bi)-[(c+di)+ (e + fi)] = (a+bi) - [(c+€) + (d+ f)i],
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ou seja,
z-(w+u)=la(c+e)=bd+ f)]+ [a(d+ f) + b(c+e)]i.
Aplicando a propriedade distributiva dos niimeros reais, temos
z-(w+u) = (ac+ae —bd — bf) + (ad + af + bc + be)i,
isto é,
z - (w~+u) = [(ac — bd) + (ad + be)i] + [(ae — bf) + (af + be)i] .

Portanto, z-(w+4+u)=z -w+z-u.

3.5.4 Divisao

Definigao 3.3: Dados z, w € C e w # 0, o quociente de z por w é definido como

sendo:
4 —1
—=z-w ,
w

de maneira que, se z = a + bi e w = ¢+ di # 0 tem-se:

i—a+bi—(a+bi) c b ;
w  c+di c+d2 c2+d? )

3.5.5 O conjugado de um nimero complexo

Definicao 3.4: O conjugado de um niimero complexo z = a + bi é o niimero z que
satisfaz:
Re(z) = Re(z) e Im(z) =—Im(z),

desse modo, tal nimero é definido como sendo Z = a — bi.

Geometricamente, o conjugado Z = a — bi corresponde ao simétrico de z em
relac@o ao eixo Re(z), conforme figura 3.6.

Além do mais, o conjugado de um nimero complexo é relevante para os estudos
acerca das equagoes polinomiais. Conforme discorre o cépitulo 4 sempre que um
nimero complexo a + bi for raiz de multiplicidade s de uma equagao polinomial
de coeficientes reais, a equacao também admitird como raiz de multiplicidade s o
complexo conjugado a — bi.
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I'm(z)
'

b =

(L

b -

z

Figura 3.6: Representacao geométrica do conjugado z = a — bi

Proposigao 3.5: Sejam os numeros complexos z = a + bi e w = ¢+ di, com w # 0,
entao a conjugacao tem as seguintes propriedades:

(1) z= 0 se, e somente se, z = 0.
(2) z = Z se, e somente se, z € R.
(3) z= z , para todo z € C.

(4) z-z = a®> + 1°.

—
0]
N~—
/N
g
N———
l
SR

Demonstracao. (1) SeZ=a—bi =0, entdoa=0e b =0, logo z =a + bi = 0.
Reciprocamente se z =0 = 0+ 07, entao z =0 — 07 = 0.

(2) Sea+bi =2z =7%=a—bi, entao b = 0, logo z € R. Reciprocamente
se z€ R, entao z=a+0i e z=a— 01, logo 2 =Z.
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(3)zZ=a—bi,entao 2 =a — (=bi) = a+ bi = 2.
(4) Sejam z = a + bi e Z = a — bi, temos

z-Z=(a+bi)-(a—bi)
=(a-a+b-b)+ (ab— ab)i
= (a® + b%) + 0i
=a® + b

(5) Se z =a+bi e w = c+ di, temos

z+w = (a+bi) + (c+ di)
= (a+c)+ (b+d)i
=(a+c)—(b+d)i

=a+c—bi—di
= (a — bi) + (c — di)
=Z4+w.

(6) Se z = a+bi e w = c+ di, temos

(7) Temos que z-z"'=1,entdo z-z71=1

desse modo pela propriedade (5) Z-(z7!) = 1.

Portanto, z != 21
z

8) Temos que — = z-w~'. Logo, o resultado segue das propriedades (6)
w

e (7).

(9) A prova ser feita por inducio sobre n. Para n = 1, temos que 2! = Z = (%)".
Consideremos n > 1 e suponhamos que a igualdade seja verdadeira para algum
n € N, isto é,

2= (Z)".

Queremos mostrar que a igualdade também é verdadeira para n + 1. Utilizando
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a hipétese de indugao e a propriedade (6), temos que
=27 = (Z)" -z = (2)"".

O que mostra a veracidade da igualdade para n + 1. Portanto, por inducao a
propriedade é valida para todo n € N. O]

Além disso, utilizando a nocao de conjugado é possivel escrever de outra maneira
o inverso multiplicativo de um nimero complexo nao nulo, pois dado z € C, com
z # 0, temos que:

ISTN IR

. . . z ., .
Logo, dados os compelxos z = a + bi, w = ¢ + di, com w # 0, 0 quociente —, é mais
w
comodo de ser calculado do seguinte modo:

_ (a+bi)- (c+ di) _ (a+bi) - (c— di)
(c+ di)(c — di) 2+ d?

gll gl

z z
w w

3.5.6 Potenciacao da unidade imaginaria

Como 72 = —1 e utilizando-se das propriedades da potenciacao definidas em R, é
possivel calcular as poténcias de ¢ para todo n > 0. De modo que:

(1, se n=4q
7, se n=4q+1
—1, se n=4q+2

—i, se n=4q+ 3.

A valer,
como % = —1, entdo i** = (—1)*,
sendo o resultado 1, se k for par e —1, caso k seja impar.

Se k é par, k = 2q com q € N, entdo 1 = (—1)F = 2290 = % Assim, i" = 1,
se n = 4q.

Como i = 1, entao 491 =% .4 =1.4 =14. Logo, i" =i, se n = 4q + 1.

Se k é impar, K = 2¢ + 1 com ¢ € N, entdo —1 = (—1)F = 2Qat) = jia+2,
Assim, " = —1, se n = 4q + 2.

Como %2 = —1, entao %™ = 49+2.4 = —1 .4 = —i. Logo, i" = —i, se
n =4q+ 3.
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Dai vemos que as poténcias de ¢ repetem-se periodicamente com periodo igual a

4. Portanto, se r é o resto da divisao inteira de n por 4, temos que " =",V n > 0.

3.5.7 Modulo de um niimero complexo

Definicao 3.6: Dado um nimero complexo z = a + bi, o médulo de z é o ntiimero
real positivo denotado por |z| = va? + b2

Geometricamente, |z| é o médulo do vetor de origem em (0,0) e de extremidade

em (a,b), conforme figura 3.7.

Im(z)

b 1

|

e Re(z)

1
4

Figura 3.7: Interpretagdo geométrica do |z|.

A igualdade |z| = va? + b? decorre nesse caso do Teorema de Pitdgoras. De fato

|2|* = a* + b*, entdo | z| = Va2 + b2

Proposicao 3.7: Sejam os nimeros complexos z = a + bi e w = ¢+ di, com w # 0,

entao o modulo tem as seguintes propriedades:

(1) |z| = 0 se, e somente se, z =0

(2) z-z = |z|%, para todo z € C

(3) |z| = |z2| = | — #|, para todo z € C

(4) Re(z) < [Re(z)| < [2] e [Im(z) < [Im(z)| <|2|

(5) |z - w| = |2| - |w|, para quaisquer z,w € C

(6) ’i) = ’z—l, para z,w € C e w nao nulo
wl w]

Demonstragao. (1) Se |z| = 0, entdo va?+b? = 0, assim a = 0 ¢ b = 0, logo
z = a+ bi = 0. Reciprocamente se z = 0 = 0 + 01, entdo |z| = va? + b? = 0.
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(2) Sejam z = a + bi e Z = a — bi, temos

z-Z=(a+bi)- (a—bi)
=(a-a=0b-(=b)+(a-(=b)+0b-a)i
= (a® +b%) + (—ab + ab)i

(3) Sejam z =a+bi,Z=a—bi e —z = —a — bi, temos

12| = Va2 + b2, |z| = \/a® + (=b)2 = Va2 + b? e

| —z| = /(—a)? + (—=b)2 = Va® + 12,
portanto |z| = |z| = | — z|.
(4) Dado z = a + bi, entdo Re(z) = a < |a| = |Re(2)|, assim
a < lal = +/]a]2 = Va2 < Va® + 1% = |2].
De modo andlogo b < [b] = /[b]2 = VP2 < Va? + 12 = |z].
(5) Dados z,w € C, entao utilizando a propriedade (2), temos
2wl = (2 - w) - (Z7).
Pela propriedade (6) da proposigao 3.5 segue que
2wl = (z-w) - (@),

ou seja,

2wl = (2:2) - (w-@) = |2 Jw|* = (|2] - Jw])*.

Consequentemente, |z - w| = |z| - |w]|.

(6) Dados z,w € C, com w # 0. Escrevendo z = w - <i

propriedade (5) da proposicao 3.5 temos que:

z

e ()]
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3.6 Forma trigonométrica ou polar

Como os nimeros complexos possuem uma correspondéncia biunivoca com os
pares de numeros reais (a,b), dado um nimero complexo z = a + bi ndo nulo, através
de sua representagdo geométrica é possivel identificd-lo com o ponto P(a,b), ou com
o vetor de origem em (0,0) e extremidade em (a,b).

O vetor correspondente a z possui comprimento r = |z| = Va2 +b* # 0 e
determina com o eixo Re(z) um angulo 6 em radianos no sentido anti-horario, em
que 0 < 6 < 2m. O angulo 0 é denominado argumento principal de z e denotado por
arg(z).

Utilizando as razoes trigonométricas no triangulo retangulo, representado no
plano Argand-Gauss da figura 3.8, observa-se que:

a b
cosf=— e senf =—,
r

,
ouseja, a=rcostl e =rsenf, com (0 <60 < 2.
Im(z)
A
Z
b =
2]
N¢
' » Re(z)
L

Figura 3.8: Argumento e médulo de z.

Assim, considerando a = rcosf e b = rsenf, conforme proposto por Euler! a
forma trigonométrica ou polar de um nimero complexo z = a+ bt nao nulo é expressa
do seguinte modo:

z=a-+bi
= rcosf + rsen 6

= r(cosf +isenf).

Desta forma, 2z = r(cosf +isenf),

onde r=|z|=Va®>+b#0 e 6O=arg(z).

Leonhard Euler possivelmente tenha sido o matemético mais prolifico da histéria, fez descobertas
relevantes em varios campos como calculo infinitesimal e aritmética. Euler nasceu na Suica e,
por oportunidades profissionais, emigrou para a Riussia com 20 anos e ali se estabeleceu, onde é
considerado um heréi nacional. Ademais, coube a ele facilitar a notacao matemdtica ao introzuzir
sfmbolos como: f(z),7,e,i = /—1,senz,cosz,logz, > [1].
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Proposicao 3.8: Sejam os nimeros complexos z; = ri(cosf; + isenfq) e
29 = 19(cos By +isen b)), temos que z; = zy se, e somente se, 11 = 19 € 0 = Oy + 27,
com [ € Z.

Demonstracdo. Suponhamos que z; = 25, entao
r1(cos by +isenfy) = ro(cosby + isenby),

logo m = |z1| = |z2| = 2 > 0 de modo que cancelando r; na igualdade acima,
obtemos cosf; + isenf; = cosfy + isenby. De cos@; + isenfy = cos by + isen b
pela igualdade de ntimeros complexos, tem-se cos#; = cosfy e senf; = sen 6,.
Logo, pela periodicidade das fungoes trigonométricas, obtemos que 6, = 6, + 27,
com [ € Z [7]. O

3.6.1 Multiplicacao na forma trigonométrica

Proposicao 3.9: Dados na forma polar os ntimeros complexos
21 =ri(cosly +isenb) e zo = ry(cosby + isenby), tem-se

21 - 29 = 1r11g [cos(fy + O3) + isen(0; + 05)].
Demonstracao. A valer,

21+ 25 = 1r1(cos Oy +isenfy) - ry(cos by + isen by)
=779 (cos 0, cos By + i cos 0y sen Oy + i sen 0 cos Oy + 1% sen 6, sen 92)

= 1179 [(cos 01 cos Oy — sen B sen 0y) + (cos 6y sen Oy + sen Oy cos 6,)i] .

E utilizando as identidades trigonométricas,

cos(0; + 03) = cos by cos by — sen 6 sen b,
sen(6; + 02) = cos 6y sen Oy + sen 6, cos ;.

Portanto, 2y - 2o = ry7g [cos(6y + 02) + isen(0; + 605)] . O

Assim, na forma polar o produto zj - 29 representa um nimero complexo que
possui médulo igual ao produto dos médulos de 27 e 25 e argumento principal igual a
soma dos argumentos de z; e 2z, conforme figura 3.9.

Considerando os complexos z; = r1(cosf; + isent;) e zo = ro(cos by + isenbsy),
o complexo z; ao ser multiplicado por z3, geometricamente sofre uma dilatagao ou
contracao de médulo 7s, seguido de uma rotagao de 6, no sentido anti-horario.

O produto de ntiimeros complexos na forma polar pode ser generalizado de modo
que dados,
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Im(z)
A

Figura 3.9: Interpretacao geométrica do produto z; - 2o

21 = ri(costy + isenby), zo = ro(costy + isenbs), . .., z, = rp(cosb, + isenb,,),
temos que
2 g 2y =TT+ rn = [cos(6y + 0y + -+ 60,) + sen(6y + 0+ ---+6,)].

3.6.2 Divisao na forma trigonomeétrica

Proposicao 3.10: Dados na forma polar os nimeros complexos
21 =r1(cosfy +isenby) e zo = ro(cosfy + isenby), com z; # 0, tem-se

a_n [cos(0 — Oy) + isen(O; — 65)] .

Z9 T2
Demonstracao. De fato,

z1 ri(cosfy + isen by

zo  To(cos By + isenfs

(cos Oy — isenbs)
- (cos By — isenfs)

ro(cos by + i sen Oy
ri(cos #, + i sen 0y

( )
( )
r1(cos b + isen ) _ (cos Oy — isenbs)
( )
( )

ro(cos? Oy + i sen? fy)

Como
cos? Oy +isen®fy = 1, cosfy = cos(—0) e senfy = —sen(—0y)

segue que,

S ﬂ(cos 01 +isen;) - (cos(—by) + isen(—0s)).
Z9 T2
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Portanto, a_n [cos(0y — 03) + isen(by — 60)]. O
Z2 T2

. 21 ;
Assim, na forma polar o complexo — representa um numero complexo que
z

possui moédulo igual ao quociente dos m(%dulos de z; e z5 e argumento principal
igual a diferenga dos argumento de z; e 25, nesta ordem. A figura 3.10 mostra essa
representacao.

Considerando os complexos z; = r1(cosf; + isent;) e zo = ry(cos by + isenbsy),
com zo # 0. O complexo z; ao ser dividido por z3, geometricamente sofre uma

dilatacao ou contragao de médulo —, seguido de uma rotacao de Ay no sentido
T2
horario .

I'm(z)
A

= Re(z)

z
Figura 3.10: Interpretacao geométrica do quociente s
Z2

3.6.3 Potenciagao na forma trigonométrica

Proposigao 3.11: Dado um ntmero complexo z = r(cos @ + isen ), por meio da
multiplicagao de ntimeros complexos na forma polar, temos que

ZrZz z=r-r-r-----r|cos(@+0+0---+0)+isen(@+60+6---4+0) |,
ou seja,

2" = r"(cos(nb) + isen(nh)).

Férmula que é devida ao matematico Francés De Moivre?, e vale para todo n € Z.

2 Abraham De Moivre (1667 — 1754) nascerd na Franca, mas logo foi para Inglaterra e tornou-se
professor particular de matematica. Apesar de ter sido eleito para Royal Society, nunca foi professor
de universidade, em parte por nao ser Inglés de nascimento. De Moivre foi o responsavel pelas
féormulas de radiciacao e potenciagao de nimeros complexos na forma trigonométrica, além do mais
seus estudos foram de grande relevancia para a teoria das probabilidades [1].
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Demonstracdo. A demonstracao sera feita por indugao sobre o expoente n. Inici-
almente iremos mostrar a validade para todo n € N. Para n = 1 a verificagao é
imediata e a féormula é valida. Consideremos n > 1 e suponhamos que a igualdade
seja verdadeira para n, isto é, 2" = r"(cos(nf) + isen(n#)). Queremos mostrar
que a igualdade também ¢é véalida para n+ 1, logo utilizando a hipotese de inducao
e a multiplicagdo de niimeros complexos na forma polar, temos que
Zn—l—l — .0

= r(cosf +isend) - (r"(cos(nb) + isen(nd))

= " (cos(0 + nf) + isen(d + nd))

=" (cos((n + 1)0) + isen((n + 1)0)),

O que mostra a veracidade da férmula para (n 4+ 1). Deste modo, por indugao
mostramos a validade da féormula para todo n € N.

Resta provar a validade da férmula para todo n < 0. Para n = 0 a igualdade
é valida, uma vez que, r° = 1, cos0 = 1 e sen0 = 0. Assim

2" =1=1r"%cos(0-6) +isen(0-0)).
Considerando n < 0 um inteiro, segue que —n > 0 e 2" = (271)™". Como
1 z

P W = l((:089 —isenf) = (cos(—0) + isen(—0)),
z r

Utilizando o fato que a férmula é valida para os naturais temos

(=) = (") "(cos((—n) - (=) +isen((—n) - (=0))
= r"(cos(nd) + isen(nh)).

Portanto, a igualdade vale para todo n € Z. O]

A figura 3.11 representa a potenciagao para n = 4.

I'm(z)

46

= Re(z)

Figura 3.11: Interpretacao geométrica de z*
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3.6.4 Raizes complexas n-ésimas
Definicao 3.12: Sejam n um numero natural dado e z pertencente a um corpo K.

Um elemento w € K tal que w™ = z é chamado de uma raiz n-ésima de z.

Proposicao 3.13: Dado um ndmero complexo z = r(cos 6 + isen f), diferente de
zero. Para cada n € N, z admite precisamente n raizes complexas n-ésimas, as quais
sao dadas por:

0 + 2ml 0 + 2wl
zl—{L/F<COS( +n7r)+isen( +nﬂ)),l—0,1,---,n—1,

onde r=|z|>0 e 0=arg(z).

Demonstragao. Considerando na forma polar z = r(cosf + isenf), em que
r=|z| >0 e 6=arg(z). Para n > 2 um ndimero natural dado, calcular as
raizes complexas n-ésimas de z é equivalente a determinar os nimeros complexos
da forma w = p(cos«a + isen ) que satisfazem z = w".
Do fato de w™ = p™ (cos(na) + isen(na)) e pela igualdade de nimeros com-
plexos, seque
p"(cos(na) + isen(na)) = r(cosd +isen),

se, e somente se,

pt=r p=R/r, peZ, p>0
<~
na=0+2ny, vEZ a:9+27w, A
n

Desse modo, temos que

0+ 2 0+ 2
- W<COS (ﬂ)H%H <M)> onde 7 € Z.
n

n
Sejam v, T € Z, da igualdade de ntimeros complexos, temos que

0+2ry O+27T

2y =2 = =27k, paraalgum k€ Z
n n
2 2
— AT 2wk, para algum k€ Z
n n
— I—Z:k, para algum k € Z
n o n
< ~y—71=kn, paraalgum keZ
<~ ~vy=kn+7, paraalgum £k e€Z,

ou seja, z, = 2, se, e somente se, 7 e 7 deixam o mesmo resto na divisao por n.
Logo, o que nos interessa ¢ o resto que vy deixa na divisao por n. De modo
que para cada resto ha uma raiz n-ésima de z.
Dessa maneira, como existem existem n — 1 restos na divisao por n, para
cadal=0,1--- ,n — 1 hd uma raiz complexa n-ésima de argumento principal
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0 + 27l , , . -
oy = ——. Portanto, as raizes n-ésimas de z sao dadas por
n
. 0 + 2ml
2= /r(cosa; +isenqy),onde oy =-—-—, [=0,1,--- ,n—1
n

[7] 0

As raizes complexas n-ésimas de z representam no plano complexo um poligono
regular de n lados, sendo que o raio de tal poligono tem como medida {/r, onde
r = |z|. Além disso, os argumentos dessas raizes formam uma progressao aritmética

0 21
de primeiro termo igual a — e razao —, conforme figura 3.12.
n n

I'm(z)

Z0

Figura 3.12: Interpretacao geométrica das raizes n-ésimas de z
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O Teorema Fundamental da Algebra

Conforme ja relatamos os niimeros complexos surgiram a partir da insuficiéncia
dos nimeros reais. Vimos que eles foram os responsaveis para “destravar” as ctbicas
irredutiveis, mas sera que essa extensao dos nimeros reais tem outras capacidades
além das que ja apresentamos? A resposta para essa pergunta é sim. Nesse contexto,
o atual capitulo tem como objetivo mostrar que o corpo dos niimeros complexos é
plenamente satisfatério sob o ponto de vista aritmético e algébrico. Para averiguar
tais fatos apresentamos aqui com base na referéncia [11] o Teorema Fundamental da
Algebra.

4.1 Conceitos e nomenclaturas inicias sobre
polindmios
Definicao 4.1: Por polinomio com coeficientes num corpo numérico K, entende-se

toda expressao da forma

apx” + -+ a1x + ag.

Onde x é um simbolo chamado de indeterminada do polinémio e aq,...,a, sao
constantes pertencentes a K, ditas coeficientes do polinomio.

A fim de nem sempre explicitarmos os termos de um polindomio as vezes o
denotamos por p(x), ou notagao semelhante. Assim, muitas vezes designamos um
polinémio por p(z) = a,x™ + - -+ + a1 + ayp.

Também quando um polinémio possuir coeficientes a;, = 1 é comum nao escreve-

k

los, assim como € costume nao escrever o termo a,z” sempre que ap = 0, de modo

que identificamos:
225 +12° + 02" + 0X3 — 123 + 322 + 02 + 5 = 22° + 2° — 23 4+ 322 + 5.

Definicao 4.2: Sempre que um polinomio for da forma 0x™ + --- 4+ 0z + 0, o
denominamos como polinomio nulo. De modo que:

0=02=0r+0=022=02240=0224+0x+0=.....

43
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Dessa maneira, toda vez que um polindémio p(z) for nulo, o escrevemos como
p(x) = 0. Por outro lado, polindomio nao nulo é todo polinémio que nao é igual ao
identicamente nulo, isto é, todo polindomio que tem ao menos um coeficiente diferente
de zero.

Defini¢ao 4.3: Dizemos que os polinémios p(z) = a,z"™ + -+ - + a1 + ap e g(x) =
bp,x™ 4+ -+ 4+ bix + by sao polinomios iguais se, e somente se, ax = by para todos os
0 < k < n. Nesse caso escrevemos p(z) = ¢(x) e também,

apx" 4+ a1 x4+ ag = b + -+ bix + bo.
Exemplo:

2> —x+3=ard+ b’ —cr+d<= 0+ 22>  —x+3=ar’+ b’ —cx+d
< a=0, b=2, c=1 e d=3.

Definicao 4.4: Entende-se por equacao polinomial de incégnita x, com coeficientes
num corpo numérico K, toda equacao que pode ser escrita na forma

anx” + -+ a3+ ayg =0,

onde n > 1 e ag,...,a, sao constantes ao corpo K. Por raizes de tal equacao
entende-se suas solucoes que estao em K.

Analisando a equacdo 22 + 9 = 0, facamos a pergunta: quantas raizes tem essa
equacao? A resposta nao pode ser respondida sem antes esclarecermos qual o corpo
numérico envolvido. Por exemplo: se o corpo numérico for Q ou R a equagao nao
possui nenhuma raiz racional ou real, entretanto se o corpo numérico for C a equacao
possui duas raizes complexas x = 31 e x = —3i.

A partir das defini¢coes de polinomio e equacao polinomial é possivel fazermos as
seguintes correlagoes:

Sendon > 1 e a, # 0, a todo polinomio de coeficientes em um corpo K e da forma

p(x) = ap2" + - - + a1 + ao,
estd associada a seguinte equacao em K:
apx" 4+ -4+ a1 +ag =0,
a qual pode ser denotada simplesmente por:
p(z) =0.
Reciprocamente, toda equacao polinomial

apx" 4+ -4+ a1 +ag =0,
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determina um polinomio correspondente, o qual é
p(x) = apa” + - + a1z + ao.

Definicao 4.5: Dado P(x) = a,a™ + --- + a1 + ap com coeficientes pertencentes
ao corpo numérico K. Uma raiz de p(z) é todo valor a € K, que satisfaz p(a) = 0.

Definicao 4.6: Por grau de um polinomio nao nulo
apx" + -+ arx + ag,

entende-se o maior expoente de x com coeficiente nao nulo na expressao do polinomio.
(Aqui devemos considerar o termo constante como sendo: ag = ayX?)
Analogamente, o grau de uma equacao polinomial é o grau do polinomio a ela
associado.

Logo, o polinémio p(z) = 6 é um polindmio de grau zero, assim como qualquer
polinomio da forma p(z) = t com t # 0, também tem grau zero. Ja a equagao
624 —T7224+50—1 = 0 é de grau 4, uma vez que seu polindmio associado 624 —7224-5x—1,
tem grau 4.

4.2 Teorema Fundamental da Algebra
(existencial)

Existem varios teoremas semelhantes que sao descritos como o Teorema Funda-
mental da Algebra (TFA). Durante essa secao tratamos do mais relevante deles, o
qual trata da existéncia de raizes para equagoes polinomiais no corpo dos ntimeros
complexos. Sabemos que existem formulas algébricas para determinar as solugoes de
uma equacao polinomial de grau um até quatro, mas nao para as de grau cinco ou
superior. Além do mais existem demonstracoes puramente algébricas do TFA para
equacgoes de grau um a quatro, mas nao para as de grau cinco ou maior. Fato nos
sugere que ha uma grande alteracao nas propriedades de equagoes polinomiais ao
passarmos de equagoes de grau quatro para as equacoes de grau cinco ou superior.

Teorema 4.7 (TFA—versao existencial): Toda equagao polinomial com coefici-
entes no corpo dos nimeros complexos tem ao menos uma raiz neste corpo.

Demonstracao. Karl F. Gauss fez varias demonstracoes desse teorema durante
sua vida, a versao mais conhecida foi a primeira, a qual foi demonstrada em sua
tese de doutorado, porém dela apresentamos aqui apenas a ideia basica.

Dado um polindémio p(z) = a,2" + ap_12" 1 + -+ + asx® + a1z + ag, de
coeficientes complexos e grau n > 1, temos como intuito mostrar que a equacao
p(z) = 0 admite uma raiz no corpo dos nimeros complexos. Como z é um nimero
complexo, trabalhando com z em sua forma algébrica z = x + iy, onde z, y € R.
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Segue que a equagao a resolver fica:

0= p(2) = p(z +1iy)
= ap(x +iy)" + ap_1(x +iy)" "t + -+ ao(w +iy)? + ar(z +iy) + ag.

Como todos os coeficientes a; também pertencem aos complexos, se escrever-
mos os coeficientes na forma algébrica

ap = Ck +id,

e separarmos os termos da equacao multiplicados por ¢ dos termos que nao estao
multiplicados por 7, vemos que ela pode ser escrita na forma:

u(z,y) +iv(z,y) =0,

onde u(x,y) e v(z,y) sao polindmios em duas indeterminadas® e de coeficientes
reais.
Assim, seque que
p(z +iy) =0

tem raiz se, e s6 se, existir um par de nimeros reais (z,y) que satisfaca o sistema
de equagoes reais:

u(z,y) =0
(4.1)

v(zy) =0

Conforme foi observado por Gauss u(z,y) = 0 e v(x,y) = 0 podem ser vistas
como equagoes de curvas no plano cartesiano. Logo, mostrar a existéncia de
uma raiz no corpo dos numeros complexos para a equacao polinomial analisada
é equivalente a mostrar que as duas curvas, u(z,y) = 0 e v(z,y) = 0, tém pelo
menos uma interseccao.

Consideremos o caso particular em que a equagado p(z) = 0 tem grau um,

isto é: az 4+ b= 0. Apesar de nesse caso termos a solucao 6bvia z = —, vamos

utilizar esse caso particular a fim de explicitar e ilustrar a ideia de Gauss.
Escrevendo a = a; 4 tay € b = by + 1by e substituindo essas igualdades em
az + b =0, segue que 4.1 se transforma no sistema linear:

a1r — agy = by (42)
Ao + a1y = bg

Desse modo, para esse caso particular, mostrar que as curvas u(x,y) = 0 e
v(x,y) = 0 tem pelo menos uma intersecgao é o mesmo que mostrar que as retas

'Um polinémio nas indeterminadas x e %, e com coeficientes em um corpo numérico K, é
uma expressao da forma ag +anxy + -+ ai; 'Yy + - 4+ amp™yY", onde m e n sdo naturais e
ag,ai, - .., aij, ..., sdo elementos que pertencem a K.
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a1x — agy = by e asx 4+ a1y = by se cortam. A valer, isso efetivamente ocorre, pois
o determinante da matriz principal

ay —az
A=

a2 a1

do sistema 4.2 é nao nulo. De fato, detA = a} + a3 = |a|* # 0, uma vez que
a # 0.

Apresentamos o caso em que p(x) é de grau 1, entretanto no caso em que
p(z) possui grau 2 ou maior, a prova da existéncia de um ponto comum as curvas
u(z,y) =0 e v(z,y) = 0 é muito mais complicada. Para esses casos fazemos uma
argumentacao heuristica que resume as ideias de Gauss. O ponto concludente de
seu argumento consiste em analisar o aspecto das curvas u(z,y) =0 e v(z,y) =0
bem longe da origem do sistema de coordenadas cartesianas.

Como a curva u(x,y) = 0 é originada por uma equagao polinomial complexa
com grau n > 2, e por os termos de maior grau serem quem decidem o comporta-
mento de curvas polinomiais bem longe da origem, Gauss pode mostrar que a
curva u(z,y) = 0 tem um ramo ( ou “pedago” continuo) um dos lados do qual

possui como assintota’ a reta que faz um angulo § = 5 graus com o eixo x, € 0
outro lado do ramo tem como assintota a reta que fag um angulo de 36 graus
com o €eixo .

Analogamente, ele pode mostrar que a curva v(z,y) = 0 tem um ramo que
de um lado é assintético a uma reta que faz um angulo de 20 com o eixo x, ja
outo ramo é assintético como o proprio eixo z. Logo, conforme podemos ver na
figura 4.1, a continuidade desses ramos, juntamente ao comportamento assintotico
apresentado por ambos, faz com que os ramos acabem se interceptando, como
queriamos justificar. O

Por exemplo, para o polinomio p(z) = 2% + 1, escrevendo z = x + yi, obtemos

u(z,y) =2* =y’ +1

v(z,y) = 2zy.

Observe que u(x,y) = 0 é representado pela curva y*> — 22 = 1 que é uma
hipérbole equildtera e v(x,y) = 0 é representado pelas curvas z = 0 e y = 0, logo
resta analisarmos os aspetos dessas respectivas curvas. A figura 4.2 mostra as
representacoes das mesmas.

Como p(z) é de grau 2 temos que # = 45° assim u(x,y) = 0 possui como
assintétas as retas y = x e y = —x, ja v(x,y) = 0 é assintético as retas y = 0 e

2Uma assintota de uma curva C pode ser descrita como uma curva de onde os pontos de C' se
aproximam a medida que se percorre C, uma defini¢cao mais rigorosa pode ser dada usando a nogao
de limite, estudada em cursos de Célculo Infinitesimal. Mas, ainda que aqui nao possamos abordar
esse termo de modo mais aprofundado, apés analisar a figura 4.1, de forma intuitiva a condigao
descrita acima fica bem entendida.
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//u(x,y)=0

=
f o(z,y) =0
\

Figura 4.2: Interpretacao das rafzes de p(z) = 2% + 1

x = 0. Portanto, as interseccoes entre as referidas curvas sao ¢ e —i como ja era de
se esperar.

4.3 Consequéncias preliminares sobre a
igualdade e fatoracao de polinomios

Todos os polinomios desta secao sao considerados como tendo coeficientes num
mesmo corpo numerico K.

Proposicao 4.8: x — a é um fator de z™ — a”, quaisquer que sejam n > 2 inteiro e
a € K. Isto é, existe um polinémio ¢(z), com coeficientes em K, tal que:

n n

ot —a" = (x—a)-q(z)

Demonstracao. Basta verificarmos, por multiplicacao direta, as seguintes identi-
dades (observe que as mesmas ja dao explicitamente a expressdo do polinomio

q(x)).
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" —a"=(r—a) (" Fax" P+ "+ ad" P+ a™

]

Teorema 4.9 (Teorema da fatoragao): Dada « raiz do polinomio p(x), o res-
pectivo polinémio p(z) admitird o polinémio x — « como fator. Ou seja, para um
determinado polinomio ¢(z), vale a identidade polinomial:

p(r) = (z — a)q(z)

Demonstracdao. Suponhamos

p(x) = apz™ + -+ + agp.

Como « é raiz da equagao p(z) = 0, segue que
an@” + ap 10"+ aga+ap = 0.
Assim, podemos escrever:

p(x) =p(z) —0
= (2™ + Q12"+ ag) — (A F a1 - aja+ ag)

= ap(2" — ")+ ap_1 (2" =D+ ta(z — ).

Observe que, pela proposicao 4.8, cada parénteses do segundo membro da ultima
igualdade possui (z — a)) como um fator. Portanto,

]

Teorema 4.10: Sempre que um polinomio p(x) puder ser fatorado como p(zx) =
(x — a)g(x), onde @ é um nimero pertencente ao mesmo corpo que os coeficientes
dos polinémios p(z) e ¢(x), podemos afirmar que « é uma raiz da equagao polinomial
p(x) = 0. Isto é:

p(z) = (z — a)q(x), entdo p(a) = 0.

Assim, o conjunto das raizes da equacao p(z) = 0 tem como elementos « e as
eventuais raizes da equagao q(z) = 0.
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Demonstracao. E imediato que « satisfaz p(x) = 0. Em contrapartida, a fatoracao
dada nos permite ver que toda raiz de ¢(z) = 0 tem de ser raiz de p(z) = 0.
Reciprocamente, se 8 # « for raiz de p(x) = 0, temos que 0 = p(f) = (8 — a)q(5).
Logo, como (5 — «) # 0, segue que ¢(8) = 0. ]

Por exemplo, o polindémio p(x) = 23 + 522 — 6x, pode ser fatorado como
p(z) = z(z® + 52 — 6),

assim 0 é uma raiz da equagao polinomial p(xz) = 0. Desse modo, para encontrarmos
as demais raizes reais dessa equacao, basta resolvermos a equacao do segundo grau:

224+ 5 —6=0.

Teorema 4.11 (Teorema da fatoragao repetida): Se forem conhecidos uma
sequéncia de raizes (distintas) aq, s, ..., de uma mesma equagao polinomial
p(z) = 0, existird uma fatoragao de p(x) da forma

p(x) = (z —a)(z —a2) ... (x — a)q(x),
para algum polinomio ¢(z).

Demonstragao. Pelo teorema 4.9, temos p(z) = (v — a1)q1(z), para algum
polinémio ¢; (z) apropriado. Pelo teorema 4.10, aw, ..., tém de ser raizes de
¢1(x) = 0. Uma nova aplicacao do teorema 4.9, agora no polindémio ¢;(z), exibe
que ¢q1(x) = (x — ag)go(x), para um polinomio go(z) apropriado. Entao, podemos
escrever

p(x) = (z — ) (z — az)ga(2),

e utilizando novamente o teorema 4.10 podemos afirmar que ag, ..., a; tém de
satisfazer ¢ga2(x) = 0. O mesmo argumento pode ser repetido vérias vezes até
chegarmos a raiz «y. O]

Teorema 4.12 (Teorema da enumeracgao finita): Toda equagao polinomial, de
grau n > 1 e coeficientes num corpo numérico K, possui no maximo n raizes em K.

Demonstracao. Seja p(x) = 0 a equagao dada de grau n > 1. Temos como intuito
mostrar que se a mesma tiver raizes, a quantidade delas nao pode ser maior
que n. Suponhamos por absurdo que equacao admitisse n + 1, ou mais raizes,
a1, 0o, ..., 0,1 pelo teorema 4.11 podemos escrever:

pl) = (@ — ) — @) .. (& — @) (@ — i )(@).

Desse modo, obtemos as seguintes alternativas:

e ou o polindémio ¢(x) é nulo, o que acarretaria p(x) ser nulo. Fato que
contraria hipdtese de que p(x) tem grau n, logo é um absurdo.
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e ou ¢(z) ndo é nulo, o que acarretaria ao produto da direita ser um polinémio
de grau > n + 1. Logo, maior do que grau de p(x), o que é absurdo.

]

Por exemplo, para equacido x?> — 3 = 0 que possui grau n = 2, pode-se afirmar:
e a equacao nao possui raizes no corpo numérico K = Q.

e 1o corpo numerico K = R, é facil verificar que tal equacao possui duas raizes
V3 e —/3, assim pelo teorema descrito acima ela s6 pode ter essas raizes reais.
Deste fato, pode-se escrever 2 — 3 = (x — v/3)(z + V/3).

Nao podemos deixar de observar que se p(z) for um polindémio constante, a
equagao p(z) = 0 ndo tem nenhuma raiz. Entretanto se p(z) for um polinémio nulo,
a referida equacao tem infinitas raizes.

Corolario 4.13: Sejam p(x) e g(x) dois polindmios de coeficientes num mesmo
corpo numérico, ambos com grau < n e nao nulos. Se p(a) = ¢(a), para n + 1 valores
diferentes de a no corpo, entao p(x) = ¢(x).

Demonstragao. Sendo p(a) = g(a), para n+ 1 valores distintos de @ em um corpo
numérico, assim temos que a equacao polinomial p(z) — ¢(x) = 0 terd mais de
n raizes nesse corpo. Segundo o Teorema 4.12 isso sé pode ocorrer quando
p(z) — q(x) = 0 for um polinomio nulo, ou seja, quando os polinomios p(x) e g(z)
forem iguais. [

4.4 Teorema Fundamental da Algebra

(enumerativo)

Durante essa secao quando falarmos em equacao polinomial, sempre estamos
supondo que a mesma corresponde a um polindbmio que nao seja constante, tendo
grau > 1.

Os resultados exibidos até aqui, nos possibilitam apenas dizer que, dada uma
equacao polinomial de grau n com coeficientes no corpo dos niimeros complexos,
a mesma terd de uma a n raizes nesse corpo. Analisando por exemplo, a equagao
2% — 32 + 1 = 0, sabemos que no corpo dos nimeros complexos ela terd de uma a
seis raizes, mas seria melhor se pudessemos dizer a quantidade exata de raizes dessa
equacao. A fim de buscarmos esse resultado serd necessario, para certos casos, haver
a possibilidade de contar uma raiz mais de uma vez. O modo o qual fazemos isso é
baseado na defini¢cao a seguir.

Definicao 4.14: Dizemos que um niumero « é raiz de multiplicidade s de uma
equagao polinomial p(z) = 0 se, e sé se, valer uma fatoracao do tipo

p(r) = (z — a)°q(2),

onde ¢(x) verifica q(a) # 0.
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Sempre que s = 1 dizemos que « ¢ raiz simples, e quando s = 2,3,..., dizemos
que « é, respectivamente raiz dupla, tripla, etc.

Por exemplo, a equacao 2® — 522 — 5z — 3 = 0 pode ser fatorada como
2 —52% —5x — 3 = (v — 1)*(z — 2),
desse modo ela tem uma raiz simples x = 2 e uma raiz dupla x = 1.

Lema 4.15: Se para todos os valores de x num corpo numérico valer uma igualdade
do tipo

(x — a)q1(z) = (x — a)*2qa (). (4.3)

Onde ¢;(z) e g2(x) sdo polinémios, e s; e sp sdo numeros que satisfazem s; < sg,
entdo « é raiz da equacdo ¢i(x) = 0. Assim, para todos os valores de z, inclusive de
r = «, vale

@) = (x — a)* " ga(x).

Demonstragao. Dividindo ambos os lados de 4.3 por (x — «), para z # «a, temos
que q1(x) = (x — a)*> *1gy(x), para todos os vaores de x # «. Por fim resta
aplicarmos o corolario 4.13. n

Teorema 4.16: Em corpos numéricos, a cada raiz de uma equagao polinomial fica
atribuido um tnico grau de multiplicidade

Demonstracao. e Existéncia do grau de multiplicidade.

Quando nos referimos a equacao polinomial, estamos tratando com um po-
linémio p(x) de grau n > 1, assim por hipétese existe um nimero a; que é raiz
da equagao p(x) = 0. Logo, pelo teorema 4.9 temos

p(x) = (z — ar)pi(2),

onde pi(z) tem de ser um polindomio de grau n — 1.

Caso p1(a) # 0, temos s = 1. Caso pi(a) = 0, como p;(z) ndo pode ser
o polinémio identicamente nulo (pois isso faria com que p(x) também fosse
identicamente nulo), utilizando novamente o teorema 4.9, obtemos

pi(z) = (z — a1)pa(z),

e entao
pla) = (z — an)’pa(),
sendo py(x) algum polinémio nao identicamente nulo.

Desse modo, caso pa(ar) # 0, temos s = 2, caso pa(«) = 0, repetimos com ps(z)
o raciocinio feito com p;(z), e assim sucessivamente. De modo que construimos
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uma sequéncia de polindomios nao identicamente nulos p;(z), p2(z), ... de graus
respectivamente n — 1,n — 2,.... O mesmo processo pode-se repetir até p,(x),
que tem de ser um polinomio de grau zero, em outras plavras, p,(zr) = ¢ # 0
(polinémio constante), o que ocasionaria a fatoracao

p(z) = (z — a)"pu(x) = ¢z — a)",

a qual implicaria s = n. Portanto, a cada raiz a da equacao p(z) = 0, estd
atribuida uma multiplicidade s, que tera um valor entre 1 e n.

e Unicidade do grau de multiplicidade.

Suponhamos que existam s; < S2,q1(a) # 0 e g2(a) # 0, tal que

(z =) qu(2) = (¥ — a)*¢s(2)

para todos os valores de x no respectivo corpo. Assim, aplicando o lema 4.15,
temos que

0(r) = (r = a)* " ga(),

para todos os valores de x, inclusive «, o que implicaria ao absurdo ¢;(a) = 0. O

Por exemplo, para a equacao (z + 1)*(x —2) = 0, podemos dizer que temos uma
raiz tripla (x = —1) e uma raiz simples (z = 2). A vista disso, dizemos que a equagao
possui trés raizes reais: x = —1 que é contada duas vezes e x = 2.

Teorema 4.17 (TFA—versao enumerativa): Toda equacao polinomial de grau
n > 1, e coeficientes no corpo dos nimeros complexos, tem exatamente n raizes
nesse corpo, entendendo-se que contamos cada raiz tantas vezes quanto valer sua
multiplicidade.

Demonstrag¢ao. Sendo p(zx) o polindmio associado a equagao, pelo TFA—versao
existencial, a equagao p(z) = 0 admite no corpo dos niimeros complexos ao menos
uma raiz «q. Logo, pelo teorema 4.9 podemos escrever

p(r) = (x = ar)q(x),

para algum polinomio ¢;(z) de grau n — 1.

Caso ¢ () nao seja um polinémio constante, aplicando novamente o TFA—
versdo existencial a equagao ¢;(z) = 0, combinada com o teorema 4.9, nos
assegura a existéncia de um numero complexo ay , que é raiz tanto de g;(x) =0
como de p(z) = 0, tal qual assegura para algum polindémio gy(z) de grau n — 2, a
escrita

p(x) = (z — a1)(z — az)ga().

Caso ¢o(x) nao seja um polinémio constante, repetimos com ele o mesmo
processo feito com ¢ (x), bem como com os polindémios gs, gy, . . . que serao obtidos
através da repeticao do raciocinio. Nao é dificil ver que esse processo de sucessivas



Capitulo 4. O Teorema Fundamental da Algebra 54

redugoes de grau s6 terminard ao se obter um polinémio g (z) constante, fato
que s6 vai ocorrer quando k = n. Logo, nesta fase valera a seguinte fatoracao:

pr)=(z— 1)@ —az)...(x — an)gn(z) = c(x — a1)(z — an) ... (7 — o),

onde ¢ é o valor do polinomio constante.
Comparando os termos de grau n da esquerda e da direita da ultima igualdade
obtemos que: a,z" = cx", logo ¢ = a,; de outo modo, vale a seguinte igualdade:

" + @p 2" e i + ag = an (v — ) (T — o) ... (T — ).

Dessa maneira, prova-se que a equagao p(x) = 0 tem n raizes possivelmente
repetidas.

Ainda resta provarmos que cada raiz aparece repetida tantas vezes quanto for
o valor de sua multiplicidade. Denotando por 31, 5, ..., B, 0s valores distintos
das raizes aq,ao,...,q,, com m < n, e agrupando os fatores iguais é possivel
escrever uma nova fatoracao do seguinte modo:

A" + Q12" a0 g + ap = an(x— p1)° (= [2)* ... (x — Bp)™™.

Entretanto, ainda nos resta provar que s é a multiciplidade da raiz ;. A fim
disso, consideremos a fatoragao da forma:

p(x) = (x = By) ™ qi(2),

onde gx(x) # 0, assim aplicando a defini¢ao de multiplicidade podemos afirmar
B é raiz de multiplicidade s. [

Analizando por exemplo, a equacio x® + 3z% + 42 + 12 = 0, por meio do TFA—
versao enumerativa sabemos que tal equacao possui exatamente trés raizes no corpo
dos nimeros complexos. De fato, elas sao —3 e £2i, e também vale a igualdade:

2%+ 32° +4x + 12 = (z + 3)(z + 26) (v — 2i).

4.5 TFA—fatoracao

Escrever qualquer polinomio real como um produto de fatores reais com o menor
grau possivel, foi historicamente um grande desafio para os mateméaticos até meados
de 1700. Nesse contexto a versao do TFA que examinamos nesta se¢ao, mostra que
essa escrita com coeficientes reais sempre é possivel, desde de que eles tenham no
maximo grau dois.

Teorema 4.18 (TFA—versao fatoragao linear): Sendo ay,as, ..., q, todas as
raizes distintas ou nao de uma equacao polinomial a,x" +a,_12" '+ - - +asx® + a1z +
ap = 0, de grau n e cujos coeficientes pertencem ao corpo dos niimeros complexos,
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nos possibilita escrever o polinomio associado pela fatoracao:
-1 2
A" + ap 2"+ ar” Far +ag = ap(T — ag)(x — @) .. (T — ).

De modo equivalente, denotando por (31, Ba, ..., 5, os valores distintos das raizes
a1, o, ..., a, e agrupando os fatores iguais, podemos reescrever a fatoragao como

At + apy 12" 4t agr? + az + ag = an(x — 1) (x — o) ... (x — Bn)*™,

onde as multiplicidades das raizes sao dadas por si, So, ..., Sm.

Demonstracdo. Esse teorema pode ser visto como uma expancao do TFA—versao
enumerativa, no entanto a prova do préprio TFA—versao enumerativa ja é o
bastante para a prova do presente teorema. ]

Corolario 4.19: Seja p(z) um polinémio com coeficientes no corpo dos nimeros
reais. Entao, para cada nimero complexo z é verdade que:

p(2) = p(z)

Demonstracao. seja p(x) = a,a" + 12" 4 -+ ax® + a1z + ag, onde os
coeficientes sao nimeros reais. Dado um z pertencente aos complexos, aplicando
sucessivamente as propriedades (5), (6), (9) e (2) da proposicao 3.5, temos:

p(2) = an2™ + -+ + a22? + a12 + ag
=, 2" 4+ a2 + Tz + g
=@+ + P+ A+ T
=02+ A BE AW I+
= 4 2"+ - 4 aZ 4 a1Z + ag

= p(2).
0

Teorema 4.20: Se um numero complexo a + bi for raiz de multiplicidade s de uma
equacao polinomial de coeficientes reais, a equacao também admitira como raiz de
multiplicidade s o complexo conjugado a — bs.

Demonstragao. Seja a equacao p(x) = 0 de coeficientes reais que admite a raiz z,
entao

Assim, segue que

ou seja,
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Pelo corolario 4.19 temos

Portanto, p(z) =0. O

Examinemos por exemplo, a equacao z? — 6z + 10 = 0, por meio das técnicas
para resolucao de uma equacao quadratica, encontramos suas raizes r1 = 3 +1 e
Ty =3 — 1, e de fato xy = T7.

Corolario 4.21: Todo polinomio de coeficientes reais, cuja equacao associada tenha
raizes complexas, tem fator quadratico real.

Demonstracao. Pelo teorema 4.20 sabemos que essas raizes complexas apare-
cem aos pares conjugados, assim para chegarmos ao resultado esperado basta
aplicarmos a identidade

[z — (a+ bi)][z — (a — bi)] = 2* — 2ax + (a® + b?).
L

Teorema 4.22 (TFA—versao fatoragao real): Todo polinomio p(x) de coeficien-
tes reais pode ser fatorado no corpo dos ntimeros reais, em termos de fatores reais
lineares e/ou fatores reais quadréticos.

Demonstracdo. E um resultado do TFA-versao fatoracao linear. Por esse teorema
cada raiz real da origem a um fator linear real. No que diz respeito as raizes
complexas, como o polindmio possui coeficientes reais, elas aparecem aos pares
conjugados, e por meio do corolario 4.21, os mesmos fatores lineares complexos
originam um fator quadratico real. O]

3 — 22 + 2z — 1. Por substituicio

Examinemos por exemplo, o polindémio p(z) = x
direta sabe-se que z = 1 é raiz da equagao p(z) = 0. Assim, p(x) admite uma

fatoragao real linear/quadratica do Tipo:

p(x) = (z = 1)(z* + 1).

4.6 Relacoes entre coeficientes e raizes de
equacoes polinomiais

Através do TFA versao enumerativa sabemos que toda equagao polinomial de
grau n com coeficientes complexos admite exatamente n raizes complexas. Mas seria
possivel relacionar essas raizes com os coeficientes da respectiva equagao polinomial?
Nesse contexto, o objetivo dessa secao é determinar as relagoes existentes entre os
coeficientes e as raizes de uma equacgao polinomial qualquer.

Teorema 4.23 (Férmulas de Newton-Viete (caso grau 2)): Denotando por
aq, (i as rafzes (reais ou complexas, distintas ou nao) de uma equagao quadrética,
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ax? + bx + ¢ = 0 de coeficientes reais ou complexos, temos que valem as relacoes:

—b c

a1+ =— € Qg = —.
a a

Demonstracao. Através do TFA—versao fatoracao linear temos que:
az® +bx +c = a(z — ay)(z — ay),

de maneira que desenvolvendo os produtos do lado direito da equagao acima,

obtemos:

2

az® 4+ br + ¢ = ar® — a(a; + ag) + acjay.

Por fim pela definicao da igualdade entre polinomios, e comparando os coeficientes
correspondentes, temos

—b c
a1 +0Qp=— € Qg = —.
a a

]

Teorema 4.24 (Férmulas de Newton-Viéte (caso grau 3)): Denotando por
aq, (g, iz as raizes (reais ou complexas, distintas ou nao) de uma equagao cibica,
ax® +bx?+ cx+d = 0 de coeficientes reais ou complexos, temos que valem as relacoes:

o1+ o + a3 =
10 + 13 + sy =

Q1ary =

|Q|Q ||
@|& 90‘

Demonstracao. Através do TFA—versao fatoragao linear temos que:
az® + bz’ +cx +d = a(r — ay)(r — ay)(x — a3),

de maneira que desenvolvendo os produtos do lado direito da equacao acima,
obtemos:

az® +bx? +cr+d = ax® — (og +ag+asz)r® +alaian +araz +asas)r —alajasas).

Assim, analogamente ao que fizemos para o caso de grau 2, podemos chegar ao
resultado desejado. O]

Para as equagoes polinomiais de grau n > 1 a prova ¢ feita por inducao.

Teorema 4.25 (Férmulas de Newton-Viéte (caso grau n > 1)): Denotando
por ay, o, a3, . . ., (i as Taizes (reais ou complexas, distintas ou nao) de uma equagao
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polinomial, a,x" + a, 12" %+ -+ - + a1z + ag = 0 de coeficientes reais ou complexos,
temos que valem as relagoes:

—Qp—1
— =1t o+t a,
Qp
ap—2
=i + a3+ -+ oy + ey s oy 0 a1,
an
—Qp—3
— = 123 + A Q0 + -+ T+ A QO + Qai3Qly + + + - + Qa3
a?’l
+ -+ Ay 20100,
o
(-1)”- = (103 ...y
(07%

Essas relagoes existentes entre os coeficientes e as raizes de uma equagao polinomial,
juntamente com uma informacao adicional sobre as referidas raizes, nos possibilita
em muitos casos encontrar tais solucoes. Consideremos o seguinte caso: Resolvamos
a equacao x> — 1522 + 662 — 80 = 0, sabendo que as suas rafzes estao em progressao
aritmética.

Sejam x1 =a — 1, 9 = a e r3 = a + r as raizes da equacao. Pelo teorema 4.24
temos

15:x1+x2+x3:3a

66 = r1x9 + 123 + Tox3 = 3a? — r?

80 = z12925 = a(a® — %)
Por meio da primeira equacao, segue que a = 5. Da segunda, temos que 75 — 12 = 66,

assim 72 = 9, e entdao r = +3. Portanto, obtemos que as raizes da equacao sao: 2, 5
e 8.
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Existem numeros além dos Complexos?

No capitulo anterior vimos que o corpo dos numeros complexos é totalmente
satisfatorio, tanto do ponto de vista algébrico quanto do aritmético. Mas ainda assim,
com o passar do tempo foram criados outros conjuntos nimericos que tem um papel
importante na resolucao de problemas cientificos e matematicos, entre os quais estao,
o dos numeros p-adicos e dos reais nao-standard. No entanto o estudo desses campos
estd acima dos contéudos matematicos apresentados neste trabalho. Por isso, no
atual capitulo damos énfase apenas ao estudo dos niimeros hipercomplexos, o qual
tem total relacao com que apresentamos até aqui.

5.1 Numeros hipercomplexos

Definicao 5.1: Numeros hipercomplexos sao os nimeros da forma
Z = ag + a1i1 + CLQiQ + agig + -+ CLnin,

onde ag, ay,...,a, € R e iy, is,is,...,1, sao elementos (“unidades imaginarias”) fora
do universo dos nimeros reais e distintos entre si.
Considera-se dois nimero hipercomplexos

z:ao+a1i1+a2i2+a3i3~|—---+aninez’:bo+bli1+bgi2+b3i3+---+bnin,

como iguais se, e s6 se, valerem as igualdades de nimeros reais: ag = by, a; =
bl,...,an:bn.

Como exemplos de niimeros hipercomplexos podemos citar os quatérnios, que
definiremos adiante, e os proprios nimeros complexos. Sendo que os complexos
representam um caso particular de apenas uma unidade imaginaria, isto ¢, n =1 e
ela verifica i3 = —1.

Definicao 5.2: Dados dois niimeros hipercomplexos

z:a0+a1i1+a2i2+a3i3—|—---—l—aninez’:bo—i—blil—|—b2i2—i—b3i3+---—|—bnin.

59
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A adigao z + 2’ é definida por:

2+ 2 = (ag + ariy + asgis + -+ + anin) + (bo + briy + bato + -+ - + bpiy)
= (ao +bo) + (a1 + b1)i1 + (az + ba)ig + -+ - + (an + by )in.

A multiplicacao zz’ é definida por:

ZZ/ = (CLO + alil + Ggig 4+ -+ CLnZn) . (bg + blil -+ bQiQ + -+ bnln)
= apby + apbiiy + - - - + agbpiy,
+ a1b0i1 + albliﬂl + (llebiliz + -+ albnilin + .-

R anboin + anblz’nil -+ aaninig s+ anbnznzn

Contudo, para que possamos dizer que zz' é um nimero hipercomplexo, devemos
fazer dois supostos:

e serao consideradas validas as propriedades comutativa e associativa da adicao,
como também a propriedade distributiva da multiplicacao.

e acada produto de unidades imagindrias i,i, (para p, ¢ € {1,2,...,n}) é conferido
um valor hipercomplexo, isto é,

iplg = + iy + Yig + -+ Wiy,

onde o, 3,...,w € R.

Sabemos que no conjunto dos nimeros inteiros a multiplicagao possui as pro-
priedades comutativa, associativa e distributiva, além do mais este conjunto tem a
estrutura de anel de integridade, uma vez que Va, b € Z\ {0}, temos que ab # 0.
Ja nos corpos dos nimeros racionais, reais e complexos a multiplcacao possui as
propriedade comutativa, associativa e distributiva, ademais todos os elementos nao
nulos desses corpos tem inverso multiplicativo, uma vez que para todo b nao nulo
pertencente a Q, R ou C, existe um ¥, tal que bb' = 1.

Em contrapartida para o conjunto dos hipercomplexos as propriedades comutativa
e associativa da multiplicacao, bem como a existéncia de inversos (para nimeros nao
nulos) sao dispensaveis, sendo apenas a distributividade da multiplicagdo obrigatéria.
Um exemplo de nimeros hipercomplexos no qual a multiplicacao nao é comutativa é
o conjunto dos quatérnios.

Os quatérnios foram inventados por W.R.Hamilton em 1843, sendo os mais
importantes hipercomplexos com trés unidades imaginarias. Eles sao definidos
como os numeros da forma a + bi + ¢j + dk, onde a,b,c,d € R e i,j, k sao as
unidades imagindrias que verificam i? = j? = k? = —1. Além disso para as unidades
imaginarias 7, j, k, temos que

ij =k, jk =1, ki=j, ji=—k, kj=—i, tk= -],
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de modo que a multiplicacao nao é comutativa, pois conforme podemos ver
k=ij#ji=—k i=jk#kj=—i, j=ki#ik=—j.

Definigao 5.3: Um nidmero hipercomplexo z # 0 ¢é dito ser divisor de zero se valer
zz' = 0 ou 2’z = 0 para algum hipercomplexo z’ # 0. Um conjunto de hipercomplexos
onde nao exista nenhum divisor de zero é dito ter integridade.

E interessante ressaltarmos que num conjunto onde hé divisores de zero, sempre
que ocorrer ab = 0 com a # 0, nao ha garantia de que b = 0.

Definigao 5.4: Dado z # 0 pertencente a um conjunto de hipercomplexos, dizemos
que z possui inverso multiplicativo, se existir um nimero hipercomplexo z’ # 0, tal

que zz' = 2’z = 1. Alids é costume escrever 2z’ = —.
z

Por exemplo, em conjuntos de niimeros hipercomplexos nos quais a multiplicacao
¢ associativa, temos que:

z# 0 tem inverso, entao z mnao é divisor de zero.

De fato, suponhamos que z é invertivel e divisor de zero, simultaneamente, entao
existem 2z’ e w pertencentes ao conjunto de hipercomplexos, tais que

222=1 e zw=0.

Assim, multiplicando as igualdades acima na ordem em que aparecem por w e 2’
respectivamente, juntamente com o fato da multiplicagdo no conjunto ser associativa,
obtemos

dow=w e Z2w=0.

O que é um absurdo.
Além disto a multiplicagao no campo dos quatérnios é associativa e todo z # 0
possui um inverso z’'. Com efeito, se z = a + bi + ¢j + dk, temos que

, a N bi n cj n dk
a4+ +ct+d> A+ +E+P AP +E+E a4+ dY

uma vez que zz' = 1. Logo, podemos dizer que nao ha divisores de zero entre os
quatérnios.

5.2 Hipercomplexos com uma unidade
imaginaria
Na secao anterior vimos que apesar dos quatérnios terem trés unidades imaginarias
nao ha divisores de zero entre eles. Tal acontecimento, nos remete a ideia de que

a existéncia de divisores de zero nao tem relagao com a quantidade de unidades
imaginarias, mas sim, com o modo o qual foram definidos os produtos de pares de
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unidades imaginadrias.

Nesse contexto, examinemos nesta secao alguns casos especificos de hipercomple-
xo0s com apenas uma unidade imaginaria. Para simplificar a notagao, vamos ulizar [
no lugar de i;. Logo, passamos a analisar o hipercomplexos da forma a -+ bI.

Pela definicao da multiplicacao entre ntimeros hipercomplexos, segue que 12 =
a+ BI, com a, 5 € R e I sendo a unidade imaginédria. Dessa maneira, o produto de
dois hipercomplexos da forma a + bl é representado por:

(a+bI)(c+dl) = (ac + bdI*)(ad + bc)l
= (ac+ bda) + (ad + be + bdf)1.

Com base na escolha de niimeros reais para a e 3. Seguem trés casos de hiper-
complexos com apenas uma unidade imaginaria, os chamados de formas canonicas:

e ntimeros complexos: quando I? = —1 = -1+ 0[] (o = —1 e B = 0), assim
tem-se

(a+bl)(c+dl)= (ac —bd) + (ad + bc)I;
e ntimeros duais: quando 2 =0=0+ 0/ (a =0e 3 =0), assim tem-se

(a+bl)(c+dl) = ac+ (ad + be)I;

e ntimeros hiperbdlicos: quando I? =1=1+ 0 (a =1e 3 = 0), assim tem-se

(a+0bI)(c+dl) = (ac+bd) + (ad + bc)1.

Vamos analisar estes trés conjuntos canonicos no que diz respeito a existéncia de
divisores de zero:

e nimeros complexos (I = —1)

Neste corpo I e 1 + I nao sao divisores de zero.

De fato, como a multiplicacdo no corpo dos complexos é associativa e todo
z # 0 € C tem inverso, entao todo z # 0 € C nao ¢é divisor de zero. Inclusive [ e
1+ 1.

e nimeros duais (I = 0)

Neste conjunto I é divisor de zero e 1 + I nao é divisores de zero.

A valer, I é divisor de zero, visto que

I-I=1*=0.
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Ja para mostrarmos que 1 + I nao é divisor de zero, observem primeiro que a

’

multiplicacao no conjunto dos nimeros duais é associativa, entao basta verificarmos
que 1+ I tem inverso. De fato, seu inverso é 1 — I, dado que

(1+0H)(1-1)=1.
e ntmeros hiperbdlicos (12 = 1)
Neste conjunto I nao é divisor de zero e 1 + [ é divisores de zero.

Realmente I nao ¢é divisor de zero, observem primeiro que a multiplicagao no
campo dos niimeros hiperbdlicos é associativa, entao basta verificarmos que [ tem
inverso. De fato, ele é seu préoprio inverso, uma vez que

I-I1=1°=1.

Ja para mostrarmos que (I 4 1) é divisor de zero, basta verificarmos que qualquer
hiperbdlico da forma g — 51, com  nao nulo. satisfaz

(1+1)(8 - BI) = 0.

De modo geral para os numeros hiperbdlicos, dados dois nimeros z # 0 e 2z’ # 0.
temos que zz' = 0 <

e ouz=a+aie?z = — i, para quaisquer «a, § € R\ {0};

e ouz=a—a«aiez =+ fi, para quaisquer «, 5 € R\ {0}.

Ademais para os numeros duais, dados dois nimeros z # 0 e 2’ # 0. temos que
22/ =0<=z2=ai e 2 =pi, paraquaisquer a,f € R\{0}.

Assim, encontramos todas as formas dos divisores de zero para as chamadas
formas canonicas. Nesse sentido, o teorema a seguir estabelece uma caracterizagao
estrutural que nos possibilita evitar conjuntos de niimeros hipercomplexos de uma
unidade imaginéria que tenham divisores de zero.

Teorema 5.5: Todo conjunto de nimeros hipercomplexos com uma unidade imagi-
naria I pode ser reduzido, por meio de uma mudanca de variavel conveniente, a uma
das seguintes formas canodnicas:

1) a dos nimeros complexos, isto é, dos hipercomplexos com I? = —1;
2) a dos ntimeros duais, isto é, dos hipercomplexos com I? = 0;

Y

3) a dos ntimeros hiperbdlicos, isto ¢, dos hipercomplexos com I? = 1.
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Demonstracao. Indicando por a + bl os nimeros do conjunto analisado, e escre-
vendo I? = o + 1. Nosso propdsito é mostrar que sempre existe um J = a + bl
tal que J? é igual a —1,0 ou 1, de acordo com os valores e 3. A fim disso,
devemos considerar as trés seguintes opgoes:

12 caso: quando % 4 4a < 0

neste caso, tomando ¢ = ————= e b= ———=,
32 — 4o —[3? — 4o

observamos que o complexo

___ B —2
= V—5% —4da " \/—52—40/.7

estd bem definido, e diretamente vemos que ele verifica J? = —1.

22 caso: quando 3% +4a >0

3 9

igualmente ao primeiro, tomando ¢ = ——— ¢ b= —,
v B? + 4o \V/PB? + da
observamos que o complexo
-2
J - 6 + Ia
VB2 +4a /B2 +da

estd bem definido, e diretamente vemos que ele verifica J? = 1.

32 caso: quando 32 +4a =0
neste, caso tomando a = f e b = —2, também esta bem definido o hipercomplexo
J = —2I, e além do mais

JP=(B=20)(B—2I)=p>—4BI +AI* = 3> — 4B + 4(a + BI) = B+ 4a = 0.
0

Teorema 5.6: Nos conjuntos de niimeros hipercomplexos de uma unidade imaginé-
ria, sempre valem as propriedades associativa e comutativa da multiplicacao. Além
disso entre eles:

e 0s conjuntos que tém como forma canodnica os ntimeros complexos nunca tém
divisores de zero;

e 0s conjuntos que tém como forma canonica os nimeros duais ou hiperbdlicos
sempre tém divisores de zero.

Demonstracao. E uma consequéncia imediata do teorema anterior. [

Todo o assunto que discorremos nas duas ultimas segoes tem por base [11]. Assim,
caso o leitor queira obter mais informagoes acerca do que discorremos ele ja sabe

onde procurar.



Capitulo 5. FExistem niumeros além dos Complexos? 65

5.3 Hipercomplexos normalizados

Definigao 5.7: Um conjunto de hipercomplexos,
z:a+b11+022+d23++wzn,

de n unidades imgindrias, é dito ser normalizado quando valer i2 = —1, para
k=1,2,...,n.

Dessa maneira, o corpo dos numeros complexos, bem como o conjunto dos
quatérnios sao normalizados. E entre os conjuntos canonicos de uma unidade
imaginaria, o inico normalizado é o que nao possui divisores de zero, ou seja, o corpo
dos niimeros complexos.

Teorema 5.8: Existe apenas um conjunto normalizado de nimeros hipercomplexos
cuja multiplicacao é associativa, comutativa e nao tem divisores de zero. Este
conjunto é o dos niimeros complexos.

Demonstracao. Para o corpo dos numeros complexos de apenas uma unidade
imagindria, ja sabemos que o resultado é valido. Logo, resta mostrarmos que
o resultado nao sera valido para os conjuntos que tém duas, ou mais, unidades
imagindrias.

1) Caso de conjunto de duas unidades imaginérias

Neste caso, os nimeros de tal conjunto tém a forma a+bj+ck, onde a,b,c € R
e as duas unidades imagindrias verificam 52 = k? = —1.

Desse modo, pela definicao do produto de hipercomplexos temos que jk =
a + bj + ck. Entao, multiplicando essa igualdade por j, e utilizando as supostas
propriedades habituais da adi¢ao, bem como a associatividade, distributividade e
comutatividade da multiplicacao, obtemos:

k= jjk=aj—b+cjk
=aj—b+cla+bj+ ck)
= (=b+ac) + (a + be)j + °k,
isto é,
—k = (=b+ac)+ (a+bc)j + Ak,

0 que acarreta:

0=—-b+ac
0=a+ bc
—1=c2

Entretanto o sistema de equacoes nao possui solucao, visto que é impossivel ¢ € R
verificar ¢? = —1.
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2) Caso de conjunto de trés unidade imagindrias

Neste caso, os numeros de tal conjunto tém a forma a + bj + ck + dl, onde
a,b,c,d € R e as trés unidades imagindrias verificam j? = k% = [2 = —1.

Desse modo, os produtos jk, kl,lj podem ser escritos como:

]k =a + blj —|—Clk + dll
kL= a3 + byj + ok + dyl (5.1)
l] =as+ b3J + Cgk + dgl

Assim como fizemos para o caso de duas unidades imagindarias, nosso objetivo
¢ mostrar que essas equagoes sao contraditorias com as supostas propriedades
da adicao e multiplicacao, bem como com a nao existéncia de divisores de zero.
Para esse fim, iremos multiplicar cada uma das equacoes de 5.1 por 7, k, [, nessa
ordem.

Multiplicando a primeira igualdade por j temos:

—k = jjk
= j(ay +b1j + ek + dyl)
=a1j — by + gk + dijl
=a1j — b1 +ci(ay +byj + ik + dil) + di(as + bsj + csk + dal)
= (=by + arc1 + azdy) + j(ar + biey + bsdy) + k(c] + cady) + l(crdy + dids),

o que implica as equacoes:
( 0= —bl +ajc; + Clgdl
0= ay + b101 + b3d1

-1 = C% + CBdl

k 0= Cldl + dldg.
Multiplicando a segunda igualdade de 5.1 por k£ temos:

—1 = kkl
= k(ag + baj + cok + dal)
= agk + bojk — ¢y + dokl
= agk + by(ay + b1j + 1k + dil) — co + dy(ag + byj + cok + dyl)
= (a1by — ca + agdy) + j(biba + bada) + k(ag + bacy + cady) + 1(bady + d3),
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o que implica as equagoes:
( 0= a1b1 — Cy + a/2d2
0 = b1by + bods

0= as + b261 + CQdQ

| —1 = body + 2.

Multiplicando a segunda igualdade de 5.1 por [ temos:

—j =1y
= l(a3 + bgj + C3]€ + dgl)
= agl + bglj + C5/€l — dg
= asl + bg(as + bsj + csk + dsl) 4 c3(ag + baj + cok + dal) — ds
= (a3b3 -+ a9C3 — dg) + j(bg —+ bgCg) + k(bgCg -+ 6263) + l(a3 + bgdg -+ ngg),
o que implica as equagoes:
( 0= a3b3 + ascy — d3

—1 = b§ + b203

0= 6303 + coc3

\ 0= as + b3d3 + ngz.

Dos trés grupos de quatro equagoes que obtivemos, basta examinarmos somente
as equagoes que tém duas parcelas do lado direito. De modo que obtemos o
seguinte agrupamento:

—1= C% + C3d1 0= Cldl + d1d3
—1 = d3 + byd, 0 = b1by + bad, (5.2)
—1= bg + bgCg 0= b303 + cocs.

A anélise das equacoes da primeira coluna do sistema 5.2, juntamente com o
fato de o quadrado de um niimero real nunca ser negativo, nos permite dizer que:

cady # 0, bady # 0, bycs # 0,

de forma que by # 0,c3 # 0,d; # 0, e essa ocorréncia em conjunto com a nao
existéncia de divisores de zero, nos possibilita dizer que as equacoes da segunda
coluna do sistema 5.2 podem ser simplificadas para:

0=c +ds

0=0;+ds (5.3)

0= b3+ co,
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consequentemente:
c1 = —dz, by = —dy, b3 = —ca.

Agora, nosso propésito é simplificar as equacoes da primeira coluna de 5.2.
Para tal, montamos igualdades inferidas através das varias maneiras de se calcular
o produto jkl, devido a comutatividade e associatividade do mesmo. De modo
que temos as seguintes possibilidades:

(Rl = j (kD)
(k)L = k(15)

(k1)j = k(j)-
Para (jk)l = j(kl), temos:

(]/{Z)l = (a1 + b1] + 01]{7 + dll)l = all + bljl + Clkl — d1
= —dy + a1l + by (az + b3j + c3k + dsl) + c1(ag + bej + cok + dal)
= (—dy + asby + cra2) + j(b1bs + c1b2) + k(bics + c1c2) + U(ay + bids + ¢1ds),

](]Cl) = j(ag + bg] + Cgk’ + dgl) = agj — bQ + ngk’ + dgl]
=ag) — by + CQ(CL1 +bJ + 1k + dll) + dg(ag + bsj + c3k + dgl)
= (—bg + coaq + dg&g) + j(ag + Cgbl + deg) + k(CQCl + d3€3) + Z(Czdl + dgdg).

Comparando os membros de (jk)l = j(kl), vemos que o tnico coeficiente que
é dado por apenas duas parcelas, em ambos os membros é o coeficente de k.
Lidando com ele, temos

b1bs + c1by = coc1 + dscs,

0 que acarreta

Cg(bl — dg) = 0.

Como ja sabemos que c3 # 0, entdao by — dy = 0 ou by = dy. Porém por 5.3,
by = —ds. Logo, devido a concomitancia de by = dy e by = —ds, a inica alternativa
que nos resta é concluir que b; = dy = 0.

Para (jk)l = k(lj), analogamente:

k(lj) = k(as + b3j + csk + dsl) = ask + bsjk — c3 + dskl
= —c3 + agk + bs(a1 + bij + c1k + dil) + ds(ag + baj + ok + dol)
= (—c3 + bsay + dsas) + j(bsby + dsbs) + k(ag + bscy + dscs)
+ 1(bsdy + d3dy).

Comparando os coeficientes de j que é o tinico dado por apenas duas parcelas,
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em ambos os membros da igualdade (jk)l = k(lj), temos que
b1b3 + Cle = bgbl + dgbz,
que é equivalente a
bQ(Cl - dg) = 0.

Como ja sabemos que by # 0, entao ¢; — ds = 0 ou ¢; = d3. Mas por 5.3 temos
que ¢; = —ds. Logo, o que nos resta é concluir que ¢; = d3 = 0.

Ainda falta examinarmos o caso (kl)j = k(lj). Nessa ocasiao observem que
ambos os produtos ja foram calculados, visto que (kl)j = j(kl). Assim temos:

(kl)j = j(kl) = (=by + c2a1 + doasz) + j(az + caby + dabs)
+ k’(CQCl + dgCg) + l(Cle + dgdg)

kﬁ(l]) = (—Cg + b3a1 + dgag) + j(bgbl + dgbg) + k’(ag + b361 + d362)
+ U(bsdy + dsds).

Comparando os coeficientes de [ que é o tinico dado por apenas duas parcelas,
em ambos os membros da igualdade (kl)j = k(lj), temos que

cady + dods = bsdy + dzds,

ou

bg(Cl — d3) =0.

Como ja sabemos que by # 0, entao co — by = 0 ou b3 = ¢3. Logo, o que nos resta
é concluir que by = ¢y = 0.
Assim, por meio das trés possibilidades, tem-se

b1:d2:C1:d3:b3:CQIO.

Enfim, essas igualdades nos permitem simplificar as equacoes da primeira coluna
do sitema 5.2, de forma a obtermos:

—1= CSdl
—1 = bod,
—-1= bgCg.

Multiplicando essas trés igualdades entre si, obtemos:
—1 = (bacsdy)?,

O que é uma impossibilidade, visto que bycsd; € R.
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3) Caso de conjunto com quatro ou mais unidades imaginarias

Vimos que ocorreu uma grande complexidade para a prova ao passarmos de
duas para trés unidades imaginarias. Assim, ha de se esperar que para conjuntos
com quatro ou mais unidades imaginarias, a demonstracao fique muito mais
extensa e complexa. Devido a isso, exibimos nesse trabalho somente a prova até
os conjuntos com trés unidades imaginarias. Ademais, tudo que discorremos na
presente se¢ao tem como base [11]. O



Proposta de Atividade

6.1 Exposicao

Neste capitulo é apresentada uma proposta de atividades, as quais podem ser
desenvolvidas com o auxilio de recursos computacionais. Utilizamos aqui o software
gratuito GeoGebra Classico 6, versao para Windows. Entretanto esse modelo do
programa, bem como a plataforma utilizada, nao compromete a atividade.

O publico alvo sao alunos do terceiro ano do ensino médio. Seguindo [3] e [(]
essas atividades enfatizam a representacao geométrica dos complexos relacionando
as operagoes em C com as transformacoes do plano.

As atividade estao divididas em 6 topicos em um total de 12 aulas, no entanto
fica a critério do professor fazer quaisquer alteracoes que julgue necessaria.

No tépico 1 temos como
Metodologia: Aula expositiva para introduzir o assunto e na sequéncia realizagao
da atividade.

Recursos didaticos: Caderno, quadro e pincel para a aula expositiva.
Verificagcao da aprendizagem: A avaliacao sera cotidiana, em sala de aula, acom-
panhando o progresso de cada aluno baseado em suas duvidas, nos exercicios que
consegue executar e na sua interagao com seus colegas de classe.

J& nos tépicos de 2 a 6 temos como

Metodologia: Aula expositiva para introduzir o assunto e na sequéncia uso do
programa GeoGebra com participagao ativa dos alunos em estagoes individuais.
Recursos didaticos: Caderno, quadro e pincel para a aula expositiva, projetor e
computador com o software GeoGebra.

Verificagcao da aprendizagem: A avaliacdo sera cotidiana, em sala de aula, acom-
panhando o progresso de cada aluno baseado em suas duvidas, nos exercicios que
consegue executar e na sua interagao com seus colegas de classe.

6.1.1 Tépico 1 (Conjuntos numéricos)

Esse primeiro segmento explora a nocao de conjuntos numéricos, bem como as
relacoes existentes entre eles.
Objetivo: Relembrar as defini¢oes dos conjuntos numéricos, desde os naturais

71
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até os reais; observar que a existéncia de solugao para uma equagao esta relacionada
ao conjunto numérico sobre o qual estamos trabalhando; ver que o conjunto dos
nimeros complexos é uma ampliacao do conjunto dos niimeros reais.

De inicio é necessario uma aula de revisao sobre o conjunto dos ntimeros reais,
depois aula introdutéria sobre o conjunto dos ntmeros complexos. Feito isso, os
alunos ja terao condicoes de realizar a atividade que tem duracao de 1 aula.

(Py) Defina os conjuntos numéricos abaixo:

(a) conjunto dos nimeros naturais (N);

(b) conjunto dos nimeros inteiros (Z);

(c) conjunto dos nimeros racionais (Q).

(P,) Em Q a equagao x> — 3 = 0 possui solu¢ao? Se sim, ou nao, por qué?
(P;) As solugbes do exercicio anterior sao exemplos de quais nimeros?

(P;) Qual a defini¢do do conjunto dos numeros reais (R)? J4 em R quantas so-
lucoes possui a equacao z2 — 3 = 07

(P5) Em R a equagao 2% + 16 = 0 possui solugao? Se sim, ou nao, por qué?

(Ps) Ja no conjunto dos nimeros complexos (C) quantas solugoes possui a equagao
2
x*+16 =07

6.1.2 Topico 2 (Representagao geométrica dos niimeros
complexos)

Esse segmento explora a relagao de equivaléncia existente entre os numeros
complexos e os pares ordenados. Além disso, apresentaremos algumas ferramentas e
comandos que serao utilizados no decorrer das atividades.

Objetivo: Observar a correspondéncia que existe entre os pares ordenados e 0s
nimeros complexos; reconhecer graficamente um niimero complexo e sua representa-
¢ao como vetor.

De inicio é necessario uma aula expositiva sobre a representacao geométrica dos
nimeros complexos. Feito isso, utilizamos o software GeoGebra para realizar a
atividade, totalizando 2 aulas.

Primeira atividade

(a) Crie dois pontos A e B. Faga a interpretacao da Janela de /[lgebm.
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(b) Utilizando a ferramenta Mover movimente os pontos e observe o que acon-
tece.

(c) Por meio da ferramenta Vetor, construa um vetor a partir da origem do plano
até o ponto A. Para o ponto B repita o mesmo procedimento.

(d) Selecione com o botao direito do mouse o ponto A, selecione Configuragoes
> Fxibir Rotulo > Nome e Valor. Para o ponto B repita o mesmo procedimento.

(e) Movimente novamente os pontos e veja o que acontece com os vetores cria-
dos anteriormente.(Figura 6.1)

A=(4]4)

v}

-3 -2 -1 0 i 2 3 4 5

-1

Figura 6.1

(f) Posicione os pontos A e B, respectivamente nas coordenadas (3,4) e (—2,5).
(g) Salve o arquivo como tdpico2 primeira atividade.

Segunda atividade
Crie um novo arquivo com o nome topico2 sequnda atividade.

(a) Por meio da ferrramenta Nidmero Complexo crie dois pontos z; e 2z9. faca a
interpretacao da Janela de Algebra.

(b) Utilizando a ferramenta Mover movimente os pontos e observe o que acon-
tece.

(c¢) Por meio da ferramenta Vetor, construa um vetor a partir da origem do plano
até o ponto z;. Para o ponto 2z, repita o mesmo procedimento.

(d) Selecione com o botao direito do mouse o ponto z, selecione Configuragcoes >
Exibir Rotulo > Nome e Valor. Para o ponto 2, repita o mesmo procedimento.
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(e) Movimente novamente os pontos e veja o que acontece os vetores criados anterior-
mente.(Figura 6.2)

5
Z, =1+ 4i

4

3

2

Z, =4+
] 2
v

10 1 2 3 4 5

-1

Figura 6.2

(f) Posicione os pontos z; e zq, respectivente nas coordenadas (3,4) e (—2,5).
(g) Salve o arquivo.

(P1) O que vocé observa sobre as coordenadas dos pontos A e B e os numeros
complexos z; e 237 Qual a relacao existe entre eles?

O objetivo aqui é fazer com que os alunos comprovem experimentalmente a re-
lacao de correspondéncia entre os pares ordenados e os nimeros complexos.

(P,) E possivel determinar as partes real e imaginaria de um ndmero complexo
através de um par ordenado?

(P;) O par ordenado (0,2) é associado a qual nimero complexo?

6.1.3 Topico 3 (Operagoes com niimeros complexos)

Esse segmento explora a soma de nimeros complexos, bem como o produto por
um escalar.

Objetivo: Reconhecer a representacao geométrica da adicao e subtragao de
nimeros complexos; reconhecer a representacao geométrica do produto de um nimero
complexo por um escalar.

De inicio é necessario uma aula expositiva sobre a adi¢gao de niimeros complexos
e o produto deles por um escalar, aula que tabém abordara a definicao de moédulo
de um numero complexo. feito isso, utilizamos o software GeoGebra para realizar a
atividade, totalizando 3 aulas.
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Primeira atividade: Adigao de niimeros complexos
Crie um arquivo com o nome topicod primeira atividade.
(a) Por meio da ferrramenta Numero Complezo crie dois pontos z; e 2.

(b) Utilizando a ferramenta Vetor, construa um vetor a partir da origem do plano
até o ponto z;. Para o ponto z5 repita o mesmo procedimento.

(c) Através da ferramenta Vetor a Partir de um Ponto crie um vetor semelhante
a u a partir de v, para isso clique sobre z, e em seguida clique em wu.

(d) Repita o mesmo procedimento criando um vetor semelhante a v.(Figura 6.3)

(e) Utilizando a ferramenta Vetor, construa um vetor a partir da origem do plano

z
: 4
W
i
: 1
4
d
3
u
2
7
, 2
v
=10 1 2 3 4 5 6
—1
Figura 6.3

até o ponto de encontro entre z3 e zy4.

(f) Desabilite o rétulo de z3 e z4. Sobre o ponto de encontro de ambos, clique
com botao direito do mouse, selecione > Renomear e altere o nome para z;.

(g) Com o botao direito do mouse, clique no ponto zj, selecione Configuragoes >
Ezibir Rotulo > Nome e Valor. Para os pontos z5 e 25 repita o mesmo procedimento.

(h) Observe na Janela de Algebra os valores de z;, z, e z;.(Figura 6.4)
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1

-1

Figura 6.4

(P1) E possivel estabeler uma relacao entre os valores dos referidos nimeros comple-
x0s?

(P2) O que o complexo z; representa?

O objetivo aqui é fazer com que os alunos comprovem experimentalmente a re-
lacao geométrica que existe na adicao de niimeros complexos.

(P3) Ao movimentar os complexos z; e 29, 0 que acontece com o complexo z5?
(Py) Sobrepondo z; e z3 sobre o eixo x e depois sobre o eixo y, o que acontece?

(P5s) Apos analisar a representagao geométrica da adigdo dos complexos z; e zs.
De que modo seria possivel representar a subtracao z; — 257

Salve o arquivo.

Segunda atividade: Exercicios

(Py) Dados os complexos z = 2 —3i, v = —4 + 5i e w = 3 + 4i. Faga os cal-
culos no caderno e depois represente no plano:

a) z+wv b) z+w c)v+w d) z—w
e) z—w f)v—w g) z+v—w h)v—w+ z.

Salve esta atividade como topico3 sequnda atividade.
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Terceira atividade: Multiplicacao de um nuimero complexo por um
escalar

Crie um arquivo novo com o nome topicod terceira atividade
(a) Por meio da ferrramenta Numero Complexo crie o ponto z;.

(b) Utilizando a ferramenta Vetor, construa um vetor a partir da origem do plano
até o ponto 2.

(c) Através do campo de Entrada efetue o produto 3 - z;. Clique sobre o ponto
obtido e ele serd nomeado como z.(Figura 6.5)

-

Figura 6.5

(d) Com o botao direito do mouse, clique no ponto z;, selecione Configuracoes >
Exibir Rotulo > Nome e Valor. Para o ponto z5 repita o mesmo procedimento.

(e) Utilizando a ferramenta Vetor, construa um vetor a partir da origem do plano
até o ponto zy.(Figura 6.6)

(f) Movimente o ponto z; e observe o que acontece com 2.
(g) Calcule os médulos de 21 e 2.
(P1) Que relacao existe entre os complexos z; e zp e seus respectivos modulos?
(P2) O que deve acontecer se multiplicarmos o complexo z; por —37?

(P3) O que deve acontecer se multiplicarmos o complexo z; por um « € R?
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22:G+Gi

-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 6.6

Aqui espera-se que os alunos ja tenham compreendido a relacao geométrica que existe
ao se multiplicar um niimero complexo por um escalar.

Salve o arquivo.

6.1.4 Tépico 4 (O conjugado de um nimero complexo)

Esse segmento explora a relagao existente entre um nimero complexo e seu
conjugado.

Objetivo: Reconhecer a representacao geométrica do conjugado de um nimero
complexo; observar que o conjugado é uma reflexao em relagao ao eixo x.

De inicio é necessario uma aula expositiva sobre o conjugado de um niimero
complexo. Feito isso, utilizamos o software GeoGebra para realizar a atividade,
totalizando 1 aula.

Crie um arquivo com o nome topico4 .
(a) Por meio da ferrramenta Numero Complezo crie o ponto z;.

(b) Utilizando a ferramenta Reflexao em Rela¢ao a Uma Reta crie o ponto zs.
Para isso, clique em z; e em seguida clique no eixo z.(Figura 6.7)

(c) Utilizando a ferramenta Vetor, construa um vetor a partir da origem do plano
até o ponto z;. Repita o mesmo para z».

(d) Com o botao direito do mouse, clique no ponto z;, selecione Configuragoes >
Ezibir Rotulo > Nome e Valor. Para o ponto 2z, repita o mesmo procedimento.(Figura

6.8)

(e) Movimente z; e veja o que acontece com 2.
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-
3 ®
2
1
1o 1 2 3
-1
-2
z
3 ® 2
Figura 6.7
z, =3+ 3i
3
2
u
]
oo 1 2 3 4
-1
v
-2
Z,=3-3i
-3 2
Figura 6.8

(P;) Que relagao existe entre 2z; e 257

O objetivo aqui é fazer com que os alunos possam ver experimentalmente a re-
lacao geométrica que existe entre um ntmero complexo e seu conjugado.

(g) Sobreponha z; sobre o eixo x, e veja o que acontece com zo = Z7.
(P,) Em que casos z = z7
(P3) E sempre verdade que |z| = [z]?

Salve o arquivo.
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6.1.5 Topico 5 (Multiplicagao e divisao na forma
trigonométrica)

Esse segmento explora a relagao geométrica que existe ao se multiplicar e dividir
nimeros complexos.

Objetivo: Reconhecer a interpretacao geométrica do produto de nimeros com-
plexos; reconhecer a interpretacao geométrica do quociente entre dois nimeros
complexos.

De inicio é necessario uma aula expositiva sobre multiplicacao e divisao de niime-
ros complexos na forma trigonométrica. Feito isso, utilizamos o software GeoGebra
para realizar a atividade, totalizando 3 aulas.

Primeira atividade: O produto de niimeros complexos
Crie um arquivo com o nome topico5 primeira atividade.

(a) Por meio da ferrramenta Numero Complexo crie dois pontos z; e zs.

(b) Utilizando a ferramenta Vetor, construa um vetor a partir da origem do plano
até o ponto z;. Repita o mesmo para zs.

(c¢) Com o botao direito do mouse, clique no ponto z, selecione Configuragoes >
Exibir Rotulo > Nome e Valor. Para o ponto z5 repita o mesmo procedimento.

(d) A fim de encontrarmos os angulos que os complexos z; e zy fazem com o eixo
x, devemos marcar um ponto B qualquer sobre o mesmo. Feito isso, por meio da
ferramenta /ingulo selecionamos o ponto B, a origem e z;. Depois selecionamos o
ponto B, a origem e zy. (Figura 6.9)

Figura 6.9

(e) Observe os valores dos angulos a e 5. Agora calcule |z| e |22

(f) Através do Campo de Entrada efetue o produto z; - zo.
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(g) Utilizando a ferramenta Vetor, construa um vetor a partir da origem do plano
até o ponto z3 que representa o produto z; - z3.(Figura 6.10)

(h) Determine o angulo y que z3 faz com o eixo z. E também calcule |z3.

-1

Figura 6.10

(Py) Qual a relagao existente entre v, a e 57
(P,) Qual a relagao existente entre |23, |z1| e |22|?
(P3) De que modo pode ser interpretado o produto z - 257

Aqui espera-se que os alunos ja tenham compreendido a relagao geométrica que
existe ao se multiplicar dois niimeros complexos.

Salve o arquivo.

Segunda atividade: Exercicios
(P) Qual a representagao trigonométrica dos nimeros complexos 1+2i e (1+i)(1—1)7

(P2) O que acontece quando multiplicamos um ndmero complexo z # 0 por i?
E se multiplicarmos o mesmo por —i?

(P;) Quais as coordenadas do ponto B(—4,3) ap6s uma rotacao de 90° graus no
sentido horario?

(P;) Qual o nimero complexo na forma algébrica, é preciso utilizar para termos uma
rotacao de 45° no sentido horario?
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(Ps) Qual o nimero complexo na forma algébrica, é preciso utilizar para termos uma
rotacao de 180° no sentido anti-horario.

Terceira atividade: O quociente de niimeros complexos
Crie um arquivo com o nome topicod terceira atividade.
(a) Por meio da ferrramenta Nimero Complezo crie dois pontos z; e 2.

(b) Utilizando a ferramenta Vetor, construa um vetor a partir da origem do plano
até o ponto z;. Repita o mesmo para zs.

(¢) Com o botao direito do mouse, clique no ponto z, selecione Configuragoes >
Algebra > Coordenadas > Coordenadas Polares. Para o ponto z, repita o mesmo

procedimento.

(d) Com o botao direito do mouse, clique no ponto z;, selecione Configuracoes >
Exibir Rotulo > Nome e Valor. Para o ponto z5 repita o mesmo procedimento.

(e) Observem a Janela de Algebm e vejam que cada complexo é dado por suas
coordenadas polares, sendo a primeira entrada seu modulo e a segunda seu argu-
mento.(Figura 6.11)

2, = (5.18; 142.38")

2, = (1.57; 34.09°)

-5 4 3 2 10 1 2 3 4

—1

Figura 6.11

z
(f) Através do Campo de Entrada efetue o quociente sy
22

(g) Utilizando a ferramenta Vetor, construa um vetor a partir da origem do plano

. . 21
até o ponto z3 que representa o quociente —.
Z2

(h) Exiba as coordenadas polares de z3, assim como foi feito para z; e z3.(Figura 6.12)

(P;) Deixe z; fixo e movimente 2, tentando nado alterar seu argumento. O que
acontece com o médulo de 237
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z, =(5.18; 142.38%)
z, =(3.26; 108.69%)
3

z, = (1.59; 33.69°%)

:
/
A

.5 4 -3 -2 410 1 2 3 4

-

Figura 6.12

(P,) Que relacao existe entre |z3|, |21] e |22]?

(P;) Deixe z; fixo e movimente 2, tentando nado alterar seu médulo. O que acontece
com o argumento de z37

(Py) Que relacado existe entre os argumentos de z3, 21 € 257
. . 21
(Ps) De que modo pode ser interpretado o quociente —?
%)

Aqui espera-se que os alunos ja tenham compreendido a relagao geométrica que
existe ao se dividir dois nimeros complexos.

Salve seu arquivo.

6.1.6 Tépico 6 (Extracao de raizes n-ésimas na forma
trigonométrica)

Esse segmento explora a relagao geométrica que existe ao se extrair as raizes
n-ésimas de um nimero complexo.

Objetivo: Reconhecer a representacao geométrica das raizes n-ésimas de um
nimero complexo.

De inicio é necessario uma aula expositiva sobre as raizes n-ésimas as de um nu-
mero complexo. Feito isso, utilizamos o software GeoGebra para realizar a atividade,
totalizando 2 aulas.

Primeira atividade

Crie um arquivo com o nome topico6 primeira atividade.



Capitulo 6. Proposta de Atividade 84

A férmula

2 2
zl:\”/F<cos(9+ Wl)—i—isen(ejL 7rl)),le,l,---,n—l,
n

n

onde r=|z|>0 e 6=arg(z),é utilizada para a extracao das raizes n-ésimas
de um nimero complexo na forma trigonométrica.

(a) Utilizando a férmula acima determine as raizes quartas de z = 1.
(b) Represente essas raizes no plano.

(c) Construa os vetores com origem no plano até os pontos zj, 2o, 23 € 24 que
representam as raizes.

(d) Exiba as Coordenadas Polares e o Nome e Valor dessas raizes.(Figura 6.13)

Figura 6.13

(e) O que vocé observa em relagdo aos médulo das raizes?
(f) Qual relagao existe entre os argumentos das raizes?

(g) Utilizando a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos, selecione
primeiro a origem do plano e depois qualquer uma das raizes.(Figura 6.14)

(P;) Que poligono convexo é possivel construirmos ligando as quatro raizes?
(P,) Qual a interpretacdo geométrica das raizes quartas de z = 17

(P;) Que interpretacao geométrica temos para as raizes n-ésimas do complexo z = 17
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Figura 6.14

Segunda atividade: Exercicios

(P;) Qual as raizes sextas de 17

(P,) Qual as raizes cubicas de 87

(P;) Qual as raizes ctibicas de z = —27¢?

(Py) Qual as rafzes (reais e complexas) da equacgao % — 923 + 8 = 07



Consideracoes Finais

Durante o desenvolvimento deste trabalho apresentamos a histéria dos ntimeros
complexos, bem como do surgimento dos nimeros reais. Procuramos dar énfase aos
acontecimentos historicos que gradativamente impulsionaram a construcao dessas
classes numéricas. E relevante ressaltar que esse fundo histérico é de suma importan-
cia, pois através dele vimos como foi dificil para que os ntimeros complexos fossem
de fato aceitos, processo que foi arduo e demandou um longo tempo.

Ao contrario dos livros didaticos do ensino médio que tradicionalmente priorizam
a forma algébrica dos ntmeros complexos, nesta pesquisa tratamos o assunto de
modo mais amplo, versando sobre as diversas formas de representar um ntmero
complexo. Dando destaque principalmente as formas geométricas e trigométricas,
uma vez que essas representacoes possibilitam ao professor estabeler uma abordagem
mais dinamica para os estudantes.

Além disso, quando discorremos sobre o Teorema Fundamental da Algebra
e numeros hipercomplexos pudemos ver que os numeros complexos estabelecem
conexoes com outros temas matematicos. O que realca a importancia deles perante
a ciéncia, matematica.

Com o intuito de apresentarmos uma proposta didatica que auxiliasse o ensino
do contetido nimeros complexos, optamos por trabalhar especialmente as formas
geométricas e trigonométricas desses nimeros. Para tal fizemos uso do programa
GeoGebra, a fim de que as aulas fossem mais atraentes aos discentes e por ser um
recurso computacional que une a teoria e pratica.

As atividades que sugerimos seguem um pouco as recomendagoes presentes no
Conteudo Base Comum de Matematica Ensino Fundamental e Médio da Secretaria
de Educagao de Minas Gerais, documento que apresenta sugestoes e orientagoes
para se trabalhar os nimeros complexos. Contudo, esse documento traz os niimeros
complexos como um topico complementar para o ensino médio, assim a proposta
apresentada por ele pode nao ser levada adiante.

Vale destacar que apenas a figura 4.1 foi construida pelo programa Corel DRAWXS,
versao para Windows. As demais foram feitas no software GeoGebra Classico 6,
versao para Windows.

Por fim, espera-se que outros docentes possam utilizar essa dissertacao como uma
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ferramenta que auxilie em seus estudos e na elaboragao de suas aulas.
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