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Resumo

Nesta dissertacao abordaremos demonstragdes de varios teoremas estudados no ensino
basico. Tais teoremas possuem demonstracoes tradicionais, presentes nos livros
didaticos, muito abstratas e de dificil entendimento aos discentes. Decidi trazer nessa
dissertacdo demonstracoes alternativas e visuais mais palpaveis afim de ajudar os
professores a justificar esses resultados em sala de aula. Passaremos por varios ramos

da matematica: Geometria Euclideana, Trigonometria, Identidades e Desigualdades.

PALAVRAS-CHAVE: Técnicas de demonstracao, Demonstragdes Visuais, Ensino

de Matematica.



Abstract

In this dissertation we will cover demonstrations of several theorems studied in basic
education. Such theorems have traditional demonstrations, present in textbooks, very
abstract and difficult to understand by students. I decided to bring in this disserta-
tion alternative and more palpable visual demonstrations in order to help teachers
justify these results in the classroom class. We will go through various branches of

mathematics: Euclidean Geometry, Trigonometry, Identities and Inequalities.

KEYWORDS: Demonstration techniques, Visual Demonstrations, Mathematics
Teaching.
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Introducao

O professor de Matematica dos ensinos fundamental e médio tem varios desafios
dos quais destacamos atrair a atencao dos seus alunos para o assunto que esta en-
sinando. O que diga-se de passagem € cada vez mais dificil nos dias atuais, tendo
em vista as varias atragoes disponiveis a mao dos estudantes, como os infinitos re-
cursos tecnologicos. Diante disso, cumprir a missdao do professor ndo € uma tarefa
facil. Além disso, ainda existem as tradicionais heterogeneidades gigantescas das
turmas; o grande nimero de estudantes com interesses e aptidoes distintas que se
encontram nas salas de aulas das escolas publicas e privadas. Como se nao bastassem
as dificuldades que acabamos de mencionar ainda héa as dificuldades intrinsecas da
Matematica, mesmo no seu nivel mais elementar. O professor de matematica que
estd comprometido em dar uma formagdo basica adequada aos seus alunos encara
constantemente o desafio de nao ser formal demais para aquele nivel de ensino e ao
mesmo tempo ensinar o conteudo da maneira mais honesta possivel para o nivel da
sua turma.

Pensando nesse desafio, de ndo pecar nem por excesso nem por auséncia de
rigor, vamos ao longo desse trabalho exibir justificativas ndo usuais para varios
resultados explorados ao nivel dos Ensinos Fundamental e Médio, e a0 mesmo tempo
comparando com o0 modo como os livros didéticos escolares usuais justificam varios
desses resultados tradicionais, como por exemplo o Teorema de Pitagoras, as Leis
dos senos e cossenos, as formulas de adi¢ao trigonométricas, entre muitos outros
resultados, com demonstracoes alternativas. Muitas vezes usaremos bastante apelo
geométrico, e apOs essa etapa inicial sempre justificaremos rigorosamente o que ha
por tras dessa intui¢do inicial, que pode ser, ao nosso ver, uma atitude muito educativa,

para um estudante que terd o seu primeiro contato com o assunto.
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Assim, neste trabalho, trataremos de demonstracdes de resultados muito conheci-
dos e utilizados no dia a dia do professor dos ensinos fundamental e médio. Para isso
muitas vezes sugeriremos um apelo visual com o intuito de facilitar o entendimento e
convencimento do aluno em sala de aula sobre a razoabilidade de uma certa afirmagao
(teorema) matematica.

A nossa proposta € entao oferecer uma gama de argumentos que possam auxiliar o
professor na sua atividade didria de sala de aula, mostrando argumentos que apesar de
serem sustentados por um rigor matematico, possam servir como uma atitude inicial
de convencimento da veracidade do resultado em questao, oferecendo inicialmente
uma “prova sem palavras’e em seguida, ofereceremos o argumento rigoroso que
valida a primeira parte e por fim, compararemos com a forma classica que os livros
didaticos justificam tal resultado em questao.

No primeiro capitulo abordamos demonstracoes de Teoremas cldssicos da Geome-
tria plana como, por exemplo, o teorema de Pitdgoras (e a sua reciproca). Mostraremos
varias demonstragdes, desde a tradicional demonstracdo encontrada nos Elementos de
Euclides [20], até demonstragdes mais modernas e generalizagdes desse importante
resultado. Ainda nesse capitulo, mostraremos como a no¢ao de area de uma figura
plana para justificar muitos outros resultados da geometria classica. Além de tratar da
geometria espacial como volume de algumas figuras.

No capitulo 2, trataremos de alguns resultados classicos da trigonometria tais como
as lei dos senos e cossenos, as formulas de adi¢ao seno e cosseno.

No capitulo 3 tratamos de algumas identidades algébricas e desigualdades. Ve-
remos como usar um apelo visual para convencer sobre a razoabilidade de certos
teoremas. Também serdo oferecidas algumas justificativas rigorosas de tais resultados.

No udltimo capitulo, consideragdes finais, apresentamos algumas propostas de

atividades e aplicacOes para utilizagdo pelos docentes.
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Capitulo 1

Geometria Euclideana

Neste Capitulo, vamos tratar de varios resultados cldssicos da chamada geometria
Euclideana, assim chamada por serem resultados encontrados em [20]. Como disse-
mos na nossa introducao, os objetivos principais sao fornecer argumentos simples e
eficientes que demonstrem os resultados e comparar com o método tradicional como

esses resultados sao apresentados nos livros didaticos escolares.

1.1 Teorema de Pitagoras

Nesta se¢do trataremos de um dos resultados mais conhecidos por alunos e profes-
sores dos ensinos Fundamental e Médio: O Teorema de Pitdgoras.

Enunciaremos o teorema e em seguida apresentaremos diversas demonstracoes
alternativas, a fim de oferecer a professores op¢oes interessantes de justificar o

teorema. Por fim mostraremos algumas generalizagoes desse teorema.

Teorema 1 (Euclides - Livro I - Proposicao 47). Em um tridngulo retdngulo qualquer,
o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma das medidas dos quadrados dos

catetos.

A prova original (encontrada nos Elementos de Euclides) do Teorema de Pitagoras
nao serd a que apresentaremos inicialmente. Essa demonstragdo é baseada na ideias de
area de uma figura plana. Inicialmente vamos mostrar a demonstragdo mais simples
e em seguida muitas outras demonstracdes alternativas: desde a mais usual usando

semelhanca de tridangulos (que € a mais encontrada nos livros didaticos brasileiros)

16



CAPITULO 1. GEOMETRIA EUCLIDEANA

até a demonstragao original de Euclides.

1.1.1 A demonstracao mais simples

Esta demonstracao € a mais simples e também aparece em alguns livros didaticos
do ensino médio como [32] e [7].

Demonstracao: No quadrado da figura abaixo (de lado b + ¢) podemos observar

Figura 1.1: Demonstracdo cldssica por areas

4 triangulos retangulos congruentes de catetos b e ¢ e hipotenusa a além de um
quadrado de lado a. A area do quadrado lado a pode ser obtido subtraindo-se a area

do quadrado original de lado b + ¢ das areas dos 4 triangulos retangulos de catetos b e

c. Assim,
a’* = (b+c)* — 47170
= b* + 2bc + ¢* — 2bc
=V +c

como queriamos demonstrar!

Essa demonstragdo € bastante simples e acreditamos ser uma Otima opcao para
um primeiro contato com o teorema. Apesar da simplicidade dessa demonstragao
que acabamos de exibir, a demonstracdo mais comum de ser encontrada nos livros
didaticos brasileiros usa o conceito de semelhanca de triangulos. Acreditamos que
a razao pela qual a demonstragcao por semelhanca seja a mais utilizada nos livros
didaticos € que o conteudo de semelhanca em geral precede o de areas. Vamos entao

apresentar essa demonstracao.
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CAPITULO 1. GEOMETRIA EUCLIDEANA

1.1.2 Demonstracao Por Semelhanca

Sendo a demonstragdo mais encontrada nos livros escolares dos ensinos Funda-
mental( [9], [31]) e Médio ([7],[15]) acreditamos ser a mais conhecida e utilizada

pelos professores de Matematica em suas aulas.

Figura 1.2: AABC ~ ADBA,AABC ~ ADAC,ADBA ~ ADAC

Observacao 1.1.1. O simbolo =~ representa semelhanca entre os tridngulos.

Demonstracao: Podemos observar na figura (1.2) trés triangulos retangulos
semelhantes: AABC, ADBA e ADAC. Colocando-os em uma mesma posi¢ao
conforme figura (1.2), temos:

Da semelhanga entre 0 AABC e o ADAC"

b
N (1.1)
m b

Da semelhanca entre 0 AABC e o ADBA:

Col o P—an (1.2)

Adicionando (1.1) com (1.2), temos:

am+an =0+ =>a(m+n) =0+ =ad =+ (1.3)
——

a

como queriamos demonstrar!

18



CAPITULO 1. GEOMETRIA EUCLIDEANA

1.1.3 Demonstracao Visual por Semelhanca

Esta demonstracao também utiliza o fato de termos triangulos semelhantes, porém
faz uso de apenas artificios visuais.

Demonstracao: Observemos na figura 1.3: Primeiramente, multiplicamos as me-

C

ac

L4
H

G ab

Figura 1.3: Demonstracdo visual por Semelhanca

didas do triangulo retingulo ABC por a gerando A H /. Em seguida, multiplicamos
as medidas do mesmo triangulo retangulo ABC por b gerando AJDFE. Apés esse
procedimento, multiplicamos novamente as medidas do triangulo retangulo ABC,
porém, agora por ¢, dando origem ao AJF'D semelhante a ABC.

Por fim, unindo o lado D.J dos tridngulos AJDE e AJFD, como a + 3 = 90°
o ADFE é retangulo com lados FD = HI = ace DE = HG = ab o que torna
ADFFE = AHIG. Portanto,

GI=EF = a*=b"+ ¢
como queriamos demonstrar!
Observacao 1.1.2. O simbolo = representa congruéncia entre os tridngulos.
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CAPITULO 1. GEOMETRIA EUCLIDEANA

1.1.4 Demonstracao Original - Euclides

Antes de Partirmos para demonstragdo apresentada por Euclides, faz-se necessario
apresentarmos uma proposi¢ao a cerca das areas de triangulos com mesma base e

altura, presente em [28].

Observacao 1.1.3. Usaremos os parénteses, com seus respectivos Vvértices, para
representar a drea de um poligono. Por exemplo,a drea do tridngulo ABC teremos
(ABC).

Proposicao 1. Sejam AABC e AABC' tridngulos tais que AB// CC’. Entdo (ABC') =
(ABC").
Demonstragdo. Sendo h a distincia entre as retas paralelas AB e C'C’,

c c

—t

A b B

[]

Vejamos, agora, a demonstragdo original apresentada por Euclides na proposi¢ao
I-4 de seus Elementos:

Demonstracao: O ponto chave da primeira parte da demonstragao consiste em
estabelecer a igualdade entre o retangulo BD LM e o quadrado ABGF'.

Podemos ver na figura (1.5) que AABD = ABCG, pelo caso LAL. Como:
ABG = CBD = 90° e ABC' comum.
Dai:

GB = AB

20



CAPITULO 1. GEOMETRIA EUCLIDEANA

H
.
e
T —=¥c
]
[
|'lI
!
/
‘F
I
,.
,'
& . ®
D L E

Figura 1.5: Demonstrac¢do dos elementos de Euclides

GBC = ABD
BC =BD

Portanto, ABCG = AABD, o que revela que (BCG) = (ABD). Além disso,
(ABG) = 1. (ABGF).
De mesmo modo, (ABD) = (LBD), pois possuem a base BD em comum ¢ a

mesma altura em relacdo a essa base, visto que estdo construidos sobre as paralelas
B e AL. Além disso, (MBD) = L - (BDLM). Portanto,

(ABG) = 5 - (ABGYF)

= (BDLM) = (ABGF)
(MBD) = 1. (BDLM)

Analogamente, prova-se que o paralelogramo C'E LM ¢ igual (mesma medida de
area) ao quadrado AC K H. Consequentemente, o quadrado BC E D, formado pelos
dos paralelogramos BDLM e CELM, é igual (mesma medida de area) aos dois
quadrados ABGF ¢ ACKH.

como queriamos demonstrar!
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CAPITULO 1. GEOMETRIA EUCLIDEANA

1.1.5 Demonstracao alternativa a original

Essa bela demonstragio faz uso de apenas o segmento AL tracado na figura 1.5.
Antes de inciarmos a demonstracdo consideremos, para facilitar o entendimento,
AB = ¢, AC = b, BC = a, ABM = B, ACB = C' ¢ BAC = A = 90°

Do AABM retangulo em M, temos:

BM = AB - cosB = ¢ - cosB (1.4)

Por outro lado, no tridngulo AAC' M retangulo em M, temos:

CM = AC - cosC = b - cosC (1.5)
Dati:
(BDLM) = ML -BM = (BDLM) = a - ¢ cosB (1.6)
€
(CELM) =ML -CM = (CELM)=a-b- cosC (1.7)

Portanto, a drea do quadrado BC'E'D de lado a € igual a soma das dreas dos retangulos
BMLD e CMLE, ou seja,

. A b
a2:(c-cosB)-a—k(b-cosC’)-a—>a2:c-E-a—I—b-—-aicﬁ:b?—kc2
a a

como queriamos demonstrar!

1.1.6 Demonstracao de Leonardo da Vinci

O teorema de Pitagoras nos afirma que (ACED) + (BCFG) = (ABHJ). Leo-
nardo da Vinci que nasceu na Itdlia em 15 de abril de 1452, criador do quadro Mona
Lisa, também concebeu uma demonstragao do Teorema de Pitdgoras usando apenas
recursos visuais conforme a seguir:

Demonstracao: Na figura 1.6 foi construido um tridngulo H/.J congruente a
ACB. Em seguida, desenha-se uma linha DG que passa por C' e divide ABGFED
ao meio. De modo andlogo, desenha-se um segmento C'[ dividindo em dois trapézios

congruentes AC'I.J e HICB. Deletando metade das areas geradas na figura 1.6,
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Figura 1.6: Demonstracdo de Leonardo da Vinci

observemos que ACIJ e ADGB sao congruentes, pois DA = CA,GB = [J e
AB = AJ. Deletamos os triangulos ABC' e HI.J, temos:

(ACD) + (CBG) = (AJLK)

Dobrando os trés poligonos conclui-se a demonstracdao do teorema.

como queriamos demonstrar!

1.1.7 Demonstracao do Presidente Americano

James Abram Garfield, presidente dos Estados Unidos durante apenas 4 meses

(pois foi assassinado em 1881), era também general e gostava de Matematica. Ele deu

a seguinte prova, retirada de [25], do teorema de Pitdgoras baseada na figura abaixo:

A area do trapézio com bases b, c e altura b + ¢ € igual a semissoma das bases

vezes a altura. Por outro lado, a mesma area € também igual a soma das areas dos 3

triangulos. Portanto,

(b+c)b+c) be be  a?

2 2 2 2

como queriamos demonstrar!

b2 + 2bc + 2 B 2bc + a?

23
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&

b

Figura 1.7: Figura usada pelo presidente

1.1.8 A demonstracao de Perigal

Henry Perigal, um livreiro em Londres, publicou em 1873 a demonstragao, retirada
de [36], que se pode apreciar na figura a seguir.

Demonstracao: Trata-se da forma mais evidente de mostrar que a soma das areas
dos quadrados construidos sobre os catetos preenchem o quadrado construido sobre a
hipotenusa.

Perigal corta o quadrado construido sobre o maior cateto por duas retas passando
pelo seu centro, uma paralela a hipotenusa do triangulo e outra perpendicular, di-
vidindo esse quadrado em quatro partes congruentes. Essas quatro partes € mais o
quadrado construido sobre o menor cateto, preenchem completamente o quadrado
construido sobre a hipotenusa.

como queriamos demonstrar!

1.1.9 Reciproca do Teorema de Pitagoras

Teorema 2. Dados 3 niimeros reais positivos, caso o quadrado do maior deles seja
igual a soma dos quadrados dos outros dois niimeros menores, podemos afirmar que
existe um triangulo retangulo cujos lados medem esses trés niimeros, sendo que o

maior deles serd a medida da hipotenusa desse triangulo.
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Figura 1.8: A demonstrag@o de Perigal

Demonstracdo. Consideremos entdao um AABC com AB =¢, BC=ae CA =b. Por

motivos de clareza a demonstracao serd dividida em dois casos:

1° Caso: A < 90°.
Seja o ponto D, projecdo de C' sobre AB, cai no interior do lado AB. Sejam AD = z
eCD =h.

Figura 1.9: Tridngulo Acutingulo

c

A i D c—x B

Fonte: Teorema de Pitagoras e Areas - PIC — pagina 9
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Como AADC é retangulo, temos:
h? =0 —a”.
Como ABDC é retangulo, temos:
a?=h+(c—z)? —=ad*=b"—2>+c* —2cx+2° = a> =b*+c* -2
ou seja, a® < b? + 2, que contradiz a condi¢do inicial.
2° Caso: A > 90°.

Agora, o ponto D cai fora do lado AB. Como o tridngulo ADC' é retangulo, temos:

Figura 1.10: Tridngulo Obtusangulo

D T A C B

Fonte: Teorema de Pitagoras e Areas - PIC — pagina 9

h2 — b2 . 332
Assim como o tridngulo BDC' que também ¢é retangulo, dai:
A=k +(ct+a) =ad = —2"+F+2cr+2> = a>=b"+ "+ 2

2

ou seja, a®> > b? + 2, novamente contradizendo a condi¢do inicial. Demonstramos

entdo que em um tridngulo ABC, de lados a, b e c,
A<’ =a?<t?+ 72
A>90°=a> b+

Assim, a condi¢do a® = b? + ¢? implica necessariamente que A = 90°.
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1.2 Algumas generalizacoes do Teorema de Pitagoras

1.2.1 Argumento de Polya

O Teorema de Pitdgoras afirma que a area do quadrado construido sobre a hipote-
nusa de um tridngulo retangulo € igual a soma das areas dos quadrados construidos
sobre os catetos. Agora, imaginemos figuras semelhantes quaisquer, construidas sobre

os lados de um triangulo retangulo. Sejam entdo A, B e C' as medidas das areas de

Figura 1.11: Argumento de Polya

figuras semelhantes, construidas sobre a hipotenusa a e sobre os catetos b e ¢ de um
triangulo retangulo, como mostra a figura (1.11).

Dai:

C

27

B v a2 v C 2 oa
0 que nos permite concluir que

A B C A B+C

A a2 A B A_a2 é

C

[\

2 B 2 & rie
Ora, como a? = b? + ¢?, segue que: A = B + C.

como queriamos demonstrar!
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1.2.2 Lunulas de Hipocrates

Um outro interessantissimo resultado relacionado ao Teorema de Pitdgoras foi
estabelecido por Hipdcrates de Quios(cerca de 470 — 410 a.C). Hipdcrates foi um dos
pitagoricos. Apesar de haver poucos relatos de sua vida, sabe-se que foi um excelente
geOmetra, gostava muito de analisar as luas crescentes, que em matematica chama-se
Lunulas. Ensinou Geometria em Atenas e dedicou muito de seu tempo estudando
problemas de meandros da historia antiga, entre eles destaca-se A Quadratura do
Circulo e Duplicag¢do do Cubo (problemas que posteriormente, no século X VIII, foram
mostrados insoluveis com a utilizagdo de régua e compasso). Durante as tentativas
de quadrar o circulo Hipdcrates calculou areas de algumas “lunulas”, que resultou
em um problema conhecido hoje como Lunulas de Hipdcrates, que trataremos nesta
subsecao.

Hipocrates concluiu utilizando a generalizagao do Teorema de Pitagoras, que a
medida da 4rea do triangulo retangulo ABC € igual a soma das medidas das areas
das lunulas construidas sobre seus catetos.

Na figura a seguir, mostramos um tridngulo retangulo ABC de area T e trés semi-

circunferéncias de didmetros AB = ¢, AC = be BC = a. Se S| e S, sdo as medidas

B a ©

Figura 1.12: Lunulas de Hipdcrates

das areas das lunulas indicadas na figura acima, entao
T =251+ 9.

De fato, indicando por X e Y as medidas das dreas das regides localizadas entre os
catetos do tridngulo ABC' e as semi-circunferéncias que foram construidas sobre eles,

conforme ilustra figura a seguir
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segue que

Adicionando as duas ultimas equacdes obtemos:

2, 2
S1+52+X—I—Y:M.

Ora, como Por Pitdgoras, a® = b® + ¢2, segue que

(b + c?) ma?

S1+S%+X+Y = :>51+SQ+X—|—Y:?.

Por outro lado, pela primeira equacao, tem-se que:

2
T+X+Y:%

Portanto,
T+ X+Y=54+5%4+X+Y=T=5+25,,

como haviamos enunciado!

1.2.3 Generalizacao do Teorema - Demonstracao de Papus

Agora vamos tratar de uma generalizagdo bastante interessante do Teorema de
Pitagoras que € conhecida como Teorema de Papus, em homenagem ao seu desco-
bridor, o Matematico Papus de Alexandria (£400 a.C). No lugar de um triangulo

retdngulo, toma-se um tridngulo arbitrdrio ABC’; em vez de quadrados sobre os lados,
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tomam-se paralelogramos, sendo dois deles quaisquer, exigindo-se que o terceiro
cumpra a condi¢do de C'D ser paralelo a H A, com o mesmo comprimento, conforme

ilustra a figura (1.14).

Figura 1.14: Demonstragcao de Papus

O Teorema de Papus afirma que a area do paralelogramo BC'DFE é a soma das
areas de ABF'G e AIJC'. A demonstragdo se baseia na simples observacao de que
dois paralelogramos com bases e alturas de mesmo comprimento t€ém a mesma area.

Assim, por um lado, AH BK tem a mesma area que AGF' B e, por outro lado, a
mesma area que BM N E. Segue-se que as areas de BMNE e AGF B sao iguais.
Analogamente, sdo iguais as areas de CDN M e C' JI A. Portanto, a drea de BCDE
¢ a soma das areas de AGF'Be CJIA.

Observacao 1.2.1. O teorema de Pitdgoras é caso particular do de Papus. Basta

tomar o tridngulo ABC retdngulo e trés quadrados em lugar dos trés paralelogramos.

1.2.4 Pitagoras 3D - Teorema de De Gua

Uma outra interessante generalizacao do Teorema de Pitagoras € um andlogo

tridimensional, que trataremos nesta subsecao. Essa generalizacdo € conhecida

30



CAPITULO 1. GEOMETRIA EUCLIDEANA

na Literatura Matematica como Teorema de Gua. Esse nome faz referéncia ao

matematico francés Jean Paul de Gua de Malves (vide [35]).

Teorema 3 (Pitagoras 3D - Teorema de De Gua). Se um tetraedro possui um vértice
O com trés angulos retos, entdo o quadrado da drea de face oposta a esse vértice é
igual a soma dos quadrados das dreas das outras faces, ou seja, sendo A, drea da
face oposta ao vértice 0 e Ay, Ay e As, respectivamente, as dreas das outras faces,

entdo:

A= A3+ A+ A3

Demonstracdo. Na figura 1.15 temos um tetraedro tri-retangulo.

A

Y

A =(a,0,0)

Figura 1.15: Teorema de De Gua

Tracando o segmento C'D uma perpendicular ao lado AB (medindo H) e uma per-
pendicular a AB partindo de O (medindo h), conforme ilustra figura 1.16.
Por Pitdgoras nos triangulos OC'D e ABQO, temos:

H*=c+h e AB=+a*+ % (1.8)
Além disso, sendo A; = (ACO), Ay = (BCO), A3 = (ABO) e Ay = (ABC),

podemos €SCrever.
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Figura 1.16: Teorema de De Gua

, /a2 2 .
Por outro lado, também temos que A3 = %bh Assim,

b.c
- a.c  h.va®+ b s (a.b)?
A= 2 LA _ AV e
NE e 2 2 a’ + b?
2

Mas, por (1.8) ocorre que H? = ¢ + h%. Portanto,
24 (a.b)? N (a.b)? + (a.c)* + (b.c)? _ 4A7 + 4A3 + 4 A%
a? + b? a2 + b2 a2 + b2

Por fim, lembrando que A, = (a2+32)'H , tem-se que:

4A% = (a* + b*) H?

(4A2 4+ 4A2 + 4A2)
a? + b2

= 4A? + 445 + 442

= (a® +b%).

o que finalmente revela que A3 = A? + A3 + A3 []

Observacao 1.2.2. Uma pequena observagdo sobre a demonstra¢do acima é que
utilizamos (sem demonstrar) o fato de que o ponto D sobre o segmento AB é o pé
de ambas as perpendiculares a AB; os segmento CD e OD. Mas isso pode ser

facilmente verificado com o uso de coordenadas.
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Para finalizar essa se¢do, vamos registrar uma outra generalizacao do Teorema
de Pitdgoras no espaco Euclideano n dimensional que € descrito em [5]. No espago
Euclideano tridimensional, o quadrado da area de um paralelogramo € igual a soma
dos quadrados das dreas das suas projec¢des sobre os planos coordenados, como ilustra

a figura a seguir:

O mesmo artigo termina demonstrando o seguinte teorema.

Teorema 4 (Pitdgoras n-dimensional). O quadrado do volume de um sélido (n — 1)-
dimensional gerado pelos vetores vy, Vo, ..., v,_1 € R" éigual a soma dos quadrados
dos volumes dos sélidos que sdo as projecoes solido original sobre os hiperplanos

coordenados.

1.2.5 A Formula de Heron

A conhecida férmula de Heron S = /p(p — a)(p — b)(p — ¢) , para o célculo da
medida da area S , de um tridngulo cujos lados medem a, b e ¢ e semiperimetro p,
pode ser provada de diversas maneiras. O propdsito desta secdo € exibir algumas
demonstracoes de tal formula, que muitas vezes sdo pouco divulgadas nos livros
didaticos escolares, o que, muitas vezes deixa transparecer uma ideia que nao é

verdadeira; que a demonstracao € dificil demais para alunos que estao fazendo um
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primeiro curso de geometria Euclideana. O nosso propésito € dar algumas sugestoes
de demonstracao de tal formula para o uso em sala de aula, incluindo a prova original
feita pelo Matematico Heron (200 d.C.) que viveu em Alexandria.

Para comegar vamos mostrar uma bela demonstracdo dessa formula que foi publi-
cada no THE COLLEGE MATHEMATICS JOURNAL, vol 32, N°4, september 2001
(Heron’s formula via proofs without words). de autoria de Roger B.sen, Lewis Clark
College, Portland, OR. e que foi traduzida por Carlos A. Gomes e publicada [34].

Seja ABC um tridngulo com lados medindo a, b e ¢ conforme ilustramos na figura

abaixo. Nessa figura também representamos as bissetrizes dos angulos internos

T
ml

do tridngulo ABC' assim como a sua circunferéncia inscrita. Na figura a seguir
mostramos os raio , de medida r, e os pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita

com os lados do tridngulo ABC'. Perceba que o semiperimetro do A AB(C' satisfaz as
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seguintes relacoes:

2p=20+4+2y+2z2=>p=c+y+ =
(
rT=p—a

r+y=crt+z=beytz=a=y=p—2>

z2=p—c
\
Agora vamos mostrar dois lemas (sem palavras) dos quais segue-se de modo imediato

a formula de Heron.

Lema 1. A medida da drea S de um tridngulo é igual ao produto da medida do raio

da sua circunferéncia inscrita pela medida do seu semi-perimetro.

Demonstracdo. Observe a decomposicdo do A ABC mostrada na figura a seguir:

Note que podemos decompor o tridngulo da figura acima, formando o seguinte

retangulo: Observando as figuras acima tem-se que:
S=r(z+y+z) =pr
[]

Lema 2. Se o, 8 e v sdo medidas positivas de trés angulos tais que o + 5 + v = 909,

entdo
tga.tgf + tga.tgy +tgB.tgy =1

35



CAPITULO 1. GEOMETRIA EUCLIDEANA

Demonstracdo. De fato,
a+pB+7=90"=a+=90"°—~

Assim,
tga +tgps 1

1 —tgatgB  tgy

tg(ar+ B) = tg(90% — ) =

Portanto,

tgatgy + tgBtgy = 1 — tgatgB = tga.tgp + tga.tgy + tgB.tgy = 1.

A partir desses lemas podemos enunciar e provar a féormula de Heron.

Teorema 5 (Férmula de Heron). A medida da drea S de um triagngulo com lados

a+3+c é o

medindo a,b e c é dada por S = \/p(p —a)(p—b)(p — c), onde p =

semiperimetro desse triangulo.

Demonstracdo. Considere a figura a seguir: No tridngulo ABC' da figura acima,
tem-se que:
200+ 20 + 2y = 180% = ao + B + v = 90°.

Além disso, tga = =, tg8 = g e tgy = -. Pelo lema 2, segue que

rroorrorr
tgatgB + tgatgy +tgftgy=1= —+——+——=1.
Ty xzZ Yz

Assim,

- rre+y+z)  rp  rpr 57
N TYz zyzr  pryz  pryz
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Lembrandoque x = p —a,y =p —be z = p — ¢, segue que

S =+pp—a)p—"b)p—-c),

[]

Agora apresentaremos uma outra demonstragao, que consideramos a mais simples
para um primeiro contato com o assunto € portanto, a0 nosso ver muito adequada
para a sala de aula. Essa demonstracao foi encontrada no livro FI.C. - Elementos de

Geometria, ver [4].

Demonstracdo. Considerarando a figura a seguir e as relacées z = p —a,y =p — b

e z = p — ¢, que estdo resumidas na figura a seguir:

Considere a circunferéncia ex-inscrita ao A ABC referente ao lado AC, conforme

ilustra a figura a seguir: Note que:
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Of~..
v TSl
A T
i \'\‘ p*b
| \
R \ .
I \ /=
i \ T
I AN .\‘\."\.
0 & “‘\_‘.\'\‘
J T A p—a D p—2>b B
r R
=—=pr=~Rp-a)
p—a p
r p—2>b
= = Rr=(p—2>b)(p—c).
i b0~ <)

Multiplicando membro a membro as expressoes pr = R(p—a)e Rr = (p—b)(p—c),

segue que:

pr’R=R(p—a)p—b)(p—c)=pr*=p—a)(p—>b)p—oc)

Multiplicando os dois membros da dltima expressao acima por p, obtemos:

p'r’ =pp—a)p—b)p—-c) = (pr)* =plp —a)lp—b)p - o).

lembrando que S = pr, segue que

(pr)* =p(p—a)(p—b)(p—c) = S*=p(p—a)(p—b)(p—c),

portanto, S = \/p(p — a)(p — b)(p — ). O

Neste ponto vamos apresentar a demonstracdo que segundo Howard Eves em sua

Introducao a Historia da Matematica, ver [11], foi a demonstracdo original dada por

Heron de Alexandria em seu livro A métrica. A versao que apresentaremos a seguir €
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baseada na apresentagado feita por Mario Dalcin no artigo A demonstragdo feita por

Heron publicado Revista do Professor de Matematica 36, ver [34].

Demonstragdo. Considere o triangulo ABC, sua circunferéncia inscrita cujo raio

mede r.

A partir do ponto B tragcamos uma reta (s) perpendicular ao segmento AB. Sobre
a reta (s) consideremos o ponto K tal que o segmento K[ seja perpendicular ao

segmento A, conforme ilustra a figura a seguir:

Note que o quadrilatero AK B1I € inscritivel numa circunferéncia de didmetro AKX,
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visto que AIK = ABK = 90°. Lembrando que num quadriltero ciclico a soma das

medidas dos angulos opostos € 180°, segue que:
AIB + AKB = 180°.

A seguir usaremos esse fato para garantir a semelhanca de alguns triangulos. Além
disso,
AD = AF,BD = BE,CE = CF.

Sendo J um ponto da semirreta AB tal que BJ = C'E. Nesse caso,

_AD+AF  BD+BE  CE+CF _AB+BC+CA _

A
/ 2 i 2 2 2

.
Portanto,
p—c=AJ—AB=BJ,p—b=AJ—AC=DB,p—a=AJ — BC = AD.

Note que ACTE ~ AAK B, o que nos permite escrever a seguinte propor¢ao:
AB CE BJ
BK r  r’
No triangulo AALI, tem-se que 7> = DL.AD. Por outro lado, ADLI ~ ADLK, o

que nos permite escrever a seguinte propor¢ao

BK r
LB DL
Entao,
28 — ¢ BJ _AB_ LB _ AB+BJ _LB+DL
BE _ _r BJ DL BJ DL

AJ AJ DB AD
BJ AJ DL AD
Essa ultima relagdo, juntamente com 73 = DL.AD nos leva a:

AJ?r* = BJ.AJ.BD.AD.
Por fim utilizando as relagdes
p—c=AJ—-—AB=BJp—-b=AJ—AC=DB,p—a=AJ — BC =AD
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segue que

(ABC) = /p(p — a)(p — b)(p — ©),
como queriamos demonstrar!
[]

Para finalizar essa secdo, e para poder comparar com as demonstragdes alternativas
da férmula de Heron que apresentamos acima, vamos apresentar a demonstragao
encontrada nos livros [29] e [10], porém nos livros mais utilizados no ensino médio,
em especial os do PNLD (Programa Nacional do Livro Didético) , ndo apresentam

justificativa para a formula.

Essa demonstracdo parte da tradicional féormula para o célculo area de uma

ah,
2 b

AABC, determinando a altura h, em fung¢ido das medidas dos lados a,b e ¢ do

triangulo S = onde h, ¢ a medida da altura relativa ao lado a do tridngulo

referido triangulo.

Teorema 6. Se a, b e c sdo as medidas dos lados de um tridngulo AABC,

. . __ ahg __ bhy __ chc
Figura 1.17: § = 5= = 25t = e,
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entdo

b= 2/olp—a)p— D)o — 0
=2Vl h)p o)
—~ %\/p(p —a)(p—b)(p—c)

Demonstracdo. De fato, supondo que BF' = x, segue que C'F' = a — x. Aplicando

o Teorema de Pitagoras nos tridngulos AAF B e AAFC, segue que:
¢ = h2+a°,

b* = h2 + (a — z)%

Assim,
b* = h+ (a—2)
= h? +a* - 2ax + 2°
=a® + (h2 + 2%) — 2ax
=a’ 4 — 2ax
Portanto, ) ) )
—b
62:a2—|—c2—2aa::>x:%.
a

Substituindo esse resultado em ¢? = h2 + 22, segue que

a?+ 2 — b? a? + 2 — b2
2a 2a

2ac + a* + & — V?) (2ac — a® — * + V?)

_
4a?
_ (

a+c)? =) (b* = (a—c)?)
4a?
(a+c+b)(a+c—b)(b+a—c)(b—a+c)

4a?
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Assim,h, = 3-v/(a+c+b) (a+c—b)(b+a—c)(b—a+ c). Por outro lado,

2

at+c—b=a+b+c—20=2p—2b=2(p—0)
2p=a+bt+c=b+ta—c=a+b+c—2c=2p—2c=2(p—2c)

\b—a—|—c:a—|—b—|—c—2a:2p—2a:2(p—a)

Portanto,

ha=%%(a+c+b)(a+c—b)(b+a—6)(b—a+c>
:%¢mﬂwwﬂw—d%WW)
= P B0

== - Do)

De modo completamente andlogo pode-se provar que

b= 3Vl —a)p— D) ¢ he=v/plp—a)lp— Do o)

Por fim,

b= 2\olp— a)p— 0o — 0 = Vol — @)~ 0)(p— 0,

Mas ocorre que S = %2, entdo S = /p(p — a)(p — b)(p — ), como querfamos

demonstrar. []

1.2.6 Teorema de Vivivani

Nesta se¢do trataremos de um interessantissimo resultado da geometria Euclidiana,
o Teorema de Viviani, formulado pelo matematico e cientista italiano Vincenzo Viviani
(1622-1703). Esse Teorema afirma que a soma das distancias de um ponto qualquer
localizado no interior de um tridngulo equilatero aos lados desse triangulo € constante

e igual a altura desse triangulo.
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Figura 1.18: Teorema de Vivianiz +y + 2 = h

Teorema 7 (Teorema de Vivivani). Num tridngulo equildtero AABC, a soma das
distancias de um ponto qualquer do interior desse triangulo aos lados é constante e

igual a altura desse tridngulo.

Demonstracdo. A prova tradicional desse teorema consiste em ligar o ponto (ar-
bitrdrio) P aos vértices do tridngulo equildtero ABC, dividindo-o em trés tridngulos,

conforme ilustra figura a seguir: Agora basta perceber que:

(ABC) = % (ACP) = 22 (ABP) = % e (BCP) = %
e que
(ACP)+ (ABP)+ (BCP) = (ABC) & %JF%JF% = % S r+y+z=nh.

[]

Observacao 1.2.3. Mesmo que o ponto P pertencesse a um dos lados do triangulo
ABC, uma das trés distdncias x,y ou z seria nula, mas mesmo assim o resultado
ainda seria vdlido. Além disso hd uma outro fato mais curioso ainda; mesmo que o

ponto P estivesse fora do tridngulo ABC, s considerarmos uma medida algébrica
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dos segmentos x, y e z o resultado ainda é verdadeiro. Por fim gostaria de registrar
que o Teorema de Vivivani tem um andlogo tridimensional, a saber seja P um ponto
arbitrdrio tomado no interior de um tetraedro regular ABC D, entdo a soma das
distancias de P a cada uma das faces desse tetraedro é constante e iguala altura
desse tetraedro. Hd muitas outras generalizacoes e fatos muito interessantes sobre o

Teorema de Vivivani, que podem ser encontrados, por exemplo em [1].

Seguindo a nossa proposta de comparar as demonstragdes classicas com demonstragoes
mais alternativas, vamos apresentar um argumento visual que sugerem uma demonstragao

visual para o Teorema de Vivivani.
Considere o tiangulo ABC com um ponto P arbitrario no seu interior e um

triangulo A’ B'C” que € obtido a partir do tridngulo ABC' por um deslocamento lateral

para a esquerda de modo que o ponto P pertenca ao lado B’C’. Nesse caso, note que
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A A F D B' B

GI = PE. Assim,

h =C'Q + PD
=PI+ PD
=PG+GI+ PD
=PG+ PE+ PD
=r+y-+=z

, 0 que demonstra o teorema.

1.2.7 O Triangulo das medianas

H4 um famoso teorema de geometria que aqui estamos chamando “Triangulo das
medianas”. Nesta pequena subsecao vamos tratar esse resultado, mostrando a solucao

tradicional e uma demonstra¢ao visual para tal problema. Vamos entdo ao teorema.

Teorema 8 (O tridngulo das medianas). Seja ABC um tridngulo cujos lados medem
BC =a,AC =be AB = c. Se m,, my e m. sdo as medidas das medianas relativas
aos lados BC, AC e AB, respectivamente, mostre que existe um tridngulo cujos

lados medem m,, my e m..
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Demonstracdo. A ideia da da prova classica desse teorema reside no fato de que o
baricentro de um tridngulo divide cada uma das medianas em dois segmentos tais que

um deles é o dobro do outro, conforme ilustra a figura abaixo:

Prolongando o segmento G'E' até o ponto H tal que GE = EH e conectando os

pontos C' e H formamos o tridngulo C'G H, conforme ilustra a figura a seguir: Note

que os triangulos CE H e B EG sdo congruentes (caso LAL, GE = FH, BE = EC
e BEG = C/’E?I). Desse congruéncia, segue que CH = BG = %mb. Por fim,
2 2

perceba que o AC'GH tem lados %ma, Smy € $Me.
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Por outro lado, se existe um triangulo de lados a, b e ¢, entdo para qualquer numero
real £ > 0, também existe o triangulo de lados ka, kb e kc, visto é semelhante ao

triangulo de lados a, b e ¢, com razdo de semelhanca k.

Diante do exposto, como existe o triangulo de lados %m&, %mb e %mc, segue que
existe o triangulo de lados % . %ma = My, % . %mb =mye % . %mc = m,. []

Para fechar essa subse¢do mostraremos a seguir uma demonstracao alternativa
(mais visual) desse mesmo resultado. Vejamos:
Dado o triangulo ABC/, cujos pontos médios dos lados siao os pontos M, N e P,

construa o paralelogramo ABA'C, conforme ilustra a figura abaixo:

Sendo () o ponto médio do lado A'B, segue que PQ = %AA’ = %2ma =
m, (Teorema da base média de um tridngulo). Os tridngulos ABM e A'C'() sdo
congruentes (LAL), o que revela que QC = BM = my. Assim o tridngulo C'PQ)

tem lados cujas medidas sao m,, m; € me.

1.3 O circulo e a circunferéncia

Nesta pequena secdo trataremos das duas férmulas cldssicas, C' = 27r e A = 772,

do comprimento de uma circunferéncia de raio r e da medida da area de um circulo

de raio r, respectivamente.
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1.3.1 O comprimento de uma circunferéncia

Esse é um topico que raramente € abordado adequadamente nos livros didaticos
escolares, dando um sensagcdo de que seria um topico muito complexo para ser
devidamente explicado naquele nivel de ensino a que o livro se destina. Isso ndo
é verdade! E possivel dar um tratamento honesto e sem rigor excessivo que pode
ser compreendido por alunos iniciantes no assunto. A seguir como em [24], vamos
mostrar uma sugestao de como fazer isso e em seguida, como de costume no nosso
trabalho, daremos algum argumentos geométricos que tornam razodveis tais férmulas,
€ que ao nosso ver sao bastante adequadas para apresentar em sala de aula para alunos
que estdo tendo o primeiro contato com o assunto.

Demonstraremos, inicialmente, que os comprimentos de duas circunferéncias sao
proporcionais aos seus respectivos diametros.

De fato, sejam C' e C’ duas circunferéncias de raios R e R’, respectivamente. Seja

x 0 comprimento de um segmento tal que

R/
o)
TR

Considerando dois poligonos regulares e semelhantes (de lados [, e I, inscritos nessas

circunferéncias, podemos escrever:

Por outro lado,
nl, =2pe nl, =2p.
Portanto,
ln_Rén.ln_R:>2p_R
I R "l R T2 R

_ R R _ C ~
Como x = % - C, segue que = = = Entdo,

2p R . R C N 2p  C N C o)
_— — _— = — _— — XrT = —":
2 R R =« 2p)  x 2p b

Como 2% > 1, segue que x > 2p/.
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Seguindo as mesmas ideias, mas agora considerando dois poligonos regulares e

semelhantes (de perimetros 2P e 2P’ circunscritos a circunferéncia C, tem-se que

2P 2p C C
_ T ap
oP oz ‘T ap

c /
Ora, como 55 < 1, segue que x < 2P,

De acordo com a discussdo acima, temos que
r>2exr < 2P =2 <ax<2P.

Por fim, quando n — oo tem-se que 2p’ — C’ e 2P’ — 00, 0 que nos permite

concluir que z = C".

Lembrando que x = % - U, segue que

R R ' R 9R d
—_ — . C Cl —_ — . C - Y= — = - = —
TTRYT RY“TC R 2R W

onde d’ e d sdao os didmetros das circunferéncias de raios R’ e R, respectivamente.

Essa razao constante, % = 22—% ¢ tradicionalmente representada pela letra Grega ,
isto é,
' 2R
—=—:=1n1=(C=2nR.
C 2R
Observacao 1.3.1. Note que apenas utlizamos a razdo % = 22—% para definir uma

constante que, como de costume na literatura, representamos pela letra 7 (qualquer
outra letra pederia ter sido utilizada!), mas esse definicdo nada revela sobre o valor
dessa constante. Para obter o valor dessa constante, o caminho tradicional é avaliar
os perimetros de poligonos regulares inscritos (ou circunscritos) numa circunferéncia
de raio 1.

A tabela a seguir traz (para alguns valores de n os valores de l,, (comprimento do
lado de um poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia) e p,, (perimetro

de um poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia).
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V2 5, 6568
V2 -2 6,1232

16 \/2—\/2+¢§ 6,2416
32 \/2—\/2+\/2+\/§ 6,2720

seguindo esse mesmo raciocinio, quando o niimero de lados do poligono for 2"+,

segue que

lynin = 2\/2+\/2+\/2+...+\/§

n radicais

Por outro lado, quando n — oo, segue que pyn+1 — C' = 21w.1 = 2. Assim,

2 o 27! 2\/2+\/2+\/2+...+\/§

Portanto,

T 2" 2—\/2+\/2+\/2+...+\/§

Tomando valores cada vez maiores de n obtemos aproximagoes cada vez melhores

para a constante m = 3,1415926 . . .

1.3.2 A area de um circulo

Agora vamos tratar da medida da drea A de um circulo de raio r, demonstrando
que A = 7.2,
Assim como no caso da comprimento da circunferéncia, sio poucos os livros

escolares brasileiros que tentam dar alguma justificativa para tal fato. Mostraremos

aqui que é plenamente possivel dar uma demonstra¢ao honesta e relativamente simples
) ) .. ) e . senf
para tal fato. Para isso usaremos o conhecido limite trigonométrico gm = 1.
—0

Consideremos um circulo de raio 7 € um poligono regular de n lados inscrito na

sua circunferéncia, conforme ilustra a figura abaixo: Tracando-se os segmentos que
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ligam o centro desse poligono aos seus vértices, formamos 7 tridngulos isdsceles com
dois lados iguais a r € um angulo de medida 27” entre eles, como ilustra a figura a

seguir: A soma das dreas desses n triangulos é dada por

1 2 2 2
S, =n- 57‘.7‘. sen (—W> =9, = % sen (_ﬂ)

n n

Por fim, note que quando n — oo tem-se que A,, — A, onde A € a medida da area do
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circulo de raio r, ou seja,

n—o0 T n
) 1. sen (7)
= 7m.r° im 5
n—00 L1
n
=721
= .12,

como queriamos demonstrar!

Observacio 1.3.2. Uma vez conhecido a formula A = m.v2 para o cdlculo da medida
da drea A de um circulo de raio r, podemos oferecer uma demonstragdo alternativa

para o cdlculo do comprimento de uma circunferéncia de raio r, seguindo [21].

Considere h um niimero real positivo, e duas circunferéncias concéntricas de raios
rer + h, cujos comprimentos medem c e C, respectivamente, conforme ilustra a

figura a seguir:

Circunferéncia de
Circunferéncia de comprimento C.
comprimento c.

Na figura acima circunferéncia de raio r estd cercada por um anel de largura h.

A medida da drea S desse anel corresponde a diferenga entre as medidas das dreas
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do circulo de raio r + h e do circulo de raio r, ou seja,
S = 7(r 4+ h)* — mr?
= 7(r* — 2rh + h?) — 7r?
— 21rh + h?

Para pequenos valores de h o anel circular pode ser aproximado (por falta) por um

retangulo cuja base mede c e altura h, como ilustra a figura abaixo: Analogamente,

o anel também pode ser aproximado (por excesso) por um retdngulo de base C' e

altura h, como ilustra a figura a seguir: Diante do exposto, segue que ch < S < Ch.

S ——,

Portanto,
ch<S < Ch=ch<2mrh+7h®><Ch=c<2rr+xnh<C.

Fazendo h — 0, segue que C' — ¢, o que revela que c < 2mr < ¢, o que prova que

c = 27r, como queriamos demonstrar!

Seguindo a nossa proposta de demonstragdes visuais, apresentaremos a seguir um
argumento que pode ser bastante util para apresentar o fato de que a medida da area
A de um circulo de raio r é dada por A = 772,

Inicialmente fatie o circulo em n setores circulares iguais. (A figura abaixo ilustra

o caso em que n = 16) Podemos reorganizar esses setores circulares formando a
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AL

configuracao a seguir. Quando o numero n de setores circulares cresce, isto €, n — 0o

a configuracao acima tende a um retangulo cuja base é metade do comprimento da
. ~ . . 1 o . . .

circunferéncia, ou seja, 527 = 7r e altura igual a r, revelando, pois que a medida

da 4rea do retangulo e portanto do circulo que lhe deu origem é A = 77 = 7.72,

1.4 Geometria espacial métrica

Nesta secao vamos mostrar alguns resultados classicos da Geometria espacial
métrica, sempre no mesmo espirito de sempre; apresentaremos algumas demonstracoes
classicas e em seguidas algumas demonstragdes alternativas, que pode ser tteis para
o trabalho dos professores que tem a dificil missao de levar esses conhecimentos
a estudantes que nunca tiveram um contato anterior com o assunto. No estudo da
Geometria espacial métrica, a nivel do Ensino médio h4 trés pontos que sdo criticos
para se introduzir aos alunos que estao tendo um primeiro contato com o assunto;
os célculo do volumes das piramides, dos cones e das esferas. Aqui nessa se¢do
vamos sugerir algumas alternativas que acreditamos que possam ser Uteis para o uso

do professor em sala de aula.
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1.4.1 Volume da Piramide

Para o calcular do volume V' de uma pirdmide de area da base A e altura h utiliza-se
a formula V' = %Ah. Esse fator % costuma ser um incomodo, pois ele aparece ali
subitamente e evidentemente requer alguma explicagcdo, 0 que nem sempre ocorre nos
livros texto escolares. Aqui nesta secao vamos exibir algumas explicagdes diferentes
para o surgimento desse “misterioso”fator ; umas mais rigorosas e outras mais
intuitivas, o que podem ser bastante tuteis tanto para os estudantes que se depararem
pela primeira vez com esse topico, quanto para seus professores, que sempre buscam
explicagdes simples e convincentes para repassarem aos seus alunos.

Antes de qualquer coisa, para o uso em sala de aula, especialmente para alunos que
terdo o primeiro contato com o assunto, hd uma abordagem simples onde podemos
utilizar um cubo para mostrar que a férmula do volume de uma piramide (reta) de base
quadrada ¢ V' = %Abase.h. Para 1sso consideremos um cubo de aresta a, conforme

ilustra a figura a seguir: Note que tracando as quatro diagonais do cubo ele fica

a

dividido em seis piramides congruentes. Assim,

1
‘/CUbO =6- V})?ﬁrdmide = %z’rdmide = 6‘/cubo-

Ora, como cada uma das seis piramides tem altura i = 5 e cada face do cubo tem

drea A = a?, segue que
1 1 1 ;a0 1
‘/pir&mide - éag = ECLQCL = §a2§ = gABaseh-

Ao nosso ver, esse argumento pode ser bastante educativo para alunos que estejam

tendo o primeiro contato com o assunto.
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O mesmo argumento que acabamos expor pode ser utilizado na figura a seguir
para sugerir que o cdlculo do volume V' de uma piramide de area da base A e altura h
: _ 1
seja dado por V' = 3 Ah.

Para um tratamento mais rigoroso, iniciaremos mostrando o volume de uma
piramide triangular, apresentarmos uma demonstracao presente nos livros do ensino
médio ([8], [33] e [13]). Em seguida, daremos uma outra op¢ao de demonstra¢ao para

os docentes aplicarem em sala de aula.

1.4.2 Piramide de base triangular

Para de fato, demonstrarmos a férmula V' = %Ah para o célculo do volume V' de
uma piramide cuja drea da base mede A e altura h, iniciaremos com uma piramide de

base triangular. Para calcular o seu volume, comecaremos com o seguinte resultado.

Teorema 9. Duas piramides triangulares com bases de mesma drea e apresentando

a mesma altura, possuem volumes iguais.

Demonstracdo. Suponha duas piramides distintas apresentando bases paralelas e de
mesma drea S. As alturas das duas piramides sdo congruentes € medem H. Seja o o
plano que contém as duas bases da piramides. Seja S um plano qualquer, paralelo a
a, que determina nas piramides se¢des de dreas iguais a S e 59, conforme a figura
anterior. Considere que a distancia de [ aos vértices das duas piramides € igual a
h. Por semelhanga de tridngulo segue que o triangulo de 4rea S;é semelhante ao

triangulo da base da piramide 1, sendo % a razdo de semelhanga. Dai:
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De modo analogo:

Desse modo, cada plano tragado paralelamente ao plano que contém as bases
determina nos solidos secoes de mesma area. Pelo principio de Cavalieri pode-se

afirmar que V) = V5. []

Observacao 1.4.1. O principio de Cavalieri afirma que de dois solidos estdo apoiados
sobre um mesmo plano « e todo plano paralelo ( paralelo a o secciona dos dois

solidos em duas secoes de mesma drea, entdo os dois soélidos tém volumes iguais.

Agora vamos ao resultado principal desta se¢do; o cdlculo do volume de uma

piramide de base triangular.

Teorema 10. O volume V' de uma piramide triangular cuja base vale S e cuja altura
vale h é 'V = %Sh.

Demonstracdo. Considere um prisma ABCDEF de base triangular. E possivel
particionar este prisma em trés piramides triangulares, conforme a

Perceba que as piramides ABC'E e DEF A possuem base de mesma drea, pois os
triangulos DF'E e ABC sdo congruentes, e mesma altura ( distancia entre os planos
definidos pelas bases das piramides). Assim, V| = 1,

Observe agora que as piramides DFEF'A e ABEF possuem mesma area de base

(AEF) uma vez que AF ¢ a diagonal do paralelogramo ABDF') e a mesma altura
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D D F
F
XN & Y
LY o
E ARARY,
2 N\
\_‘“\ '1{ 3
)
W
A H /{‘

( distancia de F ao plano ABF'D). Desse modo tem-se que V5 = V3. Logo, V; =
V5 = V3. Portanto,

1
V=WtVet V=S h=V=V=5-5-h
m

Como ja comentamos, num primeiro contato com esse topico do calculo do vo-
lume de uma piramide, os alunos e at€ mesmo professores costumam incomodar-se
bastante com a presenca do 13 na férmula do calculo do volume de uma piramide.
Agora, seguindo [2] vamos exibir uma demonstragdo alternativa para chegarmos ao
“misterioso”3 na formula do célculo do volume da pirdmide.

Para isso consideremos uma piramide de base triangular ABC, de volume V/, cujas
faces pertencem aos planos coordenados de um sistema de coordenadas Cartesianas
xyz (veja a figura abaixo). Marcando os E, F, G, H, I e J pontos médios das arestas
da piramide, formamos dois prismas, a saber AIJFHE e IGCJFFE, conforme
ilustra a figura a seguir:

Na figura a seguir destacamos os dois prismas Al JFHFE e IGCJF F, calculando
seus respectivos volumes. Diante do exposto, a soma dos volumes desses dois prismas
corresponde a %Sh + %Sh = 15h.

Além dos prismas AIJFHE e I[GCJF FE temos também duas piramides K F'H D
e BGIE (semelhantes a piramide original), conforme ilustra a figura a seguir. To-

mando os pontos médios das arestas dessas duas piramides e repetindo 0 mesmo
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Medida da altura.

——p

E,F.G,H,l e ] sdo pontos médios
das arestas.

B Medida da drea da base.
(Tetraedro: AD1 AABC)

processo nessas piramides menores podemos determinar quatro novos prismas cujos

volumes sdo calculados na figura a seguir:

Assim, a soma dos volumes desses quatro novos prismas corresponde a:
1 1 1 1 1
—Sh+ —Sh+ —Sh+ —Sh=—5Sh.
645 * 64S * 64S + 645 16S

Seguindo ilimitadamente com esse mesmo procedimento determinamos uma

colecdo de prismas cuja soma dos volumes corresponde ao volume da piramide

original. Assim,

1 1 1
V—ZAh+1—6Ah+aAh+
1 1 1
—(-+—+—+...]A
<4+16+64+ ) h
1 1
4 4
4 4
1
— —Ah
3
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(Prisma 1 — Prisma de base triangular)

1
| Ve =~ Ao H=>
165 1. 1
i + Pri l,l__l V==.2._h=Z5h
(Prisma 1+ Prisma 2) .\ 227 8
' §2 N\
V,., =S alay,. Sep / i
8 8 4 el
G

1.4.3 Piramide de base qualquer

Mesmo que a base da piramide de area da base A e altura h, ndo seja triangular,
vamos mostrar que ainda funciona a expressao V' = %Ah para o calculo do seu
volume.

De fato, nesse caso, podemos utilizar o caso anterior, fazendo uma triangulariza¢ao
da base, conforme ilustra a figura a seguir

Considere uma piramide cuja base € um poligono convexo qualquer. Tome um
dos vértices da base e trace as diagonais a partir deste vértice. a piramide original
ficou particionada em piramides menores, todas de base triangular e mesma altura da
piramide original. assim, o volume das piramides original € igual a soma dos volumes

das piramides triangulares:

1 1 1
=—-A1-h+=-A-h+...+=-A,-h
g AuhtgAr ity
1
:g(A1+A2+...+An)-h
1
:—.A.h
3
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(Prisma 1) (Prisma 2)

h/a

(Prisma 1+2)

V., =~ sh+Lsh="sh
) . i 64 64 32
(Prisma3)  (Prisma 4) (Prisma 3+4)

3

v=v,=Lsav=vy=1sn v =Lshiisa=Lsn
64 64 o4 64 32
como queriamos demonstrar!

1.5 Volume de um cone

Nesta secao trataremos do calculo do volume de um cone. Mostraremos que para
um cone de area da base A e altura h funciona uma férmula analoga a da piramide,
ou seja, o volume do cone corresponde a % do produto da drea da base pela sua altura.

De fato, considere uma piramide de base A e altura h e um cone também de
base A e altura h.Os dois s6lidos possuem suas bases sob 0 mesmo plano, conforme
ilustra a figura 1.19. A uma distancia d dos vértices dos sdlidos € tracado um plano
paralelamente as bases, determinando uma se¢do de area A; na piramide e uma

secdo de area A; no cone. Por semelhanga de tridngulos, na piramide tem - se que

A
A=

conclui -se que A; = A,. Portanto, qualquer plano paralelo as bases dos sélidos

)2. de mesmo modo, agora no cone, demonstra - se que % = (£)2. Assim,

determina secdes de mesma area nos mesmos. Pelo Principio de Cavalieri, tem -se

que Veone = Vpiramide. Portanto,
Viwe = 2 A h= V= . n R2. 1
cone — 5 ° : = -7~ .
3 3
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Figura 1.19: Volume do Cone

Agora apresentaremos uma maneira alternativa para chegar a formula %mﬂh para

o calculo do volume de um cone cujo raio da base mede r e altura h. Essa abordagem

segue o artigo [3].

Antes de tudo isso, consideremos o seguinte lema, que serd uma pec¢a chave para a

nossa demonstragao.

Lema 3. Sendo n um inteiro positivo, segue que:

| [(1)2 1 (2)2 1
lim (=) - —4+(—) - —+...+
n—00 n n n n

Demonstragdo.
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limi[12+22+...—|—n2] = lim — -

n—>oon3 n—>oon3 6
1n3(1+HR2+2
n—oo M 6
1
3

]

Na figura a seguir, consideremos um cone cujo raio da base mede r e altura h.

Para ilustrar o método, seccionando esse cone por planos paralelos ao plano da base

separados por uma distancia %, conforme ilustra a figura abaixo

Desse forma, o construimos quatro cilindros. A soma dos volumes desses cilindros

€ uma aproximagao para o volume do cone, ou seja,

Veilindro = V1 + V2 + v3 + 14

el (BN 2\
=TT ) 17T\ 1) 1

mr2h
T
Seguindo esse mesmo raciocinio, mas seccionando o cone por n planos paralelos

(1P + 22+ 3° 4+ 4%)

a base do cone e igualmente espacados por uma distancia %, obtemos:
‘/cilindro ~ U+ v +v3+ ...+ U,

iy 2ﬁ+7r 2 2E+ Jr(f>2E
n 4 ) n 4 ) n n/ 4

wrih

S (P42 43+ +n)
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Por outro lado, sabe-se que

n(n+1)(2n + 1).

124+224+32+ ... +n= ;

Assim, definindo
mr?hn(n+1)(2n + 1)

V, =
n3 6

Assim, quando n — 00, seque que

‘/cilindro = lim vn
n—00

mr2h n(n+1)2n+1)

= lim

n—oo nM3 6
mr?h nd(1+ )2+ 1)
= lim .
n—oo N3 6
1+H2+1
= mr?h lim-( Ta)2+5)
n—00 6
1
— —7r?
3

Ha uma demonstracao alternativa muito elegante, mas que é pouco divulgada nos
livros escolares brasileiros. Essa demonstracdo € baseada num Teorema de Pappus

(vide [22]), cujo enunciado € o seguinte:

Teorema 11 (Pappus). Se uma figura plana gira em torno de um eixo de seu plano, o
volume do solido gerado é igual a drea dessa figura multiplicado pelo comprimento

da circunferéncia descrita pelo seu baricentro.

Re A= %, conforme ilustra

Wl

Especificamente no caso do cone temos que = =

da figura abaixo:

Portanto, aplicando o Teorema de Pappus, segue que:
R RH 1

—o9r— .~ = “rR’H
%4 7T3 5 37TR
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Figura 1.20: Volume do sélido de revolugdo:V = 2mx. A

Figura 1.21: Célculo do volume de um cone via o Teorema Pappus.

1.6 Volume de uma esfera

Nesta se¢do trataremos do volume do calculo do volume de uma esfera. Analisando
os livros escolares a maneira mais comum de dar uma justificativa para a formula
Vesfera = %m“?’, para o célculo do volume de uma esfera de raio r € via o principio de
Cavalieri, como mostramos a seguir.

Considere uma esfera de raio r € um cilindro equilatero de raio da base r e altura
h = 2r. Considerando dois cones inscritos no cilindro (esse s6lido composto pelos
dois cones € chamado na literatura de Clepsidra) forma-se um solido pelos pontos
interiores ao cilindro e exteriores aos cones (esse solido é chamado na literatura de

Anti-clepsidra) e um plano « paralelo as bases do cilindro, intersecta esse solido
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segundo uma coroa circular e a esfera segundo um circulo de raio s, conforme ilustra
a figura a seguir:

Supondo que o plano « estd a uma distancia h do vértice dos cones, segue que:

* Na esfera, temos um triangulo retangulo de catetos h e s e hipotenusa r. Por
Pitdgoras, > = 52 + h? = s? = r2 — h?, 0 que revela que na esfera a medida da

drea de secdo é A, = ws = 7(r? — h?).

* J4 na figura da direita, a medida da drea A, que a se¢@o que o plano « determina
corresponde a medida da 4rea de uma coroa circular cujos raios sao r e h, ou

seja, Ay = mr’—2 = w(r® — h?).

Ora, como para cada plano « paralelo as bases do cilindro tem-se que A; = As, segue

pelo Principio de Cavalieri, que

‘/esfera = ‘/cilindro -2 ‘/cone

1
— 12 2h — 2.§7rr2.27"
4
- —7r3

3
Seguindo a nossa proposta, agora apresentaremos uma maneira alternativa para

chegarmos a formula V' = §7T7’3, para o cdlculo do volume de uma esfera de raio r,

seguindo as ideias desenvolvidas em [21].

Inicialmente vamos mostrar que o volume de uma esfera deraio 1 é iguala V' = %w.

Depois, usando o fato de que uma esfera de raio r € semelhante a uma esfera de raio
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1, com razao de semelhanca r, vamos mostrar que o volume V' de uma esfera de raio

réeV = %m’?’.

Considere um hemisfério de raio 1, como ilustra a figura abaixo. Agora vamos

fatiar (por exemplo) esse hemisfério por seis planos horizontais igualmente espagados,

conforme ilustra a figura abaixo: Podemos aproximar essas fatias por cilindros

conforme ilustra a figura a seguir:

Dessa forma a soma dos volumes desses seis cilindros é uma aproximagao (por falta)

{a) (b

para o volume do hemisfério. A figura a seguir mostra a sec¢ao transversal da figura
anterior e os pontos de divisao de um dos raios desse hemisfério.

Considerando que cada um dos seis cilindros tem a mesma altura, segue que cada
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—
N

\
\
W\

s s |8 A&

=
>

____
=]

um deles tem altura %. A medida do raio da base de cada um desses seis cilindros
pode ser calculado da seguinte forma:

Aplicando Pitagoras no tridngulo retangulo O A; By, obtemos:

/ Y
16 /]u

1\? 1\°
7"%4-(6) :12:>r%:1—<6>.

De modo completamente andlogo podemos calcular a medida do raio do segundo

cilindro, conforme ilustra a figura abaixo: Aplicando Pitdgoras no tridngulo O As Bs,

=

obtemos:
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Procedendo de modo completamente andlogo podemos obter as medidas 73, 74, 75 €

r¢ dos raios dos demais cilindros. Esses valores sao:

Além disso, a altura de cada um dos seis cilindros é %. Portanto a soma dos volume

desses seis cilindros (que € uma aproximacao para o volume do hemisfério) é:

\% 1 L 2 1+ 1 2 2 1+ + 1 0 : 1
emisfério = T — | = =T — | = 44T B .
hemist 6 6 6 6 6 6

Seguindo exatamente esse mesmo raciocinio, mas considerando n cilindros, cada um

de altura %, 0s seus respectivos raios da base serdao

1\ 2\’ 2
r%:1—<ﬁ> ,7’%:1—(5) ,...,7’%21—(%)

Portanto a soma dos volumes desses n cilindros (que corresponde a uma aproximacao

para o volume do hemisfério) é:

{SOIER COIER EOIE

Fazendo n — oo essa soma converge para o volume do hemisfério, ou seja,
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vhemgan;ozl(w;):)ﬂ(l(322>.;+...+W(1<g)2) ]
(= G)) (- G) )+ (-6)
e e G R R O

Mas,

Portanto,
1 2r
Vhemisfém'o =T —=-T" § = ?

Assim, o volume de uma esfera de raio 1 é
2 4w
3 3

Por fim, como uma esfera de raio r € semelhante a uma esfera de raio 1, com razao

Vvesfera = 2Uhemisfério =2

de semelhanca r, segue que a razao entre os volumes V' (da esfera de raio r) e %” (da

esfera de raio 1) é 3. Assim,

como queriamos demonstrar!

1.7 Areada superficie de uma esfera

Para finalizar esta breve visita a Geometria espacial métrica, trataremos nesta se¢ao
final do cdlculo da area da superficie esférica de raio R, estabelecendo a conhecida

expressio S = 4m R
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Infelizmente boa parte dos livros didéticos brasileiros apenas apresentam essa
formula sem nenhuma explicacdo. Entre os poucos que tentam esbocar alguma justifi-

cativa, a mais comum € a seguinte:

Sabendo que o volume da esfera € dado por Visferq = %WRS. Use o volume da
pirAmide, para mostrar que a drea da superficie esférica é A = 47 R

Inicialmente imagine que vocé desenhe sobre a superficie externa da esfera n
“poligonos regulares”’congruentes entre si, por exemplo hexdgonos regulares (que ndo
sao planos, por estarem sobre a superficie da esfera) e em seguida, tomando o centro
O da esfera dada como vértice vocé construa n sélidos ligando o ponto O a cada um

dos vértices dos hexagonos, conforme ilustra a figura a seguir: E claro que para cada

um dos n hexagonos que foram desenhados sobre a superficie da esfera teremos um
solido cujo vértice € o centro da esfera e portanto o volume da esfera corresponde
a soma dos volumes destes n solidos, ou seja, se denotarmos por Vi, V5, - [V, 0s

volumes destes n solidos, teremos
V;zsferaz‘/l"i_%"i_"’_"vn

Além disso, perceba que a medida que tomamos valores de n cada vez maiores, duas
coisas ocorrem: a primeira € que a altura de cada um dos n sélidos fica cada vez mais
proxima da medida R do raio da esfera e a segunda € que os hexagonos regulares

ficam cada vez menores e mais proximos de serem planos, e portanto cada um dos
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n soOlidos se aproxima da uma piramide cujo volume é V; = %SZR onde S; (com
1 <1 < n)é amedida da area do :—é&simo poligono, o que intuitivamente, sugere
que:

Vesfera = 1im (Vi + Vot -+ +V})

n—oo

: 1 1 1

n—oo

1
= §R lim (S; 4+ Sy +---+.S,)

n—oo

Por outro lado,

4
Vesfera = gwR?’ e lim (S;+ Sy+ -+ S5,) = Acsera

n—0o0
Assim, A ,
STR = SR lim (S1+ S+ +5,) =
AT R? = lim (Sy+ Sy + -+ + Sn) = Acsera = 4m R?

Neste ponto mostraremos um argumento encontrado em [21]. Considere uma
esfera de raio r e outra concéntrica com a primeira cujo raio € r + h, conforme ilustra

a figura Sejam s e S as medidas das dreas das esferas de raio r e r+ h, respectivamente

7<)

———

—pr/

e v e V as medidas dos volumes das esferas de raio r e r + h. De forma a diferenca

entre os volumes dessas esferas €

4 4
AV:V—UZ§7T(T+h)3—§7TT3

:% [(r+h)3—fr3]
_idn
3

[3r* +3rh + R*] h
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Por outro lado, a medida do volume da regido limitada pelas esferas de raios e r + h

¢ aproximadamente a medida da drea da esfera vezes a espessura dessa regido. Assim,
sh < AV < Sh

Portanto, A
sh< = [3 +3rh+ W] h < Sh =
4
5 < g [37“2+37“h—|—h2} h<S

Assim, quando A — 0, tem-se que s — .5, o que faz com que a expressao do meio se
aproxima de %”i))r2 = 4712, o que revela que a medida da 4rea A de uma esfera de

raior é A = 4nr2.
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Capitulo 2

Formulas Trigonométricas

Neste Capitulo, vamos tratar de varias férmulas trigonométricas que sao apresenta-
das aos alunos do ensino basico. Seguiremos apresentando demonstragcdes presentes

nos livros tradicionais e disponibilizando demonstragdes alternativas as usuais.

2.1 Lei dos Cossenos

Nesta secao apresentaremos uma demonstracao da lei dos cossenos que esta
presente na maior parte dos livros diditicos do ensino basico, a que apresentamos
encontra-se em [32]. Em seguida, apresentaremos elegantes demonstragdes alternati-

vas [25] para que o professor possa utiliza-las em sala de aula com seus alunos.

Teorema 12. Em todo tridngulo, o quadrado da medida de qualquer lado é igual
a soma dos quadrados das medidas dos outros dois, menos o dobro do produto da

medida desses lados pelo cosseno do dngulo formado por eles.

Demonstra¢do. Consideremos um triangulo de lados a, b e c. Temos duas possibili-
dades: ou o tridngulo € acutangulo ou € obtusangulo.
Inicialmente vamos analisar o caso em que o triangulo € obtusangulo , conforme a

figura 2.1.

Observacao 2.1.1. Lambre-se que se 0 < o < 180°, tem-se que cos(180° — a)) =

— cos Q.
Observando a figura 2.1 podemos escrever:
m =b-cos(180° — o) = —b - cos (2.1)
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H m A c B
Figura 2.1: Tridngulo Obtusangulo
a?> = h* + (c +m)? (2.2)
b* = h* +m’ (2.3)
Isolando h em (2.3) e substituindo em (2.2), temos:
a* = (b —m?) + (c+m)?
a’ = b274‘r{[+ A+ 2cmj7‘rﬁz
a’> = b+ 4 2em (2.4)
Agora substituindo o valor de m obtido em (2.1) em (2.4) chegamos a:
a* = b+ + 2¢(—b - cosq)
a® = b* + ¢* — 2bc - cos a

Agora vamos analisar o caso em que o triangulo € acutangulo, conforme a figura a
seguir: 2.2.
Seja D a projecao do vértice D sobre a reta AC. Como A < 90° entdo D esté na

semirreta AC'. No tridngulo BDC' o teorema de Pitdgoras fornece:
A =a® + hPh? =2 — 2P (2.5)
e o tridangulo BC'D, pelo mesmo teorema, nos fornece:

a? = h*+ (b—x)*> = h* + b* — 2bx + 2° (2.6)
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b

Figura 2.2: Tridngulo Acutangulo

Do tridngulo ABD, também temos:
T

COS(x = —T = C - COS «x 2.7)
c

Substituindo (2.5) e (2.7) em (2.6), temos:
A= -22 4+ —2br+ 22t =0+ —2.baa® =0+ —2.b.c.-cosa (2.8)
]

Agora apresentaremos duas demonstracdes para a lei dos cossenos utilizando a
Figura (2.3).

A figura (2.3) € uma circunferéncia de raio a na qual foi inscrito um triangulo
cujo um dos lados, AB, coincide com o didmetro da circunferéncia. De acordo
com conhecimentos basicos de geometria plana, o tridngulo ABC € retangulo em
C'. A seguir foi tracado um didmetro na circunferéncia, D F’, de modo que DF'//AC.

Utilizando trigonometria chegamos ao seguinte valor para o segmento C'E:

b+
2a
Agora vamos utilizar o conceito de Poténcia de um ponto em relagdo a uma circun-

cosf = = x =2acosf —b (2.9)

feréncia. Vejamos: Utilizando a poténcia de ' com relacao a circunferéncia, segue
que:
r-b=(a+c) (a—c).
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Figura 2.3: Figura para demonstracdo alternativa da lei dos cossenos

Substituindo o valor de x encontrado em (2.9), obtemos:
(2acos —b)-b=(a+c) - (a—c)=
2abcos — b2 =a® — ? =
2

= a4+ b* — 2abcosé,

como queriamos demonstrar!
Agora vamos mostrar uma belissima demonstracdo que faz uso de areas de qua-
drados e retangulos sendo uma Gtima alternativa para justificar a lei dos cossenos em

sala de aula.

Observemos a figura 2.4. Note que:
(BGPM) = (BHNJ) = accos 5.

(AFPM) = (AKLFE) = bccos a.
(CDLK) = (JCIN) = abcos .
Além disso, (ABGF) = ¢, (ACDE) = b* e (BCIH) = a®. Por outro lado,
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@ g
H N a |

Figura 2.4: Demonstracdo alternativa da lei dos cossenos por dreas

( (

a’>=a-b-cosy+a-c-cosf a’=a-b-cosy+a-c-cosf
0 =a-b-cosy+b-c-cosa = —-b>=—a-b-cosy—0b-c-cosa
\02:a~c-cosﬁ+b-c- cosa —c>=—a-c-cosB—b-c- cosa
\

Adicionando as trés ultimas expressoes, segue que:
= —c*=-2-b-c-cosa=a*=b+c*—2-b-c-cosa

como queriamos demonstrar!

2.2 Lei dos Senos

Nesta se¢do apresentaremos o enunciado e uma demonstragcdo da lei dos senos
que esta presente nos livros didatico no ensino médio como em [32] e [8], porém
em seguida apresentaremos um enunciado e demonstracao mais completa presente
em [16]. Por fim, apresentaremos uma elegante demonstragdo alternativa para que o

professor tenha mais uma op¢ao de justificativa aos seus alunos.
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Teorema 13 (Lei dos senos). Em qualquer tridngulo ABC, as medidas dos lados sdo

proporcionais ao seno dos angulos opostos correspondentes, ou seja,

a b c

senA  senB sen(C
Demonstracdo. Para demonstrar a lei dos senos para triangulos acutangulos, conside-

ramos o tridngulo ABC..

Figura 2.5: Demonstragdo da lei dos senos presente nos livros didaticos

Nos tridngulos retangulos obtidos ao tragarmos as alturas relativas aos lados AB e
BC, temos:

ABCEésenB:%éCE:a-senB a b

AACEésenA:C—bEéCE:b-senfl jSGHA_SeHB'
Analogamente,

AACD:>senCA':ATD:>AD:b-senCA' N b c

AABD = sen B =42 — CE = ¢-sen B sen B senC
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Portanto,
a b c

senA senB sen(C

[]

Observacao 2.2.1. O enunciado da lei dos senos acima (que encontramos em alguns
livros diddticos brasileiros é incompleto, pois ndo revela que a razdo constante entre
o comprimento de cada lado e o seno do dngulo oposto é igual ao diametro da
circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC. Além do fato, da demonstracdo apre-
sentada, considerar apenas o caso particular do triangulo ser acutdngulo. A seguir,
mostraremos o resultado mais completo com algumas sugestoes para apresentd-lo

para alunos que terdo o primeiro contato com esse teorema.

Teorema 14 (Lei dos senos). Em qualquer tridngulo, o quociente entre cada lado e o
seno do dngulo oposto é constante e igual a medida do didmetro da circunferéncia
circunscrita, isto é,
a b c
= pu— = pu— = pu— 2R
senA senB senC

Demonstracdo. Seja ABC' um tridngulo qualquer, inscrito numa circunferéncia de

raio R. Por um dos vértices do tridngulo (B5), tracemos o didmetro correspondente

BA’ e liguemos A’ com C.

Sabemos que A = A’ por determinarem na circunferéncia a mesma corda BC'. O

triangulo A’ BC' € retdngulo em C' por estar inscrito numa semicircunferéncia. Temos
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entao:
a=2R-sen A= a=2R senA = aA:2R.
sen A

Analogamente,

b

_—92Re —— =2R
sen B sen C'
0 que nos permite concluir que
b
¢ — - % __—9R

senA senB sen(

2.2.1 Uma demonstracao alternativa da Lei dos senos

No livro Trigonometric Delights [23], ha uma demonstracao alternativa, muito
semelhante a demonstragao usual, mas que vale a pena ser vista, como e exibimos a
seguir:

No AABC' da figura abaixo seja v a medida do dngulo ACB. Como esse angulo
€ inscrito na circunferéncia a medida do arco AB é 2y (A medida, em graus, do arco
¢ o dobro da medida do correspondente angulo inscrito). Assim, sendo O o centro da
circunderéncia circunscrita ao tridngulo ABC, segue que o angulo AOB tem medida
2~ pois € o angulo central correspondente ao arco AB, cuja medida é 2. Por fim,
como o triangulo AAOB ¢ isosceles de base AB, pois OA = OB = R, onde R ¢
a medida do raio de circunferéncia circunscrita ao AABC, segue que OC' € altura
relativa ao lado AB desse tridngulo e também bissetriz do angulo AOB. Diante do
exposto, tem-se que cada um dos angulos AOC e BOC mede v, conforme ilustra a

figura a seguir Assim, no AAOC), tem-se que

2
seny = ¢/ = c _ 2R.
R seny
Procedendo de modo completamente andlogo para os demais lados do AABC, pode-
mos concluir que “ - = 2R. Portanto,
senao senf
b
I - 2R,
sena senf3  seny
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como queriamos demonstrar!

2.3 Foérmulas de adicao de arcos

Neste ponto vamos mostrar algumas alternativas para demonstrar as famosas

formulas de adicao de arcos
sen(a £ ) = sen a cos 5 % sen f cos a.

cos(a £ ) = cos avcos 5 F sen acsen [3.

tga £ tgps
tgla £ ) = ———.
1 Ftgatgl
Nos livros didaticos escolares essas formulas em geral costumam ser justificadas

com o uso da formula da distancia entre dois pontos, como ilustramos a seguir:
Na figura a seguir os arcos PR e AQ) medem « + 3, o que relevara que as cordas
PR e AQ tém a mesma medida. Além disso as coordenadas dos pontos A, R, P e ()

A=(0,0), R = (cos(—p0),sen(—f)), P = (cosa,sena) e Q = (cos(a+p),sen(a+p)).

Assim,
AQ = PR = d(A,Q) = d(A, R) & d*(A, Q) = d*(P, R),
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A sen

Q = (cos(a + B), sen(a + B))

P = (cosa, sena)

A CcOoSs

R = (cos(—PB), sen(—P3))

Lembrando que a distancia entre dois pontos de coordenadas X = (z1y;) e Y =

(22, y2) pode ser calculado por

d(X,Y) = /(x2 — 22)* + (2 — 11)?

segue que
d*(A, Q) = [cos(a + B) — 1]* + [sen(a + ) — 0]
= cos’(a+ B) — 2.cos(a + B) + 1 + sen’*(a + f3)
=2 — 2cos(a + ().
Analogamente,

d*(P,R) = [cos a — cos(—f3)]* + [sen a — sen(—3)]?

= cos’a — 2.cosacos B + cos® B + sen’a + 2sen 3 + sen? f]

= 2 — 2(cosa cos +sen asen f3).
Ora, como d?(A, Q) = d*(P, R), segue que:
2 —2cos(a+ ) = 2 — 2(cosa cos +sen asen ) =
cos(av + ) = cosacos f — sen asen 3.
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De posse desse primeira formula de adi¢do, usando as propridedades cos(—x) =
cosx, sen(—x) = —senx, cos(90° — x) = senx e sen(90° — x) = cosx podemos

facilmente deduzir as outras trés féormulas, a saber:
cos(av — ) = cos avcos B + sen ausen [3;
sen(a — ) = sen«acos f — sen f cos «;
sen(a + ) = sen v cos 3 + sen [3 cos a.

Essa demostracao tem um lado positivo se funcional para quaisquer valores reais
de o e (3, mas pode ser técnica demais para um primeiro contato com o assunto, além
de utilizar a férmula da distancia entre dois pontos no plano cartesiano, que em geral
nao € conhecida pelos alunos do 2° ano do ensino médio, onde a trigonometria é
apresentada pela primeira vez aos estudantes do ensino médio.

Diante do exposto, julgamos se bastante educativo para um primeiro contato com o
assunto, apresentar justificativas mais geométricas, baseadas em ideias como areas que
ja fazem parte do repertorio dos alunos do ensino médio. Essa abordagem apesar de
ser mais geométrica e intuitiva tem a limitacao de oferecer uma “demonstracao”’para
casos particulares dos angulos, como por exemplo para angulos agudos, apesar de que
as formulas sdo verdadeiras para quaisquer medidas de angulos. Ao nosso ver, para
um primeiro contato com o assunto, isso nao consiste de um grande problema, visto
que num primeiro contato com o assunto, dar uma justificativa sobre a razoabilidade
da férmula ja tem um grande valor educativo, mesmo que sejam necessarias algumas
hipoteses adicionais, que num tratamento mais amplo podem ser descartadas.

Inicialmente vamos lembrar que num tridngulo retangulo de hipotenusa ¢ € um
dos seus angulos agudos medindo «, os catetos medem a cos « € a sen a.

Para iniciar com as nossas sugestoes de “demonstracdes’alternativas das formulas
de adi¢ao, vamos mostrar como obter tais formulas a partir da conhecida férmula
da area de um triangulo em func¢do de dois dos seus lados e da medida do angulo
formado entre eles.

Vamos representar por da medida da area do AABC por (ABC'). Na figura a seguir
(ABC) = AB.AC sen(a + 3). Mas no AADB,
1

= —_———— A p—
COS (v AC’:> C p—

DC
e tgoz:T:>DC':tgoz.
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a.Senc

» e

B a.coso:

1 DB
— = AB = tgf = — = DB = tgp.
cos [3 15 = cos B e tgp ] = 90

Além disso,
1 1 1
(ABC) = (ADB) + (ADC) = §AB.AC’ sen(a + ) = §AD.DB + §AD.DC.

Portanto,

1 1
sen(a + f) = 1.tgB + L.tga = senj , sena

cos (3 cos « cosff  cosa

sen(a+3) = cos f cos @ (
cos 3 cosa

Utilizando as mesmas ideias vamos mostrar que

senf3 sen«

> = sen(a+) = sen a cos f+sen [ cos a.

sen(a — ) = sen v cos f — sen f3 cos a.
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Para tal consideremos a figura a seguir: No AABC,

A
etgoz:—O:>AC:tga.

1
— = BC =
COS (¢

C COS (v 1
No AABD,
COSﬁZ%jBchosﬁ e tgﬁzATDjAD:tgﬁ.
Por outro lado,
(ABC) = (ABD) + (BCD) = 11.tgoz = 11.7595’ +1 ! : ! .sen(a — ) =
2 2 2cos f cos

sen(a — ) sena  senfS

cosfcosa cosa cosf3

sena  sen
sen(a—f3) = cos acos f < — 6) = sen(a—3) = sen a cos f—sen [3 cos
cosa  cosf

como queriamos demonstrar.

Como comentamos anteriormente, essas duas demonstracdes acima particularizam
os angulos (pois usamos o fato dos angulos envolvidos serem angulos internos de
certos triangulos), mas para o uso numa sala da aula onde o publico sdo alunos que

estao tento um primeiro contato com o assunto sdo, ao nosso ver, bastante adequadas
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pelo fato de serem sustentadas pelo calculo de dreas, que sao ferramentas conhecidas
do aluno desse nivel de ensino.

De posse das formulas
sen(a + ) = sen acos B + sen 3 cos a.

sen(a — ) = sen«acos f — sen (3 cos .

podemos deduzir as correspondentes féormulas para cos(« & ) utilizando a conhecida
propriedade; quando dois angulos ndo nulos complementares o seno de um deles é

1gual ao cosseno do outro, isto €,

COS 7y sen
¥+ =90 = TR
Sen -y = cos
De fato,
cos(a + ) = sen(90° — (a + 5))
= sen[(90° — a) — [
= sen(90° — «) cos B — sen 3 cos(90° — )
= cos a cos § — sen 3 sen «
Analogamente,

cos(a — ) = sen(90° — (o — 7))
= sen[(90° — a) + ]
= sen(90° — ) cos f + sen 5 cos(90° — «)

= cos avcos 3 + sen  sen «

Uma vez dadas as justificativas para as formulas de adi¢ao e subtragdo de arcos do
seno e do cosseno, julgamos que a maneira tradicional de deduzir as correspondentes
formulas para a tangente, € bastante adequada, visto que utiliza as férmulas que
acabamos de deduzir e o fato de que a tangente € a razao entre o0 seno € 0 COSSeno,

conforme ilustramos a seguir:
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sen(a &+ f9)
cos(a £ f3)
sen « cos 3 = sen (3 cos a

tg(a+B) =

cos (3 cos § F sen avsen 3
sen « cos (3 £ sen 3 cos

cos « cos 3
cos v cos 3 F sen asen 3

cos o cos 3
senacos S sen 3 cos o

cosacosfs  cosacos 3
cosacos  senasen 3

cosacos3  cosacosf
tga £ tgps

1 F tgatgp

A seguir mostraremos muitas outras “demonstragdes’’alternativas para as formulas
de adi¢cdo de arcos. Apresentaremos agora uma demonstra¢ao usual presente nos
livros [16] e [30]. e bastante utilizada por professores do ensino médio.

Agora vamos apresentar mais algumas demonstragdes alternativas para as formulas
acima. Apesar do fato de que muitas das demonstracoes que apresentaremos fun-
cionaram apenas para casos particulares dos angulos, julgamos que elas podem ser
bastante educativas, principalmente para o uso em sala de aula, especialmente para
alunos que estiverem tendo o primeiro contato com o assunto.

Vamos a primeira dessas provas: Sejam « e ( sdo angulos tais que 0 < a < 90°

vamos mostrar que:
sen(a + ) =sena - cos 5+ sen 5 - cos «

cos(a+ ) = cosa - cos f — sen [ - sen a.
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Consideremos a figura a seguir:

Dois triangulos retangulos, ABC e AC' D, sao justapostos de modo que a hipote-
nusa AC de ABC' coincida com o cateto AC' de AC'D, conforme a figura . Suponha
que BAC =aeCAD = o]

Sendo I o pé da perpendicular tragada desde o vértice D com relagdo a AB e seja
E o pé da perpendicular tracada desde o vértice C' com relagdo a D F'. Suponha que
G é ainterse¢do de DF e AC.

Como AB//CE segue que ACE = a. Além disso, tem-se que: CDE =

— CGE = a. No AADF tem -se que:
DF DE+EF DE EF DE BC
AD ~~ AD  AD AD AD AD
No triangulo D EC observa-se que DE = DC'cos a No tridngulo ABC' segue que
BC = AC - sen a. Deste modo:
DE BC’ DC AC

sen(a + f) = D T Ap = ap ceset 4p sena

Do tridangulo ACD tem -se que : g—g =senfe E = cos 3 Logo:

sen(a + f) =

sen(a + ) =sena - cos f+senf - cosa

Analogamente:

cos(a+p3) =45 = 4B BE — 4B BE _ AC . cosq— L€ sena = cos(a+f8) =

cos « - cos f — sen «v - sen 3 como queriamos demonstrar!
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Agora vamos dar um argumento geométrico para provar que se « e (3 sdo angulos

tais que 0 < o < 90°, entdo:
sen(aw — ) = sen« - cos B — sen 3 - cos «

cos(a — ) = cosa - cos B + sen [ - sen a.

De fato,

Considerando a figura a seguir

Dois triangulos retangulos, ABC' e AC'D, sdo justapostos, de modo que a hipo-
tenusa AC' de ABC' coincida com o cateto AC' de AC'D, conforme a figura acima.
Suponha que BAC = aeCAD = B Seja F' o pé da perpendicular tragada desde D
com relacdo ao prolongamento de AB. Seja F o pé da perpendicular tracada desde
C com relagdo ao prolongamento de DF'. Observando apenas o triangulo ABC
conclui-se que ACB = 90° — ACB, entio segue que BCD = a. Como BC //EF
tem -se que CDE = a. No triangulo ADF' tem-se que:

 DF _EF-DE EF DE BC DE

sen(a = 8) = 75 AD ~ AD AD  AD AD
Do triangulo DEC conclui-se que DE = DC' - cos « e do triangulo ABC' segue que
BC = AC - sen a. Desse modo, sen(a — 3) = 85 — D& — 20 . gena — 25 - cos

No AACD tem-se que Z—g =senfe % = cos 3 Portanto,

sen(a — B) = sen« - cos f — sen f3 - cos a.
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Analogamente,
( ﬁ)_AF_ABJrBF_AB_i_CE
TP T UAD T T AD T AD T AD
_AC n DC
= 4p osat 45 -sena

= cos« - cos 3+ sen « - sen 3

como queriamos demonstrar!

2.3.1 Usando a Lei dos senos

Essa demonstracdo € muito interessante, pois na sequéncia natural dos conteudos,
o discente aprende primeiro a lei dos senos.E no mesmo periodo letivo vera a soma de

arcos. Portanto, nessa demonstragdo faremos uso de um conhecimento muito proximo

cronologicamente.
Como vimos anteriormente:

a b c

sena senf3  seny

= 2R,
que € a famosa lei dos senos.

Demonstracdo. Observemos a figura a seguir que € bem tradicional da lei dos senos.

No caso em que R = ; tem-se:

)
a = sen «
a b c
= = =1= q{b=senf
sena  senf  senvy
| ¢ =seny
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Nesse caso, No AABC, trangando a altura C'D (relativa ao lado AB), obtemos dois

triangulos retangulos, a saber: AADC' e ABDC, conforme a figura seguir:

No AADC tem-se que:

AD
cosa=—— = AD =senf - cosa.

AC

Por ouyto lado, no ABDC' tem-se que :

cos 3 = % = BD =sena - cosf.
Mas ocorre que AB = BD + AD. Portanto,
seny = sena - cos 3 + sen f - cos «
mas seny = sen(180° — (o + ) = sen(« + ) o que nos permite concluir que:
sen(a + ) =sena - cos f +sen - cosa

como queriamos demonstrar! [l
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Uma outra belissima demonstracao para as férmulas de adi¢ao utilizando a Lei

dos senos € a seguinte:

Considere o AABC cujos angulos internos medem «, Se7y, e lados medem a, b e

c, respectivamente. Pela lei dos senos, sebemos que:

a b c a = 2R sen
= = =2R =
sena  senf  senvy b= 2Rsen 3
Portanto,
acos 5+ bcosa =2Rsenacos f + 2R cos asen )
= 2R(sen acos § + cos asen ()
Portanto,
oR — acos 3+ bcosa
~ senacos 8 + cos asen
Por outro lado, Sefl = 2R. Assim,
2!
c acos B+ bcosa

seny  senacos + cosasen 3
Mas ocorre que ¢ = acos 3 + b cos a.. Entdo,

c acos B+ bcosa

seny  senacos + cosasen 3

c c
= = sen -y = sen a cos 3 + cos asen [3.
seny  senacosf + cosasenf

Por fim, como «, 3 e v s3o as medidas dos angulos internos de um tridngulo, segue

que v + o + = 180°, o que implica que v = 180° — (« + ). Entdo
seny = sen[180° — (o + )] = sen(a + f),

o que revela que sen(a + ) = sen« cos § + cos asen (. Para obter as outras dias

féormulas de adig@o, cos(a + ) e sen(a — ), basta usar os seguintes fatos:
sen(—x) = —senz e cos(—r) = Cos .
como fizemos na se¢ao (2.3).
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2.4 Usando a lei dos cossenos

Nesta secao vamos utilizar a lei dos cossenos para estabelecer as formulas de

adicao de arcos do seno e do cosseno.

Sejam P e () dois pontos da circunferéncia unitaria centrada na origem de um

sistema de coordenadas cartesianas, conforme ilustra a figura a seguir:

P = (cosa, sena)

Q = (cosf, senf3)

Nesse sistema de coordenadas, os pontos P e () possuem as seguintes coordenadas
P = (cosa,sena) e @ = (cos 3,sen ). Aplicando a lei dos cossenos no APOQ,
segue que:

PQ?* = OP? + 0Q* +2.0P.0Q cos(a — B).
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Assim,
_ OP?+0Q*— PQ?
B 20P.0Q
124+ 12 — PQ?
- 2.1.1
1 PQ?
: 2

cos(a — )

=1- % [(cosa — cos B)* + (sena — sen 3)?]
= cos acos 3 + sen avsen 3.
Agora, substituindo a por 90° — o em cos(a — 3),segue que
sen(a + f) = cos(90° — (a+ f3))
= cos[(90° — a) — []
= c0s(90° — «) cos B + sen(90° — «) sen 3
= sen v cos 3 + cos asen 3

Observacao 2.4.1. Utilizando a mesma figura acima, ainda poderiamos deduzir a
formula do cos(a — () via o produto escalar de dois vetores. De fato, considerando

os vetores

OP = (cos a, sen )
Oﬁ = (cos 3, sen ()

Lembrando que se p é a medida do menor dngulo entre os vetores @ e (ﬁ, entdo
(0P, 0Q) = ||OP||./[00)] cose

Portanto,

cosacos B + senasen 8 = v/cos? a + sen? ay/cos? B + sen? 3. cos(a — () =
cos acos f+sen asen f = 1.1. cos(a—f) = cos(a—f3) = cos a cos S+sen asen f.

Para obter as outras dias formulas de adi¢do, cos(a + () e sen(a — [3), basta usar

os seguintes fatos:
sen(—x) = —senz e cos(—r) = cos .
como fizemos na se¢ao (2.3).
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2.5 Usando o Teorema de Ptolomeu

Agora vamos mostrar como utilizar o Teorema de Ptolomeu, segundo o qual num
quadrilatero inscrito numa circunferéncia o produto dos comprimentos diagonais é
igual a soma dos produtos dos comprimentos dos lados opostos, para dar mais uma
alternativa para provarmos as formulas de adi¢do de arcos.

Seja XY ZU um quadrilétero inscrito numa circunferéncia tal que X Z seja um
didmetro da circunferéncia, conforme ilustra a figura a seguir:

Na figura acima, tem-se que:

XY =cosB,YZ =senf3,ZU =sena, XU = cosae YU = sen(a + f3).
Aplicando o Teorema de Ptolomeu ao quadrilatero XY ZU, segue que
XZYU+XY.ZU + XUYZ =

sen(a 4 ) = senacos B + cosasen 3.

Para obter as demais féormulas de adi¢do sen(a — [3), cos(a + f3) e cos(a — [3), basta

utilizarmos os seguintes fatos:
sen(—z) = —senx, cos(—x) = cosx,sen(90° — x) = e cos(90° — x) = sen x.
como fizemos na se¢ao (2.3).
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2.5.1 Uma figura e seis formulas

Agora apresentaremos uma maneira de deduzir as seis formulas sen(a + (),
cos(a £ f) e tg(a £ () a partir de uma unica figura.

Essa demonstragdo alternativa € muito interessante de facil aplicagdo em sala de
aula, pois s6 faz uso das razdes trigonométricas tradicionais como seno € coSseno no

triangulo retangulo. Observemos a figura abaixo:

D

|

Fsenasenﬁ c

|_‘

senacosf

I—i
G

A cosacosf3

Figura 2.6: Quadrado ABCD - 1

Na figura acima temos um triangulo retangulo AEF' de hipotenusa AF = 1
inscrito em um retangulo ABCD.

O primeiro passo € determinar todos os angulos presentes na figura. De inicio
note que AF = cosa e FF = sena. Além disso, como DAB = 90° tem - se
DAF = 90° — (av + B) e que nos permite concluir que DFA = a+ B. Dai, no
AAEF tem -se AFE = 90° — a Além disso, como DFC = 180° conclui-se que
EFC = 90° — B e por consequéncia do AFE F'C' extraimos CEF = £ Por fim, do
AABE pode -se facilmente perceber que AEB = 90° — B.
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Agora, com todos os angulos determinados conforme a figura a seguir, vamos

partir para a demonstracgao.

Fsen[)’cosa c

L] : L]

«

senB | senfBcosw

cosflcosa

A cosfIsena

No AABE tem-se que BE = cosa -senf e AB = cos«a - cos 8. Por outro lado,
AADF tem-se que AD =sen(a + ) e DF = cos(a + ).

Por fim, no AECF tem-se que F'C' = sen« - senf e C'E = sen« - cos 8. Tudo
1ss0 esta resumido na figura a seguir:

Agora, com todas as medidas do quadrilatero ABC'D determinadas, podemos
concluir a demonstracao.

De fato, AB = C'D, o que revela que:
cosa - cos f = cos(a+ ) +sena - sen 3

cos(a+ ) = cosa - cos f — sen « - sen 3

Além disso, AD = B(C, o que nos permite concluir que:
sen(a + ) = sen «cos B + sen (3 cos «

como queriamos demonstrar!

Agora utilizaremos a mesma figura para provar que
sen(a — ) = sen«acos f — cos asen (3.
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cos(a — ) cos avcos B — sen avsen f3.

Para isso, observando primeira figura dessa secao, no AADF podemos ver que

sen(oz—ﬁ)zgzDFe cos(oz—ﬁ):ATD:AD.

Por outro lado,

sen(a — ) = DF
=DC - FC
= AB - FC

= sen a cos 3 — sen 3 cos a.

Na mesma figura,

cos(aw — ) = AD
= BC
= BE+ EC

= cos v cos 8 + sen avsen 3.

Agora vamos utilizar figura a seguir demonstrar que

tga +tg S
1 —tgatgp

tg(a + ) =

Para isso consideremos a figura abaixo
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D F tgatg C

Figura 2.7: Quadrado ABCD - 2.

No AAF@G,

G
tg(ohHB):A—G

_ BF+FC
~ AB-GB
_ tga+tgp
1 —tgatgp

Para finalizar, vamos mostrar como utilizar a figura abaixo para provar que:

_ tga—tgp
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De fato,

tgBtgo

i

i

I

[

[

G
tgo

Figura 2.8: Quadrado ABCD - 2.

No AADF,

__DF

~ AD

_ DC—-FC
-~ AD
_AB-FC
- AD

_ tga—tgp
 14tgatgp

tg(a — 3)

2.5.2 Arcos duplos

Com as formulas de adicdo que acabamos de deduzir podemos facilmente obter as

conhecidas formulas do arco duplo, a saber
sen 20 = 2senfcosf e cos20 = cos? 0 — sen? 0,

bastando tomar o = § = 6.
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Para o caso do arco duplo as duas figuras a seguir fornecem uma bela demonstracao

visual para a identidade sen(260) = 2sen 6 cos 6.

D C E H
L]
1
2
2senf I 99 sen26
1
J
0 0 0
A 2cosf B F G
De fato,

(FGH) = w 256n2<9:2$en9.2czos«9

=
2 sen 20 2 2
2

= sen(26) = 2sen 6 cos 6.

A figura e seguir também fornece uma demonstracao alternativa para a mesma
identidade.
De fato,

%sen@cos 0
(ABC) = = sen(260) = 2sen 6 cos .

2senf.cosf
2

senf

send
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2.5.3 Usando niimeros complexos

Uma maneira bastante rapida de demonstrar as formulas de adicao e subtracao de
arcos € usando numeros complexos.

Todo nimero complexo ndo nulo z = a + bi; a,b € R e i> = —1, pode ser
representado geometricamente num sistema de coordenadas ortogonais, onde o €ixo
horizontal € chamado de eixo real e o eixo vertical € chamado de eixo imaginario,

conforme ilustra a figura a seguir: Um plano munido desse sistema de coordenadas

-
T

¢ chamado de Plano de Argand-Gauss e o ponto P cujas coordenadas sao (a,b) é
chamado de Afixo de 2. Na figura acima, o comprimento do vetor OTg ¢ representado

por p (ou |z|). e é chamado de médulo do nimeros complexo z. Pelo Teorema de

pP=a*+b* = p=+/a%+ b

Além disso, o angulo que o vetor Oﬁ forma com o eixo horizontal, é chamado de

Pitagoras, segue que

argumento de z, e sua medida representado por o = argz, com 0 < o < 27. Ainda

na figura acima, temos que:

a
COS ¥ = —a = P.COSC.

sena = —b = p.sena.
0
Assim,
2z =a+ bi = p.cosa+i.p.sena = z = p. (cosa + i.sena),

que é a chamada forma polar (ou trigonométrica) do nimero complexo z.
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2.5.4 Formulas de Moivre

Dados dois nimeros complexos na forma polar z = p;.(cosay + i.senaq) e
w = po. (cosay + i.senaw), as operagdo de multiplicacdo e divisdo podem ser feitas

de acordo com o resultado do teorema a seguir.

Teorema 15 (Moivre). Dados os niimeros complexos z = py.(cosay + i.senaq) e

w = p. (cosasy + 1.senay), entdo

zaw = p1.ps [cos(aq + ag) + i.sen(aq + as)] .
S [cos(ag — ag) +i.sen(a; — ag)] .
w2
A demonstragdo desse fato € uma mera manipulacao algébrica e pode ser encon-
trada, por exemplo, em [17]. E uma consequéncia imediada do Teorema anterior, a
chamada Formula da potenciagcdo de Moivre, a saber: se n € um nimero inteiro e

z = p.(cosa + i.senar), entao:

2" = p". (cos(na) +i.sen(na)) .

Utilizando a férmula de Euler, ¢'® = cosa + isena , todo nimero complexo
nao nulo de médulo p e argumento « pode ser representado na forma exponencial
z = pe'@,

Essas ferramentas nos fornecem demonstragoes simples das formulas de adi¢ao da
trigonometria, Como mostraremos a seguir.

Sejam z e w dois ndmeros complexos de médulo 1, cujos argumentos sdo « e 3,

respectivamente. Nesse caso,

z = ' = cosa + isena.

w = e = cosf + isenp.
Entao,
zaw = e’
_ pilath)

= cos(a+ B) + isen(a + )
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Por outro lado, por Moivre, tem-se que:

zaw = (cosa + isena)(cosf + isenf3)

= (cosacosfs — senasenfd) + i (senacosf + senfcosa)
Igualando-se as partes reais e imagindrias de z.w, segue que
cos(a+ B) = cosacosf — senasenf3.

sen(a + ) = senacosf + senfcosa.

Seguindo 0 mesmo raciocinio e efetuando a divisao = pode-se chegar as féormulas
cos(a — ) = cosacosf + senasenf3.

sen(a — ) = senacosf — senfcosa.

Podemos utilizar essa abordagem via numeros complexos para obter as conhecidas
formulas do arco duplo e do arco triplo. Na verdade podemos obter formulas mais
gerais para qualquer arco no, onde a € R e n € um numero natural. Nesse ponto

vamos mostrar como isso pode ser feito.

Pela formula do Bindmio de Newton, tem-se que:

(cosa +isena)" = Z (Z) (cos a)"* (i sen ).

k=0
Por outro lado, usando a férmula de Moivre (para potenciagdo de um nimero com-

plexo), segue que
(cosa 4+ isena)" = cos(na) + i sen(na).

Portanto,

cos(na) + isen(na) = Z (Z) (cos a)"* (i sen )

k=0

= [(8) cos"(a) — (g) cosn — 2asen® o + .. }

+i [(]) cos™ tsenav — (3) (cosa)n — 3sen® a + .. ]
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igualando-se as partes reais dos dois membros, segue que
n n
cos(na) = <O> cos" () — <2> cos" ?asen’a + ...

sen(na) = <71l) cos" Ha)sen o — (Z) cos" P asen® a4+ ...

Em particular, podemos por esse caminho deduzir as conhecidas férmulas do arco

duplo e do arco triplo. Vejamos:

2 2
cos(2a) = (0> cos® o — (2) sen’a

= 0082 a — sen2 Q.

2
sen(2a) = <1> COS (v sen (v

— 2sen « cos Q.

3 3
cos(3a) = (O) cos® a — (2> cos avsen’ o

— cos® a — 3 cos asen? a.

= cos’ @ — 3cosa(l — cos’ )

— cos® o + 3cos® o — 3cos

— 4cos® a — 3cos

3 3
sen(3a) = <1> cos® avsen o — (3> sen® o

— 3cos asen o — sen® o

— 3(1 — sen® @) sen a — sen® o

— 3sena — 3sen® a — sen® o

— 3sena — 4sen® o
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2.6 Usando derivadas e integrais

Mesmo ndo sendo o enfoque do nosso trabalho, que visa o professor o aluno do
Ensino Médio, nesta se¢ao vamos utilizar a derivada e a integral de uma fungao real
de varidvel real para estabelecer as formulas de adi¢do e subtragcdo de arcos.

Consideremos a fun¢do f : R — R dada por
f(x) =sen(x + a) cos(z — a) — cos(z + a) sen(xr — a),

onde a € R € uma constante.
Calculando a derivada de f em relac@o a x, podemos concluir que f'(z) = 0, o

que nos permite concluir que f € constante. Ora, como

I
n
@
)
[\)
Q
(@]
@)
n
(@)

|
Q
o
n

—~
[\
I~

~—
n
@
=
o

Ora, como f é constante, temos a seguinte igualdade:
sen(2a) = sen(x + a) cos(x — a) — cos(x + a) sen(r — a)

Por fim, fazendo a mudanga de varidveis « = x+ae = a—x, segue que 2a = a+ 3,
o que revela que

sen(a + ) = sen v cos 3 + cos asen f.

Uma outra demonstragao seguindo o mesmo caminho € a seguinte:

Considerando a funcdo real de varidvel real g : R — R, dada por
g(a) = [cos(a+3)—cos a cos B+sen asen 3]+ [sen(a+3)—sen a cos f—cos a sen 3],

onde S € R € uma constante. Calculando a derivada de g em relagdo a «, obtem-se

que ¢'(a) = 0, o que revela que g € constante. Ora, como ¢(0) = 0, segue que

sen(a + 3) = sen acos B + cos asen 3.
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Para finalizar esta se¢do, onde estamos utilizando ferramentas do Célculo, para
provar as formulas de adi¢do, mostraremos como utilizar uma integral apropriada

para se chegar a identidade

sen(a + ) = senacos 8 + cos asen f3.

B
Considera a integral [ = / cos(a + x) cos(f — x)dx. Calculando essa integral

por partes, segue que:
B
I = [sen(a + z(cos(f — x)]) — / sen(a + ) sen(f — x)dx

= sen(a + ) — senacos 5 + [cos(a + ) sen(f — a:)]g + 1

=sen(a+ ) —senacosf — cosasen  + 1.

Portanto, sen(« + ) = sen v cos § + cos asen [3,como queriamos demonstrar!
Para obter as outras dias formulas de adi¢do, cos(a + () e sen(a — [3), basta usar

os seguintes fatos:
sen(—z) = —senz e cos(—x) = cosz.

como fizemos na secao (2.3).

2.6.1 Transformacao em produto

Neste ponto faremos um breve abordagem das chamadas formulas de transformacao

em produto (ou da prostaférese), a seguir:

Sena+senﬁ:2-sen&—gﬁ-cosagﬁ
a—f a+
sena —sen J = 2 - sen 5 08—
COS&+COSB=2-COSQ;6'COSQ;B
a+ 0 a—f
cosa — cos 3 = —2-sen sen

2
Na maioria dos livros que tratam do assunto, a demonstracdo dada para essas

identidades € feita da seguinte forma:
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Considerando as ja conhecidas formulas de adicao,

sen(a + ) =sena - cos 5+ sen 5 - cos « (2.10)
sen(aw — ) = sena - cos B — sen 3 - cos « (2.11)
cos(av+ ) = cosa - cos f —sen « - sen (3 (2.12)
cos(a — ) = cosa - cos B + sen « - sen (2.13)

podemos fazer

(2.10) + (2.11): sen(a + ) + sen(a — ) = 2 - sen « - cos
(2.10) - (2.11): sen(a + ) — sen(a — B)

(2.12) + (2.13): cos(a + B) + cos(a — ) = 2 - cosa - cos 3
(2.12) - (2.13): cos(a + B) — cos(av — ) = —2 - cos v - cos 3

=2-senf - cosa

Fazendo a mudanga de varidvel A+ B =ae A — B = [ obtém - se

A:OHFB e B:&_ﬁ.
2 2
Substituindo esta mudancga nas ultimas equagdes se obtém as formulas de transformagao
em produto:

senoz—l—senﬁ:Z'sena—;ﬁ °COSQ;6
a—pf a+ S

sena —sen § = 2 - sen 5 0S5

o+ o —
cosa + cos 3 = 2 - cos 26-cos 26
a+ 0 a—f

cosa — cos 3 = —2-sen 5 sen 5

Agora, seguindo a nossa proposta, vamos mostrar um argumento geométrico que

sugere a veracidade das féormulas de transformacdo em produto.

Considerando 6 = O‘Tfﬁ ey = O‘Qﬁ na Figura (2.9), e usando o fato de que o ponto
de coordenadas (¢, s) é o ponto médio dos pontos de coordenadas (cos «v,sen«) e
(cos 3, sen ), segue que:
_ sen o + sen f3 et — cos o + cos 3
2 2
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(cos @, sena)

(cos B, senf3)

Figura 2.9: Demonstracdo visual das férmulas da prostaférese - 1.

Por outro lado,

$:cos(a; ) sena; et:cos(a; ) cos(a; )
Portanto,
senatsenf cos(a —_ 6) sen(a il ) = sen a+sen f = 2-sen atp cos —— b
2 2 2 2 2
cosatcosp Cos(& _ ﬁ)-cos(a il 6) = cos a+cos 3 = 2-cos ar B'COS a—p
2 2 2 2 2
Para as outras duas formulas de transformac¢ao em produto consideremos a figura
a seguir:
Considerando 0 = O‘—;ﬁ ey = O‘Qﬁ na Figura (2.10) obtemos:

v =sena — sen 3

u = cos 3 — cosa

Por outro lado,

v = 2sen(a _ )cos(a ;F ﬁ)
u = QSen(a _ )sen(a J2F 6)
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(cos a, sency)

=
2sen

[ | (cos 3, senf3)

B ]

Entao,
sena—senﬁ=2sen(a_ )COS(&gﬁ)
COSB—COS@zQSen(a; )SGH(Q;B)
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Capitulo 3

Identidades e desigualdades

Neste capitulo trataremos de algumas identidades algébricas, assim como algumas
desigualdades classicas, dando-lhes muitas vezes uma interpretacao geométrica, que
ao nosso ver podem ser bastante educativas e convincentes para estudantes menos
experientes que ainda nao tenham uma fluéncia significativa em manipular expressoes
algébricas, obedecendo a maxima que “uma figura pode valer mais que mil palavras”,

especialmente quando a dose de rigor ndo pode ser muito alta.

3.1 Desigualdades e identidades algébricas

3.2 Desigualdades

Nesta secao abordaremos algumas desigualdades classicas, como por exemplo,
as desigualdades entre as médias harmonica, geométrica, aritmética e quadratica de
numeros reais positivos, algumas outras desigualdades elementares cldssicas que ser-
vem de ferramenta para solucdo para diversos problemas, a famosa e utilissima
desigualdade de Cauchy-Schwarz e algumas desigualdades envolvendo fungdes
trigonométricas, tudo i1sso sempre no mesmo espirito de sempre: comparando as
demonstracoes usuais com demonstracoes alternativas, com bastante apelo geométrico,
que ao nosso ver sao estimulantes e bastante convincentes para estudantes que estive-

rem tendo um primeiro contato com o assunto.
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3.2.1 Desigualdade das médias

Dada uma lista a1, as, . . . a,, de nimeros reais positivos, as médias Aritmética (A),
Geométrica (G), Harmonica (H) e Quadratica () sdo calculadas pelas expressoes

a1 t+taxt ...t ay
n

Teorema 16 (Desigualdade das médias). Se a1, as, . . . a,, sdo niimeros reais positivos,
entdio H < G < A < Q. Além disso, a igualdade H = G = A = () ocorre se, e

somente se a1 = Gy = ... = Q.

Algumas demonstracdes desse Teorema podem ser encontradas em [6].
Para o caso particular em que n = 2 apresentaremos a seguir um simples argumento

geométrico que sugere a desigualdade G < A, ou seja,

b
Vab < a—2|— .coma,beRT.

De fato, considere um quadrado de lado a + b, conforme ilustra a figura a seguir:

Na figura acima o quadrado maior tem area (a + b)* € o quadrado menor tem érea

a b
@  J
b
a
® ~
a—>b
L 4 ©
a—b
a
b
® o o
b a

(a — b)%. Além disso, a diferenca entre as dreas dos dois quadrados corresponde as

areas dos quatro retangulos cujos lados medem a e b, isto €,
(a+b)*—(a—b)*=4ab < (a+b)* = 4ab+ (a — b)* > 4ab
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ou seja,

b)2 b
(a+b)224ab©%2ab®\/@§a; ,

ocorrendo a igualdade se, e somente se a = b.
Uma pequena variante desse argumento geométrico pode ser dado utilizando-se a

figura a seguir:

Observando a figura acima podemos ver que a area do quadrado de lado a + b
¢ maior do que ou igual a soma das areas dos 8 triangulos retangulos cujos catetos

medem a e b, ou seja,

b b
m+wV28-%:y%%§a;.

Além disso, note que a igualdade G = A ocorre se, e somente se, a — b = 0, ou seja,
se, e somente se, a = b.

Um outro fato que é comentado em [6], que merece destaque é que no caso
para n = 2 podemos visualizar geometricamente as desigualdades entre as quatro
principais médias,

H<G<A<Q.

como sugere a figura a seguir: Para visualizar esses fatos, considere que o semicirculo
da figura acima tem raio de medida R. Note que M N = a + b, como M N = 2R =
2R=a+b,istoé, R = “T*b Por outro lado, OS = R = GTer = A, entdo A = “TJ“b
No triangulo retangulo M N P podemos aplicar a relacdo métrica PT? = AT - TN
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2 12
77— 2ab G:m’Aza—ﬁ—b,Q: a—ﬁ—b.

a+b’ 2 2

para concluirmos que G = v ab. Como OS é a medida do raio so semicirculo,segue
que PT < OS, o que pode ser escrito como v ab < GTM, re., G < A.
Por outro lado, OT = (42 —a) = 52 e OS = %2 Aplicando o teorema de

2
Pitagoras no triangulo M E'B, temos:

b—a\® [a+b\
TS? =
o= (57) +(7)
a’? — 2ab + b> + a® + 2ab + b?
4

2a% + 2b?
4
a’ 4 v?
B

Portanto, 7S = ‘LQZLZ’Q = (). Por fim, no tridngulo OT'S,temos que OS5 < T'S, o

. . a/__’_b a2+b2 . ,
que nos permite concluir que 5 < 5 18to &, A<Q.

Para visualizar a média harmodnica, vamos observar o tridngulo retangulo OT'V .

Uma das relagdes métricas desse tridngulo nos diz que PT? = PV - OP. Ora, como

PT:GeOP:“T“’:A,segueque

2
@zOPPVzAPVéPV:%a

Assim,
ab 2ab

+b: =
a2 a+b

PV = =H.

2
1

ISl

116



CAPITULO 3. IDENTIDADES E DESIGUALDADES

Como PV < PT, segue que H < GG. Resumindo,
PV <PT<OS<TS=H<G<ALQ.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, PV = PT = OS =TS, o que

ocorre se, 0 somente se a = b.

3.2.2 Duas desigualdades tteis e interessantes

Agora apresentaremos duas outras desigualdades menos conhecidas, mas que sao

uteis principalmente em questdes de competicoes matematicas.

Teorema 17. Sejam a, b e c trés niimeros inteiros positivos. Entdo,
2 2 2
ab + ac+ bec < a“ + b + ¢”.
Ocorrendo a igualdade se, e somente se a = b = c.

Demonstra¢do. A demonstracao classica dessa desigualdade parte do fato de que o
quadrado de qualquer nimero real é sempre maior do que ou igual a zero. Como a, b

€ ¢ sao nimeros reais, segue que:

(a=b2+(a—c)+(b—-c) >0
a’—2ab+ b +a’—2ac+c+ b —2bc+ >0
a> + b+ > 2ab+ 2ac + 2bc =
a2+ b+ > ab+ ac+ be.

Além disso a igualdade a® + b? + ¢ = ab + ac + bc ocorre se, e somente se

(

a—b=0
(a—b2+(a—c)+(b—c) =0 a—c=0 Sa=b=c

b—c=0
\
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O exemplo a seguir, € um tradicional problema que constantemente aparece em pro-
vas e listas de preparacao de competi¢cOes de Matemadtica. A solucdo desse problema

€ intimamente relacionada com a discussao anterior.

Exemplo 3.2.1. Sejam a, b e c as medidas dos lados de um tridngulo AABC. Mostre

que o tridngulo AABC é equildtero se, e somente se, a> + b* + c> = ab + ac + be.

Resolucao:

De fato, se o tridngulo AABC' for equilatero, tem-se que a = b = c¢. Nesse caso,
a® + 0>+ =a’ +a* + a® = 3ad’.
ab+ ac + bc = a.a + a.a + a.a = 3a°.

Nesse caso, a® + b> + ¢ = ab + ac + be.

2

Reciprocamente, se a? + b* + ¢ = ab + ac + be, segue que

>+ b+ =ab+ac+ be &
2a* + 2b% + 2¢% = 2ab + 2ac + 2bc <
(a* = 2ab + b%) + (a* — 2ac + %) + (b* — 2bc+ ) = 0 &
(a=b2+(a—c)+(b—c’=02a=b=c

Agora apresentaremos um argumento geométrico (presente em [26]) que fornece

uma demonstracao visual para tal desigualdade.
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Demonstracao:
|
S— °
i !

d ab : : = a®

b| e i b
: T -
i i
b p o

Figura 3.1: Desigualdade de inteiros 1

Na figura 3.1, comparando-se as dreas dos retangulos pode-se observar que:

ab+ ac + be < a® + b + &2

Além disso, a igualdade ocorre se, € somente se a = b = c.
Agora apresentaremos uma desigualdade que costuma desafiar mesmo professores

e estudantes mais experientes. Vejamos

Teorema 18. Sejam a,b e c trés niimeros reais positivos. Entdo, 3abc < a® + b® + ¢3.

Demonstragdo. A prova (classica) de tal desigualdade passa pela seguinte identidade:
a® + b +c* —3abc = (a+b+c)-(a* +b* + c* — ab — ac — be)

Como a, b e ¢ sao ndmeros inteiros positivos tem-se que a + b + ¢ > 0. Além disso,

ja vimos que a® + b? + ¢ > ab + ac + be, o que é equivalente a
A+ +E—ab—ab—be>0.
Como o produto de dois nimeros reais ndo negativos também € maior do que ou igual
a zero, segue que:
a® + 0+ ¢ —3abc = (a+b+c)-(a* +b*+c — ab— ac — be) > 0.

Entdo, a® + 0% + 3 — 3abe > 0 < a® + b + & > 3abe. W

Para finalizar essa se¢do apresentaremos uma demonstracao visual muito interes-

sante dessa desigualdade que se encontra no livro [26].
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Na figura a seguir, comparando as areas dos retangulos, podemos observar que

a® + b3 + ¢ > 3abe

a b c a b c
p— @ ®
be abe
a’ a
e abe
-
L 2 ] [
ab abe b v?
e g
o——0 o—e

Figura 3.2: desigualdade 2

como queriamos demonstrar!

3.2.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Mesmo nao sendo abordada no ensino basico a desigualdade de Cauchy-Schwarz
¢ conhecida por boa parte dos professores e bastante interessante para aqueles alunos
mais curiosos que se dedicam as olimpiadas de matematica, visto que € uma ferra-

menta bastante poderosa para resolver problemas que envolvem outras desigualdades.

Teorema 19 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam a, as, ..., a,, 01,09, ..., b,

numeros reais, entao:

(a?+a3+...+a) - (by +by+ ... +b2) > (arhy + agby + ... + a,b,)?

a __ a2 __ (7

com a igualdade valendo se, e somente se, Tl R Z"

Demonstracdo. Inicialmente mostraremos a prova mais tradicional. Para demonstrar

a desigualdade considera -se esta fungao:
f(l’) = (CLl — blfL')2 + (CL2 — b2$)2 + ...+ (an — bnx)z
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Perceba que cada parcela dessa fun¢do € uma fungao quadratica na varidvel x, tal que

f(x) > 0 para todo x real. Nesse caso, A < 0. Assim,

f(@) =(a1 — biz)? + (a1 + bax)® + ... + (a, + by2)?
—a — 2a,b17 + biz® 4 ...+ a? — 2a,b,r + b2a?

=(b? + ...+ b2)a? —2(a1by 4+ ... Fapby) + (aF 4 ... +a?)

Ora, como A > 0, segue que:
[—2(aiby + ... +apb))? —4- O +...+b2) (a2 +...4+a2) <0

dlarby + ...+ apby)? <40* + ...+ 02)(a? + ... +d?)

(a1b1+...+anbn)§\/b§+...+bg\/a%+...+ag

Agora, analisaremos quando ocorre a igualdade.

f(z) = (a1 — b12)* + (ag — byx)? + ... + (a, — byx)?

No caso em que A = 0 a equagdo f(z) = 0 tem apenas uma raiz real, isto €, existe

um tnico zy € R tal que f(zy) = 0. Nesse caso,
2 2 _
(@ —bix)* 4+ ...+ (a, — byz)" =0
Para que essa soma seja nula, cada parcela devera ser também nula, ou seja,

a1—blsco:O,ag—ngo:0,...,an—bnx0:O

@ g G2 _ On @m o e an
G L0 = 3, Lo = bn,oquerevelaque === [l

Portanto, zo = e
Seguindo a proposta do nosso trabalho, agora apresentaremos uma motivacao

geométrica para desigualdade de Cauchy - Schwarz, no caso em que n = 2. Nesse

caso a desigualdade de Cauchy-Schwarz assume a seguinte forma: dados os pares

ordenados (a, b) e (¢, d) de nimeros reais, entdo

ac+bd < \a2+ b2\ + (3.1)
Demonstracao: Consideremos as figuras abaixo:
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D || G le] C
|d|
|al Va2 + b2
b F
—_—
Hg¢ al
|d]
A e E |o] B

Na figura da esquerda temos um par de triangulos retangulos cujos catetos sdao

la| e |b]; um par de tridngulos retdngulos cujos catetos medem |c| e |d| e um para-

lelogramo de lados v/a? + b? e v/c? + d?. Na figura da direita, temos os mesmos

quatro triAngulos retingulos e um retangulo cujos lados medem v/a? + b2 e v/c2 + d=.
Lembrando que a medida da area de um retangulo € sempre maior do que ou igual a
medida da drea de um paralelogramo com os mesmos lados, segue que drea da figura

da esquerda ndo excede a drea da direita, isto €,

1 : :
(al + 1)) - (el + ol) < 220 o [ | ame. o

= |a].|b| + |¢|.|d| + Va2 + b2 - /¢ + a2

Mas ocorre que
(la[ +d]) - (le| + |ol) = [al.|0] + |al.[d] + [¢].[b] + [c].|d]

Portanto,

lal.|e| + |al.|b] + |d|.|c| + b].|d] < |al.|b] + |¢|-|d| + Va2 + b2 - /2 + @

al.le| + [b.|d| < V@ + 02 - VE T+ &

Assim,

Por outro lado, pela desigualdade triangular,
ac + bd < |lac+ bd| < |ac| + |bd| = |a|.|c| + |b].|d]

Por fim,

ac+bd < a2+ b2+ &,
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Além disso, a igualdade de 3.1 se verifica quando o paralelogramo da esquerda for

retangulo, ou seja, a semelhanca dos triangulos gerados pelo paralelogramo possui

a b

< = 4, como queriamos demonstrar!

3.3 Identidades algébricas usuais

Nesta se¢ao faremos uma breve incursao nas principais identidades algébricas
usuais, via uma interpretagao geométrica. Especificamente daremos visualizacoes

geométricas para as seguintes identidades:

(@ + b)% = a® + 2ab + b

(a — b)? = a® — 2ab + b

a’? —b* = (a—b)(a+D).

(a+b+c)* =a*+b*+ &+ 2(ab+ ac + be)

Um argumento geométrico que sugere a primeira dessas identidades podemos utilizar

a seguinte figura Na figura acima, um quadrado de lado a + b foi dividido em dois

a a ab

b ab b2

e — A~
a b

quadrados, um lado a, outro de lado b e dois retangulos cujos lados medem a e b.
Igualando-se as areas do quadrado maior e das quatro partes em que ele foi dividido,
segue que

(a +b)* = a® + 2ab + b*.

No caso da segunda identidade podemos considerar a seguinte figura onde temos um
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(a—Db)b

a <

(a=0b)b | p? } b

quadrado de lado a, outro de lado (a — b)? e dois retAngulos cujas dimensdes sdo

a — b e b. Igualando as areas correspondentes, segue que:

a* = (a—b)?*+2(a—Dbb+ b = (a—0b)*=a>— 2ab+ V.

Para a terceira identidade, utilizaremos a figura a seguir: Nessa figura a soma das

(@=b2| 7 [P a—1d
a < =
(a—0b)b b? b
\_v—’;v—’
a—0b b

areas dos retangulos de dimensdes (a — b) e b e do quadrado de lado (a — b) (drea

hachurada) € igual a:
a(a —b)+bla—b) = (a+b)(a—Db).

Por outro lado essa area corresponde a diferenca entre a area do quadrado de lado a e

o quadrado de lado b, ou seja, a> — b?. Portanto,

a* —b* = (a+b)(a—D).
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Por fim, para a dltima identidade, utilizaremos a figura a seguir: onde a soma das

a? ba ca } a

ab b2 ch > b

ac be 2 > O

w
(1 b C

areas do quadrado de lado a + b + ¢ corresponde a soma das areas dos retangulos

menores, ou seja,

(a+b+c) =a*+ b+ +2(ab + ac + be).

3.4 Somas de inteiros

Nesta secao vamos trabalhar com algumas identidades algébricas muito conhecidas,
no mesmo espirito dos capitulos anteriores; inicialmente mostraremos a maneira
que usualmente os livros-texto as demonstram e em seguida apresentaremos uma
argumentacao geométrica que fornece um argumento de razoabilidade da identidade
em questdo. Apesar de apresentarmos nessa ordem, talvez para o uso em sala de aula,
seja mais adequada ao professor a ordem inversa, isto €, usar a visualizacdo geométrica
para estimular o aluno iniciante A descobrir uma férmula geral a partir de casos
particulares e em seguida lancgar a pergunta: como podemos garantir que realmente
tal identidade seja verdadeira? Ao nosso ver isso pode ser bastante educativo para
estimular o estudante iniciante no processo de descoberta e na produgao de conjecturas

gerais a partir de casos particulares.

3.4.1 Uma soma muito famosa - Carl Friederich Gauss

Para comecar vamos tratar da conhecidissima férmula da soma dos n primeiros

inteiros positivos.
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n(n+1)
5 .
Nos livros didaticos do Ensino Médio como [12], a demonstragao mais usual dessa

1+24+3+...+n=

identidade € baseada na famosa ideias de Gauss, a seguir:

S=14+2+3+...+n
S=n+n—-1)+mn-2)+...+1
adicionando-se membro a membro essas duas igualdades, segue que

QS:£1+n)—I—(1+n)+...—l—(1+n2:>S:w.

n parcelas

que € um caso particular da formula de da a soma dos n primeiros termos de
da soma dos termos de uma progressao aritmética. De fato, como a sequéncia
1,2,3,4,...,n é uma progressdo aritmética de razdo r = 1 onde o primeiro termo
a; = 1 e on-ésimo termo a,, = n, usando o fato de que a soma dos n primeiros termos
(a1tan)-n n(1+n)

n S .
5, segue que 5, = —5—,

de uma progressao aritmética € dada por: S5, = 5

como queriamos demonstrar!

Em alguns livros, mesmo mais avancados que os do Ensino médio, essa identidade
¢ demonstrada utilizando-se o método da indu¢ao Matematica. Mas para utilizar esse
caminho € preciso ter uma conjectura sobre o valor da soma 1+243+4...+n. Como
obter essa conjectura? Uma boa sugestao € visualizar casos particulares (pequenos
valores de n). Uma boa alternativa para se fazer isso € utilizar uma visualizag¢ao
geométrica da soma, conforme ilustra a figura a seguir onde n = 6.

Imagine que queira obter o valor da soma 1 + 2 4 3 + 4 + 5 4 6. Para isso vocé
pode representar cada um dos algarismos 1, 2, 3,4, 5 e 6 por pequenas bolinhas (em
cinza claro). Colocando uma bolinha na primeira linha; duas na segunda linha, e
assim sucessivamente até colocar seis bolinhas na ultima linha formando uma espécia

de triangulo de bolinhas (cinza claro), representando a soma

1+2+3+4+5+6
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Dessa forma podemos “encaixar’(de cabega para baixo) uma figura idéntica a essa
configuragcdo formada por bolinhas pretas, formando um retangulo com 6 linhas e 7
colunas, mas a soma que queremos 1 + 2 4+ 3 + 4 + 5 + 6 € exatamente a metade do
nimero total de bolinhas presentes nesse retangulo 6 x 7, isto €,

6><7_
=

1+24+34+4+5+6= 21.

No caso geral 1 + 2 + 3 + ... + n, montariamos uma configura¢ado triangular com
uma bolinha na primeira linha, duas na segunda linha, e assim sucessivamente até
que tivéssemos n bolinhas na ultima linha. Encaixando (de cabecga para baixo) uma
configuracao triangular idéntica a essa formariamos uma configuracao retangular com
n linhas e n + 1 colunas e portanto composta de n(n + 1) bolinhas. Nesse caso a
somal+ 2+ 34 ...+ n seria igual a metade do nimero total de bolinhas presentes
no retangulo, isto é,

1
1+2+3+...+n:%.

Soma dos Primeiros impares positivos

Uma segunda férmula bastante conhecida é a soma dos n primeiros nimeros

impares positivos, isto é,
S=14+34+5+---4+(2n—-1)

Nesse caso também poderiamos o usar o raciocinio de Gauss ou diretamente a formula

da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética (que essencialmente
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sd0 a mesma coisa). Nesse caso,

1+2n—1)n2
1+3+5+...+(2n—1)="(+2" )"2”:n2.

Uma maneira bastante intuitiva para conjecturar e igualdade
14+34+5+...+(2n—1) =

¢ considerar, por exemplo a figura 3.3 a seguir, onde vamos obter asoma 1 + 3 + 5 +
749+ 11+ 13 + 15. Como no exemplo anterior, representaremos geometricamente
o numero 1 por uma bolinha; o nimero 3 por trés bolinhas, e assim sucessivamente
até que o numero 15 € representado por 15 bolinhas. Podemos entao dispor essas

bolinhas conforme a ilustra a figura 3.3:

#

Figura 3.3: Soma dos primeiros impares positivos

Nessa figura temos entdo 1 +3 4+ 5+ 7+ 9 + 11 4 13 + 15 bolinhas formando
um quadrado com 8 linhas e 8 colunas, totalizando 82 = 64 bolinhas, revelando que:

1+3+5+7+11+13+15 =82

No caso geral, isto €, para obtermos a soma, 1 +3 + 5+ ... + (2n — 1), podemos
seguir o mesmo padrao obtendo uma configuragdo quadrada com n linhas e n colunas,

resultando entdio em n? bolinhas, sugerindo a igualdade

14+3+5+...+(2n—1)=n?
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Um outra identidade bem conhecida € a seguinte:

o n(n+1)2n+1)
— ; ,

A maioria dos livros que trazem essa identidade e a demonstram, fazem a demonstragcao

124+224+3%+... +n

utilizando o método da indu¢do. Como ja comentamos, hd um problema nisso que

¢ preciso ter a conjectura de que a soma dos quadrados dos primeiros n nimeros

n(n+1)(2n+1)
6

essa conjectura. Nesse caso daremos duas sugestoes; uma primeira algébrica e outra

inteiros positivos € igual a , 0 que ndo € nada intuitivo. Mas como obter

geométrica. Vejamos:

124224324, 4n?

Inicialmente vamos investigar a fra¢do F,, = 55— paran =1,2,3,....
en=1l=FR=C=1=3

R

Pn=3s Fy= G2 o1

Note que os denominadores das fragdes Fi, F5 e F3 sdo iguais 3 enquanto 0s nume-
radores foram os numeros 3, 5 e 7, que sdo 0s primeiros inteiros positivos da forma

2n+1,comn =1,2,3,..., 0 que sugere que no caso geral devemos ter:

PP+ 2243% 4. 4+n® 2n+1
" 142434...4n 3

Por outro lado, sabemos que

n(n+1)

1+2+3+...+n= 5

Assim,

In+1 124224324 4n?

3 1+2+43+...+n
P42+ 4
o n(n+1)

2
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entao

o + 1 1
124224324, 4= n; -n(n; )

n(n+1)(2n+1)
— ; _

Agora vamos dar uma motivagdo geométrica para identidade acima. Para isso

vamos considerar a soma 12 + 22 + 3% + 42 + 52, Podemos representar cada uma das
parcelas dessa soma como quadradinhos, onde a parcela 1% é representada por um
quadradinho de lado 1; a parcela 22 é representada por um quadrado de lado 2 e assim
sucessivamente até que 52 é representado por um quadrado de lado 5, sendo que todos
eles estdo encaixados num quadrado de lado 1 4 2 4+ 3 4 4 4 5,conforme ilustra a

figura a seguir:

(1+2+3+4)-(5

Diante do exposto, podemos interpretar a soma 12 + 22 + 32 4 42 4 5% em termos
das areas dos quadrados e dos retangulos apresentados na figura acima da seguinte

forma:

PP+22+32+42+52=(1+2+3+4+5)(1+2+3+4+5)—
212+ (1+2)3+(1+2+3)4+(1+2+3+4).5]
=(1+2+3+4+5)*~
202+ (14+2)3+(14+24+3)4+(1+2+3+4).5]

Note que podemos escrever a igualdade acima da seguinte forma:
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e () E[(E)e

k=1 1=1

No caso geral, para obtermos a soma 12 + 22 4- 32 4+ . .. + n? podemos considerar
um quadrado de lado 1 + 2 + 3... + n com quadrados de lados 12,22 32, ... n?
encaixados seguindo o mesmo padrao do caso particular n = 5 que fizemos acima.
Observando as dreas dos quadrados e retangulos presentes na figura, podemos concluir
que

n n 2 n—1 k
> k= (Zk) = [(Z) (k+1)
k=1 k=1 k=1 L \i=1

Para finalizar essa se¢cdo mostraremos uma motivagao geométrica para a identidade

P4+25+3 4+ 40 =(1+2+3+...+n)

que costuma ser provada por inducao nos livros tradicionais, como por exemplo em
[19] Para tal considere a figura a seguir onde temos um quadrado cujo lado mede

1+24+3+4+5+6+7+8. Nesse caso, vamos argumentar para chegar na igualdade
P+ 438 +483 45 4+68+7+8=(1+2+3+4+54+6+7+8)°.

Na figura, note que a parcela 1° est representada por um tinico quadradinho banco no
canto superior esquerdo. A parcela 23 est4 representada por 8 quadradinhos brancos
representados no canto superior esquerdo e assim sucessivamente, até que a parcela
83 estd representada pelos quadradinhos escuros da lateral direita e da parte inferior
da figura abaixo

Agora vamos contar todos os quadradinhos presentes na figura de duas formas, a
saber: primeiro vamos contar todos os quadradinhos contando-os a partir do canto
superior esquerdo, o que nos leva a soma 13 + 23 + 33 443 4+ 53 + 63 + 73 4- 83, depois
olhamos a figura completa como um quadrado composto de 14+2+434+4+5+6+7+8
linhase 14+243+44 546+ 74 8 colunas, 0 que nos permite concluir que existem
(14+2+3+...+8)(1+2+3+...+8) = (1+2+3+ ...+ 8)% quadradinhos na
figura. Assim,

PB+2B+3 4+ 8458 +68+7P +8=(1+2+34+4+5+6+7+38)%.
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No caso geral, podemos raciocinar de modo completamente andlogo: basta con-
siderarmos um quadrado culo lado deme 1 + 2 4+ 3 + ... 4+ n e subdividi-lo em
13423 + 334 ... +n? quadradinhos seguindo o mesmo padrio da figura acima. Esse

procedimento sugere que

B+ +3+. +nd=0+2+3+...+n)

-[5]

Ha vaérias formas de provar essa identidade formalmente. Como ja dissemos, usar o
método da Indu¢do Matemadtica é o mais comum nos livros que tratam do assunto.
Apresentaremos a seguir uma outra demonstracao dessa identidade que também pode

ser encontrada nos livros usuais.

Para todo inteiro k, sabemos que

B+ D' =K'+ 4k> + 6k + 4k + 1= (K + 1D)* — k' = 4K® + 6k* + 4k + 1
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Fazendo £k = 0,1,2,3...,n, segue que

(190" = 4.0% 4 6.02+ 4.0 + 1
24 11 =4134+6.12+41+1
3 —20 =422 4+622+42+1
41— 31=43%+6.3>+43+1

\(n+1)4—n4:4.n3+6.n2+4.n+1

Adicionando membro a membro as igualdades acima obtemos:

nt =4+ 2+ 40 +6(12+22+ . ) +4(14+24+ ... +n)+n
nn+1)2n+1 n(n + 1
(et hEn+l) | nn+l)
6 2
(P+24+ ... +2)+nn+1D2n+1)+2n(n+1) +n

4(1° +2° + ... +n?) +6.
4

Portanto,
41 +22+ . ) =n'—nn+1D2n+1)-2n(n+1) —n
= [n(n + 1)]2

Assim,

1 2
41+ 2+ )=+ D)= 1P 2243+ 0t = [%] :

como queriamos demonstrar!

3.5 Soma dos termos de uma progressao geomeétrica

Neste ponto vamos mostrar um argumento que sugere a férmula da soma de uma

série geométrica de primeiro termo a e razdo q tal que |g| < 1, a saber S = ﬁ
Para demonstrar essa féormula, necessitamos demonstrar a fomula da soma dos n

primeiros termos de uma progressao geométrica de primeiro termo a; € razao q.
Essa demonstracao aparece em boa parte dos livros didaticos utilizados pelos

professores do ensino basico, como [7], [12].
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Demonstracdo. Considere a sequéncia (a,,),>1 como sendo uma progressao geométrica

ndo constante de razdo ¢. Seja S,, a soma dos seus n primeiros termos, ou seja,
Sp=a1+ay+az+..+a,—14+a,
S,=ai+a-q+a-C+..+a-¢"—2+a-¢"—1 (3.2)
Multiplicando esta ultima expressao por g, obtém - se:
S, q=a1-q+a-FC4+a-C+..+a-¢"—1+a - " (3.3)

Subtraindo as equagdes (3.3) e (3.2) obtém - se:

a1(¢" — 1)

Sp-q—S,=a1-¢"—a; =95, =
qg—1

3.5.1 Soma dos termos de uma série geométrica

Agora Suponhamos que (a,,),>1 € uma progressio geométrica de infinitos termos
tal que a sua razao ¢ satisfaz a condicéo |¢| < 1. Neste caso, vamos demonstrar que

a sequéncia (a,),>1 € convergente, ou seja, que a soma dos seus infinitos termos é
(0.¢]

finita. De fato, para qualquer série numérica E a, a sua soma € definida como o
n=1
o
limite da sua sequéncia de somas parciais (s, ),>1, isto €, g a, = lim s,, onde
- n—0o0
n=1

S, =a; +as+as...+ ap,

No caso em que (a,,),>1 € uma progressdao geométrica ja provamos que

S,=a1+ay+as3+...+ a,
ai(¢" — 1)
q—1
Como estamos supondo que |¢| < 1,tem-se que quando n tende para infinito, o valor

de ¢" tende para zero. Assim,

i . . oa (gt —1) ay aq
a, = lim s, = lim = = .
n—o00 n—o00 q— 1 1 — q 1 — q

n=1
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como queriamos demonstrar!

A prova que acabamos de fazer, apesar de correta, costuma incomodar professores
e alunos do ensino médio pela presenca do limite, que naquele momento da vida
escolar nao € uma conceito matematico bem estabelecido. Em virtude disso vamos, a
seguir, apresentar alguns argumentos geométricos de razoabilidade para tal féormula,
0 que pode ser, a0 nosso ver, bastante adequado para um primeiro contato com o
assunto.

Antes de apresentarmos a primeira demonstragdo visual, mostraremos um caso
particular dessa demonstra¢ao por ser muito comum o aparecimento como questao

nos livros didaticos, como por exemplo em [12].

3.5.2 Uma identidade bem conhecida

E bastante conhecida a soma dos infinitos termos da da progressao geométrica

infinita (%, %, %, . ) Inicialmente, note que ¢ = % Utilizando a igualdade S = 1“—_1(1
11 1 ay 5 3
I R PR I R

Agora daremos um argumento geométrico que nos leva a tal identidade. Conside-

rando a figura a seguir:

172 12 14

1/'22

1

Figura 3.4: Quadrado de lado 1

Seja um quadrado de lado [ = 1. Vamos dividi-lo em duas partes iguais, mantere-

mos intacto o lado esquerdo e dividindo o lado direito em duas partes iguais.
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Ao dividir o lado direito ao meio continuaremos com a parte de baixo e dividiremos
a parte superior em duas partes iguais.
O procedimento podera ser repetido indefinidamente. A soma das areas dos

“infinitos “’retangulos construidos deve ser igual a drea do quadrado original, ou seja,

1. Assim,
| 1+1 1+1 1+1 1+1 1+ .
2 2 2 4 92 4 4 88
Portanto,
1+1+1+1+ =1
2 4 8 16

Agora, apresentaremos uma demonstragao que generaliza a identidade anterior.
Vamos calcular a soma dos termos da P.G. infinita 1 — 7, (1 — 7)? (1 — )3, ..., com

—1 <r < 1Assim:
l—r+ Q=7 +0=-rP+...=1
Daremos um argumento geométrico para tal identidade. Considere a figura a seguir

r r(1-r) r('l—r)z

r(l-r)3

r(l—r}z o (1—r)2

r1-r)° r(1-n)

r(1-r) r

Figura 3.5: Quadrado de lado 1

que é um quadrado de lado [ = 1. Vamos dividi-lo em duas partes uma de base r e
a outra de base 1 — r, manteremos intacto o lado esquerdo e dividindo o lado direito

em duas partes: uma de lado r e outra de lado 1 — 7.
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Ao dividir o lado direito continuaremos com a parte de baixo e dividiremos a parte

superior em duas partes: uma de base 1 — r € a outra de lado (1 — r)? .

O procedimento podera ser repetido indefinidamente. A soma das areas dos
“infinitos “’retangulos construidos deve ser igual a drea do quadrado original, ou seja,

igual a 1. De outro modo,

Lord+r-(1=r)4+r-1=r)P+r-1—=7r)P+...=1

Portanto podemos concluir que:

r+r-(I—=r)4+r-1=r 4+r-Q=rP4+r-1-r)+..=1

3.5.3 Mais uma soma de areas

De mesmo modo comegaremos com um exemplo e depois passaremos a uma

generalizagao.

RS I

Exemplo 3.5.1. Determine a soma dos termos da P.G. infinita (}1, %6, 51 356 )

Primeiramente, observemos que ¢ = %. Ora, como |q| < 1, podemos utilizar a

formula s = 1%1. Desse modo, temos:
L1 1,1 R R
416 64 256 T 1—-¢q 1-1 3 3

Agora, veremos uma solu¢ao geométrica para o problema representada. Na figura

(3.6) temos um quadrado de lado 1 que foi dividido em quatro partes iguais. Tomamos

uma das partes (inferior esquerdo) cuja a 4rea é }l, em uma outra parte (superior direito)

repetimos 0 mesmo procedimento, dividimos em quatro partes igual, tomamos uma
delas, cuja a area € 1—16 e tomemos uma outra parte e repetimos o procedimento.
1 1 1 1 1

Z+1—6+6—4+%+...=§

Generalizando o exemplo anterior, consideremos um quadrado de lado 1 na figura
(3.7).
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m:
1/8) |
1/2 erof
= s
1/2}

1/2

Figura 3.6: Soma de dreas menores

Seguindo um procedimento andlogo ao do item anterior tomaremos um quadrado
(parte inferior esquerda) de lado 1 — 7 cuja a drea mede (1 — r). No canto superior
direito no quadrado de lado r tomemos um quadrado de lado (1 — r) e assim
infinitamente. Gerando a soma:

(1—1r)? 1—r

A=ttt (=) = A—rZ+2r-(1—r) 1+r

Para finalizar, neste ponto apresentaremos duas generalizacoes muito interessantes
presentes em [25] que podem ser utilizado pelo professor para justificar a soma dos
termos de uma progressdo geométrica infinita com razao q tal que |¢| < 1 via dois

argumentos geométricos. Vamos ao primeiro: Considere a figura a seguir:

Da figura acima temos que
b=a+a-r+a-r*+a-r*+... . eh=-
r
Além disso esse tridngulo, € semelhante ao triangulo hachurado. Como b =a -re

h =1 —r, segue que:

a-r 1—r
2 3 =1 =
at+a-r+a-r“+a-r°+... =
a+a-r—|—a-r2+a-r3—|—...:1a .
—-r
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am

r3

~ b
e
HEnEE

o

- |

v ;ﬁ\

a + ar + a? +ard+

Figura 3.8: Soma P.G. por tridngulos

Uma segunda possibilidade para obter a soma da série geométrica 1 + r + 72 +

r3 + ..., com |r| < 1, é utilizar a figura a seguir:

Note que 0 APQR e o APST s@o semelhantes, o que nos permite escrever:

! SR NP
= r T e — .
L+r+r2+.. 1 1—r

139



CAPITULO 3. IDENTIDADES E DESIGUALDADES

~

140



Conclusao

Em todos os niveis de ensino o professor tem sempre duas dificeis decisdes a
tomar; o que o ensinar sobre um dado tema e como introduzir e ensinar aquele tema.
Uma vez escolhido o que ensinar sobre um dado tema, dependendo do publico ao
qual o professor ird de reportar, a forma de como introduzir e abordar o contetido
serao decisivos para atingir o seu objetivo de transmitir o conteudo e ser entendido
por aquele publico.

Nas ultimas décadas, nova propostas de ensino vém sendo introduzidas no ensino
da Matemadtica em todos os niveis e saber modelar para aplicar a tecnologia estd sendo
cada vez mais necessario para que o aluno possa programar. Porém, ha uma grande
dificuldade em justificar formulas e equacdes, pois tanto alunos como professores
estdo acostumados a utiliza- las prontas sem se preocupar com o seu porqué. Isso
ocorre por varios fatores, desde a formacado a grande da carga horaria de trabalho
docente que impossibilita buscar a formagao continuada.

Esperamos que esse trabalho possa contribuir com sugestoes de demonstracoes
e recomendagdes que possam ajudar a drdua tarefa que nds professores temos em
introduzir e seduzir jovens que muitas vezes estardao tendo um primeiro contato com

um determinado assunto.
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