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REsuMoO

Neste trabalho, vamos apresentar uma proposta de projeto de ensino de algebra para
o Instituto Federal de Alagoas, Campus Murici, que visa a resolucao dos trés famosos
problemas dos gregos a partir dos conteiidos abordados no ensino médio integrado dos
cursos de técnico em agroecologia e técnico em agroindustria. Esses problemas consistem
sobre a possibilidade de construcao de um quadrado de mesma area que um circulo dado,
um angulo com um terco da medida de outro angulo dado e um cubo com o dobro do

volume de um cubo dado, usando apenas uma régua sem marcacoes e um compasso.

Palavras chave: Projeto de ensino. Trés famosos problemas dos gregos. Régua sem

marcagoes € compasso.



ABSTRACT

In this work, we bring a project to algebraic learning at IFAL, Murici campus, which
has the resolution of three famous greek problems. It comes from the contents covered in
high school, agroecology and agroindustry courses. These mathematical problems consists
in searching a possible construction of a square that has the same area as a given circle,
a angle which is a third of measure of any given other angle, and finally, a cube which
volume is the double of another given cube, only with a scale with no markings and a

bow compass required.

Key words: Project learning. Three famous greek problems. Scale with no markings

and a bow compass.
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INTRODUGAO

Os projetos de ensino do Instituto Federal de Alagoas consistem em agoes institucio-
nais que visam a melhoria do processo de ensino e de aprendizagem nos cursos de educacao
béasica, de graduacao presencial e de educacao a distancia, destinando-se exclusivamente
aos discentes como piblico alvo (EDITAL N°11/2018/PROEN/IFAL, para mais infor-
magoes, vide [I]). Com base nessas argumentagoes, apresentaremos uma proposta de
projeto de ensino que relaciona um problema matematico mais avancado com os assuntos
do ensino médio para o campus Murici, local onde o autor dessa dissertacao encontra-se
lotado.

O intuito deste trabalho é contemplar alunos do 4° ano do Ensino Médio integrado
(Os cursos do Ensino Médio integrado sao divididos em 4 anos, onde os alunos tém dis-
ciplinas do ensino médio juntamente com as disciplinas do ensino técnico ou tecnologico.
Os contéudos de matematica se encerram no 3° ano), com uma maior afinidade e de-
sempenho na disciplina de matemaética, e que planejam seguir sua vida académica em
areas comuns com a mesma. Assim, iremos trabalhar com problemas bastante populares:
os trés famosos problemas dos gregos, que perduraram por milénios para serem resol-
vidos. Estes problemas envolvem principalmente os contetidos do 3° ano dos cursos de
ensino médio integrado de técnico em agroecologia e técnico em agroindustria, tais como:
ntimeros complexos, polindmios e equagoes algébricas. Estes cursos também possuem o
componente curricular de desenho, que é trabalhado no 1° ano, e que possui varios temas
nos contetidos programéticos que ajudarao aos alunos entender melhor o desenvolvimento
deste projeto, tais como: tracados de paralelas, perpendiculares, divisao de segmento,
mediatriz, concordancia, divisao de angulos, bissetriz e divisao de circunferéncia.

O objetivo deste projeto também é resolver os trés famosos problemas dos gregos, cujas
solucoes perduraram por milénios para serem encontradas. As solugoes serao realizadas
através de critérios de construtibilidade, que normalmente sao vistos em disciplinas de
ensino superior e que envolvem a area de algebra. Porém, aqui serao construidos a partir
dos contetidos citados anteriormente, de maneira didatica e de facil leitura e compreensao.
Mais precisamente, mostraremos que é impossivel construir um quadrado de mesma area
de um circulo dado, um angulo que ¢ um terco da medida de alguns angulos dados e um
cubo que possui o dobro de volume de um cubo dado, usando apenas régua sem marcacoes
e compasso.

Este projeto sera desenvolvido no IFAL através de aulas expositivas, no formato de se-
minérios, apresentados pelo autor deste projeto em conjunto com os alunos escolhidos pelo
mesmo, sendo 1 bolsista e 3 colaboradores, mas aberto também a comunidade académica

do Campus Murici. Esses seminérios terao uma carga horaria total de 45 horas, divididas
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em 3 horas semanais, e terao também como base de aprendizado todos os capitulos dessa
dissertacao, como uma construcao cuidadosa de todos os seus passos. Serao realizadas
3 avaliagoes objetivas, divididas entre os seminérios, com intuito de observar o grau de
aprendizado e de acompanhamento dos participantes acerca dos contetidos. Os recursos
necessarios para o andamento do projeto serao basicamente uma sala de aula normal,
algumas réguas, alguns compassos e pincel, todos para quadro branco e se possivel, o uso
do laboratério de informatica, para utilizar recursos computacionais de aproximagoes e
construcoes. Este trabalho aguarda a abertura de edital para projetos de ensino do [FAL
para ser realizado. A ideia é, depois de aplicado, submeter os resultados obtidos acerca
da insercao de uma formalidade matematica maior nesses cursos, objeto atualmente de
bastante discussao de autores especializados em educagao matematica em suas pesquisas
[13].

Os impactos e resultados esperados ao fim do projeto sao diversos. Dentre eles, os par-
ticipantes poderao experimentar como é parte do estudo dos cursos mais voltados para
exatas, em particular da area de matematica, através do rigor cientifico das demonstra-
coes. Eles também poderao entender um pouco mais da necessidade de estudar alguns
contetidos do ensino médio, através da aplicagao dos mesmos na resolucao dos problemas
dos gregos. O entendimento da natureza também é um fator a ser mudado, pois os parti-
cipantes entenderao melhor as caracteristicas e propriedades dos niimeros irracionais, dos
nimeros construtiveis e dos nimeros transcendentes, que aparecem em varias grandezas

na natureza.
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FUNDAMENTA(;AO NO ENSINO: O PAPEL DA MATEMATICA FORMAL E DAS DE-

MONSTRAGOES NO ENSINO BASICO

De acordo com o Sistema de Avaliacao na Educacgao Bésica (Saeb), em 2017, cerca de
70% dos estudantes que concluiram o ensino médio no pais apresentaram resultados con-
siderados insuficientes em matematica |2, Pag. 45, 62, 106]. A dificuldade dos alunos no
ensino médio com relacao a matemética é uma realidade que atormenta a educacao basica
no Brasil h4 muito tempo. Diante disso, diversas pesquisas e metodologias pedagogicas
apresentam tentativas de modificar essa situacao, e muitas delas criticam o formalismo
matematico excessivo nos contetidos e demonstragoes do ensino médio, apresentando jo-
gos, algoritmos, musicas e outras associagoes como alternativas para o aprendizado da
matematica. Diminuir a matematica formal no ensino béasico nao é uma solucao para o
problema, muito pelo contrario, pois as demonstracoes e o formalismo matemaético pos-
suem um grande papel no desenvolvimento e abstracao do jovem. O objetivo utopico seria
equilibrar o formalismo matematico junto a ideia de tornar os contetidos mais atrativos.
A falta de formalismo matematico a torna pouco agradavel, ja que o jovem, ao aprender
tais contetdos, muitas vezes decoram féormulas e que muitas vezes nao tem ideia de suas
aplicacoes.

Segundo Bishop et al (1999):

“ ... a mateméatica formal e as demonstracoes disciplinam o pensamento, no sentido nao s6 da

ramificagao dos conhecimentos, como também de disciplinar a alma, no controle e na ordem dos
individuos. A ordem e disciplina sado pilares para qualquer sociedade se manter consolidada e é
uma das caracteristicas que o mercado de trabalho espera de qualquer um. A matematica formal

tem um importante papel nesse aspecto, exigindo raciocinio légico, argumentos ja demonstrados e

”

evitando tanto o senso comum como a intui¢do nas investigagoes e solugoes de problemas.

O pensamento critico é outra das caracteristicas trabalhadas na matemaética formal.
Ao realizar uma demonstracao, o individuo indiretamente esta questionando a veracidade
de um fato e, ao mesmo tempo, investigando e utilizando argumentos cientificos para a
solucao de um problema ou comprovacao de uma afirmacao. Vamos tomar por exemplo,
o aprendizado da tabuada. Muitos alunos sao orientados em utilizar a tabuada através de
memorizagoes ou de algoritmos de contagem nos dedos (como para os multiplos de 9). Isso
dificulta o aprendizado mais adiante acerca dos outros contetidos que necessitam apenas
de um conceito basico do produto de niimeros naturais, como as expressoes numeéricas e
potenciacoes. Por outro lado, para o aluno que aprende a tabuada através da soma de
nimeros naturais, é possivel aprender os outros conteiidos de uma maneira muito mais
suave, transformando os produtos em somas e evitando decorar varias tabelas. Questionar

e investigar os algoritmos das séries iniciais € um importante passo para o desenvolvimento
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cognitivo dos alunos.
A énfase na matematica formal e nas demonstragoes aparecem também em diversos

documentos de parametros curriculares nacionais. Segundo a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC):

“ ... para o desenvolvimento de competéncias que envolvem o raciocinar, é necessirio que os es-

tudantes possam, em interacao com seus colegas e professores, investigar, explicar e justificar os
problemas resolvidos, com énfase nos processos de argumentacdo matematica. Embora todas as
habilidades pressuponham a mobilizacdo do raciocinio, nem todas se restringem ao seu desenvol-
vimento. Assim, por exemplo, a identificacdo de regularidades e padroes exige, além de raciocinio,

a representagao e a comunicagao para expressar as generalizagoes, bem como a construcao de uma

argumentacgao consistente para justificar o raciocinio utilizado. ”

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCN):

“ ... acompreensao e a tomada de decisoes diante de questoes politicas e sociais também dependem
daleitura e interpretacao de informagoes complexas, muitas vezes contraditérias, que incluem dados
estatisticos e indices divulgados pelos meios de comunicacao. Ou seja, para exercer a cidadania, é

necessario saber calcular, medir, raciocinar, argumentar, tratar informagoes estatisticamente, etc.
»

Como podemos observar, os argumentos e representacoes matematicas na solucao de
um problema sao tao importantes quanto a propria solucao do mesmo, mostrando o
grau da importancia da matematica formal e das demonstracoes no ensino béasico. Nao
queremos negar aqui de forma alguma outras possibilidades de aprendizado e propostas
pedagogicas menos formais. Muito pelo contrario, pois muitas das vezes, maneiras menos
formais de abordagem de um contetido podem ter impactos positivos no aprendizado de
um aluno. O que queremos enfatizar aqui é que é estritamente necessario que essas praticas
conduzam mais a frente ao entendimento do formalismo matemético e das demonstracoes.

Para maiores informacoes, vide [3], [4] e [13].
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1 Os TRES FAMOSOS PROBLEMAS DOS GREGOS

Alguns problemas dos gregos foram de extrema importancia para o desenvolvimento
da geometria e da algebra que conhecemos. Apesar de varias solugdoes mecanicas terem
sido descobertas ao longo do tempo, as mesmas nao condiziam com as regras da geo-
metria euclidiana, que utilizava somente régua sem marcacoes e compasso. Para mais
informacoes, vide [9].

A seguir, iremos abordar um pouco da origem desses problemas, além de algumas

solucoes propostas pelos gregos.

1.1 Duplicacao do cubo

Uma das hipoteses da origem do problema da duplicagao do cubo foi da historia de
um poeta sobre a insatisfacao do rei da mitologia grega, Minos, com o tamanho do timulo
de seu filho Glauco. Segundo a histéria, o rei ordenou que o tamanho do timulo fosse
dobrado, e erroneamente, acreditou que isso poderia ser feito dobrando as dimensoes do
tamulo (para mais detalhes, vide [9]).

Os geometras da época sabiam que essa solugao era incorreta, mas nao sabiam como
dobrar o volume de um so6lido, mantendo sua forma. Hipocrates (440 a.C) foi o primeiro a
progredir no problema. Ele reduziu a construcao do cubo a construcao de duas médias de
segmentos proporcionais entre dois segmentos de comprimento b e 2b. Em outras palavras,

se conseguirmos construir x e y de modo que

teriamos que 22 = b.y e y?> = 2b.x. Isolando b em uma das equacoes e substituindo na
outra restante, temos 2% = 2.b3. Muitas solu¢des usaram essa reducio para resolver o
problema.

A seguir, vamos mostrar uma dessas solugoes.

Sejam A, B,C, D vértices de dois triangulos como na Figura [L.1] onde os triangulos
ABC e ABD sao retangulos, com o lado AB em comum. Seja P a interseccio de BD com
AC, onde APB = g Observe que os triangulos APB, BPC' e APD sao semelhantes (a

mesma semelhanca das relagoes métricas no triangulo retangulo). Logo:
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PC PB PA
PB PA PD’

Figura 1.1 — Duplicagao do cubo

191

Se PD = 2PC, entdo PB° = PA.PC e PA" = 2PB.PC. De forma analoga ao inicio
da secao, temos que PB° = 2PA’. Mas sera que é possivel construir os triangulos da
Figura com PD = 2PC? Vamos mostrar que a afirmacio é verdadeira com o auxilio
de um esquadro.

De fato, basta comecar tracando as duas retas perpendiculares contendo os segmentos

PC e PD, com PD = 2PC. Agora, colocamos um esquadro sobre as retas de modo que
o esquadro toque em D e o vértice do angulo do esquadro passe pela reta que contém PC.
Por fim, ajustamos o esquadro até que a reta r que passa por C e é perpendicular a parte
inferior do esquadro, também intersecte a reta que contém PD e o esquadro num mesmo
ponto E (Ver Figura[L.2) [9, Cap. 4, pag. 136].

Uma outra solucao bastante interessante para o problema da duplicacao do cubo é
através da geometria analitica. Seja a a medida da aresta de um cubo. Vamos construir
duas parabolas, com retas diretrizes perpendiculares, com mesmo vértice O na origem, de
modo que d(O, Fy) = 2d(0, F}) = 2%, onde F e Fy sao os focos das parabolas, como na
Figura (1.3

Vamos encontrar a abscissa do ponto P de intersec¢ao das parabolas, através de suas
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Figura 1.2 — Construcao mecanica da duplicacao do cubo

191

Figura 1.3 — Duplicacao do cubo através da geometria analitica

Fonte: Autoria propria

equacoes, que sao z2 = ay e y?> = 2.ax: elevando os membros da primeira equacao ao

quadrado e substituindo a segunda equacao na primeira, obtemos:

=2 = 2° =2¢° = 2 = V2a

Portanto, um cubo com a medida da ordenada de P teria o dobro do volume de um
cubo de medida a.
Apesar destas solugoes resolverem o problema da duplicacao do cubo, elas nao podem

ser realizadas utilizando apenas régua e compasso. No capitulo 3 provaremos a impos-
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sibilidade da construcao de duas médias proporcionais com o uso apenas de régua sem

marcacoes e compasso |9, Cap. 4, pag. 151].

1.2 Trisseccao do angulo

O problema da trissec¢ao do angulo se resume a construir, usando régua sem marcacoes
e compasso, um angulo cuja medida é um ter¢o da medida de um angulo dado. Os gregos
reduziram o problema da seguinte maneira: dado um angulo «, podemos construi-lo como
o angulo entre a diagonal e um lado de um retangulo. Seja DACB esse retangulo, AB a
diagonal e BC o lado que forma o angulo a. Vamos tomar agora, uma reta r passando
por B, intersectando AC em um ponto F e uma reta s que contém AD, onde s intersecte
r em um ponto F tal que EF = 2AB (vide Figura . Diante disso, perguntamos: seria

possivel a descricao acima?

Figura 1.4 — Trissec¢do do angulo

D A E
G
E H
a
B C
191

Ao tracarmos o ponto médio G de EF, temos que G seria a interseccio de duas
diagonais do retangulo AEHF. Logo, EG = GF = AG = AB, ABG = AGB (ABG &
um triangulo isosceles), AGB = GAF + GFA = 2GF A (Teorema do Angulo Externo) e
GFA = GBC (angulos alternos internos). Portanto, ABG = 2G§C, e assim, GBC =

O problema da possibilidade dessa construcao ficou conhecido como problema de ne

= Wl

sis. Uma maneira de realizar essa construgdo (sem usar somente régua sem marcagoes
e compasso) é marcar em uma régua a medida 2AB e ajustar a régua de modo que ela

passe por B e os extremos da marcacio feita fiquem sobre o segmento AC e sobre a reta
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que contém AD [9, Cap. 4, pag 137].

Uma outra maneira de se trissectar um angulo é através de um cone reto. Dada a
medida a (em radianos) de um angulo qualquer, ao marcar o arco AB de medida também
a na circunferéncia da base de um cone reto com raio da base igual a 1 e geratriz 3, temos

a seguinte planificagao do cone:

Figura 1.5 — Planificacdo do cone

191

Como a planificagao do cone é um setor circular, temos: o = 35 e portanto, § =

o wle

(usamos aqui a relagdo [ = ar, onde [ é o comprimento do arco de uma circunferéncia,

é o angulo associado ao arco e r é o raio) [9, Cap. 4, pag. 153].

1.3 Quadratura do circulo

O problema da quadratura do circulo consiste em construir um quadrado com mesma
area de um circulo dado. Este problema foi estudado h4 muito tempo e muitas solucoes
e aproximacoes foram feitas. Em 1800 a.C. os egipcios tomaram a aproximacao de 9 do
raio do circulo para o lado do quadrado, tendo assim a area aproximadamente 3, 16 vezes
o raio ao quadrado, o que é uma aproximacao bastante justa para a época.

Uma solugao bastante interessante feita por Arquimedes (c. 225 a.C.) foi utilizar uma
espiral. Essa espiral consiste em todos os pontos P que se movem uniformemente ao longo
do raio de uma circunferéncia de raio r, e, a0 mesmo tempo, o raio esteja girando em torno

de seu centro O a partir do segmento inicial OA, satisfazendo a relacdo OP = ra (vide
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Figura . Logo, OP tem a mesma medida que o comprimento do arco AOB, e assim,

T — 7T
quando a = > OP - Portanto, a area do circulo é dada por:

Acirculo = g2r = W2T;
e o lado do quadrado que queremos deve satisfazer a equacao
> = OP2r,

quando a = g

Figura 1.6 — Espiral de Arquimedes

S
A%

191

Apesar de existir uma maneira de construir [ que satisfaz essa equagao usando régua
sem marcagoes e compasso, o problema aqui seria construir essa espiral para encontrar

OP usando régua e compasso [9) Cap 4, pag. 141].
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2 EXTENSOES RACIONAIS GERADAS POR UMA QUANTIDADE FINITA DE ELE-

MENTOS

Iniciaremos agora, o estudo sobre alguns conjuntos L, satisfazendo Q C L C R. A ideia
aqui é observar conjuntos que satisfazem propriedades em comum com Q e aplicarmos
os resultados obtidos nos problemas envolvendo construgoes com régua sem marcagoes e
compasso. para mais detalhes, vide |7, Cap. 5, pag. 88|

No decorrer deste capitulo, denotaremos por K|[z| o conjunto de todos os polinomios

na variavel x, com coeficientes no conjunto K. Em simbolos:
Kz = {f(2) = apa" + ap_ 12" '+ ... +ax+ap; n>0, a;, €K, i=1,...,n}.

Trataremos () # K C R como um conjunto satisfazendo as seguintes propriedades:
1. Se ky,ky € K, entao ky — ks, ki.ks € K
2. Sekl;«éOek‘leK,entéokileK.
Observe que os conjuntos Q e R possuem as propriedades acima, enquanto o conjunto

Z nao. Iremos encontrar mais adiante outros conjuntos entre Q e R que também satisfa-

zem as propriedades acima.

Definicao 2.0.1. Sejam by, bs, ..., b, € R — K. Definimos:
(i) K[bi] == {f(br); f(2) € K[2]};
(ii.) K[b1,bo] := K[bi][bo] := {f(b2); f(x) € K[bu][z]};

(i) K[br,ba, ., bo1, ba] i= K01, by .o, bus][ba] == LF(bn): f(x) € Kby, b, ..., by1][z]}.

Vamos apresentar alguns exemplos, para mostrarmos como encontrar explicitamente

os conjuntos Kby, by, ... b, 1,b,].

Exemplo 2.0.2. Q[v2] = {f(v2); f(z) € Q[z]}.

Observemos que, pelo algoritmo da divisio, temos que f(z) = (22 — 2).q(z) + r(z),
onde q(x),r(z) € Q[z] e 0 grau de r(x) é menor que 2. Logo, f(v/2) = r(v/2) = a.v/2+b,
onde a,b € Q. Portanto, Q[v/2] = {a.(v/2) + b;a,b € Q}.

Exemplo 2.0.3. Q[v2,v3] = Q[V2][vV3] = {f(V3); f(z) € Q[v2][z]}.
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De forma andloga ao exemplo anterior, temos que Q[v/2][v3] = {a.(v/3) + b;a,b €
Q[V2]}. Como a.(v3)+b = (a1+b1v2)V3+(az+bs.v/2) = biV/6+a1vV3+ba.v/24as, onde
ay, by, a, by € Q, temos que Q[v/2,v/3] = {b1v/6 + a1V/3 + by\/2 + ay; a1, by, as,by € Q}.
Definicao 2.0.4. Sejam K C R eb € R — K. Dizemos que b € algébrico sobre K se
existir algum polinémio f(x) € Klx], tal que f(b) = 0. Caso contrdrio, dizemos que b
¢ transcendente sobre K. Se tivermos um conjunto L D K, tal que todo elemento de
L ¢ algébrico sobre K, dizemos que L € uma extensao algébrica de K. Chamaremos de

polindémio minimal de b sobre K[z|, o polindmio ménico (com coeficiente lider igual a 1)

f(z) de menor grau em K|[zx], tal que f(b) = 0.

No exemplo anterior, v/2 é algébrico sobre Q, com polinomio minimal f(z) = 2% — 2.
Na proposi¢ao a seguir, veremos que se b for algébrico sobre K, entdao a forma de KIb]

depende apenas do grau do polinémio minimal de b sobre K.

Proposicao 2.0.5. Seja b € R — K algébrico sobre K, com K satisfazendo |1] e @ Se o

grau do polindémio minimal de b sobre K én e o, 5 € KIb] entao:
(i) Kb ={an 10" '+ ...+ a1.b+ap; a; € K, 0<i<n—1};
(i) a— B € K[b);

(iii.) a.p € K[b;

(iv.) é € KIb], quando o # 0.

Demonstragdo. (i.) Seja f(z) € K|x]. Vamos mostrar que f(b) = a, 1" ' +...+a;b+
ag, onde a; € K, 0 <i <n— 1. De fato, seja p(x) o polindmio minimal de b sobre
K. Pelo Algoritmo da Divisdo de Euclides, temos que f(z) = p(x).q(x) + r(z),
onde ¢(z),r(x) € K[z] e o grau de r(z) é no maximo n — 1. Dai, tem-se r(x) =

12" 4.+ az + ap.

Portanto, f(b) = p(b)q(b) + r(b) = r(b) = a,_1.0"* + ... + a1b + ao.

(ii.) Vamos utilizar o item anterior para escrever o = 0" P+ abtage B=

Crn1b" V4 b+ co, onde a;,¢c; € K, 0<1i<n— 1. Logo:
a—B= (a1 —Co1)b" ...+ (a1 —c1).b+ (ag — c).

Como K satisfaz [I] e 2] temos que v e 3 € Kb].
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Escrevendo « e  como no item anterior, podemos escrever

C(ﬁ = (d2n72)62n72 + ...+ (dl)b -+ (do),

onde d; € K.

Tomando o polinémio f(z) = (dan_2)z*" 2 + ... + (d1).7 + (dp), temos que f(x) =
p(z)g(x) + r(x), onde r(z) tem grau no méaximo igual a n — 1 e p(z) é o polinémio

minimal de b sobre K[z]. Portanto, a8 = f(b) = r(b), onde r(b) € K[b].

Tomando a = a, 10" ' +...+a1b+ag e f(z) = a,_ 12" ' +.. . +a1x+agp, com a; € K,
temos que existem ¢(x) e r1(x) em K[x] tais que p(x) = q(z) f(x)+7r1(x), onde o grau
de r1(z) é no maximo n — 2 e p(x) é o polindmio minimal de b sobre K|[z]. Observe
que r1(x) ndo pode ser o polindémio nulo, pois caso contrério, p(b) = 0 = q(b) f(b), e

assim ¢(b) = 0 ou f(b) =0, o que contraria a minimalidade de p(z).

Se o grau de 7y (x) for 0, r(z) =by € K e —ry(b) = q(b) f(b). Assim:

1 1 1

Como — € K, entdo 5 € K|b] e, pelo item anterior, —bq(b) € K[b).

—b1 —by —b1
1 _q(d)

Se o grau de 7 (z) nao for 0, entdo temos apenas que — = .
a  —ri(b)

Como —7q(z) é um polindmio de grau no maximo n — 2, podemos escrever p(z) =

(—r1(2))(g2(z)) +r2(x), onde ga(x) e ro(z) s@o polinémios em K[z] e o grau de ry(x)
é no maximo n — 3. Novamente, temos ry(z) nao pode ser o polinomio nulo, como

também que se o grau de r5(x) for 0, entao

a®) _ a®)eb) _ el _a®e®) 1o a0 e,

)
—ri(b)  —7r1(b)ga(b) —72(b) —by —by

onde by € K. Se o grau de ro(z) nao for 0, podemos repetir o procedimento feito
anteriormente até que o grau de algum 74 () seja 0 (podemos garantir que em algum
momento o grau de algum r(x) sera 0, pois a cada divisao de p(z) por r(z) produz

um resto de grau menor que o grau de 7y).
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Portanto,

pois _ibk € K] e ¢0)a(d) ... qu(b) € Kb,

]

A proposi¢ao anterior nos diz que K[b] possui as propriedades e Além disso, temos
também que K [b] pode ser criado a partir dos elementos de K e b.

Iremos definir agora a ideia de dimensao para conjuntos.

Definicao 2.0.6. Sejam K C L C R conjuntos com as propriedades 1| e @ Se todo
elemento ki € L puder ser escrito como ki = a1.b1 + asbs + ... + a,b,, onde a; € K e
b; € L, e se ayby + asbs + ... + a,b, = 0 implicar que todos a; sao 0, entao dizemos que o
conjunto {by,bs, ..., by} € uma base de L sobre K e que a dimensao de L sobre K € n.

Usaremos a notacao [L, K| = n para nos referirmos a dimensdo de L sobre K. A

seguir, vamos mostrar um exemplo de uma base de um conjunto K.

Exemplo 2.0.7. O conjunto {1,v/2} é uma base de Q[v/2] sobre Q e [Q[v/2],Q] = 2. De
fato, se a € Q[v2], entio a = a.1 + by/2, onde a,b € Q, e se a.l +bvV/2 = 0, entio
a=—bv2. Mas a e b sio racionais, logo a = b = 0.

De um modo geral, é facil encontrar [K[b], K|, quando b é algébrico sobre K. Basta

encontrarmos o grau do polinémio minimal de b sobre K, como diz a proposicao a seguir.

Proposicao 2.0.8. Sejam K C R eb € R— K algébrico sobre K, com polindémio minimal
de grau n. Entao [K[b], K| = n.

Demonstracao. Pela Proposicao @, temos que K[b] = {a, 1" '+ ...+ a1b+ap; a; €
K, 0 <i<n-—1}. Logo, se a € K[b], entdo a = a,_1b" ' + ...+ a1b + ap. Agora, se
An 0"V o+ ab + ag = 0, temos que f(z) = a,_ 12" + ...+ a1x + ap = 0, quando
x =b. Mas o grau de f(z) é no maximo n — 1, e como o polindmio minimal de b sobre K
tem grau n, entdo f(z) = 0 (polindémio nulo). Portanto, todos a1 = ay = ... =a,_1 =0,
e assim {1,b,b%, ... 0" '} & base de K[b] sobre K. O

O proximo teorema serd um de nossos principais resultados deste trabalho, e teréd

importancia crucial no estudo de nimeros construtiveis.
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Teorema 2.0.9 (Lei das Torres). Sejam M C K C L C R conjuntos com as propriedades
6@7 onde [Ka M] =1m e [L, K] =n. Entao: [L7M] = mn.

Demonstragao. Sejam A = {aq,as,...,a,} uma base de K sobre M e B = {by,bs,...,b,}
uma base de L sobre K. Vamos mostrar que o conjunto C' = {a;b;; a; € Aeb; € B}
¢ uma base de L sobre M (O conjunto C' possui mn elementos). Com efeito, se | € L,
entao | = x1by + x9.b0 + ... + x,b,, onde z; € K, pois B é base de L sobre K. Por outro

lado, z; = yi1a1 + Yizaz + . .. + Yimam, onde y;; € M, pois A é base de K sobre M. Logo:
[ =y11a101 + Y1010 + . .. + Yn1a1by + . .. F Y1im@mb1 + Yom@mbo + . .. + Ypm @by,
onde y;; € M. Agora, se
Y110101 + yora1bs + ... + Yn1a1by + . .o F Y1m@imb1 + Yormmbs + . .o+ Ypm @by = 0,
reescrevendo essa equagao como
a1 (Yy1101+y21b2+. . AYn1by)+a2 (Y1201 +y22bo+. . A Yn2by)+. . A (Yimbi+. . A Ynmby) = 0,

temos que yy;b1 + Y2502 + ... + y,;b; = 0, pois A é base de K sobre M. Por outro lado,
y;; = 0, pois B é base de K sobre M. Portanto, C' é base de L sobre M. O
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3 NUMEROS CONSTRUTIVEIS

Nosso objetivo aqui serd determinar quais medidas nao podem construidas usando
régua sem marcagoes e compasso, utilizando conhecimentos basicos de geometria analitica,
polinomios e extensoes racionais. Nesse capitulo, serao abordadas definicoes e teoremas
de [7, Cap. 4, pag. 88]. Para mais detalhes, vide autor.

Na definicao a seguir abordaremos de uma maneira mais formal a possibilidade da
construcao de pontos usando régua sem marcagoes e compasso, a partir de alguns pontos
dados.

Definicao 3.0.1. Seja A um subconjunto de pontos de R? contendo pelo menos dois
pontos. Dizemos que um ponto P € R? é um ponto construtivel a partir de A, se P pode

ser obtido através de:
(i) Interse¢ao de duas retas, onde ambas contém dois pontos de A;

(ii) Intersecao de uma reta e uma circunferéncia, onde a reta contém dois pontos de A

e o centro e algum ponto da circunferéncia sao pontos de A;

(iii) Intersecao de duas circunferéncias, onde os centros e algum ponto de ambas sao

pontos de A.

Chamaremos de (A) o conjunto de todos os pontos construtiveis a partir de A.

Esta definicao é bastante razoavel, pois as construcoes de pontos usando régua e
compasso sao na verdade intersecoes entre retas e circunferéncias.
O exemplo a seguir, mostra como encontrar pontos construtiveis a partir de dois

pontos.

Exemplo 3.0.2. Seja A = {(0,0),(1,0)}. O conjunto (A) é formado pelas intersegoes
das circunferéncias ¢y, co e a reta r da Figura[3.1]
Para calcularmos Py, Py, P3, Py, Ps e Py, basta encontrarmos as solugoes dos sequintes

sistemas de equacoes:
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Figura 3.1 — Exemplo 1

17l

As solugdes sio respectivamente {(3, ‘/75), (5, @)}, {(-=1,0),(1,0)} € {(0,0),(2,0)}.

Portanto, o conjunto dos pontos construtiveis a partir de A = {(0,0),(1,0)} é
1 vV3) (1 V-3
<A> = { (57 7) ) (57 T) ) <_17 O)a (1a 0)7 (0> 0)7 (27 O)} :

Utilizaremos a notacao (A)” para a conjunto ((A)) (pontos construtiveis a partir de

(A)) e (A)" para o conjunto <<A>”_1>. Essas notagoes sdo essenciais para a nossa proxima
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definicao.

Defini¢ao 3.0.3. Seja A = {(0,0),(1,0)}. Um ponto P € R* é dito construtivel se
P e (A)", para algum n € N. Uma reta r é dita construtivel se r contém dois pontos de
(AY", para algum n € N. Um nimero a € R € dito construtivel se (a,0) € (A)", para
algum n € N.

Observe que (A)"™" C (A)", Vn € N. De fato, dados Py, P, € (A)""", temos que P e
P; sao na verdade a intersecao entre a reta passando por eles e uma circunferéncia centrada
em um dos pontos e passando pelo outro, concluindo assim, que P, P, € (A)". Isto nos
diz que pontos construtiveis a partir de pontos construtiveis também sao construtiveis.

Os proximos resultados serao ferramentas que utilizaremos para encontrarmos carac-

teristicas mais gerais acerca dos nimeros construtiveis.

Proposicao 3.0.4. Sejam P, (Q e R pontos construtiveis e r uma reta construtivel pas-

sando por P. Entao:

1. O ponto médio M de PQ ¢é construtivel e as retas perpendiculares ¢ PQ passando

por P, ) e M também sao construtiveis;

2. Se P, Q e R sao colineares, entao existe um ponto X construtivel tal que X € r e
|PS| = |QR|.

Demonstragao. 1. Tomando uma circunferéncia c; centrada em P, e uma circunferén-

cia ¢o centrada em (), temos que M é a intersecao entre a reta que passa por P e ()

e areta que passa por S e T (intersegoes entre as circunferéncias) como mostra a Fi-

gura[3.2]. Entao M é construtivel a partir de P e ). Como P e Q séo construtiveis,

entao M é construtivel.

Acabamos de mostrar que, além de M ser construtivel, a reta perpendicular a PQ
e que passa por M também é construtivel (7" e S sdo construtiveis). Logo, pela
Figura 3.2, observando que @ é ponto médio de UP e que P é ponto médio de
QV, temos que as retas perpendiculares & PQ e que passam por P e Q também sio

construtiveis.

2. Podemos construir um ponto )’ como intersecao de r com uma circunferéncia pas-
sando por @ e centrada em P, e R’ como intersecao de r com uma circunferéncia
passando por R e centrada em P. Logo Q' e R sao construtiveis. Além disso,

podemos observar pela Figura que |W| = |@}
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Figura 3.2 — Construtibilidade do ponto médio e da reta perpendicular

s
T

M P V
J

17l

Figura 3.3 — Ponto construtivel a partir de pontos colineares

e

r @ | |

17l

Seja N um ponto tal que |PQ’| = ‘Q’N‘ e seja M o ponto médio de QQ'R’, como
na Figura (3.3l Temos N é um ponto construtivel, pois e intersecao de r com a
circunferéncia centrada em @’ e passando por P. O ponto M também é construtivel

pelo item 1.). Seja X um ponto entre P e @)’ tal que |XM’ = ‘MN‘ Observe que

[RQ'| = [Q'N| - [RN| = |PQ| - |XQ| = [PX].

Além disso, X é construtivel pois é a intersecao de r com a circunferéncia centrada
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em M e que passa por .
m

Proposicao 3.0.5. Sejam P, Q e R pontos construtiveis e nao colineares. Entdo, a reta

que passa por R e € paralela a reta que passa por P e Q) é construtivel.

Demonstracao. Seja r a reta que passa por P e (), e s a reta que passa por P e R.
Podemos encontrar um ponto construtivel R’ em r, de modo que ‘P_R” = ‘ﬁ‘ e um
ponto construtivel (' em s de modo que ‘P_Q" = |P_Q’ (vide Figura .

Pela proposicao anterior, existe X em r de modo que |Q_X‘ = ‘P_R" e Y em s de modo
ave [@7P| = [TR]

Desse modo, obtemos um ponto S, que é a intersecao da circunferéncia centrada em @)
e passando por X com outra circunferéncia centrada em R e passando por Y, concluindo
que S é construtivel. Pela construcao de S, a reta que passa por S e R é construtivel e é

paralela a s.

Figura 3.4 — Construtibilidade a partir de pontos nao colineares

]

Proposigao 3.0.6. Um ponto P(a,b) € R? é construtivel, se e sé se a e b sdo nimeros

construtivess.

Demonstragio. (=): Seja P(a,b) um ponto construtivel e seja M o ponto médio de OP,
onde O(0,0). Pela Figura podemos observar que o ponto Q(a,0) é a intersecdo da

reta que passa por O e (1,0) com a circunferéncia centrada em M e passando por P (M
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Figura 3.5 - Equivaléncia entre coordenadas construtiveis e pontos construtiveis (=)

17l

é construtivel pela Proposigao m, e portanto, temos que () é construtivel, ou seja, a é
construtivel.

Seja R um ponto na mesma reta que O e () de modo que |P_Q’ = ‘m’ como na
Figura Observe que R é construtivel, pois é intersecao da reta que passa por O e @)
com a circunferéncia centrada em () e passando por P.

Usando a Proposigao [3.0.4, existe um ponto X na reta de modo que X é construtivel
e |O_X’ = ‘m’ Como |R_Q‘ = b, temos que X (b,0) e portanto b é construtivel.

(«<): Suponha que a > 0 e b > 0 (Os outros casos sao andlogos).Se a e b sdo nimeros
construtiveis, por defini¢ao (a,0) e (b,0) também sao. A reta r que passa por (0,0) e (0, 1)
é construtivel pelo item 1. da Proposicao @, pois (0,0) é ponto médio do segmento de
(—1,0) a (1,0), e a reta r é perpendicular & reta s que passa por (—1,0) e (1,0). Dai,
temos que (0,b) é a interse¢do de uma circunferéncia passando por (0,0) e passando por
(b,0) com a reta r, ou seja, (0,b) é construtivel.

Nao é dificil verificar que (0,20) e (2a,0) sdo construtiveis. Logo, (a,b) é a interse¢ao
da reta perpendicular & s passando por (a,0) com a reta perpendicular & reta r passando
por (0,b), que sdo retas construtiveis pelo item 1. da Proposicdo [3.0.4. Portanto, (a,b) é
construtivel (vide Figura [3.6).
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Figura 3.6 - Equivaléncia entre coordenadas construtiveis e pontos construtiveis (<)

(0,2b)

(0,b) (a,b)

s (b,0) (a,0) (2a,0)

Fonte: Autoria propria

Se z € Z, entdo (z,0) € (A)* (o ponto (z,0) ¢ intersecdo da reta passando por (0,0)
e (1,0) com a circunferéncia centrada em (z — 1,0) e passando por (z — 2,0). Basta um
raciocinio indutivo até chegarmos em (1,0) € (A)). Deste fato e da Proposi¢ao [3.0.6,

temos:

Corolario 3.0.7. Qualquer ponto em R? de coordenadas inteiras é um ponto construtivel.

O préximo teorema e a Proposicao |3.0.6 nos mostram que, além dos pontos de coor-
denadas inteiras serem todos construtiveis, os pontos de coordenadas racionais também

sao.
Teorema 3.0.8. Seja T o conjunto de todos os nimeros construtiveis. Se a,b € T, entao:
1. b—a€eT;
2. a.beT,
1
3. —€T, sea#0.
a

Demonstra¢ao. 1. P(a,0) e Q(b,0) sdo construtiveis pela Proposi¢ao [3.0.6. Suponha
que b > a > 0 (o0s outros casos sao analogos). Pela Proposi¢ao|3.0.4, existe um ponto
construtivel X, de modo que ‘O_X| = ‘m‘ =b— a, onde O(0,0). Logo b —a € T.

2. Seja r uma reta construtivel, ndo-vertical e ndo-horizontal passando por O(0,0) (o

Exemplo [3.0.2 garante a existéncia de tal reta, basta apenas tomar a reta que passa
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por P; e Py na figura 3.1). Tome P e ) como no item anterior e P’ de modo
que P € re ‘O_P| = ‘OP" = a (vide Figura . Pela Proposicao |3.0.5, temos
que o ponto ), ponto tal que Q) é paralelo a reta que passa por P’ e (1,0), é
0@
e assim, |OQ" = a.b. Tomando o Ponto S na reta que passa por O e (1,0), de modo

que 0G| = |05

construtivel. Usando semelhanga de triangulos na Figura|3.7, temos que a =

, temos que S é construtivel.

3. Seja Y um ponto na reta r de modo que ‘O_Y‘ =1, e Y/ um ponto na reta que
passa por O e (1,0) de modo que Y'Y & paralelo a reta que passa por P’ e (1,0).
Pela Proposicao [3.0.5, temos que Y’ é construtivel e por semelhanca de triangulos

— 1 1
novamente na Figura temos que |OY’| = —. Portanto, — € T.
a a

Figura 3.7 — Propriedades dos niimeros construtiveis

Ql

e .

/—

Y /(71 0) ] i [

]

Corolario 3.0.9. Qualquer ponto em R? de coordenadas racionais é um ponto construti-

vel.

Vamos denotar por B,, o conjunto de todas as coordenadas dos pontos de (A)" e By
como sendo o conjunto das coordenadas de A. Pela Proposicao(3.0.6, sabemos que B,, C T.
Observe que Q C Q[B;] C Q[By] C ... C T pelo Teorema|3.0.8 e, se b € T, entao (b,0)

é construtivel. Logo, b € Q[B,,], para algum n natural.
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Assim,

O proximo teorema mostrard uma condi¢ao necessaria para um ntimero ser construti-

vel.

Teorema 3.0.10. Se um nimero b € R — Q ¢é construtivel, entio [Q[b], Q] = 2%, para

algum k natural.

Demonstra¢ao. Primeiramente, se b € T, entao b € Q[B,,], para algum n natural. Pela

Lei das Torres, temos:

Logo, precisamos apenas mostrar que [Q[B,,], Q] = 2, para algum k natural.

Em [Q[B,], Q], podemos usar novamente a Lei das Torres iteradamente para obter:

[Q[B,], Q] = [QB], QBr1]].[Q[B.-1], QBr—]] . . - [QBo], [Q]].

Em [Q[B;],Q[B;_1]], podemos observar que Q[B;,] = Q[B;_1][b1,bo,...,b,], onde
{b1,bs,...,b.} = B;—B;_1. Fazendo Q[B;_1] = Ko, Q[B;_1][b1] = K1, Q[B;_1][b1, b2] = Ko,
ooy QBiq][b1, b2, ...,bj] = Kj,...,Q[B;_1][b1, ba, ..., b] = K,, temos, novamente pela
Lei das Torres que [K,, Ko| = [K,, K,—1].[K—1, Kr—o] . .. [Ky, Ko

Precisamos mostrar basicamente que a dimensao [K;, K; 1] é 1ou2, V0 < j <.
Com efeito, sabemos que K; = K;_1[b;] e que b; é uma coordenada de um ponto obtido
através de uma das seguintes maneiras: intersecao de duas circunferéncias com centro e
um ponto em B; ;, uma circunferéncia com centro e um ponto em B; ; e uma reta com
dois pontos em B,_;, ou duas retas com dois pontos em B;_;. Para a interseccao de duas

circunferéncias, temos:



33

(x —ay)?+ (y—0by)? =r? 22— 2017 + a2 + 2 — 2byy + by 2 =12
= =

(x —a2)* + (y — by)? = &2 2% — 2097 + ag® + y> — 2byy + by? = 52

2?2 =2z +a?+y? =2y + bt —r2=0

(2(11 — 2&2)[)’2 + (2b1 — 2b2)y + CL22 + b22 — 82 — (112 - b12 + T2 =0

onde (ay,b;) € (A)™' &0 centro de uma circunferéncia, (ci,d;) € (A" é um ponto dela,
(ag,by) € (A)™" é o centro de outra circunferéncia, (cz,ds) € (A)™' & um ponto dela,
2= (a1 —c1)? + (by — d1)? e 8% = (ag — 2)? + (b — d)*.

Observe que, ao isolarmos y na segunda equacao e substituirmos na primeira, obtere-
mos uma equacao polinomial de grau 2, com coeficientes em Q[B;_;] C K,_;. Portanto,
b; é raiz de um polinémio de grau 2, com coeficientes em K;_;, e assim [K;, K;_ ] =
[Kj-1[bj], Kja] = 2.

Para a interseccao de uma circunferéncia e uma reta, temos:

x? — 201 + CL12 + y2 — 2b1y + b12 = r?

dy — b )
y:bQ+<2 2).(:10—@)

Co — Q2

onde (ay,by) € (A)™' &0 centro de uma circunferéncia, (c;,d;) € (A" é um ponto dela,
(ag,by), (c2,dy) € (A) ™" sdo pontos da reta e > = (a; — 1) + (by — dy)?. De modo
analogo a interseccao de duas circunferéncias, encontramos que (K, K; 4] = 2.

Para a interseccao de duas retas, temos:

C1 — aq

dy — b ’
y=tot (222 (@0

Co — Q2

onde (ay,by), (c1,dy) € (A)"" sdo pontos de uma reta e (ag,by), (c2,dy) € (A)" sio

pontos de outra. Se substituirmos y da segunda equacao na primeira, temos uma equagao
polinomial de grau 1, com coeficientes em Q[B,_;] C K;_;. Logo, de modo anéilogo as

intersec¢oes anteriores, temos que [K;, K;_1] = 1.
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Portanto, [Q[B;], Q[B;_1]] = 2", onde r € N, e assim, [Q[B,],Q] = 2%, onde k € N e
r <k.
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4 APLICAGOES

Com uso do Teorema [3.0.10] iremos tratar dos trés famosos problemas dos gregos,
abordados no Capitulo |1l Para mais detalhes, vide |7, Cap.5, pagl15].

4.1 Duplicagao do Cubo

Como vimos no Capitulo [1, o problema da duplicacao do cubo se resume a encontrar
um segmento de comprimento «, a partir de um segmento de comprimento 3, de modo
que o = 263, Dai, temos que o = v/23. Vamos mostrar inicialmente, que ¢ impossivel
construir um segmento de medida /23 usando régua sem marcacoes e compasso, quando
B = 1, mostrando que +/2 ndo é construtivel. De fato, o polinémio flz) =2>—-2¢o0
polindmio minimal de +/2 sobre Q. Logo [Q[v/2],Q] = 3, e assim, pelo Teorema ,
v/2 ndo é construtivel. De um modo mais geral, quando 3 for construtivel, o = v/2 nio
pode ser. Basta observar que se o fosse construtivel, entio a— = /2 seria construtivel
pelo Teorema [3.0.8, o que nao é verdade. ’

4.2 Triseccao do angulo

Para trisseccionar um angulo a € (0, 7) usando régua sem marcagdes e compasso,

. Q . [ .
terfamos que ser capazes de construir o ponto (cos (§> , Sin (§>) no plano cartesiano.

. . ™ ~
Apesar de alguns angulos poderem ser trisseccionados, como o = > outros nao podem

) T

ser, como é o caso de a = 3
. ™ . . - ™ . ™ .

Com efeito, se a = 3 pudesse ser trisseccionado, entao (cos 3 , sin 3 seria

s
construtivel. Pela Proposicao |3.0.6, cos <§> também seria construtivel. Mas

3. 1
Cos (%) = 5 = 4. cos® <g> — 3.¢cos (%) = 8. cos® (%) — 6. cos (g) —1=0.

Dai, o polinomio f(z) = 8.2% — 6z — 1 é o polindmio minimal (ao dividirmos todos os

T
termos por 8) de 3 sobre Q (para verificar este fato, basta usar o fato de que qualquer raiz
racional de f(x) deve ser da forma B, comp==+leq=1,¢=2,qg=4,ouq=_8, mas

T
b com esses valores nao sao raizes de f(zx)), e portanto, [Q [5] ,Q} = 3, 0 que contraria

q
o Teorema [3.0.10
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- . . ~ 7T , ~
Apesar de nao conseguirmos trissectar o angulo — usando régua sem marcacoes e
3
compasso, podemos encontrar uma boa aproximacao da terca parte desse angulo. O
procedimento a seguir encontra essa aproximagao.

. : N : T
Considere uma circunferéncia de raio 1, centro em O e arco AB = 3 Vamos tragar

s

primeiro a bissetriz de 3 passando por O ( basta tracar uma reta por O e C, onde C

é a interseccao de duas circunferéncias centradas em A e B com mesmo raio maior que
s

1. Seja D a intersecao da bissetriz de 3 passando por O e do arco AB. Na bissetriz,

utilizando o compasso, podemos encontrar um ponto F # O de modo que DE =1 (vide
Figura .

Figura 4.1 — Aproximacao da trisseccao do angulo

o

Fonte: Autoria propria

Sejam F e G as intersecoes das retas que contém OA e OB com a circunferéncia de
raio 1, e H e I a interseccdes das retas que contém EF e EG com a circunferéncia de raio
1, como na Figura Vamos mostrar que H Ol ¢ aproximadamente %A@B. Com efeito,
como OGE é um angulo com vértice na circunferéncia, temos que OGE = %(D@I+B§D).
Observe também que BOD = OGE + OEG pelo teorema do angulo externo, e assim,
OEG = L(DOI — BOD).

Usando a Lei dos senos no triangulo OéE, temos:

OG OF

sin(OEG)  sin(OGE)
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Figura 4.2 — Continuacao da aproximacao da trisseccao do angulo

1 2

= =

BOD

Como 2.DOI = HOI ¢ 2.BOD = AOB = %, a aproximagao ZZE@) ~ i%? faz com

que Haf ~ %A@B. Com auxilio de uma calculadora, temos as aproximacoes EZEEE; e~
9

1,58 e % = 1,5, o que faz nossa constru¢ao aproximada ser bastante razoavel [11].
9
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4.3 Quadratura do circulo

Figura 4.3 — Aproximacao para a quadratura do circulo

Fonte: Autoria propria

Para construir um quadrado com mesma area de um circulo usando régua e compasso,
temos que construir um segmento x de modo que 2% = 7r?, onde r é o raio da circunferén-
cia. Logo, temos que x = /wr. Vamos mostrar inicialmente que /7 nao é construtivel.
De fato, se /7 fosse construtivel, \/my/T = 7 seria construtivel. Mas 7 é transcendente
sobre Q, ou seja, se f(x) € Q[z], entao f(m) # 0. Com a ideia da construgao feita no
Exemplo [2.0.2, como nio conseguimos um polinémio com coeficientes em Q que 7 seja
raiz, entdo nao conseguimos uma base com um namero finito de elementos para Qx| sobre
Q, o que contraria o Teorema (3.0.10

Portanto, se r é construtivel, entdo x = /7r nao é, pois se x fosse construtivel,
x% = /7 seria construtivel, o que nao é verdade.

Apesar de nao ser sempre possivel construir um quadrado com mesma area de um
circulo usando régua sem marcagOes e compasso, temos uma maneira aproximada de
fazer essa construgao: tomando uma circunferéncia de raio r e um quadrado inscrito nessa

circunferéncia de lado [, temos que [v/2 = 2r, e assim [ = v/2r. Por outro lado, observe

\/§r
2r Or + ——
que 67 + = ~ 6,2828427r, o que é bem proximo de 27r. O nimero a = (
uma Otima aproximacdo para 7r e é construtivel (a partir de r) pelos Teoremas [3.0.8 e
3.0.10 Podemos construir, através de um prolongamento de um segmento de medida r
com extremo no centro do circulo, um segmento de medida a (vide Figura , e a partir

dai, construir uma circunferéncia de diametro r + a.
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Tracando uma perpendicular ao segmento de medida a e passando pelo ponto que

separa os segmentos de medida r e a, podemos construir um segmento A de modo que

2

h? = ra ~ 7r?, e portanto, podemos construir um quadrado de lado h com &rea muito

proxima da area do circulo [9, Cap. 4, pag. 154].
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5 METODOLOGIA E AJUSTES PEDAGOGICOS

A seguir, explanaremos como serao abordados e como foram feitas todas as mudancas
e adaptacoes nos estudos dos trés famosos problemas dos gregos, para que os mesmos
possam ser entendidos por alunos do ensino médio.

Para comecar os estudos dos trés famosos problemas dos gregos, faremos primeira-
mente uma breve alusao histérica sobre as possiveis maneiras de como os problemas
surgiram, além de algumas solucoes propostas ao longo da historia, como visto no Capi-
tulo |1l A ideia é inicialmente tratar o problema de maneira puramente geométrica, para
depois abordarmos a parte algébrica.

Apoés uma maior familiaridade com o problema, iniciaremos os estudos das extensoes
dos racionais. Observe que as propriedades do inicio do Capitulo [2| se referem a subcor-
pos de R, mas omitimos esta informacao para nao sobrecarregarmos os estudos com mais
defini¢oes e nomes que, a principio, nao seriam tuteis. O mais importante aqui é mostrar
que estamos interessados em estudar conjuntos “maiores” que Q, mas com a mesma es-
trutura, ou seja, conjuntos com unidade, elemento neutro e fechados com relacao & soma
e produto.

Tendo em vista que os estudantes ja cursaram o 3° ano do ensino médio integrado, a
Definigao [2.0.1 podera ser apresentada tranquilamente, pois eles ja terdo estudado polino-
mios e niumeros complexos. Devemos focar aqui em como determinarmos esses conjuntos
na pratica, comecando com exemplos como Q[v/2], Q[v/2] dentre outros, e utilizando o
Algoritmo da Divisao de Euclides, também visto no 3° ano, para determinar a forma de
tais conjuntos. Apos o estudo dos exemplos e a Defini¢ao [2.0.4, generalizamos a constru-
¢ao para K [b], quando b é algébrico sobre K, cuja demonstragao também depende apenas
dos estudos de polinomios e do algoritmo da divisao.

A lei das torres é a parte mais delicada deste capitulo, pois a definicao de base e
dimensao, que é necessaria para a demonstracao da lei das torres, esta ligada ao estudo
de espacos vetoriais. Mas pelas propriedades do inicio do Capitulo2, se K C LC Re K
e L satisfazem estas propriedades, entao L é um espaco vetorial sobre K, dai preferimos
omitir a definicio de espaco vetorial, pois nada iria interferir nas demonstracoes. E
importante ressaltar também como demonstrar que um conjunto é base dos conjuntos
tratados nas definigoes, através de exemplos como o Exemplo [2.0.7.

Apobs o estudo das extensoes, é hora de formalizarmos a ideia de construtibilidade,
além de vérias proposi¢oes que serdo necesséarias para demonstrar o Teorema [3.0.8, que
faz a ligagao entre os niimeros construtiveis e as extensoes estudadas no Capitulo[2l Nessas
proposicoes, os estudantes usarao os conhecimentos de geometria plana, geometria anali-

tica e desenho vistas no ensino médio. Muitas das demonstracoes construtivas vistas em
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desenho terao uma demonstracao mais formal nas proposi¢oes, visto que transformamos
um problema construtivo em um problema algébrico.

Através da Lei das Torres, demonstraremos nosso critério de construtibilidade (Teo-
rema (3.0.8), onde a sua demonstracao traz um importante conteiado visto no 3° ano, que
sao as posicoes relativas entre retas e circunferéncias. Esse critério de construtibilidade
sera nossa ferramenta para mostrar a impossibilidade de solucao dos problemas dos gregos
usando apenas régua e compasso.

Para mostrarmos a impossibilidade de construcao dos problemas dos gregos usando
régua e compasso, usamos a demonstracao por absurdo, que é uma importante ferra-
menta a ser estudada pelos alunos, em conjunto com os Teoremas [3.0.8 e Existem
construcoes aproximadas para os trés famosos problemas dos gregos que sao bastante
interessantes também.

Como observado anteriormente, as aulas acontecerao no formato de seminarios, de
forma que os contetidos sejam ministrados juntamente com os participantes do projeto,
sempre questionando os mesmos acerca da veracidade e das justificativas das demonstra-

¢oes. A duracao de cada aula sera de 3 horas, dispostas da seguinte maneira:

e Aulas 1 e 2: Os trés famosos problemas dos gregos: Uma breve alusao historica e
algumas solugoes nao euclidianas. Pré-requisitos: geometria do ensino fundamental,

parte inicial de geometria analitica e geometria espacial;
e Aulas 3 e 4: Extensoes dos racionais. Pré-requisitos: polinémios;
e Aula 5: Resolucgao de exercicios;
e Aula 6: Avaliacao;

e Aulas 7 e 8: Defini¢oes e resultados geométricos acerca de niimeros construtiveis.
Pré-requisitos: equagoes de retas e circunferéncias, polindmios e construcoes de

desenho geométrico (disciplina vista no 1° ano);
e Aulas 9 e 10: Resolucao de exercicios;
e Aula 11: Avaliacao;

e Aula 12: Critérios de construtibilidade. Pré-requisitos: equacoes de retas, circunfe-

réncias e polindmios;

e Aula 13: Impossibilidade de solugoes para os trés problemas dos gregos usando
apenas régua e compasso. Pré-requisitos: construgoes de desenho geométrico e

polinémios;
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e Aula 14: Resolucao de exercicios;

e Aula 15: Avaliagao.

As avaliagoes nao terao um carater quantitativo aqui. O objetivo delas é verificar o
acompanhamento dos alunos com relacao aos contetudos, e adaptar as aulas posteriores

através dos resultados e dificuldades relacionadas as mesmas.

5.1 Exercicios

1. Mostre que uma das intersecgdes (zg,yo) entre as curvas de equagio r? = ay e

. a o Yo . .
22 + y? = ay + bx satisfazem — = — = ==. Conclua uma possivel maneira de

Lo Yo
duplicar o volume de um cubo de aresta s.
. . . P .
2. Encontre a interseccao entre uma parabola de equacao z° = Zy e uma hipérbole
equilatera com eixo real 4s, com as assintotas sendo os eixos coordenados. Isso

resolve o problema da duplicacao do cubo?

3. Considere uma circunferéncia de raio r, centro em O e um didmetro AB contido

nela. Trace uma tangente em B, e em seguida, marque C' nesta tangente, de modo
s
5
B esteja contido no segmento C'D e BD = 3r. Qual o valor aproximado de 2AD?

que que o angulo BOC seja de Em seguida, marque um ponto D, de modo que

Utilize esta construcao para dar uma solugao aproximada da quadratura do circulo.

4. Determine Q[v/2 4+ v/3] e mostre que Q[v2 + v/3] = Q[v/2,V/3]. (Dica: encontre o
polinémio minimal de v/2 + v/3 sobre Q e utilize a Proposicao [2.0.5).

5. Determine Q[v/2,/5].

6. Determine [Q[v/3], Q[v/3]]. (Dica: utilize a lei das torres).

7. Mostre que Q[v2] N Q[v/2] = Q.

8. Determine o polin6mio minimal dos seguintes niimeros sobre Q:
o 3+ \/5;
°« V2+1;
« V242

2T
9. Mostre que cos 13 nao é construtivel.
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10. Quais dos angulos abaixo podem ser trissectados?

e « tal que cosa = };5
e « tal que cosa = —

e « tal que cosa = —=%.

11. Mostre que se a é construtivel, entao tan o também é.

12. Encontre as raizes complexas da equacio 22 —1 = 0. Esboce-as no plano de Argand-
Gauss e conclua que é possivel construir, usando régua e compasso, um triangulo

equilatero inscrito na circunferéncia de raio 1.

5.2 Consideracoes finais

Existem varias possibilidades de estudos posteriores a partir dos contetidos estudados.
Uma delas, por exemplo, ¢ através das raizes enésimas da unidade, resolver problemas
de construtibilidade de poligonos regulares. Outra possibilidade seria tratar da transcen-
déncia de alguns niimeros como 7 e e. Também podemos estudar de uma forma mais
generalizada, os corpos e suas propriedades, que reduzimos a subcorpos de R.

Vale ressaltar aqui, a diferenca que este projeto de ensino fard para um aluno que
pretende ingressar no ensino superior. Os participantes enfrentariam de uma maneira
mais natural disciplinas do ensino superior. Além disso, os participantes teriam uma
familiaridade maior com algumas notacoes algébricas.

Este projeto de ensino traz outras familiaridades mais antecipadas com algumas fer-
ramentas matematicas, como demonstragoes por absurdo, nocoes de inducao e simbolos
matematicos. Com o desenvolvimento deste projeto de ensino, os participantes que dese-
jarem ingressar em cursos superiores relacionados com a adrea de matemaética, terao mais
chances de sucesso e uma maior facilidade de adaptacao.

A fortiori, depois da aplicacao do projeto via Edital, submeter os resultados obtidos
sobre o possivel crescimento académico dos alunos em contato com uma formalizacao
maior da matematica em revistas de Educacao matematica, ja que, tal abordagem ja esta

sendo bastante comentada a nivel de pesquisa dos experts na area.
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