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Resumo

O presente trabalho apresenta detalhes relevantes sobre os conjuntos numericos que vao do
conjunto dos nimeros naturais aos imaginarios, mostrando partes historicas e um contexto
dindmico de cada conjunto. Fundamentando estes argumentos com a fala de alguns
matematicos sobre os conjuntos numéricos. A dissertacdo tem como objetivo investigar a
organizacdo dos conjuntos numéricos e seus elementos, a partir da teoria dos conjuntos,
mostrando sua importancia na matematica e sua aplica¢do na Educacdo Bésica. Os conjuntos
possuem o0s elementos perfeitamente caracterizados e, dentre eles, foram estudados nesta
pesquisa 0s conjuntos dos ndmeros Naturais (N), dos Inteiros (Z), dos Racionais (Q), dos
Irracionais (1), dos Reais (R) e os Complexos(C). Por fim, realizou-se uma pesquisa de campo
com alunos do terceiro ano do Ensino Médio de uma escola publica de Teresina — Piaui, na
intencdo de verificar se os estudantes do ultimo ano da Educacdo Basica apresentam 0s
conhecimentos de conjuntos numéricos considerados essenciais para dar continuidade a
aprendizagem de Matematica sem muitas deficiéncias, visto que, 0s conjuntos numéricos sao
um dos pré-requisitos chave para o bom entendimento dos conteldos da matematica. A
pesquisa foi realizada com a aplicacdo de um questionario aos alunos. As respostas foram
tabuladas e analisadas a partir do referencial tedrico e os resultados apontam que existem
lacunas de conhecimentos que poderdo atrapalhar o percurso formativo dos respondentes.

PALAVRAS-CHAVE: Surgimento dos Numeros, Conjuntos Numéricos e Educacédo Baésica.



Abstract

This paper presents relevant details on numerical sets ranging from natural to imaginary
numbers, showing historical parts and a dynamic context of each set. Supporting these
arguments with the speech of some mathematicians about the numerical sets. The dissertation
aims to investigate the organization of numerical sets and their elements, from the set theory,
showing their importance in mathematics and its application in Basic Education. The sets have
the elements perfectly characterized and, among them, were studied in this research the sets of
Natural (N), Integer (Z), Rational (Q), Irrational (1), Real (R) and Complexes (C). Finally, a
field research was carried out with students of the third year of high school of a public school
in Teresina - Piaui, aiming to verify if the students of the last year of Basic Education present
the knowledge of numerical sets considered essential to give Continuing mathematics learning
without many disabilities, since numerical sets are one of the key prerequisites for a good
understanding of math contents. The research was conducted by applying a questionnaire to the
students. The answers were tabulated and analyzed from the theoretical framework and the
results indicate that there are knowledge gaps that may hinder the formative path of the
respondents.

KEYWORDS: Emergence of Numbers, Numerical Sets and Basic Education.
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1. INTRODUCAO

No ensino de Matematica dentre os diversos contetdos que devem ser explorados na
Educacao Basica, destacamos os Conjuntos Numeéricos, conjuntos formados por nimeros e que
foram sendo organizados e expandidos a medida que o homem e as civilizagdes evoluiam.
Apesar dos conjuntos numéricos terem evoluido a partir da necessidade do homem, muitos
alunos terminam o ensino fundamental sem compreender ou utilizar adequadamente o0s
algoritmos das operacOes, sobretudo da divisdo, e ainda apresentam dificuldades para

representacdo e interpretacdo dos diversos Nimeros Reais, conforme pontua Ponte (2006).

Mesmo aqueles alunos que dominam os algoritmos, apresentam dificuldades e/ou
limitacBes quando precisam ler nimeros ou separar 0s algarismos em classes, e comumente
confundem virgula e ponto, ao utilizar ou ndo algum recurso tecnologico para a realizacédo de

calculos com nimeros grandes ou pequenos.

E de fundamental importancia que os alunos compreendam os NGmeros Reais. Este
também pode servir de base para estudos mais profundos a medida que prosseguem na vida
escolar, como por exemplo, qguando chegam ao estudo dos Numeros Complexos, uma vez que,
quem nao desenvolver capacidade minima para trabalhar com nimeros e suas operagdes ficam
seriamente limitadas nas suas opcOes escolares e profissionais e no seu exercicio da cidadania
democratica. Algumas dificuldades como a compreensdo dos ndmeros reais, O
desconhecimento da existéncia de infinitos nimeros, a distin¢do entre um Numero Racional e

Irracional, entre outras, conforme identificou Penteado (2009), em uma pesquisa.

Conjuntos numéricos na Educacdo Bésica: dos naturais aos complexos e suas aplicaces
matematicas é um trabalho de pesquisa elaborado com o objetivo de identificar os conjuntos
numéricos e seus elementos, a partir do surgimento de cada um deles por seus diferentes

contextos mostrando sua importancia na matematica e sua aplicacdo na Educacédo Basica.

Com o proposito de debater pontos cruciais de cada um dos conjuntos numéricos, de
forma a atribuir subsidio tedrico para que o professor da Educacdo Basica possa desenvolver
suas proprias opcdes de abordagem para cada conjunto, estabelecemos os objetivos especificos
que conduziram a investigacdo: analisar o contexto histérico sobre a origem dos nimeros, e
verificar os conjuntos numeéricos desde 0s naturais até 0s imaginarios; pontuar e operar com
conjuntos nas suas diferentes formas de representacdo; analisar os diferentes conjuntos
numericos, bem como, suas operacdes e propriedades que rege o conjunto obtendo uma regra

que deve ser aplicada nas operacgdes de cada um e identificar em cada conjunto numérico se



existe uma nova propriedade um novo argumento que rege o conjunto numérico obtendo uma

regra que deve ser aplicada nas operagdes de cada conjunto numeérico.

No desenvolvimento dos capitulos da dissertacdo foi seguida uma ordem ldgica na
apresentacdo dos contetdos bem como seus conceitos e suas propriedades. Salvo algumas
excegdes bem conhecidas da matematica como técnicas e dicas para um bom entendimento dos

conte(idos propostos.

No primeiro capitulo, apresentamos a proposta de trabalho e organizacdo do texto € a
introducdo. No segundo capitulo, estabelecemos uma abordagem relativa a origem dos
nameros. Visto que, a origem e expansdo dos numeros ocorrem com a evolu¢do do homem e
das civilizagbes e acompanha o desenvolvimento da humanidade, uma vez que 0s numeros
surgiram e sao ferramentas para auxiliar na contagem de itens, quantidades e valores. Ainda no
mesmo capitulo no periodo pré-histérico, 0 homem néo tinha uma nogdo bem desenvolvida
sobre a contagem. Sabe-se que, para mensurar quantos alimentos haviam sido coletados ou
quantos animais foram cagados, 0 homem pré-historico fazia pequenas marcas em 0ssos, pedras
e madeiras, sendo assim, com o desenvolvimento dos modos de vida, outras necessidades

surgiram, obrigando o homem a melhorar cada vez mais suas técnicas para contabilizar itens.

No terceiro capitulo, apresentamos 0s conjuntos numéricos e em cada secdo desse
capitulo, apresentamos um conjunto numeérico que comegou com ndmeros naturais, por ter sido
0 primeiro conjunto a surgir e veio provavelmente da técnica natural de contagem. O conjunto
dos nimeros naturais (representado pelo simbolo N ou N) é ordenado e infinito; se somarmos
uma unidade a um numero natural n, o resultado € um namero n+1 e esse resultado serd o
sucessor de n. Onde foi apresentado o conjunto dos nimeros naturais seguindo os axiomas de

Peano e a indu¢do matematica.

A segunda se¢do aborda o conjunto dos nimeros inteiros, seu surgimento ocorreu
guando os nimeros naturais ja ndo eram capazes de atender todas as operacdes. O simbolo
desse conjunto é Z, ou simplesmente Z, esse conjunto é constituido pelos nimeros naturais e
seus opostos (ou simétricos) incluindo o zero. Neste capitulo fez-se uma abordagem sobre as

respectivas operacdes matematicas e suas aplicabilidades.

Na terceira secdo, apresentamos 0 conjunto dos numeros racionais e incluimos os
nameros ditos fracionarios junto com os ja existentes, criaram-se o0 conjunto dos numeros
racionais representados por Q, tal como o nome ja indica, sdo0 numeros que se podem

representar por uma razao, ou seja, uma divisao de dois nimeros inteiros. De modo que esse
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conjunto reina 0s numeros naturais e inteiros, os nimeros fracionarios finitos e as dizimas

periodicas.

Como 0s nameros racionais ndo conseguem preencher todos 0s espagos entre um
intervalo de numeros inteiros ¢ ¢ nesses “buracos” que surgem os numeros irracionais,
apresentados na quarta se¢do. Os numeros irracionais, ndo podem ser escritos em forma de
fracédo, pois eles possuem infinitas casas decimais e ndo séo periodicos, ou seja, S0 0s nUmeros
que possuem infinitas casas decimais as quais em nenhuma delas pode ser obtido um periodo
de repeticdo. Seu simbolo é representado pela letra [duplo ], ou I. As dizimas néo periddicas e
as raizes quadrada de nimeros que ndo sdo quadrados perfeitos sdo chamadas de ndmeros

irracionais.

Na quinta e ultima secdo do terceiro capitulo, teremos o conjunto dos nimeros reais
pelas quais mostram um agrupamento de todos os conjuntos numéricos N, Z, Q e I, onde
consistem simplesmente na juncéo de dois conjuntos numéricos os racionais e irracionais, seu
simbolo é 0 R, ou R, de modo que possa ser representado por toda reta real, bem como devemos
iniciar a ideia da reta real com os nimeros naturais, prolongando a linha para tras para incluir
0s inteiros negativos, acrescentamos as fraces, com isso a reta fica com infinitos pontos entre
o0s inteiros, acrescentamos finalmente os numeros irracionais preenchendo assim a reta real

completa.

No quarto capitulo, abordamos o Gltimo conjunto estudado no trabalho, que trata dos
nameros complexos, de forma a conhecer os conceitos e propriedades dos nimeros complexos.
Tal estudo dara suporte a aprendizagem para esse conjunto numérico, uma vez que 0 conjunto
é uma ferramenta de trabalho para o desenvolvimento do mesmo, como, por exemplo, forma
algébrica, o conjugado e as potencias de i, bem como as operac6es com as formas algébricas e

trigonométricas dos numeros complexos.

No quinto capitulo, dedicamos a andlise da importancia dos conjuntos huméricos na
Educacgdo Basica e apresentamos a trajetdria da pesquisa desenvolvida junto a uma escola da
rede publica de Teresina-Piaui. Com base na anélise realizada, constatamos que os alunos do
terceiro ano do Ensino Médio apresentam lacunas de conhecimento que dificultam o

prosseguimento exitoso na vida escolar.

Neste sentido, é de fundamental importancia que os alunos compreendam a organizagao
dos conjuntos numeéricos, uma vez que, servirdo de base para estudos mais profundos feitos

mais adiante, como por exemplo, os estudos dos Numeros Reais e Complexos. Segundo

13



apontaram os tedricos estudados, aquele que ndo tiver capacidade minima para trabalhar com
ndmeros e suas operacdes, fica seriamente limitado nas suas opc¢des escolares e profissionais e

no seu exercicio da cidadania.
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2. SURGIMENTO DOS NUMEROS

De acordo com algumas pesquisas, 0S numeros surgiram com a necessidade de contar
objetos. Essa necessidade comecou com o desenvolvimento natural das atividades humanas,
nos primordios da civilizagdo, naquela época, os homens viviam em cavernas e/ou grutas,
buscando se proteger de animais e das mudangas climaticas, até entdo ndo existia a ideia de
numeros, mas eles tinham a necessidade de contar, conforme Galvao (2014, p. 1) “[...] os
primordios da Matematica podem ser recuperados através de registros associados a contagem
que foram deixadas por povos que viveram nas mais distintas regides do globo terrestre”,
pesquisas de alguns registros como 0 0sso de Ishango ou bastdo de Ishango encontrado no
Congo, nas proximidades da fronteira do Zaire e Uganda, datado com vinte mil anos a. C., é
uma forte evidéncia, nele ha sessenta cortes em um lado, sessenta no outro e no verso 0s

nameros estdo agrupados em quantidades iguais, como pode ser observado na Figura 1.

Figura 1: Osso de Ishago

Fonte: Galvéo (2014, p. 2)

No 0sso estd encravado um pedaco de quartzo, provavelmente utilizado para produzir
as marcas, distribuidas em trés filas, representadas na Figura 1. O Osso de Ishango tem em sua
primeira fila pequenos grupos de 3 e 6 marcas, 4, 8 e 10 marcas, 5 e 5 marcas e finalizando 7
marcas. Na segunda fila, as marcas estdo distribuidas em grupos de 11, 21, 19 e 9 marcas e na

terceira fila com 11, 13, 17 e 19 marcas.
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Figura 2: Marcas nas trés filas do Osso de Ishango
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Fonte: Galvéo (2014, p. 2)

Vaérias suposicdes sdo feitas a respeito das representacdes contidas no 0sso de Ishango,
algumas delas séo:

- Primeira fila os grupos préximos estdo relacionadas por duplicacdo 3e6,4e8,5¢
10.

- Terceira fila as marcas pode ser reescritas da forma10+1,20+1,20-1e 10 - 9, dos
quais representam os nimeros primos entre 10 e 20.

- Somando a segunda e a terceira fila obterem—se somas iguais a 60, ou seja, dois meses
lunares.

- Somar a primeira fila dd um total de 48 marcas, equivale hd um més e meio lunar.
(GALVAO, 2014, p. 2).

Com a evolugdo do homem pré-histérico, o modo de vida foi modificando. A procura
de alimento para todos os membros do grupo foi ficando mais dificil, pois a populacao crescia
e a caca ia ficando cada vez mais rara. Com isso, houve a necessidade de buscar formas mais
eficientes de encontrar alimentos para atender as necessidades do grupo. Com agricultura e o
pastoreio, veio a necessidade de uma nova forma de contagem, uma vez que, no pastoreio, 0
pastor usava varias formas para inspecionar seu rebanho.

Um exemplo conhecido € o da correspondéncia de uma pedrinha para cada ovelha, ou
seja, pela manhg, cada ovelha que saia para o pasto correspondia a uma pedra que era guardada
em um saco. Ao fim do dia, quando as ovelhas voltavam do pasto, era feita a contagem inversa,
ou seja, para cada ovelha que retornava, era retirada uma pedra do saco, se sobrassem pedras,
ficariam sabendo que alguma ovelha ficou desgarrada do bando e se faltassem pedras, saberia
que o rebanho tinha aumentado. A palavra calculo, usada atualmente, deriva da palavra em
latim calculus, que significa pedrinha. Vale ressaltar, também, que a relagdo unidade a unidade

ndo era feita somente com pedras, mas eram usados também nos em cordas.
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Desta forma, o surgimento do agrupamento de varias pedrinhas deu ao inicio a ideia de
conjuntos. Segundo Giraldo (2014, p. 53), um conjunto apresenta particularidades, ou seja, um
agrupamento de termos com caracteristicas parecidas no caso da matematica, 0s nimeros séo
agrupados em conjuntos denominados numéricos para “[...] caracterizar um conjunto A quer
dizer obter um conjunto de propriedades que sejam compartilhadas por todos os seus elementos,
e de tal forma que qualquer outro conjunto que também as satisfaca seja (em certo sentido)
equivalente a A”.

Ao longo do tempo, 0s numeros passaram por uma serie de descobertas e mudancas, a
ultima modificagdo comprovada deu origem aos nimeros e ao sistema de numeracao indo-
ardbico. Segundo Ifrah (1997), os hindus que viveram no vale do Rio Indo, atualmente o
Paquistdo, desenvolveram um sistema de numeracédo que reunia diferentes caracteristicas, entre
elas o sistema de numeracao indo-arabico, que recebeu esse nhome em homenagem aos povos
Hindus que o inventaram e, também, por causa dos &rabes, que eram grandes comerciantes e
viajavam por toda a Europa utilizando este sistema para representar quantidades, registrar
valores de transacdes e também para realizar operac@es. Assim, eles o propagaram por toda a

Europa.

Figura 3: Sistema de numeracéo hindu-arabico em processo de evolugdo
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Fonte: Telecurso: Matematica: Volume 1, pag. 27.

Contudo, o sistema foi sendo aperfeicoado ao longo da historia, conforme a Figura 3,
os calculos eram efetuados facilmente, e tornaram-se mais eficientes com o aparecimento do

simbolo para designar o zero.
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Segundo Gundlach (1992), deve-se aos Hindus a geniosidade de inventar o0 zero no ano
500 D.C., conta a histéria que o simbolo conhecido hoje, tem seu primeiro registro em
inscricbes e manuscritos Hindus para assinalar um espaco em branco, e recebeu variadas
denominagdes, como sunya, significando “lacuna” ou "vazio". Para os arabes, era conhecido
como sifr, que significa “vago”. Ja no latim como zephirum ou zephyrum por volta do ano
1200, mantendo-se seu som, mas ndo seu sentido. Sucessivas mudangas dessas formas,
passando inclusive por zeuero, zepiro e cifre, levaram as nossas palavras “cifra” e “zero”. O
significado duplo da palavra “cifra” hoje — tanto pode se referir ao simbolo do zero como a
qualquer digito.

Varios antropdlogos procuraram explicar como pode ter surgido esta ideia do nada, tdo
importante para a matematica, uma das explicacbes mais interessantes parece ser a que liga o
conceito do zero a ideia de “nada”, bem expressa no misticismo religioso Hindu pelo chamado
Nirvana, encontrado nos manuscritos que apresentam os mil anos de cultura Matematica Hindu,
através de um livro lendério, Lilavati de Bhaskara. A Figura 4 representa fragmentos do

manuscrito, Bakshali, um dos mais antigos exemplares de textos matematicos Hindus.

Figura 4: Fragmentos do manuscrito de Bakshali.

Fonte: IFRAH, 1997, p. 319.

O manuscrito Bakhshali é um trabalho antigo do século IV da Matematica hindu,

embora parte desse material indubitavelmente ja fosse conhecida muitos séculos antes. Consiste
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em cerca de 70 folhas de casca de arvore contendo problemas matematicos e suas solugdes o
que faz dele a primeira origem registrada no subcontinente indiano para o simbolo zero.
No capitulo seguinte serdo apresentados os principais conceitos e defini¢des a cerca dos

conjuntos numericos a serem desenvolvidos no decorrer deste trabalho.
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3. CONJUNTOS NUMERICOS

Segundo Ripoll, Rangel e Giraldo (2016) a contagem e as medidas s&o nogdes
fundamentais com base nas quais se sustenta a argumentacao ao longo deste topico. Essas ideias
constituem a espinha dorsal das reflex6es propostas, no entanto, a organizacao sequencial deste
trabalho é parte da abordagem dos conjuntos numéricos, que segue a ordem de suas inclusdes,
na forma como se encontra estruturada na matematica contemporanea.

O desenvolvimento de conceito matematico de nimero, na forma como é estruturado

neste trabalho, é representado pelo diagrama da Figura 5.

Figura 5: O desenvolvimento do conceito de nimero

C’_—F unidade divisivel
unidade at —::._t/ k——l

B AT

comensurdveis ¢
incomensurdvers

=l
W g
—~
- .

comensuraveis

correspondéncia
um a um
orientacsio o _

proporgao proporgac

numeros numeros numeros numeros

nNaturars inteiros racionais reais

A K
(N, +,-, =) (Z,+,-. =) (Q,+,-, =) (R, 4+,., <)

Fonte: RIPOLL; RANGEL; GIRALDO (2016, p.36).

Pela analise da Figura 5, percebe-se que a organizacdo dos conjuntos numéricos teve
como ponto de partida 0s nimeros naturais. Segundo Ripoll; Rangel; Giraldo (2016, p.36), “[...]
principiando com os numeros naturais, uma estrada que nos leva aos numeros reais”. Nessa
caminhada, sucessivamente, as estruturas numéricas foram sendo ampliadas, alcancando a

organizacgéo:

NcZcQcRelcR
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3.1 NUMEROS NATURAIS

Os numeros naturais dao a ideia da quantidade de objetos que um conjunto possui e foi
0 primeiro conjunto organizado pelos homens. Os nimeros naturais formam um conjunto que

tem como simbolo (IN) cujos elementos estdo dispostos da seguinte forma:

N=1,2234,56,738,9, 10...

A descricdo mostrada acima ndo é completa, pois s6 explicitamos alguns poucos de seus
elementos. Dessa forma, os nimeros naturais ndo tem fim, ou seja, 0 conjunto dos nimeros

naturais € dito um conjunto infinito.

[...] Os Axiomas de Peano, proposto pelo matemaético italiano Giuseppe Peano no final
do século XIX, foi & primeira constru¢do matematica formal do conjunto dos naturais.
A estrutura dos Axiomas de Peano baseia-se em uma ideia elementar central: a de
sucessor. Essencialmente, o conjunto dos nimeros naturais é construido tomando-se
progressivamente sucessor, a partir de um elemento inicial. Isto é, o (IN) € obtido
como 0 conjunto que se obtém como resultado do processo de se partir de um
elemento, acrescentar seu sucessor, 0 sucessor de seu sucessor, a assim por diante.
(GIRALDO 2014, p.47).

Os pesquisadores Maciel e Lima (2005) admitem a existéncia de um conjunto ndo vazio

IN, para o qual vale os seguintes axiomas:

1. O ndmero 1 é um natural, ou seja, 1 € N.

2. Cada nimero natural n possui um Gnico sucessor, o qual é denotado por s(n);

3. O numero natural 1 ndo é sucessor de nenhum outro nimero natural, ou seja, s(n) # 1,
vn € N;

4. Seoconjunto X ¢ N étal que 1 € X es(X)c X, ouseja, se n € X implica s(n) € X entdo
X =N.

A partir deste ponto abandonaremos a notacdo s(n) para denotar o sucessor de n e
escrevemos sempre n + 1 como sucessor de n.

O axioma 4 ¢é conhecido como Principio da Indu¢do, um método de demonstracfes de
proposicOes a respeito dos numeros naturais.

A proposicdo P(n) é valida para todos os nUmeros naturais n, se:
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1. P(1) é valida;
2. Se P(n) é vélida entdo P(n + 1) é vélida.

Esta Gltima condicao quer dizer que: supondo a proposicdo P(n) valida para um natural
n, se for possivel mostrar que ela é valida para o sucessor n + 1, entdo podemos garantir que ela
é vélida para todos 0s numeros naturais. A hipétese de P(n) ser vélida denomina-se Hipdtese

de Inducao.

Exemplo 3.1.1. Mostra que a proposicdo: P(N)=1+3+5+...+(2n-1) =n? é valida
para todo n natural.
Solugao: Percebe-se que para n = 1 é valida a proposicdo, ou seja, P(1): 1 = 12. A hipGtese de
induc3o é que a proposicdo: P(K)=1+3+5+ ...+ (2k - 1) = k?, para todo k natural,
também é verdadeira.

Adicionando 2k + 1 a ambos os membros desta igualdade, obtemos:

1+3+5+...+(2k-1)+(2k+1) =k*+ (2k + 1)

= k®+2k+1

(k+1)?

Isto nos diz que a proposicao € verdadeira para P(k +1). Logo, pelo Principio da Inducéo,

a proposicdo P(n) é verdadeira para todo natural n.

O conjunto dos nimeros naturais é definido por duas operacfes fundamentais: adicéo e
multiplicacdo. Se a e b sdo niUmeros naturais entdo se define adicdo: a + b; e multiplicacéo:

ae*b.

A abordagem sera essencialmente axiomatica, isto €, segui uma lista de propriedades
basicas dos numeros naturais e das duas operacgoes, adicdo e multiplicacdo de acordo Hefez
(2016).

1. A adicdo e a multiplicacdo sdo bem definidas: Va, b € N.

a=a eb=b =a+b=a+b e aeb=aeb.
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2. A adicdo e a multiplicagdo sdo comutativas: Va, b € N,
atb=b+a e aeb=bea.

3. A adicdo e a multiplicacdo séo associativas: Va, b, ¢ € N,
(@+b)+c=a+((b+c)e (a*b)ec=ac(bec).

4. A multiplicacdo possuem elementos neutros: Va € N

ael=1e°a

5. A multiplicacdo é distributiva com relacdo a adicdo: Va, b, ¢ € N.

a(b+c)=aeb+acc.

6. Tricotomia: Dados a, b € N, uma, e apenas uma, das seguintes possibilidades ¢ verificada:
(i) a=b;
(i) 3ceN,b=a+c;
(iii)3ceN,a=b+c.

A relacdo de ordem no conjunto dos nimeros naturais é definida em termos da adi¢&o.
Dados quaisquer a, b € N dizemos que a € menor do que b e escrevemos a<b,existece
N tal que b = a + ¢, o que é verificado no item (ii) acima. Da mesma forma, dizer que a é maior
do que b e escrevemos a > b, o que é verificado no item (iii).

Se a > b significa que a é maior do que ou igual a b. A relagdo “menor do que” goza das

seguintes propriedades:

1. Transitividade: Va, b, c € N,

a<b e b<c=ac<c

2. A adicdo é compativel e cancelativa: va, b, c € N,

a<b=a+c<b+ec.

3. A multiplicacdo é compativel e cancelativa: Va, b, c €N,

a<b=ac<bec.
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Relacionamos a ideia das propriedades com nimeros de modo que possamos operar as
propriedades a rigor dessas opera¢Bes no conjunto dos numeros naturais, das quais foram
enunciadas, mas apesar de usadas frequentemente, ndo recebem maior atencdo, isto parece
explicavel, porque os numeros naturais gozam das propriedades estabelecidas em situacdes

propostas dentro das leis basicas da aritmética.

3.2 NUMEROS INTEIROS

Com o passar dos anos, a expansdo mundial do comércio fez surgir uma necessidade
cotidiana que implicou a uma nova concep¢do de nudmero. No século XVIII, no auge das
ciéncias modernas, com o entendimento do zero, ampliou-se 0 uso dos nimeros negativos que
somados as intengdes comerciais, de certa forma, inspiraram os matematicos da época na forma
de representar outro conjunto numérico, o conjunto dos nameros inteiros, representado pela
letra Z. Vale destacar que, “[...] a letra Z corresponde a letra inicial da palavra alema Zahlen,
que significa nimeros” (DOMINGUES, 2016, p.21).

O conjunto dos numeros inteiros é formado por todos 0s nimeros naturais, todos 0s seus
nameros simétricos negativos e o zero. O conjunto, em epigrafe, ndo possui inicio nem fim, ao
contrario dos naturais, que possui um inicio e ndo possui fim.

Neste sentido € possivel afirmar que, dentre os subconjuntos dos ndmeros inteiros,

encontra-se o conjunto dos nimeros naturais, ou seja, N c Z, conforme expressa a Figura 6.

Figura 6: Representa¢do do diagrama do conjunto dos nimeros inteiros (Z)

Fonte: www.estudopratico.com.br/numeros-inteiros
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Segundo Hefez (2016), o conjunto Z dos numeros inteiros se define pelas operacdes de
adicdo e multiplicacdo, valida para as propriedades dos inteiros, citadas para o conjunto dos
numeros naturais. Assim, seguem mais algumas propriedades fundamentais para o conjunto dos

numeros inteiros. Sejam a, b e ¢ inteiros quaisquer, entao:

1. A adicéo possuem elementos neutros:

a+0=0+a=a

2. Integridade: Tem-se que a, b € Z.

a*b=0=a=0o0u b=0.

A relagdo “menor do que” listada para os naturais também satisfaz para os inteiros,

segundo Hefez (2016), citamos mais propriedades que séo validas para conjunto dos inteiros:

1. Sea€eZcoma#0,entdoa<0oul<a;
2. Sea,b,ceZcoma<bec>0,entdo ac < bc;

3. Sea,b,ceZcoma<bec<0,entdo ac > bc.

Dados dois nimeros inteiros a e b com a # b, sabemos que existe um niimero inteiro ¢
tal que b = a + c. Neste caso, definimos o nimero b menos a, denotado por b - a, como sendo
0 nimero c. Em simbolos:

b-a=c.

Dizemos que c é o resultado da subtracdo de a de b. Portanto, temos por definicéo.
c=b-a, sesomentese, b=a+c.

O numero ¢ é denotado por inverso aditivo conhecido como subtracdo entre dois

nameros inteiros. Generalizando, diz-se que a € o inverso aditivo de a quando.
at(-a)=(-a)+a=0.

Assim, tendo os naturais como universo numeérico, existe a necessidade de criar a
subtracéo de dois numeros quaisquer. Dai surgiu a ideia de construir novas propriedades para
garantir a constru¢do dos numeros negativos, segundo Giraldo, (2014). “Desta forma qualquer
conjunto em que essas propriedades elementares valham todas as suas consequéncias também

valerdo”.
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O mddulo ou valor absoluto de um ndmero inteiro a, o inteiro simbolizado por |al, tal

que:
la| = { asea >0
—a,sea <0
Logo, o valor absoluto de |10| = 10, a distancia de 10 até a origem, e o valor absoluto
de |— 10| = - (- 10) = 10, pois a distancia de -10 até a origem (ponto de referéncia)

correspondem a 10.
O modo como ficaram conhecidas as regras usadas para decidir o sinal do resultado das

operacOes matematicas béasicas € o0 jogo de sinais, apresentados na Figura 7.

Figura 7: Representacdo dos jogos de sinais

«ADIGAO € SUBTRAGAO
+ 4+ :z soma e conserva O sinal (+)
- = = 5oma € conserva © sinal (=)
4+ — = sybiral ¢ conserva O sinal

do mMaloYy valor absoluto

«MULTIPLICAGAO « DIVISAO L POTENCIACAD
(+)%(+) = + (4) = ()= + (+)% : sempre +
(=)}x(+): - (=)= (+): - (4)MPAR = conserva +
(#}x (=)» = (t) 2=}~ (=)PAR = sempre +
(=)%x (=)= + (=) = (=) + (=)MPAR = conservq =

Fonte: www.passeidireto.com/arquivo/60848130/matematica-jogos-de-sinais

A origem da regra dos sinais, conforme afirma Dassie et al (2010, p.10) é imputada a

Diofantes de Alexandria (fim do século 111 d.C).

Apesar [...] do autor ndo fazer qualquer referéncia aos nimeros negativos. No entanto,
no inicio do Livro I da sua "Aritmética" Diofantes escreve ‘O que estd em falta
multiplicado pelo que esta em falta d& o que € positivo; enquanto que o que esta em
falta multiplicado pelo que é positivo, d& 0 que estd em falta’ (grifo do autor),
aludindo sem duvida ao desenvolvimento do produto de duas diferencas.

Contudo, duraram séculos para que 0s matematicos percebessem que a regra de sinais

conjuntamente com todas as outras definicbes que governam os numeros inteiros e as fragdes
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ndo pode ser provada. Elas foram criadas para darem liberdade operatéria, pelo simples fato de
preservar as propriedades fundamentais da Aritmética.

De acordo com Ripoll; Rangel e Giraldo (2016, p. 93),

[...] os nimeros inteiros quando é introduzido na escola, o aluno provavelmente ja
lidou com definicbes antes, como algumas figuras geométricas, a nogdo de
paralelismo, nlmeros primos, ou mesmo as operages de adi¢do e subtragdo com
naturais. Mas em todos os casos, de alguma forma, pode ser estabelecida uma relacéo
com o universo familiar do aluno ou com estruturas l6gicas ja conhecidas e realizadas.
Porém, no caso do produto de dois nimeros negativos, é dificil conseguir referéncias
concretas que sejam familiares aos alunos para sustentar suas defini¢des.

As vezes, algumas analogias sdo usadas como “macetes” para memorizagio para regra
dos sinais. Entretanto, essa generalizacdo pode ndo ser tdo direta para os alunos do ensino
fundamental, e s&o importante que eles experimentem diversos exemplos que ilustrem as regras
gerais, com fatores positivos e negativos, explorando a interpretacdo das opera¢cdes matematicas

de maneira ampliada como reflexdo na representacdo na reta numerada.

3.2.1 Divisibilidade

A divisdo entre dois nimeros inteiros nem sempre é possivel, se expressa através da
relacdo de divisibilidade. O fato de sempre ser possivel efetuar tal divisdo é responsavel por
inimeras propriedades dos inteiros que exploraremos nas sec¢des seguintes, segundo Hefez
(2016).

Dados dois niimeros inteiros a e b com a € Z*, podemos afirmar que a divide b ou que

a é um divisor de b ou simplesmente que b é divisivel por a, escrevendo:
b+ a.

A relagéo a divide b denomina-se relagdo de divisibilidade em Z. Assim, existem
critérios de divisibilidade para a maioria dos nimeros como o dois, 0 trés, 0 cinco e outros,
existem regras que permitem verificar a divisibilidade sem se efetuar a diviséo, s&o chamadas
de critérios de divisibilidade.

Pode se verificar que existem também os numeros inteiros que ndao admitam outro
divisor a ndo ser ele proprio e a unidade. Neste caso 0 nimero recebera denominacao de niUmero
primo se ele for maior que 1. Por outras palavras, um numero primo é aquele que admite apenas

dois divisores positivos, ou seja, 0 nimero 1 e ele mesmo.
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Os nUmeros naturais que possuem mais de dois divisores sdo chamados de nlimeros
compostos.

Algumas curiosidades do nimero 1, ele ndo é primo e nem composto, pois ele apresenta
somente um divisor que € ele mesmo.

Entre 1 e 1000 h& 168 nimeros primos, conforme apresentado na Figura 8.

Figura 8: Nimeros primos de 1 a 1000

Fonte: www.todamateria.com.br/numeros-primos

Quando um numero inteiro € escrito como produto de dois ou mais nimeros primos,
podemos entdo formalizar a ideia de um nimero fatorado ou decomposto em fatores primos.

Existem maneiras para decompor um numero composto. Podemos decompor, por
exemplo, o nimero 120 em seus fatores primos utilizando uma maneira préatica, conforme segue

uma:
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120
60
30
15

g1 W N NP

1/23 3t 5!

Logo o niimero 120 pode ser escrito como sendo 22 « 3% « 51 ou seja,

120=2%-3!.5!
Assim, 0 conjunto de todos os divisores de um inteiro qualquer “a”, indicado por D(a),

satisfaz a seguinte igualdade:
D(a) =a =+ k,ondek € Z".

Na pratica, determinamos todos os divisores de um numero utilizando os seus fatores

primos. Desta forma, podemos citar, por exemplo, os divisores de 120:

1. Decompomos o numero em fatores primos;

2. Tracamos uma linha e escrevemos o 1 no alto, porque ele é divisor de qualquer nimero;

3. Multiplicamos, sucessivamente, cada fator primo pelos divisores ja obtidos e
escrevemos esses produtos ao lado de cada fator primo;

4. Qs divisores ja obtidos ndo precisam ser repetidos.

De acordo com a Figura 9, podemos representar todos os divisores inteiros positivos do

ndmero 120.

Figura 9: Representacgdo dos divisores de um ndmero inteiro positivo

1

120 [ 27)2
60 |2 4

15 3V ¥3,6, 612,24

5 55,10, 20, 40, 15, 30, 60, 120
1

Fonte: www.matematica.com.br
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Portanto os divisores de 120sdo 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120.
Segundo Hefez (2016), dados dois nimeros inteiros a e b, ndo conjuntamente nulos,

diz-se que o ndmero inteiro d € Z*. E um divisor comum de a e b se:

d=-a e d=bh.

Definimos assim o maximo divisor comum (m.d.c.) de a e b um inteiro d, indicado por
mdc (a, b) = d, tal que possua as seguintes propriedades:

(i) déumdivisor comum de a e de b;

(ii) d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

Na préatica os pressupostos anteriores sdo fundamentais na resolucdo de problemas
conforme a questéo proposta pelo Instituto Federal da Bahia, 2018.

O Supermercado “Prego Baixo” deseja fazer uma doagdo ao Orfanato “Me Adote” e
dispde, para esta acdo, 528 kg de acucar, 240 kg de feijdo e 2016 kg de arroz. Serdo montados
Kits contendo, cada um, as mesmas quantidades de acucar, de feijdo e de arroz. Quantos quilos
de aglcar deve haver em cada um dos kits, se forem arrumados de forma a contemplar um
ndmero méaximo para cada item?

Solucdo: Para encontrar o mdc (528, 240, 2016), primeiramente decompdem-se 0S

valores em fatores primos, conforme segue:

528, 240, 2016
264, 120, 1008
132, 60, 504
66, 30, 252
33, 15, 126

W NN N NN

11, 5, 42

Dai o mdc (528, 240, 2016) = 22+2¢2¢3 = 48, isto significa que serdo organizados 48
528
Kits. Logo, o total de quilos de agUcar por kit é o resultado da operagéo de 78 entdo cada kit

tera 11 quilos de agucar.
Vale ressaltar, nas questdes que se referem a maximo divisor comum (m.d.c.) se referem

a reparticdo em partes iguais e que tenha o maior tamanho ou quantidade possivel. Segundo
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Hefez (2016), dado um inteiro “a”, define-se 0 conjunto dos mdaltiplos inteiros de a denotada
por M(a):
M(a)=k *a,ondek € Z.

Um namero inteiro € um multiplo comum de dois numeros inteiros a e b, se eles forem
conjuntamente multiplos de ambos os nimeros.

Diz-se que um namero inteiro m, € um minimo multiplo comum (m.m.c.) de a e b,
indicado por m.m.c. (a, b) = m, de acordo com Hefez (2016) segue as seguintes propriedades:

Q) m € um multiplo comum de a e b;

(i) se céum mdltiplo comum de a e b, entdo m | C.

Na prética as citacOes anteriores sdo fundamentais na resolucédo de problemas conforme
a questdo proposta pelo Instituto Federal de Alagoas, 2016.

Trés linhas diferentes de 6nibus, A, B e C, passam em certo ponto a cada 8 min, 12 min
e 20 min respectivamente. Se as 6 horas, essas trés linhas chegam ao mesmo instante a esse
ponto, em qual horério do dia as trés linhas chegardo novamente no mesmo instante a esse

mesmo ponto?

Solucéo: Para encontrar o mmc (8, 12, 20), decompde-se os valores em fatores primos,

conforme apresentado abaixo:

§ 12 20 P
4 6 10 p
2 3 5 P
1 3 5 ¢
11 5 o
11 1

Dai mmc (8, 12,20) =2 22«3« 5 =120, isto significa que as trés empresas vao se
encontrar a cada 120 min, ou seja, a cada 2 horas, contando do primeiro instante do encontro.
Portanto, os 6nibus chegardo novamente nesse mesmo ponto as 6 + 2 = 8 horas.

Outras operagOes que merecem destaque nos Z devido sua importancia na construgdo

de outros conceitos matematicos, sdo as operacdes de potenciacdo e radiciacao.
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3.2.2 Potenciacgéo e Radicia¢ao de nimeros inteiros

A potenciacdo surge como uma ferramenta muito Gtil na apresentacdo de uma
multiplicacdo de fatores iguais e sua representacdo € dada por:

a™ = aeaeae..ea,coma=0.

nvezes

Para tanto, deve-se observar que:
e A base: € o fator que se repete;
e O expoente: indica a quantidade de vezes que se repete a base na multiplicacao;

e Poténcia: é o resultado da multiplicacao.

O que na prética é representado por:

(+a)? = (+a) * (+a) = +a;

(-a)?*=(-a)+(-a) =+a.

Aplicando a regra de sinal da multiplicacdo, percebemos que, ao multiplicar uma

quantidade par de fatores iguais, a poténcia sera um nimero positivo.

O que na prética é representado por:

(+a=(+a)+(+a)- (+a) =4

(af=(-a):(a)¢(-a)=-a

Quando aplicamos a regra de sinal da multiplicagcdo, percebemos que, se a base for
positiva, a poténcia serd um numero positivo e, se a base for negativa, a poténcia sera um
nlmero negativo.

Na potenciacdo de numeros inteiros, sempre ocorrera a seguinte situacao, quando:

e O expoente for um nimero par, a poténcia serd sempre positiva.

e O expoente for um nimero impar, a poténcia sera positiva ou negativa, ou seja, a

poténcia tera 0 mesmo sinal da base.

Na potenciagdo de numeros inteiros, € importante observar, também que:
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o se 0 expoente for 1, o resultado sempre sera a propria base.
al=a

(-a)'=-a

o se 0 expoente for 0, o resultado sempre sera 1.
=1

(-a)°=1

Analisando a ideia do conjunto dos nimeros inteiros, verificamos que as seguintes
propriedades bésicas da potenciacdo sdo necessarias para a realizacdo de inimeras operacdes
matematicas.

Ainda é relevante mostrar ideias mais amplas sobre as propriedades da potenciacéo,
como a extracdo da raiz n-enésima de um nimero natural com n > 2, usando a operagao inversa

da potenciacdo, chamada de radiciacéo.

b"=a < Ya=hb,(neENen>2).

Os numeros naturais que possuem raiz quadrada exata sdo chamados de quadrado
perfeitos. Assim, a raiz quadrada de nimeros inteiros negativos ndo existe no conjunto dos
ndmeros inteiros, pois o sinal da poténcia de expoente par sempre é positivo. A existéncia de
um numero cujo quadrado é igual a um ndmero negativo s6 serd estudada nos nimeros
complexos. Ja a raiz cubica é uma operacdo na qual o radicando (o numero que se deve
multiplicar por si mesmo) tem um indice (a quantidade de vezes que se deve multiplicar) de

valor 3. Portanto, o resultado desta radicacdo seré a raiz em questdo.

3.3 NUMEROS RACIONAIS

Segundo Boyer (1996), os nUmeros racionais tiveram origem no Egito antigo em forma
de fracbes, mas apenas foram aceitas com a expansdo comercial e a evolucdo da matematica.
Por exemplo: uma fatia de um bolo, um pedaco de terreno e outras situacdes eram dificeis de
ser representado, o que levou os homens a buscarem formas de representacdo surgindo as

fragdes.
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Para incluir os numeros ditos fracionarios junto com os ja existentes, criaram-se 0
conjunto dos nimeros racionais representados por Q, tal como o nome jé indica, sdo nimeros
que se podem representar por uma razdo, ou seja, uma divisdo de dois numeros inteiros. O

conjunto dos nimeros racionais engloba:

. Os nUmeros naturais e inteiros;
. Os numeros fracionarios finitos;

o E as dizimas periddicas.

Portanto, todo nimero que tem representacdo decimal finita ou infinita e periodica séo

chamados de nimeros racionais.

O conjunto dos numeros racionais, simbolizado pela letra Q, € o conjunto dos nimeros
. L~ a . . . .
que podem ser escritos na forma de uma fracao o comae b inteiros quaisquer com b diferente

de zero.

Q:{%, a€Zeb EZ*}

O conjunto dos nimeros racionais é a ampliacdo do conjunto dos nimeros inteiros, onde
se definem outros subconjuntos de Q.

Assim, podemos observar que IN € subconjunto de Z, que, por sua vez, é subconjunto
de Q; isto é, todo nimero natural é também namero inteiro, e todo inteiro é também numero

racional, representado assim, pela a Figura 10.
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Figura 10: Representacdo do diagrama do conjunto dos nimeros racionais (Q).

Fonte: www.todamateria.com.br/numeros-racionais

Para fazer a comparagdo de nimeros racionais, podemos estabelecer uma diferenciacao

entre 0s nimeros, comungando com Maciel e Osmundo (2005), ao considerar 0s ndmeros

. .a c . . ~
racionais — e —, para determinar em Q as seguintes relacdes:

a) lgualdade: , Se e somente se, ad = bc;

S S

[
e_
d
ab+ bc
bd

aec
od

b) Adicio:

Sl IS

c
+ ==

c) Multiplicacéo:

S| Q
Qla

b
a
— €
b

d) Relagédo de ordem: Sejam nameros racionais com b, d > 0. Indicamos

Qo

a c . a , . c
por — < - quando ad = bc e dizemos que - € menor ou igual a 2

QU

E vélido lembrar que a relacdo de “<” (menor do que), ¢ usada para determinar quem ¢

. , . . 2 3
0 maior dentre 0s nUmeros racionais, por exemplo: 5 e Z

Solucdo: Uma maneira de mostrar a dica dada acima € usar a propriedade de igualdade

. . 2 3
entre os temos: 2 *4 =8 ¢ 3 « 3 =9. Logo, podemos afirmar que 8 < 9. Portanto a fracao 3 < "

Segundo Guidorizzi (2001), as operagdes de adi¢do, subtracdo, multiplicacéo e diviséo
sd0 sempre possiveis no conjunto dos numeros racionais. Assim, se a e b sdo nimeros racionais,

entdo gozam das seguintes propriedades:
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(@+b)eQ,(a-b)eqQ, (ab)eqQ, (a+b) e Q,comb # 0.

De acordo com Guidorizzi (dizemos que o0 numero racional s é positivose pe+qg€N.

Sepe+qge€Nep =+ 0dizem, entdo, que Z é estritamente positivo). O nimero racional a é

estritamente menor que o numero racional b, ou que b é estritamente maior que a, e escrevemos
a < b, ou respectivamente b > a, se existir um nimero racional t estritamente positivo, tal que
b=a+t. Anotacdo a < b ¢ usada para indicar a afirmagdo “a<b oua=b". Anotagdioa =>b é
equivalente a < b. Observe que a positivo equivale a, a = 0 e que se a < 0, dizemos que a é
negativo.

Considerando os numeros racionais X, y € z, a quadrupla (Q, +, * , <) satisfaz as

seguintes propriedades:

e Associativa: (Al) (x+y)+z=x+(y +2); (M1) (xy)z = x(y2).

e Comutativa: (A2) X +y =y +X; (M2) xy = yx

e Existéncia de elemento neutro: (A3) x+0=x (M3)x1=x.

e Existéncia de oposto: (A4) Para todo racional x existe um tnico racional y tal que
x +y =0. Tal y denomina-se oposto de X e indica-se por — X.

Assim, X + (-x) = 0.

e Existéncia de inverso: (M4) Para todo racional x # 0 existe um Unico racional y tal que X y
. . . . 1
= 1. Tal y denomina-se inverso de X e indica—se por x* ou ~

Assim, x + x1=1.
e Distributiva da multiplicagdo em relacéo a adigéo: (D) x(y + z) = xy + xz.
e Reflexiva: (O1) x < x.

e Antissimetrica: (O2) x <yey < xentdox =y.
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e Transitiva: (O3)x <yey<zentiox <z
e Quaisquer que sejam os racionaisx e y: (O4) x <youy < X.
e Compatibilidade da ordem com a adigdo: (OA) Sez>0ex<y=x+z<y+z

e Somando-se a ambos 0s membros de uma desigualdade um mesmo numero, o sentido da

desigualdade se mantém.
e Compatibilidade da ordem com a multiplicagdo: (OM) Sez>0ex <y = xz <yz.

e Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo ndmero positivo,

0 sentido da desigualdade se mantém.
e O simbolo (=) que aparece em (OA) e (OM) significa “entdao” ou “implica”.

Seja K um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos e suponhamos que em K,
estejam definidas duas operacgdes indicadas por + €; se a terna (K, +,) satisfaz as propriedades
(Al) a (Ad), (M1) a (M4) e (D), diremos que (K, +,) é um corpo. Se, além disso, se K estiver
definida uma relacdo (6) de modo que a (K, +, 6) satisfaca todas as 15 propriedades
anteriormente listadas, entdo diremos que (K, +, 6) é um corpo ordenado. Consequentemente
(Q, +, 6) é um corpo ordenado, ao passo que (Z, +, 6) ndo é um corpo ordenado, pois é facil ver
que (M4) ndo se verifica. (GALDINO, 2011, p. 7-9).

3.3.1 Potenciacao de nameros racionais
Poténcia de um numero racional a, com expoente m inteiro negativo. A poténcia de um

numeral racional, ndo nulo, com expoente inteiro negativo € igual a poténcia do inverso do

namero racional dado, mas com expoente de mesmo valor absoluto e sinal positivo.

a\~—m p\™M
(—) = (—) ., coma#0b+#0eneZ.
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m
Considere “a” como um ntimero real positivo, N um ndmero natural ndo nulo e — um
n

. . . A . m.
numero racional na forma irredutivel. A poténcia de base a e expoente racional — séo
n

determinadas por:

m

Ya™ = an. neN,com n>1.

Poténcia com expoente racional, o expoente do radicando se transforma no numerador
do expoente da base fora da raiz, e o indice da raiz passa a ser o denominador. De modo que as
mesmas propriedades valem tanto para as poténcias de expoente racional quanto para as

poténcias de expoente inteiro.

3.3.2 Dizimas periodicas

Dizima periddica ¢ a representacdo numérica de nimeros decimais, quaisgquer que sejam
eles, em que um ou mais dos seus algarismos se repetem infinitamente na mesma ordem.

Temos que 1, 222. . . é chamado de dizima periddica simples. J& 1,1222 . . . é chamado
de dizima periodica composta.

Uma dizima periddica simples € uma dizima onde o periodo ocorre logo apos a virgula,
vamos a algumas representaces de como transforma essa dizima em uma fracdo geratriz.

Uma maneira préatica para transformar uma dizima periédica em uma fracdo geratriz

conforme a ideia a seguir.

Transforme o nimero b, aaaa. . . em uma fragdo geratriz.
Parte inteira: b.
Periodo: a.

A formalizacdo da ideia do denominador: (quantidade de algarismos no periodo € a
quantidade de 9), para esse exemplo tem um algarismo a distinto, ou seja, um 9. (Para outros,
dois algarismos distintos, ou seja, dois 9, trés algarismos distintos, ou seja, trés 9 e assim

sucessivamente) assim,
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junta a parte inteira com o periodo formado um Unico nimero"menos" parte inteira ba—b
quantidade de 9 9

Exemplo 3.3.2.1 Como transformar 0, 777 em uma fracao geratriz...

Parte inteira: 0

Periodo 7 (quantidade de noves: 1, ou seja, 9). Assim,

07-0

O | 3

Exemplo 3.3.2.2 Como transformar 19, 252525. . . em uma fracéo geratriz.

Parte inteira; 19.

Periodo 25 (quantidade de noves: 2, ou seja, 99). Assim,

1925-19 1906
99 99

Uma dizima periddica composta é uma dizima que tem uma parte ndo periodica logo
apos a virgula, vamos a algumas representacfes de como transforma essa dizima em uma fracdo

geratriz.

Transforme o nimero b, caaa. . . em uma fragdo geratriz.

Parte inteira: b.
Parte ndo periodica: c.

Periodo: a.

A formalizacdo da ideia do numerador: (quantidade de algarismos na parte ndo periodica
é a quantidade de zeros), para esse detalhe na parte ndo periddica tem um algarismo c distinto,
ou seja, um zero. (Para outros, dois algarismos distintos, ou seja, dois 9, trés algarismos
distintos, ou seja, trés 9 e assim sucessivamente).

A formalizacdo da ideia do denominador: (quantidade de algarismos no periodo € a

quantidade de 9), para esse detalhe tem um algarismo a distinto, ou seja, um 9. (Para outros,
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dois algarismos distintos, ou seja, dois 9, trés algarismos distintos, ou seja, trés 9 e assim
sucessivamente).

Dai temos:
Numerador: junta a parte inteira com a parte ndo periodica e o periodo, formado um Unico
numero “menos” a jungdo da parte inteira com o ndo periodica.
Denominador: junta a quantidade de 9 com a quantidade de zeros, formando um Gnico nimero,
segue 0 modelo abaixo:

Numerador bca-bc

Denominador = 90

Exemplo 3.3.2.3 Como transformar 0, 2333 . . . em uma fragdo geratriz.
Parte inteira: 0.
Parte ndo periodica: 2 (quantidade de zeros: 1, ou seja, 0).

Periodo: 3 (quantidade de noves: 1, ou seja, 9). Assim,

023-02 21

90 90

Exemplo 3.3.2.4 Como transformar 8, 21453453453 . . . em uma fracao geratriz.

Parte inteira: 8.
Parte ndo periodica: 21 (quantidade de zeros: 2, ou seja, 00).
Periodo: 453 (quantidade de noves: 3, ou seja, 999). Assim,

821453—821 820632

99900 99900

3.4 NUMEROS IRRACIONAIS

Segundo Boyer (1996), a primeira descoberta deste numero ¢ atribuida a Hipaso de

Metaponto, discipulo de Pitdgoras. O que se sabe é que ndo da para representar S coOmo uma

fragdo de numeros inteiros com q # 0, pois tem infinitas casas depois da virgula da qual ¢

40



chamada de dizima aperiddica. E formado por todos os nimeros que, ao contrario dos racionais,
ndo podem ter uma fracdo de nimeros inteiros. Esse conjunto é representado pelo simbolo I,
onde podemos mostrar 0 mais famoso numero irracional, conhecido como numero pi ( = 3,
141592...), e alguns outros.

Dai uma nova pergunta foi feita aos matematicos da época “os racionais cobrem toda a
reta numérica”. Essa pergunta foi solucionada a mais de 2500 anos, por Pitagoras e seus
discipulos. Estes observaram, com surpresa, que a diagonal de um quadrado de lado unitéario é
V2. Logo, ndo poderia ser expressa por um ndmero racional, pois o nimero /2 no pertencia
ao conjunto numérico dos racionais, dai surgiu a necessidade de ampliar esse conjunto. A nova
reorganizacdo mais tarde foi chamada de conjuntos dos nimeros irracionais.

Portanto, se um ndmero for racional, ndo pode ser irracional, e vice-versa. Da qual
podemos acrescentar que o conjunto dos numeros irracionais foi uma das invencgdes
considerada como um marco nos estudos da trigonometria e geometria.

Assim, como existem as dizimas periddicas, também existem as dizimas néo

periodicas que sdo justamente os ndmeros irracionais, uma vez que elas nunca poderdo ser

~ - a - ,_- ~
expressas como uma fracdo do tipo . Deste modo, podemos relacionar as dizimas néo

periddicas a nimeros decimais infinitos que depois da virgula ndo ocorrem periodo.

Exemplo 3.4.1 0, 932749087365492639374941236444974. . ..

Alguns desses nimeros ndo exatos ganharam nomes, sendo eles: nimero pi, nimero
aureo e numero de Euler.
3.4.1 Representacdo de irracionais na reta numérica

Dado um quadrado na reta numérica de lado 1, com um dos veértices na origem, a medida

da diagonal ¢é calculada pelo teorema de Pitagoras, onde “A soma dos quadrados dos catetos é

igual ao quadrado da hipotenusa”, representado assim, pela a Figura 11.
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Figura 11: Representacdo da criacdo dos nimeros irracionais a partir da diagonal de um quadrado

-2 -B-2 -l 0 1 \»‘j \u"§ 2

N

Fonte: Guidorizzi (2001, p. 4)

Modo de resolucdo para determinar a diagonal de um quadrado:

d2 = 12+ 12
2 =1+1
d? =2
d=v2

Logo, podemos concluir que a diagonal do quadrado é um nimero irracional que mede

V2.

Os conjuntos dos nimeros irracionais se classificam em transcendentes e algébricos.

Transcendentes: Sao numeros aperiddicos.

e O ndmero pi, com seu valor = 3, 14159265358979323846. . . representa o valor da razdo

entre a circunferéncia de qualquer circulo e seu diametro.

e O numero de Euler, com seu valor e = 2, 7182818285. . . € uma constante que surge em
varias aplicacdes cientificas.

e O ndmero de aureo, chamado por Phi ( 6 ) com seu valor = 1, 618033. . .6 um numero

irracional, constante e real, que representa matematicamente a perfei¢do na natureza.

Algebricos: Sdo equacdes algébricas de coeficientes inteiros.

e Araiz clbica de /2 pode ser escrita como sendo x® - 2 = 0.
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3.4.2 NUmeros notaveis

O namero irracional teve como origem a sua descoberta pela razdo entre 0 comprimento

e 0 didmetro de uma circunferéncia da mesma.
=3, 14159265358979. . .

J&, 0 numero aureo, representado por um numero irracional dada pela letra grega 0,

refere-se a proporcdo perfeita:
1+ 5
0= T\/_ =1, 618033989

Consequentemente o numero de Euler, apresentado pelo nimero “e como base do
logaritmo natural € uma importante constante matematica que aprofundou os estudos sobre

logaritmos”.

n

1
lim (1 +E) = e = 2,718281828459045235360287471352662

n—oo

Portanto, podemos supor que as representaces dos conjuntos dos nimeros irracionais

sdo diferentes dos conjuntos dos nimeros racionais de acordo com o diagrama da Figura 12.

Figura 12: Representacdo do diagrama do conjunto dos nimeros irracionais (1)

Fonte: matematicadidatica.com.br/ConjuntosNumericos
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3.5 NUMEROS REAIS

Com a unido dos nameros racionais e 0s irracionais, obtemos um novo conjunto
numérico chamado de numeros reais. A unido descrita chamou a atencdo de inumeros
matematicos dos quais Hermann Hankel (1839 - 1873) o primeiro matematico a atribuir aos
nameros reais & condi¢do de “Estruturas intelectuais e ndo como grandezas intuitivamente
dadas, legadas pela geometria de Euclides (BOYER, 1996, p. 409)”. Outra abordagem
completamente diferente foi dada pelo alemao Richard Dedekind, em 1872, na sua obra “A
continuidade e os nimeros irracionais”.

Dedekind desenvolveu o conceito de continuidade através da aritmética, sem usar a
geometria como guia, pois considerava esse método mais rigoroso. O conjunto dos ndmeros
reais através dos famosos cortes de Dedekind foi uma importante contribuicdo para a

compreensdo dos conceitos atuais dos numeros reais.

POSTULADO DE DEDEKIND. Todo subconjunto ndo vazio de R, constituido de

elementos positivos tem um infimo.

O postulado de Dedekind realmente determina o corpo dos reais entre todos 0s corpos
ordenados. O corpo R assim definido contém um subconjunto que estd em correspondéncia
biunivoca com o conjunto Q dos racionais. Na realidade, essa correspondéncia goza da
propriedade de preservar as operac6es de adicdo e multiplicacdo; correspondéncias biunivocas
desse tipo tomam o nome de isorfismos.

Para todos os efeitos, podemos simplificar essa questdo do isomorfismo e simplesmente
dizer que R contem Q. A reta R é um belo modelo geométrico para o corpo R: cada ponto R
representa um real e, vice-versa, a cada real corresponde um ponto de R. As verificacbes dos
seguintes fatos que decorrem diretamente do postulado de Dedekind (FIGUEIREDO, 1996. p.
9).

Portanto, podemos afirmar que o conjunto dos nimeros reais, simbolizado pela letra R,

é formado pela unido dos conjuntos dos nimeros racionais € irracionais.

R = {x é racional ou x é irracional}
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Desse modo todos os conjuntos numéricos (N, Z e Q), bem como o conjunto dos
nameros irracionais sdo subconjuntos de IR. Da mesma forma destacam-se 0s outros
subconjuntos dos nimeros reais.

Tomando como referéncia os fatos estabelecidos, podemos entdo apresentar o diagrama
da unido do conjunto dos nimeros racionais com 0 conjunto dos numeros irracionais que

formam o conjunto dos nimeros reais, conforme apresentado na Figura 13.

Figura 13: Representacao do diagrama do conjunto dos nimeros reais (R)

R
Q I

Fonte: matematicadidatica.com.br/nimeros-reais

Notemosque N c Z c Q c Re | c R, assim, podemos afirmar que as quatros operacdes
matematicas serdo sempre validos no conjunto dos nimeros reais, bem como: adic¢do, subtracao,

multiplicacdo e divisao.

(@+b)eR,(a-b)eR,(a*b)ER, (a+b)ER,comb #0.

3.5.1 Reta real

Construcéo da reta real
I.  Devemos iniciar com 0S nUmeros naturais.
Il.  Prolongaremos a linha para trés para incluir os inteiros negativos.

I1l.  Acrescentamos as fracGes, com isso a reta fica com infinitos pontos entre os inteiros.

45



IV. Acrescentamos finalmente os numeros irracionais preenchendo assim a reta real

completa.

Diante dos dados fornecidos podemos entdo sugerir uma representacao da reta real de

acordo com a Figura 14.

Figura 14: Representacdo da reta numérica real

= —2.236067 )
=-2.2 b ke N = 1.7320508
T =1414213 _
: B / = 3141592
5 =02020308
” 3 20 25 i
-2.0 l - B ‘ ‘ 20
3 I B ] 5 20

= = m o El o & 5] 2 5 W

- 5 y i ol & 1 1.5 X > u;
1 ' | ' =y ll §==2) ' | I i | 1
T ™ T T 1] ¥ | ] L 1

Fonte: slideplayer.com.br/slide/1367566/

De acordo com Guidorizzi (1996), os intervalos numéricos sdo subconjuntos especiais

dos nameros reais. Nas defini¢des a seguir, consideram-se a e b dois nimeros reais, tais que a

<h.
I. Intervalo Fechado de extremos a e b:

[a,b] ={x € R/a < x < b}
I1. Intervalo aberto de extremos a e b:
la,b[=(a,b)={x e R/x < aoux = b}
I11. Intervalos semiabertos de extremos a e b:

[a, b[=[a b)={x € R/a < x < b}
(a b] =] a b] = {x € R/a < x < b}
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IV. Semirretas:
[, +0) = [a, +o0[ = {x € R/x > a}
]a, +oo0 [= (a, +o0) = {x € R/x > a}
]- o, b] = (-0, b] = {x € R/x < b}

]- o, b[= (-0, b) ={x € R/x < b}
V. Reta:

] - 0, +o0 [= (-00, +0) = R
Como foi visto na secdo de nimeros inteiros, o valor absoluto também se estende ao
conjunto dos nmeros reais, assim definimos o valor absoluto de um dado nimero x, da qual

indicamos por | X | , tal que:

x| = {x,sex >0
—x,5ex <0

Dessa forma, por definicdo, segue as seguintes propriedades do mdédulo, conforme
especificam Elon (1989), Geraldo (1999) e Figueiredo (2008).

P1. |x| > 0, para todo x real;

Po. |x] =a,entiox=aex=-a;

Ps. |x| > a, se e somente se, X < -aou X > a;
Ps. |x| < a, se e somente se, -a< X < a;

Ps. |x| = a, se e somente se, X < -aou X = a;
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Ps. |x| <a, seesomentese, -a< X< a;
Pz. |x2| = | x|?=x? para todo x real;
Ps. x> = | x|, para todo ntimero real;

Po. [asb| =]a

b |, para quaisquer a e b reais;
Pw. [3| = |a]+|b],comb#0;

Pu. |a+b|< |a| + |b], para quaisquer a e b reais;
Pio. |[a-b|> |a| - |b], para quaisquer a e b reais.

Tomando por base as propriedades, podemos dizer que modulo é o mesmo que distancia
de um numero real ao numero zero, uma vez que, 0 modulo de numero real surgiu da
necessidade de medir a distancia de um numero negativo ao zero. Ao medirmos a distancia de
um namero negativo qualquer, ao zero percebe-se que a distancia fica negativa e como nao é
usual dizer que uma distancia ou comprimento é negativo foi criado 0 médulo de nimero real
que torna o valor positivo ou nulo e para que isso seja verdade foram criadas algumas

propriedades.
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4. NUMEROS COMPLEXOS

De acordo com Boyer (1996), os reais era 0 conjunto mais completo, até que por volta
de 1500, quando um pensamento recorrente surgiu entre os matematicos “O quadrado de um
ndmero positivo, bem como o de um nlimero negativo, € positivo. Nao existe raiz quadrada de
um numero negativo porque um nimero negativo nao ¢ quadrado de nenhum numero” (p. 350,
1996).

Tudo comecou quando Cardano, em 1545 até chegar a Rafael Bombeli, em 1572,
quando publicou o tratado da Algebra, falando sobre a existéncia de raizes quadradas de
ndmeros negativos. Com isso, comegava a surgir um novo conjunto, chamado de conjunto dos
numeros complexos (C), com todos os elementos de R e no qual as equagdes que antes ndo
tinha solugdo, passaram a ter. Foi também criado o simbolo i (pois esses numeros eram
chamados imaginarios), para ser usado em lugar de — 1, elemento do conjunto dos nimeros

complexos. Desse fato temos que R esta contido em C, ou seja:

NcZcQcRcC

E assim, formou-se o conjunto dos numeros imaginarios, representado pela letra i, que
é composto por todas as raizes de niUmeros negativos de indice par.
Entdo podemos ter uma nova divisao, ou 0 nimero é real ou nao é real, conforme mostra

a Figura 15.

Figura 15: Representacdo do diagrama do conjunto dos nimeros imaginarios (C)

—C

R

Fonte: matematicadidatica.com.br/ConjuntosNumericos
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Para solucionar este caso, convencionou-se que a unido dos nimeros reais com 0S
ndmeros imaginarios, deu a origem ao Conjunto dos nimeros complexos, que € representado
por C.

Os numeros complexos, cujo conjunto é simbolicamente representado por C é o
conjunto de todos os pares ordenados de coordenadas reais, e seus pares ordenados sao dados

por z = (a, b).

Dai tem a forma algeébrica:

Z=a+ bi,comace b reais.

Unidade Imaginaria (i): definida como i? = -1.

Segundo Carmo; Morgado; Wagner (1992), paraz=a+ bi,comaeRebeR;aéa
parte real de z, denotada por Re(z); b é a parte imaginaria de z, denotada por Im = (2), as

notagdes correspondentes.

I.  Quando o nimero complexo esta na forma a + 0i, ou seja, quando b = 0, z é real. Assim,
R eC;
Il.  Quando o numero complexo esta na forma 0 + bi, ou seja, quandoa=0¢e
b # 0, z é chamado de imaginario puro;
1. Quando o nimero complexo esta na forma a + bi e b # 0, z é imaginario;

IV.  Em particular, 0 + 1i = i € chamado de unidade imaginaria.

Uma caracteristica interessante dos nimeros imaginarios € a presenca do conjugado de
um numero complexo que permite realizar operagfes fundamentais no conjunto dos nimeros

complexos. ,

O conjugado de um nimero complexoz=a+bié zZ=a- bi.
Propriedades:
P, Z=z
P, zeZ=a’+D?

P; z = Z, se e somente se, z € numero real.
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P z1+2,=21+ 73

Ps Ziez;=21+ 7,

As propriedades assume papel relevante na resolucdo de operacdes de ndmeros
complexos na forma algébrica, para os numeros complexoszz=a+bi e
z> =c +di, com a, b, c e d reais, de acordo com Carmo; Morgado e Wagner (1992) podem
relacionar as seguintes operacgoes:
Igualdade: a + bi = ¢ + di, se e somente se,a=cec=d.
Adicdo: z; +z, =(a+c) + (b + d)i
Subtragdo: z; —z, =z; + (—zz) =(@a—c) + (b—d)i

Produto: z, ¢ z, = (ac — bd) + (ad + bc) i

.. Z1_Z1  Zp  Z1+7Zp
Divisdo: —=— e == TR
Z; Zy Zz cc+d

com z, # 0.

Moédulo: |z;| = Va? + b?

1 Z
Inverso de z: Z = =———,comz# 0.

o1
Inversodei:—=—=
A Le]

Os numeros complexos sdo identificados por z = a + bi, onde a é a parte real e b a parte
imaginaria. A letra i acompanha a parte imaginaria e dependo do valor de sua poténcia assumira
um valor que ira facilitar varios calculos.

As poténcias de i sdo periodicas. A cada sequéncia de 4 poténcias, tem-se uma repeticéo.
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Observa-se que as poténcias de i comecam a se repetir depois de i*, portanto, para

determinar uma poténcia de i diferente das anteriores, basta fazer:

Sendo m o valor que estar elevando i e, m o resto da divisdo de n por 4. Logo, o valor

de uma poténcia de i, por exemplo 1’8, é dado pelo resto do expoente por 4. Observe que, i’%

=i¥=-i

Além da forma algébrica e do par ordenado conforme orienta Carmo, Morgado e
Wagner (1992) pode-se escrever o numero complexo na forma trigonométrica ou polar, da
seguinte maneira:

z = |z| (cosO + iesend)

Onde, 0 mddulo de z é dado por |z|= Va? + b2 é o argumento de z (arg. (z)), sendo 0

< 0 < 2w medida do angulo, tomado no sentido anti-horéario, em que:

b
Arg. (z) = 0 é tal que: cos 8 = % e sene:E

Sendo z; = |z;| (cosB, + iesend;) e z, = |z,| (cosB, + iesend,) numeros complexos

escritos na forma trigonomeétrica, tém-se as seguintes operagdes no conjunto dos numeros

complexos.
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Operacéo Representacao
Multiplicagdo  z; e z, = |z;| * |z,|  [(cos(8, + 60;) + iesen (6, + 6,)]
Divisdo Zy t 2y = |z1| + |23] o [(cos (8, — 8,) + i esen (6; — 6,) ]

Potenciagdo  z™ = |z|™ « [(cos(nB;) + iesen (nb,)] - 12 férmula de De Moivre

Radiciagdo Vz =z, = ’i/m- [cos(e +2"T”)]em queK=0,1,2,..,n-1-28

n

Formula de De Moivre conforme (MACHADO, 1986).
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5. CONJUNTOS NUMERICOS NA EDUCACAO BASICA

Segundo (CEZAR, 2013, p.2), a ideia de nUmero existe independentemente de estarmos
na escola. No entanto, é na escola que a crianca inicia o processo de formalizacéo e é nesse
momento que o professor de Matematica tem a grande tarefa de orientar o aluno para que o
mesmo possa produzir significados relevantes no que se refere & construgdo dos numeros reais

de forma adequada, a fim de possibilitar uma aprendizagem significativa.

5.1 TRAJETORIAS DA PESQUISA

Tendo como base o pressuposto anterior, realizamos uma pesquisa de campo com
alunos do terceiro ano do Ensino Médio de uma escola publica de Teresina — Piaui, na intencao
de verificar se os estudantes do ultimo ano da Educacdo Basica apresentam os conhecimentos
de conjuntos numéricos considerados essenciais para dar continuidade a aprendizagem de
Matematica sem muitas deficiéncias, visto que, 0s conjuntos numericos sdo um dos pré-
requisitos chave para o bom entendimento dos contetdos da matematica.

Para concretizacdo da pesquisa, visitamos a Unidade Escolar Padre Luidino Di Guidi,
localizada no bairro Parque Dagmar Mazza, em Teresina Piaui, para formalizacao da solicitacao
da pesquisa junto a dire¢cdo, no momento apresentamos o projeto de trabalho, primeiro para a
direcdo da escola e em seguida para os alunos do terceiro ano do Ensino Médio do turno
noturno. Como os alunos em sua maioria, eram pessoas que ja tinham maioridade, com faixa
etaria entre 17 a 28 anos, estabelecemos um didlogo com o objetivo de sensibiliza-los a
participarem da pesquisa. Convite aceito demos prosseguimento as atividades planejadas.

Vale ressaltar a pesquisa foi realizada em trés momentos: No primeiro momento, foi
apresentado um breve contexto histdrico e algumas explicagdes sobre particularidades de cada
conjunto numeérico. O assunto explanado abordava somente o conceito e seus topicos basicos,
a fim de mostrar a necessidade do estudo dos conjuntos numéricos.

No segundo momento, foi aplicado o questionario de pesquisa que continha dez
questdes. Apos a distribuicdo o pesquisador resolveu uma questdo, no quadro, explicando e

mostrando dicas que ajudariam na resolucdo das outras. Na sequéncia os alunos puderam
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responder as nove questdes da maneira que sabiam. Os questionarios foram recolhidos e
corrigidos, os acertos e erros foram tabulados e analisados a luz do referencial tedrico.

No encontro seguinte (terceiro momento), entregamos a resolucdo impressa do
questionario e 0s questionarios corrigidos. Em seguida solicitamos que comparassem as duas
respostas, a fim de identificarem possiveis duvidas e avaliassem o prdprio desenvolvimento,
muitos questionamentos surgiram e, na medida do possivel, foram esclarecidos. Solicitamos

ainda, que os alunos escolhessem cinco questdes para serem respondidas e explicadas.

5.2 ANALISANDO OS ACHADOS DA PESQUISA

Os Parametros Curriculares Nacionais destacam que “[...] a aquisi¢do do conhecimento
matematico deve estar vinculada ao dominio de um saber fazer Matematica e de um saber
pensar matematico” (BRASIL, 1999, p. 41). Na intencdo de verificar se 0s alunos do terceiro
ano do Ensino Médio construiram conhecimentos necessarios sobre 0s conjuntos numericos,
ou se consolidaram e/ou aprofundaram as ideias essenciais (conceitos) sobre 0s conjuntos
estudados no ensino Fundamental e Médio, conforme orienta a BNCC da area de Matemaética

e suas Tecnologias.

[...] propde a consolidacdo, a ampliacdo e o aprofundamento das aprendizagens
essenciais desenvolvidas no Ensino Fundamental. Para tanto, propde colocar em jogo,
de modo mais inter-relacionado, os conhecimentos ja explorados na etapa anterior, a
fim de possibilitar que os estudantes construam uma visdo mais integrada da
Matematica, ainda na perspectiva de sua aplicacdo a realidade (BRASIL, 2018).

Neste sentido as respostas dos alunos, coletadas mediante atividade aplicada em sala de
aula, foram analisadas. Vale destacar, que mesmo os alunos tendo assumido o0 compromisso de
contribuirem com a pesquisa, ndo foi o que ocorreu, visto que, no momento da aplicacdo da
atividade, somente 22 alunos se encontravam em sala de um total de 38 que frequentam as aulas
regularmente.

Dos que se encontrava em sala quatro alunos se recusaram a resolver a atividade depois
de verificarem as questdes, sete alunos zeraram ou deixaram em branco toda a lista, 11
conseguiram resolver menos de 5 questdes, nenhum aluno conseguiu responder mais de 5
questdes. Confirmando a tese de Ponte (2006, p. 8), ao afirmar “[...] muitos alunos tém grandes

dificuldades nos NUmeros e suas operagdes. Outros, [...], conseguem um nivel de desempenho
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razoavel neste campo, mas deparam-se depois com grandes dificuldades na aprendizagem da
Algebra”.

Fundamentado na concepcéo de Ponte (2006), cada resposta foi analisada, e permitiu
concluir que muitos alunos ndo conseguiram absorver 0s conhecimentos necessarios na sua
vida escolar para responder as questdes, ou ndo se deram a oportunidade de tentar, alegando
que as questdes eram complicadas e dificeis de serem entendidas por isso nem tentaram.

Como o indice de questdes respondidas por aluno ndo ultrapassou os 50%, foi entregue
a cada participante da atividade uma lista impressa contendo todas as respostas. Dando
continuidade as ac¢0es propostas, solicitamos que os alunos escolhessem cinco questdes das que
tiveram mais ddvidas para verificarem seus erros, estabelecendo comparagdo com as respostas
recebidas. Depois de alguns minutos, solicitamos que escolhessem cinco questdes para
respondermos no quadro, e discutir as possibilidades de resolucdo, uma forma de reavivarem
0s conhecimentos que poderiam estar adormecidos e/ou construir alguns conhecimentos novos
relativos aos conjuntos trabalhados. As questfes indicadas foram as de nimeros dois (2), trés
(3), seis (6), sete (7) e nove (9).

Ao iniciar a resolucdo os alunos comentavam incrédulos que ndo era possivel, e
exclamavam “que coisa facil, era s6 1€”. Como cada questdo pedia uma avaliagdo quanto os
niveis de dificuldades e que, quase todas as questdes tinham sido consideradas com um nivel
muito dificil, independente de terem sido respondidas ou ndo. Os resultados comprovaram que
0s estudantes ndo assimilaram o0s conteddos nos anos escolares precedentes, contudo,
imediatamente a entrega das folhas de respostas os alunos verificaram que esses assuntos
(contetdos) foram visto nos anos anteriores.

Verificamos ainda, mediante conversas com os alunos, certa frustracdo/decepcao dos
gue ndo tentaram, pois 0s resultados apontam pouco ou nenhum aprendizado dos
conhecimentos abordados na investigacdo. As lacunas de conhecimento podem ter varias
causas, uma apontada na pesquisa de Silva (2011) pode estar relacionada a abordagem didatica
dos professores da Educacao Baésica, conforme destaca, “[...] € importante que o professor tenha
acesso a abordagens adequadas para o Ensino Fundamental e para o Ensino Médio, tomando
certos cuidados didatico para desenvolver um bom trabalho com os Numeros Reais” (SILVA,
2011, p. 286).

Ponte (2006), tambem evidencia aspectos que podem dificultar a aprendizagem dos
Conjuntos Numéricos. “[...] alunos que terminam o Ensino Fundamental sem compreender ou
utilizar adequadamente os algoritmos das operacdes, sobretudo da divisdo”, outros aspectos

apontados por Ponte (2006) referem-se as dificuldades de representacéo e interpretacdo dos
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diversos numeros reais. Mesmo aqueles que dominam os algoritmos, ndo sabem ler os nimeros
ou separar os algarismos em classes e comumente confundem virgula e o ponto, quando
utilizam ou ndo algum recurso tecnoldgico para a realizacéo de calculos com nimeros grandes
OuU pequenos.

E de fundamental importancia que os alunos compreendam os Ndmeros Reais. Este
também pode servir de base para estudos mais profundos feitos mais adiante, como por
exemplo, os estudos dos Numeros Complexos. Pois aquele que néo tiver capacidade minima
para trabalhar com numeros e suas operagOes, fica seriamente limitado nas suas opcdes

escolares e profissionais e no seu exercicio da cidadania democrética.
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6. CONCLUSAO

Ao longo desta pesquisa, foram trabalhadas as constru¢des formais dos conjuntos
numéricos que estudamos desde o Ensino Fundamental ao Ensino Médio, partindo do conjunto
dos numeros naturais até o conjunto dos nimeros complexos. Também pudemos vivenciar as
propriedades, dicas e exemplos de cada um desses conjuntos. Apds a andlise de livros e
materiais, pode-se verificar que ndo existe a preocupacdo de muitos autores em repassar ao
leitor um contexto historico desses conjuntos numericos e nem mesmo de citar os abusos de
notacdo que acabamos cometendo apos as imersdes de um conjunto no outro.

Esta dissertagdo surgiu com o intuito de ajudar os professores da Educacgdo Bésica para
gue pudessem perceber que existem muitos topicos importantes dentro dos conjuntos
numéricos das quais ndo sao trabalhados por muitos autores, pois eles ficam restritos em citar
apenas o basico nos livros, uma vez que em cada sistema numérico temos objetos de natureza
completamente diferentes dos demais.

Desde o Ensino Fundamental até o Ensino Médio, quando é apresentada a ideia de
conjuntos, podemos verificar que este conteddo vem perdendo espaco nos livros didaticos, pois
o presente trabalho foi possivel demonstrar o distanciamento existente entre a matematica
apresentada em sala de aula e aquela mais exigida no dia a dia. Observou-se também que alguns
alunos na iminéncia de conclusdo do Ensino Médio, viram estes conteidos de uma forma
superficial. No entanto, quando se trata da percepcéo dos alunos que ndo haviam respondido o
questionario completo isso foi preocupante, pois 0 questionario trabalhado fazia parte do dia a
dia de um ser humano.

Espera-se que este trabalho contribua no sentido de enriquecer as discussdes em relagao
aos Conjuntos Numéricos na Educacdo Basica, buscando sempre aprimorar 0s seus conteudos
bem como a vivéncia que vendo sendo vinculada as necessidades do dia a dia, dada a
importancia que o contetido tem no sistema educacional. Para que isso ocorra, tantos os futuros
professores de matematica quanto aqueles que ja se formaram, devem ter acesso a formacéo
necessaria para transmitir tais contetdos. Este trabalho procurou deixar claro cada experiéncia
e resultado provenientes de extremo esforgo fazendo contas que por muitas vezes desfoquem o
verdadeiro objetivo que € elucidar um problema tendo em méos um produto final e ndo o seu
desenvolvimento. Isso permitiu que pudéssemos elucidar algumas questdes e interpretar
algebricamente gramaticalmente de forma mais ampla, elaborada e rapida nos resultados.

Depois que esses numeros sdo introduzidos, ha uma tentativa nada rigorosa de estender

as operacOes, para 0s outros Conjuntos Numéricos. Se buscarmos fontes historicas,
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descobriremos que alguns matematicos encontraram uma maneira diferente, de mostrar o0s
Conjuntos Numéricos, partindo dos Naturais construindo os Inteiros e assim por diante até
chegar aos Complexos, afirmando que unindo os Racionais aos lrracionais, obtém-se o
Conjunto dos NUmeros Reais e unindo os Reais aos Imaginarios teremos o Conjunto dos
NUmeros Complexos.

Por fim, podemos visualizar na dissertacdo algumas imagens classicas que de certa
forma acaba auxiliando na ideia para algumas conclusdes matematicas. Espero ter deixado claro
que do ponto de vista rigoroso da matematica, ndo faz sentido apresentar tal conjuracdo, uma
vez que os elementos de cada conjunto sdo de natureza diferente dos demais. Na verdade,
procurei fazer algumas mudancgas para representar cada Conjunto Numeérico, para sim, termos
uma visdo ampla entre eles, permitindo assim uma coépia algébrica de uma maneira ampla para

representar os Conjuntos Numeéricos na Educacdo Basica, dos Naturais aos Complexos.
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Anexo | — Questionario

o, Universidade Estadual do Maranhao A
:j — Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia AAAA
5 5 P6s-Graduacdo em Matematica AAAA
’ 4\ Mestrado Profissional em Matemaética - PROFMAT PROFMAT

P P
Vg ap®

Questionario

Prezado alunos, estou realizando uma pesquisa que tem como objetivo investigar a
organizagdo dos conjuntos numéricos e seus elementos, a partir da teoria dos conjuntos,
mostrando sua importancia na matematica e sua aplicacdo na Educacdo Bésica. Por esse motivo
solicito sua colaboracdo, respondendo este questionario, pois sua contribuicdo € muito

importante para a conclusao do meu trabalho de mestrado.

Notacdes:

N, dos niimeros naturais;

Z, dos nUmeros inteiros;

Q, dos numeros racionais;

Q-+, dos nimeros racionais ndo negativos;

Q"+, dos niimeros racionais positivos;

I, dos nimeros irracionais;

R, dos nameros reais.
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Questdo 1 - “Os sistemas de escrita numérica mais antiga que se conhecem sao os dos
egipcios e dos babilénios, que datam aproximadamente do ano 3500 a.C.”. Os

Observe, no quadro abaixo, como alguns povos registravam a escrita dos numeros 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9, 10 e 100.

Egipcios Babilonios Maias Chineses Gregos
1 | Y : - a
2 I Y = B
sl Y = Y
s | YYTY I 5
s oY — £ £
IR EE SN
Sl e = . E
N EE: AR
s Y e 5 2
10 N < — i L
100 9 TZ2 & =) P

Diante das varias numeracdes antigas, podemos ver varios tipos de numeracdes
representadas por nimeros que eram escritos com a forma de combinacdo desses simbolos.
Assim, podemos relacionar os numeros 2236 e 1122 respectivamente escritos em simbolos
egipcios.

e$s99nnn |||
e$9nn||

Agora, represente cada numero utilizando os simbolos acima.

a) Simbolos Gregos, com o valor 19.

b) Simbolos Maias, com o valor 46.
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c) Simbolos Egipcios, com o valor 182.

Ao finalizar a questdo, sera que podemos fazer uma avaliacdo das respostas. Marque com um
X as afirmacdes abaixo:

| - A contextualizacdo da questdo acima satisfaz aos quais conjuntos numeéricos

() Conjunto dos numeros racionais

() Conjunto dos numeros irracionais

( ) Conjunto dos nimeros Reais

I - Qual o nivel dessa questdo para vocé
() Nivel fécil

() Nivel médio

() Nivel dificil

Questdo 2 - No Japao, um trem bala parte de uma estacdo com 568 passageiros. Anotamos 0s

passageiros que sobem em cada estacdo de acordo com o quadro abaixo:

Fonte: https://exame.abril.com.br/tecnologia/japao-desenvolve-trem-bala-capaz-de-chegar-a-360-kmh/

PARTIDA CHEGADA
12 estacdo 2@ estacao 32 estacao 42 estacao 52 estacao
Subiram 145 | Subiram 136 | Subiram 24
' 2

Subiram 186 Desceram 385 | Desceram 75 | Desceram 257 '

Agora responda: Quantos passageiros chegaram na 5° estagdo?
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Ao finalizar a questdo, sera que podemos fazer uma avaliacdo das respostas. Marque com um
X as afirmacdes abaixo:

| - A contextualizacdo da questdo acima satisfaz aos quais conjuntos numeéricos

() Conjunto dos numeros racionais

() Conjunto dos numeros irracionais

() Conjunto dos numeros Reais

Il - Qual o nivel dessa questdo para vocé

( ) Nivel facil

( ) Nivel médio

( ) Nivel dificil

Questdo 3 - Os elevadores de um prédio vao desde o andar zero até o trigésimo andar.

A B C
S0 PARA S0 PkRA
Nos NoS SO»I?“AHA
ANDARES o ANDARES |l AnDARES
CUJO = o 'CUJO Koon L4 CUWO
: NUMERO E . mﬂmg e NOMEROE

a) Quais elevadores vocé pode utilizar para ir ao 15° andar?

b) Quais elevadores vocé pode utilizar para ir ao 24° andar?

¢) Em quais os andares ndo para nenhum elevador?
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Ao finalizar a questdo, sera que podemos fazer uma avaliacdo das respostas. Marque com um

X as afirmacdes abaixo:

| - A contextualizacdo da questdo acima satisfaz aos quais conjuntos numeéricos

() Conjunto dos numeros racionais

() Conjunto dos numeros irracionais

() Conjunto dos numeros Reais

Il - Qual o nivel dessa questdo para vocé

() Nivel facil

() Nivel médio

() Nivel diffcil

Questdo 4 - Em um determinado més, Victor teve a curiosidade de saber em quais dos dias

podemos contar como nimeros primos. De acordo com o calendario escreva quais dos nimeros

abaixo sdo primos?

Dom | Seg | Ter # Qua | Qui = Sex | Sab
1
2 3 4 5 6 1 8
9 01 | 12 13 | 14 | 15
6 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22
23 | 4 |25 2 |27 8 2
30 | 3

Fonte: http://www.cepe.usp.br/?attachment_id=6064
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Ndmeros Primos:

Ao finalizar a questdo, sera que podemos fazer uma avaliacdo das respostas. Marque com um

X as afirmacdes abaixo:

| - A contextualizacdo da questdo acima satisfaz aos quais conjuntos numericos

() Conjunto dos nimeros racionais

() Conjunto dos nimeros irracionais

() Conjunto dos nimeros Reais

Il - Qual o nivel dessa questdo para vocé

() Nivel facil

() Nivel médio

() Nivel dificil

Questdo 5 - No ano de 2018, uma casa de inverno teve um prejuizo de 14589 reais em outubro,

obteve um lucro de 8597 reais em novembro, e lucrou 15278 reais em dezembro.

Considerando-se os trés meses juntos, é verdade que essa casa teve:
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a) Lucro de 7908 reais

b) Prejuizo de 38464 reais

¢) Lucro de 9286 reais

d) Prejuizo de 9286 reais

e) Lucro de 21270 reais

Ao finalizar a questdo, sera que podemos fazer uma avaliacdo das respostas. Marque com um

X as afirmac@es abaixo:

| - A contextualizagdo da questdo acima satisfaz aos quais conjuntos numéricos

() Conjunto dos numeros racionais

() Conjunto dos numeros irracionais

() Conjunto dos nimeros Reais

Il - Qual o nivel dessa questdo para vocé

() Nivel facil

() Nivel médio

() Nivel dificil

Questao 6 - Pertence ao conjunto dos nimeros racionais, qualquer nimero que possa ser escrito

na forma de fragdo, onde o numerador e 0 denominador sdo nlimeros inteiros.
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5
35:3=535= 11,6666 .
3
3:100=8 =008
100

Uma dizima periodica é um nimero gque quando escrito no sistema decimal apresenta uma série
infinita de algarismos decimais que, a partir de certo algarismo, se repetem em grupos de um
ou mais algarismos, ordenados sempre na mesma disposi¢do e chamados de periodo. Portanto,
0s numeros decimais infinitos periodicos (que repete uma sequéncia de algarismos da parte
decimal infinitamente), como "1,3333...” ¢ "0,16666...", também chamados de dizimas
periodicas simples e compostos. Sendo as dizimas periodicas simples com os valores de:
X=1,333...,

Y =0,1666... .

Qual é o valor de x +y?

Ao finalizar a questdo, sera que podemos fazer uma avaliacdo das respostas. Marque com um

X as afirmacdes abaixo:

| - A contextualizacdo da questdo acima satisfaz aos quais conjuntos numeéricos

() Conjunto dos numeros racionais

() Conjunto dos numeros irracionais

() Conjunto dos numeros Reais

Il - Qual o nivel dessa questdo para vocé

) Nivel facil
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() Nivel médio

() Nivel diffcil

Questdo 7 - Pelo o que vocé estudou sobre aproximacdo de raizes responda o que se pede

abaixo:

a) Quais destas raizes estdo compreendidas entre 5 e 10?

b) Quais destes niUmeros estdo inseridos no conjunto dos nimeros irracionais?

| - A contextualizacdo da questdo acima satisfaz aos quais conjuntos numeéricos

() Conjunto dos nimeros racionais

() Conjunto dos numeros irracionais

() Conjunto dos nimeros Reais

Il - Qual o nivel dessa questdo para vocé

() Nivel facil

() Nivel médio

() Nivel dificil

Questéao 8 - Leia a tirinha. Considerando que os quatro bombons seréo repartidos igualmente

entre os trés meninos.
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P4\ Ziraldo, O Menino
j maluquinho; as

A | melhores tiras,
b’( Porto Alegre:

L&PM, 1995,
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Os niimeros que estdo escrito nas tirinhas, pertencem ao(s) conjunto(s).
a) N

b) Z

c)leQ

d ZeR

e) QeR

| - A contextualizacdo da questdo acima satisfaz aos quais conjuntos numericos

() Conjunto dos nimeros racionais

() Conjunto dos nimeros irracionais

() Conjunto dos nimeros Reais

Il - Qual o nivel dessa questdo para vocé

) Nivel fécil

() Nivel médio

() Nivel dificil

Questdo 9 — A seguir temos a representacdo dos conjuntos numéricos fundamentais em um

diagrama.
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Através deste diagrama podemos facilmente observar que o conjunto dos nameros reais (R) €
resultado da unido do conjunto dos nimeros racionais como o conjunto dos nimeros irracionais
(R =Q N T). Observamos também que o conjunto dos numeros inteiros esta contido no conjunto
dos nimeros racionais (Z < Q) e que 0s numeros naturais sdo um subconjunto dos numeros
inteiros (N c Z).

Em relacdo aos principais conjuntos numeéricos é correto afirmar:

a) todo namero irracional € real, mas nem todo numero real € irracional.

b) todo numero racional € natural, mas nem todo numero natural é racional.

c) todo namero racional é inteiro, mas nem todo nimero inteiro € racional.

d) todo numero inteiro é natural, mas nem todo nimero natural é inteiro.

e) todo nuamero real é natural, mas nem todo nimero natural é real.

| - A contextualizagdo da questdo acima satisfaz aos quais conjuntos numericos

() Conjunto dos nimeros racionais

() Conjunto dos nameros irracionais
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() Conjunto dos nimeros Reais

Il - Qual o nivel dessa questdo para vocé

() Nivel fcil

() Nivel médio

() Nivel dificil

Questéo 10 - Considere 0s conjuntos:

N, dos niimeros naturais;

Z, dos numeros inteiros;

Q, dos nimeros racionais;

Q-+, dos nimeros racionais ndo negativos;

Q*., dos nUmeros racionais positivos;

R, dos nUmeros reais.

O nlimero que expressa:

a) aquantidade de habitantes de uma cidade é um elemento de Q-+, mas ndo de N.

b) amedida da altura de uma pessoa é um elemento de N.

c) avelocidade média de um veiculo é um elemento de Q, mas néo de Q-.

d) o valor pago, em reais, por um sorvete &€ um elemento de Q*-.
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e) amedida do lado de um tridngulo é um elemento de Q.

| - A contextualizacdo da questdo acima satisfaz aos quais conjuntos numeéricos

() Conjunto dos nimeros racionais

() Conjunto dos nameros irracionais

() Conjunto dos nimeros Reais

Il - Qual o nivel dessa questdo para vocé

() Nivel fcil

() Nivel médio

() Nivel diffcil
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