UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGIA

CURSO DE POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA

Luciano Melo Santana

Os problemas classicos da geometria e a impossibilidade de
solucao com régua e compasso.

Rio de Janeiro

2013



Luciano Melo Santana

Os problemas classicos da geometria e a impossibilidade de
solucao com régqua e compasso.

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado ao
Programa de Pés-graduacao em Matematica PROF-
MAT da UNIRIO, como requisito para a obtencao
do grau de MESTRE em Matemética.

Orientador: Adriano Mauricio de Almeida Cortes

Doutor em Engenharia Civil - UFRJ

Rio de Janeiro

2013



Santana, Luciano
Os problemas classicos da geometria e a impossibilidade de solugao
com régua e compasso. / Luciano Santana - 2013

44.p

1.Matematica 2.Geometria FEuclidiana 3. Numeros Construtiveis.
I.Titulo.
CDU 536.21




Luciano Melo Santana

Os problemas classicos da geometria e a impossibilidade de
solucao com régqua e compasso.

Trabalho de Conclusao de Curso apresentada ao
Programa de Pés-graduagao em Matematica PROF-
MAT da UNIRIO, como requisito para a obtencao
do grau de MESTRE em Matematica.

Aprovado em 19 de julho de 2013

BANCA EXAMINADORA

Adriano Mauricio de Almeida Cortes

Doutor em Engenharia Civil - UFRJ

Ronaldo da Silva Busse

Doutor em Matemética - UFRJ

Renata Alves Carvalho Crippa

Mestre em Matematica - UFRJ



Dedico esta obra a minha familia.



Resumo

Os problemas de duplicagao do cubo e a trisseccao de um angulo dado usando
somente régua e compasso inspiraram e motivaram varios matematicos da antiguidade

até meados do século XIX.

Neste trabalho de conclusao de curso destacamos a evolucao histérica na busca
de solucao para estes problemas assim como a origem dos mesmos. Mostraremos, ainda,
relacoes entre os problemas geométricos e suas respectivas solugoes algébricas e a impos-

sibilidade de uma solucao baseada somente no uso de régua e compasso.



Abstract

The problems related to the cube’s doubling and the trisection of a given
angle by using only a ruler and a compass as tools have inspired and motivated many

mathematicians since early ages until the middle of the nineteenth century.

In this final project, we highlight the historical evolution in the search for the
solution of these problems as well as their origin. Furthermore, it will be pointed out
relations between geometric problems and their respective algebraic solutions and also

the impossibility of a solution based only on a ruler and a compass as tools.
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1 Introducao

Alvo de estudo dos matemaéticos gregos e com grande importancia no desen-
volvimento da matematica, “Os trés problemas classicos de Geometria” despertaram in-
teresse de varios matematicos e amantes da Geometria. Eles sao: os problemas da qua-
dratura do circulo, da duplicacao do cubo e da trisseccao do angulo. Vérias foram as
tentativas até o século XIX em resolver esses problemas usando régua nao graduada e

lembrand tes sa inicos inst tos utilizad Euclides'
compasso, lembrando que estes sao os unicos instrumentos utilizados por Euclides® em

sua obra Elementos, sendo conhecidos portanto como instrumentos euclidianos.

O problema da duplicagao do cubo, também conhecido como o problema
deliano, consiste em construir o lado de um cubo cujo volume é o dobro de outro cubo
dado. J& o problema da trissecgcao do angulo consiste em dividir um angulo dado
qualquer em trés partes iguais. Por tltimo, o problema da quadratura do circulo
consiste em construir um quadrado com &area igual a de um circulo dado. Desses nao

iremos aprofundar o ultimo.

A busca pela solugao destes problemas somente com régua (que doravante
assumiremos nao graduada exceto dito o contrario), e compasso pelos gregos contribuiu
e influenciou o estudo da Geometria, levando a descobertas, das quais destacamos as
coOnicas e varias curvas cibicas, quadraticas e transcendentes. Como ja dito, as tentativas
de solucao ocorreram até o século XIX, quando finalmente em 1837 o matematico frances
Pierre Laurent Wantzel [3][4] provou a impossibilidade da solugao somente com régua e
compasso, os instrumentos euclidianos. E interessante destacar que o intervalo de tempo
entre a concepcao dos problemas e a prova da impossibilidade de solucao ocorrida no

século XIX foi maior que 2000 anos.

Os gregos foram incansaveis na busca de solucoes, e mesmo sem conseguir
solugoes com os instrumentos euclidianos, acharam outras solugoes com outros tipos de
instrumentos e construcoes. O que levou os matematicos gregos, ou o porque, a tentarem

resolver tais problemas somente com o uso de régua e compasso nao sera citado aqui,

Euclides (c. 330 a. C. - 260 a. C.) nasceu na Siria e estudou em Atenas. Foi um dos primeiros

geometras e é reconhecido como um dos mateméaticos mais importantes da Grécia Classica.
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contudo de acordo com o texto publicado por Pitombeira [5] um aprofundamento do

tema pode ser encontrado em Bkouche ET Joelle[6].

No capitulo seguinte serdo apresentados algumas solugdes (que nao usam so-
mente régua e compasso) para a duplica¢ao do cubo e a trissecgao do angulo. Em seguida,
serao definidos corpos construtiveis e que niimeros podem ser construidos com régua
e compasso, com isso mostraremos a impossibilidade de solucao para estes problemas
usando instrumentos euclidianos. Por fim, sera apresentado uma proposta de pratica

envolvendo o problema da duplicacao do cubo para turmas do ensino médio.



2 Os problemas classicos

2.1 A duplicacao do cubo

A origem deste problema nao é certa, e gracas a Eutocio de Ascalon! possuimos
os principais conhecimentos histéricos sobre o problema da duplicagao do cubo. Existem
duas lendas sobre a origem, a primeira diz que o problema surgiu com a insatisfacao
de um rei com o tamanho do timulo construido para seu filho. O rei ordenou que o
tamanho do tumulo fosse dobrado. Tal situagao foi descrita por um poeta, que por falta
de conhecimento em matematica, induziu o rei que para resolver a questao bastava dobrar
cada medida do tumulo. Este absurdo matematico fez com que os gedmetras da época

buscassem uma solucao de como dobrar um sélido mantendo sua forma.

s
Mediterranean Sea
: Cyprus

Figura 2.1: Localizacao geografica da cidade de Delos na Grécia

A outra diz respeito & duplicacao de um altar que em 427 a.C Péricles? teria
morrido juntamente com um quarto da populacao de Atenas devido a peste. Ao consultar
o Oréaculo de Apolo, em Delos (vide figura 2.1), para saber como lidar com essa situagao,
os atenienses receberam como resposta que deveriam dobrar o tamanho do altar de Apolo

que tinha formato de um cubo. Entao multiplicaram por 2 as dimensoes do altar porém

I'Eutécio de Ascalon foi um matemaético grego que escreveu comentérios sobre vérios tratados de

Arquimedes e sobre a ”Conica”de Apolonio.
2Péricles foi um grande estadista da Grécia antiga.
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a peste nao acabou. Por suposi¢ao esse problema caiu na mao de Platao® (figura 2.2) que

o entregou aos matematicos.

Independente da origem do problema, o fato é que a duplicagdo do cubo foi
estudada na Academia de Platdao. Esta afirmacao se baseia em escritos matematicos

ligados a Platao, inclusive com solucoes geométricas superiores %atribuidas a Eudoxo®,

6

Menaecmo® e ao proprio Platao.

Figura 2.2: Platao

Segundo Horward Eves [7], o primeiro avango na solu¢ao deste problema foi
dado por Hipécerates” de Quios que reduziu o problema a construcao de duas meias propor-
cionais = e y entre 1 e 2. Tal solucao nao agradou aos comentadores da obra matematica
grega, pois nao fornece solugao para o problema original, contudo acabou influenciando

varias outras tentativas, que seguiram a mesma linha.

O que Hipdcrates afirma é que se dado um cubo de aresta a, encontramos dois

segmentos x e y tais que

isto é encontramos duas meias proporcionais entre os segmentos a e b, entao o cubo de

3Platdo nasceu em Atenas por volta de 300a.C, estudou filosofia e matemética e criou sua famosa

academia
4Solucdes que utilizavam curvas que ndo a reta, circunferéncias e superficies que ndo o plano e esfera
5Eudoxo era matemédtico que estudou com Platdo e fundou uma escola em Cizico no norte da Asia
menor

SMenaceno foi discipulo de Eudoxo, amigo de Platdo e inventou 4s conicas
"Hipécrates foi matemédtico gedmetra nascido na Grécia antiga por volta de 300a.C
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b
aresta x tem o volume ampliado na razao —. Meias proporcionais(na linguagem atual) en-
a
tre duas grandezas é o equivalente ao encontrar a média geométrica, no caso de Hipocrates
sao duas meias ou seja, de acordo com a proporcao mostrada, x seria a média geométrica

de a e y, e y a média geométrica de = e b.

A duplicagao do cubo é um caso particular, quando b = 2a, e procuramos

. . a X ) . ~ .
assim x e y tais que — = — = — . De fato, facilmente se deduz das proporcoes anteriores
x

Yy a
que 23 = 2a®, o que prova que o cubo de aresta x tem o dobro do volume do cubo de

aresta a, ou seja a razao entre os cubo de arestas a e x respectivamente ¢ de 1 para 2,

pois

Com efeito, se

temos as duas relagoes,

No caso geral, se x e y sao duas meias proporcionais entre a e b, temos,

a T Y
x b
logo,

22 =ay e xy = ab
dai observamos que,

r® = axy = a?b

assim,
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Existem uma série de solugoes baseadas em meias proporcionais entre duas
grandezas, que nao considera somente construgoes com régua e compasso. Uma solucao de
destaque nesta linha foi apresentada por Arquitas (400 a.C) que usou geometria superior®.
Em sua solucao deve-se achar um ponto de interseccao entre um cilindro circular reto,
um toro e um cone circular reto. Iremos apresentar duas solugoes dentro deste contexto:

a de Platao e a de Arquitas.

2.1.1 A solucao de Platao

O filésofo grego Platao (viveu por volta de 400 a.C) era um amante da ma-
temadtica e, de acordo com Heath [8], reprovou as solu¢oes mecanicas por estas destruirem
a virtuosidade da geometria. Curioso entao que esta solucao seja conhecida como méquina
de Platao, que é um dispositivo ACDF (figura 2.3), formado por partes rigidas, com AC
e F'D paralelas e C'D perpendicular a ambas. Temos ainda BE é perpendicular a AC e

F'D podendo deslizar ao longo de ambas.

Figura 2.3: Maquina de Platao

O procedimento para encontrar duas meias proporcionais entre ON = a e

OM = b (considerando o caso particular em que OM = 20N conforme mostrado na

80s 300 primeiros anos da matemética grega podem ser divididos em trés linhas de desenvolvimento.A
primeira linha é o desenvolvimento material que acabou se organizando em os Os elementos,a segunda
linha consiste no desenvolvimento de nogoes relacionadas com infinitésimos e infinitos e a terceira linha
é conhecida como geometria superior ou de curvas que nao a reta,circunferéncia e superficie que nao

o plano e esfera. Entao solugoes que apresentam estes elementos sera dito que usou geometria superior
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segao anterior), é movimentar ACDF em torno de dois eixos perpendiculares (ver figura
2.4) , fazendo com que o segmento C'D passe por M, o ponto C' deve estar sobre o eixo

horizontal e vamos deslizar BE até que passe por N e que B fique sobre o eixo vertical.

Figura 2.4: Maquina de Platao

Os triangulos MOC e NOB sao semelhantes. Dessa forma,
00 _ow
OM OB’

Igualmente os triangulos NOB e OC'B sao semelhantes, entao

ox _os
OB OC’
Segue que,
ON OB OC _ a OB OC
OB OC OM '~ OB OC b=2a

Observamos entao que OB e OC' sao meias proporcionais entra a e b

Vamos agora construir esta solugao usado o esquadro de Platao(ver figura 2.5).
De acordo com ESTRADA [9]temos a seguinte defini¢ao estre instrumento:” O esquadro de
Platao, seria um instrumento constituido por trés réguas, duas delas paralelas entre si e
uma terceira perpendicular as anteriores, estando esta tltima fixada a uma das primeiras,
mas permitindo a deslocacao da outra numa calha. Portanto, duas das réguas seriam

fixas, enquanto que a outra deslizaria paralelamente a si mesma.”

Devemos tragar duas retas perpendiculares r e s com ponto comum em O e

marque dois pontos A e B sobre as retas s e r respectivamente, de modo que AO =
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20B(note que estamos considerando que OB = a como sendo a aresta do cubo que

queremos duplicar).

Agora, manipulando o esquadro de Platao, vamos ajustar a figura de modo
que as duas réguas paralelas passem por A e B, tomando como Y o ponto da régua que
estd sobre a reta r e como X o ponto de encontro da régua com a reta s, conforme figura

2.6.

Figura 2.5: Esquadros de Platao

Figura 2.6: Solucao da duplicacao do cubo com esquadro de Platao

Dessa forma, os segmentos OX e OY sao duas meias proporcionais procurados,

como provamos anteriormente, sendo OX a aresta do cubo procurado.

Conforme encontramos em Heath([8]), a autoria desta solugao mecanica atribuida
a Platao tem como base duas teorias. A primeira defende que Platao inventou esta solugao
mecanica para mostrar como ¢é facil descobrir tais solucoes e a segunda defende que esta

solucao foi inventada pelos seus discipulos em sua Academia.
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2.1.2 A solucao de Arquitas

A solugao de Arquitas é muito engenhosa e bela pois trata-se de uma cons-
trucao em trés dimensoes. Essa solucao tem grande interesse historico, porque é o exemplo
mais antigo para o problema da duplica¢do do cubo (considerando outros recursos além

de régua e compasso) da qual temos conhecimento.

A ideia desta construcao é encontrar um ponto obtido pela intersecao de trés
superficies de revolugao: um cone reto, um cilindro e um toro. A curva de Arquitas é
obtida com a intersecao do toro e do cilindro enquanto o ponto procurado é encontrado

com a interse¢ao desta curva com o cone.

Figura 2.7: Imagem obtida com o Software Mathematica - Fonte: José Miguel Souza

Figura 2.8: Imagem obtida com o Software Graphing Calculator - Fonte: José miguel

Souza

Vamos utilizar geometria analitica e computacao grafica para entender a solucao
de Arquitas. Serd representada aqui a solu¢ao conforme apresentada no site http:
//blog.ricbit.com/2010/10/0-altar-de-apolo.html. O primeiro passo é construir

o segmento com o lado do cubo que queremos duplicar onde iremos chamar de a a medida



2.1 A duplicagao do cubo 15

deste segmento(figura 2.9), de modo que ele fique em cima do eixo = e com uma das suas
extremidades na origem dos eixos. Em seguida centrando no vértice do segmento a que
nao esta na origem, nés desenhamos trés circulos perpendiculares de raio a, paralelos a

cada um dos eixos coordenados:

Figura 2.9: Construcao dos circulos de raios a - Fonte:Ricardo Bittencourt

Pelo circulo perpendicular ao eixo Ox nds tragamos um cone que parte da

origem(figura 2.10).

Figura 2.10: Construgao do cone - Fonte:Ricardo Bittencourt

Este cone tem como equacao % = y? + 22.

O préximo solido a ser construido é o cilindro a partir da circunferéncia paralela

ao plano xy(figura 2.11).
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Figura 2.11: Construgao do cilindro - Fonte:Ricardo Bittencourt

A equacao deste cilindro é 2% + y? = 2aux.

Por fim rotacionamos a circunferéncia que sobrou sobre o eixo Z, gerando um

toro. A equacao deste toro é (z2 + y? + 22)2=4a?(2? + y?).

Figura 2.12: Construgao do toro em torno de oZ - Fonte:Ricardo Bittencourt

O ponto de intersecao destas trés superficies pode ser visualizada na figura

2.13.

Resolvendo o sistema de equacoes destas superficies apresentadas teremos:
(

2? = y* + 2*(cone)

2% + y? = 2ax(cilindro)

(22 + y? + 2%)? = 4a*(2* + y?)(toro)

\

Inserindo na equagao do toro as equagoes do cone e do cilindro teremos:

(22 + 2%)? = 4a®(2ax)
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Figura 2.13: Intersecao do toro, cilindro e o cone - Fonte:Ricardo Bittencourt

entao,

422 = 8ax

segue que,

e por fim o resultado esperado,

Vamos as dedugoes de cada equagao das superficies citadas acima. O cone em
questao é formado por um continuo de circulos em planos paralelos ao plano yz. Portanto

para cada circulo a equacao deve ser:

y e+t =r?

mas o circulo em x = ( tem raio igual a zero e em x = a tem raio a. Logo o raio ¢ igual

a x e dessa forma:

2% =y + 22|

O cilindro é um continuo de circulos em planos paralelos ao plano xy, todos
com 0 mesmo raio a e centrado no ponto (a,0,0). O eixo Oz neste caso é qualquer, entao

a equacao é:
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(x —a)® +y* = d?, logo

22 +y? = 2ax|.

Afim de demonstramos a equagao do nosso toro vamos a algumas consideragoes
preliminares sobre Superficies de Revolugao. Seja C' uma curva e r uma reta contidas num
plano 7 .A superficie de revolugao S(figura 2.14) de geratriz C' e eixo de revolugao r é a

superficie descrita pela rotagao da curva C' em torno da reta r.

Figura 2.14: Superficie de revolugao S, geratriz C' e eixo r contidos no plano 7 - Fonte:

K. Frensel - J. Delgado

Veremos agora como determinar a equagao cartesiana de uma superficie de
revolucao S cuja geratriz é uma curva contida no plano Y Z, descrita de forma implicita

pelas equacoes:

. Suponhamos primeiro que o eixo de revolugao r é o eixo OZ.

Pela defini¢ao, um ponto P = (x,y, z) pertence a S se, e s6 se, existe um ponto
P’ =(0,y/,2') pertencente a C' tal que P e P’ estao sobre o mesmo paralelo(figura 2.15).
Como o eixo OZ é o eixo de revolugao, este paralelo é um circulo contido

!/

no plano 7 perpendicular ao eixo OZ que contém os pontos P e P'. Logo z = 2’ e

C =1(0,0,2) =(0,0,2") é o centro do paralelo, pois{C} = wNr.
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Figura 2.15: Superficie de revolucao S e pontos P € S,P’ € C' no mesmo paralelo - Fonte:

K. Frensel - J. Delgado

Além disso, como P e P’ estao sobre um circulo de centro C, o raio deste

circulo é d(P',C) = d(P,C), ou seja, |y |= /22 + 4?2 & ¢y = /2% + 2

Como f(y/,2") = 0, temos que P(x,y, z) pertence a S se, esé se , f <:|: x? + 2, z) =

0, que é a equacao cartesiana de S.

De posse deste resultado podemos agora encontrar a equacao cartesiana do
nosso Toro, que é gerado pela circunferéncia no plano X7 de raio a com centro em

(a,0,0), em torno de OZ. Dessa forma a geratriz do toro é o circulo:

Como para todo P’ = (2/,0,2") € C, devemos substituir, na equagao f(z/,2") = (2' —

a)? + 2" —a® = 0, a varidvel 2’ por z e a varidvel 2’ por \/22 + 32, teremos

2
(\/:cQ-l-y?—a) + 22 —a® =0,
2?2+ y? —2a\/22 +y:+a’+ 22 —a* =0,

2% +y? 4 22 = 2a/2% + 92,

logo,

(22 4+ y* + 2%)? = 4a*(2* + y*) | ¢ a equagao do toro.
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A solucao de Arquitas nos leva a uma viagem no tempo e faz imaginarmos como
seria a reproducao de imagens para ilustrar a solucao de Arquitas com instrumentos da

época. Nos tempos de hoje contamos com a geometria analitica e com softwares.

2.2 A trisseccao do angulo

Segundo Howard Eves|7], acredita-se que esse problema surgiu em investigagoes
matematicas realizadas pelos gregos que estavam interessados em construir angulos de

medidas diversas.

Este problema apresenta grande variedade de solugoes. Acredita-se que Hipias
de Eleis, que viveu no século V a.C, foi o precursor na tentativa de solucionar este pro-
blema, usando recursos de construcoes e curvas que nao podem ser efetuadas somente

com régua e compasso.

As solugoes inicialmente iam na direcao da geometria plana, ou seja usavam

apenas retas e circulos. Heath(1981)[8] em sua obra destaca esta idéia:

“Dizem-nos que os antigos tentaram, sem sucesso resolver o problema por
geometria plana, ou seja por meio de retas e circulos. Eles falharam pois o

% 9

problema nao é “plano” e sim “soélido”.
Com a evolucao da matematica e a descoberta da conicas, o problema da
s )

trisseccao do angulo foi reduzido ao que conhecemos hoje como construgao neusis ou

“intercalacao”.

Neusis vem do grego neuein que significa incline ou seja, literalmente quer
dizer “inclinacao”. Esse tipo de construcao foi amplamente usada por Arquimedes e
nao se encaixava nos métodos euclidianos, pois usava uma régua graduada. Conforme
veremos abaixo, em uma construcao por neusis deve-se ajustar um segmento dado entre

duas curvas dadas, garantindo que o segmento passe por um ponto dado.

2.2.1 A trisseccao do angulo por Arquimedes

Seja o angulo AOB da figura 2.16 a ser trissectado.
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Figura 2.16: Trisseccao de Arquimedes

Centrando em O tracar um circulo de raio r igual a medida de OA. Prolongue
o raio AO e trace DB de tal forma que DC = r. O angulo ADB mede um terco do

angulo dado e resolve o problema.

Observe que os triangulos(ver figura 2.17) DCO e COB sao isésceles, de ma-
neira que r = CDO = COD. De modo andalogo, y = BCO = OBC

No triangulo COD, pelo teorema da angulo externo observamos que:

Figura 2.17: Trisseccao de Arquimedes

BCO = CBO =2-(COD)
Usando este mesmo teorema no triangulo BDO, temos que:
BOA = BDO + CBO = 3- (BDA)

O método de Arquimedes nao usa apenas régua e compasso, é necessario ajus-
tar uma reta que contenha os pontos D e C' tal que DC' = r, D esteja na reta j@ e C'no

circulo.
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3 Corpos construiveis com régua e compasso

As construcoes geométricas aparecem na antiguidade e tem grande valor no

desenvolvimento da matemaética.

Devemos reforgar que na Geometria Euclidiana as construgdes geométricas

seguem os seguintes procedimentos:

1. Com régua pode-se tracar uma reta de comprimento indefinido que passa por dois

pontos dados.

2. Com o compasso pode-se tracar uma circunferéncia com centro dado num ponto

dado passando por outro ponto qualquer dado.

Estes procedimentos sao vistos como regras e restringem o uso da régua e do

compasso de acordo com os procedimentos acima.

Vamos definir € como sendo o conjunto de niimeros reais que podem ser cons-
truidos por construcao com régua e compasso, através da unidade. Agora de acordo com
os procedimentos acima podemos definir niimeros construtiveis, mas antes vejamos algu-
mas construgoes elementares com dois segmentos de medidas a e b (medidos a partir de

um determinado segmento unitério):

a) Soma

Para construir a + b (ver figura 3.1) tragamos uma reta e sobre ela marcamos com

o compasso a distancia AB = a e BC = b, logo AC = a + b.

retar

atb

Figura 3.1: Construcao da soma de segmentos

b) Subtragao
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Para construir a diferenca a—b com a > b, tragamos uma reta e sobre ela assinalamos
com o compasso a distancia AB = a, e AC = b, dessa forma temos que a diferenca
a—b=CB = c (ver figura 3.2, que para facilitar a visualiza¢ao foram construidos

retas paralelas a AB onde assinalamos os pontos A,B e C).

‘A " C ‘B
A b c
c c=a-b B

Figura 3.2: Construcao da subtracao de segmentos

Divisao
a
Para construir um segmento de tamanho g(ver figura 3.3), tracamos um segmento
OB = a, depois tracamos outro segmento OA = b. Marcamos D em OA tal que
OD =1 e por fim tragcamos um reta paralela a AB por D encontrando OB em C.
_ a
Dessa forma o segmento OC' terd o comprimento —, pois como C'D é paralelo a AB,

b
entao os triangulos OC'D e OAB sao semelhantes, dessa forma teremos:

—_— a
OC_E

QIS
SIS

Figura 3.3: divisao %
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)

Multiplicagao

Trace o segmento AB = a(ver figura 3.4). Marque C' em AB tal que AC = 1.
Trace AD = b.Trace DC. Trace por B uma reta paralela a C'D que ird encontrar o

prolongamento de AD no ponto F.

Figura 3.4: Produto ab

Observamos que os triangulos AC'D e ABE semelhantes, dessa forma teremos as

seguintes relacoes:

AD AC b1 —
— = =C = = - AE = ab
AE AB AE a
Extracao de raiz quadrada
Em uma reta marcamos OA = a e AB = 1(ver figura 3.5) e desenhamos um

circulo de diametro OB e construimos uma perpendicular a OB passando por A,
que encontra o circulo em C. Dessa forma, o triangulo OBC' é retangulo, pois um
angulo inscrito num semicirculo é reto. Observamos que os triangulos OAC e ABC'

sao semelhantes, entao tomando x = AC, temos:

a
—:T:>x2:a:>x:\/5
x

Agora de posse dos procedimentos de construcoes euclidianos, definimos nimero

construtivel: Dizemos que um niimero real x é construtivel, ou seja, x € C, se z = 0 ou se

for possivel construir, com régua e compasso, através de um ntumero finito desses procedi-

mentos, um segmento de comprimento igual a |z|, a partir de um segmento de reta tomado
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Figura 3.5: Construcao de x = /a

como a unidade. Portanto, todos os ntimeros naturais sao construtiveis, assim como todos
. . ;s ~ _a sy p .
os inteiros. Sendo a e b construtiveis, entao 7 com b # 0, também é construtivel ou seja

0s numeros racionais sao construtiveis.

O conjunto dos ntimeros racionais é um corpo numérico. A defini¢ao de corpo
numérico é de acordo com Richard Courant[11] um conjunto de nimeros tal que quais-
quer operagoes racionais aplicadas a dois ou mais elementos do conjunto produzam como
resultado um ntmero do préprio corpo numérico. Isto quer dizer que um Corpo Numérico
é ”fechado” ou seja a soma, diferenca, produto ou divisdo(excluindo a divisao por zero) de
dois elementos quaisquer do conjunto resulta um numero do préprio conjunto. O fato é
que qualquer conjunto numérico que seja fechado em relagao as quatro operagoes racionais

¢ um corpo numérico.

A operacao de extracao de raizes quadradas, que é construtivel, permite definir
numeros reais irracionais. Com isso podemos construir varios corpos, que estao entre Q

e R(que serda mostrado a frente).

Sera apresentado de forma simplificada a ideia de extensao de corpos, caso
o leitor queira aprofundar neste assunto indicamos livros sobre a teoria de extensao de
corpos, como por exemplo[12]. Vamos definir como Fj o conjunto dos nimeros racionais
sendo o primeiro conjunto de niimeros construtiveis. Se tomarmos xy € Fy de tal forma
que /Ty ¢ Fy(ou seja /o nao é racional), garantimos a saida do corpo Fp, onde for-
maremos um novo conjunto com nimeros do tipo a + by/7g, em que a e b sao racionais.
Esse novo conjunto tem F como subconjunto e é fechado em relacao as operacoes funda-
mentais, logo é um corpo, que chamaremos de Fj. De fato, se tomarmos dois elementos
quaisquer deste novo conjunto a + b\/z, e a; + b1/ temos que a soma, a diferenca,

produto e divisao entre eles serao do tipo a + by/xg, como observamos abaixo:
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1. Soma: (a+ ai) + (b+ b1/Zo)

2. Diferenca:(a — a1) + (b — b1y/Zo)

3. Produto:(aa; + bbizo) + aby + bay/To

a+by/ry aay — xobby  bay — aby
=3 2 2. 12 V7o
a; +biyv/xy  ai — xoby a;zoby

4. Divisao:

Ao se repetir o procedimento descrito acima, comecando pelo Corpo F}, iremos
construir um corpo F5 de ntimeros construtiveis, de tal forma que Fy e F; estao contidos
em F, e assim podemos construir um corpo F;,, com nimeros do tipo a,_1 + b,_1/Tn_1

com a,_1 , b,_1 e x,_1 pertencentes a F,,_;

A consequéncia importante é que todos os niimeros construtiveis sao algébricos![11],
ou seja, sao raizes de alguma equagao algébrica de coeficientes racionais. Os niimeros do
corpo F) sao raizes de equagoes quadraticas, os numeros de F, sao raizes de equagoes do
quarto grau, e em geral, os niimeros de Fj, sdo raizes de equacoes de grau 2* com coeficien-
tes racionais. Para reforcar esta afirmacao, enunciaremos um teorema, cuja demonstragao

encontra-se em [13]:

Teorema 1. Se um ntmero real x é construtivel, entao x é algébrico e o grau do polinomio

minimo de x sobre Q é uma poténcia de 2.

Vejamos um exemplo:

Com o objetivo de ilustrar a validade deste teorema para um corpo Fs, vamos
considerar o exemplo = = V2 + \/m, temos que: (x —+/2)? = 3+ 1/2 entdo 2> 42 —
22z = 3+v2ouz?—1 = v/2(2z+1). Que é uma equacio quadrética com coeficientes em
Fy. Elevando ambos os lados desta equagao ao quadrado, obtemos (22 — 1)? = 2(2x + 1)?

que é uma equacao do quarto grau com coeficientes racionais.

Outro resultado importante (que serd citado na segao 3.1) é que uma equagao
do terceiro grau com coeficientes racionais so terd raizes construtives se ao menos uma
delas for racional.Veremos que as impossibilidades de solugoes para os problemas de du-
plicacao do cubo e trisseccao de um angulo giram em torno deste resultado e a ideia de

extensao de corpos via adjuncgao de raizes.

'Ntmero algébrico é qualquer niimero Real ou Complexo que é raiz de uma equacdo algébrica de

coeficientes inteiros do tipo a,z"™ + ...a1x +ag =0
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3.1 Impossibilidade da duplicacao do cubo

Seguindo Courant [11], mostraremos que se uma equagao cibica nao possui
raiz racional, entao nenhuma de suas raizes é construtivel. A prova de que este nimero x
nao pode ser construido somente com régua e compasso ¢ indireta.Sejam a, b e ¢ racionais
e suponha que a equacao z3 +ax?+bx+c = 0 tenha uma ou mais rafzes construtiveis. Tais
raizes devem pertencer a algum corpo Fj com k£ > 0, pois por hipdtese a raiz construtivel
nao é racional, obtido a partir do corpo racional por extensoes sucessivas através da

adjuncao de raizes quadradas, conforme descrito anteriormente.

Vamos supor que k seja o menor inteiro para o qual uma das raizes construtiveis

pertence a um corpo Fi. Entao a raiz x pode ser escrita da forma,

x=p+qy/w

Onde p , ¢ e w pertencem a algum Fj,_;, mas y/w nao. Entrando com z = p + ¢/w na

equacao do terceiro grau dada acima e desenvolvendo-se os produtos tem-se:
(p* + ap® + 3pg® + w + bp + ) + Vw(3p*q + ¢°w + 2apq + bg) = 0
Fazendo (p® + ap? + 3pg* +w + bp + ¢) = s e (3p*q + ¢*w + 2apq + bqg) = t temos que:

s+tyw=0

—5
Se for possivel t # 0, entao \/w = - e, como s e t pertencem ao corpo Fj_;

(pois a,b e c € Q e p e q estao naquele corpo), /w também pertenceria, o que vai contra

a hipdtese. Entao t = 0 o que implica em s = 0.

Se x = p+qy/w é raiz da equacao x>+ az?+bx +c = 0, vamos demonstrar que
y = p— ¢/w também é. Fazendo a substitui¢ao de y na equagao, entdo uma substituicao

de q por —q , teremos a seguinte expressao:

v+ ay? + by + ¢ = (s — ty/w)? + a(s — ty/w)? + b(s — ty/w) + ¢

realizando as manipulagoes algébricas,

y® 4 ay® + by +c = (p® + ap® + 3pg® +w + bp + ¢) —/w (3p*q + ¢*w + 2apq + bq)

s t
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entao temos,
v 4+ ay? + by +c=s—ty/w
e como encontramos que t = s = 0 essa expressao sera zero, logo o nimero y = p — g/w

¢ outra raiz da equacao, diferente da raiz x.

Usando a férmula para soma raizes de uma equacao do terceiro grau, temos
que na equagao proposta a soma é —a. Dai concluimos que a terceira raiz z = —a — (p +
g/w) — (p — gy/w) = —(a+2p). Como a € Q , p e ¢ pertence ao corpo Fj,_1, conclui-se
que z também pertence a Fj_1, o que é um absurdo, pois contraria a hipotese de que k é
o menor inteiro para o qual uma das raizes construtiveis da equacao x® +ax?+bx +c =0

esta em Fj,.

Dessa forma, uma equacao do terceiro grau com coeficientes racionais so tera

raizes construtiveis se ao menos uma delas for racional.

Como a duplicacao do cubo depende da solucao da equacao 2% — 2 = 0, che-

gamos a conclusao que é impossivel construir pois as raizes nao sao racionais.

3.2 Impossibilidade da trisseccao do angulo

A construgao de um angulo ¢ implica em poder construir seu cosseno. Da trigonometria

temos que:
cos(36) = 4 cos® 0 — 3 cosb.
Vamos considerar um angulo ¢ = 20°, entao:
% = 4 c0s?(20°) — 3 cos(20°) ou 8 cos®(20°) — 6 cos(20°) = 1,
Chamando 2 cos(20)° = z, dessa forma temos que:
22— 31 —1=0,

além disso vimos que as raizes desta equacao somente serao construtiveis se pelo menos

uma delas for racional.
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Vamos Supor um numero racional E S€ja ulna ralz, com a € b inteiros e Primos

entre si. Entao:

a’ a 3 2 _ 13 b’ 2 2
5—3@)—1:0;»@ — 30l — b = 0 = — = (a? — 31%)
Como a e b sao inteiros, entao (a? — 3b*) também é inteiro, concluimos que a

divide v = a divide b. Mas como a e b sdo primos entre si, temos como alternativas para

a os valores +1 e —1.

Reescrevendo a equacao acima, temos que a® = b*(b+ 3a) entao b? divide a® e
que b? divide a. Mas como a e b sdo primos entre si, temos como alternativas para b os

valores +1 e —1.

A conclusao que chegamos é que as solugoes racionais da equacao dada em x
sao os numeros +1 e —1, o que com uma simples inspecao observamos que nao sao raizes.
Dessa forma nao é possivel construir o cosseno do angulo de 20°, o que implica nao ser
possivel construir o angulo de 20° entao nao é possivel trissectar o angulo de 60°. Fica
demonstrado a inexisténcia de um método geral para se efetuar a trisseccao de um angulo

qualquer com régua e compasso.
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4 Experimento Duplicacao do Cubo

Apresentamos uma pratica para a duplicagdo do cubo desenvolvida na UNI-
CAMP licenciada pela Creative Commons, com pequenas adaptacoes, disponivel no portal

http://m3.ime.unicamp.br.

Nesta atividade, sera explorado experimentalmente o problema da duplicacao
do cubo, aproveitando para introduzir o conceito de niimero irracional calculando nume-

ricamente a sua representagao decimal com um determinado ntimero de casas.

Esta pratica é voltada para alunos do ensino médio, e tem duracao de dois

tempos de aulas, abordando os seguintes conteudos:

o Numeros

Conjuntos numéricos

Geometria métrica

Geometria espacial

Os objetivos sao:

e Experimentalmente, obter a aresta de um cubo, que possui o dobro do volume de

um outro cubo de aresta ja conhecidas

Obter numericamente um valor aproximado para /2

Desenvolver a nocao de nimero irracional

Para o desenvolvimento do experimento serao necessarios os seguinte materiais:

e Massa de modelar(a massa de modelar pode ser confeccionada com a utilizacao de

farinha de trigo e dgua)
e Régua

e Lapis



4.1 Etapa 1: apresentacao de audio falando sobre os trés problemas classicos 31

e (Calculadora

O uso da massa de modelar desperta o interesse do aluno, estimulado sua
participagao e contribui para melhor compreensao do conteido, enquanto que a calcula-
dora funciona como uma ferramenta auxiliar na obtencao das aproximacoes do nimero

irracional.

4.1 Etapa 1: apresentacao de audio falando sobre os

trés problemas classicos

Antes de iniciar o experimento fica a sugestao de divulgacao de dudio sobre
os problemas classicos que pode ser obtido no portal da UNICAMP http://m3.ime.
unicamp.br/recursos/1259, afim de familiarizar os alunos com problemas cléssicos da
geometria grega. De maneira geral(conforme descrito no material disponivel do portal),
este audio descreve trés problemas geométricos famosos, ao mesmo tempo em que explora
suas relacoes com assuntos diversos, trabalha de maneira multidisciplinar diversos temas
ao mesmo tempo, relacionando topicos de culindria, esportes, histéria, filosofia e, eviden-
temente, matematica, a partir de um tnico tema inicial: os trés mais famosos problemas
geométricos da Antiguidade. Outra opcao é sugerir aos alunos que facam uma pesquisa

sobre o tema.

Este audio tem duracao de aproximadamente 10 minutos, podendo o professor
apresentd-lo em uma aula de um tempo, de preferéncia antes da aula que vai ocorrer o

experimento, ou se preferir no mesmo dia da aula que ocorrerd o experimento.

4.2 Etapa 2: construcao dos cubos

Divida os alunos em pequenos grupos e distribua diferentes quantidades de

massa de modelar a cada grupo, assim como a folha do aluno(ver figua 4.1)

O objetivo desta etapa é fazer os alunos perceberem que dados quaisquer pares
de cubos, um com o dobro do volume do outro, a razao entre suas arestas sera constante.

Para isso eles devem construir seus préprios cubos.

Cada grupo deve dividir sua porcao de massa em trés partes iguais, e para
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Folha do aluno

Geometria e medidas @

Comentarios iniciais

Um dos problemas mais conhecidos da Matematica
grega é o da duplicacao do cubo. Ele consiste em cons-
truirum cubo com o dobro do volume de um outro cubo

Notem que:

Dessa forma vocés construiram dois cubos, um com o
dobro do volume do outro! Chamem a aresta do cubo
menor de @ e a do cubo maior de b.

Cercando o \?/Q

0 valor de /2

Utilizando o procedimento explicado pelo professor,
encontre as seguintes aproximagdes de V2e preencha

de medidas ja conhecidas. Vamos tentar resolver esse aTABELA 2.
desafio?
Megaasarestasa ebe preencha a tabela. Repita o proce- Aproximagao i
dimento mais duas vezes com quantidades di por falta [l GLEEEED
de massa para preencher totalmente a TABELA 1. Sem casas
Construcao dos cubos decimais
a b b/a Uma casa
Construa um cilindro com sua massa de modelar e decimal
divida-o em trés partes iguais com o auxilio de uma Construgao 1 Duas casas
régua, conforme a FIGURA 1 decimais
Construgao 2 Trés casas
decimais
Construgao 3 Quatro casas
decimais
Valor médio da razao Cinco casas
decimais
FIG. 1 Foto do procedimento
Pense e responda

Forme um cubo com uma dessas partes e outro cubo
juntando as outras duas partes;

Vocé é capaz de encontrar uma representagao decimal
exata para v/2?

™ Duplicacao do Cubo

Folha do aluno

Figura 4.1: Folha do Aluno - Material do projeto M?3, mateméatica multimedia da UNI-

CAMP

fazé-los os grupos devem:

1. Modelar um cilindro com suas respectivas massas de modelar e, utilizando uma

régua, marcar de modo a dividi-lo em trés partes iguais conforme figura abaixo(ver

figua 4.1)

2. Cortar o cilindro nas marcagoes utilizando uma régua

3. Com uma das partes, modelar um cubo e com as outras duas partes modelar um

segundo cubo conforme figura 4.2

Faga a observagao com seus alunos que o cubo maior possui o dobro do volume

do cubo menor devido a divisao efetuada anteriormente. Os grupos devem medir a aresta

dos seus respectivos cubos e anotar os dados obtidos na tabela 1 da Folha do Aluno(ver

figura 4.1).

Os grupos devem repetir este procedimento trés vezes com quantidades dife-

rentes de massas e completar a tabela.
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Figura 4.2: Cubos modelados com massa de modelar - vista de frente

Figura 4.3: Cubos modelados com massa de modelar - vista de cima

A seguir o professor deve socializar os dados de cada grupo na louca conforme

a tabela sugerida na figura 4.4.

Cabeca da Tabela Média dos valores b/a
Grupo 1
Grupo 2
Grupo 3
Grupo n

Figura 4.4: Tabela sugerida para socializar dados obtidos pelo alunos em suas construgoes

. o b
O professor deve chamar atencao para as aproximacoes das razoes —, desta-
a
cando que os valores diferentes se devem a imprecisao dos calculos devido a erros na

modelacao dos cubos e na medida das arestas.
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4.3 Etapa 3: O valor da razao

O professor deve provar que a razio — é constante e igual a v/2. Segue a
a

sugestao de prova.

3

O volume de um cubo de aresta a é a°. Considerando um segundo cubo de

aresta b com o dobro do volume de primeiro, entao b* = 2a3.
b
Ao extrair a raiz ctbica de ambos os lados obtemos b = av/2 = — = /2.
a

Esta constante pertence ao conjunto dos nimeros irracionais, ou seja, nao pode
. m , . . .
ser escrito na forma — com m e n numeros inteiros e n diferente de zero. Dessa forma
n
sua representacao decimal é uma dizima nao-peridédica com infinitas casas decimais. Uma

parte dessa representacao é:

V2 = 1,25912104989487316...

As raizes obtidas pelos grupos devem estar proximas deste niimero, salvo casos

em que tenham ocorrido grandes erros de medida.

4.4 Etapa 4: Aproximacao para v/2

Nesta etapa os grupos devem encontrar uma aproximagao com quatro casas
decimais para v/2 e preencher a tabela 2 da Ficha do Aluno(ver figura 4.1).0 procedimento

sugerido para encontrar o valor aproximado de /2 é:

1. Peca para que os alunos fornecam dois niimeros tais que um deles elevado ao cubo
seja menor que dois e o outro nimero seja maior.Vamos supor que os alunos sugiram

os nimeros 1 e 2 (se eles fornecerem outros niimeros, o procedimento sera o mesmo)

2. Numa reta real, divida o intervalo (1;2) em dez partes iguais, marcando os nimeros
1,1;1,2;1,3;...;1,91,2:1,2;1,3;...;1,91,2;1,91,2;1,2;1,3;...;1,9(ver figura 4.5). Calcule o
cubo de todos esses nimeros partindo do 1,1 em ordem crescente até que esse cubo
seja maior que 2. Isso acontecera em 1,3. Marque esse ntimero e o imediatamente
anterior, o 1,2 no caso. Agora sabemos que v/2 estd entre 1,2 e 1,3 ja que (1,2)3 <

2 < (1,3)3.
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3. Divida o intervalo (1,2;1,3) em dez partes iguais (1,21;1,22;...;1,29) e eleve esses
valores ao cubo até o primeiro momento em que o resultado for maior que 2. O

novo intervalo tera como extremidades esse numero e o imediatamente anterior:

(1,25;1,26), pois (1, 253) < (1, 263).

1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2

1,2 1,21 1,22 123 124 125 1,26 1,27 1,28 1,29 1,3

| | | | | | | I | | |
I I I I I | I I I I I

1,25 1,251 1,252 1,253 1,254 1,255 1,256 1,257 1,258 1,259 1,26

| | | | | | I | I | |
I I I I I I | | I | |

Figura 4.5: Aproximacao decimal para /2

4. Analogamente, divida o novo intervalo em dez partes, encontre os dois valores que
cercam v/2 e repita o procedimento no novo intervalo. Com mais 3 repeticoes, os

alunos chegarao ao intervalo [1,25992;1,25993].

5. Desse modo, os alunos encontram duas aproximacoes para v/2 com 5 casas decimais
de precisao, a saber, 1,25992 e 1,25993. O menor ntimero é chamado de aproximacao

por falta e o maior de aproximagao por excesso.

Os dois valores nao sao representacoes exatas de v/2 seu erro pode ser medido

através do nimero de casas decimais de precisao, no nosso caso o erro é menor do que

0,00001.
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4.5 Relato de aplicacao deste experimento

Este experimento foi aplicado em uma turma do terceiro ano do ensino médio
do colégio Padre Antonio Vieira, localizado no bairro Humaitd no Rio de Janeiro.A turma
do 3° ano foi dividida em 4 grupos de 4 alunos cada. Cada grupo recebeu um pote
de 50g de massa de modelar e a folha do aluno(ver figura 4.1). A prética teve étima
aceitacao, o audio teve papel fundamental para o contexto do experimento, auxiliando na
contextualizacao e interdisciplinaridade, porém percebi que a falta de imagens dispersa
a turma. Foi observado que manipular massa de modelar é empolgante para os alunos e
ajuda a manter a atencao, facilitando o processo de aprendizagem. O desenvolvimento
do experimento ocorreu sem problemas, porém observei dificuldade na compreensao da
demostracio de que /2 é irracional, tal fato ndo teve como ser investigado para saber a
causa, contudo nao afetou o objetivo da pratica.Segue algumas imagens(ver figuras4.6) do
desenvolvimento da pratica assim como as Folhas do Aluno respondidas por cada grupo
e o rascunho para o preenchimento da tabela 2 da Folha do Aluno. Os grupos 2 e 3
nao utilizaram rascunho, entenderam a légica do algoritmo e somente com a calculadora

desenvolveram a etapa 4 do experimento.



4.5 Relato de aplicacao deste experimento 37

Experimento duplicagdo do cubo

Turma 3° ano(2013)
Colégio Padre Antonio Viera

Prof. Luciano M Santana

Figura 4.6: Imagens da aula pratica no colégio Padre Antonio Vieira(Rio de Janeiro-RJ),

turma do 3° ano do ensino médio de 2013
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Folha do aluno

Geometria e medidas

Comentarios iniciais

Um dos problemas mais conhecidos da Matematica
grega é o da duplicag@o do cubo. Ele consiste em cons-
truirum cubo com o dobro do volume de um outro cubo
de medidas ja conhecidas. Vamos tentar resolver esse
desafio?

Construc¢do dos cubos

dro com sua massa de modelar e
de uma

Construa um ¢
divida-o em trés partes iguais com o auxi
régua, conforme a FIGURA .

FIG. 1 Foto do procedimento

Forme um cubo com uma dessas partes e outro cubo
juntando as outras duas partes;

Gropo 4 :

Eﬂ foYe's :bo._b

™ Duplicacao do mcco

Notem que:

Dessa forma vocés construiram dois cubos, um com o
dobro do volume do outro! Chamem a aresta do cubo
menor de a e a do cubo maior de b.

Mega as arestasae be preencha atabela. Repita o proce-
dimento mais duas vezes com quantidades diferentes
de massa para preencher totalmente a TABELA 1.

a b b/a

Construgdo 1

( L
Lot BT B

Construgao 2

%4@ b,.mw

1,3 16

Valor médio da razao

Construcao 3

TABELA 1

Cercando 0 /2

0 valor de /2

izando o procedimento explicado pelo professor,
encontre as seguintes aproximagdes de v/2 e preencha
aTABELA 2.

Aproximacao Aproximagao
por falta por excesso
Sem casas
decimais uw._ Q & o
Uma casa
decimal A { (@] b i A~
Duas casas
>
decimais V i Nkn V_ rm
.dmm casas
decimais A L03 M : 260
Quatro casas } ]
decimais 4,253% 1, 2600
Cinco casas N
545G { 54Q
decimais W.Nﬂuwﬂ F\NU(V,VA

*  TABELA2

Pense e responda

Vocé é capaz de encontrar uma representagao decimal
exata para v/2?

Folha do aluno

Folha do aluno - Grupo 1

Figura 4.7
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V}\—\(%AR. ) H_w N_N N_ Q rug 0

{

w poh 408 Ay, A 120y rl}ﬁ%

o L 264 L,26 26

A z4r Lo Ade 14N 1280 A wx
_ ; : \
41,8052

4 53¢ 12684 4,686 30837 L 2590

A 28932 1,984 4,259¢6 4,2988  4,26990  1,26642 A, 5999

4, 8956

1,892

4.253% A 2506

4,25 94

4,2885% 4 g0 0

Figura 4.8: Rascunho do grupo 1 utilizado para completar a tabela 2 da folha do aluno
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Folha do aluno ﬂ).,
>

B¢ LWS s

Geometria e medidas %

Comentaérios iniciais _,
Um dos problemas mais conhecidos da Matematica
grega € o da duplicagdo do cubo. Ele consiste em cons-
truir um cubo com o dobro do volume de um outro cubo
de medidas ja conhecidas. Vamos tentar resolver esse
desafio?

Construgao dos cubos

Construa um ¢

dro com sua massa de modelar e
divida-o em trés partes iguais com o auxi
régua, conforme a FIGURA 1.

de uma

FIG. 1 Foto do procedimento

Forme um cubo com uma dessas partes e outro cubo
juntando as outras duas partes;

Notem que:

Dessa forma vocés construiram dois cubos, um com o
dobro do volume do outro! Chamem a aresta do cubo
menordea e a do cubo maior de b.

Mecaas arestasaebe preenchaatabela. Repita o proce-
dimento mais duas vezes com quantidades diferentes
de massa para preencher totalmente a TABELA 1.

a b b/a

Construgao 1 1,5 L [ "

. (TS| |33

Construgao 2 b .
=49 123 1720...

Construgdo 3 - i P
/_ 5 B 053>

Valor médio da razdo

TABELA 1

ConsTRoCED | - omu. Nunes
Qthgcan 2 mamn%\ v {;

ConstRUC Ao w-@?.‘co Potls

&wvm@h. .

Cercando o ,\m

0O valor de /2

Utilizando o procedimento explicado pelo professor,
encontre as seguintes aproximagdes de /2 e preencha
A TABELA 2.

Aproximagado Aproximagao
por falta Ppor excesso

s | O 2
v i
e | 1, 25 | 4, 28
11,258 | 4 2549
|1, 2596 |1, 2597
o M 258¢ @ﬂ 125890

TABELA 2

decimal

Pense e responda

Voc@ é capaz de encontrar uma representacdo decimal
exata para V/2?

WAEL

®&® Duplicacao do Cubo

Folha do aluno

Folha do aluno - Grupo 2

Figura 4.9
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Folha do aluno

Geometria e medidas

Comentarios iniciais

Um dos problemas mais conhecidos da Matematica
grega é o da duplicagdo do cubo. Ele consiste em cons-
truir um cubo com o dobro do volume de um outro cubo
de medidas ja conhecidas. Vamos tentar resolver esse
desafio?

Construc¢ao dos cubos

ndro com sua massa de modelar e
de uma

Construa um ¢
divida-o em trés partes iguais com o auxi
régua, conforme a FIGURA 1.

Notem que:

Dessa forma vocés construiram dois cubos, um com o
dobro do volume do outro! Chamem a aresta do cubo
menorde a e a do cubo maior de b.

FIG. 1 Foto do procedimento

Forme um cubo com uma dessas partes e outro cubo

juntando as outras duas partes;

Meca as arestasa ebe preencha a tabela. Repita o proce-
dimento mais duas vezes com quantidades diferentes
de massa para preencher totalmente a TABELA 1.

a b b/a
Construgao 1 U. \Fﬂ .W\ nwl P\ w WW

vno.:m::ﬂmom \_ \ ._mlv p H\uww. it
s 3,a01,0

Valor médio da razao 315558

TABELA 1

Cercando o /2

Ovalor de {/2

ando o procedimento explicado pelo professor,
encontre as seguintes aproximagges de /2 e preencha
aTABELA 2.

Aproximagdo Aproximagao
por falta por excesso
=" 3
w1, 14
| 1,24 | 126

1
Trés casas 4
decimais & w : 0
Quatro casas \W\ | G q VV A\ N ¢ 0o

decimais

Cinco casas

decimais \Nmuh.wJMw \\_\wNDQ 0

Pense e responda

Vocé é capaz de encontrar uma representa¢do decimal
exata para v/2?

»® Duplicacao do Cubo

Goumg 3 - Z;:\Qb@;v?s?\ Erwe  [% ..&EQ H.

Folha do aluno

Folha do aluno - grupo 3

Figura 4.10
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Folha do aluno

Geometria e medidas %

Comentarios iniciais

Um dos problemas mais conhecidos da Matematica
grega é o da duplicagao do cubo. Ele consiste em cons-
truir um cubo com o dobro do volume de um outro cubo
de medidas ja conhecidas. Vamos tentar resolver esse
desafio?

Construgdo dos cubos

Construa um cilindro com sua massa de modelar e
divida-o em trés partes iguais com o auxilio de uma
régua, conforme a FIGURA 1.

Notem que:

Dessa forma voc&s construiram dois cubos, um com o
dobro do volume do outro! Chamem a aresta do cubo
menor dea e a do cubo maior de b.

" FIG. 1 Foto do procedimento

Forme um cubo com uma dessas partes e outro cubo

juntando as outras duas partes;

/|

Ee gl \«d\:i) MO~ \

MV»: e9

Meca as arestasa e e preencha atabela. Repita o proce-
dimento mais duas vezes com quantidades diferentes
de massa para preencher totalmente a TABELA 1.

T b bla
fa |
Construgdo 1 W N\ %\ 5 r ) /g_\u
,
Construgdo 2 k { )}
PEENE
Construgao 3 H U\ : 'y MN ,‘Nu \\( ,/NMV

Valor médio d 3 0 - )
ralor médio w-wunol \f.w\«ob

. ~TABEEAT

Cercando 0 v/2

0 valor de /2

Utilizando o procedimento explicado pelo professor,
encontre as seguintes aproximagdes de /2 e preencha
aTABELA 2.

Aproximagao Aproximagao
por falta por excesso
Sem casas
decimais 0 2
) Uma casa
] 4
decimal Z 1y
.Ucum casas a3
decimais h aH \) 26
.imm casas YL i
decimais 1, 24¢% \, 290
Quatro casas
a . o€
decimais 1, 2280 1,24498
e . . - w Ak
decimais 1, 260% | Leqh

Pense e responda

Vocé é capaz de encontrar uma representacdo decimal
exata para v/2?

&® Duplicagao do Cubo

Folha do aluno

Folha do aluno - grupo 4

Figura 4.11
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do pelo grupo 4 para completar a tabela 2 da folha do aluno

Rascunho utilizas

Figura 4.12
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5 Consideracoes Finais

Sou um amante da geometria e da informatica. Queria um tema em eu pudesse
juntar estes assuntos e que principalmente tivesse aplicacao com alunos do ensino basico.
Apoés algumas leituras e sugestoes apresentadas ao meu orientador, o mesmo sugeriu
falar sobre os problemas classicos da geometria grega, apresentando solugoes por origami.
A mim coube dar um panorama histérico dos problemas, apresentar solucoes que nao
utilizavam somente régua e compasso, mostrar o que pode ser construido com régua e
compasso, mostrar a impossibilidade de solucao com elementos euclidianos, enquanto para
o0 Angelo Sabatinno e o Bruno Amaro(outros mestrandos que desenvolveriam o conteido)
ficaram a axiomatizagao e as solucoes por origami. Mas faltava na minha parte o que
eu considerava principal, como aplicar este trabalho em sala de aula com meus alunos
do ensino bésico. Para mim nao fazia sentido um trabalho de conclusao do Profmat
onde pelo menos uma aplicacao fosse apresentada. O tempo sugerido para elaboracao
do TCC nao ajudou para que eu conseguisse criar um experimento inédito sobre o tema,
pois demandaria um tempo muito grande para trabalho de campo, o que na prética era
invidvel. Entao parti para uma solugdo ”pronta”criada pela Unicamp(http://m3.ime.
unicamp.br), que caiu como uma luva no meu TCC e desta forma consegui elaborar
meu TCC com os requisitos exigidos pelo meu orientador e pelo meu desejo de ter um
experimento. O experimento foi feito somente com um dos problemas classicos,que foi a

duplicacao do cubo, com 6tima aceitacao por partes dos alunos.

O importante é que este tema serviu de inspiracao para que outros experimen-
tos sobre este e outros temas da geometria sejam criados por mim e contribuam para a

melhoria da minha pratica docente.
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