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RESUMO

O presente trabalho trata de elementos de Higdé@rislatematica, em especifico, um resumo
sobre a Historia da Probabilidade. Seu conteudetivhj modestamente, ajudar a preencher a
lacuna de material desse assunto em idioma naci@agd tanto, foi realizada uma criteriosa
pesquisa bibliografica, na qual foram destacadasais importantes matematicos e seus feitos
para o desenvolvimento da Probabilidade, desddigutade até o Século XX. Também séo
tratados alguns problemas, de grande repercuss@einanatematico, que motivaram estudos
importantes para a evolugcéo da Teoria da Probal#idH4, ainda, uma colecdo de enderecos
eletrbnicos, para coépias digitais de livros histisi citados no trabalho, disponiveis

gratuitamente na Internet.

Palavras-chave: Histéria da Matemaética. Histéria da Probabilidadiros Histéricos de
Probabilidade.



ABSTRACT

The present work deals with elements of the Histdrylathematics, in particular, a summary
about the History of Probability. Its objective ¢ent modestly helps to keep a gap in material
on this subject in the national language. To tihid, @ thorough bibliographical research was
carried out, highlighting the most important matlaicans and their deeds for the

development of probability, from antiquity to theentieth century. Also included are some
problems, of great repercussion in the mathemagieaironment, which motivated important

studies for the evolution of Probability Theory.dddition, a collection of e-mail addresses for
digital copies of historical books cited at worKrieely available on the Internet.

Keywords: History of Mathematics. History of Probability. $torical Probability Books.
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1 INTRODUCAO

Nas discussdes académicas, escolares e famikaietem muitas criticas quanto
ao processo de ensino/aprendizagem da matematina. dds mais recorrentes € que a
matematica € ensinada de maneira abstrata e aitadatsem associa-la a problemas
cotidianos, ou ainda, dissociada de um contextmsoitural.

Excerto da Base Nacional Comum Curricular (BRA2I18, p. 267) ressalta que
uma das competéncias especificas de Matematica faraino Fundamental é:

Reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humamna,das necessidades
e preocupacdes de diferentes culturas, em diferemdenentos histoéricos, e é
uma ciéncia viva, que contribui para solucionarbfgmas cientificos e
tecnoldgicos e para alicercar descobertas e ca@dstsu inclusive com
impactos no mundo do trabalho.

Reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humgnifica reconhecer que ela
é fruto do trabalho humano, muitas vezes deserdejvara a solucdo de problemas reais.
N&o obstante, por vezes, estudantes manifestanordeatamento ao sugerirem
que a Matematica consiste (apenas) em abstrag@estanlas por algumas mentes geniais e
que, atualmente, os alunos sdo obrigados a esthdpreocupante que alguns estudantes
pensem dessa maneira. Deve-se ressaltar que acalbstontinua sendo uma das ferramentas
mais importantes do intelecto humano e, talveza@ mportante da Matematica.

Na tentativa de amenizar o dilema, Roque e Pitamal§2012, p. vii) argumentam:

Sendo assim, parece estarmos diante de um paradoke tornar a

Matematica mais “concreta” sem abdicar da capaeididabstracdo que o
seu aprendizado proporciona? [...] Acreditamostutiy que quando os
alunos pedem para que a Matematica se torne maiergta”, eles podem
ndo querer dizer, somente, que desejam ver estecamento aplicado as
necessidades praticas. Talvez eles demandem cardpresus conceitos em
relacdo com algo que lhes dé sentido. Este pode s&pel mais importante
da historia da Matemética para o ensino.

Nos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 19934) documento de mais
de vinte anos, jA havia a preocupacdo da contédgab sociocultural. Esse documento
ressalta que a Historia da Matematica € uma desientas que auxiliam o professor a superar

esse problema.

A Historia da Matematica, mediante um processaalesposicao didatica e
juntamente com outros recursos didaticos e metgubas, pode oferecer uma
importante contribuicho ao processo de ensino endmagem em
Matematica.

Ao revelar a Matematica como uma criacdo humanmastrar necessidades
e preocupac0des de diferentes culturas, em diferemdenentos historicos, ao
estabelecer comparacbes entre 0s conceitos e gposcesatematicos do
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passado e do presente, o professor tem a posaifalde desenvolver atitudes
e valores mais favoraveis do aluno diante do cantesto matematico.

Além disso, conceitos abordados em conexao corhistéaia constituem-se
veiculos de informacéo cultural, sociolégica e @mtdgica de grande valor
formativo. A Histéria da Matematica €, nesse sentighm instrumento de
resgate da propria identidade cultural.

Em muitas situagBes, o recurso a Historia da Maiem@pode esclarecer
idéias mateméaticas que estdo sendo construidasahelo, especialmente
para dar respostas a alguns “porqués” e, desse,ncoddribuir para a
constituicdo de um olhar mais critico sobre ostobjde conhecimento.

Essas orientacGes sao ratificadas pela recenteNBasgenal Comum Curricular -
BNCC (BRASIL, 2018, p. 298):

Além dos diferentes recursos didaticos e mateffiaisé importante incluir a
histéria da Matematica como recurso que pode dispdmteresse e
representar um contexto significativo para apremdensinar Matematica.
Entretanto, esses recursos e materiais precisaniattgrados a situacoes
gue propiciem a reflexdo, contribuindo para a siatezacao e a formalizacéo
dos conceitos matematicos.

Ao mesmo tempo, a BNCC (BRASIL, 2018) tem ampliadmportancia do tema

Probabilidade, tratando-o inclusive como uma Unidade Tematica.

A incerteza e o tratamento de dados sédo estudamlamidade tematica

Probabilidade e Estatistica. Ela propde a abordaderoonceitos, fatos e
procedimentos presentes em muitas situacdes-prallamida cotidiana, das
ciéncias e da tecnologia. Assim, todos os cidagdiesisam desenvolver
habilidades para coletar, organizar, represemggrgretar e analisar dados
em uma variedade de contextos, de maneira a fatganmentos bem

fundamentados e tomar as decisdes adequadasidigsaaciocinar e utilizar

conceitos, representacbes e indices estatistiaas descrever, explicar e
predizer fendbmenos.

[.]

No que concerne ao estudo de nocdes de probatelidadinalidade, no
Ensino Fundamental — Anos Iniciais, é promoverragreensao de que nem
todos os fendmenos sao deterministicos. Para dsBocio da proposta de
trabalho com probabilidade est4 centrado no desemento da nocéo de
aleatoriedade, de modo que os alunos compreendarh&eventos certos,
eventos impossiveis e eventos provaveis. [...] h&irtd Fundamental — Anos
Finais, o estudo deve ser ampliado e aprofundamanpio de atividades nas
quais os alunos facam experimentos aleatorios elapdes para confrontar
0s resultados obtidos com a probabilidade teoricaprebabilidade
frequentista. A progressao dos conhecimentos spdiazaprimoramento da
capacidade de enumeracdo dos elementos do espagiramgue esta
associada, também, aos problemas de contagem.

Tratando-se do temRrobabilidade, durante as pesquisas para este trabalho, foi

identificada uma grande lacuna quanto a sua hastisponivel em nosso idioma (portugués
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brasileiro). Em outras palavras, houve dificuldadasobtencdo de material para os estudos
simplesmente pela falta de trabalhos académicdigros nacionais nessa area.

Dos poucos materiais nacionais obtidos, os priiigaui referenciados se
destacam por serem aqueles de maior abrangéncm adhstoria da Probabilidade, a saber:
Introducdo ao Conceito de Probabilidade por umaddisrequentistade Coutinho, C.Q.S.
(1994); eAlgumas ConsideragOes sobre a Origem da Teoria ddbilidade de Viali, L.
(2008). Esses trabalhos, mesmo sendo os mais antasgabordam o tema de maneira breve.

No trabalho de Coutinho (1994), a Historia da Phdlmlade € utilizada como
contextualizag@o para outros assuntos e, da mesma,fé feito na maioria dos trabalhos
consultados, nos quais se observou que o temaamaete incidental, ou seja, raramente é
tratado como assunto principal.

Este trabalho originalmente tinha proposta semé&thansar a Histéria da
Matematica, em especial a Histéria da Probabilidagenas incidentalmente. No entanto,
quando a citada lacuna de material foi identificadadificou-se o trabalho para contemplar
uma abordagem mais ampla e completa, de formasjastodos da Histéria da Probabilidade
foram aprofundados para tentar, modestamente,iredoaréncia de trabalhos na area.

Dessa forma, o objetivo principal do trabalho éapntar elementos da Historia da
Probabilidade, desde a Antiguidade até o Século destacando os mais importantes
matematicos e suas contribuicbes para o desenwattimda Teoria da Probabilidade, e
investigando alguns problemas importantes desse. tem

O objetivo principal foi trabalhado, em varias etsypor meio de diversos objetivos
especificos, a saber:

1) O levantamento de material bibliografico tratandobre Historia da

Probabilidade;
2) O resumo, em um texto Unico e cronoldgico, dos etdos de Historia da
Probabilidade encontrados;

3) O destaque de conceitos interessantes e curioswe Bwobabilidade que

surgiram no decorrer de sua historia;

4) O destaque e a apresentacédo de solucdes de alglbitenmas interessantes e

curiosos sobre Probabilidade que surgiram no decde sua histéria;

5) A apresentacao de ferramentas computacionais gsamoser utilizadas como

recurso pedagogico e que também possam motivawmssana sala de aula,
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6) A construcao de uma ferramenta mecanica (Tabuater(ypara ser utilizada
como recurso pedagoégico e que também possa mosvalunos na sala de
aula.

Para alcancar esses objetivos, este trabalhodenemlmente realizado na forma

de pesquisa bibliogréafica, elaborada com base et@rialga publicado.

De acordo com Borges (2018, p. 13) a pesquisaobpidfica é atividade de
localizac&o e consulta de fontes diversas de irdo@®s escritas, para coletar dados gerais ou
especificos a respeito de um tema.

Cervo, Bervian e Silva (2007, p. 61) destacam que:

A pesquisa bibliografica é meio de formacdo poretmia e constitui o
procedimento bésico para os estudos monografiedss guais se busca o
dominio do estado da arte sobre determinado tema.

Gil (2010, p. 29) destaca que, tradicionalment, e®dalidade de pesquisa inclui
material impresso como livros, revistas, jornasses, dissertacbes e anais de eventos
cientificos. Todavia, em virtude da disseminacaondeos formatos de informacédo, essas
pesquisas passaram a incluir outros tipos de footeso discos, fitas magnéticas, CDs, bem
como o material disponibilizado na internet. E ptementa, afirmando que:

A principal vantagem da pesquisa bibliograficadesio fato de permitir ao
investigador a cobertura de uma gama de fendmeunibs mais ampla do que
aquela que ele poderia pesquisar diretamente. Ezstagem torna-se
particularmente importante quando o problema deyiss requer dados
muito dispersos pelo espaco. [...] A pesquisa dgpéfica também é
indispenséavel nos estudos histéricos. Em muitasagies, ndo ha outra
maneira de conhecer os fatos passados se nao ceen dm dados
bibliogréficos. (GIL, 2010, p. 30)

Foi consultada uma quantidade significativa de sbfigicas e eletrbnicas, entre
elas: obras do acervo da Biblioteca da UFOPA, otheaacervos pessoais (minhas e de meu
Orientador) e obras disponiveis na internet (eminp&geletronicas e em arquivos para
download). Também foram consultadas recorrentesmagumas paginas de uso publico na
Internet para comparacao de informagdes e downleatbras histéricas. Todas as obras fisicas
e eletrdnicas consultadas estéo listadas nas Rei@séBibliograficas ao final deste trabalho.
Os enderecos eletrénicos consultados recorrenterastéio listados em pagina propria.

Em relacéo a caréncia de obras sobre Historia olaaBilidade, as pesquisas em
sites de busca do tipo Google retornam poucostaekd e, quase todos, tratam o assunto de
forma superficial. Por sua vez, na Biblioteca d@DBR, ndo ha obras nas quais a Histéria da
Probabilidade tenha titulo proprio, sendo o assaptnas coadjuvante nas obras de Historia
da Matematica.
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Durante a pesquisa, verificou-se que varias dassatestacadas como trabalhos de
grande importancia para a Probabilidade estao uiisiieadas gratuitamente em bibliotecas
virtuais.

Assim, destaca-se o mérito do trabalho em coleciosi@nderecos de acesso, via
Internet, a essas obras histéricas (citadas ndl@gi listadas no Apéndice A).

Certamente, muitos estudantes nunca tiveram cootatoas obras originais e sé
as conhecem por referéncias, fazendo com que sameesconhecimento nelas contido seja
indireto, pela traduc&o ou interpretacéo de owdtdsres.

Quanto a estrutura do trabalhdCapitulo 2 traz um resumo da trajetéria histérica
da Probabilidade, mostrando que seu estudo e slacéwe estdo associados a contextos
socioculturais e que esse conhecimento se desemwvpéra superar, muitas vezes, problemas
cotidianos. Também retrata que as pessoas questseaam tém seus nomes associados nao
s6 pela genialidade, mas, principalmente, pelathabe esfor¢co que dedicaram ao assunto. A
viséo histérica € ampla: sdo trazidas referéncisreentos historicos, estudados e catalogados
em varios trabalhos, desde as primeiras civilizegdassando pelos periodos conhecidos como
Idade Média e Idade Moderna, até a Idade Contemparda sua elaboracao, optou-se pela
énfase as obras matematicas relevantes e, dessa &0 citados muitos trabalhos de valor
histérico que contribuiram enormemente para o avdagProbabilidade e, consequentemente,
da Estatistica.

O Capitulo 3 trata das definicbes Classica e Frequentista ddaBilidade,
apresentando alguns problemas que mereceram dedtejarico em razdo de terem sido
tratados por grandes matematicos ou porque tivegeande influéncia na Historia da
Probabilidade. Em especial, ressalta-se dois prade relacionados a Probabilidade
Geométrica: o Problema da Agulha de Buffon e odtex@ de Bertrand.

Por fim, oCapitulo 4 faz uma abordagem histdrica sobre a distribuigamal e
da curva a ela associada. Também é apresentadpanethe desenvolvido por Francis Galton
no século XIX, para estudar a distribuicdo normmailito Gtil atualmente para introduzir
conceitos probabilisticos mais complexos aos estadacomo o Teorema Central do Limite.

No Apéndice A foram listados os enderecos de acesso, via Injediseobras
histéricas citadas no Capitulo 2 (quase todas dibpiaadas gratuitamente em bibliotecas
virtuais). O objetivo dessa colecao é facilitarapa estudante interessado, o acesso aos textos
originais (cOpias digitais nas linguas nativas) asspbilitar conclusdes préprias sem a

contaminacgao por intermediarios (tradutores e pnédes).
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O Apéndice Btraz um pequeno esquema de constru¢do de uma dékBalton,
produzida conforme especifica¢cdes do autor. O #paoenstruido sera objeto de doacao para
uso da Universidade Federal do Oeste Para, coneriaiate apoio pedagagico.

Por fim, cabe alertar que nao foi objetivo desabdtho apresentar metodologias
para aplicacdo dos elementos pesquisados (histdrimecanicos ou computacionais) em sala
de aula. Sabe-se que tais elementos podem seiaddegvalia ao professor e ser um bom
motivador para os alunos. Em outras palavras, loaltta se absteve a apresentacdo dos
elementos pesquisados, e sua aplicacdo didatioa gpedobjeto de futuros trabalhos que

utilizem este como referéncia.
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2 BREVE HISTORIA DA PROBABILIDADE

A Histdria é a ciéncia que investiga o passadoutaamidade e 0 seu processo de
evolucédo, tendo como referéncia um lugar, uma épougoovo ou um individuo especifico.
Esse processo de evolugéo € cronolégico e confRtuém, para tornar mais didatico ou pratico
o estudo da Historia, geralmente ela é divididapamodos. Essa divisdo tem objetivo tao
somente de facilitar a compreensao e ndo de estaielipturas na continuidade do processo
historico.

O presente capitulo também foi dividido em periddaiapas para facilitar o estudo.
Ressalta-se que essa divisdo é meramente dida@oa,havendo descontinuidades nas
transi¢cdes entre periodos / etapas.

Destaca-se, também, que ndo foi utilizada a dividd@ssica da historia (Antiga,
Média, Moderna e Contemporanea), mas sim, umaaai\gae melhor se adequa a proposta do
trabalho (Antiguidade e Idade Média, Escola ItaiaRascal e Fermat, Huygens, Escola
Inglesa, Familia Bernoulli, Outros Matematicos Enas, Laplace e Contemporaneos, e Escola
Russa).

Embora a intencdo seja a de apresentar elementdistdeia da Probabilidade em
ordem essencialmente cronoldgica, por vezes, vaviestos ocorrem em paralelo, por varios
agentes, em varios lugares, num mesmo momentaibstd

Com relagéo as questdes que motivam o desenvoltoreenevolugéo historica de
determinado campo da Matematica, como a Probatddiddoque e Pitombeira (2012, p. ix)
destacam:

As situagBes que motivaram os matematicos sdogmasl em um sentido
muito mais rico. Podem ter sido problemas quotikajcontar, fazer contas);
problemas relativos a descricdo dos fenbmenosaiat(por que um corpo
cai, por que as estrelas giram?); problemas filos${o que é conhecer, como
a Matematica ajuda a alcangar o conhecimento vemd&); ou ainda,
problemas matematicos (como legitimar certa téamiceerto conceito?). Na
historia da Matemética, encontramos motivacdesmgjgéuram todos estes
tipos de problemas.

Na elaboracdo do capitulo, optou-se por dar mamsénas obras matematicas
relevantes do que a biografia dos matematicosntamt®, por vezes, a Histéria da Matematica
se confunde com a propria Historia dos Matematicos.

Por fim, enfatiza-se que a histéria sempre esticasta a contextos socioculturais,

mas que o aprofundamento de tal contextualizagddan@&bjeto do presente trabalho.
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2.1 Antiguidade e ldade Média

A ideia de acaso é quase tdo antiga quanto as i@snavilizagbes. Os povos
mesopotamios e egipcios ligavam o acaso a vontadéivihdades ou outros fendmenos
sobrenaturafs Gadelha (2004) ressalta que “a humanidade teaddidom a incerteza desde
épocas remotas na tentativa de obter vantagenssputak e evitar perdas advindas de fatores
imprevisiveis.”

David (1962, apud HACKING, 2006, p. 1) especula jjpges de azdrpodem ter
sido a primeira invencéo da sociedade humana. BEsmestudos, ele cita que formas primitivas
de dado$foram encontradas em sitios arqueoldgicos, quertam ao Paleolitico, na regido
do Nilo e da Mesopotamia. Esses dados primitivasisiam num osso chamado talus ou
astragald (Figuras 1 e 2). Pinturas em tumbas egipciasi31.C. mostram pessoas jogando
0 que se acredita ser o0 jogo de talus (GADELHAA2@0 2). Ha indicios também que o jogo
era praticado pelos polinésios e siberianos (MOREIR15, p. 12).

Figuras 2.1 e 2.2- Talus (astragalos) de animal, como dados priogti
= 2 - Pt ¥ ‘.’1 o ~ .!;'." ;‘h‘TA j:g

Fonte: http://turukbil.blogspot.com/2013/06/ Fonte: http://www.tibetarchaeology.com/may-2014/
tarihi-bir-turk-oyunu-ask-atma.html. Acessado éew. 2018.

Acessado em: fev. 2018.

Um astragalo tem seis lados, mas s6 quatro detegstéveis o suficiente para
permitir que 0 0Sso se apoie sobre eles. Devid@mtomia do 0sso, as probabilidades de obter
cada um dos lados em um langamento séo de aproxnesute 39%, 37%, 12% e 12% (VIALI,
2008, p.144).

1 Refere-se as préaticas dos povos antigos de canpudissagios para interpretar a vontade dos deugaedizer

o futuro. Este tipo de relagdo com o acaso, agsdeia com a crenga em intervencdes divinas, € umstante
no comportamento humano ao longo do tempo.

2 S&do0 chamados jogos de azar aqueles cujo restitedm&do depende somente da habilidade do jogadas,
exclusiva ou predominantemente do acaso. A patmeaaé derivada do aratsz-zahrou al-zahr que significa
jogo de dados(zahr significa flor, que era a marcagédo de uma dassfdoedado) e foi trazida para a Europa
durante as Cruzadas. Embora no portugués modepalaara azar esteja associada a infort(inio e deagao
classificar um jogo como “de azar”, pretende-senapelizer que o resultado é fruto do acaso.

3 Os dados s&o pequenos poliedros gravados conmilegeias instrucdes. O dado mais classico é o ddagms
(hexaedro regular), gravado com os numeros de.1 a 6

4 Astragalo outalus é um osso do calcanhar dos membros posterioragin&is como cervos, ovelhas, vacas,
cavalos e antilopes.
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O jogo foi amplamente difundido para o mundo gregmano e cristdo. Além de
apostas, 0s gregos também utilizavam astragala®m@&ultar oraculos e fazer previsdes do
futuro. Leonard Mlodinow (2009, p. 36) destaca que:

Os gregos também utilizavam astragalos ao conenitaeus oraculos. As
respostas que obtinham eram tidas como as paldessieuses. Muitas
escolhas importantes, feitas por gregos proemisgst baseavam nesses
conselhos, como descrito nos relatos do historielgoédoto e de escritores
como Homero, Esquilo e Sofocles. Porém, apesangartancia do jogo de
astragalos tanto nas apostas como na religidaegegndo fizeram nenhum
esforgo por entender as regularidades desse jogo.

Viali (2008, p. 144) informa que ha registro de qyego também era utilizado na
decisao de disputas e na divisdo de herancgas.

O jogo tradicional dos gregos e romanos era reiizam quatro astragalos. O
melhor resultado era denominado de jogada de V@mnatava-se da obtencao das quatro faces
diferentes voltadas para cima. O resultado era, rapyém ndo 0 mais improvavel,
demonstrando o desconhecimento dos gregos acercandeteoria sobre a aleatoriedade
(MLODINOW, 2009, p. 36).

Mlodinow (2009, p. 36) também especula que os gregm desenvolveram um
estudo sobre a aleatoriedade porque acreditavam fytero se desvelava conforme a vontade
dos deuses. Dessa maneira, um entendimento sabeatariedade seria irrelevante, pois o
resultado de um jogo de astragalos seria integivetamo a vontade dos deuses e ndo como
um produto do acaso. Outra suposicdo para o n@ndasimento desse estudo seria a propria
filosofia grega, que os permitiu tornarem-se mat&os importantes:

[...] eles insistiam na verdade absoluta, provasa ldgica e pelos axiomas,
e fechavam a cara ante certos pronunciamentogxeanplo, enf-édon de
Platéo, Simias diz a Socrates que “argumentos th@sean probabilidades
sdo impostores” e antecipa o trabalho de KahnenTareesky, chamando a
atencdo para o fato de que “a menos que seja alosegrande cuidado em
seu uso, tendem a ser enganadores — na geomdrabém em outros
assuntos”. EmTeetetg Socrates afirma que “argumentos baseados apenas e
verossimilhanca e probabilidade séo suficientea dasclassificar qualquer
gedmetra®. Porém, mesmo 0s gregos que acreditavam que ballistas
possuiam algum valor talvez tenham tido dificuldael® formular uma teoria
consistente naqueles dias, em que ainda ndo hdgisses registros de dados,
porque as pessoas tém memdria notavelmente fratentrem estimar a
frequéncia - e, portanto, a probabilidade - de m@cmias passadas.
(MLODINOW, 2009, p. 36, destaques e notas de rodapeutor)

5 PLAT,§O. The Dialogues of PlatoBoston, Colonial Press, 1899, p.116, apud MLODIMQO009, p. 36.
8 PLATAO. Theaetetus Montana, Kessinger, 2004, p.25, apud MLODINOW)2(. 36-37.
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A cultura romana, por sua vez, se concentrava raedisquestbes praticas.
Mlodinow (2009, p. 40, nota de rodapé nossa) afiqoe

Cicerd talvez tenha sido o maior defensor da probabiédaal Antiguidade.
Ele a empregou para argumentar contra a inter@etsgbitual de que o éxito
nas apostas se devia a intervencdo divina [..derGiacreditava que um
acontecimento poderia ser antecipado e previstonmegie sua ocorréncia
dependesse do mero acaso. |[...]

No fim das contas, o principal legado de Cicerénea da aleatoriedade foi o
termo que usouprobabilis que acabou por originar o termo empregado
atualmente.

M. G. Kendall (1943, apud DAVID, 1962, apud VIAL2008, p. 144) chama a
atencdo para, talvez, o primeiro registro de enagd&r de resultados possiveis (espaco
amostral). Nao obstante a proibicdo dos jogos de @ala Igreja Catdlica, e sem mencionar
chance ou probabilidade, o bispo Widbtte Cambrai, em torno do ano 960, associou 56

virtudes aos possiveis resultados do lance deladss (Figura 2.3).

Figura 2.3— As 56 virtudes do bispo Wibold associadas assltalos do lance de trés dados

[Event] [Virtus] [Virtue] [Sum| [Event] [Virtus] [Virtue] [Sum]
1.1.1.  Karitas, Charity 3| 2.3.5. Hospitalitas, Hospitality 10
1.1.2.  Fides, Faith 4| 2.3.6. Parcitas, Economy 11
1.1.3.  Spes, Hope 5| 2.44. Patientia, Patience 10
1.1.4. Iustitia, Justice 6| 2.4.5. Zelus, Zeal 11
1.1.5.  Prudentia, Prudence 7| 2.4.6. Paupertas, Poverty 12
1.1.6. Temperantia, Temperance 8| 2.55. Lenitas, Mildness 12
1.2.2.  Fortitudo, Fortitude 5| 2.56. Virginitas, Virginity 13
1.2.3. Pax, Peace 6| 2.6.6. Reuerentia, Reverence 14
1.2.4.  Castitas, Chastity 7| 3.3.3. Pietas, Piety 9
1.2.5.  Misericordia, Mercy 8 | 3.3.4. Indulgentia, Indulgence 10
1.2.6. Obedientia, Obedience 9| 3.35. Oratio, Prayerfulness 11
1.3.3. Timor, Fear 71 3.3.6. Amor, Love 12
1.3.4. Prounidentia, Foresight B 3.4.4. Iudicium, Judgment 11
1.3.5.  Discretio, Discretion 9| 3.4.5. Vigilantia, Vigilance 12
1.3.6. Perseuerantia, Perseverence 10 | 3.4.6. Mortificatio, Mortification 13
1.4.4. Bonitas, Goodness 9| 3.5.5. Innocentia, Innocence 13
1.4.5. Modestia, Modesty 10 | 3.5.6. Contricio, Contrition 14
1.4.6. Longanimitas, Long-suffering 11 | 3.6.6. Confessio, Exomologesis 15
1.5.,5. Mansuetudo, Gentleness 11 4.44. Maturitas, Maturity 12
1.5.6. Benignitas, Liberality 12 | 4.45. Sollicitudo, Concern 13
1.6.6. Sapientia, Wisdom 13| 4.46. Constantia, Constancy 14
2.22. Compunctio, Remorse 6| 4.5.5. Intellectus, Understanding 14
2.23. Gaudium, Joy 7| 4.5.6. Suspiratio, Longing 15
2.2.4.  Sobrietas, Sobriety 8| 4.6.6 Fletus, Lamentation 16
2.2.5.  Delectatio, Satisfaction 9| 5.5.5. Hilaritas, Cheerfulness 15
2.2.6. Suauitas, Sweetness 10 | 5.5.6. Compassio, Compassion 16
2.3.3.  Astutia, Cleverness 8 | 5.6.6. Continentia, Self-control 17
2.3.4.  Simplicitas, Simplicity 9| 6.6.6. Humilitas, Humility 18

Fonte: https://www.maa.org/press/periodicals/convergeamit@lds-ludus-regularis-a-10th-century-
board-game-virtues-outcomes. Acesso em: fev. 2018.

7 Marco Tulio Cicero (Marcus Tullius Cicero - 106 a.C, Arpino, Italia - 43 a.C, Férmias, &l advogado,
politico, escritor, orador e filésofo romano.
8 Wibold (c. 900, Cambrai, Franca - 966, Cambrai, Franea)juidiacono da igreja em Noyon, Franca, investido
no cargo de bispo de Cambrai, na fronteira Frarédgi@, em 965, pelo Imperador Romano-Germanico Dtt
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2.2 Escola Italiana

Nos Séculos XV e XVI, alguns italianos se destanatamo pioneiros do calculo
probabilistico. Embora ndo tenham formulado conseilu teoremas, limitando-se a resolver
situacdes concretas, eles foram além da simplesamagao de possibilidades para solucionar
problemas de comparacgao de frequéncias e ganhpgyesmde azar.

David (1962, apud VIALI, 2008, p. 146) comenta quérei Luca Paciofi que
mudou o0 nome de Luca di Borgo ao entrar na ordantiscana, embora ndo tenha publicado
nada de original, é reconhecido por uma obra gosadpara a época. Pacioli viajou pelo
Oriente e, posteriormente, ensinou matematica engRe Roma, Napoles, Pisa e Veneza antes
de se tornar um professor de matematica em Milép.parte da corte de Ludovico Sfdiza
duque de Mildo, onde conheceu e fez grande amzad_eonardo Da Vinét. Relacionada
a Da Vinci, destaca-se a obra de Pacioli denomifesdBivina Proportion&, concluida em
1498, onde ha uma impressionante colecdo de apadaimente sessenta ilustracdes feitas por

Leonardo.

Figura 2.4 - Frei Luca Pacioli

Fonte: https://www.biografiasyvidas.com/biografia/p/paciaim
Acesso em: fev. 2018.

% Luca Bartolomeo de Pacioli(ou Paciolo, ouLuca di Borgo - 1445, Sansepolcro, Italia - 1517, Sansepolcro,
Italia) - monge franciscano e célebre matematelmito.

10 udovico Sforza (Ludovico, il Moro - 1452, Vigevano, Italia - 1508, Vale do Loireaf¢a) - foi membro da
familia Sforza de Mildo, Italia; Duque de Mildo entl494 e 1499. Empregador de Leonardo da Vincit®s
artistas, foi responsavel por encomendar A Ultire@Centre outras obras.

11 Leonardo di Ser Piero da Vinci(1452, Anchiano, Italia - 1519, Ambroise, Frang&)i um polimata, e uma
das figuras mais importantes do Alto Renascimegqie, se destacou como cientista, matematico, engenhe
inventor, anatomista, pintor, escultor, arquitétmanico, poeta e musico.

12 De Divina Proportione - escrito por Luca Pacioli e publicado em Venera,1509. Um excelente trabalho em
portugués sobre o livro foi publicado por BERTATR,M. A “De Divina Proportione” de Luca Pacioli —
Traducdo anotada e comentadadisponivel em: kttp://repositorio.unicamp.br/jspui/handle/REPOSE294>.
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O trabalho pelo qual Pacioli € famoso no contextaélculo de probabilidade é
Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni etgen@ionalitd®, impresso em Veneza, no
ano de 1494.

David (1962, p. 37, traducao e notas de rodapé&spasirma que:

N&o h& duvida que muitos, sendo todos, dos mataaicientistas daquela
época eram plagiadores [...]. Este plagio foi ajed@ela invencdo da
imprensd’, pela grande inundagdo de manuscritos lancadossagjue de
Constantinopla, e pelas véarias incursdes dos fsascena Italia. Foi
aparentemente isso que legitimou a reproducéo deamascrito inicial com
as proprias emendas e melhorias e para transniittdodo como o proprio
trabalho.

Frei Luca incorporou quase na totalidadeLiber Abact® de Leonardo
Pisand®. Do ponto de vista de probabilidade Luca é impaetigpor um de
seus exemplos riBumma“A e B estéo jogando um jogo justo biglla. Eles
concordam em continuar até um deles ganhar seslasdO jogo realmente
para quando A ganhou cinco e B trés. Como as apdetem ser divididas?”
Dizemos 7:1, mas Pacioli conclui 5:3.

A Summasem duvida, inspirou Tartaglia e Cardano a esceen seus trabalhos
sobre a &lgebra e a aritmética da época.

Tartaglid” teve uma infancia dificil. Filho de pais muito ped presenciou a
tomada de sua cidade natal pelos franceses em N&lBvasao, seu pai foi morto e Tartaglia
foi deixado como morto, com o cranio fraturado eaarte de sabre profundo que |he atingiu
0 palato. Sua mae o encontrou ainda com vida e,reeansos para assisténcia médica, ela
lembrou que um cao machucado sempre lambe asgsderidas para cura-las, e, dessa forma,

lambeu as feridas do filho. Mais tarde, Tartagiiédbaiu sua recuperacao a esse tratamento.

13Summa de Arithmetica Geometria Proportioni et Propationalitd - escrito por Luca Pacioli, e publicado em
Veneza em 1494. A Biblioteca Eletrbnica Suica difpibza uma versdo de 1523 em: <http://www.e-ichA.
download/pdf/2683230?name=Summa%20de%20arithmeZidgéodmetria%20Proportioni%20et%20proporti
onalita%20nuouamente%20impress>.

14 A invencdo da maquina de impressdo em tipos maveiis conhecida commprensa, pelo alemadohannes
Gutenberg, no século XV, provocou uma enorme revolucdo: eleaacdo do processo de producdo de livros.
Ap6s a invencdo da imprensa, compor e imprimiokwieixaram de ser praticas manuais e artesatwisagam-

se uma producao em série mecanizada. Gutenbengvidbszu o0 seu invento por volta de 1430.

15 Liber Abaci (também chamadbiber Abbaci) é um livro histérico sobre aritmética escrito jp@onardo de
Pisa, em 1202. Esse livro introduziu na Europausearais indianos, a notacdo posicional e seu foacento,

e o zero, aprendido por Fibonacci com os arabesaeg viveu com o seu pai, Guglielmo Bonaccio, mot&lda
Africa. Na Biblioteca Eletronica Suica esta dispehiuma copia digital, de uma impressdo de 1857, em
<https://www.e-rara.ch/zut/content/titleinfo/106 @0 .

16 | eonardo Fibonacci também conhecido comceonardo de Pisa Leonardo Pisanoou aindalLeonardo
Bigollo, mas, na maioria das vezes, simplesmente déibunacci (filho de Bonacci - ¢c. 1170 - ¢. 1250)- foi um
matematico italiano, tido como o primeiro grandden@tico europeu da Idade Média.

17 Niccold Fontana(Tartaglia — 1499, Bréscia, Itdlia — 1557, Veneza, Italiajlentoso matematico italiano.
Durante a tomada de Bréscia pelos franceses em fth B2#ingido por um golpe de sabre que perfuew @alato

e o deixou com um permanente defeito na fala, ldbeseu apelidtartaglia, que significagaga



-21-

Figura 2.5— Niccolo Fontana (Tartaglia)

Acesso em: fev. 2018.

Tartaglia teve de aprender a ler e a escreverlspzivgo dispondo de recursos para
comprar papel, escrevia nas lapides do cemitémo carvao. Dessa maneira, ele aprendeu
latim, grego, matematica e mecanica.

Na obra intituladaGeneral Trattato di Numeri et Misufe Tartaglia trata o
problema dos pontos de Pacioli e, também, chegapbsta 5:3, provavelmente trabalhando a
questdo apenas como um exercicio de proporcdes.

Contemporaneo de Tartaglia, Girolamo Carddn® uma das figuras mais
controversas da histéria da matematica, de acavdo stia autobiografia e com escritos de
autores e biografos de sua época. Filho ilegitimgudista Fazio Cardak® comecou sua
tumultuada vida profissional como médico, mas, |plmente, dedicava-se a matematica.
Ocupou catedras importantes nas Universidades\da @&olonha.

Extremamente talentoso e versatil, Cardano havidigagdo 131 livros sobre
diversos assuntos em medicina, matematica, ciéadilsofia. Dentre as obras publicadas na
época, a mais importante, sem dividsAré Magn&!, o primeiro grande tratado em latim

dedicado exclusivamente a algebra, onde pela pamek sdo mostrados métodos de solucao

18 General Trattato Numeri di et Misure - escrito por Niccolo Fontana e publicado em Varem 1556. Uma
consulta eletrbnica da obra estd disponivel emipshacho.mpiwg-berlin.mpg.de/ECHOdocuView?url=/
permanent/library/HSBAMGAN/>.

19 Girolamo Cardano (Gerolamo, Geronimo ouJerome Cardan- 1501, Pavia, Itdlia - 1576, Roma, Italia) - foi
um polimata italiano. Homem extremamente talenéogersatil, escreveu mais de 200 trabalhos sobdécna,
matematica, fisica, astronomia, filosofia, religéimusica.

20 Fazio Cardano (Facio ou Bonifacius - 1444, Gallarate, Italia - 1524, Mildo, Itdlia)jurista, médico e
matematico italiano. Na matematica fez estudosesgbometria projetiva. Foi amigo de Leonardo daMénpai
de Girolamo Cardano.

21 Artis Magnee Sive de Regulis Algebraicis escrito por Girolamo Cardano e publicado em &4dtélia, 1545.
Disponivel em: <http://www.filosofia.unimi.it/carda/testi/operaomnia/vol_4 s 4.pdf>.
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de equacdes de terceiro e quarto graldas sobre a autoria desses métodos de solucéo, ha
uma complexa disputa envolvendo Cardano, Tarta§@pione del Ferrd e Ludovico
Ferrarf®,

Figura 2.6 — Girolamo Cardano

Fonte: https://www.biografiasyvidas.com/biografia/c/carddrim
Acesso em: fev. 2018.

Na sua autobiografia, Cardano afirma ter queimadts rmle 170 manuscritos néo
publicados que considerou serem sem interesse. Aosorte, encontraram mais 111 textos
sobreviventes. Um deles, escrito décadas antearerdpmente revisado muitas vezes, era um
tratado em 32 capitulos curtos intitulddber de Ludo Alea@ (O Livro dos Jogos de Azar),
qgue foi o primeiro na histéria a tratar da teoraaleatoriedade. As pessoas ja apostavam e
lidavam com outras incertezas ha milhares de anas,até a chegada de Cardano, ninguém
jamais realizara uma analise racional do cursoideguelos jogos ou outros processos incertos.
O discernimento de Cardano sobre o funcionament@a#so incorporava um principio
chamado Lei do Espaco Amostral (MLODNOW, 2009,%e3AVID, 1962, p. 53).

Mlodinow (2009, p. 58) destaca quéiber de Ludo Aleae

tratava de cartas, dados, gaméo e astragalos. gadadto. Suas paginas
refletem a personalidade do autor, suas ideiasadtadas, seu temperamento
instavel, a paixdo com que enfrentava cada empireentb - e a turbuléncia
de sua vida e sua época. O livro considera apengsozessos - Como 0
lancamento de um dado ou a escolha de uma-cadsa quais um resultado é

22 No banco de dissertages do PROFMAT ha um exeeleabalho sobre o assunto: SANTOS, SAR.
Equacdes Polinomiais do 3° e 4° Graus: Suas Histasi e Solu¢desSao Cristovao: UFS, 2013. Disponivel em:
<https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tccRuuB80295>.

23 Scipione del Ferro(1465, Bolonha, Italia - 1526, Bolonha, Italiajnatematico italiano a quem se atribui a
solucdo do caso particular de equacgéo do tercemnxd+ m-x = p.

24 Ludovico Ferrari (1522, Mildo, Italia - 1565, Bolonha, Italia) — tematico italiano aprendiz de Girolamo
Cardano. Ajudou Cardano na solucdo das equacOekagicas de raizes negativas, das equacfes cldhiéas
imensamente responsavel pelo desenvolvimento dodmée solucdo de equacdes quarticas.

25 Liber de Ludo Aleae— escrito pro Girolamo Cardano por volta de 15@5ublicado postumamente em 1663,
Basiléia, Suica. Disponivel em: <http://www.filosotinimi.it/cardano/testi/operaomnia/vol_1 s 10xpdf
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tdo provavel quanto outro. E Cardano se equivocalgoms pontos. Ainda
assim, a obra representa um primeiro avanco, oepon&xito na tentativa
humana de compreender a hatureza da incertezaétodo de Cardano para
investir contra as questdes ligadas ao acaso éesuaqgente, tanto por sua
eficacia como por sua simplicidade.

Na histéria da probabilidade também merece destdg@eanni Francesco
Peveron®. Em 1558, um ano apds a morte de Tartaglia e ramdpj possivelmente, pelo
General Trattatoou pelaSummapublicouDue Brevi e Facili Trattati, il Primo d'Arithmetica
I'Altro di Geometrid’. Na parte aritmética do tratado, encontra-se newéenum problema de
divisdo de apostas. Colocando-se A e B jogandd peitorias, A tendo ganhado 7 vezes e B
ganhado 9 interrompe-se 0 jogo. Mesmo com inforresgliciais diferentes, o problema é
semelhante ao dBumma pois um jogador precisa de trés vitdrias e oaprenas uma. Ele
seguiu um método correto, mas ao contrario de Kgarip raciocinio, deu a resposta errada, a
qual foi destacada por M. G. Kendall como um dasdes enganos no campo da matematica.
“[...] se ele apenas seguisse sua propria regpagderasse a probabilidade de ganhar mais de
perto, teria resolvido esse simples problema, esénesa, quase um século antes de Fermat e
Pascal.” (KENDALL, 1956, p.7 apud FAVINO, 2016).

O proximo registro relevante do campo da probaduléesta em um fragmento de
autoria de Galileu Galiléf, em seu estudBopra le Scoperte de i D&dli

Galileu realizou o estudo, muito provavelmente,edigo do Grao-Duque de
Toscan&. O problema analisado foi o desequilibrio entserma 9 e a soma 10 no langamento
de trés dados. Por forca da prética, os jogad@arn percebido que a soma 10 ocorria mais
vezes que a soma 9, embora (aparentemente) howsaisseombinacdes para formar cada
resultado:

SOMA 9: [1;2;6], [1;3;5], [1;4;4], [2;2;5], [2;3;4¢ [3;3;3]

SOMA 10: [1;3;6], [1;4;5], [2;2;6], [2;3;5], [2;4}4 [3;3;4]

26 Giovanni Francesco Peveron€l1509, Cuneo, ltalia - 1559, Mildo, Italia) - mam&tico, nobre, conselheiro e
prefeito de Cuneo.

27 Due Brevi e Facili Trattati, il Primo d'Arithmetica ; I'Altro di Geometria ne | quali si contengono alaine
cose nuove piacevoli e utili, si a gentilhuomini ecoe artegiani - escrito por Giovanni Francesco Peverone e
publicado em Lyon, Franga, em 1558. Disponivel entitps://archive.org/details/bub_gb__chzVM-mpKAC>.

28 Galileu Galilei (Galileo Galilei) - (1564, Pisa, Itlia - 1642, Florenca, ltalig)ersonagem fundamental da
Revolucao Cientifica, foi notabilissimo fisico, maatico, astronomo e filésofo.

2 Sopra le Scoperte de i Dadi escrito por Galileu Galilei, provavelmente eritfd.2 e 1623. Artigo colecionado
em La Opera di Galileo Galilei. Edizione Naziondtérenze, 1718. Vol. VIII, pag. 591-594, disponiwgh:
<https://archive.org/details/agh6462.0008.001.uredt/>.

30 Cosme Il de Médici(1590, Florenca, Italia - 1621, Florenga, It&li&@rdao-Duque de Toscana de 1609 a 1621
e patrono de Galileu Galilei.
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Isso parecia um problema sem solucado, fazendo ammacpratica desafiasse a
l6gica, pois quanto mais jogavam, mais ficava apara vantagem da soma 10. Galileu notou
que havia mais inversdes, ou modos diferentesedaebter cada uma dessas combinacdes,
verificando que o total para a soma 10 era derjyanto que para a soma 9 era de 25 inversoes.
Por exemplo, para se obter a somatoria 10 comcas fh,3 e 6, havia seis possibilidades
([1;3;6], [1;6;3], [3;1;6], [3;6;1], [6;1;3] e [6;3]), e ndo apenas uma combinacdo, como

imaginavam os jogadores.

Figura 2.7 — Galileu Galilei

Fonte: https://www.biografiasyvidas.com/monografia/galileo
Acesso em: fev. 2018.

A avalanche de ideias geradas pelo Renascimeri@ndando diminuiu apos a
morte de Galileu, mas se observou que a preemen@asiartes e nas ciéncias estava migrando
da Itdlia para a Franca. O renascimento na Framicendis tardio que o italiano, e muito
provavelmente foi ajudado pelos diversos saquesaieiscritos, livros e ideias que sucessivas
incursdes militares francesas realizaram na Italia.

Em seu estudo, Galileu escreveu como se o caleuloné probabilidade fosse algo
Obvio, e seu trabalho sugere que quase qualquemmatito poderia estabelecer o método.
Embora Galileu ndo tenha publicado esse fragménté, David (1962, p. 70-71) especula que
possivelmente o célculo de uma probabilidade ja deaconhecimento comum entre os

matematicos italianos e, portanto, de alguns mateosdranceses.

2.3 Pascal e Fermat

Enquanto um gigantesco passo foi dado pelos itadiaom conceitos primitivos de

espaco amostral e equiprobabilidade, o préximo goass desenvolvimento da Teoria da
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Probabilidade é, sem duvida, dos franceses. E wsmdoores matematicos franceses de o
Século XVII foi Pierre de Fermt

Figura 2.8 — Pierre de Fermat

Fonte: https://twitter.com/fermatslibrary/
Acesso em: mar. 2018

Fermat era filho de um comerciante de couro e mcealna educacéo privilegiada,
iniciada em casa, depois no mosteiro franciscanGrdadselve, e entdo na Universidade de
Toulouse, onde se formou em direito. Foi nome@doseilleur de la Chambre des Requétes
du ParlementConselheiro Parlamentar) de Toulouse em maio6®4,lcom a idade de 30
anos, e promovido a Conselheiro do Rei, aindRamtementde Toulouse, em 1648. Descrito
como um homem calmo e amigavel, passou toda adanofissional no servi¢o publico. Nas
horas vagas estudou literatura e matemética. Ségsafos falam de sua “singular erudicéo”:
tinha conhecimento das principais linguas e deatiiea da Europa continental; fez emendas a
textos gregos e latinos; escreveu versos em ladamcés e espanhol; e na matematica realizou
notéveis contribui¢gdes, principalmente nas aregs ttenominadas de Teoria dos Numeros,
Geometria Analitica e Teoria da Probabilidade.

Embora tenha publicado muito pouco durante a idemat manteve uma intensa
correspondéncia com muitos dos principais ciergtideaseu tempo e, dessa maneira, exerceu
consideravel influéncia sobre seus contemporaneos.

O nome de Blaise Pastahparece sempre ligado ao de Fermat como um dos
“descobridores conjuntos” do Célculo de ProbabilelaFilho de Etienne Pastalmuito cedo

31 pierre de Fermat (1601, Beaumont-de-Lomagne, Franca - 1665, Casiranca) - foi magistrado e entusiasta
matemadtico e cientista francés.

32 Blaise Pascal1623, Clermont-Ferrand, Franca - 1662, Parig)¢ap- foi notavel matematico, fisico, inventor,
filosofo e tedlogo catdlico francés.

3 Etienne Pascal(1588, Clermont-Ferrand, Franca - 1651, Parispgap- foi fiscal de tributos e matematico
francés. Pai de Blaise Pascal.
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revelou aptidao extraordinaria para a matematicadA de Blaise Pascal foi contada por sua
irma, que mais tarde veio a se tornar Madame Périgla o descreve como um garoto de
grande fragilidade fisica e que, devido a issoneaiatido em casa por seu pai como garantia
contra algum esforco excessivo. Seu pai decidieague a educacao do filho deveria de inicio
restringir-se ao estudo de linguas, ndo incluinddan portanto, de matematica. Mas isso
provocou nele uma curiosidade muito grande, de dagoe comecou a estudar geometria as
escondidas do pai, descobrindo por conta propristamwas propriedades das figuras
geométricas. Quando um dia Etienne descobriu wislaties geométricas do filho, ficou t&o
feliz com a capacidade do garoto que o presenteau wm exemplar do&lementosde
Euclides®, que o jovem Pascal logo dominou.

Figura 2.9 — Blaise Pascal

Fonte: https://www.historyly.com/historical-figures/blaisagzal-inventions/
Acesso em: mar. 2018.

Aos gquatorze anos de idade Pascal ja participavardereunido semanal de um
grupo de matematicos franceses, germe da futurdehua Francesa. Aos dezesseis escreveu
um trabalho sobre secc¢bes conicas. Entre dezdgaenove anos de idade, inventou a primeira
maquina de calcular, que idealizou para ajudampsemnas funcdes de fiscal de tributos. Aos
vinte e um anos, interessou-se por trabalhos sobssao de fluidos.

Essa espantosa e precoce atividade subitamentewchedgim em 1650, quando,
por estar com a saude debilitada, Pascal decidgindaimar suas pesquisas em matematica e

ciéncias e se dedicar a contemplacédo religiosas aréos mais tarde, porém, retornou

34 Francoise Gilberte Pascal(1620, Clermont-Ferrand, Franca - 1687, Parispgap—Madame Périer por
casamento, em 1641, com Rouen Florin Périer (cB0 18672). Irm& mais velha de Blaise Pascal, gsaiea
Vie de Monsieur Paschgbublicado em 1684.

35 Euclides de Alexandria(Evxieidonc, Eukleides, ¢. 300 a.C.) - foi professor, matematico platérécescritor
possivelmente grego, muitas vezes referido confiteoda Geometria". Além de sua principal obra, BaEntos,
Euclides também escreveu sobre perspectivas, se@dieas, geometria esférica, teoria dos numergoe
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brevemente & matematica. Nessa época escreveliraiéé du Triangle Arithmétiqde e,
juntamente com Fermat, lancou os fundamentos daal@éa Probabilidade moderna.

Os problemas que motivaram os esforcos de FermRaseal no campo da
probabilidade foram apresentados a este por An®omebaud’, que ganhava a vida jogando
e se autodenominava Cavaleiro de Méré.

L. Viali (2008, p. 148) destaca que:

Segundo boa parte das fontes consultadas foi utesdel®is problemas
(1) problema dos pontoqdivisdo da apostd e (2) odos dadosjue motivou
a correspondéncia entre Pascal e Fermat e, poriaiciou a teoria da
probabilidade. Acredito que saber se foi o problemaou o dois ou talvez
ambos que tenha motivado a correspondéncia entredois ilustres
matematicos franceses ndo é o mais relevante. Ortampe é que o fato
desencadeou um interesse crescente pelo asswatagdeao nascimento de
mais uma disciplina matematica.

F. N. David (1962) comenta que certamente na prarearta de Pascal (perdida)
foi tratado 0 seguinte problema: Um jogador pretecoinseguir (pelo menos) um 6 em oito
langamentos. Suponha que ele tenha feito trésdasera sucesso. Que proporcao do prémio

deve ter sob esta condicdo? Ele deve desistirdgusato lance?

A suposicao de que o citado problema estaria magma carta de Pascal se deve a
resposta de Fermat, transcrita na integra abaxBNAT, 1654, apud DAVID, 1962, p. 83,
traducao nossa):

“Senhor, se eu me comprometo a fazer um ponto coimicsmdado em oito
lances, e se concordarmos, depois que as apostam fteitas, que nao
poderei jogar o primeiro lancamento, entdo eu devérar do prémio um
sexto do total como recompensa por desistir do @rmlangcamento. E se
concordarmos depois disso que eu nao farei o saglamde, eu deveria, para
minha indeniza¢do, sacar um sexto do restante,&6€36 do total. E se
concordarmos que n&o vou jogar um terceiro lanoejeveria sacar um sexto
do restante, que é 25/216 do total. E se depas®disncordarmos que eu nao
jogarei um quarto lance, eu devo sacar um sexteedt@ante, que é 125/1296
do total e eu concordo com vocé que este € o dalguarto lance, supondo
gue ja tenha feito os lancamentos anteriores. Ma€me propde no dltimo
exemplo da sua carta (cito suas proprias palavrésg: eu me comprometo a
encontrar um 6 em 8 lances e eu joguei 3 sem SYCHSINEU Oponente me
propde que eu ndo deveria jogar meu quarto lanele guer me pagar porque
eu quero fazer isso, chegara a mim com 125/129Gotkl de nossas
participacdes.’

Isto, no entanto, ndo é verdade de acordo com ntiebrda. Pois neste caso,
0s trés primeiros lances ndo trouxeram nada ao tuus, toda a aposta
permanece no jogo, e aquele que joga o dado e @uspoda em ndo jogar o
quarto lance deve tomar como recompensa um sexitaloE se ele tivesse

36 Traité du Triangle Arithmétique - trabalho matematico de Blaise Pascal, escrith@sd, mas so foi publicado
em 1665. Cdpia digital disponivel em: <https://@retorg/details/bub_gb UqgUAAAAQAAJ>.
37 Antoine Gombaud, denominad@havalier de Méré (1607 - 1684) - foi um nobre e inveterado jogedamcés.
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jogado quatro lances sem atingir o ponto procuradws concordarmos que
ele ndo deve jogar o quinto, ele ainda terd 0 mesmaexto do total para
sua indenizacdo. Para toda a quantia restante rgojcela ndo se segue
apenas do principio, mas é senso comum que cadartanto deve dar igual
vantagem.

Eu te imploro, portanto, para me dizer se concordama teoria, como eu
acredito, e se nos diferem apenas a aplicacdo.”

Em outra carta, de Pascal a Fermat, ele discolme soseguinte problema: dois

jogadores, de habilidades equivalentes, disputanogonde trés pontos onde cada um fez uma

aposta de 32 moedas. Como a aposta deve ser digdidles decidirem interromper o jogo

antes do final? A solucédo proposta por Pascalralisar todas as possibilidades futuras do
desenvolvimento do jogo. Pascal escreve (PASCAR4 18pud DAVID, 1962, p. 85, tradugéo

nossa):

“Suponha que o primeiro jogador tenha ganhado 2tpsne o segundo
jogador 1 ponto. Eles agora tém que jogar por umtpamesta condi¢édo, que
se o0 primeiro jogador ganha, ele pega todo o dirdgue estd em aposta, ou
seja, 64 moedas, e se 0 segundo jogador ganhajogddor tem 2 pontos,
entdo eles estdo em termos de igualdade, e salm@sionarem o jogo cada
um deve tomar 32 moedas. Assim, se 0 primeiro wggahha, 64 moedas
pertencem a ele, e se ele perder, 32 moedas perteacele. Se entdo os
jogadores ndo quiserem jogar este jogo, mas inteper sem jogar, O
primeiro jogador diria para 0 segundo: ‘Tenho cerdede 32 moedas mesmo
se eu perder este jogo, e quanto aos outros 32 asdat/ez eu deva té-los e
talvez vocé os tenha; as chances sao iguais. Vdiiohr essas 32 moedas
igualmente e dé-me também os 32 moedas dos quaisteucerteza.” Assim,
o primeiro jogador ter4 48 moedas e o segundo 16.”

F. N. David (1962, p. 86, traducédo nossa) continua:

Ele agora supde que o primeiro jogador ganhou ploigos e o segundo
jogador nenhum, e que eles estédo prestes a joggrontn. A condicdo é,
entdo, que se o primeiro jogador ganha esse palrtganha o jogo e leva 64
moedas, e se 0 segundo jogador ganha o pontofiedes na posicao ja
examinada, em que o primeiro jogador tem direitBae o0 segundo a 16.
Assim, se eles ndo quiserem jogar, 0 primeiro jog@dderia dizer para o
segundo: “Se eu ganhar o ponto ganho 64 e se araéstou habilitado a 48.
Dé-me as 48 dos quais tenho certeza e vamos dagdiutras 16 igualmente
pois nossas chances de ganhar este ponto s&o."igksssm, 0 primeiro
jogador tera 56 e o segundo 8 moedas. Finalmeptnka que o primeiro
jogador ganhou um ponto e o segundo nenhum. Se@hinuarem a jogar
por mais um ponto e o primeiro jogador ganha edtar& na condicdo ja
examinada (56:8) enquanto se o segundo jogadoewegles terdo um ponto
cada e terdo o direito de dividir (32:32). Assimgetes ndo jogam este ponto
0 primeiro jogador poderia dizer: “Dé-me 32 e davisb-32 igualmente”, de
modo que ele teria direito a 32 + 12 = 44. Estecérdeudo do que Pascal
escreve para Fermat sobre o especifico problemalgsestdo discutindo, e
até agora ndo ha nada de novo. Ele agora pasgataliga-lo, possivelmente
um pouco inseguro.
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Pascal escreveu Olraité du Triangle Arithmétiqueno periodo dessas
correspondéncid$ e, muito provavelmente, motivado pelos problemelashdiscutidos. Ele
colecionou diversas propriedades do triangulo &tito e foi o primeiro a aplicar tais
propriedades na solucéo de problemas de calcuthaeces em jogos de azar. Chamou essa
nova disciplina de “geometria do acaso”, que maislet, veio a se tornar o célculo de
probabilidades. Devido a repercussdo h@ité du Triangle Arithmétiqyeo tridngulo
aritmético ficou conhecido no ocidente como Tridagie Pascal. No entanto, o padrdo de
nameros que o forma ja era conhecido muitos séantss. Historiadores apontam que a
discussédo sobre esse padrdo de numeros teriasmaicbntexto dos estudos indianos sobre
analise combinatéria e de estudos gregos sobre roénfigurados, e o padrao numérico
triangular, bem como vérias de suas propriedadestgm bastante conhecidos nas culturas

arabes e chinesas medievais.

2.4 Huygens

Christiaan Huygeri8 foi quem escreveu a primeira publicacdo em Tedsaa
Probabilidade: um pequeno livro intitulaBe Ratiociniis in Ludo Aled& onde apresentou de
forma sistematica as novas proposicoes trazidass gmloblemas discutidos por Pascal e
Fermat, definiu as regras da probabilidade classidai quem introduziu o conceito de

esperanca matematica.

Figura 2.10— Christiaan Huygens

Fonte: http://www.bilgiyasam.com/christiaan-huygens-kimdirygensin-
hayati-ve-eserleri-2172/. Acesso em: abr. 2018.

38 As correspondéncias entre Fermat e Pascal , fdedugara o inglés, estdo disponiveis em: <htipsw/. york.
ac.uk/depts/maths/histstat/pascal.pdf>.

39 Christiaan Huygens (1629, Haia, Paises Baixos - 1695, Paises Baixfmé)um fisico, matematico, astrénomo,
horologista e inventor neerlandés.

40 De Ratiociniis in Ludo Aleae— escrito em 1657 por Christiaan Huygens, e pabticno mesmo ano como
apéndice no livroExercitationum Mathematicarurde Frans van Schooten. Disponivel em: <httpshifaec
org/details/DeRatiociniisinLudoAleae> e <httpa¢hive.org/details/ita-bnc-mag-00001383-001>.
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Huygens nasceu em uma importante familia holandedasde cedo teve acesso
aos mais importantes grupos cientificos de suagefi@®8DELHA, 2004, p. 5). Recebeu de seu
pai suas primeiras instrucbfes em matematica e noacaos treze anos de idade, despertando
interesse e habilidade em ambas.

Em 1655, ano em que descobriu a primeira lua det8atele [Huygens] fez
sua primeira visita a Paris onde tomou conhecimdatoorrespondéncia de
Pascal e Fermat e dos problemas de probabilidatke ineestigados.
Aparentemente desconhecendo os detalhes dos desutta Pascal e Fermat
(publicados somente em 1679), ele resolveu uma skxi 14 problemas
relacionados a jogos de azar (sem usar analiseicatdbia), compondo seu
livreto que se tornou famoso, reeditado diversasve usado até o séct®
[sic] como um livro de introdugé&o a teoria de probdhailie. Huygens talvez
tenha sido o primeiro a perceber claramente omg@mfio de uma importante
teoria matemética quando, justificando a publicagédudo Aleaea van
Schooten, escreveu que. ‘hdo estamos tratando apenas com jogos mas com
os fundamentos de uma nova teoria, tanto profunmlaccinteressante.
(GADELHA, 2004, p. 5)

Gadelha (2004, p. 5) ainda relata que outra cangdo importante de Huygens foi
em 1669, quando elaborou com base em dados éstatilvantados por John Grattma
obra Natural and Political Observations upon the Bill§ Blortality*>, uma curva de
mortalidade, na qual definiu a nocdo de vida médiarobabilidade de sobrevida que
fundamenta calculos atuariais, sendo o primeiroplcaa probabilidade a estatistica
demografica. Seu trabalho influenciou varios mataoga da época, notadamente Jakob
Bernoulli, e teve papel fundamental, comparavel do$ascal e Fermat, para estabelecer a

teoria de probabilidade.

Figura 2.11— John Graunt

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/John_Graunt
Acesso em: abr. 2018.

41 John Graunt (1620, Londres, Inglaterra - 1674, Londres, Iragla) - foi um cientista e demoégrafo britanico,
precursor na construcéo de Tabuas de Mortalidade.

42 Natural and Political Observations upon the Bills & Mortality - escrito por John Graunt e publicado em
1662, lanca as bases para a demografia e tormaseas obras pioneiras no estudo atuarial de ruzt. Esta
obra continha um rudimento de tabua de vida, olditavés de dados sobre enterros em Londres. Gansul
eletrdnica disponivel em: <http://echo.mpiwg-benipg.de/ECHOdocuView?url=/permanent/echo/mpi_ros
tock/Graunt_1665/>.



-31-
2.5 Escola Inglesa

Na Inglaterra, John Walft professor ocupante da Catedra Saviliana de Geiamet
da Universidade de Oxford, de 1649 a 1703, tamlz@nes$tudos sobre probabilidade. O livro
pelo qual é considerado um dos grandes matemdlicssu tempo &rithmetica Infinitorur®,
que muito ajudou Newton na invencgéo do calculoreifeial e integral. Do ponto de vista da
Probabilidade, o livioA Treatise of Algebra, Both Historical and Praciitaé a mais
importante de suas obras, na qual demonstra camé@ngulo aritmético pode ser usado para

encontrar a combinacao deoisas tomadasde cada vez(>r).

Figura 2.12— John Wallis

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/John_Wallis
Acesso em: abr. 2018.

A segunda metade do Século XVII viu florescer I9dawtorf®. Ele era um menino
de apenas doze anos quando Pascal e Fermat foreeapumdentes, e tomou conhecimento
dos problemas propostos por Huygens.

Nessa época, na Inglaterra, havia grande intepedaeitilidade pratica imediata da
matematica, em especial o calculo de anuidadessequeam para venda de titulos do governo
britAnico. Uma pequena contribuicdo para a te@saashuidades e célculos atuariais parece ter
sido o dUnico legado de Newton sobre o0 assunto (DAVI1962, p. 125).
Haking (2006) completa afirmando que “...emboreoatribuicdo direta de Newton para o
entendimento da probabilidade tenha sido insicamfie, sua influéncia indireta pode ter sido

grande.”

43 John Wallis (1616, Ashford, Inglaterra - 1703, Oxford, Inglatg foi um matematico e criptdégrafo britanico,
cujos trabalhos sobre o célculo foram precursavesla Isaac Newton. Foi membro fundador da Royeie8o

44 Arithmetica Infinitorum — escrito por John Wallis e publicado em 1656atte novo método para a época
(aritmética de infinitesimais) que utilizava paealizar quadratura de curvas. Cdpia digital dispgginém:
<https://archive. org/details/Arithmeticalnfinitan.

45 A Treatise of Algebra, Both Historical and Practicd — escrito por John Wallis e publicado em 1685.i&€6p
digital disponivel em: <https://www.e-rara.ch/d6i/3931/e-rara-8842>.

46 Isaac Newton(1643, Lincolnshire, Inglaterra — 1727, Londrewglaterra) - notabilissimo cientista inglés. Foi
astrdnomo, alquimista, filésofo natural, te6logmas reconhecido como fisico e matematico.
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Figura 2.13— Isaac Newton

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/lsaac_Newton
Acesso em: abr. 2018.

Newton também trocou correspondéncia com SamueysPepcerca de um
problema sobre langcamento de dados. As cartasanosie as ideias de Newton, claramente
expressas, ainda eram elementares. Embora, neseapomdéncia, ndo tenha apresentado
calculos explicitos na forma do triangulo aritmétau de coeficientes binomiais, utiliza um

método de enumeracdo muito provavelmente empredtatidallis. (DAVID, 1962, p. 127).

2.6 Familia Bernoulli

Com um numero surpreendente de matematicos estangéntre seus membros, a
familia Bernoulli, da Suica, ocupa um lugar imparistéria da ciéncia (em particular na da
matematica).

Os Bernoulli chegaram a Basiléia, na Suica, reflagiada cidade de Antuérpia,
Bélgica, onde o governo do Duque de Afbastava perseguindo aqueles da fé protestante
(DAVID, 1962, p. 130). O progenitor Nicolaus Bertiotf se estabeleceu como comerciante

de especiarias e sua esposa era ligada a umaafamitianqueiros.

47 Samuel Pepyg1633, Londres, Inglaterra — 1703, Londres, Ireghaf) - funcionario publico inglés, famoso

por seu diério, que € uma combinacao de informagégsoais e revelagbes, como testemunha ocular, de
grandes eventos.

“8Fernando Alvarez de Toledo y PimentebuFerdinandus Toletanus Dux Albanug1507, Piedrahita, Espanha
- 1582, Lisboa, Portugal) - chamado o Gran Duqualda, foi militar e politico castelhano que seainlizou na
luta contra os protestantes.

49Nicolaus Bernoulli (Niklaus, Nicholas ou Nicolas — 1623, Basiléiaicau 1708, Basiléia, Suica) — comerciante
e politico suico. Pai dos grandes matematicos JBkatoulli e Johann Bernoulli.
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Figura 2.14— Resumo da Arvore Genealdgica da Familia Bernoull

Nicolaus

[ T
Johann |
1654 - 1705 1622 - 1716 1667 - 1748
| I T T ]
Anne
Catherine
1687 - 1759 1695 - 1726 1698 - 1784 1700 - 1782 1710 - 1790
I
I | ]
[ 1744 - 1807 I I 1751 - 1834 I I 1759 - 1789 I

Christoph

Johann
Gustav

1811 - 1863

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Familia_Bernoullidaptado). Acesso em: jul. 2018.

Filho de Nicolaus, Jackob Bernodfliprimeiro do grupo de estudiosos da familia,

foi destinado por seus pais para ser um ministigmdga Reformada, e se formou em teologia.

Em algum periodo dessa época, diz-se que ele @oaamnha cépia de Euclides e, ao estuda-

la, desejou ser um matematico. Ele se correspaudiialeibniz! e foi um dos primeiros a

aprender e aplicar aos problemas o novo calcuéatitial/infinitesimal.

Figura 2.15— Jakob Bernoulli

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Jakob_Bernoulli
Acesso em: jul. 2018.

Em 1687, Jakob foi nomeado para a catedra de métanm@a Universidade de

Basiléia, mantendo esta posicao até sua morte.

50 Jakob Bernoulli (Jacob, Jacques ou Jacob | — 1654, Basiléia, SuligeD5, Basiléia, Suica) — notavel

matematico suico, e primeiro da familia Bernowlircsignificativas contribuicdes as ciéncias.

51 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646, Leipzig, Alemanha - 1716, Hanover, AlemanrHai um polimata, filésofo,

cientista, matematico, diplomata e bibliotecaranado. E creditado a ele, e também a Newton, o delsémento
do célculo moderno.
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F. N. David (1962, p. 131, traducéo e nota de rédmssa) menciona que:

[...] ele foi tho bem-sucedido como professor cgtadantes de toda a Europa
vieram ser seus alunos. Recebeu muitas honrasmicadée cientificas, mas
apesar do reconhecimento por seus contemporansogaslecalizacbes como
matematico, & de se duvidar se seus anos na cadeirmtematica foram
felizes. Johann Bernouwffj irmdo de Jakob, também tinha interesse em
matematica e era extremamente ciumento de seu.ifld@smo entre os
contenciosos e briguentos dos Séculos XVII e X\d#,irmaos Bernoulli se
destacavam pela amargura e veeméncia de suasveérsiag. O método de
desafio para um problema, que parecia haver desidaneas academias
francesas como meio de disseminar informac¢desevyoiido e desenvolvido
por Jakob e Johann como um método de guerra intaelecom os dois irméos
geralmente em lados opostos. Leibniz, em vez damgacificador, parece
ter promovido e encorajado este conflito. A padigso, no entanto, surgiu
uma série de desenvolvimentos matematicos, inauiadorigem e o
delineamento do calculo diferencial, sendo a maideles, possivelmente,
atribuivel a Jakob.

Em algum momento no inicio de sua carreira comematico, Jakob se interessou
pelo calculo da probabilidade. Ele foi profundareantluenciado pelo livr@e Ratiociniis in
Ludo Aleagde Huygens. Sabe-se que, antes de 1685, ele coradcabalhar nos problemas
relacionados aos jogos de azar, pois nesse andacquublarios artigos sobre o assunto.
Provavelmente o trabalho pelo qual Jakob é maisiemdo entre os probabilistas,Ass
Conjectandi®, foi escrito durante este periodo de sua vidaeetpireteve a publicacdo. Quando
morreu em 1705, o manuscrito estava quase commetdicolaus 1%, seu sobrinho, foi
convidado a edita-lo com a intencdo de publicalgimmlaus | estava na época com apenas 18
anos e tinha se graduado sob orientacdo de Jal@mavielmente era a pessoa mais adequada
para fazer a edicdo, mas a responsabilidade eta grande para um jovem.

Em 1709, Nicolaus | doutourou-se pela UniversidddeBasiléia com a tese
Dissertatio Inauguralis Mathematico-Juridica de UBuis Conjectandi in JuRg, aplicando
ao Direito as idéias desenvolvidas por seu tio Jaabre a probabilidade de proposicdes.
Durante 1710-1713, realizou intensa correspondé@miaPierre Montmott mostrando que,

de fato, era um competente probabilista.

52 Johann Bernoulli (John, Jean ou Johann | — 1667, Basiléia, Sui¢48, Basiléia, Suica) — notavel matematico
suico. Citado como ciumento e perverso, foi um pledessores mais inspirados de seu tempo contdbuin
grandemente com varios ramos da matematica, {{siceipalmente Optica), astronomia e quimica.

53 Ars Conjectandi - escrito por Jakob Bernoulli e publicado postureate em 1713 por seu sobrinho Nicolaus
Bernoulli (Nicolaus 1). Disponivel em: <https://a3®806.us.archive.org/3/items/BRIE000602_TO0324_PNI-
2761_000000/BRIE000602_T0O0324_PNI-2761_000000.pdf>.

54 Nicolaus | Bernoulli (Niklaus, Nicholaus ou Nicolas — 1687, Basiléiajicd - 1759, Basiléia, Suica) —
proeminente matematico suico.

55 Dissertatio Inauguralis Mathematico-Juridica de UsuArtis Conjectandi in Jure - escrito por Nicolaus |
Bernoulli em 1709. Disponivel em: <https://galltwaf.fr/ark:/12148/bpt6k1303890>.

56 Pierre Rémond de Montmort (1678, Paris, Franga — 1719, Paris, Franca) -mrteo francés, membro da
Royal Society e da Academia Francesa de Ciéncias.
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F. N. David (1962, p. 133) supbe que a inveja qoleadn sentia do irmé&o
perduraram mesmo depois da morte deste. Possivelmdavido a esse ambiente de
animosidades na familia, somente em 1713 Nicolapsegsionado por outros matematicos,
publicou oArs ConjectandiNessa obra, a visdo frequentista da probabilif@ideiciada e
uma forma fraca da Lei dos Grandes Num®r¢atualmente conhecida como Teorema de

Bernoulli) foi enunciada.

2.7 Outros Matematicos Europeus

No inicio do Século XVIII, também merece destaqiear® Montmort que, em
1708, havia publicadBssay d'Analyse sur les Jeux de Ha?ar@ trabalho aplicou ideias de
combinatdria e probabilidade para analisar vange$ de azar populares naquele periodo.

Depois de apresentar sua tese para o grau de @ontbr09, Nicolaus I, em viagem
a Paris, tornou-se amigo de Montmort e entdo passaa se corresponder. Essa
correspondéncia foi publicada na segunda edi¢c@tsday d'Analyse sur les Jeux de Hazard
em 1713, e foi bastante proficua quanto a discussapestdes de probabilidade decorrentes
dos problemas apresentados no livro de Montmorsséke correspondéncias, Nicolaus |
também introduziu o problema que viria a se tomBRaradoxo de S&o Petersbidfgo

Opiniao divergente sobre o trabalho de Montomartrfanifestada por Abraham
de Moivré®, o que ocasionou um conflito entre eles. Posteeote, em 1715, durante uma
visita de Montmort a Inglaterra, eles se recon@liae, nesse mesmo ano, Montmort foi eleito
Membro da Royal Society, na qual De Moivre ja eentro desde 1697.

57 Lei Fraca dos Grandes Numeros de BernoulliSejaX; o total de vezes que um evedtdoi observado em
n repeticdes independentes de um experimento aleatd = P(A) a probabilidade do eventd. Entédo
S;" - p e, portantoP ( S;" - p|) - 0, quandon — oo, ondeS,, = 1=, X;.

8 Essay d'Analyse sur les Jeux de HazardEscrito por Pierre Rédmond de Montmort e pubiicam 1708,

em Paris, Franca. Disponivel em: <https://gallichfbark:/12148/bpt6k110519qg>.

9 O paradoxo de Sdo Petersburg@ um paradoxo relacionado ao célculo de probalitide de decisdo na
economia. E baseado em um jogo de loteria parti¢i@érico) que leva uma variavel aleatoria a uronvesperado
infinito (ou seja, o lucro esperado infinito), masma situacédo pratica, uma pessoa ndo estariasthsa pagar
mais que uma pequena quantia para participar @o fxemploPedro lanca uma moeda honesta repetidamente
até obter uma cara. Ele concorda em pagar a Paulosk a cara aparecer no primeiro langamento, & 2Ia
aparecer no segundo lancamento, $ 4 se ela apanmederceiro lancamento, $ 8 se ela aparecer nortgua
lancamento e assim por diante. Qual seria o presboj que Pedro deve cobrar de Paulo para entrajogo?
Observa-se que a esperanca matematica para ebfEnmaitado é:

E(X)=Zix PX=x)=1-242 2+4=+8 —+- = oo,
80 Abraham de Moivre (1667, Vitry-le-Francois, Franga — 1754, Londteglaterra) - foi um matematico francés,

famoso pela férmula de De Moivre, que relacionaloreros complexos com a trigonometria, e por sabalhos
na distribuicdo normal e na teoria das probabikdad
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Figura 2.16— Abraham De Moivre

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Abraham_de_Moivre
Acesso em: ago. 2018.

Filho de protestantes, De Moivre frequentou umalastatdlica em Vitry, que era
uma escola tolerante, especialmente dadas as ser&iggosas. Aos onze anos de idade, seus
pais 0 mandaram para a Academia Protestante, eam S2d=dito de Nant&shavia garantido
a liberdade de culto e, mesmo assim, a Academiad®anite foi fechada, em 1682, e De Moivre
forcado a se mudar. Entdo estudou em Saumur ate E®&8ora matematica fosse parte do
curso que ele estava estudando, De Moivre lia mtgtxtos matematicos, em particular, o livro
de Van Schotterkxercitationum Mathematicarune consequentemente seu suplemebéo,
Ratiociniis in Ludo Alegede Huygens. A perseguicao religiosa aos protestaiornou-se
muito grave depois da revogacéo do Edito de Namte4685. De Moivre foi preso por suas
crengas religiosas e, quando libertado, abandonBra@ca. Mudou-se para Londres, onde
tornou-se professor particular de matematica. Raranar, estudava profundamente as obras
de Newton e, dessa forma, tornou-se bastante thadiilinos novos mecanismos newtonianos.
Quando Newton se mudou de Cambridge para Londnes] 73, para assumir o cargo de
diretor da Casa da Moeda britanica, tornaram-sey@ne essa amizade perdurou até o
falecimento de Newton, em 1727.

Em 1711, De Moivre publicoDe Mensura Sortf, o artigo que causou o conflito

entre ele e Montmort.

61 0 Edito de Nantesfoi um documento historico assinado em 30 de deril598, na cidade de Nantes (Franga)
pelo rei francés Henrique V. O édito concedia@asgestantes huguenotes a garantia de toleranigesa apds

36 anos de perseguicdo e massacres por todo apaisiestaque para o Massacre da Noite de Sdddaeto,

de 1572. O documento estipulava que o catoliciserongnecia a religido oficial do Estado, mas oferecis
calvinistas franceses a liberdade de praticareeuggdprio culto.

52 De Mensura Sortis, seu; de Prohabilitate Eventuunmi Ludis a Casu Fortuito Pendentibus- Artigo escrito
por Abraham De Moivre, publicado RFdilosophical Transactionsevista cientifica da Royal Society, em 1711.
Cépia digital disponivel em: <https://archive.orgélls/philtrans01358072>.
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Posteriormente, em 1718 a primeira edicdoTtle Doctrine of Chancéfoi
publicada, e era uma versao ampliad®deViensura Sortisescrita em inglés, no qual aplica
um tratamento prioritariamente aritmético dos peaids de probabilidade apresentados, para
alcancar o publico que néo tinha afinidade combailgéDAVID, 1962, p. 165-166).

A obraMiscellanea Analytic¥, de 1730, contém a primeira tentativa de demanstra
a férmula conhecida atualmente como Formula dérgfit. Em 1733, De Moivre publicou um
suplemento doMiscellanea Analytica chamadoApproximatio ad Summam Terminorum
Binomii (a +b)' in Seriem Expan¥, no qual usou a formula para realizar a primegravacao
da distribuicdo norm& como uma aproximacao da distribuicéo binomial.

Na segunda edi¢do dée Doctrine of Chancepublicada em 1738, De Moivre da
crédito a Stirling pela melhoria na formula e rementa o conceito de distribuicdo normal como
aproximacao da distribuicdo binomial. A terceirac@éd, publicada postumamente em 1756,
contém a prova de um caso especifico dessa apro&arie distribuicbes, que originou o
Teorema do Limite Central.

Outro trabalho de De Moivre que merece referénfiargiities on Lives, de 1725,
onde apresentou a hipétese de um modelo de soéneiavaplicado aos céalculos atuariais que
veio a se tornar mais tarde a Lei de De Moivre.

Leonhard Eulé® também se interessou pelo estudo das Probabitifaigito

provavelmente impulsionado pelos filhos de Johaem@ulli, Nicolaug® e Daniel’, que

3 The Doctrine of Chances: or, A Method of Calculatig the Probabilities of Events in Play- livro escrito
por De Moivre, publicado em 1718, Londres, Ingl@te€adpia digital disponivel em: <https://archivg/details/
doctrineofchance00moiv>.

64 Miscellanea Analytica de Seriebus et Quadraturis livro escrito por Abraham De Moivre, publicadm e
Londres, no ano de 1730. Copia digital disponivel €https://archive.org/details/bub_gb_TFX1165yEe4C

8 James Stirling (1692, Garden, Escdcia - 1770, Edimburgo, Escédia)notério matematico escocés e membro
da Royal Society.

66 Approximatio ad Summam Terminorum Binomii (a +b)" in Seriem Expansi— raro suplemento do livro
Miscellanea Analyticaescrito por De Moivre em 1733. Cdpia digital disfjvel em: <https://vdocuments.site/a-
rare-pamphlet-of-moivre-and-some-of-his-discovehtrsl>.

7 A Distribuicdo Normal e a curva dela obtida serdo tratadas no Capitdést trabalho.

8 Annuities Upon Lives: or, The Valuation of Annuities upon any Number of Lives; as also, of Reversions
- livro escrito por De Moivre, publicada em 1725. 6pa digital disponivel em:
<https://books.google.com.br/books?id=ed5SbAAAAQAAt&tsec=frontcover&hl=pt-BR&source=gbs_ge__
summary_r&cad=0#v=onepage&q&f=false>.

8 Leonhard Paul Euler (1707, Basiléia, Suiga - 1783, Sdo PetersburgssiR)i— notabilissimo matematico e
fisico suico, que fez importantes descobertas emsvareas da matematica como o célculo e a tdosigrafos.
Introduziu muitas das terminologias e notacdes at@matica moderna. E também reconhecido por seiios
na mecanica, dinamica de fluidos, 6ptica, astroaa@rteoria da muisica.

"®Nicolaus Il Bernolli (Niklaus, Nicholaus ou Nicolas — 1695, Basiléiai¢a - 1726, Sdo Petersburgo, Russia) -
matematico suico, filho primogénito de Johann Bellhocom contribuicdes importantes em varias aréas
matematica, notadamente nas curvas, equacdesndifiiee teoria das probababilidades e algebra.

! Daniel Bernoulli (1700, Groinga, Holanda — 1782, Basiléia, Suictjlentoso matematico, fisico e filésofo.
E particularmente lembrado por suas aplicacbesalamdtica & mecanica, especialmente a mecanitaidiest

e por ter sido o primeiro a entender a pressaosdémoa em termos moleculares.



-38 -

também estudaram o assunto. Na época, Nicolau ielDaram trabalhar na Academia Russa
de Ciéncias. Em julho de 1726, Nicolaus morreu mEndicite, e quando Daniel assumiu o
cargo do seu irmdo na divisdo de matematica eafid#c universidade, indicou a vaga em
fisiologia que ele tinha desocupado para ser plegapor seu amigo Euler. Nessa época, Euler
escreveu sobre expectativas de vida, o valor dielashes, loterias, entre outros assuntos. Ele
sistematizou e organizou muitos problemas sobregtibdade.

Figura 2.17- Leonhard Euler

i

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
Acesso em: set. 2018.

Daniel Bernoulli merece destaque, entre outrasspi®la publicacdo do artigo de
Specimen Theoriae Novae de Mensura Sértiso qual apresenta pela primeira vez uma

solucéo (satisfatoria) para o Paradoxo de Saodbetgyo (0 nome do problema é homenagem

a cidade onde Daniel morava na época).

Figura 2.18— Daniel Bernolli

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Daniel_Bernoulli
Acesso em: set. 2018.

2 Specimen Theoriae Novae de Mensura Sortisartigo escrito por Daniel Bernoulli, escrito ebficado em
1738. Disponivel em: <https://archive.org/detaii@@menTheoriaeNovaeDeMensuraSortis>. Embora Daniel
tenha publicado seu trabalho na revista da Acadenarial de Ciéncias de S&o Petersburgo, em létenyerséo
da primeira traducéo para o inglés que costumeae$erenciada, publicada na revista Econometrich,2 de

1954, da American University. Disponivel em: <Hfgron.ucsb.edu/~tedb/Courses/GraduateTheoryUCSB/
Bernoulli.pdf>.
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Em Londres, James Stirling publicou seu mais ingmbet trabalhaMethodus
Differentialis’®. Esse livro n&o trata sobre probabilidades, masessobre séries infinitas,
somatorios, interpolacdes e quadraturas. A refaése da porque nesse trabalho Stirling
completa a demonstracéo da formula de aproximeaggiotética para o fatorial de um namero
apresentada por De Moivre (atualmente conhecida d&drmmula de Stirling).

Ainda no Século XVIIl, Georges-Louis Leclerc, o @ende Buffoi?, realizou
estudos sobre probabilidade, que ganharam notdeedavido a sua abordagem geomeétrica
dos problemas. A heranca de uma consideravel guami dinheiro permitiu que ele se
dedicasse aos estudos cientificos. Escreveu unaavohrmosa sobre Historia Natural, sendo
precursor de Lamaréke de Darwif®. E considerado um dos maiores bidlogos de todos os
tempos.

Em 1733 submeteu & Acedémie Royale des Sciencestiga’’ em que, dentre
outros problemas geométricos, estabelecia o pr@btpm ficou conhecido como o problema
da Agulha de Buffoff:

Sobre um plano formado apenas por placas paralel&giais, joga-se uma
haste de comprimento determinado e que suponhagriasgilira desprezivel.
Quando este objeto caira sobre uma Unica pla(B@FFON, 1733, apud
PAES, et al. 2015)

Thomas Simpsdf publicou o Nature and the Laws of Charfeem 1740,
substancialmente com o mesmo conteuddatrine of Chancede De Moivre, causando uma
controvérsia entre eles.

Outro avancgo na Teoria das Probabilidades foi g@aidoseph Lagrangfeque foi
o primeiro a aplicar o calculo diferencial na sé@oiglesse tipo de problema.

3 Methodus Differentialis: sive tractatus de summatioe et interpolatione serierum infinitarum - livro
escrito por James Stirling, publicado em Londres eti30. Copia digital disponivel em:
<https://archive.org/details/ bub_gb 71ZHAAAAYAAJ>.

74 Georges-Louis Leclerc Conde de Buffon(1707, Montbard, Franga — 1788, Paris, Franga)urh naturalista,
matemadtico e escritor francés.

5 Jean-Baptiste Pierre Antoine de Monet- Chevalier de Lamarck (1744, Bazetin, Franca — 1829, Paris,
Franca) - foi um naturalista francés que desenvotv¢eoria dos caracteres adquiridos (uma teorevdaicao
hoje desacreditada).

"6 Charles Robert Darwin (1809, Shrewsbury, Inglaterra — 1882, Downe, liggta) - foi um naturalista britanico
que alcangou fama ao convencer a comunidade @antié ocorréncia da evolugdo e propor uma te@ia p
explicar como ela se da por meio da sele¢éo nasekual.

7 Artigo publicado entistoire de I'Académie Royale des Sciencesm 1733, Paris, Franca, pag. 43-45.

8 O Problema da Agulha de Buffonsera tratado no Capitulo 3 deste trabalho.

® Thomas Simpson(1710, Sutton Cheney, Inglaterra - 1761, Markes\arth, Inglaterra) - foi matematico e
inventor britAnico, membro da Royal Society e caid®pela regra de aproximar integrais definidas.

80 Nature and the Laws of Chance- livro escrito por Thomas Simpson, publicado &#Q, Londres, Inglarerra.
Cépia digital disponivel em: <https://archive.oegalls/bub _gb zeJbAAAAQAAI>.

81 Joseph Louis Lagrange nascido comoGiuseppe Lodovico Lagrangia (1736, Turim, Italia — 1813,
Paris,Franca) - foi um notavel matematico italiaNapoledo Bonaparte fez dele Senador, Conde doriongé
grande Oficial da Legido de Honra.
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Em 1763, o trabalho mais importante e influent@llemas Bay€¥ foi publicado
postumamente: Essay towards Solving a Problem in the Doctrin€b&nce®®. O trabalho
continha uma declaracdo de um caso especial dalghdade, agora chamado de Teorema de
Bayes. O teorema pode ser visto como uma “maneiesnténder como a probabilidade de uma
teoria ser verdadeira é afetada por uma nova esi@®&TIETZ, 2018, traducdo nossa).

Os métodos bayesianos tém sua origem na idéiaidaiatima probabilidade as
causas de um evento observado a partir de um test@doa priori e recalculado em funcao
dessa observacdo, de onde a classificacdo de tisahjdRessalta-se a diferenca entre esse
método e a concepcdo de Jakob Bernoulli, dita tisfaje uma vez que dependia apenas do
namero de observacdes feitas sobre o evento estullatificuldade maior, tanto para Bayes
como para Bernoulli, era estimar (e ndo calculsprababilidades elementares associadas aos
eventos elementares (COUTINHO, 1994).

Figura 2.19— Thomas Bayes

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Thomas_Bayes
Acesso em: out. 2018.

Importante passagem na historia do desenvolvindmestudo das probabilidades
€ 0 questionamento sobre a independéncia entrgaljatas consecutivas de uma moeda, por

D’Alembert, no artigoCroix ou Pile daEncyclopedi®.

(...) no curso normal da natureza, 0 mesmo eveaqualquer que seja ele) ocorre
muito raramente duas vezes consecutivas, mais er#Emntrés e quatro vezes, e
jamais cem vezes consecutivas. (D’ALEMBERT, 1454 £OUTINHO, 1994)

82 Thomas Bayeq1701, Londres, Inglaterra — 1761, Tunbridge Wétiglaterra) - foi um pastor presbiteriano e
matematico inglés (pertencente a minoria calvinmsténglaterra), eleito membro da Royal Societylgd?.

8 An Essay towards Solving a Problem in the Doctrinef Chances- trabalho escrito por Thomas Bayes,
apresentado para a Royal Society em 1763, por. c2djgia digital disponivel em: <https://archive /digtails/
philtrans09948070>.

84 Jean le Rond d'Alembert(1717, Paris, Franca — 1783, Paris, Franca) lfisdfo, matematico e fisico francés
que participou na edicdo @amcyclopédiea primeira enciclopédia publicada na Europa.

85 Encyclopédie, ou dictionnaire raisonné des sciencedes arts et des métiers foi uma das primeiras
enciclopédias, tendo sido publicada na Franca oalS&VIIl. Essa grande obra, compreendendo 35meky
71.818 artigos e 2.885 ilustrac@es, foi editadaJean le Rond d'Alembert e Denis Diderot.
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Nesse artigo, d’Alembert acaba fazendo confusére enrealidade sensivel e o
modelo matemético, observada principalmente nbua¢do do valor 2/3 para a probabilidade
de obter uma “cruz” (cara) em dois lancamentos exris/os da moeda, quando o modelo
matematico resulta em 3/4.

Nicolas de Condorcét tentou utilizar as técnicas probabilistas na tersade
fundar uma Matematica Social quando, em 1785, pobkssai sur I'Application de I'Analyse
a la Probabilité des Decisions Rendues a la Pltgadies Voi¥, onde escreve (CONDORCET,
1755, apud COUTINHO, 1994): “Ver-se-a quanto, da egncia for mais divulgada, mais

cultivada, ela contribuira para a felicidade e paeperfeicoamento da raca humana.”

2.8 Laplace e Outros Mateméticos Contemporaneos

No inicio do século XIX, o francés Pierre-Simon laag®® publicou sua obra
prima, oTraité de Mécanique Céle8eem cinco volumes, na qual reuniu grandes destasber
realizadas no campo da mecanica celeste, adiciorsaradenorme contribui¢cdo para o assunto
e finalizando o trabalho de Newton no sentido dealestrar que todos os movimentos dos
corpos do sistema solar sdo dedutiveis da Lei dait@cao (SILVA. 2002, p. 53).

Figura 2.20— Pierre-Simom Laplace

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_Laplace
Acesso em: out. 2018.

86 Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat- Marqués de Condorcet(1743, Ribemont, Franca — 1794, Bourg-la-
Reine, Franca) - normalmente referido cadsicolas de Condorcetfoi um fildsofo e matematico francés.

87 Essai sur I'Application de I'Analyse a la Probabilté des Décisions Rendus a la Pluralité des Voixescrito
por Nicolas de Condorcet e publicado na Franca, @&i#B85. Copia digital disponivel em:
<https://archive.org/details/ essaisurlapplicaO@con

88 Ppjerre-Simon - Marqués de Laplace (1749, Beaumont-en-Auge, Franca - 1827, Parisngaja- foi
matematico, astrbnomo e fisico francés. Realizanmdgs trabalhos no campo da Teoria das Probatabdad
equacbes diferenciais. Seus estudos também cdnantbugrandemente para o desenvolvimento da fisica-
matematica e da engenharia. Foi eleito membro galSmciety em 1789.

8 Traité de Mécanique Céleste escrito por Pierre-Simom Laplace e publicado emisPFrancas, publicada ao
longo de 27 anos (de 1798 a 1825). Coépia digitad 8ovolumes disponivel em: <https://archive.org/
search.php?query=traité%20de%20mecanique%20cel@8szfAtthsonian%?20libraries>.
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Seus trabalhos em mecénica celeste contribuiraencpes o estudo da Teoria da
Probabilidade viesse a ser uma das preocupacdesfficas de Laplace. Como astrobnomo, a
Teoria da Probabilidade néo era um fim, mas um nidéssa forma, a partir de um conjunto
de anotacdes ligadas ao tema, publica o clagsiéorie Analytique des Probabilit8sem dois
volumes. Viali (2008, p. 150 e 151) descreve gpédroeiro volume apresenta estudos sobre as
funcBes geradoras e varias aproximacdes de expeestfizadas na Teoria da Probabilidade.
No outro volume é tratado do calculo de probahdelgropriamente dito: abre com a
caracterizacao da probabilidade como ramo do camleeto, apresenta a definicao classica de
probabilidade e a regra de multiplicacdo de eveintbspendentes, faz uma referéncia a regra
de Bayes (sem mencionar este); mostra a probatelide eventos compostos quando as
probabilidades dos eventos simples sdo conhecidgiicacao da probabilidade em problemas
de geodésia, de decisdes em tribunais de Dirai® escolhas eleitorais, entre outros; expde
uma discussdo do método dos minimos quadradosbalplidades das causas, e, também,
reapresenta e adapta o problema da agulha de Budfarestimait.

Laplace retomou o trabalho de De Moivre sobreibigigdo binomial e obteve uma
boa aproximacédo do erro entre ela e a distribuigéimal. Sua abordagem sobre a distribuicéo
normal foi eminentemente probabilistica. E publtadele a primeira tabela de distribuicio
normal.

Essai Philosophique sur les Probabilités outro de seus trabalhos escrito a partir
de notas de aula que juntou no breve periodo d& é#Bque foi como professor na Escola
Normal (a escola sobreviveu apenas quatro mesda)L V2008, p.150). Nesse trabalho,
Laplace expde, entre outras coisas, sua teorimdeguqual a sucessao de eventos e fendmenos
se deve ao principio da causalidade.

Laplace acreditava num determinismo absoluto. Adiralque “uma coisa nao pode
comecar a ser sem uma causa que a produza”, @ quebabilidade é relativa em parte a nossa
ignorancia, em parte aos nossos conhecimentos” [TKO, 1994).

Importante para a evolucdo da Probabilidade fasedvolvimento do método dos
minimos quadrados, independentemente elaboradbgaendré? e Gauss no inicio Século
XIX.

% Théorie Analytique des Probabilités— escrito por Pierre-Simom Laplace e publicadoRams, Frangas, no

ano de 1812. Copia digital disponivel em: <httpschiive.org/details/theorieanaldepro00laplrich>.

91 Essai Philosophigue sur les Probabilités escrito por Pierre-Simom Laplace e publicadoRaris, Francas,

no ano de 1814. Cépia digital disponivel em: <htgchive.org/details/bub_gb wAdmU2e2unAC>.

92 Adrien-Marie Legendre (1752, Paris, Franca — 1833, Paris, Franca) ufeimatematico francés que fez
importantes contribuicdes para a estatistica,aetns nimeros, algebra abstrata e analise matamatic
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Embora Gau$$ tenha sido pioneiro no desenvolvimento do métsdag calculos
permitiram ao Bardo Franz Xaver von Z¥clocalizar o asteroide Cefésem 1801), sua
publicacéo s6 ocorreu em 1809, quando aparecetivaline de seu trabalho sobre mecéanica
celesteTheoria Motus Corporum Coelestium in Sectionibugsi€le Solem Ambientiuth Por
sua vez, o matematico francés Adrien-Marie Legertireenvolveu independentemente e
publicou 0 mesmo método em 1805 no argamoires sur la Méthode des Moindres Quarrés,
et sur I'Attraction des Ellipsoides Homogéffe®© nome do método se deve a publicagdo de

Legendre.

Figura 2.21— Carl Friedrich Gauss

N

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
Acesso em: nov. 2018.

O nome de Gauss também esta associado a distolnagéal (chamada também
de Distribuicdo Moivre-Laplace-Gauss). O estud&deass sobre a minimizagao dos erros nas
observacdes astronémicas pelo método dos minimadrapos acabou por resultar na
distribuicdo normal de erros e a curva em formatsido que a acompanha, atualmente familiar
a todos que trabalham com probabilidade e estaidfinquanto a abordagem de Laplace no
estudo dessa distribuicdo foi probabilistica, Gaussabalhou sob inspiracédo estatistica. A
abordagem de Gauss foi a origem da Teoria da Bstanpor Maxima Verossimilhanca.
(FUCHS, 1995, p. 2)

% Johann Carl Friedrich Gauss (1777, Braunschweig, Alemanha — 1855, Gottingetgmanha) - foi
matematico, astronomo e fisico aleméo que contribuiito em diversas areas da ciéncia, dentre etsria dos
ndmeros, estatistica, analise matematica, geontifeigencial, geodésia, geofisica, eletroestads&ronomia e
Optica.

% Franz Xaver von Zach- Bardo do Sacro Império Romang(1754, Budapeste, Hungria — 1832, Paris, Franca)
- astrébnomo austro-alemao.

9 Ceresé o maior dos asteroides localizado no cinturdastieroides entre Marte e JUpiter.

% Theoria Motus Corporum Coelestium in Sectionibus Cnoicis Solem Ambientium- escrito por Carl Friedrich
Gauss e publicado em 1809, em Hamburgo, AlemanbaiaCdigital disponivel em: <https://archive.org/
details/bub_gb  ORUOAAAAQAAJ>,

%7 Mémoires sur la Méthode des Moindres Quarrés, et sWAttraction des Ellipsoides Homogénes- escrito
por Adrien-Marie Legendre e publicado em 1805, emsPFranca. Copia digital disponivel em: <httgsillica.
bnf.fr/ark:/12148/bpt6k62641x/>.
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Em 1855, Joseph Bertratigpublicou a obraMéthode des Moindres Carfsna
qual traduziu para o francés os trabalhos de Gsaolm® 0s minimos quadrados. Foi eleito
membro da Academia de Ciéncias da Franca, em 188& permaneceu como professor da
Escola Politécnica por mais de 50 anos. Bertramibéan publicou um livro de autoria propria

intitulado Calcul des Probabilité§®, no qual apresenta o famoso paradoxo de Befftand

Figura 2.22— Joseph Louis Francois Bertrand

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Joseph_Bertrand
Acesso em: fev. 2019.

Em 1837 Siméon Denis Poisséhpublicou seu trabalhd&echerches sur la
Probabilité des Jugements en Matiéres Crimineltesne Matiére Civilé®3, no qual apresenta
a distribuicao por ele descoberta (hoje conheaaocDistribuicdo de Poisson).

Poisson estudou outros casos de distribuicdo piltgiadas, como por exemplo, a
Distribuicdo de CaucH{".

Na época a Distribuicdo de Cauchy foi estudada tsobcontexto diferente,
associada a curva conhecida como Feiticeira de $¥§neO nome de Augustin Cauchy

somente foi associado a essa distribuicdo duranéeaontrovérsia académica em 1853.

% Joseph Louis Francois Bertrand(1822, Paris, Franca — 1900, Paris, Franca) urfomatematico francés que
trabalhou nas areas de teoria dos nimeros, geardd&rencial, probabilidade, economia e termodicam

% Méthode des Moindres Carrés— traducdo dos trabalhos de Gauss para o frapoésjoseph Bertrand,
publicado em 1855, pela Librairie Mallet-Bacheli@dpia digital disponivel em: <https://archive.aletails/
mthodedesmoind00Ogaus>.

100 Calcul des Probabilités— livro escrito por Joseph Bertrand, publicadol&@89, em Paris, Franca. Copia
digital disponivel em: <https://archive.org/detaitdculdesprobabi028601mbp>.

101 0 paradoxo de Bertrandsera tratado no Capitulo 3 deste trabalho.

102 Siméon Denis Poissofil781, Pithiviers, Franga — 1840, Paris, Franga) um matematico e fisico francés.
103 Recherches sur la Probabilité des Jugements en Mates Criminelles et em Matiére Civile- escrito por
Siméon Denis Poisson e publicado em 1837, em Fassga. Cépia digital disponivel em: <https://aretorg
/details/recherchessurlapO0pois>.

104 Augustin-Louis Cauchy (1789, Paris, Franca - 1857, Paris, Franca) nfaiematico, engenheiro e fisico
francés, que fez contribuicdes pioneiras para sdemos de matematica.

105 Maria Gaetana Agnesi(1718, Mildo, Italia - 1799, Mildo, Italia) - faima linguista, tedloga, benfeitora,
filosofa e matematica italiana. Em matematickgediceira de Agnesié uma curva cubida estudada por ela em
seu livro, de 1748nstituzioni analitiche ad uso della gioventu itala. A denominacéo “Feiticeira” para a curva
se deve a uma traducdo incorreta da pakeersorig palavra latina que designa uma corda de manweblarde
embarcacao (ver EVES, 2004, p. 482).
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Figura 2.23- Siméon Denis Poisson

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Sim%C3%A9on_Denis_ifson
Acesso em: nov. 2018.

Na linha dos grandes pensadores franceses de Riddidddestaca-se Irénée-Jules
Bienaymé®. Ele contribuiu para os campos de probabilidad#e eestatistica e para sua
aplicacao ao financiamento, demografia e ciéncamts. Traduziu para o francés as obras de
seu amigo Pafnuty Chebysh&4e publicou a desigualdade de Bienaymé-Chebyshevpode

ser usada para demonstrar a Lei Fraca dos Granaesris®.

Figura 2.24— Irénée-Jules Bienaymé

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/lrénée-Jules_Bienaym
Acesso em: nov. 2018.

Bienaymé era discipulo de Laplace e defendeu ssreepcdes em um debate com
Poisson sobre o tamanho dos juris e sobre a maiedessaria para obter uma condenacao.
Também se envolveu numa controvérsia com Cauchie soprecedéncia da publicacdo de
meétodos de regresséo baseados no método dos mipimdsdos ordinarios e a Distribuicdo

que atualmente leva o nome de Cauchy.

106 |rénée-Jules Bienaymg1796, Paris, Franca - 1878, Paris, Franca) urfogrande estatistico francés.

107 pafnuty Lvovich Chebyshev(1821, Okatovo, Rissia - 1894, Sdo Petersburgssi®(— foi um matematico
russo.

108 | ei Fraca dos Grandes Numeros de Chebyshe@ejaX; uma sequéncia enumeravel de variaveis aleatdrias
independentes dois a dois. Se a sequeXjciam variancia finita e uniformemente limitada, sgja, existe uma
constantec € R tal que Var[X;] < c. Entdo a sequéncid; satisfaz a Lei Fraca dos Grandes Numeros

%[S"]i 0, em ques, = Y-, X;.



- 46 -
2.9 Escola Russa e Outros Matematicos Contemporarseo

O matematico russo Pafnuty Chebyshev desenvolvea oamparacdo por
desigualdade (desigualdade de Bienaymeé-Chebyshewarante que, para uma ampla classe
de distribuicdes de probabilidades, ndo mais dauqueecerta fracao de valores pode estar mais

do que uma certa distancia da média.

Figura 2.25— Pafnuti Chebyshev

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Pafnuti_Tchebychev
Acesso em: nov. 2018.

Outro grande matematico russo que contribuiu pdeoaia das Probabilidades foi
o discipulo de Chebyshev, Andrei Mark® Ele aplicou o método das fragdes continuas no
estudo da probabilidade e elaborou a chamada Cddeiarkov (modelo estocastico usado

para sistemas que mudam aleatoriamente).

Figura 2.26— Andrei Markov

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Andrei_Markov
Acesso em: nov. 2018.

109 Andrei Andreyevich Markov (1856, Riazan, Rlssia - 1922, S&o Petersburgaidjsfoi um matematico
russo.
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Com uma producdo de mais de 340 artigos e livroandis Galtoh'® criou o
conceito estatistico de correlagdo e regressao diamii o primeiro a aplicar métodos
estatisticos ao estudo das diferencas humanaswecheie inteligéncia, e introduziu o uso de
questionarios e pesquisas para coletar dados sobrenidades humanas, que precisava para

trabalhos genealdgicos e biograficos e para seudasantropométricos.

Figura 2.27— Francis Galton

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Francis_Galton
Acesso em: nov. 2018.

Karl Pearsoft!, discipulo de Galton, foi um grande contribuidoarg o
desenvolvimento da estatistica como uma disciglestifica séria e independente. Ele fundou
0 primeiro departamento de estatistica universitdoi mundo na University College London
em 1911, e contribuiu significativamente para o pamta biometria e meteorologia.

Figura 2.28— Karl Pearson

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Karl_Pearson
Acesso em: nov. 2018.

10 Francis Galton (1822, Birmingham, Inglaterra - 1911, Haslemengldterra) - foi um polimata inglés da Era
Vitoriana. Membro da Royal Society, foi estatistisnciélogo, psicélogo, antropélogo, eugenista,go,
inventor, meteorologista, proto-geneticista e prietista.

111 Karl Pearson (1857, Londres, Inglaterra - 1936, Londres, Iragia) - foi um matematico e bioestatistico
inglés.
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Henri Poincar€? que estudou e enriqgueceu uma enorme gama de@ssdeu ao
conceito de acaso um enfoque moderno, ligandoeondlexidade dos fenbmenos observados,
sem tentar mudar os instrumentos fundamentais twiGalas Probabilidades. (COUTINHO,
1994)

Figura 2.29— Henri Poincaré

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Henri_Poincaré
Acesso em: nov. 2018.

Uma das primeiras contribuicdes a axiomatizaca€é@aoulo das Probabilidades
foi elaborada por Emile Boréf, em sua obrae Hasard'® Foi um dos pioneiros da Teoria da
Medida e suas aplicacfes a Teoria da Probabilidadteoduziu o curioso experimento mental
que na cultura popular ficou conhecido como Teordmaiacaco Infinité*>. Ele também

publicou alguns artigos sobre teoria dos jogos.

Figura 2.30— Emile Borel

Fonte: https:/pt.wikipedia.org/wiki/Emile_Borel
Acesso em: nov. 2018.

112 Jules Henri Poincaré (1854, Nancy, Franca - 1912, Paris, Franca) ufeimatematico, fisico e filésofo da
ciéncia francés. Considerado o Ultimo universalistanatematica, era um escritor prolifico deixanmis de 30
livros publicados e mais de 500 artigos técnicos.

13 Félix Edouard Justin Emile Borel (1871, Saint-Affrique, Franca — 1956, Paris, Fedndoi um matematico
e politico francés.

114 | e Hasard - escrito por Emile Borel e publicado em 1914, Ramis, Franca. Copia digital disponivel em:
<https://archive.org/details/lehasard00boreuoft>.

1150 Teorema do Macaco Infinito afirma que um macaco digitando aleatoriamente emtaclado por um
intervalo de tempo infinito ird quase certameniaranm texto qualquer escolhido, como por exemptibaa
completa de William Shakespeare.
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O economista John Maynard Keyh8também escreveu sobre a probabilidade.
Em sua obral Treatise On Probabilify’, ele atacou a teoria classica da probabilidadegds
uma teoria “loégica-relacionalista”. O livro é detur@za fundamentalmente filosoéfica, apesar
de extensas formulacbes matematicas e é um rel@ssico da interpretacdo logica da

probabilidade, que foi continuada por trabalhosgrawes.

Figura 2.31— John Maynard Keynes

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/John_Maynard_Keynes
Acesso em: nov. 2018.

Na historia da probabilidade, também se destaear@mtde Richard von MisE$,
que propds uma nova teoria frequentista das priedbes baseada na nocdo de sequéncias
aleatédrias infinitamente longas (a que chamavaetoas irregulares”). A propriedade
principal de um coletivo irregular € que a propord@& sucessos no resultado € a mesma em
todas as subsequéncias previamente selecionadagrigriedade relaciona-se de perto com
a impossibilidade de um sistema bem-sucedido desjo@OO0OD, 1959, p. 443-447, apud
MURCHO, 2018). Von Mises também foi o autor do famproblema do aniversatid

116 John Maynard Keynes(1883, Cambridge, Inglaterra — 1946, Tilton, Ingtea), foi um economista britanico
cujas ideias mudaram fundamentalmente a teoriatee@mda macroeconomia, bem como as politicas ecicaé
instituidas pelos governos.

117 A Treatise on Probability - publicado por John Maynard Keynes na Universiddel Cambridge, em 1921.
Copia digital disponivel em: <https://archive.orgalls/in.ernet.dli.2015.148462>.

118 Richard Edler von Mises (1883, Lemberg, Austria - 1953, Boston, Estado#&lts) - foi um cientista e
matematico austriaco que trabalhou em mecéanicélides, mecanica de fluidos, aerodindmica, esteaistteoria

da probabilidade.

119 O Problema do Aniversario ou Paradoxo do Aniversario consiste em determinar a probabilidade de que,
num conjunto da pessoas escolhidas aleatoriamente, pelo menosadeasnascido no mesmo dia. Pelo principio
da casa dos pombos, a probabilidade chega a 1088tlg@ nimero de pessoas atinge 366 (ja que hasapéh
aniversarios possiveis num ano regular). O sensmiecodiz que deveria haver um grupo de, pelo menetade
dessas 366 pessoas para se alcancar uma prolbitiéa50% de chances de ocorréncia de aniversarios
coincidentes. No entanto, a matematica afirma gsa probabilidade é alcancada com apenas 23 pesatiage
99% de chances com apenas 57.
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Figura 2.32— Richard von Mises

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Richard_von_Mises
Acesso em: nov. 2018.

Em 1933, Andrei Kolmogord®® publicou seu livro, Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnutig, estabelecendo os modernos fundamentos axiomati@os
Teoria da Probabilidade, fundamentando-a na TedosaConjuntos e tornando-a mais clara em
suas limitacdes. Kolmogorov percebeu que seria iyglssatravés da associacdo de
probabilidade e medida, utilizar todos os resulkadonhecidos nesses dominios (devidos a
Borel e Lebesgué) e, por outro lado, relegar a etapa das aplicagddi§icil problema da
relacdo com o real. No prefacio de sua obra eléacesque seu objetivo € explicitar e
sistematizar o conjunto de axiomas que ja estaeahosutilizados, embora de forma implicita,

pela maioria dos tedricos contemporaneos do CatimiProbabilidades.

Figura 2.33— Andrei Kolmogorov

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Andrei_Kolmogorov
Acesso em: fev. 2019.

120 Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903, Tambov, Rlssia — 1987, Moscou, Russia) uiio matematico
soviético, que fez contribuicdes significativas @eoria das Probabilidades, topologia, I6gica intuitsta,
turbuléncia, mecénica classica e analise de afgosit

121 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Fundamentos da Teoria da Probabilidade) — ligooit
por Andrei Kolmogorov, publicado em 1933.

122Henri Léon Lebesgue(1875, Beauvais, Franga — 1941, Paris, Franga)uni matematico francés famoso por
sua teoria da integracdo, que foi uma generalizdgamnceito de integracao do século XVII.
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Outro famoso matematico da escola russa: Boris @n@f3 discipulo de
Kolmogorov, que, entre outros trabalhos, escreMau@The Theory of Probability*, no qual

apresentou um modelo de probabilidade geométrieeduastante utilizado até os dias atuais.

Figura 2.34— Boris Gnedenko

»

-

<A

Fonte:  https://www.wikidata.org/wiki/Q893804
Acesso em: fev. 2019.

No Século XX também houve grandes disputas sobréntaspretacdes da
Probabilidade. Até meados desse século a visaoengigta era dominante, sustentando que a
probabilidade significa frequéncia relativa de longrazo em um grande numero de
ocorréncias. No final do século observou-se umsaneento da viséo classica, de acordo com
a qual a nocdo fundamental da probabilidade é uwopopicdo, suportada pela evidéncia.

Atualmente, a Teoria da Probabilidade é amplamemigregada em varios ramos
da vida humana. Governos geralmente utilizam métaldoprobabilidade para determinar o
crescimento e a regulacdo de populacbes e a alicde programas sociais. Também
frequentemente promovem medi¢des de diversos tipgopulacdo, usando métodos que séo
estocasticos por natureza.

Um outro efeito da Teoria da Probabilidade no ¢atid esta na avaliacao de riscos,
importantissima no mercado financeiro e de seguasias pesquisas sdo financiadas na
tentativa de conseguir medir mais efetivamentecag@ncias atribuidas ao acaso.

Também no desenvolvimento de muitos produtos desuroa, tais como
automoveis e eletro-eletronicos, a probabilidada estritamente relacionada a garantia do

produto.

123 Boris Vladimirovich Gnedenko (1912, Simbirsk, Russia — 1995, Moscou, RUssifgi um matematico
soviético e aluno de Andrey Kolmogorov. E conhegito seu trabalho com Kolmogorov e suas contritrsco
para o estudo da Teoria da Probabilidade, partimgiate a teoria dos valores extremos, com resdtadmo o
teorema de Fisher-Tippett-Gnedenko.

124The Theory of Probability - livro escrito por Boris Gnedenko, publicado ea64.
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Outro bom exemplo é a aplicacdo da Teoria dos J&gamie é rigorosamente

baseada na Teoria das Probabilidades. Também égeovblvimento recente do computador

quantico, que utiliza a Probabilidade para ava&iados de sobreposicao e interferéncia em

seus calculos.

2.10 Quadro Resumo

Finalizando nossa breve histéria da probabilidagegesenta-se, a seguir, um

quadro resumo com 0s principais destaques nadialt@ampo.

Figura 2.35— Resumo Cronolégico

Quando?

Quem?

O qué?

Antiguidade

Mesopotamios e Egipcig

)S  Primeiros jadpazar.

Idade Média

Wibold

Primeira listagem do espaco amostral de
jogo de dados.

Século XV

Luca Pacioli

Escreveu dcSsumma de Arithmetic@ontendo ¢
primeiro problema de probabilidade.

Século XVI

Cardano

Escreveu d.iber de Ludo Aleadivro que trata
pela primeira vez de alguns conceitos empir
de probabilidade aplicada em jogos de azar.

Século XVII

Pascal e Fermat

Traité du Triangle Aritmétiqueno qual lancou
os fundamentos da Teoria da Probabilidade.

Século XVII

Huygens

EscrevelDe Ratiociniis in Ludo Aleaeano qual

Jakob Bernoulli

Escreveu o livroArs Conjectandi publicado
postumamente, no qual expds pela primeira
o0 modelo frequentista da Probabilidade.

Nicolaus | Bernoulli e
Pierre Montmort

Trocaram correspondéncias sobre problema
probabilidade e, entre eles, discutiram sa
uma forma rudimentar do problema que fig

um

Cos

Trocaram correspondéncias tratando de solu-
¢cOes gerais para problemas de jogos de azar.
A partir das correspondéncias Pascal publicou o

apresentou sistematicamente os novos conceitos
de probabilidade discutidos por Pascal e Fermat.

vez

s de
bre
ou

conhecido como Paradoxo de S&o Petersburgo.

125Teoria dos Jogog um ramo da matematica aplicada que estuda&éasasgtratégicas onde jogadores escolhem
diferentes acdes na tentativa de melhorar seunmtdnicialmente desenvolvida como ferramenta para
compreender comportamento econdmico, depois faiaupara definir estratégias nucleares. A Teor&albgos
€ hoje usada em diversos campos académicos.



-53-

Quando?

Quem?

O qué?

Século XVIII

Abraham de Moivre

Publicou o The Doctrine of Chancesque
apresentava um tratamento aritmético de va
problemas de probabilidade, eMiscellanea
Analytica, contendo a primeira tentativa
provar a Formula de Stiring e a prime
derivacdo da Distribuicdo Normal.

Conde de Buffon

Publicou o primeiro problema que vinculava
probabilidade a geometria (Problema da Agy
de Buffon).

Irios

e
ra

1 a
Iha

Thomas Bayes

Pioneiro dos estudos de probabilidade co
cional, chegando ao resultado que, hojg
conhecido como Teorema de Bayes.

ndi-
, e

Pierre Laplace

Publicou oThéorie Analytique des Probabilité
em dois volumes, nos quais apresenta v3
conceitos de probabilidade, entre eles,
definicdo classica da Probabilidade utilizada
os dias atuais.

S

1rios
a
até

Gauss e Legendre

Desenvolveram, independentemente, 0 meé
dos minimos quadrados, amplamente utiliz
no calculo de probabilidades.

todo
ado

Joseph Bertrand

Escreveu o livroCalcul des Probabilitésno
gual apresentou o famoso Paradoxo de Bertr
de Probabilidade Geométrica.

and,

Século XIX

Poisson e Cauchy

Realizaram diversos estudos de distribuig
probabilisticas e das curvas geradas.

oes

Bienaymé e Chebyshev

Desenvolveram a desigualdade que leva
nomes, usada para demonstrar a Lei Fraca
Grandes Numeros.

5eus
dos

Francis Galton

Criagdo do conceito estatistico de correlags
regressao a media.

10 e

Século XX

Emile Borel

Escreveu a obrhe Hasard uma das primeira
contribui¢cdes a axiomatizagédo da probabilida

S
de.

Andrei Kolmogorov

Estabeleceu o0s modernos fundamer

tos

axiomaticos da Teoria da Probabilidade.

Fonte:autoria prépria.
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3 AS DEFINICOES DE PROBABILIDADE E ALGUNS PROBLEMAS

3.1 Definicao Classica de Probabilidade (por Contagn ou Laplaciana)

Verifica-se, no capitulo anterior, que a Probahdiel surgiu essencialmente pela
observacéo dos resultados em jogos de azar.

Pascal foi o primeiro a propor um tratamento cfeatiao assunto, mas foi Laplace
que sistematizou o calculo de probabilidades, ggw,ia primeira definicdo de probabilidade
leva seu nome.

Segundo Coutinho (1994, p. 21-22), Laplace:

[...] desenvolveu seu modelo matematico baseandmselez principios
dispostos como axiomas e defini¢cdes, traduzindove@® “pascaliana”, e,
utilizando os dois primeiros, corrigiu o0 exercide D'Alembert, "croix ou
pile" com dois lancamentos. Vejamos entdo os daigipios:

Primeiro principio: (a probabilidade) é a relagdo entre 0 numero desca
favoraveis e 0 nimero de casos possiveis.

Segundo principio: mas isto supde os diversos casos igualmente passiv
Se ndo o séo, determina-se primeiro suas posaithgirespectivas, cuja justa
apreciacdo € um dos pontos mais delicados da tdoriacaso. Entédo, a
probabilidade serd a soma das possibilidades deczsb favoravel.

Conforme se observa, existe uma dificuldade fundéaha ser superada no calculo
de probabilidade: determinar um espaco amostrasejaeequiprovavel.

Cardano tinha a nocao empirica de equiprobabilidaaieseu manuscritoiber de
Ludo Aleae ele realiza pela primeira vez a abstracdo do msnp para o conceito tedrico
(DAVID, 1962, p. 58).

Galileu escreveu um pequeno estuiodra le Scoperte de i Dadno qual Ihe foi
apresentado o seguinte problema: no lancamentaldeéd® comuns, por que a soma 10 aparece
com mais frequéncia que a soma 9?

Por forca da pratica, os jogadores sabiam que a stdnaparece com mais
frequéncia que a soma 9. O que eles ndo entend@apoéjué, uma vez que se supunha que
havia 0 mesmo numero de combinacdes para se fOrena0 (aparentemente o mesmo nimero
de elementos no espago amostral):

SOMA 9: [1;2;6], [1;3;5], [1;4;4], [2;2;5], [2;3;4¢ [3;3;3]

SOMA 10: [1;3;6], [1;4;5], [2;2;6], [2;3;5], [2;4}% [3;3;4]
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Galileu observou que, devido as permutacdes, essentos ndo eram

equiprovaveis. As possibilidades para a obtencésdmas 9 e 10 estdo na figura 3.1:

Figura 3.1— Permutacdes para as somas 9 e 10 no lancanme8tdatios.

Evento A: SOMA 9 Evento B: SOMA 10
PoNnTOS PERMUTACOES PoNnTOS PERMUTACOES
1,2,6 6 1,3,6 6
1,35 6 1,4,5 6
1,4,4 3 2,2,6 3
2,2,5 3 2,3,5 6
2,3,4 6 2,4,4 3
3,3,3 1 3,3, 4 3
TOTAL: 25 TOTAL: 27

Fonte: autoria prépria.

Sendon(4), n(B) en(S) respectivamente o numero de elementos dos evRreos

B, e do espaco amostraPéA) e P(B) as probabilidades dos eventos A e B, tem-se:

_ 4 _ 25 _ 0
PU) = 2D =2 —1157% e

_ nB) _ 27 _ 0
P(B) = 28 = 2 — 12,50%.

Assim, ha uma maior probabilidade de ocorrer a sbhna

Também relacionado a equiprobabilidade tem-se wdanerro cometido por

D’Alembert no artigo Croix ou Pile (cara ou corad)explicacdo de D’Alembert no artigo foi
a seguinte (D’ALEMBERT, 1754, apud COUTINHO, 199419-20):

Este jogo, que é muito conhecido, e que néo tepsaetade de definigcdo, nos
fornecera as reflexBes seguintes. Queremos salmragaposta a se fazer
para tirarmos “cara” jogando duas vezes consecutivél resposta que

encontramos em todos os autores, e seguindo adios ordindrios, é esta:

existem quatro combinacdes:

PRIMEIRAJOGADA SEGUNDAJOGADA

CARA CARA
COROA CARA
CARA COROA
COROA CoRroOA

Destas quatro combinacdes, uma fara perder e &é&ofganhar; existem
entdo 3 contra 1 para apostar a favor do jogadoedanca a moeda. Se
apostamos em trés jogadas, encontramos oito comi@sa das quais uma
far4 perder e sete fardo ganhar; assim, existird@wohtra 1 a apostar.
Entretanto, isto é exato? Por que tomando apeneaso das duas jogadas
nao é necessario reduzir a uma as duas combinagfesesultam “cara” na
primeira jogada? Porque, uma vez que temos “carao resultado, o jogo
esta terminado, e a segunda jogada de nada adiaAtsim, existem
propriamente apenas trés combinagdes de possil#ista

CARA primeira jogada

CoRroA CARA primeira e segunda jogadas

CoRroA CoROA primeira e segunda jogadas
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Logo, existem apenas 2 contra 1 para apostar (sty. é digno, me parece,
da atencdo dos calculistas, e ird reformar as regrananimemente
reconhecidas sobre os jogos de azar.

Percebe-se claramente que o erro de D’Alemberadaonitir que esses eventos
seriam equiprovaveis.

A contribuicdo de Laplace para a Teoria de Prolutgnie € muito importante. Em
sua obrd héorie Analytique des Probabilitédém de lancar as bases da probabilidade classica
sistematizou um profundo estudo sobre probabilidgmlel, discutiu probabilidade de eventos
compostos quando as probabilidades dos eventoslesingio conhecidas, reproduziu
(aparentemente de maneira independente) as coesldasdBayes, expds uma discussédo do
método dos minimos quadrados, e, também, reapaeseatiapta o problema da agulha de
Buffon para estimar (esse problema sera tratado a seguir).

Laplace também retomou o trabalho de De Moivreesalstribuicdo binomial e
ampliou-a para a distribuicdo normal, fazendo ub@dagem eminentemente probabilistica
(a distribuicdo normal e a curva gerada a partgsaelistribuicdo também serdo tratadas a

sequir).

3.2 Definicdo Frequentista de Probabilidade e o Pldema da Agulha de Buffon

Um século antes de Laplace, Jakob Bernoulli essre@frs Conjectanditrabalho
que inaugura a visdo frequentista da probabilidddsees de Jakob Bernoulli, os estudos
associados a probabilidade recaiam em situacdesvendo jogos de azar.

Pelo modelo frequentista, a probabilidade de onocigé de um evento num
experimento aleatorio repetido muitas vezes sexapeoda sua frequéncia relativa, ou seja, da
razao entre o numero de ocorréncias do eventaleneno de repeticdes do experimento.

Quanto maior o niumero de vezes que o experimerdpeatido, mais a frequéncia

relativa se estabiliza e se aproxima da probaloiéda
n

P(A) = f(A) ="
O modelo frequentista foi apresentado, no Séculg XX tentativa de superar

problemas da definicdo de probabilidade do modissizo, que se baseava fortemente em

simetrias ao efetuar o calculo de probabilidadepogtanto, falhava na falta de espacos

amostrais equiprovaveis.
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No entanto, existem também diversas criticas ao elnodrequentista.
Kondarzewski (2013, p. 7) faz excelente resumoadessticas:

A principal critica a este modelo é que a nocadrelguéncia relativa esta
baseada na hipotese simples, mas muito forte, @@ frequéncia relativa se
aproxima de um dado valor quand@ grande, e que tal valor ndo depende
dos resultados obtidos nas diversas repeticbedp sessim intrinseco ao
experimento.

Mesmo que aceitdssemos esta hipotese, temos aipdzblema de que a
aproximacao da frequéncia a um valor é apenastedta pratica estariamos
lidando com uma quantidade fixa de langamentogstencaso a definicdo
passaria a depender deste total. Podemos dizer gueduma probabilidade
de um evento sera confiavel a medida que ele @ngigduzir
aproximadamente a frequéncia de repeticdo do evént@studado.
Precisariamos saber entdo o que signifigaande.

Observe também que s saberemos as probabilidaddadibs eventos a
posteriori, ou seja, depois que o experimentodalizado. Sem um modelo a
priori € muito dificil testar a validade dos va®encontrados.

Um experimento famoso que leva em consideracaodelmdrequentista é aquele
proposto por Georges-Louis Leclerc, o Conde deddufEle estava interessado em determinar
algebricamente qual a probabilidade de uma agdéhepmprimentd, lancada aleatoriamente
em um assoalho com linhas paralelas de dist@zaé sem haver intersecdo com essas linhas.

Buffon entdo determinou a probabilidade de a agidtexsectar uma das linhas
paralelas e dispostas sobre o plano quando a a@jdigada de forma aleatdria sobre o plano.

Uma solucéo algébrica é apresentada abaixo:

Considere que o comprimento da agulhé& menor que a distancia entre as retas
paralelasd (L < d). Nas figuras 3.2 e 3.3 observa-se que a ocoa@&us eventos relacionados
depende de 3 variaveis:

Figura 3.2— Evento 1 Figura 3.3— Evento 2

A agulha intersecta uma das paralelas A agulhantéisecta uma das paralelas

Fonte: Aradjo, 2017. Fonte: Araujo, 2017.
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1) xé a distancia entre o ponto central da agulhaagba mais préxima, tal que
x = 0 quando o ponto central do objeto cai sobre umapdeaelas ex =

d/2 quando o ponto central do objeto cai sobre a radadlistancia entre as

paralelas;
2) 6 é o angulo formado entre a agulha e a reta queaeso ponto central e é

perpendicular as linhas paralelas tracadas na fetipeide forma qued €
[0.5];
3) OP é o cateto adjacente do triangulo OPA, de angdé B 0, tal que:
cosf = %, masOA = % 0 que resulta e@P = % cos 6.
Para a ocorréncia do evento 1 (a agulha intersectadas paralelas) deve-se ter
x < OP, ou sejax < % cos 0.
A figura 3.4 representa graficamente a funx;&@%- cos 8. Os casos relacionados

ao evento 1 estdo representados pela area somleendapaco amostral representado pelo
quadrilatero MNPO.

Figura 3.4 — Gréfico da fungée = % cos 6

@ o

0 o /D t

Fonte: Aradjo, 2017 (ajustada)

A probabilidade de a agulha intersectar uma das$iparalelas é:

_ Area da regiio sombreada
~ Areado quadrilatero MNPO

A medida da area da regido sombreada é:

fiL HdH—Lf% ng_L( . O)_L
OZCOS _ZOCOS —Zsenz sen —2
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E a medida da area do quadrilatstdPO é:
T d _ m-d

22 4
Dessa forma, a probabilidade da agulha intersaatardas paralelas é:
L

p_2 _L 4

- nd 2 md  nd
4

Para o caso particular de a agulha ter o mesmoraoeto da distancia entre as

2L

retasL = d, a probabilidade é:

No livro Théorie Analytigue des Probabilitésaplace reapresentou o problema
(n&o atribuiu crédito da origem ao Conde de Buffonas destaca, de maneira inédita, a
possibilidade de utilizag&o dos calculos tedricogb/idos no problema como um método para
determinar uma aproximacao experimental para o raime

Na Internet encontram-se disponiveis muitas sindglaglesse experimento. Trés
delas foram destacadas a segquir:

1) Disponivel em: <https://mste.illinois.edu/activiiyffon/> é o simulador que

contém a maior quantidade de recursos (forma det@kjamanho do objeto

em relacéo as paralelas, quantidade de lancameidgs,

Figura 3.5- Simulador para estimativa dgutilizando o problema da Agulha de Buffon, naipag
<https://mste.illinois.edu/activity/buffon/>

X suffor's Needle, MSTE, Universit X 4 - 0 bt

Drop 100 || Drop 1000 | Drop Amount ‘10 Diop |
Value

1
ar | Graatest Veriex Distance|2
220

276
[0.7671014482753623|

D s
[T =2 * Extent * Scale * Drops / Hits |3.1884057971014492
Needle Scale 1 Start Over

Drap Shaps | Straight Needles | V-Shapes | W-Shapes || 3-4-5 Tangles | Circles | Draw Custom Drop Shape

Fonte: print screen da simulacdo, no navegador Googler@éy sistema operacional Windows 10.
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2) Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/KJf2XAPé um simulador

feito no GeoGebra, de autoria de Steve Phelps.

Simulador para estimativa deutilizando o problema da Agulha de Buffon, naipag

Figura 3.6 -
<https://www.geogebra.org/m/KJf2XAPv>
& C, @ hu geog q e BT Q
= GepGebra <

Buffon's Needle

Autor: Steve Phelps

Number of trials = 1158
=313
reset
Novos Materiais Discover Resources Explorar Topicos

Fonte: print screen da simulacdo, no navegador GooglerGéy sistema operacional Windows 10.

3) Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/udGhe92lambém feito no

GeoGebra, por Guilherme Francisco Ferreira.

Simulador para estimativa deutilizando o problema da Agulha de Buffon, naipag

Figura 3.7 -
<https://www.geogebra.org/m/udGhe92P>
€ Agulhas de Bulon - GeoGebra X+ =
<« C @ hitps//www.geogebra.org/ a 1 B3 Q :
= GeoGebra
Agulhas de Bufon
[Iniciar e Pausar | i \.
\ V=
\ ~ B
s NVimero delangumentns 2= 200 S
PSS
l\/r/ \Tk '1.@}3 \
A L\ o
[Zerar} = = >/ _/_
F T NAY
il = i
® /
Novos Materiais Discover Resources Explorar Topicos

Fonte: print screen da simulacdo, no navegador Googler@éy sistema operacional Windows 10.
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Um fato interessante associado ao problema da AglérBuffon é sua aplicacédo
de seu conceito na tomografia computadorizadareymucionou o diagnéstico médico. De
acordo com Machado (2006, apud VIANA, 2013, p.28),1979, o bioquimico e fisico nuclear
sul-africano Allan MacLeod Cormack e o engenheilétrieo inglés Godfrey Newbold
Hounsfield ganharam conjuntamente o Prémio Nobel Midicina pela invencdo e
desenvolvimento da tomografia computadorizada. &{@013) destaca que:

As linhas de um assoalho podem ser comparadas #&inm plano de
radiacbes paralelas (laser, raio X ou similar) aliado sucessivas vezes nas
mais diversas direcbes sobre determinado objeto sguéeseja saber o
comprimento. Como aqui ndo é possivel jogar a agudts linhas, jogam-se
as linhas nas agulhas. O valor da probabilidaddatilado da mesma forma
que Buffon fez, h4 mais de dois séculos, contarsdfei@es que cruzam o
objeto e dividindo pelo total de feixes emitidos.

O problema da Agulha de Buffon também € considemdmarco inicial da

Probabilidade Geométrica, que sera tratada narmpeogecao.

33 Probabilidade Geomética e o Paradoxo de Bertran

Os modelos probabilisticos citados (classico euratista) tém limitacdes quanto
a abordagem de problemas envolvendo espacos ammadsfraitos. No entanto, quando o
espaco amostral infinito se trata de figuras geooaét (conjuntos infinitos de pontos), o
matematico russo Gnedenko propés um modelo noapsdrvou que alguns problemas de
probabilidade s&o equivalentes a selecdo aleatériama regido no conjunto de pontos que
representam essas figuras geométricas. Nesse madplobabilidade de um determinado
evento se reduz a razdo, caso exista, entre medet@sétricas homogéneas, tais como
comprimentos, areas ou volumes.

Oitenta anos antes, 0 matematico francés JoseptnaBerutilizara conceitos
semelhantes para calcular a probabilidade no seegoioblemaCalcul des Probabilitésp. 4,
problema 5):

Tracando ao acaso uma corda de uma circunferémgial € a probabilidade de
gue ela seja maior que o lado do triangulo equildt@scrito nessa circunferéncia?

Bertrand apresentou trés resolucdes validas, mas pjaduzem resultados
diferentes para o problema.

Primeira resolucéo: a corda € tracada com base nas suas extremidalolesss

circunferéncia (escolha de dois pontos aleatérosincunferéncia).
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Para facilitar o calculo da probabilidade em quesi@ve-se imaginar o triangulo
ABC de forma que um de seus vértices coincida condos pontos da extremidade da corda
FG; (no caso da figura 3.8, o vértiéee o pontdF). Verifica-se que, se a outra extremidade
(pontoG)) estiver situada entre os outros dois vértiBes ) do tridngulo, a corda sera maior
que o lado do triangulo (tragos em azul). O comenito do arco que contempla a solugéo é

2 . ~ . . . - .
?”R da circunferéncia, por conseguinte, a probabikdael uma corda aleatéria ser maior do

N . I
gue um lado do triangulo inscrita;€

21
comprimento do arco BC TR

[EnN

comprimento da circunferéncia 2R 3

Figura 3.8 — Solucao do problema de Bertrand
pela escolha das extremidades da corda.

AF

Fonte: autoria propria, utilizando o GeoGebra.

Segunda resolucdoa corda € tracada perpendicularmente a um raiquatguer
direcdo e passando por um ponto qualquer escaodoiole o raio (escolha da direcéo aleatéria
de um raio e de um ponto aleatdrio sobre esse raio)

Para facilitar o calculo da probabilidade em quest&ve-se imaginar o triangulo
ABC de forma que um de seus lados seja perpendeiiaio escolhido (no caso da figura 3.9,
o ladoBC). A corda é maior que o lado do tridngulo se estivais proxima do centro do circulo
do que o lad®C (tragos em azul). Em outras palavras, independertte da dire¢ao do raio,

a solucéo contempla metade dos pontos sobre dassa forma:

comprimento do centro do circulo ao lado do triangulo

comprimento do raio

N)| —
e}

|
N[ =
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Figura 3.9 - Solucéo do problema de Bertrand
pela escolha de um raio e de um ponto sobre a&se r

Fonte: autoria propria, utilizando o GeoGebra.

Terceira resolugdo:a corda € tragada escolhendo-se um ponto quaiqueterior
do circulo, que sera seu ponto médio (escolha deamto aleatdrio no interior do circulo).

Nesse caso, deve-se imaginar um circulo concérdEia(aio%R, gue é o circulo
inscrito no triangulo equilatero (como na Figurh03.

A partir de um pontd/; qualguer no interior do circulo de cen@@ possivel tracar

uma cordaF,G,, de forma que o pontH; seja o ponto médio da corda tracada. A céJdaé

sempre perpendicular @M,. SeOM, = %R, entdoF,G, = V3R, que é a medida do lado do
triangulo. Observa-se que 881, < %R, entaor,G, > V3R, e seOM, > %R, entaor G, < V3R.
Assim, para que a corda seja maior que o ladoi@loguilo, o pontaY; escolhido
deve estar dentro do circulo inscrito (tracos eml)aPara facilitar a visualizacdo, deve-se
imaginar o triangulo de forma a alinhar paralelaf@eseu lado com a corda (no caso da
Figura 3.10, o lad8C com a cord#,G,).
A area do circulo menor é 1/4 da area do circulmmportanto, a probabilidade

, . . ‘A . . 1
de uma corda aleatdria ser maior do que um laddatulo inscrito e.

1 2
_ areado cirulo menor ”(fR) 1

area do cirulo maior T R? 4
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Figuras 3.10— Solucéo do problema de Bertrand
pela escolha do ponto médio da corda.

Fonte: autoria propria, utilizando o GeoGebra.

Sobre as trés solugdes apresentadas do probleBetdend, Wagner (1997, p. 33)
afirma que todas estéo corretas.

A explicacdo € a seguinte: O enunciado do problerm@eca com a seguinte
expressdo: Escolhendo ao acaso uma corda de umanferéncia, ... .
Ai estd o ponto. Essa expressdo ndo esta bemdiefou seja, ndo se sabe
precisamente o que seja escolher uma corda deitcnaferéncia. Escolher
uma corda significa escolher um procedimento deocdesenha-la, ou seja,
0 que vou fazer primeiro e o que farei depois.

1) Vou escolher primeiro um dos extremos da cordiep®is o outro?

2) Vou escolher uma direcao e depois a sua dist&aactentro?

3) Vou escolher o ponto médio da corda?

Cada uma dessas alternativas conduz a uma resiifestate, e isso € natural
no caso das probabilidades geométricas. O termolhescdeve estar
acompanhado de um procedimento, sem o qual essargdica com

significado vago e pode permitir multiplas intetpgdes [...]

Em outras palavras, a solu¢éo do problema depenoetbdo pelo qual uma corda
é escolhida aleatoriamente. Acontece que, somente mietodo de selecdo aleatéria for
especificado, o problema tera uma solucdo bemidefin

Isso ocorre porque cada método diferente tem ustaliliicdo subjacente diferente
de cordas. As trés solugbes apresentadas por iBetcarespondem a diferentes métodos de
selecdo e, na auséncia de informacgfes adicior@isha razdo para preferir uma a outra e,

consequentemente, o problema como indicado nasakmao unica.



Para auxiliar no estudo desse problema, tambémesxivérias aplicacdes
computacionais disponiveis na Internet. Duas difas

1) Disponivel em:

GeoGebra, por Aroldo Eduardo Athias Rodrigues.
Figura 3.11-

disponivel em <https://www.geogebra.org/m/exsDNpcE

<https://lwww.geogebra.org/m/exsDNpcE feito

Aplicacéo para auxiliar o entendimento das smésgdo Paradoxo de Bertrand,

_| Solugéo

¥| Escolhidas as extremidades

| Escolhido o ponto médio

diregéo
L]

distancia
-

v Escolhidas a direcao e a disténcia ao centro

2) Disponivel em:

Fonte: print screen da simulacéo, no navegador Googler@éyrsistema operacional Windows 10.

Figura 3.12-

mgesgebra.org’

disponivel em <https://www.geogebra.org/m/knm5erhz

<https://lwww.geogebra.org/m/knm5ethz feito
GeoGebra, por Yehchan Yoo.

Aplicacéo para auxiliar o entendimento das smésgdo Paradoxo de Bertrand,

Bertrand's Paradox
Autor: vehcha:

Tapico:

Bertrand's Paradox
What is the probability of randomly selecting a chord of a unit

ircle
whose length is greater than /3, the side of an equilateral
triangle inscribed inside the circle?

Question  Solution 1 Solution 2 | Solution 3

Try dragging points A and B around the cirdel

Fonte: print screen da simulacéo, no navegador Googler@éyrsistema operacional Windows 10.

em
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Os problemas anteriormente apresentados possuém, dd valor historico, a
caracteristica de serem curiosos e de facil compéee S&o, portanto, 6timos exemplos para
despertar nos alunos da educacéo basica o intgr@ssenceitos da probabilidade, observada
do ponto de vista classico ou frequentista e, aidaarobabilidade geométrica.

Os professores também podem realizar experiénciétscags com alguns dos
problemas, em especial o Problema da Agulha deoBuftoletando os resultados e
comparando-os com as probabilidades matematicaroalcidadas.

Por fim, as aplicacdes computacionais sugeridaéts@ios recursos para utilizacéo
didatica. S&o aplicacbes de facil manuseio, gnaficde animadas e que trabalham vérios
pontos curiosos dos problemas.
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4 HISTORIA E CONSIDERACOES SOBRE A CURVA NORMAL E O
DISPOSITIVO DE GALTON

Dando continuidade a este trabalho, trataremos gapitulo sobre alguns aspectos
historicos relacionados com a distribuicdo normelcerva gerada a partir dela.

Caire (2013, p. 8) destaca que estudiosos doscse Ml e XIX desenvolveram
uma funcao densidade de probabilidade para ajpstros experimentais obtidos em medidas
fisicas. Devido a imperfeicdo dos nossos sentidatos instrumentos utilizados, os resultados
das observacdes estdo sujeitos a erros. Essa fdegdaade de probabilidade resultou na
conhecida curva em forma de sino, que represetitraouicdo normal.

Caire (2013, p. 15) afirma ainda que:

Essa curva descreve tanto fendbmenos fisicos comandeiros e tem uma
propriedade que € enunciada como Teorema Centriaingite que diz que
podemos aproximar outras distribuicdes sob detewain hipdteses gerais
pela normal quando o niumero de observacgdes ficalgr® Teorema Central
do Limite afirma que quando o tamanho da amostnaeata a distribuicdo
amostral da sua média (distribuicdo de freqiénam mMédias amostrais)
aproxima-se cada vez mais de uma distribuicdo orma

Originalmente a descoberta dessa distribuicaarfibitada a Pierre-Simon Laplace
em 1778, quando obteve uma boa aproximacéao déodis&o normal por meio da aproximacéo
da distribuicdo binomial, utilizando a funcdo gadeaEuler. Em 1781, Laplace publicou a
primeira tabela da distribuicdo normal.

Mais tarde (possivelmente em 1795), Carl FriedBelss trabalhou na distribuicao
e obteve sua curva (até hoje conhecida como gaa3sia

No artigo Historical Note on the Original of the Normal Cureé Errors, Karl
Pearson questiona a origem e a historia da curumatoNele destacava que a atribuicdo
errdbnea a Gauss foi reforcada em razdo de uma&mnefarde Laplace em seu lividiéorie
Analytique des Probabilitésle 1812.

No mesmo artigo, Pearson afirma que os créditosds@aos a Abraham de
Moivre, que foi o primeiro a desenvolver a formula “curva normal”, pois havia um
suplemento, denominadédpproximatio ad Summam Terminorum Binomii (8*Hn) Seriem
expansi datado de 12 de novembro de 1733, anexo aoMisocellanea Analyticapublicado
por Moivre em 1730. Nesse suplemento, Pearson &ocon primeiro tratamento conhecido
dado a curva normal. Embora datado de 1733, fai@dido somente a algumas coOpias de
Miscellanea Analytica atualmente pouquissimos exemplares contém eskenento. Dessa

forma, atualmente € atribuido a De Moivre o0 piaegip nos estudos da distribuicdo normal.
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Atribuir o pioneirismo a De Moivre ndo diminui ogntos de Laplace e Gauss. A
partir de seus estudos sobre a distribuicdo noimeilados por volta 1778, Laplace conseguiu
derivar o Teorema Central do Limite, mostrando gqunesmo que uma distribuicdo néo seja
normalmente distribuida, as médias das amostrasidap da distribuicdo seriam distribuidas
quase que normalmente e, quanto maior o tamardmmastra, mais proxima a uma distribuicdo
normal seria a distribuicdo das médias.

Os trabalhos de Gauss, em especigheoria Motus Corporum Coelestiuit809),
estabeleceram técnicas baseadas na distribuicimahgue se tornaram meétodos padrdes
usados no Século XIX. Os argumentos tedricos usaaakstribuicdo normal eram baseados
no Teorema Central do Limite.

A curva normal também é chamada de “curva em fal@r&no”, nome que se deve
a Esprit Joufrrét®, que utilizou pela primeira vez o termo “supetide sino” em 1872. O
nome “distribuicdo normal” foi inventado por CharlBeircé?’, Francis Galton e Wilhelm
Lexis'?® por volta de 1875 (CAIRE, 2013, p. 15).

Algumas vezes a curva também é chamada de Leimos. Esso se deve as suas
primeiras utilizacdes, nas quais Laplace e Gaussp@stronomos, identificaram que os erros
de suas observacdes astronémicas tendiam a es#audido. Devido a essa caracteristica, a
curva normal € comumente empregada para andliser@® nos estudos cientificos, uma vez
que sempre existem erros nas observacdes devidofeigbes sensoriais ou instrumentais, e
esses erros com frequéncia séo “normalmente digiob”.

No Século XIX, Galton inventou um dispositivo muéngenhoso para simular a
tendéncia da distribuigcdo binomial a lei normaldi€positivo de Galton é constituido de uma
caixa retangular, na qual ha uma abertura paraeagéo de pequenas esferas que, ao serem
despejadas, encontraréo objetos cilindricos fixados obstaculos, sendo dispostos em niveis
e, ao final do percurso de cada esfera, estaso$étadas por canaletas que estédo ordenadas na
parte inferior do dispositivo.

As esferas, ao colidirem com os obstaculos e caseja para a direita, seja para a
esquerda, encontrardo um novo obstaculo. E assimpta série de colisbes sucessivas, um

obstaculo no primeiro nivel, dois no segundo, i@gerceiro, até atingir uma canaleta ao final

126 Egprit Jouffret (1837, Monteux, Franca — 1904, Franca) - foi afidie artilharia e matematico francés, autor
de Traité Elémentaire de Géométrie & Quatre Dirnessi1903).

127 Charles Sanders Peircg1839, Cambridge, Massachusetts, EUA — 1914, Milf@ensilvania, EUA) - foi
filésofo, pedagogo, cientista, linguista e mateomasimericano.

128 wilhelm Lexis (1837, Eschweiler, Alemanha — 1914, Goéttingen,n#slaha) - foi economista e estatistico
alemao.
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do percurso que estara a esquerda ou a direitdtidm obstaculo em que a esfera colidiu
(figura 4.1).

Figura 4.1 - Tabua/Prancha de Galton

Fonte: Fuchs, 1995.

Teoricamente, cada esfera, ao passar por uma mberificientemente estreita,
atinge o primeiro obstaculo (central do primeireet), podendo entéo cair para a direita, com
probabilidadep, ou para a esquerda, com probabilidadepl Admite-se que assim aconteca
para os demais niveis. Portanto, a quantidadezbsvpie uma esfera cai para a direita, até que
atinja uma das canaletas, serd uma variavel al@atim distribuicdo binomial com parametros

n (nimero de niveis) . E razoavel admitir a hipotese de que, para caddayda esfera, se
tem probabilidade igual ?de gueda para esquerda ou para a direita. Entéwgrando as

canaletas da esquerda para a direita der @reimero das canaletas), a probabilidade de que
uma esfera solta no dispositivo caia na can&léta probabilidade de que a esfera kaiazes

para a direita @ — k vezes para a esquerda durante seu percurso. &uagdistribuicdo de

probabilidades do dispositivo segue 0 modelo biaboomp = %:

o= = (O O = ()" k012,35

Considerando que cada esfera € uma variavel akeatdependente, a distribuicéo

obtida é resultado do Teorema Central do Limite gugrosso modo, afirma que, quando um
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namero virtualmente infinito de varidveis ndo ctatmnadas, com a mesma distribuicédo, é
somado para produzit¥ =X; + X, + X3+ -+ X,, a variavel Y resultante possuira

distribuicdo normal.

Para o dispositivo de Galton também existem vésiamilacdes disponiveis na
Internet. Citam-se duas delas:
1) Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/Am22G#JGfeito em
GeoGebra, por Thiago Vasconcellos.

Figura 4.2- Aplicacdo simulando a distribuicdo numa Prardd&alton,
disponivel em <https://www.geogebra.org/m/Am22G¥FJIG

Aparato de Galton

. -

[Iniciar

( Reiniciar |

Fonte: print screen da simulacdo, no navegador Googler@dyreistema operacional Windows 10.
2) Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/Wt6CxrAv feito em
GeoGebra, por Patrick Clément.

Figura 4.3 Aplicacé@o simulando a distribuigdo numa Pranah&dlton,
disponivel em <https://www.geogebra.org/m/Wt6CxrAv

x + - o0 X

planche de Galton

b AT
™~
[reset] [start] [stop

———— wouwfs v

$———— s aRE s § oo

imber of trails = 10

: 3
& g
.

Fonte: print screen da simulacdo, no navegador Googler@dyreistema operacional Windows 10.
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A tabua de Galton é considerada um valioso recdidético para introduzir a
alunos conceitos mais complexos como a distriburgd&ional, a curva normal e o Teorema
Central do Limite, bem como noc¢des de erro e iezar{fJUNIOR e SILVEIRA, 2011).

Assim, com auxilio dessas ferramentas praticag) timtabua mecéanica quanto de
sua simulagdo computadorizada, é possivel demomsgparimentalmente os resultados que
geram a distribuic&o e a curva normal, facilitaodmtendimento do aluno sobre o assunto uma

vez que o resultado grafico que o dispositivo dea@eintuicdo para os conceitos citados.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo e tratamento da incerteza causou umaugmha Matematica. Saber
que, mesmo em eventos aleatdrios, é possivel éstabem padréo de relacdes e resultados
auxiliaram enormemente no entendimento da nosidada. O conhecimento sobre o assunto
gue se tem hoje é fruto de muito trabalho, ao lagearios séculos, e que contempla uma
histéria rica e intrigante. No entanto, essa Hiatda Probabilidade, ndo encontra, em lingua
vernacula, a devida atencéo por parte dos estuigli®®essa forma, objetivou-se com este
trabalho a producéo de material para tentar reduaicuna de publicacdes sobre a Historia da
Probabilidade em nosso idioma.

Observa-se gue a Sociedade Brasileira de Matemddisgaca, no seu relatorio
PROFMAT: Uma Reflexdo e Alguns Resultadog2017, p. 6), que entre as diretrizes do
PROFMAT esta (grifo nosso):

incentivar a pesquisa e @moducdo de materiaise praticas pedagogicas
inovadoras para o enriguecimento do processo deceasaprendizagem de
Matemética na escola (textos, atividades, softwasesulacdes, praticas
pedagdgicas inovadoras e diferenciadas em ambiéatasrendizagem etc.).

Dessa forma, o objetivo deste trabalho atendeetridido PROFMAT e, portanto,
considera-se exitoso o resultado e destaca-seyomtes produtos:

1) Oresumo cronoldgico sobre Histéria da Probabilidadelo Capitulo 2, que
consegue abranger desde os primérdios dos jogegateaté as recentes descobertas sobre
Teoria da Probabilidade, e pode servir de refee@para outros interessados no assunto;

2) Também sob enfoque historico, tratowakguns problemas importantes no
desenvolvimento da probabilidade Além de serem apresentadas solucdes bastaras elar
ilustradas, também foram disponibilizados enderégoalgumasplicagcdes computacionais
gratuitas da Internet para auxiliar professores e alunosdmao estudo desses problemas.

3) Ainda sob enfoque historico, foi tratadaliatribuicdo normal e a curva
gerada a partir dessa distribuicdo, e um destaque aocebypade Galton, que auxilia na
percepcdo de conceitos probabilisticos mais cormplea exemplo do Teorema Central do
Limite. Para auxiliar professores e alunos, taml@naim pesquisados enderecos de algumas
aplicacdes computacionais gratuitaglisponibilizadas na Internet.

4) Elaborou-se auradoria das obras histéricas citadas no Capitulo 2, cujos
enderecos eletrénicos estéo listadog&péndice A Trata-se da colecdo das cépias eletrdnicas
dos textos originais das obras histéricas, na #regn que foram escritas. Durante as pesquisas,

notou-se que varias das obras citadas estdo dig®giratuitamente em bibliotecas virtuais.
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Dessa forma, a curadoria teve por objetivo colemdadas aquelas obras do Capitulo 2, no
entanto, algumas (poucas) ndo foram encontradag@&dqpoucas) ainda estao sob protecéo
financeira dos direitos autorais. As obras encdasdoram copiadas na midia que contém este
trabalho e estédo organizadas conforme a numeracamedpé que aparece no Capitulo 2.

5) Por fim, entrega-se a titulo de doacéo, paraigdisidade Federal do Oeste
do Para, como suplemento deste trabalho, Gidaua de Galton mecéanica construida
conforme especificacfes do autor, cujo descricdadpecificacdes esta Apéndice B

Dessa forma, atendendo a diretriz do PROFMAT, eatealho tem o mérito de
haver produzido varios produtos que, com certezdem apoiar didaticamente o professor em
sala de aula e ajudar os alunos a manifestar e intuicdo e entendimento sobre os
assuntos aqui tratados.

Por fim, lembra-se que o trabalho ndo tratou degdametodologias ou formas de
aplicacao dos produtos na sala de aula, mas tegt@ps podem (e devem) ser trabalhadas por
outros estudiosos do assunto que queiram utilgz@radutos aqui apresentados e este trabalho

como referéncia.
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APENDICE B

TABUA DE GALTON

Este trabalho traz como suplemento uma Tabua d®rGatonstruida conforme
especificacdes a sequir.

O aparelho foi construido em madeira leve (ced®)sferas sdo bolinhas plasticas
(missangas), os obstaculos séo pregos espacadosneande triangulos isosceles (a base € o
lado menor) e o conjunto esferas/obstaculos fdegido com plastico acrilico.

Foram colocados 13 niveis de obstaculos, e, porthatl4 canaletas (0 a 13). A altura
entre niveis de obstaculos é de 20 mm e a disthncizontal entre dois pregos adjacentes no
mesmo nivel é de 18 mm, de forma que o conjuntiédgpegos formam um tridngulo isésceles
de base 18 mm e altura 20 mm. A altura pouco nogiela base serve para compensar os efeitos
gravitacionais na queda das esferas. As distaanias obstaculso dimensfes garantem que as
esferas de 14 mm (facilmente encontradas no mergadoorram a tabua sem ficarem presas
entre os obstaculos. Por outro lado, se o dianuetresfera for muito menor que a distancia
entre os pregos, ela podera se comportar de mahe#rga da pretendida, saltando mais de um
nivel apds uma colisdo. As canaletas possuem gl 6 mm, de forma que as esferas, apos
a queda, figuem amontoadas de maneira que um g&Kiirva normal seja visualizado. Foram
utilizadas 220 esferas.

Os detalhes descritos podem ser observados nasa§i@ul e B.2, nas paginas

seguintes.
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do autor)

Figura B.1 — Tabua de Galton construida (especificacdes

Fonte: Autor.
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Figura B.2 — Detalhe da Tabua de Galton construida

Fonte: Autor.

Apesar da aparente simplicidade, a Tabua de Gatprereu uma manufatura bastante
cuidadosa de modo a assegurar o pressuposto geazpbilidade - a direita ou a esquerda de
um prego - para cada uma das colisdes das esferas.

O aparelho construido serd doado a Universidader&ledio Oeste do Para, para uso
de seus professores e alunos como material de digiditico



