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Resumo

Este trabalho ird apresentar uma aplicacao dos polindmios em codificacao, mais es-
pecificamente em codigos ciclicos. Para isso serd introduzido um conceito preliminar de
polinémios, ja que os codigos ciclicos sao gerados a partir de um. Além disso, apresentara
um breve estudo a respeito da aritmética dos restos no anel de polindomios sobre Z,. Tra-
tara também de corpos finitos baseados no anel de polinomios sobre Z,, abordando alguns
conceitos como o de caracteristica de um corpo, elemento primitivo, extensao de corpos
e polinbmios minimais. Por fim, apresentara algoritmos que permitem a codificaciao e

decodificacao em codigos ciclicos.

Palavras-chave: Polinémios, Corpos Finitos, Cdédigos Ciclicos.



Abstract

This work will present an application of polynomials in coding, more specifically in
cyclic codes. For this, a preliminary concept of polynomials will be introduced, since
the cyclic codes are generated from one. In addition, it will present a brief study about
the arithmetic of the remainders in the polynomial ring about Z,. It will also deal with
finite bodies based on the polynomial ring on Z,, addressing some concepts such as the
characteristic of a body, primitive element, extension of bodies and minimal polynomials.

Finally, it will present algorithms that allow the encoding and decoding of cyclic codes.

Keywords: Polynomials, Finite Bodies, Cyclic Codes .
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CAPITULO 1

Introducdo

A transmissao de dados ou seu armazenamento, é uma acao recorrente em nosso dia
a dia, por meio de um telefone celular, por exemplo, podemos enviar textos, fotos, videos
entre outros arquivos. Mas o que muitos nao sabem é que por tras de todo sistema de
transmissao digital de informacao estao os codigos corretores de erros, isso por que, nesse
processo pode ocorrer erros.

Quando uma informacao digital recebida é distinta da informagao originalmente envi-
ada dizemos que ocorreu um erro durante a transmissao de dados, tal erro é chamado de
ruido. Os codigos corretores de erros tem a missao de adicionar informacao a mensagem
enviada para que posteriormente possa encontrar e corrigir possiveis erros na mensagem
recebida.

A Teoria dos Codigos teve inicio na década de quarenta com os estudos de Richard
W. Hamming, C. E. Shannon e Marcel J. E. Golay que sao utilizados até hoje em nosso
cotidiano em sistemas de comunicagoes via satélite, em redes locais de computadores, en-
tre outros. Hoje em dia a Teoria dos Codigos Corretores de Erros é um campo de estudo
muito ativo.

Este trabalho apresentara uma aplicacao de polindmios em codificacao, o topico polino-
mios é abordado ainda no ensino bésico e é essencial para tratarmos de Codigos Ciclicos.
Em [1] também é dissertado o tema codigos ciclicos, que diferencia-se deste por optar
em utilizar uma definicao pouco convencional de polinémios, mas que permite ao leitor
estudar esse assunto de forma alternativa.

Apresentaremos alguns conceitos e propriedades relacionadas a anéis de polinémios

sobre o corpo das classes residuais dos inteiros modulo p, onde p é um ntmero primo,
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elementos da Teoria de Corpos Finitos, bem como sua aplicacao em Teoria de Codigos,
especificamente, em codigos ciclicos.

No capitulo 2, abordaremos o topico anéis de polinémios, onde apresentaremos algu-
mas definicoes e propriedades relacionadas a divisibilidade, o méaximo divisor comum e
irredutibilidade de polinémios.

No capitulo 3, faremos um breve estudo sobre a aritmética realizada com os restos da
divisdo de elementos Z,[z| por um polinoémio p(x) sobre Z,.

No capitulo 4, faremos uma introducao a corpos finitos baseados no anel de polino-
mios Z,[z], abordando os conceitos de caracteristica de um corpo, elemento primitivo,
extensao de corpos, polindmios minimais e por fim um método para encontrar polinémios
irredutiveis.

E por fim, no capitulo 5, apresentaremos a matriz geradora do coédigo ciclico, bem
como os resultados que juntamente com os estudos dos capitulos anteriores nos permitem
construir e decodificar um codigo ciclico, que possui como uma especificidade algoritmos
baseados em operacoes com polindmios.

O contetudo abordado neste trabalho requer do leitor familiaridade com topicos algébri-
cos, como por exemplo: o conceito de Espaco Vetorial, combinagao linear, base, dimensao

e dependéncia linear.

UFGD 10 Marco, 2020



CAPITULO 2

Polindmios

Neste capitulo nosso objeto de estudo serao os anéis de polinémios sobre o conjunto
Z,, onde Z, é formado pelas classes residuais dos nimeros inteiros moédulo p, fica con-
vencionado que no decorrer de todo trabalho sempre que nos referirmos ao simbolo p
estaremos tratando de um nimero inteiro primo maior que 1. Também iremos omitir os
colchetes na representacao dos elementos de Z,, apenas escreveremos a € Z,, onde a é
uma classe residual modulo p. Além disso, assumiremos que (Z,, +,-) ¢ um corpo, caso
o leitor nao tenha familiaridade com o assunto recomendamos a consulta em |2, capitulo
2|. Apresentaremos algumas definigoes e propriedades basicas relacionadas aos anéis de
polindmios sobre Z, necessarias para a compreensao dos estudos dos demais capitulos

desse trabalho.

2.1 Anéis de polinémio sobre Z,

Considere o corpo Z, = {0,1,2,--- ,p — 1} das classes em Z moédulo p, onde p é um

nimero primo. Um polinémio sobre o Z, é uma expressao da forma:
f(x):fnxn+fn—1xn_1++f1x+f()

onde cada f; € Z,, com 0 < 7 < n. Denotamos o conjunto dos polinémios sobre Z, por
Zylx], onde x é a indeterminada. Os polinoémios da forma p(x) = fo, com fy € Z, é

chamado polinémio constante, no caso p(x) = 0 o chamamos de polindémio nulo.

Definigao 2.1.1. Em f(z) € Z,[z] o coeficiente da maior poténcia de z do conjunto

11
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{fo, f1, -+, fu} é chamado de coeficiente lider, quando f,, = 1 dizemos que o polinémio

é¢ monico.

Exemplo 2.1.2. Considere o polinémio p(z) = 527 + 42 + 3z + 2 pertencente a Z;[X].

O coeficiente lider de p(z) é 5, pois a maior poténcia de p(z) é 27 e 5 é seu coeficiente.

Exemplo 2.1.3. O polinémio f(z) = 2%+ 3z + 2 de Z5[X] é monico, pois seu coeficiente
lider é 1.

Definicao 2.1.4. Dois polindémios p(x) = apz™ + -+ + @z + ap e
q(x) = bpa™ + - + biz + by em Z,[z| sao ditos iguais quando, m = n e seus coefici-
entes correspondentes sao iguais, isto €, ag = by, a; = by, -+ ,a, = by,.

Agora vamos definir operagoes soma e produto no conjunto Z,[X]. Sejam

p(T) = ™ + A1 2™ T+ Far +ag e q(x) = b 4 bV A+ o+ by + by
elementos de Z,[X].

e Adigao: (p + q)(z) = p(x) + q(x) = cs2® + cs 1251 + -+ + 1@ + ¢o, onde
C; = (CLZ‘ + bz) < Zp[X]

e Multiplicagao: (p - ¢)(z) = p(z) - q(z) = cs2® + cs125 1 + -+ + 1 + ¢, onde
c; = Z aq - bg, ou seja,

a+p6=i

co = apbo,

c1 = agby + a1by,

Co = aobg + a1b1 + CLQbU,

C; = a/(]bi + albi,l + -+ aibo,

Cm4n = aObm+n + albm+n—1 +oo 4+ am—l—nbO = ambn-
m-+n
Observacao 1. Em ¢, = E a;byin—; temos as condigoes: a; = 0, se

i=0

t>m e byin_i =0,se1 < m. Portanto, ¢,,1n = apby,.

Exemplo 2.1.5. Sejam os polinomios p(z),q(z) € Zs[X], onde p(z) = 32 + 3z + 2

UFGD 12 Marco, 2020
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e q(x) = 4% + 22 + 3z + 4, entdo obteremos como soma:

p(z) +q(x) =42 + 3+ 2)2* + (1 +3)x + (4 +2)
=423 + 02% + 4o + 1
=423 +4x + 1

Para o produto vamos determinar inicialmente os coeficientes:

co=4-2=1;

c1=2-3+3-4=3;
co=2-3+3-3+3-4=2;
c3=2-44+3-2+3-3+0-4=2;

¢, =2-0+3-443-24+0-3+0-4=3;
cs=3-4=2.

E o produto sera:

p(x) - q(z) = (32" + 3z + 2) - (42° + 22° + 3z + 4)
=22° + 32  + 223 + 222 + 32 + 1

Proposigao 2.1.1. Para quaisquer p(z), q(x),r(z) € Zy|z|, temos que (Z,|x],+,-) € um

Anel Comutativo com unidade e portanto sao vdlidas as propriedades:

e Da adicao:

1. Associativa: (p(x) + q(z)) +r(x) = p(z) + (¢(x) + r(z));

2. Comutativa: p(z) + q(x) = q(z) + p(x);

3. Elemento neutro: 30 € Zy[z]; p(x) + 0 = p(x), p(z) € Zy[z];

4. Inverso: Dado p(x) € Zy[z], 3 — p(z) € Zy[z]; p(x) + (—p(z)) = 0;
e Da multiplicacao:

5. Associativa: (p(x) - q(x)) - r(z) = p(z) - (¢(z) - r(x));

6. Comutativa: p(x) - q(z) = q(x) - p(x);

7. Elemento Neutro: 31 € Z,[z]; p(z) - 1 = p(z), Vp(z) € Zy[z]; p(x) # 0;

8. Distributiva com relagao a adigao: p(x) - (¢(z) +r(x)) = p(z) - ¢(x) + p(z) - r(x) .

UFGD 13 Marco, 2020
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Demonstragio. Considere p(z),q(z),r(x) € Z,[z], tais que p(z) = apa™ + apy_12™ " +
ctarrtag, q(z) = by +b, 2" bzt by e r(x) =t o1 4 ezt op.
Temos que:

L. p(x)+(q(z)+r(x)) = p(z)+ (bpz" + by 12" 1+ byt cpz® +op 12"+ +y) =
p(x) + (b + c)a' + -+ by +co) = ((aj +b; +¢;))a7 + -+ +ag+ by + co =
(aj +bj)a? + -+ +ag + by) +r(z) = (p(x) + q(x)) + r(z).

—~

2. p(x) +q(x) = (a; + b)) + -+ ag + by = (b; + a;)x* + -+« + by + ag = q(x) + p(x).

3. Sejam p(z) e ¢(x) = 0 polindémios pertencentes a Z,|x], podemos obter:
p(x) + q(x) = p(x) + 0 = p(x), qualquer que seja ¢(z) € Z,[z].

4. Dado ¢q(z) = 0 e p(x) elementos de Z,[x]. Existe q(z) = —p(x) € Z,[z], tal que:
p(QT) + (—p(l‘)) = a’mxm +- - tar+ag+ <—am$m — =1 — (Z()) = (am — am)xm +

<o+ (a1 —ay)xr +ap —ap = 0.

5. Primeiramente considere:

P(e) - a(@) = du® + -+ + dy -+ dy, com di = Y aa by,

a+p6=i
(p(z) - q(z)) - r(z) = ex® + -+ ez + €, com e; = Z do - Cp,
a+p=i
q(z) -r(z) = faa* + -+ fiz + fo,com fi= Y ba-cp,
a+B=i
p(x) - (q(z)) - r(z)) = gs2° + - + 17 + go, com g; = Z Ao - f5-
a+pB=i

Sendo assim, basta mostrarmos que e; = g;, para todo 7 € N. De fato,

(= Y dyes= Y (z av-as)-cﬁ: ST (o by) 5=

at+p=i atf=i \y+i=o y40+B8=i
Z a7~(b(;~cﬁ):Za7-<265~65>zza7~j}:gi,
Y+6+8=i YHA=i 5+B=A YHA=i

6. p(x) . q(a:) = (aob,‘ + albi_l + -+ aibo)l’i + -+ (a0b1 + Glbo)l' + aobo =
(boa; + bya;_1 + -+ + biag)x® + -+ - + (boay + byag)x + boag = q(z) - p(x).

7. Sejam p(z) e r(z) = 1 elementos de Z,[x], podemos obter:

p(z)-r(x) =px)-1=(apz™+ - +ax+ag) -1 =a,z™+ -+ a1x+ag = p(z),

UFGD 14 Marco, 2020
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para todo p(x) € Z,|x].

8. Considere:
p(z).(q(z) + r(z)) = teax® + - - - + t1x + to, com t; = Z ao - (bg + cp),

a+B=i
p(z) - q(z) = dex® + - - + dyz + do, com d; = Z Gy - bg,
a+p=1
p(l') ’I“(.T) = h81'5+ +h1$+h07 com hz = Z Qg 'CB'
a+p=i

Desta forma, é equivalente mostrarmos que t; = d; + h;, para todo ¢ € N. De

fato,

t; = Z Ao (bg+cs) = Z (o -bg+aq-cp) = Z Ao g+ Z Ao Cs = di+h;.

a+pB=i a+pB=i a+pB=i a+pB=i
]

Teorema 2.1.2. Z,[x] ¢ um Anel de Integridade, ou seja, € vdlido nesse anel comutativo

com unidade a propriedade:
p(x) - q(z) = 0= p(x) =0 ou q(x) = 0.

Demonstragao. Para tal, utilizaremos a contrapositiva: Se p(z) # 0 e g(x) # 0, entao
p(x) - q(z) # 0.

Sejam p(x) = apz™ + -+ + a1x + a, e q(xr) = bya™ + -+ + by + b, polinbmios em
Zy|x], ambos nao nulos, com a,, # 0 e b, # 0 elementos de Z,. Sendo assim, temos que
Q- by # 0. Segue da definicao da multiplicacao de polinémios que:

p(x) - q(x) = cex® + cs_ 125+ -+ 1T + ¢, onde ¢; = Z o - bp.
a+B=i
Note que:
Cmtn = Z Qg - b,@ = aObm+n + albm+n71 +oe 4+ ambn + - F aernbO = ambn 7& 0
a+B=m-+n

Portanto, o produto possui ao menos um coeficiente nao nulo e consequentemente

p(x) - q(z) # 0. O

Definigao 2.1.6. Seja f(z) = apnz™ + ap12™ ' + -+ + a1z + ap com a,, # 0. O grau

de f éigual ao indice do coeficiente lider a,, e denotamos por gr(f) = m.

Observacao 2. Segue da definicao que gr(f) = 0 se e somente se f(z) = ap, com
ag € Zp — {O}

Proposicao 2.1.3. Sejam f(x), g(x) € Z,[z], polindmios nao nulos, entao:

UFGD 15 Marco, 2020



Beatriz Ibarra Dutra Uma aplicagdo de polindmios em Codificagdo

1. gr(f +g) <max{gr(f),gr(g)}, onde f(x) # —g(x);

2. gr(f-9)=gr(f)+gr(g)

Demonstragao. 1. Sejam f(z) = apa™ + -+ ag e g(x) = bya™ + - -+ + by polino-
mios em Z,[z], com a,, # 0 e b, # 0, como f(zr) # —g(x), entdo temos que
f(z) 4+ g(x) # 0. Consideremos m > n, da defini¢do de adi¢do de polinomios segue
que: f(z) 4+ g(z) = (@ + 0)z™ + -+ - + (a1 + b))z + (ao + by). Note que b,, = 0,
ja que m > n. Portanto, gr(f + g) = m = gr(f). Analogamente, temos que
gr(f +g) =n=gr(g), quando m < n.

Quando m = n, temos ainda duas situacgoes: a,, + b, # 0 ou a,, + b, = 0. No
primeiro caso (a,, + b, # 0), temos que f(z) + g(z) = (am + bp)z™ + -+ + (a1 +
bi)x + (ap + bo) e portanto gr(f+g) = m = gr(f) = gr(g). No segundo caso, temos
f(x) + g(z) = (am + bpn)x™ + (a; + bj)z? + -+ + (a1 + by)x + (ag + by), da hi-
potese temos a,, + b, = 0, logo a; + b; serd o coeficiente lider desse polinomio,

com j < m = n. Logo gr(f+g) =7 < gr(f) = gr(g). Em todos casos temos
gr(f +g) < maxfgr(f), gr(g)}-

2. Segue da definicao do produto de polinémios:

f(x) - g(x) = cx® + cs12° 1 + -+ + 17 + ¢g, onde ¢; = Z o - bg. Note que
a+pB=i
Cman Sera o coeficiente lider de f(x) - g(x), ja que a, # 0 e b, # 0 implicam

Cman = Gm - by, # 0. Portanto, segue da defini¢cao de grau de um polindémio que

gr(f-g) =m+n=gr(f)+gr(g).
0

Exemplo 2.1.7. Sejam f(z) = 42° + 8z + 10 e g(x) = 72° + 32% + 52* + 9 em Zy;[z].

e Note que az = 4 e bs = 7 sao os coeficientes lideres dos polindmios f(z) e g(z),
respectivamente. E portanto gr(f) = gr(g) = 5. Perceba que a5 + bs = 0 em Zq,
sendo assim gr(f + g) # gr(f) = gr(g) = 5. De fato, gr(f + g) = gr(3z® + 522 +
8z +8) = 3.

e Quanto ao grau do produto f(z)-g(x), temos c515 = as-bs = c¢19 = 6. Como ¢ é 0
coeficiente lider de f(z).g(x) entdo gr(f - g) = 10. Fazendo a verificagdo, obtemos:
gr(f-g) = gr(6z'° + 2% + 927 + 2% + 72° + 22* + 42 + 62% + 62 + 2) = 10.

2.2 Divisibilidade em Z,[z]

Definigao 2.2.1. Sejam f(z) e g(z) polindémios em Z,[z]|, com f(x) # 0. Dizemos que
g(x) é divisivel por f(z) ou f(z) divide g(x) se, e somente se, existe k(z) € Z,[z], tal que

UFGD 16 Marco, 2020
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g(x) = k(z) - f(2).
Notagao: f(x)|g(x) (1é-se: f(x) divide g(x)).

Ou seja, em simbolos

f(@)lg(x) & 3k(x) € Zyla], tal que g(x) = k(z) - f(z).

Exemplo 2.2.2. O polinoémio g(z) = 622 + 4z + 1 divide f(z) = 22° + 62* 4+ 42> + 5z + 3

em Z;[x], pois
f(z) =22° + 62" + 42 + 52+ 3 = (52 + 3) - (62> + 4w + 1) = k(z) - g(2)

, onde k(z) = 523 + 3 € Zz[x].

Proposigao 2.2.1. Seja f(x) = ag um polinémio constante em Zy|z|, com ay € Z,—{0}.

f(x) divide g(x) qualquer que seja g(x) € Zy[x].
Demonstracao. De fato, existe aal € Zy, tal que agl ~a, = 1, jA que ag ¢é invertivel

em Z,. Tomemos k(z) = ay'g(z) € Z,[x]. Sendo assim temos:

g(z) =1-g(z) = (a0 ag") - g(w) = ag - ag " g(x) = f(x) - k(x)

qualquer que seja g(z) € Z,[z]. O

Observagao 3. Os polindomios ndo nulos que admitem inverso multiplicativo em Z,[z]
tém grau 0. De fato, seja f(z) € Z,[z] invertivel em Z,[z], ou seja, existe um polindmio
nao nulo g(z) € Z,[z], tal que f(x) - g(z) = 1. Observe que gr(f) + gr(g) = gr(1) o que
implica que gr(f) = 0.

Segue da observacdo que (Zylz])* = Z, — {0}, onde (Z,[x])* indica o conjunto dos

elementos invertiveis de Z,[z]

Proposigao 2.2.2. Sejam f(x), g(x) e h(x) polindmios em Z,[x] nao nulos. Sao vdlidas

as sequintes propriedades:
1. f(x)|f(2);
2. Se f(x)lg(z) e g(z)|h(z), entao f(x)|h(z);

3. Se f(x)|g(z) e f(x)|h(x), entdo f(x)|(g(z) ki(x)+h(x) ke(z)) quaisquer que sejam
0s polinémios ki(x), ka(z) € Zy[x];

4. Se f(x)|g(x), entao o f(x)|g(x), qualquer que seja a constante o € Z,,, com a # 0;

5. Se f(x)|g(x), entio f(x)|g(x) - h(z), qualquer que seja h(x) € Zy[z];
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6.

Se f(x)|g(x) e g(x)|f(z), entao f(z) = a-g(x), onde o € Z,.

Demonstragao. 1. Basta tomarmos k(z) = 1 €  Zyz], temos que

f(x) = 1- f(x) = k(z) - f(z). E portanto, fica demonstrada a reflexividade na

divisao de polindmios em Z,[z].

Da hipoétese, temos que existem ¢q(x), g2(z) € Z,|x], tais que g(z) = ¢ (z) - f(z) e

h(z) = ga2(x) - g(x), assim podemos reescrever h(x) como:

h(z) = q2() - 9(2) = @2(2) - () f(2) = (g2(x) 1 () - f ()

Logo, f(z)|h(z). E portanto é véalida a propriedade transitiva na divisao de poliné-

mios em Z,[z].

Da hipotese, segue que existem ¢;(x), g2(x) € Zy[x], tais que g(x) = q1(x) - f(x) e
h(z) = qa(x) - f(x), dessa forma temos:

9(x) -k (x) +h(x) - ko () = (@) f(2) - k1 () + g2(0) [ (2) - Ra(w) = [(2) - (k1 + gaks)

Portanto, f(z)|(g(z) - ki(z) + h(x) - kao(z)) quaisquer que sejam os polindmios
ki(z), ko(z) € Zy|x].

Se f(x)|g(x) entdo existe ¢i(z) € Zylx], tal que g(x) = q1(z) - f(z), como a €

Z, — {0}, entdo existe o~ € Z,, tal que - o~ = 1, sendo assim, basta fazermos:
g(x) = a  qi(z) - af(z)

Ou seja, a - f(x)|g(x).

Se f(x)|g(x) entdo existe q1(x) € Z,[x], tal que g(x) = ¢:(z) - f(x), multiplicando

ambos 0s membros dessa equac¢ao por qualquer que seja h(z) € Z,[z], obtemos:

E portanto, f(z)|g(z) - h(zx).

Se g(x)|f(x), entao f(z) = qi(z) - g(z), para algum ¢ (z) € Z,[z]. E de f(z)|g(z),
temos que g(x) = ¢2(z) - f(x), para algum ¢2(z) € Z,[z]. Sendo assim, temos:
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Note que gr(f) = gr(q2) + gr(q) + gr(f), ou seja, gr(q1) = gr(gz) = 0 e ¢ () € Zy.
Logo, ¢1(x) = a, com « € Z,,. Portanto f(z) = - g(x).
Il

Proposigao 2.2.3. Sejam f(x),g9(x) € Z,[x], tal que f(x) = a(zx) + b(x), com
a(x),b(x) € Zylx]. Se g(x)|f(x) e g(x)|a(z) entdo g(z)|b(x).

Demonstragao. De fato, da hipotese segue que existem ¢i(x), g2(x) € Z,[x], tais que

f(x) =q(x)g(x) e a(x) = g2(x)g(z). Desta forma, temos:

f(@) = a(x) + b(z) = ¢ (z)g(x) = ga2(x)g(x) + b(x) = b(x) = (q1(x) — ga2(2))g(x)
E portanto, g(z)|b(x). O

Definicao 2.2.3. Seja p(x) € Z,[z]. Os divisores triviais de p(x) sdo os polindomios

constantes nao nulos e os polinémios da forma « - p(x), com a € Z, — {0}.

Exemplo 2.2.4. Os divisores triviais de p(z) = z° + 2z + 4 € Zs[X] sdo: 1,2,3,4,
23 4 20 4 4,225 + 4o + 3,32% + x + 2,42% + 32 + 1.

Teorema 2.2.4. Para todo par de polinémios c(x) e d(z) em Z,[x], ambos nao nulos,

existe um unico par de polinomios q(x) e r(x) em Zy[z], tais que
c(x) =q(x) - d(z) + r(x), com gr(r) < gr(d) ou r(x) =0,
onde q(x) e r(z) sdo chamados,respectivamente, de quociente e resto.

Demonstracao. Existéncia

Considere ¢(z) = apz" + -+ + @12 + ag e d(x) = bypx™ + -+ + bz + by, com a,, # 0
e by, # 0, logo gr(c) = n e gr(d) = m. Se n < m, entdo basta tomarmos ¢(z) = 0 e
r(z) = c¢(x). Observe ainda que ¢(z) = 0-d(z) + c(z) e gr(r) = gr(c) =n < m = gr(d).

Por outro lado, se n > m, entao para prosseguirmos na demonstragao iremos utilizar
a Segunda Forma do Principio de Indugao |5, pagina 19|, neste caso sobre o gr(c) = n.

Se n = 0, entdo temos que ¢(z) = ag. Como m < n =0, entdo m = 0 e d(z) = by,
com ag,by € Z, — {0}. Nestas condi¢des segue que existe b;' € Z, C Z,[z], tal que
byl by =1, ja que Z, é corpo. Sendo assim, tomamos g(r) = agby ' e r(z) = 0 e obtemos
c(x) = apby' - by + 0 = q(x) - d(z) + r(2).

Supondo que o teorema é valido para todo 0 < k < n, onde k = gr(h) e h(z) # 0.
Entao por hipotese de inducao segue que existem ¢;(z) e r1(z) pertencentes a Z,[x], tais
que h(z) = ¢(x) - d(z) + r1(x), com ri(z) = 0 ou gr(ry) < gr(d).

Considere o polindmio:

c(z) = apbta™ ™ - d(x) + h(z)
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com gr(c) =mn > gr(h).
Observe que

c(z) = apb 2™ ™ - d(x) + h(z)
= a,b,'2" " - d(z) + ¢ (z) - d(x) + 71 ()
= (anb,' 2" " + qi(z)) - d(z) + ri(z)

Portanto, basta tomarmos ¢(z) = a,b;,'a™ ™™ + ¢y (z) e r(x) = ri(x), provando assim
a existéncia dos polinomios ¢(z) e r(x), tais que c¢(z) = ¢(x) - d(z) + r(z), com r(x) =0
ou gr(r) < gr(d).

Unicidade

Vamos supor que existem q(x),q(z),ri(z),re(x) €  Zylx], tais que
c(x) = qi(x) - d(z) + r(x) = qax) - d(x) + ra(x), com 1, = 0 ou gr(ry) < gr(d) e
ry =0 ou gr(re) < gr(d).

Queremos provar que ¢ = go € 1 = ro. Temos que ¢ () - d(z) +ri(z) = g2(2) - d(z) +

ro(z), ou seja,

(@1(2) = g2()) - d(2) = ro(2) = 71(2) (2.1)

Da hipétese, temos que d(z) # 0, além disso, vamos supor ¢;(z) — ¢2(x) # 0, ou seja,
r1(z) # ra(x). Portanto, da equacio 2.1 segue que qi(x) # go(z).

Observe que gr(ro — r1) < max{gr(r),gr(rs)} < gr(d). Enquanto
gr((@1() — 1)) - d@) = gr(@r(z) — @) + gr(d) > gr(d). O que é uma contra-
digao.

Logo,devemos ter ¢ = g2 e consequentemente 7, = 79, ou seja, é tnico o par de po-
linémios ¢(x) e r(z) em Z,[z], tais que c¢(z) = ¢(x) - d(x) + r(x), onde gr(r) < gr(d) ou

r(z) = 0. O
Exemplo 2.2.5. Considere os polinomios c(z) = 25 — 25 + 2 —z + 1 e d(z) = 2* — 22

em Zs[x]. Determinemos os polindmios quociente e resto em Zs[x|. Para tal, fagamos:
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20—+t 00—+ 1 2® — 22

—ab 4+ 20 B4+ r+1
02° + 02° + 2 + 02 + 022 — 2 4 1

—11)4—{—$3

0Ozt + 23+ 02 — 2+ 1

—333 —+ 1:2

xz—x—l—l

Portanto, temos que 2% —2° +2* —z+1=(*+2+1)- (2* —2*) + 2> — 2+ 1. Ou
seja, ¢(r) = 23 +x + 1 e r(x) = 2> — x + 1, sdo respectivamente, o quociente e o resto

procurados.

2.3 O MDC entre poliné6mios

Definicao 2.3.1. Dados f(x),¢(x) € Z,[z], ambos ndo simultaneamente nulos. Dize-

mos que d(z) € Z,[z] é o Méaximo Divisor Comum de f(z) e g(x) e denotamos por

MDC(f(x), g(x)) = d(z) se:

1. d(z) é monico;

d(x)|f(x) e d(z)|g(x);

3. Se existe k(z) € Zy[z], tal que k(z)|f(x) e k(z)|g(x), entdo k(z)|d(x) e gr(k) <
gr(d).

Observagao 4. Se p(x) = a,2™ + -+ - + a1 + ag € Zy[z|, com a,, # 0, entdo gr(p) =n e
além disso,

p(x) =a, (v, + - +a, ar +a,'ag),

com os coeficientes a,, - ,a1,a0 € Z,. Sendo assim, concluimos que todo polinomio
nao nulo estd associado a um tnico polinémio ménico. Ou seja, p(z) = a, - m(x), onde
m(r) = z, + - + a'aix + a,’'ag. Observe que, necessariamente,
an £ 0 ¢ p(z) = 0 - m(z) & a7t plx) = m(2).

O fato do M DC ser um polinomio ménico, garante sua unicidade. De fato, supondo
MDC(f(x),g(x)) = di(x) = da(x), temos que dy(z)|da(x), também dy(x)|dy(x), logo do
item 6 da proposigdo 2.2.2 segue que dy(z) = ady(x), com « € Z,. Porém como ambos

sdo monicos devemos ter v = 1 e portanto d(x) = do(z).
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2.3.2 O Algoritmo de Euclides no Anel Z,[z]

Teorema 2.3.1. Dados dois polindmios s(z) e r(x) em Z,|x], tais que gr(s) = gr(r) = 0.

Considere a sequinte sucessao de divisoes:

Onde o processo para quando for obtido o resto zero. Entao r,(z) = a- MDC(s(x),r(x)),
onde o € Zy.

Demonstracao. Seja d(x) = M DC(s(z),r(x)), ou seja, d(x)|s(x) e d(x)|r(z). Note que:

s(z) = qu(x) - r(z) +r1(z) = ri(z) = s(z) — q(z) - r(z)

Do item 3. da proposicao 2.2.2, segue que d(z)|ri(z). Mas se d(x)|r(z) e d(z)|r1(z), entdo
d(x)|ra(x) = r(x) — g2(x) - r1(x). Prosseguindo com esse mesmo raciocinio, temos que
d(x)[rn(x)-
Observe que:
Tn-1(2) = Gus1(2) - 10 () = 10(T) [ T01(2)

E ainda,

Tn—2(T) = qn() - (
= QH(x) ) qnﬂ(x)rn(:v) + Tn(x)
= (QH(x)Qn-H(x) + 1) ) TTL(I)

Ou seja, r,(x)|r,_o(x). Prosseguindo com esse processo, concluimos que r,(z)|r(x) e
ro(x)]s(z), mas como d(z) = MDC(s(x),r(x)), entdo r,(z)|d(x).
Portanto, segue do item 6. da proposi¢ao 2.2.2 que r,(z) = a- MDC(s(z),r(z)), onde
a € ZLy. [

A seguir vamos apresentar alguns exemplos e como encontrar o MDC de dois polino-

mios dados.
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Exemplo 2.3.3. 1. Sejam f(z) =2+ 23+ 32> +4x + 1 e g(x) = 2° + 22% + 42 + 3

em Zs[x]. Temos que:

Logo, MDC(f(z),g(x)) = 2% + 4.

2. Sejam f(x) =3x° 4+ 2%+ 3z + 3 e g(x) = 22° + x em Zs[z]. Temos que:

fz) =

g(z) =
20+ 3 =

42 +1) - g(z) + (2 + 3)
2+ 1) (20 +3) + 32
4) -3z +3

) (3)+

(
(
(
(

Logo, r3(x) = 3 é o ltimo resto ndo nulo, e portanto M DC(f(x), g(x)) =313 =1.

3. Sejam p(x) = 2® + 1 e g(z) = 22* + 2 polinomios de Z3z[z|. Temos que:

p(z) =2z g(x)+ (22 + 1)
g@)=(+1)-2r+1)+1
2 +1=(20+1)-1+0

Portanto, o tultimo resto nao nulo das sucessivas divisoes é 1, ou seja,
MDC(p(x), g(x)) = 1.

Definicao 2.3.4. Dados dois polinomios f(x) e g¢g(x) em Z,[z], tais que

(
MDC(f(x),g(x)) = 1. Entao dizemos que f(z) e g(z) sdo primos entre si.

Teorema 2.3.2. O mdzimo divisor comum d(zx) de dois polinémios, nao simultaneamente

nulos, f(z) e g(x) em Zy[x] existe. E além disso, existe \(x), pu(x) € Zy|x], tais que:

d(x) = M) - f(2) + p(x) - g(x).

Demonstragao. Considere o conjunto S = {\(z)- f(x)+p(x)-g(x)| M), u(z) € Z,[z]}.
Seja d(z) € S o polindmio monico de menor grau, note que d(z) = \(x)- f(z)+p(z)-g(x),
para convenientes A(z), u(x) € Zy[z].

Do teorema 2.2.4, segue que existem gqi(z),ri(z) € Zy[z], tais que
f(z) =q(z)-d(z) +r(x), com ri(x) =0 ou gr(r;) < gr(d). Observe que:

f@) = qu(x) - (Ma) - f(2) + plz) - g(2)) +11(2) =
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r(z) = (1 = q(@)AMz)) - f(2) = (q(@)p(z) - 9(z) = ri(z) € S

Sendo assim, temos que 7r1(z) = 0, j4 que ri(x) € S e gr(d) é o menor em S. Logo,
F(@) = au(a) - (), ou seja, d(x)|f(x).

De modo andlogo, fazendo a divisao de g¢g(x) por d(z), concluimos que
9(x) = () - d(x), com go(x) € Zylal, ou scja, d(x)]g(x).

Supondo que exista k(x) € Z,[z], tal que k(x)|f(z) e k(z)|g(z), entao k(x)|d(x). De
fato, o terceiro item da proposicao 2.2.2 nos garante.

Portanto d(x) satisfaz as condigbes da defini¢do 2.3.1 e M DC(f(z),g(x)) = d(z). O

Proposigao 2.3.3. Sejam f(z) e g(z) polinomios de Z,|x].
MDC(f(x),9(x)) =1< INx), u(z) € Zyx], tais que A(z) - f(x) + pu(z) - g(z) = 1.

Demonstragao. Se MDC(f(x),g(x)) = 1, entdo pelo teorema 2.3.2 segue que existem
ANx), pu(x) € Zylx], tais que A(z) f(x) + p(z) - g(z) =1

Por outro lado, se existem \(z), u(z) € Z,[x], tais que \(x)f(z) + p(x) - g(x) = 1,
entao seja d(x) = MDC(f(z),g(x)). Pelo item 3 da proposigao 2.2.2, segue que d(z)|1,
logo devemos ter d(x) = 1.

Portanto, MDC(f(x),g(z)) = 1. O

Proposigao 2.3.4. Sejam f(x),g(x)e h(x) polinomios de Zy[z]. Se f(z)|g(x) - h(z) e
MDC(f(x),g9(z)) =1, entao f(x)|h(x).

Demonstragao. Como MDC(f(x),g(x)) = 1, entdo pela proposigao 2.3.3 segue que exis-
tem A(z), u(x) € Z,[z], tais que X(x) - f(x) + p(z) - g(x) = 1. Multiplicando ambos os

membros da equagdo anterior por h(x) obtemos:

ha)Ax) f(z) + h(z)p(z)g(z) = h(z)

Sendo assim, temos que f(x)|f(z) e portanto do item 5. da proposi¢ao 2.2.2 segue
que f(x)|h(z)A(x)f(z). Além disso, por hipotese f(x)|g(z)h(x), desta forma segue que
£ @) h(@)(x)g().

Portanto o item 3. da proposigao 2.2.2 nos garante que f(z)|h(z)A(z) f(z)+h(z)u(x)g(z),
ou seja, f(z)|h(x). O

2.4 Polinomios irredutiveis

O conceito de polindmios irredutiveis em Zy[x] se assimila aos nimeros primos no
conjunto dos nimeros inteiros Z. Da mesma forma é possivel estabelecer em Z,[x] um
algoritmo euclidiano. Nesta secao iremos apresentar alguns resultados relacionados a esse

topico.
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Definicao 2.4.1. Dizemos que u € Z, é raiz de um polindémio p(x) € Z,[z] se p(u) = 0.
Exemplo 2.4.2. Seja p(z) = 2° + x + 3 € Z5[X]. Temos que u = 3 ¢ raiz de p(x). Pois
p(3)=3*+3+3=0.

Definigao 2.4.3. Seja f(x) € Z,[x]. Dizemos que f(z) tem um fator de grau 1 em Z,[z]
se f(x) = (ax+ B) - g(z), onde «a, f € Zy,, com a # 0 e g(z) € Zy,[x].

Teorema 2.4.1. Seja f(x) € Z,y[z]. f(x) possui um fator de grau 1 em Z,[x] se, e

somente se, f(x) tem uma raiz em Z,.

Demonstragao. (=) Se f(z) tem fator de grau 1, entao seja f(x) = (ax + 3) - g(z), com
a,B €Zy,e g(x) € Zy|x]. Como Z, & corpo e « é necessariamente diferente de zero, segue
que —fa~t € Z, C Z,[z] é raiz de f. De fato,

f(=Ba™") = (a(=Ba™') + B) - g(—Ba™") = 0.

(<) Seja a € Z, umaraiz de f(z). Do teorema 2.2.4, segue que existem q(z), r(x) € Z,[z],

tais que:
f(z) =q(z)(x — a) + r(x), com r(x) =0 ou gr(r) < gr(x — a) = 1.
Sendo assim, considere r(z) = ¢, com ¢ € Z,. Observe que:
0=fla) =gqla)(a—a)+c=c
Logo, f(z) = q(z)(x — ), ou seja, f(z) tem um fator de grau 1. O

O resultado acima nos mostra que se « é raiz do polindémio f(z), entao necessariamente

r — o é um divisor de f(z).

Coroléario 2.4.2. Seja f(z) = a2+ - -+a1x+ag € Zy[x], com a, # 0. Seuy,ug, -+ , U,

sao raizes de f, entao:

f(x) = (2 —w)(w —ug) - (= um) - g (),

onde g () € Zy[x] e gr(qm) = n—m. Além disso, outras eventuais raizes de f sio raizes

de qp,.
Demonstrac¢ao. Caso o leitor queira ver uma demonstragao sugerimos [4, pagina 286]. [

Proposigao 2.4.3. Seja f(x) € Z,[x], um polindmio nao nulo, com gr(f) = n. Entao

f(x) tem no mdximo n raizes em Z,.

Demonstracao. Caso o leitor queira ver uma demonstragao sugerimos [3, pagina 27|. O
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Definicao 2.4.4. Seja p(z) € Z,[x], com gr(p) > 1. Dizemos que p(x) é irredutivel em
Zy|x] se p(z) = a(x) - b(z) implicar que a(x) ou b(x) é um polinémio constante em Z,[z].

Caso contrario, dizemos que p(x) é redutivel.

Exemplo 2.4.5. O polinoémio p(z) = x® +x + 1 & irredutivel em Z;[z]. De fato, supondo
p(x) redutivel, entao temos que p(x) = a(z)b(z), com a(x),b(x) € Z,[z] e gr(a), gr(b) # 0.
Observe que gr(p) = 3 = gr(a) + gr(b), por simplicidade, vamos nos ater ao caso em que
gr(a) =1 e gr(b) = 2. Ou seja, p(z) tem fator de grau 1 e do teorema 2.4.1, segue que
p(z) tem raiz em Zs|x].

No entanto, fazendo os testes das possiveis raizes de p(x) que seriam 0,1,2,3 ou 4,
notamos que nenhuma delas o sdo, o que é um absurdo. Portanto, devemos ter que p(x)

é um polinoémio irredutivel em Zs[z].

Observe que um polindémio p(z) € Z,[z], com gr(p) > 1 é irredutivel se seus tnicos
divisores em Z,|x] sdo os triviais. Caso haja mais divisores, temos que p(z) é um polinémio
redutivel em Z,[z].

Se ainda, p(z) = a(x)-b(z) € Z,|x] é irredutivel e a(z) é constante, entdo b(z) também
é irredutivel. De fato, pois caso b(x) fosse redutivel entao terfamos b(z) = a/(x)-0'(x), com
a(x),b(x) € Zy[x] e 0 < gr(d’), gr(b') < gr(b). Desta forma, p(x) = a(z)d’(x) - b'(x), com
0 < gr(ad’),gr(b') < gr(p), o que é um absurdo, ja que p(z) é por hipotese irredutivel.

Proposicio 2.4.4. Sejam f(z),a(x) € Zy[z|, onde f(x) é irredutivel. Se f(x) 1 a(x),
entio MDC(f(x),a(x)) = 1.

Demonstracao. Seja d(z) = M DC(f(x),a(z)), da definicdo de M DC' segue que d(x)|a(x)

e d(x)|f(x), mas como f(z) é irredutivel, entao gr(d) = 0 ou gr(d) = gr(f). Vamos supor
gr(d) = gr(f), entdo f(x) = ad(x), com a € Z,, segue do item 4 da proposi¢ao 2.2.2 que
ad(x) = f(z)]a(z), o que é um absurdo, ja que por hipotese f(z) f a(z). Sendo assim,
devemos ter gr(d) =0 e como d(x) é monico entdo d(z) = MDC(f(x),a(x)) = 1. O
Proposigao 2.4.5. Sejam f(z),a(x),b(x) € Z,[x], onde f(z) € irredutivel. Se f(x)|a(x)b(z),
entao f(x)|a(z) ou f(z)|b(z).

Demonstra¢ao. Vamos supor que f(z) 1 a(z), entdo da proposigdo acima segue que

MDC(f(x),a(x)) =1 e ainda da proposicao 2.3.3 temos que existem A(z), pu(x) € Z,[x],
tais que A\(z)f(x) + pu(z)a(z) = 1. Observe que

E como f(z)|b(x)\(z)f(x) e f(x)|b(x)u(z)a(z), entdo do item 3 da proposigao 2.2.2 segue
que f(z)|b(z). O
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Proposigao 2.4.6. Seja p(x) € Z,[x]. Se gr(p) =1, entdo p(x) € irredutivel.

Demonstragao. Seja p(z) = a(x) - b(x), com a(x),b(x) € Z,x]. Note que
gr(a) + gr(b) = gr(p) = 1, sendo assim, temos que gr(a) = 0 e gr(b) = 1 ou vice e
versa. Desta forma, sem perda de generalidade, tomemos gr(a) = 0, entdo a(x) é cons-

tante e portanto p(z) é irredutivel. O

Proposiciao 2.4.7. Seja f(z) € Z,[z], com gr(f) = 2 ou gr(f) = 3. Entao f(x) é

redutivel em Z,[x] se, e somente se f(x) possui raiz em Zy[z].
)

Demonstragao. (=) Se grau de f(x) igual a 2 ou 3, entdo supondo f(z) redutivel e
f(z) = a(x)b(x), com a(x),b(x) € Zy[z], como a soma dos graus de a(z) e b(x) deve ser
igual a 2 ou 3 segue que pelos menos um dos polindmios deve ter grau 1. Do teorema
2.4.1, segue que este deve ter raiz em Z,[z| e consequentemente f(z) tem raiz em Z,[z].
(<) Se f(z) tem raiz em em Zy[x], entdo pelo teorema 2.4.1 f(x) tem fator de grau 1 e

consequentemente f(x) é redutivel em Z[x]. O

Um interessante resultado em Z,[z|, similar ao Teorema Fundamental da Aritmética

nos inteiros é o que segue:

Teorema 2.4.8. Seja p(x) = ppa™ + -+ + p1x + po um polindémio de grau n em Zy[z],
com n > 1. Entao p(z) se fatora de forma unica (a menos da ordem dos fatores) como

um produto de um o € Z, vezes um produto de polindmios irredutivets e monicos.

Demonstracao. Existéncia

Para tal, vamos utilizar a Segunda Forma do Principio de Indugao |5, pagina 19|, neste
caso sobre o gr(p) = n.

Se n = 1, entdo a proposi¢ao 2.4.6 nos garante que o proprio p(x) = pix + py ja é
irredutivel, sendo assim, basta tomarmos o = p; e reescrevermos p(x) = « - (v + o~ 'py),
com « € Z, e x + a 'py é irredutivel e monico.

Supondo que o teorema seja valido, para todo gr(p) = k, com 0 < k < n, entao
considere o polinomio p(z) € Z,[z], com gr(p) = n. Se p(z) irredutivel, entdo segue que
p(x) = arg(x), com a; € Zy e g(x) = gox™ + - - - + go, sendo assim, tomando o = ay g, e
g(x)=a"+ -+ g tqx + g, g0 obtemos p(x) = ag’(x) com ¢'(z) irredutivel e monico.

Se por outro lado p(x) é redutivel, entdo p(z) = f(z) - g(x), com f(z),g(x) € Z,[x]
e 0 < gr(f),gr(g) < n. Sendo assim, por hipotese de indugao segue que f(x) e g(x) se

fatoram de forma tinica como segue:

f(@) = anar(z)ag(z) - - ar () e g(x) = azar i1 (x) - - - @),
com ay, g € Z, e os polindémios a,(x) irredutiveis e monicos, com i = 1,2, --- .
Observe que a5 - g € Zy, ja que Z, é corpo, considere entao o = ay - 3. Desta forma,

concluimos:
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p(x) = aay(z)az(z) - - ar(x)arp (z) - - ar(x)

, com « € Z, e os polinoémios a;(z) irredutiveis e monicos, com i =1,2,--- ,[.
Unicidade

A unicidade decorre da proposicao 2.4.5. Basta supor
p(f) = Oélal(x) <o a,.(x) = Oé2b1(x) < by,

com r < s, ay, a2 € Z,, onde a;(x) e bj(x) sdo monicos e irredutiveis. Assim temos que
ay(z) divide algum b;(z), vamos supor, sem perda de generalidade, que seja by(x), sendo
assim, by(x) = wjai(x), no entanto como aq(z) e by(z) sdo monicos e irredutiveis, segue

que u; = 1. Dividindo ambos os lados da igualdade por a;(z), obtemos:
ajaz(x) -+ a.(x) = agbe(x) -+ - bs(x)
Repetindo esse mesmo processo obtemos:
a; = agbyq1(x) - bs(x)

Mas se isso ocorre, entdo r = s. Logo os fatores a;(x) e b;(x) monicos e irredutiveis sao

0s mesmos a menos da ordem e oy = .

]
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CAPITULO 3

A aritmética dos restos no anel de polinémios Z,|z]

Neste capitulo faremos um breve estudo sobre a aritmética realizada com os restos da

divisdo de elementos de Z,[z| por um polinémio p(x) € Z,[z].

3.1 Congruéncias

Definigao 3.1.1. Sejam p(z), ¢(x), s(x) € Z,[x]. Dizemos que p(z) é congruente a q(z)
modulo s(x), se p(x) e ¢(x) deixam o mesmo resto quando divididos por s(z) e simboli-

Zamos por:
p(x) = q(x) mod s(x)
Lé-se: p(zx) é congruo a ¢(x) modulo s(z).
Da definicao segue direto as seguintes propriedades:
Proposigao 3.1.1. Sejam m(x),p(x),q(z) e t(x) polindmios em Z,[x|.
1. reflexiva: p(x) = p(x) mod m(x);
2. simétrica: p(z) = q(x) mod m(x) = q(x) = p(x) mod m(x);

3. transitiva: p(x) = q(x) mod m(z) e q(z) = t(x) mod m(zx) = p(x) = t(x) mod
Exemplo 3.1.2. Sejam os polinomios p(z) = 2® —2° + 2t — 2+ 1, ¢(z) = 23 — 2% e

q(x) = 2> + x + 1 em Zy[z]. Observe que:
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pr)=(+z+1) - mx)+ (2*+r+1) eqz)=0-m(z)+ (22 +z+1)
Portanto, p(z) = ¢(x) mod m(z).

O proximo resultado caracteriza o conceito de congruéncias por meio de divisibilidade

no anel Z,|x].
Proposigao 3.1.2. Sejam p(z), q(x) e m(x) polindmios em Zy|z]. Entao
p(x) = q(x) mod m(x) < m(x)|p(z) — q(x).

Demonstra¢ao. (=) Da hipotese segue que p(z) e ¢(z) deixam o mesmo resto quando divi-
didos por m(x). Desta forma, sejam p(x) = q(x)m(z) + r(z) e
q¢(z) = @(x)m(x) + r(z), para algum ¢(z), ¢@(z),r(x) € Z,x], com gr(r) < gr(m)
ou r(z) = 0. Fazendo p(z) — ¢(z) obtemos:

p(x) = q(x) = qi(z)m(z) + r(z) — g2(x)m(zr) — r(z)

= (q1(z) — q2(x)) - m(x)

Logo, m(x)|p(x) — q(x).
(<) Do teorema 2.2.4, segue que existem ¢;(z), ¢2(2), r1(z), ro(x) € Zylx] tais que:
p(x) = qu(@)m(z) + ri(z), com gr(ry) < gr(m)oury =0
e

4(x) = a(w)m(x) + ra(a), com gr(rs) < gr(m) ou r5(x) = 0.

Fazendo p(x) — q(x) obtemos:

p(z) = q(z) = (@1 (2) = ga2(2))m(x) + (r1(2) = 7a(2)) (3.1)

Queremos mostrar que 7 (z) = ra(x). Da hipotese segue que m(x)|p(z) — q(z), além
disso, m(x)|(q1(x) — g2(x))m(z), sendo assim da equacao 3.1 e da proposigao 2.2.3 segue
que m(x)|r(z) — ro(x).

Se ri(z) — ra(x) # 0, entdo existe [(z) € Zylz], tal que ri(z) — ro(x) = m(z) -
[(x). Sendo assim, gr(r; —ry) = gr(m) + gr(l) > gr(m). Por outro lado, temos que
gr(ry — re) < max{gr(ry),gr(r:)}, no entanto gr(ri),gr(rs) < gr(m), ou seja,
gr(ry —r2) < gr(m), o que ¢ um absurdo.

Logo, devemos ter ri(z) — ro(z) = 0, ou seja, r(x) = ro(x) e p(z) = ¢q(x) mod
m(x). O

Proposigao 3.1.3. Sejam a(x),b(x),c(x),d(x), m(z) € Zyz]. Se a(zx) = b(z) mod m(z)

e c(x) = d(x) mod m(z), entdo:
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Demonstragao. 1. Como a(x) = b(z) mod m(z) e c(x) = d(z) mod m(x), segue da pro-
— a(x) m(z)|d(x) — c(x). Sendo assim,

;;;;;

posicio 3.1.2 que m(x)|
m(x)|(b(x) — a(x)) + (d(z) —

S

—

&
/\‘—’

(b(z) — a(x)) + (d(x) = c(x)) = (b(z) + d(z)) — (a(z) + c(2)),

Ou seja, m(x)|(b(x) + d(x)) — (a(x) + ¢(z)) e portanto a(z) + c(z) = b(z) + d(z)
mod m(z).

2. Observe que b(z)d(x) — a(x)c(z) = d(x)(b(z) — a(z)) + a(z)(d(z) — c(z)). Como
m(z)|d(x)(b(x)—a(x))+a(x)(d(x)—c(x)), entdo m(z)|b(x)d(x) —a(x)ec(x). Portanto
a(x) - ¢(z) = b(x) - d(x) mod m(z).

O]

Proposigao 3.1.4. Sejam a(z),b(z),c(z),m(x) € Zy[z] e d(z) = MDC(c(x), m(x)).

Temos que

a(z)c(z) = b(z)c(x) modm(z) < a(x) =b(x) mod ZL<($))
T
Demonstragio. Considere t(zx) = " ¢ 2(2) = < Opger t(z) e 2(z) s
emonstragao. Considere t(z) = i) e z(z) = d(x) serve que t(z) e z(x) sdo
relativamente primos, ou seja, M DC(t(x), z(z)) = 1. Além disso,

a(z)e(z) = b(z)e(x) modm(z) < m(x)|a(z)e(x) — b(x)c(x)

Sendo assim, existe k(x) € Z,[z], tal que

afx)e(x) — b(a)e(a) = m(a)k(s) <
(ale) — b{a))el) = m(x)k(x)
(o) = b)) 553 = k)

(a(z) = b(x))2(x) = t(x)k(x)

Como MDC(t(x),z(z)) = 1, entdo a igualdade acima ocorre se, e somente se,

t(z)|(a(z) — b(x)). 0
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A proposicao acima também é valida no conjunto dos inteiros, ou seja, dado

a,b,c,m € Z, m > 1 e d= mdec(c,m), entdo:

a-c=b-cmodm < aEbmod%.
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CAPITULO 4

Corpos Finitos baseados no Anel de polinémios Z,|x]

Neste capitulo faremos uma introducgao a corpos finitos baseados no anel de polindémios
Zy|z], abordando os conceitos de caracteristica de um corpo, elemento primitivo, extensao
de corpos, polinomios minimais e por fim um método para encontrar polinémios irreduti-
veis. Elementos essenciais na construcao de codigos, assim como para sua decodificacao,

assunto que abordaremos no capitulo 5.

4.1 Ideais do anel Z,[z]

Definigao 4.1.1. Seja I C Z,[z]|, um subconjunto, tal que I # (). Dizemos que [ ¢ um

Ideal de Z,[x] se para quaisquer a(x),b(z) € I, verificarem-se as relagoes:
1. a(z) —b(x) € [;
2. a(z)-r(xz) € I, Vr(x) € Zy|z].

Exemplo 4.1.2. 1. Dado o polindémio constante a(x) = ay € Z,[x], com ag # 0.
Temos que I = {a(x)b(z);b(z) € Z,[x]} C Zy[z] ¢ um ideal de Z,[z]. De fato, se
c(x),d(x) € I, entdo:

(a) c(z) —d(z) = aoqi(x) — aoga(z) = ao(qi(x) — g2(x)) € I;
(b) a(x) - r(z) € I, ¥r(x) € Z,fal, ja que I = {a(x)b(z); b(z) € Z,[a]}.
Neste exemplo, em particular, temos que I = Z,[x]. Pois I C Z,|z], isto ¢é claro. E

se p(z) € Zy|x], como podemos reescrevé-lo como p(z) = ag-ay 'p(z), ja que ag € Z,

e ag # 0, segue que p(x) € I, ou seja, Zy[z| C I.
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2. Osideais I =0 e [ = Zy[z| de Z,|x] sao chamados os Ideais Triviais de Z,[z].

Definicao 4.1.3. Dado a(z) € Z,[x]. Se o ideal I de Zpy[z], é tal que
= {a(x) - b(x);b(x) € Zy[z]}, entdo dizemos que I é um Ideal Principal de Z,[z] e
denotamos I = (a(z)). Um anel onde todos os seus ideais sdo principais é chamado de

Anel de Ideais Principais.
Teorema 4.1.1. Z,[x] é um Anel de Ideais Principais.

Demonstragao. Queremos mostrar que se I ¢ um ideal de Z,[z] entao I é um ideal prin-
cipal, ou seja, I = (a(x)). Desta forma, seja I um ideal de Z,[z]. Se I = {0}, basta
tomarmos a(z) = 0 € Z,[x] e obteremos I = (a(x)).

Se por outro lado, I # {0}, entdo seja a(z) # 0 € I, onde o grau de a(z) é o menor em
I. Do item 2. da definigao 4.1.1 segue que (a(x)) C I. Além disso, considere b(z) € Ido
teorema 2.2.4, segue que existem ¢(x) e r(z), com gr(r) < gr(a) ou r(z) = 0, tais que

b(z) = q(z)a(z) + r(z)

Observe que r(z) = b(x) — g(x)a(x) e como b(x), q(x)a(x) € I do item 1. da definigao
4.1.1 segue que r(z) = b(x) — q(x)a(x) € I. Sendo assim, temos que r(x) = 0, pois gr(a)
¢ o menor em /, impossibilitando-nos de termos gr(r) < gr(a).

Portanto b(z) = ¢(z)a(z) € (a(x)), ou seja, I C (a(z)) e I = (a(x)). O

De forma mais precisa, se I é um ideal nao nulo de Z,[z], entdo é tinico o polinémio
monico a(x) € Zylx], tal que I = (a(x)). De fato, supondo I = (a(z)) = (b(x)), com
a(x),b(x) € Zylx], entdo a(z)[b(x), também b(z)|a(x), mas como sdo ambos monicos
entdo a(x) = b(x).

Definicao 4.1.4. Seja I um ideal do anel Z,[z]. O conjunto
r(z) + 1 ={r(z) +a(x);a(x) € I},
onde r(x) € Zy[z], forma uma Classe Lateral de I em Z,[x].

Definigao 4.1.5. O conjunto de todas as classes laterais de I em Z,[z] é conhecido como

conjunto Quociente de Z,[x] por I e denotamos por Z,[x]/I.

Exemplo 4.1.6. Considere o conjunto quociente Zs[x]/(z? + x + 2). Os elementos de
Zs|x]/(2*+x+2) sdo as classes laterais r;(x) + (2% + 2 +2), tais que r;(z) sdo 0s polindmios
representantes de sua classe residual modulo 22 + x + 2. Desta forma, temos que 7(z) = 0
ou gr(r) < gr(z* + x + 2) = 2. Logo,

Zsla)/(a? + x +2) = {[0], [1], [2], [z], [z + 1], [& + 2], [22], [2z + 1], [22 + 2]}
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No conjunto quociente Z,[x]/I é possivel definir:

o Adicao: (a(z) + 1)+ (b(x) + 1) = (a(z) +b(z)) + I;

Multiplicacao: (a(z) + I)(b(x) + I) = a(x)b(z) + I;

Elemento neutro na adicao: 0+ I;

Elemento neutro na multiplicacao: 1+ I.

Definida as operagoes de soma e produto acima é facil notar que Z,[z]/I é um anel

comutativo com unidade.

Exemplo 4.1.7. Considere o polindémio f(z) = 2° + = + 2 em Zs[z]. Fazendo

Zs|z]/(x?* + x + 2) obtemos
Zs| X)) (2* + x +2) = {[0], [1], [2], [#], [z + 1], [z + 2], [2z], [22 + 1], [2x + 2]}.

As operagoes em Zs[x]/(x* + x + 2), sdo descritas abaixo:

e Adicao:

+ [0] 1] 2] [7] [z +1] [r+2] [22] 204+ 1] [22+ 2]

[0] [0] 1] 2] [7] z+1] [z+2] [22] 224+ 1] [22 4+ 2]

1] 1] 2] 0] [z+1] [zr+72] [z] 22 4+1] [22+ 2] [22]

2] 2] [0] 1] [z + 2] [7] [z+1] [2z+2] [22] 22 + 1]

[z] [z] [r+1] [r+2] (2] 22+ 1] [22+ 2] [0] [1] 2]
[x+1] | [z+1] [z+2] [x] 2z +1] [2z+2] [2x] [1] [2] [0]
42 | [z+2] [z] [z+1] [22+2] [22] 22 + 1] 2] [0] 1]

[22] [22] 2z +1] [2z+2] [0] 1] 2] 2] [z+1] [z+2]
2z 41 | 2241 [2z+2] [22] 1] 2] 0] [z+1] [z+42] [7]
2z +2] | 27 + 2] [22] 22 + 1] 2] [0] 1] [+ 2] [7] [z+ 1]

e Multiplicacao:
. 0] 1] 2] ] [z+1] [z+2] [2] 22+ 1] [2z+ 2]
0] | [] 0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]
1] [0] 1] 2] [] [x+1] [z+2] [2] 2z +1] [2z+ 2]
2] [0] 2] 1] [2x] 2z +2] [2z41] ] [z+2] [z+1]
] [0] [z] [2x] 2z + 1] 1] [z+1] [r+2] [22+2] 2]
[z+1] | [0] [zx+1] [2z+ 2] 1] [z + 2] [2] 2] [] 2z + 1]
[x+2] | [0] [x+2] [2z+1] [z+1] (2] 2] 2z + 2] [1] [x]
[2z] [0] (2] [x] [z + 2] 2] 2r+2 [2z4+1] [z+1] 1]
2z +1] | [0] [2z+1] [z+2] [2z+ 2] [z] [1] [z + 1] 2] [2x]
2z +2] | [0] [22+2] [x+1] 2] 2z + 1] [x] [1] [2] [z + 2]
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Na operagao de multiplicagao, quando o grau do polindémio produto é igual ou ultra-
passa gr(f) = 2 entao fazemos uma reducao modulo f(x). Por exemplo [2242]- [z +2] =
(22 +2) - (x+2)] = [22° +1] e 222+ 1 = 2 mod (2% + 2+ 2). Logo, [2z+2] - [z + 2] = [z]
em Zs[z]/(2® + = + 2).

4.2 O corpo Fj»

O anel Z,[x]/I pode ser um corpo, desde que I seja um ideal gerado por um polinomio

irredutivel. E o que vamos mostrar nesta secao.

Definicao 4.2.1. Seja M um ideal de Z,[z]. Se o tnico ideal de Z,[z| que contém M e é

diferente de M é I = 7Z,[z], entao dizemos que M é um Ideal Mazimal de Z,[x]. Ou seja,
M cC CCZyz]=1=Moul =1Z,x].

Um anel comutativo com unidade recebe o nome de corpo se todo elemento nao nulo
desse anel admite inverso multiplicativo. O ideal Maximal se faz importante neste con-
texto, ja que a partir dele podemos construir corpos, como mostra o proximo teorema. Ja

sabemos que Zy[z]|/M é Anel Comutativo com Unidade.
Teorema 4.2.1. M ¢ um ideal mazimal de Z,[x] se, e somente se, Z,[x]/M € um corpo.

Demonstragao. (=) Considere M um ideal maximal de Z,[z]. Dado a(z) € Z,[z] — M,
como Z,[z]/M é um anel comutativo com unidade, é suficiente mostrar que a(z) + M é

invertivel em Z,[z|/M. Para isso, considere
A ={a(z)r(z) + m(z);r(r) € Zp[z], m(x) € M}.

Observe que todo m(z) € M pode ser escrito da forma a(z) - 0 + m(z), com
r(z) = 0 € Zy|z], sendo assim, segue que M C A. Além disso, dados ki (), ka(x) € A,

temos:

o ki(x)—ko(x) = a(z)ri(x) + mi(z) — (a(x)ra(z) + mao(x))
= a(x)(r1(x) = ra(2)) + (ma(x) — ma(2))
= a(x)r(z) + m(z) € A, ja que ri(z) —ra(x) € Zy[z] e
mi(z) —ma(x) € M.

o ki(x)e(r) = (alz)ri(z) +ma(z))c(z)
= a(x)ri(x)c(z) + mi(z)c(z) € A, qualquer que seja c(x) € Zy[z].
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Ou seja, A ¢ ideal de Z,[z] que contém M e como a(z) = a(z)l+0€ Ae a(z) ¢ M,
entao A # M e portanto A = Z,[z].
Em particular, como 1 € A, entdo 1 = a(z)r(z) + m(z), com r(x) € Zy[z] e m(z) € M,

entao

(a(z) + M)(r(z) + M) = a(x)r(z) + M
= (a(z)r(z) + M) + (m(z) + M)
= (a(@)r(z) +m(z)) + M
=1+ M.

+
+

Logo, Z,[x]/M é corpo.
(<) Considere I um ideal de Z,[z]|, com I # M e M C I, para a reciproca ¢ suficiente
mostrar que I = Zy[z|, garante a defini¢do 4.2.1.

Seja a(z) € I — M, como Z,[z]/M é corpo, existe r(z) € Z,[z] satisfazendo (a(z) +
M)(r(x) + M) = 14+ M e assim a(x)r(z) + m(z) = 1 para algum m(z) € M. Como
1 =a(x)r(z) + m(z) € I, segue que I = Z,[z]. O

Teorema 4.2.2. Z,[z]/(m(x)) é um corpo se, e somente se, m(x) é irredutivel em Z,|x]

Demonstragao. (=) Vamos supor m(z) = a(x)b(x) € Z,[z], com a(x),b(x) € Z,[z],
do teorema 4.2.1 segue que o ideal (m(z)) é maximal em Z,[x], j& que por hipdtese
Zyplx]/(m(x)) é corpo. Observe que (m(x)) C (a(x)), da definicao 4.2.1, segue que (a(x)) =
(m(x)) ou (a(x)) = Zy[z]. No primeiro caso temos que a(x) = m(z)q(r) para algum

q(z) € Z,[x]. Sendo assim,

m(x) =a(x)b(x)
=m(x)q(z)b(x)

e gr(m) = gr(m)+ gr(q) + gr(b), desta forma segue que gr(q) = gr(b) = 0 e consequente-
mente m(z) é irredutivel. Se (a(x)) = Z,[z] entdo 1 € (a(z)) e existe a~*(z) € Z,[z], tal
que a(x)a~t(x) = 1, mas se isso ocorre entao a(x) ¢ um polindmio constante e portanto
m(z) é irredutivel.

Portanto, m(z) é irredutivel em Z,[z].
(<) Seja I um ideal de Z,[z], tal que (m(z)) C I C Zy[z]. Como Zy[z] é um anel de

ideais principais, entdo existe b(z) € Z,[z], tal que I = (b(z)). Assim,

(m(z)) < (b(x)) C Zy[x].

Logo, m(x) € (b(x)) e dai m(z) = b(x)a(z), para algum a(x) € Zyx]. Como m(z) é
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irredutivel, entdo a(r) = o € Z, — {0} ou b(z) = 8 € Z, — 0.
Se a(z) = «, entdao m(z) = ab(z) e isso implica o 'm(x) = b(x), logo (m(x)) = (b(z)).
Se b(xz) = f3, entao 1 € (b(x)) e portanto (b(x)) = Zy|x].

Portanto (m(z)) ¢ maximal e segue do teorema 4.2.1 que Zy[z]|/(m(x)) é corpo. O

Exemplo 4.2.2. O anel quociente Zs[z]/(2* + z + 2) é um corpo. De fato, 22 + x + 2
nao possui raiz em Zs, sendo assim, da proposicao 2.4.7 segue que x? + x + 2 é irredutivel
em Zs[z], e ainda do teorema 4.2.2, segue o resultado.

Ja vimos que
Zslx]/(x* + x + 2) = {[0], [1], [2], [z], [z + 1], [x + 2], [2z], [2z + 1], [2z + 2]}.

Néo é por acaso que |Zs[z]/(z* + z + 2)| = 3%, na verdade sempre que Z,[z]/(g(z))
for corpo, vamos ter |Z,[x]/(g(x))| = p", com p primo e gr(g) = n. Além disso, dois
corpos com o mesmo numero de elementos sao sempre isomorfos, a demonstracao dessa
afirmacao encontra-se em |6, pagina 76, teorema 4].

Afim de simplificarmos a notacdao, adiante vamos considerar o corpo
Zylz]/(f(x)) = Fpn, com gr(f) =n e [Fpn| = p".

Vale observar que podemos considerar F, = Z,, no entanto Fpn # Z,n, ja que Fyn €

um corpo, enquanto Z,» nao o é. Por exemplo, F32 & corpo e Zg nao é corpo.

4.2.3 A caracteristica do corpo F.

Definicao 4.2.4. Seja n € N, com n > 0. Se para algum n verifica-se
a(xz) - n = 0, qualquer que seja a(x) € Z,[x], entdo existe um menor inteiro positivo
r, tal que a(z) -r = 0, Va(z) € Zyx]. Dizemos que r é a caracteristica de Z,[z] e

denotamos por ¢(Z,[x]) = r.

Exemplo 4.2.5. A caracteristica de Zos[z] & 23. Note que em qualquer polindémio

g(x) = a,a™ + -+ + a1x + ag € Zoz|x], temos
23 - g(x) = 23a,2™ + -+ 4+ 23a1x + 236 =0+ ---+ 04+ 0 = 0.
Além disso, nao hé natural menor que 23 que atenda a condicao acima.
Este resultado se estende a todo anel do tipo Z,|x], desde que p seja primo, veja.
Proposicao 4.2.3. ¢(Z,[z]) = p.

Demonstragao. De fato, p-a(x) = 0, qualquer que seja a(z) € Z,[x]. Além disso, supondo
que ha p’ < p, tal que p’ - a(x) = 0, qualquer que seja a(z) € Z,[x], entdo seja p’ = p — n,
com n # 0. Multiplicando ambos os termos da equacao anterior por a(x) # 0 € Z,[z],

obtemos:
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pa(x) = pa(z) —na(x) = —na(x) =0
Como Z,[z] é um anel de integridade e a(z) # 0, segue que n = 0, o que contradiz a

hipotese. Logo, ¢(Zy[z]) = p. O

Proposicao 4.2.4. Seja F' um corpo finito de caracteristica p. Se a,b € F, temos que
(a £b)P =aP £ bP.

Demonstragao. A prova deste resultado pode ser encontrada em [6, pagina 67]. ]

Proposicao 4.2.5. Considere ¢ uma poténcia de p. Se f(z) = apz” + -+ + a1x +ag €
Zyplx], entdo

f(x)?=ala + -+ afz? + a

Demonstragao. A prova deste resultado pode ser encontrada em |6, Observagao 2, pg.67].
]

4.2.6 Elemento Primitivo
Para a proxima preposigao considere o conjunto F; = F, — {0}.

'

Proposigdo 4.2.6. Se a € F}, com q = p", entdo o?~' = 1.

Demonstragao. Considere a aplicagdo o : F; — Ty, dada por o(a) = aa. A aplicagio o
¢ bijetora. De fato, se ca; = aay entao como [Fy é corpo e a # 0, segue que a; = as, logo
o ¢ injetora. Além disso, o : F; — F; e como F} ¢ finito, entdo o ¢ sobrejetora.

Desta forma temos que F; = {a1,az, -+ ,a,1} = {aa;, aag, -+ ;aa, 1} e

aa;ag - - - Qg1 = A1042 * * * Ag—1

Portanto, a4~ ! = 1. O

Observe que da proposi¢ao acima, segue que todo o € F, é raiz do polinémio
21—z €Zyz],jaqueat T =1=al=a=a?—a=0.
E ainda, como gr(x? — ) = ¢ entao o polindémio z? — x possui no maximo ¢ raizes em

F,. Mas como todo elemento de I, ¢ raiz de 27 — z, entao do corolario 2.4.2 segue que
-z =(x—-0)(r—a)(r—a) - (x—a,1).
Dizemos que F, ¢ um Corpo de Decomposicao de 29 — x sobre Z,,.

Definigao 4.2.7. Seja a € F;, onde F; =F, — {0} e F, um corpo finito. Dizemos que a

ordem de « é n, se n é o menor inteiro positivo, tal que
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o =1.

Definicao 4.2.8. Seja a € F,, com o # 0. Dizemos que a é um elemento primitivo se
Fr={1,a, -, a??},

ou seja, a ordem de « for g — 1.

Observe que as poténcias do elemento primitivo geram todos os elementos nao nulos
de F,. E por se tratar de poténcias de mesma base, tal notacao facilita o célculo de
multiplicagao entre esses elementos.

Todo corpo finito possui elementos primitivos, a prova dessa afirmacao pode ser en-

contrada em |6, pagina 78§].
Proposigao 4.2.7. Seja a € Fyu primitivo sobre Z,, tal que o =1, entio (p" — 1)|d.

Demonstragdo. Se o é primitivo entdo o ~! = 1. Além disso, existem ¢ e r inteiros ndo

negativos, com 0 < r < (p" — 1), tais que d = ¢(p™ — 1) 4+ r. Desta forma, observe que

ot = ("N = a" =1,

Mas r nao pode ser ordem de «, ji que p” — 1 é o menor inteiro positivo, tal que

"=t =1, sendo assim devemos ter » = 0. Logo, p" — 1]d. O]
Exemplo 4.2.9. Considere o corpo Fs: = Zs[z]|/(2* + 1). Temos que
Fo = {[1], 2], [z], [z + 1], [ + 2], [22], [22 + 1], [22 + 2]}.

Fazendo a verificacao de cada elemento temos que os elementos primitivos de Fs2 sao:
[z +1], [x + 2], [2z + 1], 22 + 2].
Para exemplificaciio, seja o = [+1], como « é primitivo de imediato temos que o~ = 1.

Além disso, temos

o =[x+ 1)° =[1]
ol =+ 1) =[x +1]
o =[x+ 1) = [2° + 22 + 1] = [27]

[z +1]° =]
[z+1] =1
[z +1]" =]
o =z +1P =[2*+1] =2z +1]
[z +1]" =1
[z +1]" =]
[z +1] =]
[z +1]" =]

=+ 1' ="'+ +z+1] =2

o =[x +1P° =[2°+22* + 23 + 2% + 22+ 1] = 22 + 2
b =[x +1)° = [2° +22° + 1] = [7]

Q=+ ="+ + 2+ 2+ + 1) = [z + 2]
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Ou seja, Fi, = {a® o', a? o o, a” o a"}. E ainda,

) — 2= (2)(z —a)(z — a?)(z —a®)(z —a*)(z — ) (z — ) (z — a")(z — ab).

Lema 4.2.8. Se x,m,n sdo inteiros positivos com x > 1 entdo (2™ —1)|(z" — 1) < m|n.

Demonstrac¢ao. (<) Vamos supor n = mgq, para algum ¢ inteiro positivo. Da relagdo de

congruéncia segue que

2™ =1mod(z™ —1) =
2™ =17 mod (2™ — 1) =
2™ —1=0mod(z™ —1) =

z" —1=0mod (2™ —1).
Ou seja, (2™ —1)|(z™ — 1).

(=) Considere n = mq + r, com 0 < r < m. Observe que

" —1 S =1 2" —1
=z )
zm—1 xm—1 xm —1

Da hipotese segue que (z™—1)|(z" —1), além disso (™ —1)|(z™9—1) e consequentemente
™ — 1]z" (2™ — 1), desta forma temos que ™ — 1|2" — 1, no entanto r < m, sendo assim

r deve ser 0.
O]

Teorema 4.2.9. F,. contém um subcorpo Fym se, e somente se, m|n.

Demonstragdo. (=) Considere os corpos Fyn e Fym, tais que Fym C Fyn. Seja a € Fym,
tal que o # 0, da proposigao 4.2.6 segue que o' = 1. Mas também « € F,, logo
oa?" =1 = 1. Ou seja, as raizes de /" — x sao raizes de 27" — z, logo (2" — x)|(zP" —z) e
consequentemente (2P 1 — 1)|(zP"~! — 1).

Portanto, do lema 4.2.8 segue que m|n.

1

(<) Se m|n entdo do lema 4.2.8 segue que (zF"~! — 1)|(2zP"~! — 1) e consequentemente

(2" —x)| (2" —z). Logo as raizes de 27" —z sdo também de 2" —z, ou seja, Fym C Fpn. O

Exemplo 4.2.10. Abaixo ilustramos os subcorpos de Fsi2 e Frss:

UFGD 41 Marco, 2020



Beatriz Ibarra Dutra Uma aplicagdo de polindmios em Codificagdo

Fose

Figura 1: Subcorpos de Fi? e F39.

Fonte: autora

4.3 Extensoes

Definicao 4.3.1. Sejam K e E corpos. Se K C E dizemos que E é uma extensao de K.
Sendo assim, segue do teorema 4.2.9 que, desde que m|n, Fyn é uma extensdo de Fym.

Definicao 4.3.2. Seja E uma extensao do corpo K. Um nimero o € E é dito Algébrico
sobre um corpo K se existe um polinémio ndo nulo f(z) € K|z], tal que o é uma raiz de

f(x), isto ¢, um polindbmio
f(x) =apx™ + -+ a1x + ag
com coeficientes a,, ay,--- ,a, € K, com ao menos um coeficiente nao nulo.

Exemplo 4.3.3. Sejam f(z) = 2* + 2+ 1 € Zy[z] e 0 corpo Fas = Zy[x]/(z* + x + 1), tal

que

Fou = {[0], [1], [2], [z + 1], [z?%], [z* + 1], [#® + 2], [2® + = + 1], [23], [#3 + 1], [2® + 2],
(23 + 22, [23 + o + 1], [23 + 22 + 1], [2% + 2% + 2], [23 + 2* + = + 1]}

Observe que a aplicagdo a — [a] é um isomorfismo de Zs sobre o subcorpo Fy = {[0], [1]}
de Fy1. Deste modo, podemos dizer que Fy4 é uma extensao de Zs.

O elemento [z + 1] € Fou ¢é algébrico sobre Z,. De fato, tome a = [z + 1] e
f(x) =2 + 2 + 1 € Zy[z] e observe:

flz+1) =+ 1+ z+1]+1=[z*+14+z+1+1]=[z* + 2+ 1] = 0]
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4.4 Polindbmios Minimais

Definicao 4.4.1. Seja a € F,. algébrico sobre o corpo Z, e F,» uma extensao de Z,. O

tinico polinémio de menor grau entre os polindémios f(z) em Z,[x] satisfazendo:
L f(a)=0;
2. f(x) monico.

E chamado o Polinémio Minimal de a sobre Z, e denotado por f(z) = M,(z).

Exemplo 4.4.2. Seja o = [z] € Fy2 = Zs[z]/(2? + £ + 1) uma raiz do polinomio f(z) =
1+ x + 2% € Zy[x]. Observe que os dois polindémios lineares x ¢ 1 + z nao sao polindmios

minimos de a. Portanto, M, (z) = 1+ z + 2z*. Também

fA+a)=1+(1+a)+(1+a)
=1+1l4+a+1+a
=1l4+a+a?
=0

E como 1+ a ndo é raiz de x ou 1+ z, entdo 1 + x + 2% também ¢ polindmio minimal de
1+ a.

Os elementos de um corpo que possuem o mesmo polinémio minimal sao denominados

conjugados. Vamos agora apresentar algumas propriedades do polinémio minimal.
Proposigao 4.4.1. Seja M, (z) sobre Z, e f(x) € Z,[x].

1. M, (x) é irredutivel.

2. Se f(a) =0, entao My (z)|f(x);

3. My(x)|aP" — x;

4. Se a € Fpn € um elemento primitivo, entao gr(M,) =n;

5. Se a,af € Fpu, entio My (z) = Maw(2).

Demonstragao. 1. Se M, (x) = a(x)b(x), e supondo gr(a), gr(b) > 0, entao
M, (a) = a(a)b(a) =0 = a(a) =0 ou b(a) = 0.

O que & um absurdo, ja que gr(M,) é o menor tal que M,(a) =0 . Logo a(z) ou

b(x) é constante, sendo assim, M, (x) é irredutivel.
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2. Do teorema 2.2.4 segue que existem ¢(x),r(x) € K, com r(z) = 0 ou gr(r) <
gr(Ma,)), tais que f(z) = My (z)q(z)+r(z). Fazendo f(a), temos f(a) = My (a)g(a)+
r(a) = r(a) = 0. Ou seja, r(z) ¢ um polindémio onde gr(r) < gr(M,) , tal que
r(a) = 0, o que & um absurdo. Desta forma, devemos ter r(z) = 0 e portanto

Ma(2)|f ().

3. Considere f(x) = zP" — x, sabemos que o € Fpn ¢ tal que f(a) = 0, sendo assim,

do item 2, segue que M, (z)|z"" — z.

4. Fn é um espago vetorial de dimensao n (veja em [6, pagina 72|), sendo assim,
quaisquer n + 1 elementos de F,» sdo linearmente dependentes (£.D.). Desta forma

temos que existem a; € Z,, nao todos nulos, tais que:

n

Z a;a’ = 0.

=0

Ou seja, existe um polindomio de grau menor ou igual a n, cujo « é raiz. Logo,
gr(Ma) < n.

Além disso, considere o corpo Fgrma) = Zy[z]/(Mao(x)), como a ¢ raiz do polino-
mio minimal segue que @ € F o mo) € ainda, da hipotese, a é primitivo, logo os
elementos de [F,» sao escritos em fungao de o e consequentemente também perten-
cem a F ormqa). Desta forma, segue que gr(My) = n, mas também gr(M,) < n,
portanto devemos ter gr(M,) = n.

Dizemos que o polindmio minimal de um elemento primitivo é um polinémio primi-

tivo.

5. Seja a,af € Fyn, com os polinomios minimais M, (z) e Mar(x), com M, (z) =

2" 4 -+ a1x + ag. Da proposigao 4.2.5,

0= M,(a)
= (Ma(@))?
= ()" + -+ afo? + ag

= M, (aP).

A altima igualdade ¢é valida, pois a! = a; mod p, Va; € Z, (Pequeno Teorema de Fer-
mat') e portanto M, (a?) = 0. Sendo assim, do item 2 temos que M » ()| Mg (7).
E como M,(z) é irredutivel entdo My (x) = fMr(x), com § € Z, — {0}.

Também sabemos que M, (z) e Mar(z) sdo monicos, sendo assim devemos ter

!Para saber mais sobre o Pequeno Teorema de Fermat consulte [5, pAginas 156- 158].
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f = 1. Portanto M, (z) = Mg»(x).
O
As poténcias de o que possuem o mesmo polinémio minimal formam conjuntos dis-

juntos, chamados Classes Laterais Ciclotomicas. Desta forma, todo oF, tal que k varia

em uma classe lateral ciclotomica tem o mesmo polinémio minimal.

Definigao 4.4.3. A operagao de multiplicacdo por p divide os inteiros (modp™ — 1) em

conjuntos chamados Classes Laterias Ciclotomicas (mod p™ — 1).

A classe lateral ciclotomica contendo s ¢ dada por Cs = {s, ps, p’s, p®s, -+, p™ s},
onde ng representa o menor inteiro positivo tal que p™ - s = s mod (p™ — 1).
A classe lateral é representada por Cj, onde s é o menor namero da classe lateral. Tais

indices s sdo chamados representantes de classe lateral (modp™ — 1).
Exemplo 4.4.4. Classes laterais ciclotémicas:

1. Para p =3 e n = 2, observe que

0=0 modg8
3-:0=0 mod8

Logo, Cy = {0}.
1=1 mod8

3-1=3 mod8
32.1=1 mod8

Logo, C7 = {1, 3}.

2=2 mod8
3:-2=6 mod8
32.2=2 mod8

Logo, Cy = {2, 6}.

4=4 mod8
3-4=4 mod8
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Logo, Cy = {4}.

5=5H mod8
3:-5=7 mod8
32.5=5 mod8

Logo, Cs = {5, 7}.

2. E para p=3en =3, temos:

mod 3% — 1

Co = {0}

¢y = {1,3,9)
Cy = {2,6,18)
Cy = {4,10,12}
Cs = {5,15,19)
Oy = {7,11,21}
Oy = {8,20,24}
Ci3 = {13}

Chq = {14,16,22}
Cyr = {17,23,25}

Seja Myi(x), com o' um elemento primitivo de Fpn e @ € Cy = {s,ps, - ,pP"'s}.
Do item 5 da proposicao 4.4.1 temos que Mys(x) = Maps(x) = -+ = M _no-1,(2). Note
que como o' é raiz de Mi(z), entdo (z — ') é um divisor de M,i(z), sendo assim como
todo o, com i € {s,ps,p?s, -+ ,p" s}, é raiz de Myi(z) e a” # o' (desde que r # t)?
entao:

(x—a)(@—am) - (x—a” ) = [] (@ = o) Mas(x).

Jjels

Outra propriedade dos polindomios minimais.

Proposigao 4.4.2. Se o' é um elemento primitivo de Fyn, com i € Cs, entdo

M) = ] (z = o).

j€Cs

Demonstragdo. Da hipotese temos que i € Cy = {s,ps,p?s, -+ ,p" 's}. Considere o

polinomio ménico f(z) = (z — a®)(x — a?) -~ (z — ™ '), com o € Fyn. Queremos

?Neste caso como r e t pertencem a mesma classe ciclotémica eles sdo necessariamente distintos.
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mostrar que f(z) = Mi(z).

Recorde que nas classes ciclotémicas p™ss = s, sendo assim,

=f(x)”
Desta forma, segue que se f(z) = apz™ + -+ + ax + ag, entdo
fx)P = a (x™)P + --- 4+ alzP + af e portanto a; = a? para todo i = 0,--- ,m, mas

se isso ocorre entao devemos ter que a; € Z, e consequentemente f(x) € Z,[z]. Também
sabemos que f(z)|M,gi(z) e como sdo ambos monicos, entdo devemos ter f(z) = Mi(z).
Ou seja,

Mai(z) = [] (&= o).

JECs

]

Exemplo 4.4.5. Considere o corpo Fs2 = Z,[z]/(2*+2+2) e @ = [z] € F32. « ¢ primitivo

sobre Zs, de fato, os elementos de 32 que as poténcias de « representam sao:

a® =[1]

a = [z]

o = [z]? = [27 + 1]
o’ = 2] = [27 + 2]
)

o’ = [a]” = [22]

o =[z]° = [z + 2]

o =[z]" = [z +1].

Ja conhecemos as classes ciclotomicas quando p = 3 e n = 2 (exemplo 4.4.4). Sendo

assim, utilizando o resultado da proposicao 4.4.2 vamos encontrar os polin6mios minimais
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dos elementos de Fs2. Observe que

Co={0}=2Mp=Myps=z—-=c—1=x+2;
C; ={1,3} = My(z) = (z — a)(x — a®) = 2* + 2+ 2;
Oy ={2,6} = Moa(s) = (3 — 0¥)(z — ) = 2 + 1.
04:{4}¢Ma4<> (G—al)=z+1;
={5,7} = Mus(z) = (x — °)(z —a”) = 2? + 22 + 2.

Logo,
Elemento | Polinémio Minimal

0 x

a®=1 T+ 2

a, o >+ +2

a?, af 2241
at r+1

o, af 2% 4 22 + 2

4.5 Método para encontar polindmios irredutiveis

Teorema 4.5.1. O produto de todos os polindomios irredutiveis sobre Z,, cujo grau divide

.. n
n, € iqual a ¥ — x.

Demonstracio. Sabemos que F,n é corpo de decomposigio de 2P — x, sendo assim, este
nao possui fatores miltiplos. Desta forma, seja f(x) € Z,[zx] um polinémio irredutivel
sobre Z,, com gr(f) = d, onde d|n, queremos mostrar que f(z)[z?" — .
Supondo F,« = Zy[x]/(f(x)), seja o € F e uma raiz de f(x) entdo f(x) = My(x), do item
9 da proposicao 4.4.1, segue que f(z)|2?" — .

Se f(x) = z, entdo é claro, que f(z)|z?" — z. Considere entao f(z) # z, ji sabemos
que f(z)]z?" — z, em particular f(z)zP""" — 1.

Por hipotese djn, do lema 4.2.8 (p? — 1)|(p® — 1) e consequentemente
(271 = 1)|(2?" -1 = 1), logo f(z)|z"" — a.

Considere agora f(z) irredutivel sobre Z,, tal que f(x)|(z?" —z) e gr(f) = d, queremos
mostrar que d|n. Seja o € F*4, tal que f(a) = 0, entdo para algum ¢(z) € Z,[x], temos

s

" —x=q(x)f(z) = o —a=q(a)f(a) =" =a.

Considere ainda 3 um elemento primitivo de [F,q, tal que 8 = ag + ajoc + -+ - + ag_104

sendo assim como a”" = a e a; = af , para todo i € {0,--- ,d — 1} (Pequeno Teorema de
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Fermat), ja que a; € Z,, temos:

d—1
B=ay+aa+-+ a1«
'

_ agn + a/llznoépn + . + asil(&d—l)pn

= "
e ainda, como 3 é primitivo, entao § # 0, sendo assim BP"' =1 e da proposicio 4.2.7 a
ordem de 3, (p? — 1) deve dividir (p" — 1), sendo assim, do lema 4.2.8, segue que d|n. [

Teorema 4.5.2. No corpo F,, 7" — x ¢ igual ao produto de todos polinémios ménicos

irredutiveis sobre Iy, cujo grau divide n.
Demonstragao. |6, pagina 73, proposigao 11] ]

e oA . . .., oA n .,
Um modo de encontrar polindomios irredutiveis é fatorar o polinomio 2P — z, ja que do
teorema 4.5.1 segue que zP" — z é o produto dos polinémios irredutiveis, cujo grau divide

n.

Exemplo 4.5.1. Considere o corpo Fon e a € F3,, primitivo sobre Zs.

1. Para n=1, temos 2* + z = x(x + 1). Assim:

Elemento ‘ Polindmio Minimal
0 T
1 x+1

Ou seja, os polindmios irredutiveis em Fy sao x e z + 1.

2. Para n=2, temos 22’ — 2 = 2(z+ 1)(z2+ 2 +1). Além disso, as classes ciclotomicas
modulo 22 — 1 = 3 sao: Cy = {0} e C; = {1, 2}. Assim:

Elemento | Polin6mio Minimal
0 x
ad=1 r+1
a,a? 2 +x+1

Ou seja, os polinomios irredutiveis em Fo2 sdo: z, x +1e 22 + 2 + 1.

3. Para n=3, temos v —z = z(x +1)(z® + 22 +1)(2> + x + 1). Além disso, as classes
ciclotémicas modulo 23 — 1 = 7 sdo: Cy = {0}, C; = {1, 2,4} e C3 = {3, 6, 5}.
Sendo assim, considerando Fys = Z,[z]/(2® + x + 1) e a = [z + 1] primitivo em Fys

temos:
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Elemento | Polinomio Minimal
0 x
a’ =1 r+1
a, o, ot B+t +1
a3, a® ad 2441

Ou seja, os polindomios irredutiveis em Fos sdo: x, x +1, 23+ o+ 1 e 2% + 22 + 1.

Os polinomios 23 +z+1 e 23 +22+1 do exemplo acima sio ditos polindmios reciprocos.
Um polinémio reciproco de f(x) é dado por f*(z) = 29 . f(x~1), ou seja, invertendo a
ordem dos coeficientes de f(z). Logo se f(z) = a,x™ + - - -+ a1z + ag, entdo seu reciproco
serd fR(x) = apa™ + -+ ay_17 + a,.

As raizes do polinémio reciproco sao os reciprocos das raizes do polindmio original. Se
um polindmio é irredutivel seu reciproco também é. Além disso, se M, (x) é o polinémio

minimal de «, entdo M2 (z) = M,-1(x).

4.5.2 Raizes da unidade

Definicao 4.5.3. Dado m e n inteiros positivos, uma raiz n-ésima da unidade num corpo

F,m é uma raiz em F,» do polinémio 2" — 1.

O proximo teorema nos fornece a fatoracao do polinémio 2z — 1 em polinémios mi-
nimais, esse resultado serd muito ttil na construcao de coédigos ciclicos, que veremos no
proximo capitulo.

Antes, definiremos a generalizacdo da construcao ciclotémica para n € N e

mde(n,p™) = 1. A classe lateral ciclotomica de p modulo n que contém s é dada por:

_ 2 ms—1
CS_{Sa ps, p s, ,pP 8}7
onde m, - s = s mod n.

Teorema 4.5.3. Sejam o um elemento primitivo de Fpm, M,i(x) polinémio minimal de
ol e n um nimero inteiro positivo com mdc(p™,n) = 1, onde n|(p™ — 1). Vamos supor
que {Cy, C1, - -+, Cy} seja um congunto completo de representantes de classes ciclotémicas
de p modulo n, entao o polinémio x™ —1 tem fatoragcao em polindmios moénicos irredutivess

sobre Fym :

t
=0
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p"—1
—

Onde Mg, () € o polinémio minimal da classe ciclotomica Cy e r =

Demonstragao. Considere f(x) = 2™ — 1. Note que nr = p™ — 1, assim:

=1-1 Ja que o 71 =1 da proposicio 4.2.6.

Logo, a” é uma raiz n-¢sima da unidade. Sendo assim, as raizes de 2" — 1 serao
1, a", a®, .-, a" D" Desta forma, pela definicio de polinémios minimais 4.4.1 os po-
lindmios M,ir(x) sdo divisores de 2 — 1 para todo 0 < @ < n — 1. Para determinar-
mos a fatoracao de 2" — 1 basta determinarmos os polind6mios minimais distintos entre
Mo (), Mor(x),- -, Mym-1r(T).

Sabemos que M () = Mir(x) se, e somente se, ir e jr estdo na mesma classe
ciclotomica médulo p™ — 1 = rn e como mdc(r,rn) = r, entdo a proposi¢ao 3.1.4 nos

garante
ir = jrmodrn < ¢ = jmodn.

Logo os polindmios distintos entre Myo(z), Mar(2), -+, Mym-n-(z)  sdo
Me,., Mc,,., -+, Mg,,, pois os indices i’s sao representantes de classes ciclotdomicas de p

modulo n, logo sao distintos.
O

Exemplo 4.5.4. Considere o polinomio x'3 — 1 sobre Zs. Vamos inicialmente encontrar

os representantes das classes ciclotomicas de p = 3 mddulo 13.

Co = {0}
C1=1{1,3,9}
Cy ={2,6,5}
Cy = {4,12,10}
Cr ={7,8,11}

Logo, {Cy, C1,Cy,Cy,C7} € o conjunto completo de classes ciclotomicas de p = 3
moédulo n = 13. Como mde(33,13) = 1 e 13|(3*—1) entao tomamos m = 3 e consideramos

o corpo Fgs. Considere o polindomio irredutivel 1 + 2z + 23, por inspecio o = x € Fss
3 -1
13

é primitivo. Além disso, r = = 2, sendo assim, do teorema acima procuramos
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os polindmios minimais das classes ciclotomicas Cs.g, Co.q,Cs.9,Co4 € Cor de 3 modulo
3% — 1 = 26, tais classes ja foram determinadas no exemplo 4.4.4. Da proposicao 4.4.2,

segue

Co={0} = Myp@)=@—-a)=0v—-1=2+2

Cy=1{2,6,18} = Mu2(z) = (z — o*)(z — o) (x — a'®) =2+ 2 + 2* + 2°
Cy = {4,10,12} = Mya(z) = (z — o)

Cs = {8,20,24} = Ms(z) = (x — o)
Cry = {14,16,22} = Myu(z) = (x — ") (z — o) (2 — a**) =2+ 22 + 2°

x—&10)<$—0412):2—|—$2+333

(
(x — a®)(x — ®) = 2+ 21 + 22% + 27

Do teorema 4.5.3, segue

1713 —1= ./\/lao (ZE)MQQ($)MQ4 (x)Mas($)Ma14<x)
=2+2)2+r+2*+2%)(2+ 2% +2%)(2+ 27 + 227 + 2°)(2 + 22 + 2°).
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CAPITULO 5

Codigos Ciclicos

Um codigo ciclico € uma subclasse dos codigos lineares (para saber mais sobre os co-
digos lineares consulte |6, capitulo 5, pagina 85-111]). Estudado inicialmente por Prange
[9] em 1957, os codigos ciclicos sao muito utilizados nas aplicagbes por possuirem bons
algoritmos de codificacao e decodificacao. Nesses codigos é possivel obter uma nova pa-
lavra apenas por uma mudanca ciclica em uma palavra ja pertencente ao codigo, como
veremos adiante.

Neste capitulo, considere o produto cartesiano de n copias de Z,, ou seja,

D-

s

Loy =Ly X Lp X -+ XL

n vezes

Zy & um espago vetorial definido sobre o corpo Z, (veja mais detalhes em |2, capitulo

3, paginas 31-47]). O anel Zy[x]/(2" —1) é isomorfo a Z} através da transformagao linear:

T:Zy, — Zyz]/(x"—1)

-1
(apay -+ ap_1)—> ag+a1x + -+ + ap_12"

E denotamos por: Z; = Z,[z]/(2" — 1), como espago vetorial sobre Z,.
Uma base de Z,[z]/(a® — 1) & [1], [z], [z]* -+, [2]""', pois para todo
[p(x)] € Z,[x]/ (2™ — 1) temos que

[p(2)] = [ap + a1 + - -+ + ap_12™ ]
— &0[1} + al[x] 4+ 4 anil[x]nfl.

93
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Além disso, se ag[1]+a[z]+ - +a,_1[z]""1 = [0], entdo [ag+ajz+- - +a,_12" ] = [0],
ou seja, s(z) = ap + mx + -+ + a,_12" ' € (2" —1). Se s(z) # 0, entdo s(z) =
ap + a1r + - + a, 12"t = (2" — 1)t(x), para algum t(z) € Z,[z]. Mas se isso ocorre

temos uma contradicdo, ja que gr(s) < n. Logo s(z) =0eay=a; =---=a,—1 =0.
Sendo assim, ¢ possivel 'transportar’ um subconjunto C' de Z; para Z,[r]/(z" — 1),
veremos isso com mais detalhes no decorrer deste capitulo. Observe ainda que os elementos
de Z,[z]/(x™—1) sdo classes residuais modulo 2™ —1, no entanto iremos omitir os colchetes,
a fim de simplificar a notagao. Da transformagao linear acima segue que vetores em Z,;

correspondem a polinémios em Z,[x]/(z™ — 1). Por exemplo:

Elementos de Z3 | Elementos de Z3[X]/(z? — 1)

(00) 0

(10) I

(20) 2

(01) x

(11) l+x

(21) 242

(02) 2z

(12) 1+ 2z

(22) 2422

5.1 Cobdigos Ciclicos

Defini¢ao 5.1.1. Dizemos que um cédigo C' C Z; € um cddigo ciclico se:
1. €' é um subespago vetorial de Zy;
2. Ve=(cop+-ch_1) €C = (cho1¢o-+-Cnz) € C.

Exemplo 5.1.2. C' = {vy,ve,v3,v4} C Z2, com vy = (00), vo = (10), v3 = (01), vy =

(11) & um codigo ciclico, ja que por inspec¢ao temos:

vy =(00)eC=(00)eC
ve=(10)e C=(01)eC
v3=(01)e C=(10)eC
u=(11)eC=(11)eC

Além disso, é facil ver que C' é um subespaco vetorial de Z2.

Podemos ainda caracterizar os codigos ciclicos algebricamente, pois como ja dito Z é

isomorfo a Zy[x|/(z™ — 1), ou seja, podemos tratar os elementos de Z; como polindomios
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em Zylz]/(z" —1).
Sendo assim, observe que c¢(z) € Z,[z]/(z" — 1) quando multiplicado por = tem seus

coeficientes permutados, veja:

ve(r) =x(ap + a1z + -+ ap_yz™ )

=agr 4+ a1x® 4 -+ ap_1 2"

=, 1+ aox + a2+ +a, 2"

Acima, usamos o fato que " = 1 mod 2" — 1. Observe que se ¢ = (agay -+ ay_1)

é o correspondente de c(x), entdo xc(z) corresponde ao vetor (a,_1aga---a, 3), ou
seja, o deslocamento ciclico das coordenadas de ¢ é dada pela multiplicagdo de ¢(z) por
z. Em geral, z'c(x) corresponde ao vetor (an_1,an_(it1), " , @i, Gn_(i—1)) € Zy, com
1<1<n+1.

Dado o isomorfismo

T:Z, — Zyz]/(a" 1)
(agay---ap_1) —> ag+ a1z + -+ ap_12" "

Vamos identificar 7(C) = I com o préprio C, onde C' é um subconjunto nao vazio de Z7.

Teorema 5.1.1. Um subespago vetorial C de Zy = Z,[z]/(z" — 1) € um cddigo ciclico se,

e somente se, C' é um ideal de Zy[z]/(z" —1).

Demonstragao. (=) Sendo C' um subespaco vetorial de Z, segue que C'é fechado para adi-
¢ao, satisfazendo uma condicao de ideal. Além disso, sabemos que C' é um co6digo ciclico,

entao de c(r) € C segue que z'c(z) € C, com i € N. Considere
n—1

a(x) € Zylx]/(z™ — 1), com a(z) = Zaimi, pois 1, z, -+ ,z""! ¢ base de Z,[x]/(z" — 1).
i=0

Temos que:

Como em C' a multiplicacao por escalar é fechada, segue que ¢(z)a(z) € C, cumprindo as
condic¢Oes necessarias para que C' seja um ideal de Z,[z]/(z™ — 1).

(«=) Segue direto da defini¢ao de ideal que C' é subespago vetorial de Zj. Também, como
C & um ideal de Z,[z]/(z" — 1), entdo para todo c(z) € C e a(z) € Zy[z]/(z™ — 1) temos

UFGD 55 Marco, 2020



Beatriz Ibarra Dutra Uma aplicagdo de polindmios em Codificagdo

que a(z)c(r) € C. Em particular fazendo a(z) = 2, com i € N, temos que x'c(x) € C.

Logo, C' é um codigo ciclico. O

Sabemos que Z,[z] ¢ um anel de ideais principais (Teorema 4.1.1), sendo assim
Zplx]/(x™ — 1) também o sera [8, pagina 80]. Desta forma, temos que todo ideal nao
nulo I de Z,[x]/(z™ — 1)) é gerado por um polinémio monico de menor grau possivel em
1. Ou seja, todo codigo ciclico C' é gerado por um tinico polindmio moénico de menor grau
em C.

Definigao 5.1.3. Se C' C Zj ¢ um cddigo ciclico, com C' = (g(r)), entdo dizemos que

n

g9()

Observe que o polinémio gerador g(z) ¢ necessariamente um fator de 2" — 1. Caso

g(x) é o polinomio gerador de C' e h(z) = é o polinomio verificador de C.

contrario terfamos z" — 1 = q(x)g(z) + r(z), para algum ¢(z) com gr(r) < gr(g) e
r(z) # 0, mas note que 2" — 1 equivale a zero em Zy = Z,[z]/(2" — 1) e 2" — 1 € C,
também g(x)q(z) € C, sendo assim segue que r(z) € C, mas isso é um absurdo (pois g(x)

tem grau minimo em C' e gr(r) < gr(g)), a menos que r(z) = 0. Portanto, segue que
g()|(z" = 1).

Exemplo 5.1.4. Considere o subespago vetorial C = {000,110,011,101} de

~Y

73 = Zolxl/(2® — 1). Utilizando a representacdo polinomial obtemos

C ={0,1+z,2+ 2% 1+ 22}, note que C' é um codigo ciclico, ja que:

0eC=z-0=0€eC,
(l+2)eC=zx+1)=a+2°€C
(z+2)eC=a(@®+a)=>+2*=1+22€C
(1+2*)eC=a(l+aY)=z+2°=1+x€C.

Além disso, o tinico polindémio moénico de menor grau em C' é 1 +z e (1+z)|(z® — 1),

sendo assim C' = (1 4+ z). Ou seja, o polinomio gerador do codigo C é g(x) =1+ z e o
3 —1
1+

Teorema 5.1.2. Seja C' C Zy[z]/(z" — 1), com C = (g(x)) e gr(g) =r. Entdo

polinémio verificador é h(z) = =z*+r+1

n—r—1

g(]}), a:g(a:), xQQ(x)v' R g(ﬂ?)

¢ uma base de C' sobre Zjy,.

n—r—1

Demonstragao. Primeiro vamos mostrar que g(z), xg(x), -+ ,x g(z) sdo Linearmente
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Independentes (L.1). Sejam ag, ay, - - ,@n—1 € Zy, tais que:

aog(z) + arxg(x) + - + ap_p_12" " lg(x) =0
g(@)(ap +arx+ -+ ap_, 12" =0

Sendo assim, em Z,[x], temos que existe ¢(x), tal que:

9(x) (a0 + a1z + - + ap_p 12”7 = g(z) (2" — 1)

Counsidere h(x) o polindmio verificador de C. Entao h(z) =

ap+ a1+ -+ ap_p12" "t = q(z)h(x)

Observe que no primeiro membro da equagao acima temos gr(ag+a;z+- - ~+a, 12" ") <

n —r — 1, no entanto gr(h) = n — r, logo devemos ter ¢q(z) = 0. E

ap +a1x + - -- —i—(ln,r,lﬂfniril =0=a=a1=---=ay_,_1=0.

t(x)g(x
algum t(z) € Z,[z]. E, existem q(x),r(z) € Zy[x], com r(z) =0 ou gr(r) < gr(h) =n—r,
tais que, t(z) = g(x)h(x) + r(x). Logo,

Além disso, qualquer que seja f(x) € C, temos que f(z) ) mod (z"—1), para

() =t
f(z) = (q(@)h(z) + r(2))g(x) mod (2" —1)
f(x) = q(2)(@" = 1) + r(z)g(x) mod (z" —1)
() =r(z)g(x) mod (2" —1).

flx
Ou seja, f(x) = r(z)g(x) em Zy[z]/(z™ — 1). Logo, tomando r(z) = ag + a1z + --- +
an—r—lxn_r_la temos f(.T) - aog(x) + alazg(x) +eeet an—r—lxn_r_lg(x)'
Portanto, g(z), zg(x) - -+ , 2" ""'g(x) é uma base de C sobre Z,. ]

Uma vez que uma base de C' ¢ da forma B = {g(z),xg(x), 2%g(z), - , 2" " g(z)},

podemos concluir que C' tem dimensao n — r e denotamos por dim(C) =n — r.

Definicao 5.1.5. Seja C = (g(z)) C Zpylz]/(z™ — 1) um codigo ciclico, com
g(z) = go+ g1z + -+ + g.2", com go, 91, - , 9 € Z, e g, # 0. Considere a matriz

UFGD 57 Marco, 2020



Beatriz Ibarra Dutra Uma aplicagdo de polindmios em Codificagdo

G de ordem (n — 1) x n, cujas linhas sdo determinadas pelos coeficientes de g(z), isto &,

g g1 .- g 0 ... 0
o O g'() g'1 g'T 0

A matriz G é chamada Matriz Geradora de C' associada ao polinomio gerador g(z).

Exemplo 5.1.6. Considere o codigo ciclico C' C Z3 do exemplo 5.1.4. Como C' = (1+x),

entao a matriz geradora G do codigo C sera:

11
011

Proposicao 5.1.3. Considere o cddigo ciclico C = (g(x)) C Zy[z]/(z" —1). Entao

c(x) € C < c(x)h(x) =0 mod (z" — 1)

Demonstragao. Seja c(x) € Z,[x] um polinomio qualquer. Desta forma:

]

Definigao 5.1.7. Dado um codigo ciclico C' C Zj, chamamos o conjunto C* de codigo
dual de C, tal que
Ct={ve Zy; <v,u>=0,VueC}.

Definigao 5.1.8. A matriz geradora de Ct é chamada de Matriz Teste de Paridade do

codigo ciclico C.

Lema 5.1.4. Seja C' C Z; um cddigo ciclico com matriz geradora G. Entao

veCte Gut=0.

!Onde < w,v > é definido como segue: < wu,v >= ugVy + UV + -+ + Up_1Un_1, COM
U= (UpUy Up_1) € Zy ev= (V1 Vy_1) € L.
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Ou seja, v € C*+ se, e somente se, v é ortogonal a cada linha de G.

Demonstra¢ao. (=) Seja g; a i-ésima linha de G. Note que g; € C, para todo i =
1, ,n—r.

Se v € C*, entdo da definicao 5.1.7 segue que < v, ¢ >= 0, para todo ¢ € C, em particular,

<v,g1 >
p <v,g2 >
v é ortogonal a g; e como Gv' = _ , temos que Gv' = 0.
<V, Gy >
(<) Supondo Gv' = 0, temos que < v,g; >=0, parai=1,--- ,n —r. Seja c € C, entdo
¢ pode ser escrito como ¢ = a1g; + -+ + QprGn—p, COM A1, ,Ap_y € Zp. E

<v,c>=<v,0191 + -+ QnrGn—r >
=<wv,a101 > + -+ <V, Qn_rGp—r >
=a1 <v,1 >+ -+ an—r <U,Gp_r >
=0

Logo, v € C*. O
Lema 5.1.5. Seja C' C Z; um cddigo ciclico de dimensao n —r, entao dim(Ct) =r.

Demonstra¢ao. A demonstragao deste fato pode ser encontrada em [6, paginas 94-95]. [

Observe que a matriz H de ordem (r x n) com linhas linearmente independentes é
uma matriz teste de paridade de C se , e somente se, GH' = 0.

De fato, se H ¢ uma matriz teste de paridade de C, entao H é geradora de C* e
portanto as r linhas de H (h;) sdo elementos de C*, deste forma segue que < g;, hj >=0,

ja que g; € C'. E como

< g1, > <gihe> - <gih >
CHt — < 92,'h1 S gg,.hg > - < gg,‘hr > |
< gn_;7h1 > < gn—;,ha > e < gn_;,hr >
entdo GH' = 0.
Por outro lado, se GH' = 0, entao h; € C+ e hy, - - , h, sdo linearmente independentes.

Sabemos também que dim(C*) = r, logo as linhas de H geram Ct, ou seja, H é uma
matriz teste de paridade de C.

Para o proximo lema recorde que o polindémio reciproco de f(z) € Zy[z] ¢ dado por

i) = 2D f(a7h).
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Lema 5.1.6. Sejam f(x),g(x) € Z,[z], onde g(x)|f(x) e gr(f) = n. Entio polindmio

reciproco de g(x) divide o reciproco de f(x).

Demonstragdo. Da hipotese sabemos que existe h(z) € Zy[z], tal que f(z) = g(z)h(z),
com n = gr(g) + gr(h), de modo que f(z71) = g(z~')h(x™!). Sendo assim,

fiz) =2 P fa™h) = a"g(a"Hh(a™") = a7 Wg(a™)a"Wh(z™") = ¢ (2)h* ().

Logo, g*(z)|f*(x). O

Do lema acima, ao considerarmos f(z) = 2™ — 1 e g(z) um divisor de f(z), segue que
g% (x)|f(x). Basta notarmos que f*(z) = —f(z).
Para o proximo teorema considere h*(z) o polinémio reciproco do polindmio verificador

n_

h(z) do codigo ciclico C, ou seja, h(z) = : , onde g(z) é o polinomio gerador de C'

g(x)
e gr(g) =r.
Teorema 5.1.7. Se C = (g(z)) C Z,[z]/(x™ — 1), com g(x)|(x™ — 1) € um cddigo ciclico,
entio C+ é um cddigo ciclico de Z,[z]/(z" — 1) e C+ = (h*(x)) .

Demonstracao. Considere
9(x) = go+ g+ -+ gex" e h(x) = ho+hz + -+ hppz" "

Onde g, # 0, note que necessariamente h,,_,. # 0, ja que h(z) é o polindémio verificador de
C e portanto gr(h) =n —r. Do lema 5.1.6 e do teorema 5.1.2 segue h*(z) divide 2™ — 1,
sendo assim (h*(x)) é um codigo ciclico com base B = {h®(x), zh*(x), -+ , 2" 'h*(2)}, ou

seja, tais termos sao linearmente independentes. E a matriz geradora de (h*(x)) é dada

por:
R . ho 0
0 honr hpp1 ... h—=0
H = . . . .
0 0 Py oo+ ... hg

rXn

Além disso, a matriz geradora de C' é:

9 9 - g 0
N
0O ... 0 go -+ ... g

(n—r)xn

Queremos mostrar que GH' = 0. Escrevendo as linhas de G (G;) e as colunas de H' (H;)
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A2 n .
na base canonica de Zy {eq, -+ ,e,}, temos que:

Gi =goei + q1éis1+ -+ gr€iyr, coml<i<n—r.

Hj = hy_rej + hpr_1€ji1 + -+ ho€jin_p, com 1< g <

Desta forma, temos:

< Gi,Hy > <G,Hy> --- <G,Hj> - <G,H >

< Gq9,Hy > <Gy, Hy > -+ <Gy H;j> -+ <Go H >
CH — : : : :

< Gy, Hy <Gy,Hy> -+ <G,H> - <G,H >
<Gpp,Hi > <Gpp,Hy> -+ <Gpp,H;j> -+ <Gpp,H, > (nr)
n—r)Xr

Onde o termo < G;, H; >, supondo ¢ < j, é dado por:

gj—ihn—r + gj—i+1hn—r—1 +oe At gn—rhj—ia com 0 < ] —1 g r—1.
Observe que < G;, H; > equivale a ¢,—p1j_; = Z gk - hy, que por sua vez é o

k+t=n—r+j—i
coeficiente de x+0=) no produto g(x)h(z) = 2" — 1. E supondo n > 1, temos

0<j—i<r—1=1<n—r+j—1<n—1,

desta forma ,segue que GH' = 0. O caso em que ¢ > j é analogo. Logo H é a matriz

geradora de C* e consequentemente C+ = (h?(z)). O

Exemplo 5.1.9. Considere o codigo ciclico C' = (g(z)) C Z3', com g(z) = 2+ 2>+ 22 +

x* + 2°, a matriz geradora de C' é

20121100000

020121100060
G 00201211000

00020121100

0O 000201211090

O00O0O0O2O01211
-1

Note que h(z) = 1+ 2x* 4 2254 28 e portanto h*(z) = 1+2z +

T2+ 224203 2t + 2P
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222 + 28 Além disso, C+ = (1 + 2z + 22% + 25) e a matriz teste de paridade de C' &

10002210000
01 000221000
H=1001000221F00
00010002210
00001O0O0O0Z22°1

5.2 Codificacao e Decodificagao em Codigos Ciclicos

Nesta secao mostraremos a codificacao e a decodificacao em coédigos ciclicos, esses
processos sao necessarios para a transmissao de um dado digital, recordemos que no
momento da transmissao de dados podem ocorrer ruidos alterando o dado original. Veja

a ilustracao do processo completo de transmissao de dados:

— ‘ Codi ficador da Fonte ‘ — ‘ Codi ficador de Canal |
|
*Ruidos
l

\ysudrio \ - ‘ Decodi ficador da Fonte ‘ - ‘ Decodi ficador do Canal \

Figura 2: Sistema Digital
Fonte: autora

Quando nos referimos a codificacao estamos tratando da transformacao do cédigo da
fonte em codigo do canal, também em relacao a decodificacao é o processo que transforma
o codigo do canal em codigo da fonte. Agora, apresentaremos meios de identificar erros
na mensagem recebida, bem como em que situagao é possivel sua corre¢ao e como isso é

feito.

Definicao 5.2.1. Dizemos que uma matriz geradora G de um codigo ciclico
C' C Zylz]/(2™ — 1) de dimensdo n — r esta na forma padrao se G = (Id,_,|A), onde

Id,_, é matriz identidade (n —r) x (n —r) e A é uma matriz de ordem (n —r) x (7).

Exemplo 5.2.2. A partir da matriz geradora do exemplo 5.1.9, vamos encontrar uma
matriz equivalente a G' que esteja na forma padrao. Para isso, vamos efetuar operacoes

elementares de escalonamento como segue:
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Logo, a uma matriz geradora de C' na forma padrao é:

20121100000 10212200000 10011022000
02012110000 01021220000 01021220000
L1 — L1 —Ls L1 = L1+ Lyg
00201211000 | £: = 2, 00201211000 00102122000
Ls — 2L3 Ly — Lo — Ly
00020121100 | Lo - 2L 00020121100 00020121100
L4—)L2—L4 L4—>2L4
00002012110 00002012110 00002012110
00000201211 00000201211 00000201211
10001110100 10000122210 10000020121
Ly — L1+ Lg
01001102200 | £~ £+ 25 | 01000111010 | " " 01000012221
— Ly +
00102122000 | L2 = L2+ 25 | 00100111220 L2 L2 L6 00100011101
— L3+
00010212200 | s - £s - 25 | 00010212200 L3 L3 lf 00010011022
_) —
00002012110 | s — 2L 00001021220 L4 22 * | 00001021220
H
00000201211 00000201211/ © " 00000102122

G =

10000020121
01000012221
00100011101
00010011022
00001021220
00000102122

Para o proximo teorema considere a matriz R de ordem (n — ) X r cuja i-ésima linha

é dada pela representagio vetorial de —r;(z), onde r;(z) é o resto da divisao de z

por g(z) e gr(g) =r

r—1+41

Por exemplo se g(z) = 23+ x + 1 € Zy[z], com n = 7 e gr(g) = 3, entdo a matriz R

terd ordem 4 x 3, e ainda:

Algoritmo

Euclidiano

Representagao

Polinomial (—r;(z))

Representacao
Vetorial (—r;)

P=@+r+1)+ (z+1)

= (3 + 2+ 1)r+ (22 + )
=@ +r+ 1)@ +1)+ (22 +x+1)
=@ +r+ D)@ +r+1)+ (22 +1)

14z

x + 22
1+ x4+ a2?
1+ 22

(110
(011
(111
(

)
)
)
101)
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Logo, a matriz procurada seré:

e =
O R = =
—_ = = O

Teorema 5.2.1. Seja C' C Zy[z|/ (2™ —1) um cédigo ciclico, com C = (g(x)) e gr(g) =r.

Entao (R|1d,—,) é uma matriz geradora de C.
Demonstragao. A demonstragao desse fato encontra-se em |6, paginas 122-123|. O

Exemplo 5.2.3. Considere o codigo ciclico C' C Z§, gerado por g(z) = x* + 1 sobre Zs.

Observe que dim(C) = n —r = 4. Para encontrarmos a matriz R4), facamos:

Algoritmo Representagao Representacao
Euclidiano Polinomial (—r;(z)) | Vetorial (—r;)
et = (z*+ 1)+ (4) 1 1000
25 = (2t 4+ 1)z + (42) x 0100
2% = (2% + 1)(2?) + (42?) 72 0010
"= (2 +1)(2®) + (42°) z3 0001

Desta forma, do teorema 5.2.1 segue que a matriz geradora de C' é dada por:

10001000
o 01 0001O0O0
001 0O0O0T1O0
0001O0O0O0T1

5.2.4 Codificacao em Coédigos Ciclicos

Considere um cédigo ciclico C' C Zjy, com polinomio gerador g(z) e gr(g) = r. Os
elementos de Z;~" podem ser codificados pelos elementos de C.
Suponhamos que a matriz geradora de C esteja na forma (R|Id,,,), dado a mensagem

u = (uguy - Up_r_1) podemos codifica-la como segue:
c=u(R|Id,_,) = (uR|u)

Exemplo 5.2.5. Considere o codigo ciclico utilizado no exemplo acima, vamos codificar
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a mensagem m = (1413) € Z3 a partir da matriz geradora G’

c=m(R|Id,_,)
10001000
—(1413) 01 000100
0010O0O0T1O0
0001O0O0O0T1
—(14131413).

A método de codificacao apresentado acima é comum a qualquer codigo linear e para
tal é necessario conhecermos a matriz geradora de C'. Vamos agora apresentar um algo-
ritmo de codificagao a custa do polinémio gerador, g(x), do codigo ciclico C.

Considere uma mensagem u(z) = ug + w1z + -+ + Up_p_12" "L

Algoritmo 1: Codificacao em Codigos Ciclicos

Passo 1: Determine o resto da divisao de x"u(z) por g(z), ou seja,
z'u(z) = q(x)g(z) + s(x), comgr(s) <r—1;
Passo 2: Codifique u(z) por ¢(z), onde

c(x) = 2"u(r) — s(z).

Observe no passo 2 acima que c¢(x) = g(x)g(x), ou seja, c(z) € C.
Mais detalhadamente os termos da mensagem codificada serd composto por digitos
da mensagem enviada, os n — r tltimos termos, e digitos de redundancia, os r primeiros

termos, como ilustrado abaixo.

digitos de mensagem

e N
C= (jSO — 81T S U Uppo ).

—
digitos de redunddncia
Ou em representacao polinomial,

-1 -1
C(x) = =S — ST — - — Sr—lxr + UOCBT +oe un—r—l‘rn :

Ja que s(x) é o resto da divisdo de x"m(z) por g(x), com gr(g) = r e portanto
gr(s) <r—1. Além disso, z"m(z) =0+ 0x + -+ + 02" + moz" + -+ + my_p_12" L.

Exemplo 5.2.6. Considere o codigo ciclico C' C Z§ do exemplo 5.2.5, recorde que C' =
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(1 + 2*). Vamos codificar o elemento m(z) € Zs[z/(z* — 1)] = Z5*, tal que m(z) =
1 + 4z + 22 + 323. Note que z*(1 + 4o + 2% + 32%) = 2* + 425 + 25 + 327, Seguindo os

passos indicados acima, obtemos:

L 32" 4+ 25 + 42° + 2t = (323 + 2% + 4o + 1)g(z) + (223 + 42 + x + 4).

2. c(z) = 2"+ 2+ 425+ 2t — (223 +42° + 1 +4) = 1 +4do+ 22 + 323 + 2t + 425 + 204 327.
Logo a representagio vetorial de ¢(z) é dada por (14131413).

Teorema 5.2.2. Seja C' C Z; um codigo ciclico de dimensao n—r, cuja matriz geradora
G = (R|Id,_,). Entio H = (Id,| — R) € a matriz geradora de C*.

Demonstracao. Seja h; a i-ésima linha de H, com ¢ = 1,--- ,r. Como uma parte de
H ¢é composta pela matriz identidade Id, segue que as linhas de H sao linearmente

independentes. E ainda,

Id,

GH' = (R Id,_,) ( ) —RId, +1Id, ,(-R)=R—R=0

Logo, H = (Id,] — R') ¢ a matriz geradora de C* e portanto ¢ a matriz teste de

paridade do codigo ciclico C. O

Definigao 5.2.7. Considere p(z) = ag+a1x+- -+ ap_12" ' € Zy[x]/(2™ —1), chamamos

de peso de p(x) o niimero de coeficientes ndo nulos em p(z). Denotamos por
w(p) =i €{0,---,n—1};a; # 0}
O menor peso em C' é denotado por d(C'), ou seja,
d(C) = min{w(p); p(x) € C}.

Exemplo 5.2.8. Considere p(z) = 6 + 4x + 32° + 27 € Zy1[z]/(2® — 1), entdo w(p) = 4.

Apresentaremos agora o conceito de sindrome, para que adiante possamos descrever

um método de decodificacao em codigos ciclicos.

Defini¢ao 5.2.9. Dados um codigo ciclico C' C Z; com matriz teste de paridade H e

v € Zy, comv = (vgvy -+ v,). O vetor S(v) = H.v' é chamado de sindrome de v.

Podemos também tratar da sindrome do polinémio correspondente de v em

Zyplx] /(2™ — 1), essa denotaremos como S(v(x)).

UFGD 66 Marco, 2020



Beatriz Ibarra Dutra Uma aplicagdo de polindmios em Codificagdo

Observe que a partir do calculo da sindrome é possivel identificar se uma palavra per-
tence ou nao a um codigo ciclico C, ja que pelo lema 5.1.4 segue que v € C < Hv! = 0.

Sendo assim, se S(v) # 0, entdo existe um vetor e erro, o qual definiremos como segue:
e=m—c,

onde m é a mensagem recebida e ¢ a mensagem transmitida. Note que o peso do vetor e
corresponde ao ntimero de erros cometidos entre a transmissao e a recep¢ao da mensagem,
ou seja, ao nimero de coordenadas distintas de m em relacao a c. E ainda, e e m possuem

a mesma sindrome, de fato

S(e) = He' = H(m — ¢)’
= Hm'— Hc" = Hm' — 0
= S(m).

Ainda nesta secao veremos que a sindrome pode ser calculada a custa do polindémio

gerador de um codigo ciclico C.

Lema 5.2.3. Seja C C Z; um cddigo ciclico e m € Z, uma mensagem recebida, onde o
numero de coordenadas distintas de m em relacao a mensagem enviada ¢ € menor ou tqual

ey ==

5 }2. Entao existe um unico vetor e com w(e) < [

wgual a sindrome de m e tal que c = m — e.

cuja sindrome é

Demonstragao. A demonstragao desse fato pode ser encontrada em [6, paginal04-105]. O

Lema 5.2.4. Dois polinomios a(z),b(z) € Z,[x]/(z" — 1) tém a mesma sindrome se, e

somente se, a(z) € b(z) + C = {b(z) + t(z); t(z) € C}.

Demonstracao.
S(a) =S(b) < Ha' =HY & Ha—-b)'=0a-beCsacb+C.

Ou utilizando notagao polinomial: a(x) € b(z) + C. O

Analogamente podemos mostrar que b(z) € a(z) + C, sendo assim segue que dois

polinémios que possuem a mesma sindrome necessariamente irao pertencer a mesma classe

lateral de C' em Z,[z]/(2™ — 1).

Definicao 5.2.10. O polinémio p(x) € a(x) + C' é chamado de lider de sua classe se, e
somente se,
w(p) < w(t) Vi(x) € a(z) + C.

2A notacdo [p] representa a parte inteira do nimero real p.
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d(C) — 1

}, entao u
2

Proposicao 5.2.5. Considere uma mensagem u € Zy. Se w(u)) < [
€ o unico lider da classe u+ C.

Demonstracao. Vamos supor u e v elementos lideres da classe u + C', observe que se
veu+C,entao u—v € C. Note que
d(C)—1 d(C)—1

w(u—v) <w(u) +w(v) < 5t

d(C) —1 < d(C)

Mas se isso ocorre, entao segue que u — v = 0 e portanto u = v. O

o=

Se ainda, dado u(z) € Zy[z]/(z™ — 1), com sindrome tal que w(S(u)) <
entao S(u(z)) é o lider da classe u(z) + C.
Teorema 5.2.6. Seja C = (g(x)) C Zy = Zy[z]/(z" — 1) um cddigo ciclico com matriz
geradora na forma (R|Id,_,) e matriz teste de paridade H = (Id,| — R'). Se v(x) €

Zplx]/(x™ — 1) com gr(v) < n — 1, entdo a sindrome de v com relacdo a matriz H é o

resto da divisao de v(z) por g(z).

Demonstragao. As colunas de —R' sdo da forma r;(z) = 2" ' — g;(z)g(x), com 1 < j <
r—1er;(x)é o resto da divisdo de "' por g(z), onde gr(g) = r. Vamos representar
cada vetor coluna de (Id,.| — R') por seu polinomio correspondente, ou seja, (Id,.| — R') =
(1,22 -+ 2" L r(z), - ,rn_r(z)). Considere v(z) = vg + viT + -+ + v, 12" ! €

Zplx]/(x™—1), segue da defini¢do 5.2.9 que a sindrome de v é S(v) = (Id,| — R")v'. Entao

S(v(z)) =(1,z,22 - 2" r(z), - rp_r(x))0

=vo+ 01T+ v () + A V1T (T)
r—1 n—r

= Z VT + Z Uppj17i ()
=0 j=1

r—1 n—r
=Y uat 4 Y v (07— gy(@)g(a)
i=0 Jj=1

r—1 n—r n—r
o 7 r—1+4j
= E v+ E Upyj-1T —g(x) E Vryj—1¢()
i=0 j=1 j=1
n—r
=v(z) — g(2) Y vrij1(x)
Jj=1
r—1 n—r
Acima usamos o fato de que v(z) = E vt + E vTﬂ-,lx’”’H]. Dessa forma, temos
i=0 j=1

que S(v(z)) é o resto da divisao de v(x) por g(x), pois gr(S(v(z))) < r—1 < gr(g), ja

que é o produto de matrizes de ordem (r x n) e (n x 1). O
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Exemplo 5.2.11. Considere o exemplo 5.2.3, cujo o polinémio gerador ¢ g(z) = 1 + 2%,

do teorema 5.2.1 segue que

10004000
I 01 00O0400O0
0010O0O0A40O0
0001O0O0O0 4

¢ a matriz teste de paridade do codigo C. Para encontrarmos a sindrome do vetor v =
(43012001) € Z& em relagio a H, basta fazermos a divisao de v(z) = 4+ 3z + 23+ 22 + 27
por g(x) = 1+ 2%, onde o resto de tal serd a sindrome de v, neste caso, S(v(z)) = 2+ 3x
ou S(v) =(2300).

Exemplo 5.2.12. Considere o codigo ciclico C' C Z5, com polinémio gerador g(z) =
1+ +a®:

1. Determine os elementos de C' e seus respectivos pesos.
A partir do polinomio gerador, encontramos uma base de C, a saber:
B = {(1101000), (0110100), (0011010), (0001101)}. Logo, os elementos de C, com

seus respectivos pesos serao:

Elemento de C' Peso
0(1101000) + 0(0110100) 4+ 0 (0011010) + 0 (0001101) = (0000000) | O
1(1101000) + 0(0110100) + 0(0011010) 4+ 0(0001101) = (1101000) | 3
0(1101000) + 1(0110100) + 0 (0011010) + 0(0001101) = (0110100) | 3
0(1101000) + 0(0110100) 4+ 1 (0011010) + 0 (0001101) = (0011010) | 3
0(1101000) + 0(0110100) 4+ 0(0011010) + 1 (0001101) = (0001101) | 3
1(1101000) + 1 (0110100) + 0(0011010) 4+ 0 (0001101) = (1011100) | 4
0(1101000) + 1 (0110100) 4+ 1 (0011010) + 0 (0001101) = (0101110) | 3
0(1101000) + 0(0110100) + 1 (0011010) + 1 (0001101) = (0010111) | 4
1(1101000) + 0(0110100) + 1 (0011010) + 0(0001101) = (1110010) | 4
1(1101000) + 0 (0110100) + 0(0011010) + 1 (0001101) = (1100101) | 4
0(1101000) + 1 (0110100) + 0 (0011010) + 1 (0001101) = (0111001) | 4
1(1101000) + 1(0110100) + 1 (0011010) 4+ 0(0001101) = (1000110) | 3
1(1101000) + 1 (0110100) + 0(0011010) + 1 (0001101) = (1010001) | 3
1(1101000) + 0(0110100) + 1 (0011010) 4+ 1 (0001101) = (1111111) 7
0(1101000) + 1 (0110100) 4+ 1 (0011010) + 1 (0001101) = (0100011) | 3
1(1101000) + 1 (0110100) + 1 (0011010) + 1 (0001101) = (1001110) | 4

Figura 3: Codigo Gerado por g(z) = 1+ x + 23,
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2.

4.

Fonte: autora

Quais sdo os lideres das classes de Z5?
Na figura 3 acima podemos observar que o peso minimo em C' é 3, logo os lide-

. 3 — ~
res de classe em ZI devem ter peso menor ou igual a 5 | = 1. Sao eles:

(0000000), (1000000), (0100000), (0010000), (0001000), (0000100), (0000010) e
(0000001).

(Quais sao as sindromes dos lideres de classe?
Fazendo a divisao de cada um dos lideres de classe por g(x), encontramos as res-

pectivas sindromes:

Lider de Classe Lateral | Sindrome
(0000000) (000)
(1000000) (100)
(0100000) (010)
(0010000) (001)
(0001000) (110)
(0000100) (011)
(0000010) (111)
(0000001) (101)

Figura 4: Elemento Lider.
Fonte: autora

Decodifique a mensagem v = (0101101) € Z3.

Primeiro encontramos o resto da divisao do correspondente de v em Zs[x]/(z" — 1)
por g(z). Neste caso v(z) = (23)g(z) + (z), do teorema 5.2.6 segue que S(v(z)) = =
ou ainda S(v) = (010), sendo assim, analisando a figura 4 temos que o vetor erro
serd e=(0100000), entao decodificamos v(z) por v(z) — e(z) = 23 + 2% + 25 que

corresponde a (0001101) e é palavra do codigo ciclico C.

Decodifique a mensagem u(z) = (0011000).

Observe que u(z) = 22 + 2% e u(z) = (1)g(z) + (z* + = + 1), ou seja, S(u(z)) =
1 + 2z + 22, ou ainda, S(u) = (111), analisando a figura 4 temos que o vetor erro
serd e = (0000010).

Sendo assim, decodificamos u(zx) por u(z) —e(z) = 2% + 2* + z° que corresponde a
(0011010).
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A justificativa do algoritmo de decodificacao utilizado nos itens 4 e 5 do exemplo acima
é a que segue:
Considere os vetores m, c e e, a mensagem recebida, a enviada e o vetor erro, respec-

d(C) — 1
2

tivamente. Sabemos que S(e) = S(m), se w(e) < , entao da proposicao 5.2.5

e é o tnico elemento lider de sua classe. Por fim, do lema 5.2.3, podemos determinar

cC=m —e.
d(C) — 1

2
entao como S(S(m(z)) = S(m(z)), temos que S(m(x)) e e(x) possuem a mesma sindrome

Observe ainda que se w(S(m)) < (como no item 4 do exemplo acima),

e portanto estao na mesma classe lateral. Mas como o elemento lider é Gnico, segue que

e(x) = S(m(x)). Ou seja, podemos decodificar m(x) por c¢(z) = m(z) — S(m(x)).

5.2.13 A Sindrome do Desvio Ciclico

Nesta secao apresentaremos o célculo da sindrome do desvio ciclico da mensagem
recebida m(z) € Z,[z]/(2" — 1) a partir da sindrome de m(zx), ou seja, um célculo feito
de forma indutiva. Veremos que é possivel decodificar uma mensagem m(z) desde que
d(C) — 1}

2

exista 1 € {0,--- ,n — 1}, tal que w(Sz'm(z)) < [ , ou seja, uma decodificacao

baseada na sindrome do desvio ciclico.

Teorema 5.2.7. Dado u(x) € Z,[z]/(2" — 1) a sindrome do desvio ciclico de u(z) é dada

por
S(zu(z)) = xS(u(z)) — s,-19(x),

onde s,_1 € o coeficiente do termo "' de S(u(z)).

Demonstragao. Considere s(x) = S(u(z)), do teorema 5.2.6, segue que u(z) = q(z)g(z)+

s(x), para algum q(x) € Z,[z]/(z™ — 1) e gr(s) < gr(g) = r. Observe que

zu(z) = zq(z)g(z) + zs(z)
xq ) ) + Srflg(x) - Srflg(l)
= (zq(x) + s,-1)g(x) + (ws(x) — s,-19(2)).

(x)g(x) + zs(x

Além disso, podemos escrever s(z) e g(z) como s(x) = s,_12" ' + §'(x) e g(x) =
"+ ¢'(z), com gr(s’) <r—1egr(¢) <r, jaquegr(s) <r—1,gr(g) =reg(x)é

monico. Desta forma, temos que

r5(x) — 5,_19(x) =2(sp_12" " 4+ 5'(2)) — s,_1 (2" + ¢'(2))
=s,12" +xs'(x) — s,_12" — 8,14 (x)

=xs'(z) — s,_19 ().
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Note que o grau de zs'(x)—s,_14'(x) € menor que r, sendo assim, gr(zs(x)—s,_1g(x))

<
7, logo do teorema 5.2.6 e da unicidade do resto segue que S(zu(z)) = xr(z)—s,-19(z). O

Exemplo 5.2.14. Considere a mensagem u(x) = z*+23 do item 5 do exemplo 5.2.12,com
polinémio gerador g(z) = 1+ x + 23, vamos calcular as sindromes de seus desvios ciclicos

utilizando o resultado do teorema 5.2.7:

(z))

(2)) = (
S(2?u(z)) =z(2®* +1) = 1(a* + 2+ 1) = 1;
S(z’u(x)) = 2(1) —0(2® +x + 1) = a;
S(xtu(z)) = z(x) = 0(z® + z + 1) = 2%
S(xu(z)) = z(2?®) —1(2* + 2+ 1) =2 + 1;
S(au(z)) =z(x+1) - 0@* +z+1) =2° + 2.

Observe que o calculo das sindromes dos desvios ciclicos é feito de forma indutiva, ou

seja, calculamos S(z'u(z)) a partir de S(z"1u(zx)).

Defini¢do 5.2.15. Dado v(x) = vg + v12 + « - v,_12™ 1, se existe j tal que v; = v =
-+ = Ujpn_r—1 = 0, onde os indices sao calculados médulo n, entdo dizemos que v(z) tem

uma sequéncia ciclica de n-r zeros.

Exemplo 5.2.16. 1. #(z) = 2+ 2% € Z3[z]/(z® — 1) contém uma sequéncia ciclica de
5 zeros, ja que t = (2000001).

2. v(z) = 2% + bt € Zz[z]/(2° — 1) contém uma sequéncia ciclica de 6 zeros, ja que

r7%v(x) = 1 + 522 tem representagao polinomial (105000000).

Lema 5.2.8. O polinomio v(z) € Z,[z|/(2" — 1) contém uma sequéncia ciclica de n —r
zeros se, e somenle se, existe i € {0,--- ,n — 1}, tal que o grau de x'v(x) seja menor ou

wgual a r — 1.

Demonstracgao. v(z) = vg+ vy + -+ + Up_12"" ! contém uma sequéncia ciclica de n — r
zeros se, e somente se, r'v(x) = ug +urr + - -+ +up_12" L+ 02" + - - - + 02", para algum
i € {0,--- ,n— 1}, 0 que ocorre se, e somente se, gr(z'v(z)) <r — 1. O
d(C) —

Lema 5.2.9. Seja e(x) € Zy[z]/(z"—1), com w(e) < { 5

1
, contendo uma sequén-

. -1
cia ciclica de n—r zeros, entao w(S(z'e(x))) < [%] , para algum i € {0,--- ,n—1}.
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Demonstragdo. Do lema anterior segue que gr(z‘e(r)) < r—1, para algum i € {0,--- ,n—
1}. Entao do teorema 5.2.6 S(z'e(x)) = z'e(z). Note que a permutagio dos coeficientes

de um polinémio nao alteram o seu peso, sendo assim:

w(S(ae(x))) = wlzie(x)) = wle(x)) < [%] .

5.2.17 Algoritmo de decodificagao

Abaixo considere C' C Z; um codigo ciclico com polindomio gerador g(z) de grau r.
Dado m(z) € Z,[z]/(z" — 1) uma palavra recebida. O algoritmo de decodificagao é o que

segue.

Algoritmo 2: Decodificacao em Codigos Ciclicos

Passo 1: Calcule s;(z) = S(z'm(z)), onde 0 < i < n — 1 ¢ o menor inteiro, tal

que w(s;) < {%}

x Se determinar ¢, entao va para o passo 2.
x Caso contrario, o erro é impossivel de ser corrigido.

Passo 2: Decodifique m(x) por ¢(z), onde

c(z) = m(z) — 2" 's;(x).

O algoritmo acima é justificavel pelos fatos que seguem:

1. m(z) — 2" 's;(z) pertence a C, ja que

o' (m(x) — 2" 'si(x)) = 2'm(x) — 2"s; ()

Il
Qo R

(2)g(x) + si(x) — 2"si(x)
(x)g(x) + s;(z)(1 — ™) como Zy = Zy[z] /(2" — 1)
)g(

(x)g(r) mod 2" — 1.

Ou seja, z'(m(z) — 2" 's;(x)) € C, mas como C' é um codigo ciclico entao m(z) —
" si(z) € C.

2. O passo 2 do algoritmo é realizado quando o erro da mensagem possui uma sequéncia

cey

ciclica de n — r zeros e tem peso menor ou igual a

5.2.9.

, hos garante o lema
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3. 2"7's;(x) & de fato o erro e(x) da mensagem recebida. Sejam c(x) e m(z), respec-
tivamente, as mensagens enviada e recebida, o erro é dado por e(z) = m(x) — ¢(z).

Assumindo que e(z) possui uma sequéncia ciclica de n — r zeros, temos que:

si(x) =S(a'm(z))
=S(z'c(x)) + S(z'e(x))

=0+ z'e(x)

=z'e(x)

Mas se s;(z) = x'e(x), entao " 's;(x) = 2"e(x), além disso, z" =1 mod (2" — 1)

e como estamos em Z,[z]/(z" — 1) temos que 2" 's;(z) = e(z).
Logo, o algoritmo decodifica corretamente m(x) por c(x) = m(x) — 2" "s;(x).

Exemplo 5.2.18. Recordando os exemplos 5.2.12 e 5.2.14 temos que a mensagem re-

cebida foi u(z) = 2* + 2 e a sindrome s, = S(z?u(z)) = 1 tem peso 1, sendo assim

2

assumimos que o erro foi 27 2sy(z) = 2°-1 = 2°. E como j& vimos, a mensagem corrigida

éc(z) =2+ 2%+ 2°.
Exemplo 5.2.19. Utilizando os resultados vistos durante esse trabalho vamos construir

um codigo ciclico C' C Z§.

1. Vamos determinar a fatoracdo do polinomio 2® — 1 em polinomios irredutiveis e
monicos em Zg[z], utilizando o teorema 4.5.3.

As classes ciclotoémicas de p = 3 médulo 8 sao:

Co = {0}
Cy ={1,3}
Co = {2,6}
Cy = {4}
Cs =1{5,7}

Logo, {Cy, C1,Cy,Cy,C5} é o conjunto completo de classes ciclotomicas de p =
3 modulo n = 8. Como mdc(3%,8) = 1 e 8|(3%2 — 1), entao tomamos m = 2 e

consideramos o corpo Fs2. Considere o polinémio irredutivel 1 + 22, por inspecao
32 -1

a =1x+1 € F32 é primitivo. Além disso, r = = 1, sendo assim, procuramos os

polinbmios minimais das classes ciclotomicas C.q, C1.1, Ci.2, C1.4 € Ch.5 de 3 mddulo
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32 — 1 = 8. Da proposicao 4.4.2, segue

Co={0} = Myp@)=@—-a)=0v-1=2+2
Ci={1,3} = Mu(@)=(z—a)lz—a*) =2+ +2°
Cy = {2,6} = My2(2) = (z — o?)(z — af) = 1 + 22
Cy={4} = Ma(x) =

(

Cs = {5,7} = Mys(z) = (z — o®)(z — ") = 2+ 22 + 2*

(r—aY)y=1+2z

Observe que
1= (z+2)(z+1)(2*+ 1) (2 + 2+ 2)(2* + 2z + 2).

Ou seja, a fatoracao de 28 — 1 é dada pelos polinomios minimais: x +2, z + 1, 2% +
L2+ 2+2 ea’+ 20+ 2.

2. As condigoes sobre o polinomio gerador g(x) é que seja monico e que divida z® — 1.
Como z® — 1 é composto por 5 polindmios minimais, temos que possui 2° = 32

divisores. Vamos escolher um de seus divisores, a saber g(z) = 22 + 2z + 2.

3. Definido o polinémio gerador g(z) = 2 + 2z + 22 do nosso codigo ciclico, vamos

determinar o polinomio verificador, bem como seu reciproco.

8
—1
h(:z:):x—:1+2x+2x2+2x4+2x5+x6,
2?2 + 2z 42

logo h*(z) = 1+ 2z + 22% + 22" + 22° + 2%

4. As matrizes geradora e teste de paridade do codigo ciclico C' = (g(x)) sdo, respec-

tivamente:

12202210
e H=
012202 21

NN = OO O
N = O O O O
_ o O O O O

S O O O O N
S O O O NN
S O O NN
S O NN = O
S NN = O O

A matriz G’ = (R|Id,-,) pode ser determinada, como vimos no teorema 5.2.1,

2—1+1

calculando o resto da divisao de x por g(x), onde i = 1--- 8 —2 = 6. E isso
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que vamos fazer, primeiramente determinaremos R:

Algoritmo Representacao Representacao
Euclidiano Polinomial (—r;(z)) | Vetorial (—r;)
?=g(x)+ (z+1) 2+ 2z 22
=g(x)(z+1)+ (22 +1) 2+ 21
:g( J(@2+x+2)+(2) 1 10
= g(x) (2 + 2% + 2z) + (22) T 01
x® —g( Yt + 23+ 222 + 2) + (22 + 2) 1+ 11
" = g(x) (2 + 2* + 223 + 20+ 2) + (z + 2) 1+2z 12
Logo,
22100000
21010000
o 1 0001000
01000100
11000010
12000001

Do teorema 5.2.2, segue que a matriz teste de paridade é dada por H' = (Id,|— R"),

(10112022
“\lo1120221

5. Nao convém mostrarmos quais os elementos de C, ja que tal é composto por 3¢ = 729

ou seja,

mensagens. Vamos assumir que esse codigo tem peso minimo® d(C') = 3 e portanto

é capaz de corrigir até [T} =1 erro.

6. Por fim, vamos decodificar as mensagens: 2% + 2% + 22 + 1, 27 + 2% + 22 + 1,
2T 4228 2+ + 2?22+ 1 e 20 + 22 + 22% 4 222 + 2. Efetuando a divisao

das mensagens por g(z) = 2+ 2z + 2* obtemos o resto r(z) e se possivel corrigimos

3A determinacao do peso minimo nesses c6digos é uma questdo ainda a ser respondida. No entanto,
existem codigos cujos pesos minimos possuem cotas inferiores, os Codigos BCH, para saber mais a respeito
consulte [6, cap. 7, pagina 126].
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o erro subtraindo r(x) da mensagem recebida.

Mensagem Resto da Mensagem
recebida divisao r(z) corrigida
1+ 22+ 2% + 2° 0 14 2% + 2% 4 28
142z +a® 42" 2 1+ 2%+ 2"
14+2r+ 22+ 23+ 25+ 228+ 271 0 1422+ 22 4+ 23 + 2% + 22% + 27
2+ 222 + 223 + 22* + 2 21 + 1 impossivel corrigir

Note que a mensagem z° + 2z* + 22° + 22 + 2 quando dividida por g(z) deixa resto
r(z) =2x+1 e como w(2x + 1) = 2 a principio ndo conseguimos corrigi-la. Sendo assim,

vamos utilizar o algoritmo explicitado na secao 5.2.17.

1. Iniciamos calculando as sindrome s;(z) até encontrarmos uma de peso menor ou

igual a 1 (se esta existir).

So(x) =22+ 1;
si(x) =22z +1) -2z +22+2)=—-1=2

1

2. Como w(s;) < 1, entdao assumimos que o erro foi % 's;(x) = 227 e portanto a

mensagem corrigida é z7 + 25 + 22 + 223 + 222 + 2.
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CAPITULO 6

Conclusio

Neste trabalho, inicialmente fizemos um estudo baseado nos polinémios e mostramos
como fatorar o polindémio 2" —1 sobre Z, em polindmios minimais, a partir disso, determi-
namos todos os divisores monicos de 2" — 1 e consequentemente os polindmios geradores
de Codigos Ciclicos.

A partir do polinémio gerador, mostramos como determinar a matriz geradora, bem
como a matriz teste de paridade. Efetuando operagoes basicas com o polindémio gerador
codificamos uma mensagem em codigo ciclicos, sem o auxilio de sua matriz geradora.

Também, no processo de decodificacao, apresentamos o calculo da sindrome a custa do
polinébmio gerador, assim como o célculo da sindrome do desvio ciclico que nos permitiu
determinar o lider da classe determinada pela sindrome da mensagem recebida.

Mostramos, portanto, uma aplicacao dos polindémios em codificacao, cumprindo, desta

forma, o objetivo do nosso trabalho.
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