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RESUMO

PRADO, Willen Ribeiro do. O ESTUDO INTEGRADO DE FUNC()ES E CINEMATICA.
79 f. Dissertagdo — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT,
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Cornélio Procopio, 2019.

A funcdo é um dos conceitos matematicos mais complexos que tem um papel fundamental
na descricao e estudo de certos fendmenos da natureza, em particular os fendmenos fisicos.
Por exemplo, os fendmenos ligados a cinemédtica podem ser modelados através do conceito de
funcdo e ha uma clara relacdo entre os mesmos. Neste trabalho o Movimento Retilineo Uni-
forme (MRU) e o Movimento Retilineo Uniformemente Variado (MRUV) sao apresentados e
estudados. Além disso, propomos uma abordagem interdisciplinar integrada no estudo destes
movimentos, entre fungdes e cinemadtica nas aulas de fisica e matemdtica da 1? série do en-
sino médio de tal modo que os fendmenos sejam tratados de forma completa enriquecendo o
estudo de ambas as areas do conhecimento, matematica e fisica. Os resultados deste trabalho
mostram que integracao proxima entre funcgoes e estes fendmenos (a interdisciplinaridade entre
matematica e fisica) pode ajudar significamente os alunos da 1? série do ensino médio a enten-
der o conceito de funcdes afins e quadraticas e também os movimentos lineares da cinemaética.

Palavras-chave: Funcdes, Cinematica, Movimento Retilineo Uniforme, Movimento Retilineo
Uniformemente Variado



ABSTRACT

PRADO, Willen Ribeiro do. THE INTEGRATED STUDY OF FUNCTIONS AND KINEMA-
TICS. 79 f. Dissertacdo — Mestrado Profissional em Matemédtica em Rede Nacional — PROF-
MAT, Universidade Tecnologica Federal do Parand. Cornélio Procépio, 2019.

One of the most complex mathematical concepts is the concept of function which has a key role
in the description and the study of certain natural phenomena, in particular the physical pheno-
mena. For example, phenomena related to kinematics can be modeled through the concept of
function and there exists a clear link between them both. In this work the Uniform Linear Mo-
tion (ULM) and the Uniformly Accelerated Linear Motion (UALM) are presented and studied.
Furthermore, an integrated interdisciplinary approach is proposed to study these movements,
between functions and kinematics in the physics and math classes in the 9th grade such that
the phenomena be treated completely, enriching the study of both mathematical and physical
areas. The results of this work show that closer integration between functions and these phe-
nomena (the interdisciplinary between mathematics and physics) could benefit students of the
Oth grade significantly to understand the concept of linear and quadratic functions and also the
linear motions in kinematics.

Keywords: Functions, Kinematics, Uniform Linear Motion, Uniformly Accelerated Linear
Motion
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1 INTRODUCAO

A matematica ¢ uma ampla drea do conhecimento que trata de conceitos que podemos
perceber sem que seja formalmente elaborado um arcabouco tedrico, ou seja, intuitivamente
percebemos tais conceitos com facilidade em situagdes cotidianas. Por outro lado, a matematica
¢ também uma area do conhecimento que transcende os limites do cotidiano ou o aplicdvel na
vida prética; a matematica nos permite refletir sobre o que estd além da natureza, fendmenos ou

dados, nos colocando na tarefa de penetrar o abstrato e vasculhar objetos intangiveis.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (BRASIL,
2000), a matematica € “uma linguagem que busca dar conta de aspectos do real e que € instru-
mento formal de expressao e comunicagdo para diversas ciéncias”. Porém, para Zuffi e Pacca
(2002) a matemadtica ndo existe apenas para explicar fendmenos da natureza, “mas também
para resolver toda sorte de problemas, os quais nem sempre sdo tangiveis, por se originarem na

mente humana, e muitos, de uma maneira totalmente abstrata”.

Ainda assim, € possivel notar que o conhecimento da natureza e a descricdo de seus
fendomenos € historicamente um solo fértil onde a matemética se desenvolve e se formula na ne-
cessidade de resolver um problema, explicar um fendmeno, quantificar e analisar dados. Dessa
forma, quando o estudo da matematica se resume a sua aplicabilidade em situac¢des cotidia-
nas, perde-se seu aspecto mais abstrato que ndo possui aplicacao direta a ndo ser na propria
matematica. Em contrapartida, ao se estudar matematica deixando de lado suas aplicacdes na
ciéncia e no cotidiano, perde-se o elemento palpédvel e visivel da matemética. Em ambos os

casos, o estudo € incompleto.

Diante disso, uma abordagem que faga justica a matematica deve integrar a abstragdo
e a aplicacdo em um mesmo grau de relevancia para que nada se perca no processo do estudo.
Todavia, existem conceitos matemdticos cuja aplicagdo ndo é de trivial entendimento, o que
significa que para que o estudante entenda a aplicacdo ele deve conhecer como pré-requisito

algum outro conceito, por vezes de outra disciplina.

E fato que existem muitos conceitos da matematica que dispensam uma formulagao



tedrica complexa para que o estudante o compreenda. Porém, foi a partir do estudo de muitas
pessoas e em muitas épocas que diversos conceitos mais complexos da matematica se desenvol-
veram (ZUFFI; PACCA, 2002), sendo que os estudantes possuem um repertdrio de explicacdes
para fenomenos e conceitos que sdo diferentes daqueles que se ensina na escola (SCHROEDER,
2007). Um desses conceitos mais complexos € o de funcdes. Segundo Zuffi e Pacca (2002),

embora se possa ter uma concepgao espontanea de variacdo e de associacdo entre duas
grandezas, a caracterizacdo das propriedades especificas das relagdes que sdo também
funcdes matematicas s6 foi possivel num processo histérico longo e delicado, que
culminou com as defini¢des de Dirichlet (1837) e Bourbaki (1939) para fun¢des. Essas
possibilitaram um alto nivel de abstracdo desse conceito, ampliando-o para conjuntos
de objetos matemdticos antes pouco imagindveis.

O conceito de fungdes ndo se limita as aplicacdes mais simples como variacdo de
preco de um produto em relagdo a quantidade do mesmo e a distancia percorrida em relagao
ao tempo gasto; tal conceito atinge aplicagdes que nao sio, de forma alguma, triviais, como
quando tentamos descrever o ponto em uma trajetoria retilinea em que um certo corpo acelerado
se encontrard decorrido um tempo definido de observagao desse movimento. Temos ainda que
pode-se simplesmente relacionar dois conjuntos quaisquer por meio de uma fungdo sem que

haja nenhuma aplicacao bem definida. Assim, para se estudar funcdes pode-se ter:

e aplicacdes simples por meio das quais se constrdi o conceito de maneira inicial;

e aplicacOes mais complexas para que avancem as analises e calculos relacionados ao con-

ceito ja construido;

e abstracao e formalizagdo dos conceitos estudados.

Dentre o que se estuda na matemética, o conceito de fungdes apresenta de forma clara
a dicotomia entre o prético e o teérico (ZUFFI; PACCA, 2000). As funcdes desempenham
um papel fundamental na descricao e estudo de certos fendmenos da natureza que podem ser
observados como interdependéncia entre grandezas distintas que possuem uma taxa de variagao
fixa. Nao obstante o conceito de fungdes nio € limitado a descrever fendmenos da natureza,
mas pode generaliza-los e resolver problemas abstratos que sdo muito proprios da matematica
(ZUFFI; PACCA, 2002). Contudo, o estudo de um conceito como o de fun¢des apresenta
dificuldades devido a sua complexidade. Para Brito e Almeida (2005):

uma dificuldade, comumente enfrentada por professores de matematica, consiste em
tornar compreensiveis conceitos que foram sendo construidos ao longo de muitos anos
e cuja sistematizacdo atual os distancia da linguagem empregada pela maioria das
pessoas em seu cotidiano.



E esse distanciamento entre o contetido e a experiéncia que responde pelo desinteresse
que os estudantes apresentam (BRASIL, 2000). Segundo os Parametros Curriculares Nacionais
para o Ensino Médio (PCNEM) (BRASIL, 2000) “a integracdao dos diferentes conhecimentos

pode criar as condi¢des necessarias para uma aprendizagem motivadora”.

Além disso a fragmentagdo ou compartimentalizacdo do saber contribui para que os
estudantes tenham ainda mais dificuldade na compreensdo de diversas dreas do conhecimento,
conduzindo-os a compreender apenas partes de um todo (SOUSA, 2010). E necessario, por-
tanto, que haja uma abordagem interdisciplinar no estudo de um tema como func¢des, para que
se tenha pleno entendimento de um conceito que € a0 mesmo tempo pratico e tedrico. De
acordo com os PCNEM (BRASIL, 2000) “a aprendizagem significativa pressupde a existéncia
de um referencial que permita aos alunos identificar e se identificar com as questdes propostas”.
Segundo Sousa (2010):

a interdisciplinaridade como abordagem para pesquisa e ensino busca a interacao entre
uma, duas ou mais disciplinas ou dreas do conhecimento humano, num processo que
abrange desde uma simples comunicacdo de idéias até a integracdo de finalidades,
objetivos, conceitos e conteidos.

Vale ressaltar que o trabalho interdisciplinar perde seu sentido quando as disciplinas
sdo tratadas de maneira isolada apenas fornecendo-se alguns exemplos de uma na outra e de
igual modo, as disciplinas nao podem ser diluidas de forma que suas particularidades nio sejam
mais percebidas. A interdisciplinaridade deve ir além da justaposi¢ao de disciplinas e evitar a
dilui¢do delas (BRASIL, 2000).

E trivial que todo conhecimento mantém um dialogo permanente com outros conheci-
mentos (BRASIL, 2000), porém essa relagdao € mais proxima entre a matemadtica e a fisica; a

matematica estd alojada de forma definitiva no seio da fisica (PIETROCOLA, 2002). De acordo
com Sousa (2010):

ha uma forte relacdo entre matemdtica e fisica, no que e refere & modelizacdo ma-
tematica dos fendmenos fisicos. Por exemplo, a afinidade do conhecimento sobre
Funcdo e sua representacdo grafica e algébrica na modelizacdo de vérios fendmenos
ligados a Cinematica, Dindmica, Termometria, Calorimetria, Estudo dos Gases, Ele-
trostatica, Eletrodindmica e Eletromagnetismo.

Segundo Pietrocola (2002), professores ndo tém duvidas de que para exercer boa fisica
sdo necessarios conhecimentos Matematicos. Em particular, Sousa (2010) deixa clara a relacao
entre as funcdes e a cineméatica. Propomos, portanto, uma abordagem interdisciplinar no estudo

das funcdes afins e quadriticas com a cinemdtica, em particular no estudo dos Movimentos
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Retilineo Uniforme (MRU) e Retilineo Uniformemente Variado (MRUYV). Dessa forma espera-
se que o estudante possa atribuir sentido ao conceito de funcdes e entdo construir seu significado

o que, segundo Brito e Almeida (2005), € de fato aprender.

Na verdade, esta abordagem se destaca no sentido de tratar o assunto de forma com-
pleta enriquecendo o estudo de ambas as dreas do conhecimento. Quando se estuda ambos os
conceitos de maneira integrada, nota-se que a cinemadtica se torna a motivagao e a aplicacdo das
fungdes, enquanto as fungdes sdo a ferramenta perfeita para se descrever fendOmenos naturais re-
lacionados a movimentos, possibilitando entdo que o estudante formalize o conceito de funcdes
e o trate em um nivel mais elevado de abstracdo. Também € importante, no contexto de esco-
las estaduais, utilizar equipamentos de baixo custo para a realiza¢do de experimento, de modo
que possam ser replicados em diferentes escolas, e talvez até criados pelos proprios estudantes.
Além disso, os experimentos e procedimentos experimentais precisam proporcionar um ambi-
ente com parametros fisicos que realmente mostrem um MRU e um MRUV. Com isso, para
realizacdo deste trabalho buscamos equipamentos que se adequassem a essa realidade. Vale
ressaltar que ao longo deste trabalho usaremos as unidades de medida do Sistema Internacional
de Unidades (SIU).

Além disso, a interdisciplinaridade contribui para que ndo haja fragmentacao do conhe-
cimento de modo que o estudante nao construa um conhecimento compartimentado e, portanto,
deficiente; isso ndo significa, por outro lado, que as particularidades das diferentes disciplinas
devam ser desprezadas para se tratar apenas os pontos em que elas convergem. O trabalho in-
terdisciplinar deve ir além da construcao de uma nova disciplina ”quimérica”, deve integrar as
disciplinas envolvidas, sejam duas ou mais, em torno de ferramentas ou objetos de estudo co-
muns que serao abordados nos moldes especificos de cada uma delas com o objetivo de construir

um conhecimento mais completo do conceito estudado.

1.1 OBIJETIVOS

O presente trabalho propde uma abordagem integrada entre funcdes e cinemadtica nas

aulas de fisica e matematica da 12 série do ensino médio.

1.1.1 OBIJETIVO GERAL

Como objetivo geral propomos uma sequéncia didatica interdisciplinar de funcoes e
cinematica de modo a proporcionar aos professores de matematica e fisica que atuem na 1?2

série do ensino médio um material que lhes sirva de auxilio para o desenvolvimento de uma boa
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situacdo de aprendizagem em ambas as disciplinas de tal forma que o estudante construa tais

conceitos de maneira nao fragmentada e, assim, os compreenda de modo mais eficaz.

1.1.2 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

Por sua vez, entre os objetivos especificos deste presente trabalho de pesquisa devem

ser considerados os seguintes:

e Revisitar a teoria de fungdes, em especial afim e quadréatica, e dos movimentos retilineos

da cinematica;

e Utilizar o método de extrapolagcdo para demonstrar que as fung¢des afim e quadrética des-
crevem matematicamente os movimentos retilineos uniforme e uniformemente variado,

respectivamente;

e Produzir uma sequéncia didatica para aplicagc@o nas aulas que tenha foco na interdiscipli-

naridade entre matematica e fisica;

e Utilizar equipamento de baixo custo para realizar experimentos de MRU e MRUYV, para

que os alunos observem a relacdo entre pratica e teoria.

Esta dissertagdo estd organizada em seis capitulos com os seguintes contetidos: no
Capitulo 1 féz-se uma introducdo geral a dissertagdo, a importancia do problema e os objeti-
vos gerais e especificos foram apresentados. No Capitulo 2 apresentamos uma breve revisao
de funcdes de uma varidvel (dominio e imagem, exemplos de aplicagdes, graficos, principais
funcgdes elementares entre outros), um dos principais conceitos de matematica. No capitulo 3,
¢ apresentado o conceito de ajuste de curva. Neste capitulo, através do método dos minimos
quadrados € construido a curva que melhor se ajusta a um conjunto de dados exprimentais. os
ajustes linear, polinomial e ndo linear serdo discutidos. No Capitulo 4, estudamos e analisa-
mos os movimentos unidimensionais como forma de introduzir os conceitos mais bdsicos da
cinemdtica. Sdo, também, apresentados os Movimentos Retilineo Uniforme (MRU) e Retilineo
Uniformemente Variado(MRUYV). No Capitulo 5 sdo relatados os exprimentos realizados com
os alunos da 1? série do ensino médio de uma escola publica do estado Sao Paulo. Os exprimen-
tos realizados com duas turmas de alunos sobre os movimentos MRU e MRUYV sdo relatados.
Além disso, uma sequéncia didética € construida para o ensino de alguns conceitos basicos de

matematica e fisica. E, o Capitulo 6 apresenta as consideracdes finais desta dissertagao.
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2 FUNCOES

Um dos principais € mais complexos conceitos matematicos € o conceito da funcdo.
O mesmo estd presente em quase todas as dreas da matemadtica e em muitas outras ciéncias.
Por exemplo, na drea de equacdes diferenciais tentamos resolver equacdes cujas solugdes sao
fungdes ou em um problema de otimizagao o objetivo € encontrar os pontos minimos ou maximos
de uma funcdo. Em engenharia de materiais, a temperatura de uma camada de metal em um
certo ponto ou em engenharia elétrica, o potencial elétrico em um dado ponto sdo representa-
dos por expressdes matematicas que sao consideadas como fungdes. Além disso, a partir do
conceito de funcao sdo definidos muitos outros conceitos. Por exemplo, todos os pontos de
uma camada de metal que tém a mesma tempratura geram uma curva chamada de isotérmica
ou ainda todos os pontos que tém o mesmo potencial elétrico definem uma curva chamada de

equipotencia.

Resumindo, o conceito de fungdo € um conceito indispensdavel quando o objetivo é
avaliar quantitativamente muitos fendmenos naturais. No ensino médio, por sua vez, o con-
ceito de funcdo € tratado e alguns tipos de fun¢des elementares sdo apresentadas e estudadas
superficialmente ao longo deste periodo. Porém, falta uma abordagem diferenciada que integre
a abstracdo e a aplicacdo deste conceito em um mesmo grau de relevancia, pois com isso nada
se perde no processo de ensino. Uma grande dificuldade que os professores de matemaética
enfrentam quando o assunto € fun¢do € que este conceito nao é um conceito que se limita ape-
nas as aplicacOes simples e triviais e muitas vezes o aluno precisa conhecer outros conceitos
de matematica ou até de outras disciplinas como pré-requisitos, tratando assim, também, a in-
terdisciplinaridade entre matemaética e outras dreas como, por exemplo, fisica e quimica. Nas
disciplinas de fisica, por exemplo, os alunos estudam a posi¢c@o e a movimentacao de péndulos.
As funcdes que melhor ajustam aos movimentos periddicos de um péndulo sdo as funcdes tri-
gonométicas. Neste estudo, inicialmente, o aluno deve ter uma nog¢ao basica de fisica e do
movimento de pé€ndulos e ele precisa ter o conhecimento de que os movimentos de péndulos
sdo periddicos. Apos isso, o professor de matematica usa os conceitos matematicos para definir

as fungdes periddicas e em seguida apresentar as funcgdes trigonométricas. Sem esta interdisci-
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plinaridade, havera fragmentacao e deficiénia do conhecimento de modo que o aluno nédo sera
capaz de construir um conhecimento compartimentado e esta interdisciplinaridade faz com que
o aluno saiba que nao existe ciéncia isolada, muito menos a matematica que estd presente em

quase todas as areas de ciéncias.

Segundo (BRASIL, 2000):

o estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a lin-
guagem das ci€ncias, necessdria para expressar a relacdo entre grandezas e mode-
lar situagdes-problema, construindo modelos descritivos de fendmenos e permitindo
varias conexdes dentro e fora da propria matematica.

Podemos assim concluir que o conceito de fungdo € fundamental para a matematica e
outras ciéncias e que tem as suas complexidades, pois expressar ¢ modelar fendmenos naturais
através de fungdes matematicas e criar interdisciplinaridade entre a matematica e outros campos

de conhecimento ndo € uma tarefa facil, pelo contrério, exige considerdvel esforco.
2.1 FUNCOES: DEFINICOES E NOCOES BASICAS

Veremos algumas nocdes basicas sobre funcdes, inicialmente em um contexto geral,
nao apenas aquelas fun¢des simples definidas no conjunto dos nimeros reais a valores também
reais. Ao contrario do que pode-se pensar, ha aplicacdes razoavelmente simples para a no¢ao

de funcoes definidas apenas em conjuntos.

Dados dois conjuntos ndo vazios X e Y, chamamos de relacdo de X em Y o subconjunto
R do produto cartesiano X X Y, ou seja, R € um conjunto de pares ordenados do tipo (x,y), com

xeXeyeY,istoé, R={(x,y) : xeXeyeY}.

Definicao 2.1 Uma funcdo f de X em Y é uma relacdo de X em Y determinada por uma regra

que associa cada elemento de X a um tinico elemento de Y. Neste caso denotamos f : X —Y.

Informalmente, uma funcao f de X em Y € uma regra que associa a cada x € X um
unico y € Y, dados X e Y conjuntos nao vazios (MUNIZ NETO, 2015). Quando temos uma
funcdo f : X — Y dizemos que o conjunto X é o dominio da funcdo f, o qual denotamos por
Dom(f), e o conjunto Y é o contradominio da fungio f. Além disso, o conjunto dos elementos
y € Y que estdo associados ao menos a um elemento x € X por f é chamado de imagem de f
e o denotamos Im(f). Os elementos da imagem de f sdo denotados por y = f(x). A seguir,
apresentamos alguns exemplos de fungdes do nosso dia—a—dia que podem ser compreendidos

facilmente por alunos de ensino médio.
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Exemplo 2.2 Suponha que X seja um conjunto que represente um supermercado onde seus ele-
mentos sejam os produtos a venda e suponha que Y seja o conjunto dos niimeros reais positivos
onde estardo representados os precos das mercadorias. Como cada produto estd associado

a um unico preco, temos que a regra que associa a mercadoria ao seu preco é uma funcdo

f:X—Y.

Exemplo 2.3 Suponha que X seja um conjunto que representa o tempo decorrido desde o inicio
do movimento de uma magd ao cair da macieira até que toque o solo e Y o conjunto que
representa a distdancia percorrida por essa mag¢d. Como a cada instante fixado a magad terd
percorrido uma tnica distdncia, temos que a rela¢do que associa a cada instante da queda

uma distancia percorrida é uma fungdo f: X —Y.

Exemplo 2.4 Suponha que X seja um conjunto que represente um grupo de 7 pessoas anonimas
com quem foi feita uma pesquisa de satisfacdo em relacdo a certo produto e suponha que Y
seja o conjunto que apresenta os graus de satisfacdo possiveis nessa pesquisa variando de 1
a 5 (todos valores naturais), sendo que quanto mais proximo de 1 menor satisfacdo e quanto
mais proximo de 5 maior satisfacdo. Como cada pessoa apresenta um vinico grau de satisfacdo,
temos que a regra que associa uma pessoa ao grau de satisfacdo com relagdo ao produto é uma

fungdo f: X —Y.

Exemplo 2.5 Suponha que X seja o conjunto dos funciondrios do setor financeiro de uma
microempresa e suponha que Y seja o conjunto dos registros dos funciondrios desse setor,
enumerados de 1 a 6, e que cada funciondrio possui apenas um registro. Neste caso, a regra

que associa um funciondrio a um nimero de registro é uma funcdo f : X — Y.

O diagrama de flechas representado na Figura 1 exemplifica uma funcdo f : X — Y,

onde as setas indicam as associa¢Oes dos elementos de X com os elementos de Y por f.

Observamos que este diagrama representa uma funcao ja que todo elemento no con-
junto X = Dom(f) tem uma dnica imagem no conjunto Y. Além disso, Im(f) = {d,k} pois
d= f(a) e k= f(b) = f(c). Caso haja associacdo de um elemento do dominio a mais de um
elemento do contradomino, entdo a relacdo entre os conjuntos ndao pode ser considerada uma
funcdo. Do mesmo modo, se algum elemento do dominio nao estiver associado a nenhum ele-
mento do contradominio, entao a relacao entre os conjuntos também ndo representa uma fungao.

Vejamos agora mais exemplos de funcdes.

Exemplo 2.6 Dados dois conjuntos ndo vazios X e Y e um elemento c €Y, a funcdo f: X —Y

tal que f(x) = c para todo x € X é denominada fungdo constante (Figura 2).
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Figura 1: Uma funcio f de X em Y

X Y

Figura 2: Uma funcao constante

Neste exemplo, Dom(f) = X e Im(f) = {c}. Em particular, se Y = R e ¢ =0, entdo f

¢ a funcao nula.

Exemplo 2.7 Dado um conjunto ndo vazio X, a fun¢do f(x) = x para todo x € X é denominada
fungdo identidade e é denotada por Id, : X — X. Neste caso, temos Dom(f) = Im(f) = X
(Figura 2).

E possivel notar nos exemplos anteriormente citados que a quantidade de elementos
do dominio da fun¢@o nem sempre coincide com a quantidade de elementos do contradominio.
Além disso a imagem nao € necessariamente igual ao contradominio, € possivel que mais de um
elemento do dominio esteja associado com um mesmo elemento da imagem. Definiremos agora
os conceitos de funcdes injetoras, sobrejetoras e bijetora que buscam exatamente caracterizar

essas relacoes entre o dominio, contradominio e imagem de uma fungao.

Definicao 2.8 Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Uma funcdo f : X — Y é dita injetora se,
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X1

X2

X3

X4

Figura 3: Uma funcao identidade

para todo 'y € Y, existir no mdximo um x € X tal que f(x) =y, ou seja, se x ey sdo tais que

x =y, entdo f(x) = f(y).

Em outras palavras, uma fungdo f : X — Y se diz injetora quando elementos diferentes
no seu dominio X tenham imagens diferentes no conjunto Y. A Figura 4 representa uma fungdo

injetora. Note-se que elementos diferentes no conjunto X tém imagens diferentes no conjunto

Y. Por exemplo, x| # xp, logo y; = f(x1) # f(x2) = y2.

X Y
f

X1 >+ V1

* V4

Figura 4: Uma funcao injetora

Definicao 2.9 Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Uma fungdo f : X — Y é dita sobrejetora se

para todo 'y €Y, existir ao menos um x € X tal que y = f(x), ou seja, Y = Im(f).

Como consequéncia, se f : X — Y é uma fung¢do sobrejetora, entdo a equagdo f(x) =y

tem pelo menos uma solucdo x € X. Equivalentemente, uma fungdo f : X — Y € sobrejtora
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Figura 5: Uma funcio sobrejetora

quando para todo y € Y exista algum elemento x € X tal que y = f(x). A Figura 5 é diagrama de
uma fung¢do sobrejetora. Neste caso, Im(f) é todo contradominio da fung@o, ou seja Im(f) =
Y pois podemos ver que todo elemento no contradominio € imagem de algum elemento no

dominio da funcao.

Definicao 2.10 Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Uma fungdo f : X — Y é dita bijetora se for

ao mesmo tempo injetora e sobrejetora.
X
X1
X2 \
X3 /

Figura 6: Uma funcao bijetora

Por exemplo, a funcdo apresentada na Figura 6 ¢ uma funcdo bijetora, pois os ele-

mentos diferentes no dominio desta fun¢do t€ém imagens diferentes no conjunto contradominio
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e além disso todo elemento no contradominio desta funcdo € imagem de algum elemento no
dominio da fun¢@o. A funcido identidade f : X — Y é também um exemplo de uma fung¢@o bi-
jetora. De fato, se x; e x; sdo tais que Id(x;) = Id(x;), entdo x; = Id(x;) = Id(x;) = x;, ou seja,
Id(x) é injetora. Além disso, sendo x; (para algum i) um ponto qualquer do contradominio X da
fungdo Id(x), temos que x; = Id(x;), isto &, x; € Im(Id(x)). Logo, Id(x) é também sobrejetora e

consequentemente, bijetora.

E também exemplo de funcio bijetora aquela apresentada no Exemplo 2.3, a maci
caindo da macieira. Nesse exemplo a fun¢do apresenta um valor tinico de distancia percorrida
para cada instante sendo assim uma func¢ao injetora. Além disso, existe um instante para cada
valor de distancia percorrida pela mac¢a até o final do movimento, logo a fun¢do € sobrejetora
e, por consequéncia, bijetora. Por outro lado, a funcdo do Exemplo 2.2, os produtos de um
supermercado, nao € uma funcao bijetora. Como o conjunto ¥ é o conjunto dos nlimeros reais
positivos, ndo se pode garantir que dois, ou mais, produtos ndao tenham o mesmo preco. Da
mesma forma € impossivel que haja um produto para cada nimero real positivo (€ bom lembrar
que o conjunto de nlimeros reais € um conjunto denso). Isso implica em a fun¢@o ndo ser nem

injetora nem sobrejetora.

Temos uma série de classificagdes no mundo dos conjuntos. Por exemplo, os conjuntos
podem ser finitos ou infinitos. Um conjunto com um ndmero finito de elementos € chamado de
conjunto finito e por outro lado um conjunto com um ndmero infinito de elementos € chamado
de conjunto infinito. Por exemplo, os conjuntos como N e R sdo exemplos de conjuntos infinitos
e conjunto de todos os alunos da 1? série do ensino médio de uma escola é un conjunto finito.
O ndmero de elementos (finito ou infinito) que um conjunto X possui € chamado de cardinal e
é representado por n(X), |X|, card(X) ou frequentemente por #X. Por exemplo, #R = oo, ou se
X ={2,4,10,23} temos entdo #X = 4. O conjunto vazio é um conjunto que ndo possui nenhum

elemento, logo podemos dizer que #0 = 0.

Dois conjuntos X e Y sdo chamados de equipotentes quando eles tém o mesmo cardi-
nal, isso € #X = #Y. Neste caso existe uma fungdo bijetora f : X — Y. Por exemplo, o conjunto
de nimeros naturais, N, e o conjunto de niimeros naturais pares,2N, sdo dois conjuntos equipo-
tentes ja que a fungdo f : N — 2N dada por f(n) = 2n para todo n € N é uma fungéo bijetora
pois se f(n;) = f(ny) temos entdo que 2n; = 2n,, logo n; = ny (injetora). Por outro lado, se
m € 2N, entdo existe n € N tal que m = 2n, dai, f(n) = m (sobrejetora). Da mesma forma e
apesar de aparecer estranho podemos ver que os conjuntos dos naturais e dos naturais maiores
do que 50, Ns(, tem a mesma cardinalidade pois f : N — Nsq dada por f(n) = n+ 50 para todo

n € N é uma funcao bijetora.
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Existem muitos outros resultados interessantes que envolvem o conceito da cardina-
lidade. Por exemplo, se X e Y sdo dois conjuntos finitos onde X C Y, entdo #X < #Y, ou se
#X < #Y e #Y < #X entlo #X = #Y. Como um outro resultado podemos ver que #X < #P(X)
onde P(X) é o conjunto de todos os subconjuntos de X. Simplesmente podemos ver que se
#X < #Y, entdo X deve ser equipotente a um subconjunto de ¥ enquanto o conjunto Y nao é
equipotente a nenhum subconjunto de X. Por exemplo, #N < #R pois N é equipotente a proprio
N, um subconjunto de R enquanto R ndo € equipotente a nenhum subconjunto de N ja que R
nao é enumeravel enquanto N é numerdvel. Em todos destes casos, a prova ¢ feita através das

fungdes bijetoras caso haja equipoténcia entre dois conjuntos.

Como toda fung¢do associa um elemento do dominio a um elemento do contradominio
temos como resultado um conjunto de pares ordenados que pertencem ao produto cartesiano

X xY,onde X xY = {(x,y);x € X e y € Y}. Com isso, definimos o grifico de uma fungdo.

Definicao 2.11 Dada uma fungdo f : X — Y, o grdfico de f é o subconjunto do produto carte-
siano X XY, definido por Graf(f) ={(x,y) e X xY : y=f(x)}.

No casode X =Y = IR os conjuntos X e Y podem ser compreendidos como duas retas
numeradas e X X Y como um plano. Com esses elementos temos um sistema cartesiano de
coordenadas xOy onde X e Y sdo os eixos Ox, chamado eixo das abscissas, e Oy, chamado eixo
das ordenadas, e cada par ordenado (x,y) é um ponto do plano. A Figura 7 representa o grafico
da fun¢ao y = f(x) = 2x> + 1. Observamos que neste caso o grafico é uma curva continua no
plano cartesiano. Vale lembrar que nem sempre uma curva no plano cartesiano representa uma

funcao.

10 +

—10 +

Figura 7: Grafico de uma funcio

Se retornarmos ao Exemplo 2.2, temos um grafico de fun¢do que nao € uma curva

continua (Figura 8), mas sim varios pontos no plano. Para esse grafico tomamos uma amostra
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ficticia de varias marcas diferentes de achocolatados em um supermercado. Nota-se que €
possivel haver mais de um produto com o mesmo pre¢o, porém nao se pode ter o mesmo produto

com dois precos.

pre%? em R$

®
L 4

i Achocolatados

Figura 8: Preco de achocolatados de um supermercado

Por outro lado o gréifico da funcdo descrita no Exemplo 2.3 € uma curva continua
(Figura 9) pois cada instante de tempo possui um valor de distancia percorrida, sendo ambos
valores reais. Existem ainda inimeros exemplos possiveis de situacdes cotidianas que podem

ser traduzidas em fungdes e representadas em gréficos.

distancia (metros)

40 |

30 +

20 f

10 ¢

: : : : : - tempo (segundos)
0.5 1 1.5 2 25

Figura 9: Queda de uma maca em 3 segundos

Como mencionamos anteriormente, nem todo subconjunto do plano munido de um

sistema cartesiano xOy pode ser compreendido como o gréifico de uma fung¢do. Tomemos A =
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{(x,y) € R x R}, donde cada elemento x € R estd associado a um elemento y € R por meio
de uma regra qualquer. Se (x1,y1), (x1,y2) € A s@o pontos no plano xOy e y; # y, entdo A ndo
pode ser o grafico de uma funcdo pois, pela Definicdo 2.1, uma funcdo associa cada elemento
do dominio a um tnico elemento do contradominio, ou seja uma fungao nao pode atribuir dois
valores diferentes para um tnico elemento. Isso ilustra o seguinte resultado geral, denominado
teste da reta vertical: uma curva qualquer no plano xOy € o gréifico de alguma funcdo f caso
nenhuma reta vertical intersecta essa curva mais de uma vez. Por exemplo, as Figuras 7, 8 ¢ 9
todas sdo graficos de fungdes pois nenhuma reta vertical intercepta estes graficos em mais que
um ponto. Por outro lado, a Figura 10 ndo representa o grafico de alguma fung¢do ja que existe

pelo menos uma reta veretical que intercepta o grafico em mais que um ponto.

AY

\

a

Figura 10: Grafico de uma relacao que nao é uma funcao

Retomaremos, agora, ao Exemplo 2.2 em que vemos que a funcdo f : X — Y asso-
cia as mercadorias de um supermercado (elementos do conjunto X) a seus respectivos precos
(elementos do conjunto Y). Seria possivel obtermos uma funcdo g : ¥ — X que associe valores
em reais (elementos do conjunto Y') as mercadorias cujos precos sao tais valores (elementos do
conjunto X)? Pensando nos diagramas de setas, seria possivel inverter o sentido das setas? A
resposta para esse caso € ndo, pois o conjunto Y € o conjunto dos nimeros reais positivos, € im-
possivel que exista a0 menos uma mercadoria associada a cada valor real positivo pertencente
a Y (sabe-se que o conjunto de numeros reais positivos € um conjunto denso) além de nao ser

possivel garantir que duas mercadorias nao tenham o mesmo preco, como ja foi discutido.

Seja f: X — Y uma funcdo. Para que a relagdo g : Y — X seja no primeiro lugar uma

func¢do, f precisa ser sobrejetora pois assim todo elemento no conjunto Y terd pelo menos uma
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imagem no conjunto X. Além disso, como a imagem no conjunto X tem que ser unico, logo
podemos concluir que f precisa ser injetora. Sendo assim, para que uma funcdo f: X — Y
tenha inversa g : ¥ — X, esta funcdo precisa ser bijetora. Em outras palavras, apenas as funcdes
bijetoras tém inversa. Por esta razdo, a fun¢do do Exemplo 2.2 ndo tem inversa (ou seja, g : Y —
X nao pode ser uma fun¢do) pois f : X — Y ndo € bijetora. Por outro lado, tomemos o Exemplo
2.3 onde f: X — Y associa o tempo decorrido desde o inicio do movimento de uma maga que
cai da macieira até que toque o solo a distancia percorrida por essa mag¢a a cada instante. Neste
caso € possivel obter uma fungdo g : ¥ — X pois para cada valor de distancia percorrida pela
maca existe um unico valor de tempo decorrido. Ou seja, como f : X — Y € bijetora entao
g :Y — X é uma func¢do. Outro exemplo € a fun¢do /d, que € uma bijecdo. Nao apenas a fungcao
admite a inversdo de sentido das setas quanto a funcdo invertida é exatamente a Id,. Dessa

forma definimos a func¢do inversa.

Definicao 2.12 Seja f : X — Y uma funcdo bijetora. A fungdo inversa de f é a funcdo g:Y — X
tal que, parax € X,y €Y, temos g(y) =x <y = f(x).

Podemos afirmar, portanto, que uma fungao € inversivel se for bijetora e denotamos
a funcdo inversa de uma bijecio f: X — Y por f~!:Y — X. Como a funcio inversa, f~!,
desfaz o que a funcdo f faz e a funcdo f desfaz o que a funcdo inversa faz, podemos concluir
que Dom(f) = Im(f~') e Im(f) = Dom(f~'). Uma sequéncia desta observacio é que para
encontrar o grifico da funcio f~! (caso existir) basta refletir o grafico da fun¢do f em torno
da reta y = x (Figura 11) ou para encontrar algebricamente f~!, basta isalor x na expressio
algébrica y = f(x) e em seguida trocar x por y (para mais detalhes o leitor pode consultar

qualquer livro de Célculo Diferencial e Integral).
2.2 FUNCOES REAIS DE UMA VARIAVEL REAL

Uma funcdo real de uma varidvel real € uma funcdo f : X — Y cujo dominio é um
subconjunto de R e o contradominio é o préprio conjunto R, de forma que todo f(x) seja um
numero real. O estudo dessas func¢des em especifico € relevante, dadas as muitas situacdes em
que elas sdo utilizadas, tanto aquelas mais simples do cotidiano de qualquer pessoa quanto as
mais complexas aplicagdes nas ciéncias avangadas. Veremos algumas situacdes cotidianas que

podem ser representadas em forma de fungdes.

Exemplo 2.13 Vamos supor que uma crianca vd a uma sorveteria comprar picolés, sendo que

cada picolé custa R$ 1,20. Note que o valor total da compra realizada por essa crianca
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Figura 11: Gréfico da funcao inversa

depende da quantidade de picolés comprada. Como a quantidade de picolés sempre serd
um numero natural e o valor total da compra um niimero real, podemos dizer que a funcdo

f:N—= Rdada por f(x) = 1,2x com x € N representa a situagdo descrita no exemplo.

Exemplo 2.14 Imagine um ciclista percorrendo uma pista retilinea a uma velocidade constante
de 80 km/h. Isso significa que a cada hora esse carro percorre 80 km, porém o tempo decorrido
ndo é sempre um niimero inteiro pois ele pode permanecer nessa pista por 15 minutos, ou seja,
% de uma hora, e percorrerd 20 km. Nesse caso f : R — R dada por f(x) = 80x representa a
situagcdo em que obtemos a distancia percorrida por um carro a 80 km/h em um certo tempo, jd

que o dominio da func¢do ndo pode ser o conjunto dos niimeros naturais.

Em especial, veremos dois tipos de funcdes reais mais detalhadamente nesta secdo, a

funcao afim e a funcio quadratica.

2.2.1 FUNCAO AFIM

Definicao 2.15 Uma funcdo f: R — R é chamada afim quando existem a,b € R tais que f(x) =
ax—+ b para todo x € R.

O coeficiente b € o valor inicial da fungdo f sendo que b = f(0) e o coeficiente a é
a taxa de variagdo (inclinagdo) da funcdo que nos fornece informagdes sobre o acréscimo ou
decréscimo dos valores de f(x) ao se variar o valor de x. Sdo casos particulares de funcdes afins

a funcdo identidade, f(x) = x, as funcdes constantes, f(x) = b e as funcoes lineares, f(x) =
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ax. Uma fung¢do linear € também o modelo matematico para os problemas de proporcionalidade
direta. De acordo com Lima (2013, p.84), ”a grandeza y é diretamente proporcional a grandeza
x quando existe um nimero a (chamado a constante de proporcionalidade) tal que y = ax para

todo valor de x.
Proposicao 2.16 Toda funcdo afim é bijetora.

Seja a funcdo afim f: R — R, f(x) = ax+ b. Tomemos x;,x; € R tais que x; = xp, temos que

) . ) —b
f(x1) =ax;+b =axy+b = f(x2), ou seja, f € injetora. Tomemos ainday € R e xg = yT,

temos que f(xp) = a(y%b) +b=y—b+b =y, ouseja, existe xg € R tal que f(x9) =y para todo
y € R, logo f € sobrejetora e, portanto, bijetora.

Proposicao 2.17 O grdfico Graf(f) de uma funcdo afim é uma reta.

Seja a fungao afim f : R — R dada por f(x) = ax+b. Tomemos tr€s pontos quaisquer do grafico
Py = (x1,ax1+b), P, = (x2,ax, +b) e Py = (x3,ax3+b), supondo x| < xp < x3. Sejam d(Py,P,)
a distancia entre os pontos P; e P», d(P»,P3) a distincia entre os pontos P, e Py e d(P;,P3) a

distancia entre os pontos P; e P3, temos

d(P,P3) = \/(x3—x1)2+a2(x;;—x1)2,
= (—x)V1+a?
= (x3—x2+xz—x1)m,
= (-x)V1+a+(n—-x)V1+a,
= \/(X3 —x2)? +a*(x3 —x2)> + \/(XZ —x1)? +a*(x2 —x1)?,
= d(Pz,P3)—|—d(P1,P2),

que isso implica que os pontos Pj, P> e P; sdo colineares e, portanto o grafico de uma funcado

afim é uma reta.

E possivel observar esse fato no exemplo a seguir.

Exemplo 2.18 Imagine uma pista reta que ndo tem fim nem comego, onde foi colocada uma
marcagdo, que chamaremos de marco zero, para servir de ponto de referéncia. Imagine também
um veiculo que se move nesta pista com uma velocidade constante de 3m/s. Quando se obser-

vou esse veiculo pela primeira vez ele estava 5 metros a distante do marco zero.

Se considerarmos o instante da primeira observa¢do como o instante 0 € 0 marco zero

como a posic¢do 0, podemos dizer que a fungdo f : R — R dada por f(x) = 3x+ 5 representa a
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posi¢do do veiculo a cada instante observado, onde x € medido em segundos e f(x) em metros.
Tomemos agora Py, Py, P; € Graf(f) sendo P, = (1,8),P, = (2,11)eP; = (3, 14). Temos que
d(Pl,Pz) =V 10, d(Pz,Pg,) =V 10 e d(Pl,Pg,) =V 40. Assim,

d(P,P3) = /40,
= 2V10,

— V10+10,
= d(P],Pz) +d(P2,P3).

Portanto P, P> e P3 sdo colineares e grafico de f € uma reta. A Figura 12 representa o gréfio

desta funcao.

f(x) (metros)

X (segundos)

1 —05 0 05 15 2 25 3 35 4 45 5 55

-4

Figura 12: Grafico de f(x) =3x+5

No grafico de uma fung¢do afim o niimero b, chamado de coeficiente linear, € a ordenada
do ponto de intersec¢@o entre o grafico de f e o eixo Oy, basta notar que se x = 0 entdo f(0) =
a.0+b = f(0) =b. O niimero a, por sua vez, ¢ chamado de coeficiente angular ou inclina¢do
da reta, sendo a = tan 6 onde 0 é o menor angulo formado por o grifico de f e o eixo Ox, como

mostraremos a seguir (Figura 13).

Sejam a fung¢do afim f : R — R dada por f(x) = ax+b e 6 o menor angulo formado

por grafico de f e o eixo Ox. Tomemos dois pontos distintos P; = (x1, f(x1)) e P, = (x2, f(x2))
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y=ax+b

(0,b)

Figura 13: Coeficiente linear de uma funcao afim

de Graf(f) e o ponto Q, sendo esse o ponto de intersec¢do entre as retas x =xp e f(x) = f(x2).

Como f(x1) =ax; +be f(x3) = axp + b, temos

flx1) = ax;+f(x2) —axs,
f2)=f(x1) = axx—anx,
axy—axy = f(x2)— f(x1),
a(xy—x1) = f(x2)—f(x1),

a =

Por outro lado, (f(x2) — f(x1)) e (x2 —x1) s@o, respectivamente, cateto oposto e cateto

(x2)—f(x1)

) ~ n A . _f
adjacente ao angulo O do triangulo retingulo PiQP>. Assim, tan0 = oo e, portanto,

a = tan 0 (Figura 14).

Ambos os coeficientes de uma fun¢do afim podem ser determinados a partir de dois

pontos distintos quaisquer do gréfico de f pois € Unica a reta que contém dois pontos distintos.

2.2.2 FUNCAO QUADRATICA

Definicao 2.19 Uma funcdo f: R — R é chamada quadrdtica quando sdo dados niimeros reais
a, b, c, coma#0, tais que f(x) = ax®> +bx+c, para todo x € R. O discriminante A da funcéo

f € o discriminante do trinémio de segundo grau ax* + bx + c, ou seja, A = b*> — 4ac.

Sejam (x1,y1), (x2,y2) e (x3,y3) trés pontos no sistema cartesiano de tal forma que

X1 # xp # x3. Podemos ver que existe uma unica funcdo quadratica f que passa nestes trés
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flx)=ax+0b Tx)

f(22)
fag) = f(z1)

f(x1) g — Ty

Ty Z2

Figura 14: Coeficiente angular de uma funcao afim

pontos, isto é y; = f(x1), y2 = f(x2) e y3 = f(x3) e além disso esta fun¢do quadratica € dnica.
Para provar a unicidade desta fung¢do, vamos supor que existe umma outra funcdo quadratica
g com estas condicdes, ou seja existem f(x) = ax® +bx+c e g(x) = a'x* + b'x + ¢’ tais que
flx1) =gx1), f(x2) = g(x2) e f(x3) = g(x3) com xy, x» e x3 distintos entre si. Desta forma

temos:

fa) = gla),
ax%—i—bxl—kc = a/x%+b/x1+c',

(a—d)x3+(b—b)x+(c—c) = 0.

De forma andloga, obtemos (a —a')x3 + (b—b")xa+(c—c') =0e (a—d')x3 + (b —

b )x3+ (¢ — ') = 0. Podemos, entdo, escrever o sistema de equagdes

(

S

—d)x3+(b—b)x; +(c—C)
a3+ (b—b)xa+ (c— ')
(a—a’)x§+(b—b’)X3+(c— "

Y

0
0,
0

—
N
|

C
C

Y

Subtraindo-se da primeira equacgdo a segunda e repetindo o processo com a primeira e

terceira equacdes, temos

{ (a—a) (2 —x3)+ (b —b)(x1 —x2) =

0
(a—d)(xf —x3)+(b—b")(x1 —x3) =0

Como x| # xp e x| # x3, dividiremos a primeira equagdo por (x; —x») e a segunda por
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(x1 —x3), obtendo

{ (a—d)(x1+x2)+(b—b)=0
(a—d)(x1+x3)+(b—-b)=0

Subtraindo-se a segunda equagdo da primeira, obtemos (a —a’)(x; —x3) = 0. Como
xp —x3 # 0 entdo (a—da’) =0. Sendo (a—d') =0 temos (a —d')(x; +x)+(b—b')=0=
(b—b')=0e,assim, (a—a)xi+(b—b)x;+(c—)=0= (c—¢c)=0.

Dessa forma, concluimos que a =da’, b =b" e c = ¢’. Isso significa que se duas fung¢des
quadraticas assumem o mesmo valor em trés pontos distintos x1,x7,x3 entdo essas fungdes sdao
iguais, isto €, assumem o mesmo valor para qualquer nimero real x (LIMA, 2013). Assim,

dizemos que os coeficientes a, b, ¢ da funcdo quadratica f ficam inteiramente determinados

pelos valores que essa funcao assume (LIMA, 2013).

Considerando ainda a fungdo quadratica f(x) = ax®> + bx + ¢, temos que

f(x) = ax*+bx+c,

_ ( +bx+c>
ledyery
- (o))

3 b\2 b*—dacy | w 8

A equagdo f(x) =a [<x+ 2—) — T} ¢ chamada forma canénica da fungéo
a a

quadritica. Essa forma pode ser escrita na forma simplificada f(x) = a(x — h)? +k, sendo

h,k € R tais que h = ;— ek= ;— Ainda, o valor A = b? — 4ac é chamado discriminante.
a

Proposi¢ao 2.20 Seja a fungdo quadrdtica dada por f(x) = ax* + bx + ¢, temos que:

A
e Sea> 0, entdo Im(f) = [—E,—i—oo).

A
Se a <0, entdo Im(f) = (=0, ~~|.
e Sea entdo Im(f) 1
A b
Em qualquer dos casos, temos f(x) = —— < x= ——.
4a 2a

Ao se analisar a forma canOnica da funcdo quadratica f € possivel notar que a fungdo
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apresenta valor maximo ou valor minimo dependendo do sinal do coeficiente a. De fato, se a > 0
entio a(x —h)? > 0 = f(x) >k, se, por outro lado, a < 0 entdo a(x —h)? < 0= f(x) <k. A

igualdade f(x) = k ocorre somente quando x = A, ou seja, quando x = ;— Em outras palavras,
a

- A .. b
se a > 0 a funcdo f tem valor minimo f(x) = T2 ponto minimo x = 5, 8ed <0a
a a
- A L b e
funcdo f tem valor maximo f(x) = — 1, o ponto maximo x = ~og Por outro lado, € trivial
a a

notar em f(x) = a(x —h)?+k que se a > 0 ndo existe valor maximo e se a < 0 ndo existe valor

minimo.
Proposicao 2.21 O grdfico da fung¢do quadrdtica é uma pardbola.

Notemos que, como uma fun¢do quadratica possui valor mdximo ou minimo, existe um ponto
(x0,y0) € R? tal que xo = —=— e yg = ——. Tomemos, entio, a forma canonica da fungio

2a 4a
quadrética f dada por y = ax*> +bx+c, sendo y = f (x) para todo (x,y) € R2. Temos, que

y = a[<x+£>2——b2_4ac],

2a 4a?

( n b )2 b? —4ac

= alx+—) ——.
2a 4a

YT\ da
N b* — 4ac 1 ( AT
J— — — 1\ x J—
Y 4a 4p 2a/) "’
b A 5
m =—— =——,en
€ COmo Xy 2aeyo 4a,e ao
()
— = —(x—x
Y=o 4p 0) >
4p(y—yo) = (x—xp)
: ) ~ | <
De maneira andloga, se a < 0 entdo a = s daf obtemos a equacdo —4p(y —yo) =
4

(x —x0)%. Ambas as equacdes sdo equacdes de pardbolas cujo eixo focal é paralelo ao eixo 0y,
tém pardmetro 2p e vértice (xg,yp), sendo que se a > 0 a pardbola tem concavidade voltada para

cima e se a < 0 a parabola tem concavidade voltada para baixo (Figuras 15-16). Concluimos,
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assim, que o gréfico de qualquer funcao quadratica € uma parabola.

Figura 15: Parabola com concavidade voltada para cima (a > 0)

Figura 16: Parabola com concavidade voltada para baixo (a < 0)

2.2.3 MONOTONICIDADE

Definicao 2.22 Seja I C R um intervalo. Uma funcdo [ : 1 — R é dita:

1. Crescente se, para todos x| < xp em I, tivermos f(x1) < f(x2).
2. Decrescente se, para todos x1 < xy em I, tivermos f(x1) > f(x7).
3. Ndo crescente se, para todos x| < xp em I, tivermos f(x1) < f(x2).

4. Crescente se, para todos x| < xy em I, tivermos f(x1) > f(x2).

Em qualquer dos casos acima, dizemos que a fung¢do f é mondtona em I.
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Uma fungao afim € mondtona em todo o dominio da funcio e sua monotonicidade nao
se altera. A funcdo quadrética, por outro lado, apesar de ser mondtona em todo seu dominio

essa monotonicidade se altera no ponto de maximo/minimo da fungao.

Proposicao 2.23 Uma fungdo afim f dada por f(x) = ax+b é crescente se a > 0 e decrescente

se a < 0.

Tomemos x;,x; € R sendo que x| < x;, temos que, se a > 0 entdo f(x]) =ax;+b < axy+b=
f(x2),logo f é crescente. Se, por outro lado, a < 0 entdo f(x1) =ax; +b > axa+b = f(x2) e,

portanto, f € decrescente.

Proposi¢ao 2.24 Seja uma funcdo quadrdtica f dada por f(x) = ax’> 4 bx +c.

b b
(a) Se a> 0, entdo f é decrescente em (— oo, —2—] e crescente em [— 2% —|—00>.
a a

b b
(b) Se a <O, entdo f é crescente em (— oo, —2—] e decrescente em [— 2’ —|—00>.
a a

Seja a fungdo quadrética f dada por f(x) = ax? + bx+c. Tomemos inicialmente a > 0 e x;, X3 €

R, temos

flx2)—f(x1) = (axs+bxy+c)— (axt+bx;+c),
= (ax3 —axi) + (bxo — bxy),
= a(x} —ax?) +b(xs—x1),
= a(xa—x1)(x2+x1)+b(xz —x1),

= a<x1 —|—x2+g>(x2—x1).

b .
Se 5 < x1 < xp,entdo x, —x; > 0e b > —2ax;. Assim temos
a

v

—2ax; )

b
a(xl—l—xz—i-a)(xz—xl) a<x1+x2—|—

Y

a(x; +xp —2xp),

> a(x;—xp) >0,

b
e dai, f(x2) — f(x1) > 0= f(x1) < f(x2), 0 que mostra que f é crescente para [— 3% +oo>.
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b )
Se, por outro lado, x; < xp < 57 entdo xp —x; > 0e b < —2ax,. Assim temos
a

IN

—2axs )

b
a<x1+x2+5>(x2—x1) a(x1+x2—|—

IN

a(x; +x —2x2),

< a(x;—x) <0,

que podemos concluir que f(x2) — f(x1) <0=- f(x;) > f(x2), 0 que mostra que f é decrescente

para ( — oo, —2—} . A prova do item (b) é totalmente andloga a do item (a).
a

224 RAIZ DE UMA FUNCAO

Chamamos de raizes ou zeros de uma funcdo f : R — R os valores r € R tal que
f(r) =0. As raizes de uma fun¢do sdo também as abscissas dos pontos de intersec¢do entre

Graf(f) e o eixo das abscissas do plano cartesiano.

f(x)

(r, 0)

f

Figura 17: Intersec¢ao entre grafico de f e o eixo Ox

Em uma fun¢do afim dada por f(x) = ax+ b, a raiz da funcgdo é o valor r tal que

ar+ b = 0, portanto, r = ——. Vemos, assim, que uma funcdo afim possui uma tnica raiz real.
a

Tomemos agora uma fungio quadritica dada por f(x) = ax?> +bx +c. Sendo r a raiz de f entio,



pela forma canonica, temos

[( N b>2 b2—4ac]
allr+—) ————
2a 4a?> I’

( b )2 b —4ac

rt 2a 4a2
b* —4ac
4a2
n b* —4ac
4a%
N b? — 4ac7
2a
b n Vb?% —4ac
2a 2a
—b++vb% —4ac
2a ’
—b+VA
2a

que analisando o discriminante A na ultima expressao, temos que

—b++VA

(a) Se A>0Oentdo r; = er)=

—b—+VA
2a

33

sao ambos raizes de f, ou seja, f possui

2a
duas raizes reais distintas.
—-b++v0 —b ) . . .
(b) Se A=0entao r = 2—\/— =5 ¢ a unica raiz real de f, ou seja, f possui apenas uma
a a

raiz real.

(c) Se A < 0entdo VA ¢ R e, por consequéncia, r ¢ R, ou seja, f ndo possui raizes reais.

Podemos observar o que foi descrito acima nas figuras a seguir.
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Figura 18: Funcao f com A >0

Figura 19: Funcao f com A =0
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Figura 20: Funcao f com A <0
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3 MODELOS MATEMATICOS: AJUSTE DE CURVA

3.1 INTRODUCAO

Em muitos problemas praticos sao realizados testes laboratoriais ou alguns tipos de
experimentos para que os dados reais sejam validados ou encontrar um sistema (modelo) que
simule o problema real. Na maioria destes problemas, os dados experimentais sao coletados e

a partir destes dados os resultados sdo encontrados.

A evasdo escolar, por exemplo, € um problema brasileiro muito grave em todos os
niveis de escolaridade, principalmente no ensino médio. Ha uma ligagdo direta entre a evasao,
o fracasso escolar, a violéncia extrema e a entrada de jovens no mundo de crime, ou seja a
evasao escolar e a criminalidade andam de mao dadas e o primeiro favorece o segundo. Neste
cendrio, o poder publico se preocupa muito com o crescimento desta evasdo e certamente tem
bastante interesse em poder fazer uma previsao deste crescimento e que a partir disso poder
redefinir as politicas publicas que envolvem diretamente o ensino publico brasileiro. Para isso,
o poder publico pode definir algumas metas como por exemplo toda crianga e jovem de 04 a
18 anos estejam na escola. Para tanto, sdo necessarios varios investimentos por parte do poder
publico. Para que por exemplo esta parte da populagdo esteja na escola, o poder publico pre-
cisa construir creches e escolas publicas para poder atender essa demanda e aquelas venham no
futuro. A construcao destes espacos fisicos ndo vem a acontecer da noite pro dia e sim exige
um planejamento ao longo do tempo. Para ter uma nocao da demanda que o poder publico terd
daqui a por exemplo uma década, ele precisa fazer possiveis previsdes sobre o crescimento da
populacdo em geral e a populacdo desta faixa etdria em particular. Para realizacdo dessa pre-
visdo, o poder publico coleta uma série de dados (por exemplo, a populacdo ao longo dos anos
anteriores) e, a partir dos dados coletados, realiza a previsdo. Certamente, quanto mais dados e
fatores forem coletados e considerados melhor serd a previsao e em sequéncia o planejamento

serd mais eficaz. Isso se chama um planejamento estratégico.

Agora, vamos analisar um outro problema sendo discutido bastante nos tltimos meses

que € a aposentadoria e a reforma previdencidria. Os beneficios do INSS, sao uma esperanca
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almejada por muitos brasileiros, porém até onde podemos colocar como uma esperanca valida.
Nos anos 70, o teto da aposentadoria era, em média, 20 saldrios minimos, porém, esse valor
foi decrescendo e os governos vém adotando medidas de reajuste salarial nos dltimos 15 anos
que no ponto de vista de redistribuicdo de renda € fantastico, porém, no ponto de vista de
previdéncia tende a uma diminuicao na diferenca entre o teto e o piso salarial da previdéncia,
pois enquanto o saldrio minimo tem como reajuste a inflacdo do ano anterior mais o crescimento
do PIB de 2 anos anteriores, a previdéncia tem como reajuste apenas a inflacdo. Outro fator que
contribui para essa diminuicao € que a populacao estd vivendo mais, logo mais pessoas estarao
recebendo aposentadoria e além disso as pessoas estdo tendo menos filhos, logo menos pessoas
contribuirdo com a previdéncia. Resumindo, se levarmos em conta o decrescimento de teto
salarial que vem sendo obtido com o passar dos anos, essa ideia de seguranga na aposentadoria
estd ficando cada vez mais longe de um ideal e com a crise econdmica e a reforma previdenciaria
vem apenas achatando a diferenga entre os tetos salariais. Um problema que surge para um
trabalhador € estimular por exemplo o maior nimero de saldrios minimos que receberéd pelo
Ministério da Previdéncia Social (INSS) logo no inicio da sua aposentadoria e tentar recomensar

o que faltara para ter uma vida digna com alguns outros investimentos ao longo da sua vida ativa.

Como um terceiro exemplo, considere o problema de mortes no transito brasileiro e
sua relacdo com o consumo de alcool. Acidentes de transito sdo muito frequentes no dia—a—dia
e o nimero de mortes causadas por tais acidentes vem crescendo com o passar dos anos. Os da-
dos de pesquisas feitas nos Gltimos anos apontam nao sé um aumento nos acidentes de transito
mas também um aumento no consumo de bebidas alcodlicas pelos brasileiros o que torna esses
dados comparativos, tendo em vista que, uma das maiores causas de acidentes € a combinac¢do
entre volante e bebidas alcodlicas. O Brasil encontra-se em uma posi¢do preocupante quando
se diz respeito a mortes em acidentes de transito, aparecendo em quinto lugar entre os paises
recordistas, atrds da India, China, EUA e Riissia. De acordo com os dados da Organizacao
Mundial da Saude (OMS), todos os anos aproximadamente 1,3 milhdes de pessoas morrem
vitimas da imprudéncia ao volante e nos dados consta também que o transito € a nona maior
causa de mortes do planeta. Segundo o Ministério da Sadde, no Brasil em 2015, foram regis-
trados 37.306 6bitos e 204 mil pessoas ficaram feridas. Ao longo de todo o ano de 2016, a PRF
flagrou, apenas no Parand, 3.567 motoristas dirigindo sob efeito de bebidas alcodlicas; 22,8
mil manobras irregulares de ultrapassagem; e mais de 235 mil veiculos acima da velocidade
maxima permitida. Neste contexto, um problema importante a ser abordado é como obter uma
projecao dos numeros de acidentes dos proximos anos e assim relacionar os resultados com os

dados sobre mortes causadas por embriaguez ao volante.

Os exemplos anteriores foram apenas alguns dos inimeros casos em que se faz ne-
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cessaria uma previsdo e como uma proje¢do do futuro pode evitar problemas graves para a
sociedade. Essas projecdes e outras do tipo s@o realizadas atrdves de uma técnica matemética
chamada de ajuste de curva ou regressao. Na verdade, ajuste de curva ou regressao é um
recurso matematico utilizado para se obter uma relagdo funcional a partir de um conjunto de
dados coletados experimentalmente que na maioria dos casos ndo sdo exatos. A partir destes
dados, portanto podemos verificar uma possivel tendéncia entre os dados ou, simplesmente, tra-
balha-los de maneira simplificada. Em outras palavras, temos uma série de dados experimentais
e, a partir destes dados, tentamos encontrar uma curva que melhor se ajusta a estes dados. Vale
ressaltar que as projecdes sdo apenas previsoes, pois podem haver diversos fatores internos e
externos que dificultam a anélise do problema e torna o resultado encontrado através de ajuste

de curva pouco satisfatorio.

Como um exemplo numérico, considere um objeto que se move em uma linha reta
enquanto uma pessoa registra sua posi¢ao nessa linha ao longo de 5 segundos, obtendo os dados

da tabela a seguir:

Tabela 1: Movimento em linha reta de um objeto
x; — Tempo (s) ‘ 1 2 3 4 5
yi — Posi¢do (m) ‘ 0,46 095 1,57 2,00 242

Para ter uma visao melhor das posi¢des dos pontos e obter o relacionamento entre a
varidvel independente (tempo) e a varidvel dependente (posicao) serdo colocados estes 5 pares
de pontos no sistema cartesiano e assim obtemos um grafico chamado de diagrama de dispersao

(Figura 22). E, a partir deste diagrama encontramos a curva desejada.

Y

242 - - e e e e e — = -
200F - —-—-—-—=—————=—— - - _'
157 - - - - - - - - - - ,

095 - ----~- o

046 - - @

>
X

Figura 22: Diagrama de dispersao para o movimento em linha reta
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Porém, dado um diagrama de dispersdo, em geral ndo € possivel encontrar uma curva
que passa exatamente em todos os pontos, ou seja, para dados experimentais nao ha uma fungao
que represente os dados observados perfeitamente precisa ja que dados experimentais possuem
erros e as varidveis podem sofrer certas alteragdes durante a experiéncia. Nestes casos, podemos

ajustar uma curva aos dados para que seja possivel verificar a tendéncia desses dados.

Vele ressaltar que neste tipo de exemplos que o objetivo € verificar a tendéncia dos
dados experimentais ndo podemos obter por curvas polinomiais que passam por todos os pontos,
ou seja um polindmio interpolador, ja que o problema envolve erros imprevisiveis e além disso,
o polindmio interpolador € utilizado sempre que o objetivo é fazer uma previsao para um dado
que se encaixe entre os dados tabelados. A Figura 23 mostra que por exemplo a curva y = 0, 5x
apesar de nao conter todos os pontos da tabela (os pontos que ndo pertencem a esta linha estdao
indicados por seta), descreve muito fielmente a tendéncia do movimento apresentado pelos
pontos, de forma que podemos concluir que o movimento observado neste exemplo se aproxima
de um movimento retilineo uniforme (MRU) — um movimento que ocorre com velocidade
constante em uma trajetdria reta — cuja a fungdo hordria € dada por p = 0,5t (nas Figuras
22-23, x e y representam ¢ e p, respectivamente). Neste caso, considerando a curva p = 0, 5¢
tem a vantegem de poder calcular a posi¢do do objeto (varidvel dependente) para valores de
tempo que estdo fora do intervalo tabelado, ou seja para os tempos maiores que 5. Por exemplo,
podemos dizer que apds 7 segundos o objeto estard a uma distancia de 3,5 metros do ponto

inicial ja que p = (0,5)(7) = 3,5.

yA ,
$y= 0,5x
377 ) I
¥
20 - - - - °
¥

157 - - - - — - - — = — °

095 - — — = —

046 ~ -

Figura 23: Diagrama de dispersao para o movimento em linha reta

Em movimentos reais, existem muitas varidveis associadas o que dificulta o trabalho
de anélise dos dados. Porém, é possivel, com a técnica de regressao, simplificar o processo
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de forma a obter uma fungio (curva) que podemos analisar de forma eficiente. E importante
ressaltar que a parte inicial do processo de ajuste de curva para este trabalho € escolher o modelo
que iremos utilizar a partir do diagrama de dispersdo. Segundo Nussenzveig (2002):

em termo de modelagem matematica de fendmenos caracterizados por um processo
dindmico, a formulacdo do modelo pode muitas vezes preceder a andlise dos dados ex-
primentais. Nestes casos, o método de ajuset de curvas é fundamental para a validacdo
dos modelos estabelecidos a priori. A validacdo de um modelo matemético consiste
na verificagdo da aproximacdo do modelo com a realidade, ou seja, se os dados expri-
mentais observados ndo estdo muito longe daqueles fornecidos pelo modelo.

Na verdade, a escolha do modelo em um problema de ajuste de curva é extremamente
importante do ponto de vista matematico. Um bom modelo precisa projetar bem o comporta-
mento da varidvel resposta (dependente). Veremos na proxima se¢do que para determinar se
um modelo de ajuste de curva de fato é valido, ou seja, para verificar a qualidade do modelo, é
utilizado um coeficiente chamado de coeficiente de determinacdo, denotado por R?, que é uma

medida da propor¢ao da variacao total em torno da média dos dados tabelados.
3.2 AJUSTE DE CURVA

Como foi citado na secdo anterior, em muitas aplicacdes temos um conjunto de n
dados (x;,y;), i = 1,2,...,n, onde os valores de y;, i = 1,2,...,n sdo encontrados experimen-
talmente. O problema de ajuste de curva consiste em obter uma curva (expressdo analitica)
que melhor se ajusta a estes n pontos. Esta curva ndo precisa conter os pontos, basta que se
ajuste a estes pontos. No caso do exemplo anterior (movimento em linha) em que temos 5 da-
dos experimentais, se for utilizar uma das técnicas de interpolag¢do polinomial para encontrar
um polindmio de grau no maximo 4 que passa em todos 0s pontos encontraremos o polindmio
y=0,0208x* —0,2617x> + 1, 1142x* — 1,3333x+ 0,92 (Figura 24). Porém a Figura 23 mostra
que parece a relacdo verdadeira entre estes 5 dados experimentais € uma relacao linear e que
esta reta ndo conter todos os pontos ja que os dados contém erros por serem experimentais.
Portanto, nestas situagdes, procurar por uma fun¢do analitica (polindmio interpolador) que €
baseada em dados exatos ndo é matematicamente correto e sim o correto € encontrar uma curva
que melhor se ajusta a um conjunto de dados. Mais para frente veremos que a reta que melhor
se ajusta a estes 5 pontos € na verdade a reta y = 0,497x — 0,011 e ndo y = 0,5x e que esta

tltima foi encontrada por tentativas e erros.
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y=0,0208x* - 0,2617x° +1,1142x2 - 1,3333x 4 0,92

1,5

0,5

Figura 24: Polinémio interpolador para os dados do exemplo de movimento em linha
3.2.1 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

Como citamos no caso de problema de movimento em linha, a curva (reta) que melhor
se ajusta é areta y = 0,497x — 0,011 e ndo y = 0,5x e a pergunta que surge aqui € como foi

encontrada esta reta. Para responder esta pergunta precisamos da seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1 Sejam {(x;,y;) : i =1,2,...,n} o conjunto de n pontos e P(x) uma curva (que
pode ser polinomial, exponencial, poténcia, logartmica entre outras). Se para a curva P(x) o

termo

S .= é (y,- — P(xi))z,

assumir o seu menor valor, a curva P(x) é chamada de curva de minimos quadrados.

O Método dos Minimos Quadrados é um método baseado nesta definicdo. Na ver-
dade, o termo S € a soma dos quadrados dos desvios entre os valores observados e os valores
ajustados. Em outras palavras, o termo S apresenta a soma do quadrado dos erros cometidos
entre os valores observados e os valores esperados através da curva que acredita-se que me-
lhor se ajusta a estes valores. Isso faz bastante sentido pois se conseguirmos minimizar a soma
do quadrado dos erros, a soma das distancias quadradas entre os pontos e a curva dadas por
d; := (i — P(x;))? serd minimizada, e mesmo que a curva nio contenha todos os pontos (que

nao contém mesmo por serem dados experimentais), serd bem proxima deles.

Portanto, a idéia do método dos minimos quadrados é definir a curva P(x) de tal forma
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que o desvio d; := (y; — P(x;))? seja minimizado para todo i e assim serd minimizado o termo

S=Y", di. Seja entdo P(x) uma curva no plano cartesiano com os pardmetros (coeficientes)

Bo, Bi,- - ., B todos nimeros reais porém desconhecidos. Pelo método dos minimos quadrados
para que esta curva P(x, o, B1,. .., Bn) melhor se ajusta ao conjunto de pontos {(x;,y;) : i =
1,2,...,n} basta encontrar By, Bi, ..., B de tal forma que o termo

n

S(Bo.Br.- - Bn) = X (3= P o, B, )

i=1
que € uma fun¢ao multivariavel em termo de By, Bi,. .., Bx seja o menor possivel.

Do Célculo Diferencial e Integral sabe-se que o gradiente de uma funcdo multivaridvel
€ nulo nos pontos minimos € maximos, ou seja, Nos pontos que minimizam ou maximizam esta
funcdo. O gradiente de um funcdo multivaridvel € o vetor composto por todas as primeiras
derivadas parciais em termo de todas as varidveis. E, além disso, sabemos que um ponto que
zera o vetor gradiente € chamado de ponto critico. Portanto, podemos concluir que os Unicos
candidatos a serem pontos minimo ou mdximos de uma func¢do multivaridvel sdo os seus pontos
criticos. Equivalentemente, se um ponto ¢ ponto minimo ou maximo de uma fun¢do multi-
variavel, entdo este é um ponto critico desta funcdo porém nem sempre um ponto critico é um

ponto minimo ou maximo pois pode ser que seja, por exemplo, um ponto de sela.

Sendo assim, para que a curva P(x;, Bo, Bi, - .., Bm) seja a curva que melhor se ajusta ao
conjunto de n pontos {(x;,y;) : i=1,2,...,n} basta encontrar os pontos criticos de S(Bo, B1,- - -, Bn)»

encontrando Sy, Bi, ..., B de tal forma que 7S(Bo, Bi,. - ., Bn) = 0, ou seja resolver o seguinte

sistema linear em termo de By, Bi, .- ., Bu:

( dS
== =0,
dpi
= _,
B ’
as
)

\ 9B

que pode ser resolvido por qualquer método exato ou aproximado apresentado nas disciplinas de
Algebra Linear ou Cilculo Numérico (os alunos de ensino médio em geral aprendem como re-
solver um sistema linear através dos métodos de escalonamento, elimina¢ao e ou Cramer). Apds
solucionar este sistema, encontramos os parametros f3, f1, ..., B, da curva P(x, B, B1,-- -, Bn)

que em seguida temos a curva que melhor se ajusta ao conjunto de pontos.
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3.2.2 AJUSTE LINEAR

O caso mais simples e mais compreensivel para os alunos de ensino médio é quando
através do diagrama de dispersdao notamos que a curva de ajuste € uma reta. Neste caso, a curva
que melhor se ajusta ao conjunto de pontos {(x;,y;) : i=1,2,...,n} é aretay = B + Box.

Pela discussao anterior precisamos encontrar os coeficientes 3; e 3, de tal forma que o termo

S(B1, B2) definido por:

n

(B2 = . (i~ (B +Box))

i=1

seja minimizado. Neste caso, para encontrar os pontos criticos, precisamos resolver o seguinte

sistema: 3
S
— =0,
B
dJS _0
2B ’

que equivalentemente,

Z ( (Bi +ﬁ2xz)> =0,

i —2x; ( (B1 —|—[32xl)> =0.

i=1

—_

~.

Simplificando este ultimo sistema linear em termo de ; e [, temos as seguintes

equacgoes (chamadas de equacdes normais):
n n
npi +<in>ﬁ2:ZYi
i=1 i=1
n n 2 n
<in)ﬁ1 + (in )ﬁz =Y vixi
i=1 i=1 i=1
que na forma matricial este ultimo sistema € dado por:
n n
o Y || P Yo
n i = & |,
You Yo X vixi
=i B i=1

tendo como solugdes para B e 3, temos entdo,
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n n n
n Y= (Low) (L)
_ i=1 . lzln l:21 '
Y- (L)
i=1 i=1

Novamente, considere o problema de movimento de um objeto em uma linha reta cujos

57

dados exprimentais sdo dados por:

x; — Tempo (s) ‘ 1 2 3 4 5
yi — Posi¢ao (m) \ 046 095 1,57 2,00 242

De acordo com o diagrama de dispersao (Figura 22), parece que a curva que melhor se
ajusta a este conjunto de dados é uma reta dada por y = f; + Box. Simplesmente, podemos ver

que:

I/LZS, ixizli iXIZZSS, iyi:7747 iyixi:277177
i=1 i=1 i=1 i=1

que de acordo com as férmulas acima temos entao,
B =-0,011, B, =0,497,

e em seguida a reta que melhor se ajusta a estes 5 pontos € a reta y = 0,497x — 0,011 con-
forme relatado anteriormente (Figura 25). Podemos ver que o quadrado dos erros é dado por
S(B1,B2) =0,01331.

25 y=0497x- 0,011
2

15
!

05
: 0 1 2 3 4 5 X

Figura 25: A reta y = 0,497x — 0,011 que melhor se ajusta ao movimento em linha reta
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3.2.3 AJUSTE POLINOMIAL

O ajuste linear é um caso particular de ajustes polinomiais. Caso o objetivo for en-
contrar um curva polinomial (ndo linear) que melhor se ajusta a um conjunto de n pontos
{ (i yi)
que a curva polinomial P(x, Bo, B1,-- -, Bm) = Bo+ Bix+ Box® + ... + Bux™ de grau m (m # 0)

seja a melhor curva que se ajusta ao nosso conjunto de dados basta determinar os parametros

i=1,2,...,n} o procedimento é 0 mesmo apresentado para ajuste linear. Para

Bo, Bi,- - -, B desta cruva de tal forma que o termo

n

S(Bo,Brs- - Bm) =Y., (y,-— (ﬁ0+[31Xi+/32X,~2+---+ﬁmxi~")>27

i=1
seja o menor possivel. Do modo andlogo podemos ver que se formos encontrar 0os pontos
criticos desta fungéo multivaridvel S(By, B1,- .., Bx) temos o seguinte sistema linear em termo

dos parametros By, B, - . ., B desta cruva:

B n n B T B n 7
n Xi Y A Bo Y i
i=1 i=1 i=1
Yoo ) Y ) v
i=1 i=1 i=1 = | =1 :
n n n n
X Zx;."“ leZm P Zy,-xlm
[ =1 i=1 i=1 L 1 L= i

que a partir das solugdes deste sistema linear encontramos a curva polinomial de grau m que

melhor se ajusta ao conjunto de n pontos.

Exemplo 3.2 Considere os seguintes dados experimentais e encontre uma pardbola que melhor

se ajusta a estes dados.

1,00 2,20 3,10
16,80 21,40

-1.50
-20,20

0,00
-3,30 8,60

-2,00
-30,50

Xi
Yi

Como uma pardbola é uma curva polinomial de grau 2, consideramos a curva dada por
y = Bo+ Bix + Box?. Em seguida, podemos ver que:

6 6
Y xl =30,06, Y x=137,84,

6
Y xf =21,70,
=1 i=1

6
n=6, Y xi=2,80,
i=1 =1

6 6 6
Y yi=-6,90, Y yi=203,50, Y yix]=128,42.
i=1 i=1

i=1
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que os substituindo no sistema linear temos entao,

6 2,80 21,70 Bo —6,90
2,80 21,70 30,06 B | = 203,50 |,
21,70 30,06 137,84 | | B 128,42

e dai, Bp = —2,018, By = 11,33 e B, = —1,222. Assim, a pardbola que melhor se ajusta ao
conjunto destes 6 dados é dada por y = —1,222x% 4+ 11,33x— 2,018 (a Figura 26 apresenta o

diagrama de dispersdo e a parabola que melhor se ajusta ao conjunto de dados).

y =122+ 11,33x - 2,018

Figura 26: A parabola y = —1,222x% + 11,33x — 2,018 que melhor se ajusta aos dados

3.3 OUTORS AJUSTES: LINEARIZACAO

Como foi mencionado frequentemente, o objetivo do problema de ajuste de curva é
encontrar uma curva que melhor se ajusta a um conjunto de dados. Essas curvas nem sempre
sdo polinomiais. Muitas vezes, a curva de ajuste € uma curva exponencial, trigonométrica,
potencia, logaritmica entre outras. Todos esses casos podem ser tratados da mesma maneira
que foram tratadas as curvas polinomiais. Porém, caso esses problemas forem apresentados
para alunos de ensino médio, a abordagem menos complexa € a técnica de linearizacdo. Nesta
técnica, a curva € inicialmente linearizada e em seguida € utilizado o ajuste de curva linear. Para
nao prolongar essa discussao, mostramos na pratica como se da a linearizacdo por meio de um

exemplo.
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Exemplo 3.3 Considere os seguintes dados experimentais:

x| -1,00 0,00 2,00 3,00
yi | 10,00 50,00 910,00 1200,00

A Figura 27 representa o diagrama de dispersao destes dados. Notamos que, aparente-
mente, a curva que melhor se ajusta a estes dados é uma curva exponencial da forma y = Bleﬁzx .
Logo, precisamos encontrar os parimetros 3; € B, para definir esta curva. Neste caso, aplicando

In(.) nos dois lados temos ento,

y=BieP* = In(y) = In(B1) + Box,
ou seja, temos a curva linear § = B; + Box onde = In(y) e f; = In(B)).

Y
12000

10000
y = 49,2561 7082

8000

6000

4000

2000

-]

-1 0 1 2 3 X

1,7082x

Figura 27: A curva exponencial y = 49,2544¢ que melhor se ajusta aos dados

A partir da tabela anterior geramos a seguinte tabela:

x| -1,00 000 200 3,00
i 123025 39120 68134 93927

Resolvendo o sistema linear:

n ﬁ n
no Y x : Y 5
i—1

n n -
b 3 .
i=1 i—1 B2 i=1

1=
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com

4 4 4 4
n=4, Y x=4 Yx=14, Y 5 =224207, Y 5ix;=39,5022,
i=1 i=1 i=1 i=1

temos portanto f; = 3,8970 e B, = 1,7082. Logo, Bi = P = 38970 = 49,2544, Sendo
assim, a curva exponencial que melhor se ajusa a tabela inicial deste exemplo € dada por
y = 49,2544¢1.7982x A Figura 27 mostra como realmente esta curva se ajusta bem a este con-

junto de dados.

3.3.1 QUALIDADE DE AJUSTES: COEFICIENTE DE DETERMINACAO

Dado um conjunto de dados experimentais. Como citamos anteriormente, a escolha
da curva (modelo) em um problema de ajuste de curva entre diversas curvas que temos, como,
por exemplo polinomial, exponencial, poténcia, trigonométrica, hiperbdlica e entre outras €
extremamente importante do ponto de vista matemético. Um bom modelo precisa simular bem
o comportamento da varidvel resposta (dependente). Para determinar se um modelo de ajuste de
curva de fato € valido, ou seja, para verificar a qualidade do modelo € utilizado um coeficiente
chamado de coeficiente de determinacio, denotado por R?, que é uma medida da propor¢io da

variagdo total em torno da média dos dados tabelados.

Entender como € encontrado esse coeficiente demanda um conhecimento aprofun-
dado de matemadtica e isso tornard esta discussdo bastante complexa para alunos de ensino
médio, principalmente para os alunos da 1? série. Por essas razdes e para evitar uma possivel
desmotivacao, a discuss@o € omitida aqui porém na proxima se¢ao mostramos como encontrar
R? através de um software. Apenas ressaltamos que R? é um valor real entre zero e um e quanto

mais préximo da unidade estiver, melhor serd o ajuste.

Considere mais uma vez o Exemplo 3.3 onde encontramos uma curva exponencial
y = 49,2544¢!,7082% acreditando ser esta a curva que melhor se ajusta ao nosso conjunto de
dados. Agora, neste mesmo exemplo suponha que alguém acredita que a curva que melhor se
ajusta ao conjunto de dados é a pardbola y = 1841,7x> — 1199, 3x — 2004. A pergunta que surge
€: qual destas duas curvas tem mais qualidade ou € mais védlida? Podemos ver que no caso da
curva exponencial o coeficiente R? é 0,9864, enquanto para outra curva o coeficiente é 0,8974.
Portanto, podemos concluir que a curva mais valida é a exponencial y = 49, 2544¢!,7982¢ ¢ ndo
y = 1841,7x> — 1199,3x — 2004. Comparando os diagramas das Figuras 27 e 28 notamos que,

de fato, y = 49,2544¢",7032x & 3 mais vilida.
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12000

y = 1841,7x? - 1199,3x - 2004

Figura 28: A curva y = 1841, 7x* — 1199,3x — 2004 para os dados do Exemploexpo

3.4 MANUAL DE AJUSTE DE CURVA NO EXCEL: ENSINO MEDIO

Até este momento discutimos a matematica que estd atrds do problema de ajuste de
curva. Boa parte desta discussdo é compreensivel para um aluno de ensino médio. Porém,
nesta secdo mostramos como podemos encontrar a curva de ajuste aproveitando os recursos
computacionais disponiveis. O uso dos recursos computacionais nas atividades que envolvem
a matematica fornece ao professor e aos alunos uma metodologia diferente para o ensino da

disciplina a tornando mais atrativa.

A seguir, apresentamos um manual de ajuste de curva para o software O MICROSOFT
OFFICE EXCEL. O software EXCEL, simplesmente € um editor de planilha que tem intimeros
recursos. Nesta se¢do estamos apenas interessados no recurso de ajuste de curva. Passo 1: Pre-
cisamos abrir o EXCEL, simplesmente clicando no icone correspondente duas vezes abrimos
0 software e Ja esta pronto para o nosso uso. Neste momento temos apenas uma planilha sem

dados (Figura 29).

Passo 2: Vamos supor que queremos encontrar uma curva que melhor se ajusta aos da-
dos do Exemplo 3.3. Basta escolher duas colunas quaisquer, melhor consecutivas, € na primeira

inserir os valores que temos para x e na segunda os valores de y (Figura 30).

Passo 3: Neste momento, marcamos todos os elementos destas duas colunas. Para
isso, clique na janela de x1, a janela que contém — 1, e enquanto estd segurando o botao esquerdo

do mouse marque todas as janelas que tém valores (Figura 31).

Passo 4: Agora, clique na aba superior, na palavra ”inserir’e na parte de “graficos”apertar
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no icone “dispersao”(Figura 32).

Passo 5: Clicando no icone de “dispersao’aparece o diagrama de dispersao referente

a este conjunto de dados (Figura 33).

Passo 6: Neste passo, clicamos em um dos pontos neste diagrama de dispersao,
logo apertamos o botdo direito do mouse. Assim, aparece o comando “adicionar linha de

tendéncia”(Figura 34).

Passo 7: Clicando neste comando, no extremo direito da tela aparece a lista de todas
as curvas disponiveis no EXCEL para o ajuste de curva. Clique em uma das op¢des disponiveis.
Porém, antes disso, marque as opc¢des “exibir equagao no grafico”’e “exibir valor R-quadrado no

grafico” (Figura 35).

Passo 8: Com este procedimento, teremos o diagrama de dispersao, a curva escolhida,

a equacdo desta curva e além disso o valor do coeficiente R? (Figura 36).
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Figura 29: Manual de EXCEL para ajuste de curva — Passo 1

Para verificar qual curva é melhor, basta fazer trocas entre as curvas disponiveis e notar
os valores de R%. Conforme comentamos anteriormente, a curva com o maior R? é a curva mais
vélida. Podemos ver que para o Exemplo 3.3, a curva que encontramos & y = 49, 254417082
com R? = 0,9864 o que foi relatado anteriormente. Esta curva tem o maior valor de R” entre

todas as curvas disponiveis o que confirma a nossa conclusao.
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Figura 30: Manual de EXCEL para ajuste de curva — Passo 2
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Figura 31: Manual de EXCEL para ajuste de curva — Passo 3

B oo

Arquivo  Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Férmulas Dados Revisdo Exibir  Ajuda Q Diga-me o que vocé deseja fazer

E‘? D E P@ @) B thtersuplementms

o+ Instanténeo -
Tabela Tabelas Dindmicas Tabela Imagens Imagens Formas

[ 2~

Mapa Linha

Gréficos

& Meus Suplementos - ,
Dindmica Recomendadas Online © Recomendados ™ Dindmico~ 3D~
Tabelas llustragdes Suplementos Grafi Dispersao
G3 - S| S \
L=, X,
| D | E | F G H 1 | J | K L ™M | N il
9 p
X7 ¥i SN )
-1 10
50 Bolhas

910
° )
12000 o8 |e8

L Mais Graficos de Disperséo..

oo |~fon un s W no |
w N o

Figura 32: Manual de EXCEL para ajuste de curva — Passo 4

51



Pagina Inicial Inserir  Layout da Pagina Férmulas Dados  Revisdo Exibir  Ajuda Q Diga-me o que vocé deseja fazer

e 3{, Recortar

Calibri -l - A A 9~ 25 Quebrar Texto Automaticamente  Geral -
- EE Copiar ~
ey o | =R - A~ FeED} © .o €
g e N I S k-1 & A Mesclar e Centralizar % 0 G5 %
Area de Transferéncia [k} Fonte F} Alinhamento Lr} Nimero [F}
AB14 - 5
D | E | F | G | H | | J | K | L M N | o | P
1]
2 | X7 Fr
3 -1 10 14000
4 0 50 12000 T
5 | z 910
6 | 3 12000 10000
7 8000
2 — 6000
9
1 07 4000
1 ;7 2000
| -]
13 o 00
2 -1 0 1 2 3 4
14
15 |
16

Figura 33: Manual de EXCEL para ajuste de curva — Passo 5

Ferramenta:

hulas Dados Revisdo Exibir  Ajuda Design Formatar Q Diga-me o que vocé deseja fazer

Alinhamento Namero

3115G53:5G56;PlanilhallSHS3:5HS6;1)

L S S Y © A N N S S S B
& Z-
o - Preenchimento Estrutura et .
14000 de Topicos
12000 8® I
Excluir
10000
Redefinir para Coincidir Estilo
8000
1l Alterar Tipo de Grafico de Série...
) 6000 m=
i Selecionar Dados...
4000
2000 5 Adicionar Rétulos de Dados »
3 083 W) Adicionar Linha de Tendéncia..
-2 -1 0 1 2 3
e, !J Formatar Série de Dados...

Figura 34: Manual de EXCEL para ajuste de curva — Passo 6



< Compartilhar

Localizar e
Selecionar -
Edigéo ~

\par -

Formatar Linhade .. = X
Opgdes de Linha de Tendéncia +
O ||
| Opgdes de Linha de Tendéncia -
* Exponencial
Linear
Logaritmica
Polinomial Ordem

Poténcia

SRERRE

Média Movel Periodo 2
Nome da Linha de Tendéncia

) Automatico Exponencial (Série1)

Personalizado

Previsdo
Avancar 0.0 periodos
Recuar o0 pericdos

Definir Intersecdo 0,0
‘ | Exibir Equagdo no grafico
» | Exibir valor de R-quadrado no gréfico -
4 »

Bl @ m - 1 + 100%

Figura 35: Manual de EXCEL para ajuste de curva — Passo 7

Layout da Pagina Formulas  Dados  Revisdo Exibir  Ajuda Q Diga-me o que vocé deseja fazer

libri 11 ~ A A | T - EE Quebrar Texto Automaticamente = Geral -
I5s5-H-10- A' Mesclar e Centralizar ~ [ 7 i
Fonte e Alinhamento r Nimero K1
e
Il G Il H Il Il J Il K Il L Il M Il N Il O Il P
X7 ¥i
-1 10 14000
0 20 12000
2 910 y = 49,256e1.7052¢
3 12000 10000 R?=10,9864

Figura 36: Manual de EXCEL para ajuste de curva — Passo 8



54

4 MOVIMENTOS RETILINEOS

Analisaremos nesse capitulo os movimentos de maneira simplificada, atendo-nos aos
movimentos unidimensionais como forma de introduzir os conceitos mais basicos da cinematica.
Segundo (NUSSENZVEIG, 2015) a andlise do movimento € um problema fundamental em
fisica, e a forma mais simples de aborda-la € considerar primeiro os conceitos que intervém na
descricdo do movimento (cinematica)”. Assim, estudaremos os movimentos retilineos de uma
particula, ou seja, movimentos que se dao ao longo de uma linha reta sem nos preocuparmos
com o formato dos objetos ou as forcas que atuam sobre eles. Também estudaremos como
estes movimentos podem ser obtidos de forma experimental. Comecemos por apresentar trés

conceitos importantes: deslocamento, velocidade e aceleragao.

Consideremos como referencial uma reta orientada de origem 0 de forma que a posi¢ao
S, em metros, de uma particula em movimento em um dado instante ¢, em segundos, € descrita
pelo ponto em que a particula se encontra nessa reta nesse instante, ou seja, a posi¢ao S € dada

em funcdo de .

O deslocamento AS de uma particula sobre essa reta ¢ a mudancga da posi¢ao S; para
a posicao S, dada por AS = S — S7. Quando AS > 0 o deslocamento ocorre no sentido positivo

da reta e quando AS < 0 o deslocamento ocorre no sentido negativo.

A velocidade média V,,, por sua vez, ¢ a razdo entre o deslocamento AS e o tempo
decorrido desde que a particula parte de S; até chegar a S, Ar =1, —t;. Assim, temos que
Vip = A onde S| = S(t;1) e S» = S(r2). A velocidade média ndo é o valor da velocidade
em cada momento, chamada de velocidade instantanea (ou simplesmente velocidade), do
deslocamento de S7 até S;. Nesse deslocamento a velocidade instantdnea da particula pode

variar assumindo valores maiores, menores ou igual a velocidade média.

Exemplo 4.1 Imaginemos um carro em uma pista retilinea que percorre uma distancia de 500

metros em 20 segundos. Dizemos que seu deslocamento foi AS = 500m e o tempo decorrido foi

A
At = 20s, assim a velocidade média é V,, = S = w =25m/s.

At 20s



55

Todos temos uma nog¢do intuitiva do conceito de aceleracao como a rapidez com que
a velocidade de um movel varia com relag@o ao tempo (NUSSENZVEIG, 2015). A aceleracao

média a,, ¢ a razao entre a variagao da velocidade AV e o tempo decorrido Az, ou seja, a,, =
V-V,

Ih—1
nao € necessariamente igual a aceleracao instantanea (ou simplesmente acelera¢io) em cada

,onde Vi =V (t;) e Vo = V(f). Assim como a velocidade média, a aceleragdo média

momento do deslocamento.

Exemplo 4.2 Imaginemos mais uma vez um carro em uma pista retilinea. Este carro percorre
uma distancia qualquer em 20 segundos, sendo que estava inicialmente parado (Vi = 0) e,

passados 20 segundos, sua velocidade era Vo = 40m/s. Dizemos que sua aceleragcdo média é
AV 40m/s o5
am = — = =2m/s”.
" At 20s

A velocidade instantanea ¢ a medida da velocidade média em um intervalo de tempo
que tende a zero. “Quando Ar diminui, a velocidade média se aproxima cada vez mais de um

valor limite, que € a velocidade instantanea”(HALLIDAY, 2016), ou seja,

AS

V = Iim —

AtILHOAt’
A
o dr

A notacdo utilizada acima representa a chamada derivada de uma funcao, que foi de-
senvolvida por Leibiniz e por Isaac Newton, independentemente. Da mesma forma a aceleracao

instantanea € a medida da aceleracao média em um intervalo de tempo que tende a zero, ou seja,

Assim, podemos dizer que a velocidade V € a derivada da posicao S em relagdo ao tempo ¢ e
a aceleracdo € a sua derivada segunda. O conceito de derivada € muito util para se estudar o
movimento de um grande tipo de sistemas, mas como foge do escopo matemético de estudantes

de ensino médio, ndo serd considerado no restante do trabalho.

Vale ressaltar que as grandezas discutidas até o momento sdo grandezas vetoriais que
estao sendo tratadas de forma unidimensional e, portanto, consideraremos os sinais positivo ou

negativo como indicadores do sentido.
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4.1 MOVIMENTO RETILINEO UNIFORME (MRU)

Este movimento € o mais simples, caracterizando-se por iguais distancias percorridas
para iguais intervalos de tempo (NUSSENZVEIG, 2015). A velocidade é, portanto, constante

durante todo o movimento o que significa que € um movimento ndo-acelerado.

Como a velocidade € constante, é correto afirmar que a velocidade para cada instante

€ igual a velocidade média, ou seja,

AS
v = =
At’
S _
y o S)=SH)
h—n

Vin—t) = S(2)=S(t1),
S(l‘l)—l—V(tz—l‘]) = S(l‘z).

Se considerarmos 7, um instante ¢ qualquer, #; = 0 o instante inicial e S(¢;) a posi¢ao

inicial Sp do movimento, entdo temos a fun¢ao horaria do MRU

S(t) = So+Vr.

Exemplo 4.3 Imaginemos uma particula movendo-se em linha reta com velocidade constante
de 2m/s, sendo que iniciamos a observacdo desse movimento quando a particula estava na
posicdo Sy = 3m. A fungdo que descreve o movimento observado é S = 3+ 2t cujo grdfico estd

representado na Figura 38.

8S(m
6
4
2
t (s)
-8 -6 4 -2 0 2 4 6

Figura 38: Grafico da particula em MRU

E possivel observar que a funcio hordria do MRU é do tipo f (x) = ax+b e, assim,

usaremos a funcdo afim como modelo matemaético para o MRU.
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4.2 MOVIMENTO RETILINEO UNIFORMEMENTE VARIADO (MRUV)

Quando um moével desloca-se em linha reta com aceleracao constante, 0 movimento
observado ¢ um MRUV. Como a aceleragdo € constante durante todo o movimento, podemos

dizer que a aceleragdo instantanea € igual a aceleracdo média, ou seja,

AV

a = E,

, = Y)-V(n)
h—1

a(tz—tl) = V(tz)—V(tl),
V(l‘])—l—a(tz—t]) = V(l‘z).

Consideraremos novamente ¢, um instante ¢ qualquer, #; = 0 o instante inicial e, agora,
V(11) a velocidade inicial Vy do movimento, temos

V(i) = Vo+at.

So—S
2>l com S, sendo uma posi¢do S qualquer e S| sendo a posicao inicial

Dados V,, =
h—h
So, € as consideragdes ja feitas anteriormente, podemos concluir que S = Sg + V,,,¢. Por outro
lado, V,, = 3 (Vo + V) para um intervalo de tempo de ¢ = 0 até um instante qualquer z. Assim,

temos:

1
Vm = E(VO+V)7

1
= E(V()—I—V()—Fat),

1
=Vo+ yar. 31)

Concluimos, entao, que

S =380+ Vit

1
=So+ (V0+§at)t,

1
= So+ Vot + Eatz. (33)

Esta € a funcdo horéria da posi¢do do MRUV que descreve a variagao da posi¢cao de

um movel em relagdo ao tempo decorrido do movimento. Segundo Lima (2013) ”A func¢do
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quadratica € o modelo matematico que descreve o movimento uniformemente variado”.

Exemplo 4.4 Imaginemos uma particula que ao ser observada estd em movimento inicialmente
com velocidade de —10m/s na posi¢do Sy = 1lm em uma linha reta. A particula move-se com
aceleragdo constante de 5m/s>. Pode ser observado que a particula comeca com velocidade
negativa, € freiada, e acelera no sentido positivo. A fungdo que descreve o movimento é S(t) =

1 — 10t + 5¢, cujo grdfico pode ser observado na Figura 39.

15.0
12.5 A

10.0

(m)

7.5 7

posIicao

5.0 A
2.5 1
0.0
—231 \/
-5.0 T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

tempo (s)

Figura 39: Grafico da particula em MRUV

Ainda dentro do MURY, € possivel excluir a dependéncia temporal, ao se isolar o

tempo em (31) e substitua em (35), resultando na equagao de Torricelli:

V2 =V 42aAS. (35)
43 MRU EXPERIMENTAL

Na natureza, encontrar um movimento retilineo uniforme, ou seja, com velocidade
constante, ndo € trivial, e por isso aproximacoes precisam ser consideradas. O MRU ocorre na

auséncia de for¢as, quando a soma de todas as for¢as envolvidas no sistema € nula:

Frora =Y F; =0, (36)
i

que isto inclui todas as forcas, sejam elas a gravitacional ou de atrito. As forcas de atrito estao

presentes em praticamente todos os movimentos, € para retird-lo sdo necessarios ambientes
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especiais, como tubos com vécuo, ou utilizar trilhos de ar, que sdo equipamentos caros e com-
plicados de operar no ambito de uma escola publica, por exemplo. Uma solucdo para realizar
um experimento de MRU de baixo custo € utilizar as forcas envolvidas de forma que fiquem
com somatdria de forcas nula. Para isso, um candidato € a for¢a de atrito do ar, que pode ser a

seguinte equacao (HALLIDAY, 2016):

_ pCAV?
2 )

onde p é a densidade do ar (1,21g/m? ao nivel do mar), C é um pardmetro que depende do

Far:

(37)

formato do objeto (se € quadrado, circular, triangular) e A € a drea de contato com o ar. No caso

de um objeto em queda livre, estard sujeito as forgas:

pCAV?
2 )

ou seja, conforme o objeto cai, ele tem sua velocidade aumentada, devido a forca da gravidade.

For =mg — (38)

Porém, conforme a velocidade aumenta, também aumenta, quadraticamente, a for¢ca de atrito
do ar, até uma situacdo que a forca de atrito se equivale a forca gravitacional. A partir desse
ponto, qualquer possivel aumento na velocidade é impedido pelo aumento na forga de atrito, e
na prética atinge-se uma velocidade constante, ou seja, um MRU, que pode ser encontrado pela

expressao:

CAV?
Far =mg— P = Oa
2
2m
Vierm = ﬁ. (40)

obtendo a chamada velocidade terminal, a qual € constante. Esta velocidade que é ocorre na
queda de para-quedas e gotas de chuvas, por exemplo, ambos sistemas tendo uma velocidade

terminal.

4.4 MRUV EXPERIMENTAL

Para se estudar o MRUYV na natureza, podemos partir de (38), e buscar um sistema que
a forca de atrito € muito menor do que a forca gravitacional, sendo possivel com um objeto de
massa grande, e formato mais aerodindmico, que seja estudado numa queda de baixa altura,
por exemplo, uma bola de gude ou bola pesada caindo. Isto nos deixaria somente com a forca

gravitacional, o que nos traz outras dificuldades. Numa queda de aproximadamente 2 metros
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de altura, utilizando (35), temos que a bola atinge o chdo em aproximadamente 0,63 segundos,
o que € muito rapido para medir com crondmetros, ou mesmo filmando, pois o objeto aparece

como um borrao na camera.

Figura 40: Grafico da particula em MRUV

Uma alternativa € utilizar o chamado plano inclinado, para diminuir a aceleracio gravi-
tacional, mas ainda mantendo o MRUV. Como pode ser visto na Figura 40, pela decomposi¢ao

de forgas, ao inclinar um plano, temos uma componente normal:

Fy = mgcos0. “4n

E uma componente tangencial, dada por:

Fy = mgsen0. 42)

A componente normal é balanceada pela for¢ca normal (N), que vem da reac¢do do plano
ao objeto, e, portanto, a Unica for¢a que atua no movimento do material € a forca tangencial,

causando uma aceleracao dada por:

ma = mgsenb,

a = gsen0. (44)

Esta formula foi utilizada pelo cientista italiano Galileu Galilei, exatamente para estu-
dar o MRUV (NUSSENZVEIG, 2015). Alterando o angulo 6 € possivel alterar a aceleragao,
e com isso o tempo de queda fica menor, sem deixar de ser um MRUV. No préximo capitulo
iremos mostrar como o estudo do MRU e do MRUYV foi realizado experimentalmente utilizando

equipamento de baixo custo para que os alunos observem a relacio entre pratica e teoria.
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5 INTERDISCIPLINARIDADE ENTRE MATEMATICA E FISICA

5.1 INTRODUCAO

O conhecimento da natureza e a descricdo de seus fendmenos € historicamente um
solo fértil onde a matematica se desenvolve e se formula na necessidade de resolver um pro-
blema, explicar um fendmeno, quantificar e analisar dados. Dessa forma, quando o estudo da
matematica se resume a sua aplicabilidade em situacdes cotidianas perde-se seu aspecto mais
abstrato que ndo possui aplicacdo direta a ndo ser na propria matematica. Em contrapartida, ao
se estudar matemadtica deixando de lado suas aplica¢des na ci€ncia e no cotidiano perde-se o
elemento palpdvel e visivel da matematica e isso faz com que em ambos os casos o estudo seja

incompleto.

Diante deste cenario, uma abordagem que facga justica a matemaética deve integrar a
abstracdo e a aplicacdo em um mesmo grau de relevancia para que nada se perca no processo do
estudo. Uma destas abordagens € o uso de experimentos para estimular os alunos, em particular
os de ensino médio, quando o assunto € a aprendizagem de conceitos matematicos. Um destes
conceitos fundamentais e a0 mesmo tempo complexo € o conceito de fungdo que foi apresentada
teoricamente no Capitulo 2. Este conceito, por usa vez, desempenha um papel muito fundamen-
tal na descricdo e estudo de certos fendmenos da natureza que podem ser observados no nosso
dia—a—dia e, além disso, atinge aplica¢des que nao sdo, de forma alguma, triviais, como quando
tentamos descrever o ponto em uma trajetoria retilinea em que um certo corpo acelerado se

encontrard decorrido um tempo definido de observacdo desse movimento.

O estudo de funcdes apresenta dificuldades devido a sua complexidade e, como foi
dito anteriormente, “uma dificuldade, comumente enfrentada por professores de matematica,
consiste em tornar compreensiveis conceitos que foram sendo construidos ao longo de muitos
anos e cuja sistematizacao atual os distancia da linguagem empregada pela maioria das pessoas
em seu cotidiano (BRITO; ALMEIDA, 2005)”. Por estas razoes, entre outras, ha necessidade
de uma abordagem interdisciplinar que busque uma interacdo entre uma, duas ou mais disci-

plinas ou areas do conhecimento, no estudo de conceitos matematicos para que se tenha pleno
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entendimento deste conceitos que s30 a0 mesmo tempo praticos e tedricos.

Na maioria das vezes, quando o objetivo € a interdisciplinaridade entre os conceitos
matematica e as demais dreas do conhecimento humano, o papel de experimentos em salas de
aula para estimular a aprendizagem destes conceitos € algo indispensével. E, consequentemente,
uma sala de aula estimulada pode causar um impacto bastante positivo na aprendizagem dos
conceitos matematicos ja que uma grande parte dos nossos alunos, em particular de ensino

médio, tem grandes dificuldade na compreensao dos conceitos matematicos.

O objetivo deste capitulo € portanto propor uma sequéncia didética interdisciplinar de
fungdes e cinemética de modo a proporcionar aos professores de matematica e fisica que atuem
na 1?* série do ensino médio um material que lhes sirva de auxilio para o desenvolvimento
de uma boa situacdo de aprendizagem em ambas as disciplinas de tal forma que o estudante
construa tais conceitos de maneira ndo fragmentada e, assim, os compreenda de modo mais

eficaz.

5.2 EXPERIMENTOS DE MRU E MRUV

No capitulo anterior, os movimentos unidimensionais, em particular os movimentos
retilineos de uma particula, foram estudados. Vimos que os movimentos retilineos sdo aque-
les que se dao ao longo de uma linha reta sem nos preocuparmos com o formato dos objetos
ou as forgcas que atuam sobre eles. Logo, os conceitos bdsicos de um movimento foram apre-
sentados e além disso os Movimentos Retilineo Uniforme (MRU) e Retilineo Uniformemente
Variado(MRUV) foram ambos analisados. Vimos que em um MRU um objeto comec¢a com uma
velocidade e continua com a mesmo ao longo de uma linha e além disso ndo havera alteracdo na
aceleracao do objeto. Por outro lado, em um MRUYV a aceleracido sempre € constante ao longo
de uma linha, porém a velocidade do objeto pode sofrer variacdes iguais em intervalos iguais de
tempo. Além disso, vimos também que por exemplo a fun¢do horaria de um movimento MRU
¢ uma funcdo afim, ou seja, a fungcdo que representa aposicdo do objeto ao longo da linha é
afim. J& no caso de um movimento MRUY, foi observado que a velocidade do objeto ao longo
do caminho pode ser representada através de uma fun¢ao afim enquanto a sua fungao horaria da

posicao é quadratica.

Nesta secdo, e através de experimentos fisicos estudamos o conceito de funcdes afins e
quadraticas e demonstramos que as fungdes afns e quadraticas descrevem matematicamente os
movimentos retilineos uniforme (MRU) e uniformemente variado (MRUYV), respectivamente.

Assim, propomos uma ferramenta didatica para aplica¢do nas aulas que tenham foco na in-
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terdisciplinaridade entre matematica e fisica, principalmente quanto o assunto da investigacao
€ o conceito de funcdes afins e quadraticas. Esta ferramenta em particular tem a intencao de
que nao haja uma fragmentacdo do conhecimento matemético de fun¢des de modo que o co-
nhecimento ndo seja deficiente e que o conceito de fungdes seja tratado de forma completa
enriquecendo o estudo de ambas as dreas do conhecimento, matematica e fisica. Infelizmente,
para os professores de fisica, a histéria ndo € nada diferente e as dificuldades que os alunos vém
enfrentando quando o assunto € a aprendizagem de fisica muitas vezes sdo mais graves que as
de matemadtica e certamente a interdisciplinaridade realizada atraves de exprimentos fisicos—
matematicos serd capaz de auxiliar os alunos na compreensao destes contidos e resolugcdo de

problemas que abordam de forma ampla os conceitos matematicos e fisicos.

Os experimentos interdisciplinares de fun¢des e cinematica deste trabalho foram re-
alizados com a participagao dos alunos da 1? série do ensino médio, turmas A e B, da Es-
cola Estadual Carolina Francini Burali (na qual o autor deste trabalho atua como professor de
matematica), uma escola de ensino integral do estado de Sdo Paulo localizada em Assis, du-
rante as aulas da disciplina Pratica de Ciéncias, uma disciplina voltada para a investigagdo e

experimentagdo cientificas.

Em ambos os experimentos (MRU e MRUV) foi utilizado um tubo cilindrico de PVC
com aproximadamente 1,7 metros de comprimento e 5 centimetros de diametro que teve sua
lateral cortada em forma retangular, para que fosse possivel visualizar o interior do tubo, e
essa abertura foi coberta por um material pléstico transparente. Ao longo do tubo foram feitas
marcagoes a cada 10 centimetros de zero a 1,60 metros e uma das suas extremidades foi selada
com material pléstico transparente que chamamos de Tubo de Teste (Figura 42). A confeccdo
de tal tubo € uma tarefa bastante simples, porém € importante ressaltar que os experimentos
foram apenas utilizados como uma forma de recuperacao de contetidos de matematica e fisica
da 1? série do ensino médio e, portanto, a participa¢do dos alunos nao incluiu a confeccdo do
Tubo de Teste por nao haver o tempo disponivel necessario para o fazer durante as aulas. Mesmo
assim, o procedimento para confec¢ao deste tubo foi detalhadamente explicado e esclarecido

para oS mesmos.

5.2.1 MOVIMENTO RETILINEO UNIFORME — MRU

Como a primeira atividade, foi considerado o movimento retilineo uniforme (MRU),
o movimento mais simples e talvez menos frequente que se possa imaginar na fisica. Este
experimento foi realizado nas turmas A e B da 1? série do ensino médio e tomou, para ambas as

turmas, 3 aulas de 50 minutos para ser realizado. No experimento foi utilizado o Tubo de Teste
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Figura 42: Tubo de PVC — Tubo de Teste

e um copo descartdvel branco de 50ml como o objeto em movimento em linha.

Inicialmente, os alunos deixaram o copo cair pelo tubo e fora do tubo para que se
observasse os movimentos descritos pelo copo. A partir disso, de forma oral, eles expressaram
conclusdes acerca do movimento descrito pelo copo. Varias ideias foram levantadas por ambas

as turmas como, por exemplo:

— O copo cai mais lentamente dentro do Tubo de Teste;

— O motivo da velocidade do copo ser menor dentro do Tubo de Teste € a forca de atrito

entre o copo e o Tubo;
— Quando deixado cair fora do Tubo o copo ndo cai em linha reta;
— O copo € muito leve e por isso demora a cair;

— Se inclinar o Tubo o copo vai cair mais lentamente ainda.

Todas essas ideias levantadas por alunos sao vélidas, porém precisam ser investigadas.
Ap6s esse levantamento inicial de ideias, os alunos escolheram quatro pontos do Tubo de Teste:
0,25m, 0,50m, 0,75m e 1,00m, sendo que a Unica restri¢do € que a distancia entre o0 ponto zero
e o primeiro ponto escolhido fosse igual a distancia entre o primeiro e o segundo ponto e assim
sucessivamente. Em outras palavras, os pontos precisam ser equidistantes. A turma A escolheu

0s pontos por serem 0s mais simples”, enquanto que a turma B ndo conseguia se decidir pelos
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pontos a serem escolhidos de forma que pediram uma sugestao de pontos e, entdo, foi sugerido
que esta turma também utilizassem os mesmos pontos escolhidos pela turma A. Esses pontos
foram escolhidos para que se marcasse o tempo, em segundos, em que o copo passaria por cada

um deles.

Para realizar essa medicao, os alunos de ambas as turmas decidiram por usar o crondmetro
do celular. Foram anotados os instantes em que o copo passava pelas marcas escolhidas do tubo
em cada vez que o teste foi realizado. O teste foi realizado varias vezes devido a dificuldade en-
contrada pelos alunos de anotar o momento exato em que o copo passa pelas marcas escolhidas.
Dentre os conjuntos de dados obtidos nos vérios testes, as turmas escolheram um conjunto de
dados cada para que pudessem prosseguir com a atividade. A turma A realizou o teste 9 vezes

e o conjunto de dados escolhido continha os pares ordenados conforme a Tabela 4:

Tabela 4: Conjunto de dados da Turma A — MRU
xi— Tempo(s) | 0,00 0,61 1,25 1,90 2,50
yi — Posi¢do (m) ‘ 0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

E, a turma B realizou o teste 7 vezes e o conjunto de dados escolhido continha os pares

ordenados conforme a Tabela 5:

Tabela 5: Conjunto de dados da Turma B — MRU
x; — Tempo (s) ‘ 0,00 1,40 2,80 3,80 4,60
yi — Posi¢ao (m) ‘ 0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

Notamos nas Tabelas 4 e 5 que no tempo inicial, ou seja ¢t = 0,00s foi considerada
posicdo zero, ja que o copo ndo foi lancado. Vale ressaltar que foi comentado para ambas
as turmas que o Cubo de Teste poderia ser dividido em mais pontos, como, por exemplo, em
10 intervalos iguais em vez de 4 ou até mais e que em vez de escolher um dos conjuntos de
dados, o correto seria fazer a média de todas as tentativas e considerar esta média em vez de
considerar apenas um conjunto que o resultado certamente teria menos erros cometidos porém
como o objetivo principal deste experimento nio foi analisar os erros cometidos do método
utilizado, esta parte foi desconsiderada para que nao haja uma complexidade. Caso for dividir
o Tubo de Teste em um nimero grande de intervalos que seria o mais correto hd necessidade de
um aplicativo de celular que tenha a op¢ao de camera lenta para poder medir corretamente os

tempos observados em cada intervalo.

Os pares ordenados encontradas através dos experimentos das Turmas A e B foram plo-
tados em um plano cartesiano feito em folha milimetrada em que o eixo das abscissas representa

os valores de tempo em segundos e o eixo das ordenadas, os valores de distincia percorrida em
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metros por copo descartivel. Ao se ligar os pontos, obtiveram um gréfico que se aproxima de

uma reta conforme apresentada nas Figuras 43 e 44.
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Figura 43: Grafico plotado por um aluno da Turma A — MRU

Com os graficos plotados, os alunos discutiram algumas ideias relacionados ao expe-

rimento:

e Turma A

— O copo comecgou a se acelerar a partir da marcagao de 0,50m;
— Até a metade do movimento analisado o gréfico € uma reta;

— O copo passou a se acelerar por causa de uma falha na vedag¢ao do Tubo;

e Turma B
— Os intervalos de tempo entre uma marcacgao e a outra sao quase idénticos;

— Se tragarmos uma reta que passa pela origem e pelo ponto (tempo ; posicao) =
(2,50 ; 1,00), os pontos obtidos estdo todos muito proximos da reta;
— Se o Tubo fosse maior o copo continuaria se movendo da mesma maneira ate

atingir o final do tubo.
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Figura 44: Grafico plotado por um aluno da Turma B — MRU

Além disso, através do Manual de Ajuste de Curva no EXCEL, apresentado no Capitulo
3, também vimos que as curvas que melhor se ajustam aos dados coletados por ambas as tur-
mas, sao realmente retas. No caso do experimento realizado pela Turma A, vimos que a curva
que melhor se ajusta aos dados da Tabela 4, da Turma A, é a reta y = 0,3974x +0,0025 com
R? = 0,9998 ~ 1,00 enquanto a curva que melhor se ajusta aos dados da Tabela 5, da Turma
B, é aretay = 0,2125x —0,0355 com R? = 0,9859 ~ 1,00, conforme apresentadas nas Figuras
45 e 46.

Yim)
MRU - TURMA A

v = 0,3974x + 0,0025
RZ = 0,9998

1

0,8

0,6

0.4

0,2

x (t)

Figura 45: Curva de ajuste de curva da Turma A — MRU

O conjunto de dados foi escolhido pela Turma A justamente por representar uma falha

no Tubo e a consequéncia que isso pode acarretar para o experimento. Com esse conjunto de
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Figura 46: Curva de ajuste de curva da Turma A — MRU

dados comecamos a discutir o que seria um movimento retilineo uniforme. Apds essa discussao,
os alunos foram conduzidos a pensar no que significa os intervalos de tempo serem praticamente
iguais. A conclusao a que os alunos chegaram apds algum tempo de troca de ideias € que o copo
nao fica mais nem mais rapido nem mais devagar durante o percurso. Assim pudemos iniciar a

ideia de movimento retilineo uniforme.

Assim, ambas as turmas notaram que o movimento MRU € um tipo de movimento que,
ao se plotar os pontos obtidos em um experimento e tragar o grafico, pode ser representado em
um plano cartesiano por uma reta. Além disso, os proprios alunos notaram que se o grafico
¢ uma reta, entdo a fungdo que descreve o movimento é uma fungdo afim. Posteriormente os
alunos foram conduzidos a descobrir a fun¢do que descreve o movimento por eles observado
no experimento. Ambas as turmas discutiram a melhor forma de fazé-lo, sendo auxiliados pelo
professor, de forma que decidiram por considerar a taxa de variagdo do movimento todo como

a razao entre a distancia e o tempo anotados na primeira marcacao.

Para a Turma A, o copo passou na marca de 0,25m aos 0,61s, sendo que a taxa de
variacdo, que representa a velocidade do copo, € de aproximadamente 0,41m/s e, sendo assim,
a funcdo que descreve o movimento de forma aproximada € y = 0,41x onde y € a distancia em
metros e x € o tempo em segundos. Para a Turma B, por sua vez, o copo passou na marca de
0,25m aos 1,40s, dessa forma a velocidade do copo é de aproximadamente 0,18m/s e, sendo as-
sim, a funcdo que descreve o movimento de forma aproximada é y = 0, 18x, onde y € a distancia
em metros € x é o tempo em segundos. Estes resultados estdo de acordo com os resultados
que encontramos através do Manual de Ajuste de Curva no EXCEL (Figuras 45 e 46). Esta
pequena diferencga entre as curvas (retas) encontradas através do EXCEL e a discussdo anterior
mostram que, realmente, a movimentacdo do copo dentro do Tubo de Teste ndo tem uma velo-

cidade constante, pois tém outros fatores que atuam sobre o copo. Ao finalizar a atividade, os
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alunos concluiram que o MRU pode ser descrito matematicamente por uma fungdo afim, e que
a curva que melhor se ajusta aos nossos conjuntos de dados nao € necessariamente aquela que
liga os pontos de forma direta, ja que os dados obtidos podem conter erros por serem dados de

experimentagao (assim como foi discutido no Capitulo 3).

Outra situacgao tratada foi o motivo do copo movimentar-se em MRU dentro do Tubo
de Teste, de forma que a conclusio foi que o copo, ao ser colocado em movimento de queda
dentro do Tubo de Teste, atinge uma velocidade terminal apds um breve momento de aceleragdo,
dado que o copo estd sob a acdo de uma forcga constante, a forca peso, enquanto se desloca em
um fluido, o ar. Ao atingir a velocidade terminal o copo descreve um Movimento Retilineo

Uniforme.

5.2.2 MOVIMENTO RETILINEO UNIFORMEMENTE VARIADO — MRUV

Como uma segunda atividade consideramos o Movimento Retilineo Uniformemente
Variado (MRUV), que por sua vez € mais complexo que o Movimento Retilineo Uniforme
(MRU), j4 que a velocidade sofre varia¢des iguais em intervalos iguais de tempo mesmo tendo
uma acelerac@o constante. Este experimento, por sua vez, foi realizado apenas com a Turma A.
Utilizamos novamente o Tubo de Testes e em vez do copo descartdvel uma bolinha de ténis de
mesa. O Tubo de Teste foi posto sobre a bancada do laboratério de forma que este tivesse uma

pequena inclinagdo (aproximadamente 5 graus) em relacdo a bancada.

Os alunos deixaram a bolinha cair varias vezes, soltando-a de uma altura de aproxi-
madamente 1,50m em queda livre e, também, a soltaram diversas vezes dentro do Tubo de
Testes de forma que, ao observarem ambos os movimentos, surgiram os seguintes pontos para

discussao:

— O movimento fora do tubo é muito mais rapido que dentro do tubo;
— A bolinha dentro do tubo nao tem uma velocidade constante;

— Ao final do movimento a bolinha estd muito mais rdpida que no inicio;
— O movimento descrito pela bolinha ndo é um MRU;

— A bolinha nio atinge velocidade terminal.

Ap6s a discussdo inicial, os alunos utilizaram o crondmetro do celular para registrar os

momentos em que a bolinha passava pelas marcagdes de 0,50m , 1,00m e 1,50m. O experimento
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foi realizado 8 vezes e, entdo eles escolheram dois conjuntos de dados, chamados de Teste 1 e

Teste 2 conforme as Tabelas 6 e 7:

Tabela 6: Conjunto de dados do Teste 1 da Turma A — MRUV
xi—Tempo(s) | 0,00 2,60 3,91 5.27
yi — Posi¢do (m) | 0,00 0,50 1,00 1,50

Tabela 7: Conjunto de dados do Teste 2 da Turma A — MRUV
x; — Tempo (s) ‘ 0,00 1,70 2,50 3,00
y; — Posi¢do (m) ‘ 0,00 0,50 1,00 1,50

Esses conjuntos de dados foram escolhidos por terem sido aqueles em que os alunos
conseguiram registrar com maior precisdo os momentos utilizando o crondometro e eles que-
riam comparar os dois, por terem valores bem diferentes. Apos escolher o conjunto de dados,
os alunos plotaram os pares ordenados em um plano cartesiano feito em papel milimetrado e
tracaram um grafico que ligasse os pontos obtidos como feito no primeiro experimento. A Fi-
gura 47 mostra os graficos plotados do experimento de MRUYV através dos Teste 1 e 2. Com
o grafico em maos, os alunos se reuniram para discutir ideias relacionadas ao experimento e

chegaram nas seguintes conclusoes:

— O tempo necessario para que a bolinha chegue a proxima marcagdo diminui ao longo

no do movimento;

— Os gréficos ndo se aproximam de uma reta, entdo o movimento nao pode ser matema-

ticamente descrito por uma funcao afim;
— A velocidade da bolinha esta aumentando conforme o tempo passa;

— A bolinha € mais lenta dentro do tubo por causa da pequena inclinacao do tubo em

relacdo a bancada.

A turma discutiu muito sobre uma reta ndo ser a melhor maneira de descrever esse
movimento e sobre a bolinha estar acelerando. Com isso, eles chegaram a conclusdo de que
0 movimento observado nos experimentos nao poderia ter velocidade constante, mas sim uma
velocidade que variasse de acordo com o tempo. Assim, a nova discussao foi: essa variacdo se-
gue um padrio ou ndo? Assim, os alunos tentaram verificar se havia um padrao na diminui¢cdo
de tempo entre uma marca e outra. A conclusdo formulada pelos alunos foi que de fato ha

um padrao que indica que a velocidade estd aumentando seguindo algum padrao, mas eles ndo
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Figura 47: Graficos plotados dos Teste 1 e 2 da Turma A — MRUV

conseguiram identificar esse padrao. Com essas conclusdes, pudemos iniciar a ideia de Movi-
mento Retilineo Uniformemente Variado (MRUV) e comparar o grafico do movimento obser-
vado com uma parabola. Assim, foi possivel mostrar que uma funcao quadratica, cujo gréfico é
uma pardbola, é a funcdo que representa 0 movimento observado. Os alunos também pensaram
sobre a dificuldade de obter dados fidedignos para trabalhar e a necessidade de ajustar os dados,
especialmente na parte grafica, para obter uma representacdo matematica coerente com o que
foi observado. A turma, ainda, com o auxilio do professor, escreveu uma funcao quadrética, por
tentativa e erro, que continha valores aproximados aos que eles obtiveram no Teste 1, e dessa

forma puderam visualizar que a funcao quadratica descreve, de fato, o movimento.

Através do Manual de Ajuste de Curva no EXCEL, apresentado no Capitulo 3, também
vimos que as curvas que melhor se ajustam aos dados coletados nos dois testes, sdo realmente
curvas quadraticas. No caso do Teste 1, vimos que a curva que melhor se ajusta aos dados

da Tabela 6 é o polindmio de grau 2 dado por y = 0,0307x* 4 0,1265x — 0,0053 com R* =
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0,9977 ~ 1,00 enquanto a curva que melhor se ajusta aos dados da Tabela 7 € o polindmio
de grau 2 dado por y = 0,1629x% + 0,0047x + 0,0026 com R*> = 0,9986 ~ 1,00, conforme

apresentadas na Figura 48.

y (m) = 0,0307)2 + 0,1265x - 0,0053 y fm)
1,4 T R basrr | ¥ = 0,1629x2 + 0,0047x + 0,0026
, ) 1,4 R* = 0,9986
1,2 1,2
1
1
0,8
0,8
0,6
0,6
0,4
0,4
0,2
) 0,2
iy MRUV - Teste 1 y MRUV - Teste 2
0 1 2 3 4 s x( 0c
o 1 2 3 x(t)

Figura 48: Curvas de ajuste de curva dos Testes 1 e 2 — MRUV

Como podemos observar na parte inferior da Figura 47 (feita por uma aluna), a funcdo
quadritica encontrada para o Teste 2 por tentativa e erro é a fungio y = 0, 16x> +0,02x que re-
almente é uma aproximagcio muito boa da fun¢do quadrética y = 0,1629x% 4 0,0047x +0,0026
encontrada por ajuste de curva. Também, vimos que, nestes casos, realmente as curvas que
melhor se ajustam aos dados dos Testes 1 e 2 ndo sdo lineares pois se for escolher retas como
as melhores curvas, teremos R? = 0,9687 e R? = 0,9270, respectivamente, 0 que mostra que
as qualidades das curvas quadréticas sdo bem melhores se comparando com as lineares (retas).

Concluimos a atividade mostrando a importancia do ajuste de curvas tratado no Capitulo 3.
5.3 SUGESTAO DE ATIVIDADE

Traremos nessa se¢ao uma sugestdao de sequéncias diddticas integrando o ensino da

Cinemadtica Escalar e o ensino de Fungdes.

5.3.1 CONSTRUCAO DO TUBO DE TESTE

Para realizar os experimentos € necessario, antes de tudo, construir o tubo, que chama-

mos de Tubo de Teste. Os materiais utilizados na construcao de tal tubo sdo:

— Um cano de PVC de, aproximadamente, 2 metros de comprimento e 5 centimetros de

diametro;
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— Material plastico maleavel e transparente (papel filme PVC, por exemplo);

— Fita adesiva, preferencialmente transparente;

— Ferramenta cortante para cortar o tubo, como uma serra de mao;

— Caneta permanente ou qualquer caneta com a qual se escreve em PVC ou plastico;

— Régua ou fita métrica.

Inicialmente, cortamos na lateral do cano de PVC duas aberturas retangulares de apro-
ximadamente 1,50cm por 79cm separadas por 2cm de distancia, como vemos na Figura 49.
Ap6s isso, cobrimos as duas aberturas retangulares e uma das bases do cano (que serd a parte de
baixo do Tubo de Teste) com pléstico transparente e vedamos usando a fita adesiva. Para finali-
zar utilizamos a caneta permanente para marcar as medidas de 10 em 10 centimetros a partir do
inicio da abertura retangular da parte de cima do Tubo de Teste (a parte ndo vedada), iniciando a
partir do zero e chegando a 160cm. Com isso temos nosso Tubo de Teste construido e podemos
realizar os experimentos de Movimento Retilineo Uniforme (MRU) e Uniformemente Variado

(MRUYV) nas aulas exprimentais de matemadtica e fisica.

5.3.2 SEQUENCIAS DIDATICAS

A ideia dessa sequéncia didatica é construir com os alunos, a0 mesmo tempo, nocoes
de fungdes para a matematica e cinemaética escalar, especificamente movimentos retilineos uni-
forme e uniformemente variado, para a fisica, partindo da pratica experimental. E importante
que os alunos percebam ao final da sequéncia didética que a cinematica escalar e as fungdes sdao
intimamente ligadas e que a matemadtica € util para descrever e estudar os fendmenos da fisica.

Para tal, o professor deve reforcar este aspecto durante a atividade.

5.3.2.1 FUNCAO AFIM E MRU

Podemos utilizar um copo de 50ml (copo descartavel de café) para realizar o primeiro
experimento, sendo que ele deve ser solto dentro do Tubo de Teste. Os alunos podem usar um
crondmetro (mesmo que seja do celular), ou qualquer outra forma de marcar o tempo, para mar-
car os instantes em que o copo passa pelas marcacdes escolhidas por eles mesmos. Os alunos
podem escolher as marcacdes do Tubo de Teste para a coleta de dados, ou o professor mesmo
pode determind-las. Recomendamos que sejam 4 marcacdes. Apds escolhidas as marcacoes,
os alunos devem realizar o teste: soltar o copo dentro do Tubo de Teste. O teste pode ser feito

quantas vezes forem convenientes, mas recomendamos que sejam ao menos 5.
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Figura 49: Cortes na construcao do Tubo de Teste

Para realizar os testes, iniciem o crondmetro quando o copo passar pela marcagdo zero
e, entdo, os alunos devem anotar o momento em que o copo passa pelas marcacdes escolhidas
em todos os testes e escolher um conjunto de dados dentre os que foram obtidos nos testes para
continuar a atividade. Os pontos devem ser plotados em um plano cartesiano representando a
distancia ao longo do tempo, que pode ser feito em papel milimetrado ou em algum aplicativo.
Assim os alunos devem ligar os pontos plotados, tracando um gréfico e, também tracar uma
reta r passando pela origem e o primeiro ponto obtido no teste. Ap0s feito o grafico, os alunos
podem discutir varios aspectos relacionados ao experimento. A discussdo pode ser livre em um

primeiro momento e entdo o professor conduz a turma em uma andlise dos aspectos a seguir:

— O copo leva aproximadamente o mesmo tempo para percorrer distdncias iguais ao

longo do movimento;
— O copo ndo acelera nem desacelera e, portanto, estd em Movimento Retilineo Uniforme;
— O gréfico gerado pelos pontos é muito semelhante a reta r;

— O gréfico desse movimento pode ser aproximado para uma reta, dados os possiveis
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erros de medi¢ao;

— Se a velocidade ndo muda, entdo o valor da distancia varia a uma taxa fixa ao longo do

tempo;

— Existe uma maneira de representar de forma algébrica, com uma expressao matematica,

o movimento descrito pelo grafico, a qual chamamos de funcao.

Ap6s finalizada a discuss@o, construimos com os alunos a fun¢@o que descreve a reta
r mostrando que essa reta € uma curva ajustada de forma rudimentar para podermos descrever
o movimento observado no experimento. O professor pode também utilizar o procedimento
descrito no Capitulo 3 — ajuste de curva — para fazer um ajuste de curvas com o EXCEL
e mostrar que o grafico é melhor ajustado a uma linha de tendéncia linear. Como avaliacio,
peca para que os alunos anotem as conclusodes das discussdes e as expliquem em um pequeno
texto. Com a finalizacdo desse experimento, os alunos devem ter adquirido nog¢des suficientes
para que se aprofunde o conhecimento sobre funcdes afim nas aulas de matemaética e sobre o

movimento MRU nas aulas de fisica.

5.3.2.2 FUNCAO QUADRATICA E MRUV

Podemos utilizar uma bolinha de ténis de mesa para realizar o experimento, colocando
o Tubo de Teste em uma superficie horizontal com uma pequena inclinagdo em relacdo a su-
perficie, sugerimos algo em torno de 5 graus. Os alunos podem usar um crondmetro (mesmo
que seja do celular), ou qualquer outra forma de marcar o tempo, para marcar os instantes em
que o copo passa pelas marcagdes escolhidas por eles mesmos. As marcagdes do Tubo de Teste
podem ser determinadas pelos alunos ou pelo professor dependendo da conveniéncia, mas reco-
mendamos que sejam pelo menos umas 3 marcagdes. Apds escolhidas as marcacdes, os alunos
devem realizar o teste: soltar a bolinha no Tubo de Teste. O teste pode ser feito quantas vezes
forem necessdrias, mas recomendamos que sejam ao menos 5 vezes e considerar o valor médio
dos tempos. O crondmetro deve ser iniciado quando a bolinha passar pela marca zero e os
alunos devem anotar o momento em que o copo passa pelas marcacdes escolhidas em todos os
testes e escolher um conjunto de dados dentre os que foram obtidos nos testes para continuar a

atividade.

Os pontos encontrados entdo devem ser plotados em um plano cartesiano represen-
tando a distancia percorrida pela bolinha ao longo do tempo, o que pode ser feito em papel

milimetrado ou em algum aplicativo. Assim os alunos devem ligar os pontos plotados, tracando
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um gréfico. O professor deve orientar os alunos a fazer um tracado nao reto para se ligar os pon-
tos. Apds feito o grafico, os alunos devem ser conduzidos a uma discussdo sobre o experimento

de forma livre e, entdo, o professor conduz a turma em uma andlise dos aspectos a seguir:

— A bolinha fica mais rdpida ao longo do percurso;

— A bolinha est4 ganhando velocidade, ou seja, esta acelerada, logo temos um Movimento

Retilineo Uniformemente Variado (MRUV);
— Uma reta ndo € uma boa aproximacao para o grafico obtido;
— A variacao da velocidade nao € aleatdria, pelo contrario, segue um padrao;

— Se a velocidade torna-se cada vez maior, entdo o tempo necessdrio para se percorrer

uma certa distancia sera cada vez menor;

— A func¢do afim ndo é a melhor representacio algébrica para esse tipo de movimento,

mas sim a quadratica, cujo grafico € uma pardbola;

— O gréfico obtido aproxima-se de uma parabola, mais especificamente uma parte de uma

parabola.

Ap6s a discussao o professor pode utilizar o procedimento descrito no Capitulo 3 —
ajuste de curva — para fazer um ajuste de curvas com o EXCEL e mostrar que o grafico € melhor
ajustado a uma curva polindmial de grau 2. Finalizando a atividade, pedimos para que os alunos
anotem as conclusodes das discussoes e as expliquem em um pequeno texto. Com a finalizacdo
desse experimento, os alunos devem ter adquirido noc¢des suficientes para que se aprofunde o
conhecimento sobre fungdes quadraticas nas aulas de matematica e sobre o0 movimento MRUV

nas aulas de fisica.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Um dos conceitos matemdticos mais complexos que tem um papel fundamental na
descricdo e estudo de certos fendmenos da natureza € o conceito da funcdo. Em particular, po-
demos ver que os fendmenos fisicos ligados a cineméatica podem ser modelados e apresentados
através deste conceito matemdtico e que existe uma clara relag@o entre estes fendmenos fisicos
e as fungdes, em particular afins e quadréticas. Porém, muitas vezes ao estudar o conceito de
funcgdes € deixado de lado esta relagcdo e as suas aplicacdes em outras dreas de conhecimento e
no cotidiano e que isso faz com que o estudo seja incompleto além de causar um desinteresse
entre os alunos e neste cendrio sente-se a falta de uma aprendizagem motivadora e que a inter-
disciplinaridade seria uma alternativa valida para tal objetivo. A interdisciplinaridade aplicada
na forma correta pode contribuir para que ndo haja fragmentacdo do conhecimento de modo

que o estudante ndo construa um conhecimento compartimentado e deficiente.

Neste trabalho, propomos uma abordagem integrada entre fungdes e cinematica nas
aulas de fisica e matematica da 1* série do ensino médio. Os movimentos unidimensionais
mais simples, os movimentos Retilineo Uniforme (MRU) e Retilineo Uniformemente Vari-
ado (MRUYV) foram analisados e estudos na forma de atividades, e além disso, propomos um
abordagem interdisciplinar integrada eficiente no estudo destes movimentos, entre funcdes e
cinematica nas aulas de fisica e matematica da 1? série do ensino médio de tal forma que os
fendmenos sejam tratados de forma completa enriquecendo o estudo de ambas as dreas do
conhecimento, matematica e fisica. Atrdves de exprimentos fisicos estudamos o conceito de
fungdes afins e quadraticas e demonstramos que as fungdes afins e quadraticas descrevem ma-
tematicamente os MRU e MRUY, respectivamente, evitando que haja uma fragmentacdo do

conhecimento matematico de funcdes.

Além disso, neste trabalho criamos uma ferramenta didética para aplicacdo nas aulas
que tenham foco na interdisciplinaridade entre matematica e fisica, principalmente quanto o as-
sunto da investigacao € o conceito de fungdes afins e quadréticas. Os resultados deste trabalho
mostram que integragdes proximas entre funcoes e estes fenomenos fisicos podem ajudar sig-

nificamente os alunos da 1? série a entender o conceito de funcgdes afins e quadraticas e também
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os movimentos lineares da cinemdtica. Também, aproveitando o crescimento exponencial da
tecnologia que vem influenciando muito o dia—a—dia dos alunos, apresentamos a eles um re-
curso computacional na forma de um manual no estudo de fun¢des a serem encontradas através
de exprimentos fisicos—matematicos tentando criar desta forma um ambiente de aprendizagem

mais atraentes para 0S mesmos.

6.1 TRABALHOS FUTUROS

Como alguns trabalhos futuros, a utilizacdo de outros exprimentos em salas de aula
como uma forma de aprendizagem ativa serd estudada pelos autores deste trabalho no estudo de
outras funcdes além das fungdes afins e quadraticas. Por exemplo, a funcao exponencial é um
das funcdes mais importantes que aperece muito frequentemente nas aplicagdes da matematica.
Muitos probelmas reais, como os problemas de crescimento/decrescimento populacional ou
fendmenos naturais, os probelams financeiros do juro composto, os problemas de resfriamento
na fisica, os problemas de decaimento radioativo na quimica entre outros, podem ser modela-
dos e simulados atrdves de funcdes exponenciais. Por exemplo, como um projeto educacional
bastante interessante podemos explicar para os alunos os conceitos de educagado financeira, in-
vestimento, € juro composto e a partir disso criar e resolver simples problemas. Como um
simples problema, podemos pedir para os alunos calcularem manualmente o tempo que eles
precisam aplicar as mesadas mensais recebidos no valor 100,00 R$ a uma taxa de juro de 2% ao
més gerando um montante de 5.000,00 R$. Neste exemplo, eles podem observar que a fungio
que modela este problema € uma func¢ao exponencial. O uso do recurso computacional (manual
apresentado no Capitulo 3) € fundamental neste exprimento para que os alunos possam verificar
e comparar a sua resposta com a resposta oferecida pela ferramenta computacional apresentada.
Isso é apenas um dos indmeros simples exprimentos e que existem muitos outros exprimentos
que podem ser realizados no estudo de fun¢des exponenciais em uma aula de matemaética focada

no conceito de fungoes.
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