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RESUMO

VIEIRA JUNIOR, Italo Francisconi. Poligonos ciclicos e o teorema japonés. 2020. 105 f.
(Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional - PROFMAT) - Faculdade de
Formacao de Professores, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Sao Gongalo,
2020.

O objetivo deste trabalho é fornecer uma contribuicao em lingua portuguesa sobre
poligonos ciclicos. Serdao apresentados diversos resultados dos quais sera destacado o
atualmente conhecido Teorema Japonés. Tal teorema, caso quadrildtero, teve origem no
Japao durante um periodo conhecido como Periodo Edo (ou Era Edo). Durante esse periodo,
no qual o Japdo ficou completamente isolado do mundo ocidental, os japoneses tinham o
costume de pendurar tdbuas de madeiras, chamadas sangakus, em templos budistas ou
xintoistas. Muitos sangakus continham carater geométrico e eram expostos com o objetivo de
honrar seus autores, desafiar novos visitantes e também agradecer aos deuses pelo feito
alcancado. O Teorema Japonés foi inscrito num sangaku no ano de 1800. Neste trabalho, serao
apresentadas duas demonstragdes do referido teorema para o caso geral e uma para o caso
quadrilatero onde, no segundo caso, serdo dadas duas aplicagoes geométricas. Também sera
apresentado um método para a construgdo de poligonos ciclicos cujos lados, diagonais e area
possuem medidas inteiras. Tais poligonos sao conhecidos na literatura como poligonos de
Brahmagupta. Embora nem todo poligono seja ciclico, o método aqui apresentado nos permi-
tirda construir tais poligonos de maneira simples, usando basicamente duas familias de
triangulos de Heron, ou seja, triangulos cujos lados e area admitem medidas inteiras.

Palavras-chave: Poligonos ciclicos. Teorema japonés. Poligonos de Brahmagupta.



ABSTRACT

VIEIRA JUNIOR, Italo Francisconi. Cyclic polygons and the japanese theorem. 2020.
105 f. (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) —

Faculdade de Formacao de Professores, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Sao
Gongalo, 2020.

The aim of this paper is to provide a contribution in Portuguese on cyclic polygons.
Several results will be presented, of which the currently known Japanese Theorem will be
highlighted. Such a theorem, if quadrilateral, originated in Japan during a period known as the
Edo Period (or Edo Era). During this period, when Japan was completely isolated from the
Western world, the Japanese used to hang wooden boards, called sangakus, in Buddhist or
Shinto temples. Many sangakus had a geometric character and were exposed with the aim of
hono-ring their authors, challenging new visitors and also thanking the gods for their achieve-
ment. The Japanese Theorem was inscribed in a sangaku in the year 1800. In this work, two
demonstrations of that theorem will be presented for the general case and one for the
quadrilateral case where, in the second case, two geometric applications will be given. A
method will also be presented for the construction of cyclic polygons whose sides, diagonals
and area have entire measures. Such polygons are known in the literature as Brahmagupta
polygons. Although not every polygon is cyclic, the method presented here will allow us to
construct such polygons in a simple way, using basically two families of Heron triangles, that
is, triangles whose sides and area admit whole measures.

Keywords: Cyclic polygons. Japanese theorem. Brahmagupta polygons.
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INTRODUCAO

No Japao, o periodo de 1603 até 1868 ficou conhecido como Era Edo, onde tal
pais ficou completamente isolado do mundo ocidental. Nem mesmo descobertas como as
de Newton e Leibniz chegaram ao conhecimento dos japoneses em tal periodo. Nessa
época, era costume dos japoneses inscrever problemas matematicos, com figuras bem
ilustradas e coloridas, em tabuas de madeira chamadas sangakus. Tais tabuas eram
expostas em santudrios xintoistas ou budistas em forma de agradecimento aos deuses pelo
feito alcancado, honrar os autores ou mesmo desafiar novos visitantes a resolverem tais
problemas.

Muitos sangakus tinham carater geométrico e era bastante comum aparecerem
problemas envolvendo circulos e poligonos. Em alguns problemas, também era comum o
registro da chamada arte do problema, que consistia em descrever um caminho informal
para soluciona-lo.

Neste trabalho, iremos apresentar como resultado principal um sangaku de carater
geométrico conhecido atualmente como Teorema Japonés para poligonos ciclicos convexos.
Um poligono ciclico ou inscritivel é todo poligono cujos vértices pertencem a um mesmo
circulo. Tais poligonos possuem diversas propriedades interessantes. Por exemplo, a sua
area depende apenas das medidas de seus lados, fato este que nao ocorre para poligonos
nao-ciclicos, onde esta depende de outras variaveis como, por exemplo, a medida de seus
angulos internos.

O Teorema Japonés, caso quadrilatero, foi inscrito em um sangaku no ano de
1800 pelo japonés Ryokwan Maruyama e exposto num santudrio xintoista. Apesar de
Maruyama ter exposto também a arte do problema, nao havia nenhuma prova formal para
o mesmo. A prova para o caso quadrilatero é atribuida a Tameyuki Yoshida (1819-1892)
e foi encontrada num manuscrito sem data. O caso geral do Teorema Japonés teve origem
na China e foi provado em 1905 por Yoshio Mikami (1875-1950). Tal teorema afirma
que se triangularizarmos um poligono ciclico convexo a partir de um vértice qualquer e
inscrevermos em cada triangulo um circulo, entao a soma dos raios de tais circulos nao
dependera do vértice escolhido.

No capitulo 1 introduziremos algumas nogoes preliminares sobre poligonos que
serdo uteis ao longo deste trabalho. Também aproveitaremos este capitulo para fixarmos
parte da notacao utilizada no texto.

No capitulo 2 mostraremos as condi¢oes para um poligono ser ciclico, assim como
as condigoes para que um poligono seja circunscritivel. Também iremos apresentar as
formulas para diagonais, area, inraio e circunraio de triangulos e quadrilateros ciclicos
convexos. Daremos destaque especial para as formulas de Heron e Brahmagupta e mos-

traremos como tais férmulas motivaram o matematico estadunidense David P. Robbins



(1942-2003) a encontrar as férmulas para as areas de pentdgonos e hexagonos ciclicos em
funcao apenas das medidas dos lados.

No capitulo 3 apresentaremos um método para a construcao de Poligonos de Brah-
magupta, ou seja, poligonos ciclicos cujos lados, diagonais e area possuem medidas intei-
ras.

Finalmente, no capitulo 4 estudaremos o Teorema Japonés. Daremos a prova
mais antiga para o caso quadrilatero e duas provas para o caso geral, onde na primeira,
utilizaremos o Teorema de Carnot para triangulos e na segunda, o método de inducao.
Mostraremos também duas aplicacoes geométricas do Teorema Japonés quando o poligono
for um quadrilatero. A primeira ird estabelecer uma relacao entre a diagonal utilizada
para triangularizar o quadrilatero e os inraios dos circulos obtidos. A segunda estabelecerd
um invariante geométrico relacionado aos pontos de Nagel dos tridangulos obtidos em uma

determinada triangularizacgao.
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1 NOCOES PRELIMINARES

1.1 Defini¢coes e conceitos importantes

O objetivo deste capitulo é introduzir conceitos basicos de geometria euclidiana
plana e alguns resultados que serdo importantes para a compreensao deste trabalho. Al-
guns resultados, por serem muito comuns na educacao bésica, terao suas respectivas
demonstragoes omitidas. No entanto, se o leitor nao estiver familiarizado com tais concei-
tos, sugerimos que o mesmo utilize como apoio a referéncia [DOLCE; POMPEO, 1993].

Comecaremos introduzindo a importante definicao de lugar geométrico.

Definigao 1.1.1. Dada uma propriedade & relativa a pontos do plano, o lugar geométrico
(LG) dos pontos que possuem a propriedade &2 é o subconjunto £ do plano que satisfaz

as seguintes condigoes:

e Todo ponto de .Z possui a propriedade .

e Todo ponto do plano que possui a propriedade & pertence a .Z.

Utilizando tal definicao, vamos definir alguns lugares geométricos que serao impor-

tantes no que segue.

e Dados dois pontos A e B no plano, a mediatriz do segmento AB é o lugar geométrico

dos pontos do plano que equidistam de A e B.

e A bissetriz de um angulo ZAOB, é o lugar geométrico dos pontos que equidistam

das semirretas O—A> e @ .

nap

(4) (B}

(A) Mediatriz map (B) Bissetriz sgpr
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e Dados um real positivo r e um ponto O do plano, o circulo de centro O e raio r é o

lugar geométrico dos pontos que estao a distancia r do ponto O.

e Dados um segmento AB e um angulo de medida «, com 0° < a < 180°, o lugar
geométrico dos pontos P do plano tais que APB = «a é a reunido de dois arcos de
circulo, simétricos em relacao a reta j@ e tendo os pontos A e B em comum. Tais

arcos sao os arcos capazes de o em relagao a AB.

(4) (B)
(A) Circulo de centro O e raio r  (B) Arcos capazes sobre AB

Definicao 1.1.2. Dado, no plano, um circulo I' de centro O, um dngulo central em I" é

um angulo de vértice O e tendo dois raios OA e OB por lados.

A medida de um angulo central, por definicdo, é igual a medida do arco AB
correspondente. Note que a definigdo acima nao diz a quais dos dois angulos ZAOB

estamos nos referindo. Isso sera esclarecido no respectivo contexto.

Definicao 1.1.3. Um dngulo inscrito num circulo é um angulo cujo vértice é um ponto

do circulo e cujos lados sao duas cordas do mesmo.

A medida de um angulo inscrito é igual a metade da medida do angulo central
correspondente. A prova desta afirmagdao pode ser encontrada nas paginas 87 e 88 de
[INETO, 2013].

Em geometria, uma poligonal é formada por uma sequéncia de pontos A;, Ag, -+ , A,
e pelos segmentos Ay Ay, AyAsz, -+, A,_1A,. Os pontos sao os vértices da poligonal e os
segmentos sao os seus lados.

Um poligono é uma poligonal A; A, - -+ A, na qual as seguintes condigdes sao satis-

feitas:

L4 An:Ah
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e cada vértice é extremidade de dois lados;

e dois lados com a mesma extremidade nao pertencem a mesma reta.

)

() (£
(A) Poligonal ABCDEF (B) Poligono GHIJK

A palavra poligono vem do grego, “poligonos”, e significa ter muitos lados ou
angulos. A soma dos comprimentos dos lados de um poligono é denominada o perimetro
do mesmo. A regido poligonal correspondente ao poligono A A, - -+ A, € a regiao limitada
do plano que é delimitada pelos segmentos A; Ay, AsAsz, -+, A, 1A,, A,A;. Todo ponto
pertencente a tal regiao é chamado ponto interior ao poligono. Se um determinado ponto

nao for um ponto interior, entao ele sera dito um ponto exterior ao poligono.

A

D

.
Regido poligonal correspondente ao poligono ABCDE

Os poligonos sao classificados de duas formas: os convexos e os ndo-convexos. Para

diferencia-las, utilizaremos a seguinte definigao:

Definicao 1.1.4. Um poligono sera dito convezro, quando para quaisquer dois pontos P
e () interiores ao poligono, o segmento P(Q) estiver completamente contido no interior do

mesmo. Caso contrario, diremos que tal poligono é ndo-convezxo.

A

(4) (B)

(A) Poligono convexo (B) Poligono nao-convexo
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Uma diagonal de um poligono convexo é qualquer segmento A;A; que nao seja
um lado do mesmo. Repare que temos um total de (n — 3) diagonais partindo do vértice
escolhido pois devemos excluir como outra extremidade o préprio vértice e seus dois
vértices adjacentes (com os dois tltimos formariamos lados do poligono). Como o poligono
possui um total de n vértices para escolhermos e cada diagonal A;A; é a mesma que a
diagonal A;A;, obtemos que o total de diagonais de um poligono convexo qualquer ¢ dado

por
n(n —3)
—

Os angulos convexos ZA;_1A;A;11 (ou simplesmente ZA;, com 1 < i < n) sdo os

d:

angulos internos do poligono. Portanto, todo poligono com n vértices possui n angulos

internos.

(B)

(A) Angulo externo em C (B) Angulos internos de FGHI

Realizar uma triangularizagdo num poligono convexo a partir de um de seus vér-
tices, ¢ tracar todas as diagonais possiveis do poligono que possuem tal vértice como

extremidade.

B

D
Il

Triangularizacdo feita a partir do vértice A
A triangularizacdo de um poligono convexo a partir de um determinado vértice
divide o poligono em (n — 2) tridngulos. Como cada tridngulo possui a soma das medidas

dos angulos internos igual a 180°, podemos afirmar que a soma das medidas dos angulos

internos de qualquer poligono convexo é dada pela expressao

Sp = (n—2)-180°.
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Por cada vértice A; de um poligono convexo temos exatamente dois dngulos ex-
ternos, sendo o primeiro formado pelo segmento A;A;;; com o prolongamento do lado
A;_1A; no sentido de A;_; para A; e o segundo, o angulo oposto pelo vértice ao primeiro.
Pelo fato de dois angulos opostos pelo vértice serem congruentes, daqui por diante iremos
considerar apenas um deles quando nos referirmos a um determinado angulo externo de
um poligono.

Sendo «; e (3;, respectivamente, as medidas do angulo interno e do angulo externo
de um poligono convexo no vértice A;, temos que «; + 5; = 180°. Usando essa relagao
para todos os vértices e conhecendo a soma s,, dos angulos internos deste mesmo poligono,
podemos determinar a medida da soma dos angulos externos,denotada por s., de qualquer

poligono convexo. Para isso, basta observar que

(o + B1) + (g + P2) + -+ + (o + Br) = n - 180°

= (wtoaet-Fan)+ (Bt Pt +By) =n-180°

= S+ S.=n-180° = (n—2)-180°+s.=mn-180°

= n-180° —360° + s, =n - 180°

= 5. = 360°.

O resultado acima afirma que a soma dos angulos externos de um poligono convexo
independe do nimero de lados do mesmo, fato que nao ocorre com a soma dos angulos
internos.

De maneira geral, dizemos que um poligono é um n-dgono, em referéncia a seu
nimero de lados (ou vértices). Recebem destaque, pela frequéncia em que aparecem, os
nomes pentdigono para n = 5, hexdgono para n = 6, heptigono para n = 7, octégono para
n = 8, enedgono para n = 9 e decagono para n = 10. Para n = 3 e n = 4 usamos os
nomes triangulo e quadrildtero.

Um poligono que possui os lados congruentes é dito equildtero. Se possui os angulos
congruentes, serd dito equiangulo. Um poligono convexo sera dito regular, sempre que for
equilatero e equiangulo.

O apdtema de um poligono regular é o segmento que une o centro do poligono ao

ponto médio de um dos lados.
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Definicao 1.1.5. Um poligono sera dito ciclico ou inscritivel quando todos os seus vér-
tices pertencerem ao mesmo circulo. Tal circulo sera dito circunscrito ao poligono e
denominaremos seu centro e raio, respectivamente, como cincuncentro e circunraio do

1mes1no.

Definicao 1.1.6. Um poligono sera dito circunscritivel, quando todos os seus lados forem
tangentes ao mesmo circulo. Tal circulo serd dito inscrito ao poligono e denominaremos

seu centro e raio, respectivamente, como incentro e inraio do mesmo.

el

(B)

(4)

(A) Poligono de circunraio R (B) Poligono de inraio r

Neste trabalho, sempre que nos referirmos a um poligono ciclico A;AxAz--- A,
seus vértices estarao ordenados no sentido anti-horario. Tal poligono também sera con-
vexo. Quando o poligono for ndo-convexo, isso sera mencionado.

Alguns resultados sobre tridngulos também serao de extrema importancia no que

segue.

Teorema 1.1.1 (Area do tridngulo - Férmula do Seno). Se ABC' é um triangulo qualquer
de drea S, tal que AC = b e AB = ¢, entdo

S = ;bc sen A.

Demonstracdo. Vamos provar o caso em que ABC' é acutangulo. Os demais casos sao

andlogos. Seja h. a medida da altura relativa ao vértice C' do triangulo. A area de ABC

é dada por
1
S = §C . hc. (1)
Por outro lado,
—h, .
sen A = =— h.=0b- senA. (2)
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Com (2) em (1), obtemos

S:;c-b-sen;l\ — S:;bcseng

Teorema 1.1.2 (Lei dos Senos). Se ABC' é um triangulo cujo circunraio mede R e tal
que BC = a, AC =b e AB = ¢, entdo
a b c

— = — = —~ =2R.
sen A sen B sen C'

Demonstrag¢do. Vamos provar o caso em que ABC é acutangulo. Os demais casos sao
andlogos. Sendo h, e hy, respectivamente, as medidas das alturas relativas aos vértices A
e B, temos que

b c

h,=c- senB=0b- senC — — = —
sen B sen C

e

a Cc

hy=c- senA=a- senC — — = —.
sen A sen C'

Consequentemente,

a b c
—~ = — —. (3)
sen A sen B sen C
Sendo O o circuncentro de ABC' e M o ponto médio do lado AC, temos que o

angulo /B é angulo inscrito no arco AC e portanto B= % — AOC =2-B.
Como o triangulo AOC é isosceles, o tridngulo OMC' sera retangulo em M, de

forma que M OC=DBe portanto

b
— = = =
2R sen B

Comparando as equagoes (3) e (4) chegamos ao resultado desejado.

sen B = —  senB= =2R. (4)

ny][SIE

Teorema 1.1.3 (Lei dos Cossenos). Se ABC é um triangulo qualquer tal que BC = a,
AC =b e AB = ¢, entdo
a? = b + ¢ — 2bccos A.

Demonstragao. Inicialmente, o pé da altura de um triangulo relativa a um determinado
lado é, por definicdao, o ponto de intersecdo entre tal altura e a reta suporte de tal lado.
Nessas condigoes, seja P o pé da altura relativa ao lado AC'. Vamos separar a demons-

tracao em trés casos.
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1° caso: A < 90°. Neste caso, o ponto P esta situado entre os vértices A e C', de forma

que no tridngulo retangulo BP A temos

(BP)' = - (AP)" e AP =c-cosA. (5)
Por outro lado, no triangulo retangulo BPC', podemos escrever
> = (BP)" + (CP)". (6)
Usando as relagoes dadas em (5) na equagao (6), obtemos
> = ¢ — (AP) + (CP)" = & — (AP)" + (b — AP)”
— & — (AP)" +v* — 2. AP + (AP)"
= b + ¢ — 2bccos A.
2° caso: A = 90°. Neste caso, como cos A = 0, pelo teorema de Pitagoras

=0+ =0+ - 2bc cos A.

3° caso: A > 90°. Neste caso, o vértice A esta entre o ponto P e o vértice C. No

tridngulo retdngulo BP A temos que

(ﬁf:cz— (ﬁ)Q e AP =c-cos (1800—5. (7)

Por outro lado, para o triangulo retangulo BPC', podemos escrever

A= (BPF 1+ (CP) — = (BP+ (b4 AP —

a* = (BP)" +1* +2b- AP + (AP)”. (8)

Usando as relagoes dadas em (7) na equagdo (8), obtemos

a? =72 — (ﬁf + b% + 2bc - cos (180O — fD + (ﬁf

= 0>+ 2 + 2be - (—COS/T) :b2+02—2bc-cosle\.
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2 POLIGONOS CICLICOS

2.1 Triangulos

2.1.1 Concorréncia entre segmentos

O objetivo desta subsegdo é mostrar que todo tridangulo é ciclico e também cir-
cunscritivel. Mostraremos também sob quais condigoes suas trés cevianas concorrem num

mesmo ponto.

Proposicao 2.1.1. Em todo triangulo, as mediatrizes dos lados concorrem num mesmo

ponto chamado circuncentro do triangulo.

Demonstragio. Seja ABC o referido triangulo e mag, mpc, mac as respectivas mediatri-
zes dos lados AB, BC, e AC. Considere que O seja o ponto onde as mediatrizes myp
e mpc concorrem. Pela caracterizacdo da mediatriz como lugar geométrico, temos que OA
= 0B e OB = 0C. Portanto, OA = OC, ou seja, o ponto O também pertence a mediatriz
mAC.

Proposicao 2.1.2. Todo triangulo é ciclico.

Demonstracio. Seja ABC' o triangulo de circuncentro O. Pela proposi¢ao anterior, O é
o ponto onde as trés mediatrizes de ABC' concorrem. Portanto O equidista dos vértices
A, B,C de forma que, denotando tal distdncia por R, temos que o circulo de centro O e

raio R passa por A, B e C'. Existe portanto um tnico circulo passando por ABC.

Mg

Circuncentro O de um tridngulo

Reciprocamente, considere o tridngulo ABC' inscrito num circulo de centro O'.

Neste caso, as distancias de O’ até os vértices do tridngulo sao iguais. Consequentemente,
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O’ deve ser o ponto onde as trés mediatrizes de ABC' concorrem, ou seja, O' é o circun-

centro O de tal triangulo. O raio do circulo, sendo a distancia de O aos vértices é igual a

R.

Proposicao 2.1.3. Em todo triangulo, suas bissetrizes internas concorrem em um Unico

ponto chamado incentro do triangulo.

Demonstragdo. Seja ABC' o referido tridngulo e sejam r, s e t as bissetrizes internas dos
angulos ZA, /B e /C, respectivamente. Considere que o ponto I é o ponto de intersecao
das bissetrizes r e s. Pela caracterizagao da bissetriz como lugar geométrico, temos que
d(I,AB) =d(I,AC) = d(I,BC) e portanto, I deve pertencer a bissetriz t. Assim, tais

bissetrizes concorrem no tunico ponto [

Proposicao 2.1.4. Todo triangulo é circunscritivel.

Demonstragao. Seja ABC o triangulo de incentro I. Como [ é intersecao das bissetrizes
internas de ABC, temos que [ equidista dos lados do mesmo. Tomando a distancia de
I até os lados igual a r, temos que o circulo de centro I e raio r é inscrito no triangulo
ABC' e é tnico.

Reciprocamente, consideremos um circulo de centro I e raio r inscrito no triangulo

ABC. O centro I equidista r dos lados do tridngulo e portanto, I é incentro de ABC.

Incentro I de um triangulo

Uma ceviana de um triangulo, é qualquer segmento que ligue um determinado
vértice a reta suporte do respectivo lado oposto. Neste caso, a outra extremidade é
chamada pé da ceviana. Sdo exemplos de cevianas as trés alturas (neste caso, tal ceviana
é perpendicular a referida reta suporte), as trés bissetrizes internas ou externas e as trés
medianas.

A seguir daremos a condi¢ao para que as trés cevianas de um tridngulo concorram

num determinado ponto. Tal resultado é conhecido como Teorema de Ceva, devido ao
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matematico italiano dos séculos XVII e XVIII Giovanni Ceva. Primeiro, vamos mostrar

os dois seguintes lemas.

Lema 2.1.1. Qualquer ceviana de um triangulo, divide o lado oposto na mesma razao

em que divide a drea do triangulo.

Demonstrag¢io. Suponhamos, sem perda de generalidade, que AP é uma ceviana do tri-
angulo ABC relativa ao vértice A. Consideremos ainda que as area dos triangulos ABP
e APC sao dadas, respectivamente, por Sapp € Sapc.

Sendo h a medida da altura de ABC', temos que

1 == 1 —
SABPZ§' P-h e SAPC:§PC}Z
Sipp L1-BP-h BP
Sarc L. PC-h_ PC

Lema 2.1.2. Seja ABC um triangulo tal que AP € ceviana relativa ao vértice A. Se

E € AP, entao
Sape _ Sapc
BP PC

Demonstragio. Pelo lema anterior, se tivermos um ponto E € AP, temos que

SABP _ SAPC e SEBP _ SEPC
BP PC BP PC
POI“ outro 1ado, SABE = SABP — SEBP-

SABE _ Sapp B SEBP

BP BP BP

_ Sapc  Skpc
PC PC

_ Sapc — Sepc
PC

SABE _ Sarc
BP PC
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Teorema 2.1.3 (Teorema de Ceva). As trés cevianas de um triangulo ABC' sao concor-

rentes se, e somente se,

BP CQ AR

PC QA RB
onde P,Q) e R sao, respectivamente, os pés de tais cevianas relativas aos lados BC, AC e
AB.

L,

Demonstragdo. Seja E o ponto onde tais cevianas concorrem. Pelo segundo lema anterior,
temos que L

Sape _ Saec . Sapg _ BP

BP PC Sapc  PC’

Da mesma forma podemos escrever

SpcE _ @ o Sarc _ Tj
SABE QA Sgce RB

Multiplicando tais relacoes, membro a membro, obtemos

Sape Spop Sapc _ BP CQ AR
Sagc Sape Spce PC QA RB

BP CQ AR
PC QA RB

Reciprocamente, suponhamos que

1.

BP CO AR
PC QA RB
Seja W o ponto onde as cevianas CR e AP concorrem. Tracemos a ceviana BQ)'
passando por W. Ja provamos que

1.

BP CQ AR _
PC QA RB

Comparando com nossa hipotese inicial e lembrando a propriedade para proporgoes

1.

a _c N a  c
b d a+b c+d
podemos concluir que
cQCqQ cg  Q
QA QA CQ+QA CQ+QA
cQ CQ A
= Jd0c-ac o 9=l
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= Q' =Q.

Logo, as trés cevianas concorrem num mesmo ponto W.

2.1.2 Area de um triAngulo em funcao dos lados (Férmula de Heron)

Heron de Alexandria, matemético e mecanico grego, deu diversas contribuicoes
a Matematica e Mecanica. Ha muita controvérsia a respeito da época exata em que ele
viveu, havendo estimativas que variam de 150 a.C. a 250 d.C. Em Mecanica, seus trabalhos
se preocupavam em descrever aparelhos mecanicos engenhosos, entre eles, maquinas de

guerras.

Uma possivel imagem de Heron retirada do site wikipedia.org

Dos trabalhos geométricos de Heron, o mais importante é sua “A Métrica”, em trés
livros que segundo [EVES, 2004], s6 foi descoberta em Constantinopla no ano de 1896, por
R.Schone. O Livro I ocupa-se da medida da area de diversas superficies como triangulos,
quadrilateros diversos, poligonos regulares desde o tridngulo equilatero até o dodecagono
regular, circulos, elipses, segmentos parabdlicos, superficies de cilindros, cones, esferas
e zonas esféricas. E nesse livro que se encontra a famosa férmula para a drea de um
triangulo em funcao dos trés lados, cuja demonstragao é reproduzida nas paginas 31 e
32 de [HELLMEISTER, 2013]. Também nesse livro, Heron apresenta um método para

o calculo aproximado da raiz quadrada de um inteiro que nao é quadrado perfeito. Tal

a+b
2

quanto for a proximidade de a e b. Esse método permite sucessivas aproximagoes onde,

método consiste em supor que se n = ab, entao é uma aproximacao de /n tao boa

se a; é a primeira aproximagao de y/n, entao
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a + o
a9 = 9
é uma aproximagcao melhor, e
as + ai
as — 9 2
é ainda melhor, e assim sucessivamente.
Por exemplo, se n = 14, temos n = 2-7 e portanto a; = % = 4,5 é nossa primeira
aproximagao para y/14. Continuando, temos que
4,5+ 14 3,80556 + ggoizs
ay = TM > 3,80556 , a3 = 5 209 3 74219 -

Neste caso, como /14 2 3, 74165 temos que tal método é de fato eficiente.

Sobre os outros dois livros, o Livro II ocupa-se em medir volumes de cilindros,
cones, troncos de cones, paralelepipedos, prismas, piramides, esferas, segmentos esféricos,
toros, entre outros sélidos, enquanto que o Livro III se preocupa com problemas de divisoes
de areas e volumes em partes, respeitando uma certa razao dada.

A seguir, apresentamos a férmula da area de um triangulo em funcgao de seus lados,

conhecida na literatura como Férmula de Heron.

Teorema 2.1.4 (Férmula de Heron). Se ABC' é um triangulo qualquer de drea S, semi-

perimetro s e tal que BC = a, AC =b e AB = ¢, entdo

S=1/s(s—a)(s—b)(s—c).

Demonstracio. Com as notagoes dadas e utilizando a férmula do seno para a area de um

tridngulo (Teorema 1.1.1), a area do tridangulo ABC pode ser escrita como
1 _
S = ks sen B.

Fazendo B = « na relacao acima, obtemos

25
= —. 9
sen « " (9)
Por outro lado, aplicando a lei dos cossenos (Teorema 1.1.3) ao tridngulo ABC,
temos que

b2 = a? + ¢ — 2accos a.

= 2accosa=a’+c -V —
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2 2 _ 2
cosa = *2 (10)

Substituindo (9) e (10) na relagao fundamental cos? o + sen?a = 1, obtemos

RN
2ac ac)

. (a2 + & —b?)° . 45°
4a?c? a2z

— (4= 1) +165? = 4a>F
—  165% = 4a’ — (a® + &2 — 1?)’
— (2ac— a® — & + 1) (2ac + a® + & — 1?)
=[P = (a=c)][(a+ )’ ¥

= 165°=(b+ta—c)(b—a+c)(a+c+b)(a+c—b).

Finalmente, dividindo ambos os membros por 16 e reescrevendo de forma conveni-

ente, chegamos em

52_(a+b+c) (b+c—a) (a+c—=b) (a+b—c)
- 2 ' 2 ' 2 ' 2

=s(s—a)(s—0b)(s—¢)

— S=s(s—a)(s—b)(s—c).

2.1.3 Circunraio de um triangulo em funcao dos lados

O objetivo desta subsecao é encontrar uma férmula que nos permita calcular o
circunraio de um triangulo qualquer em funcao de seus lados. Para isso, consideremos o

seguinte teorema.
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Teorema 2.1.5 (Circunraio em fungao dos lados). Seja ABC um triangulo qualquer de
semiperimetro s e tal que BC = a, AC =b e AB = c. Se R é a medida de seu circunraio,

entao
abc

:4~\/s(s—a)(s—b)(s—c).

Demonstragio. Utilizando a férmula do seno para érea de tridngulos (Teorema 1.1.1), a

R

area do triangulo ABC pode ser escrita como

1 _
S = 5ac sen B. (11)
Por outro lado, aplicando a lei dos senos (Teorema 1.1.2) ao tridngulo ABC', temos
que
b 2R — [ (12)
— = sen B = —.
sen B 2R
Com (12) em (11), vem que
1 b abc abc

Usando a férmula de Heron (Teorema 2.1.4) no tridngulo ABC, podemos escrever

abe

R = :
4-\/s(s—a)(s—b)(s—c)

2.1.4 Inraio de um tridngulo em funcao dos lados

Aqui, iremos apresentar uma féormula que nos permitird calcular o inraio de qual-

quer tridngulo em funcao de seus lados. Antes, precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.1.6. Se ABC' € um triangulo qualquer de drea S, semiperimetro s e inraio r,
entao
S=s-71.

Demonstragio. Suponhamos que BC = a, AC = b e AB = c¢. Nessas condicoes, sendo
I o incentro do triangulo ABC, temos que os triangulos AIB, BIC e AIC, ambos com

altura medindo r, particionam ABC de forma que

Sars + Sprc + Sarc = S.
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c-r a-r b-r <a+b+c)
r=5-7

Teorema 2.1.7 (Inraio em fungao dos lados). Seja ABC um tridngulo qualquer de se-
miperimetro s e tal que BC = a,AC = b e AB = c. Ser é a medida de seu inraio,

entao

_Ws—a)(s—b)(s—c),

S

Demonstragdo. Pelo lema anterior, podemos escrever para o tridngulo ABC' de area S,

S=s-r = r=—.
s

Por outro lado, usando a férmula de Heron (Teorema 2.1.4) no tridngulo ABC,

obtemos

L Vs—a(s=b(s—o _ r:\/s(s—a)(s—b)(s—c)

52

2.2 Quadrilateros

2.2.1 Condicoes para um quadrilidtero ser ciclico

Ao contréario dos tridngulos, nem todo quadrilatero é ciclico ou circunscritivel. O
objetivo desta subsegdo é apresentar sob quais condi¢cdes um determinado quadrildtero
convexo ¢é ciclico. Precisaremos utilizar em nossos argumentos, o teorema do angulo
externo para triangulos. Tal resultado, bastante conhecido na educacao basica, pode ser
encontrado nas paginas 40 e 41 de [NETO, 2013].

Proposicao 2.2.1. Um quadrildtero convexo ABCD ¢€ ciclico se, e somente se, uma das

sequintes condicoes for satisfeita:
(a) DAB+ BCD = 180°.

(b) BAC = BDC.



27

Exemplo de quadrilatero convexo nao-ciclico

Demonstrag¢io. Supondo que ABC'D seja ciclico, pela definigdo de dngulo inscrito (Defi-
nigao 1.1.3), temos que BAC = BDC pois tais angulos compreendem o mesmo arco BC.

Temos ainda que

n(BCD) m(DAB) _m(BCD)+m (DAB) s

DAB + BCD =
+BC 9 2 9

= 180°.

D
D

(@) (b)

Condigoes para que um determinado quadrilidtero convexo seja ciclico

Reciprocamente, se BAC = BDC = a, entao A e D estao situados sobre o mesmo
arco capaz de « sobre BC. Dal, o circulo que contém tal arco capaz circunscreve ABC'D.

Agora, vamos considerar que DAB + BCD = 180°.

Seja I' o circulo que circunscreve o triangulo ABD. Se o vértice C' nao pertence a
tal circulo, tomemos o ponto E diferente dos pontos B e C' tal que E seja a intersecao da

reta % com I'.

Como ABED ¢ ciclico, segue pela primeira parte da demonstracao que

DAB + BED =180° = DAB+ BCD = BED = BCD,
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que é absurdo, pelo teorema do dngulo externo aplicado ao tridngulo CED.

Portanto, C' pertence ao circulo I' e ABC'D ¢é ciclico.

Da proposicao acima, seguem os seguintes corolarios.
Corolario 2.2.1. Todo retangulo € ciclico.

Corolario 2.2.2. Todo trapézio isésceles € ciclico.

2.2.2 Diagonais de um quadrilatero ciclico convexo em funcao dos lados

Para calcularmos as medidas das diagonais de um quadrilatero ciclico, precisaremos
de dois resultados fundamentais conhecidos na literatura como os dois primeiros teoremas

de Ptolomeu.

Uma possivel imagem de Ptolomeu retirada de [NETO, 2013]

Claudio Ptolomeu (90 d.C. - 168) de Alexandria, matematico e astréonomo grego
do século II d.C., deu grandes contribui¢oes a Geometria Euclidiana. Como astrénomo,
Ptolomeu propds a Teoria Geocéntrica segundo a qual a Terra ocuparia o centro do
Universo. Essa teoria foi aceita como um dogma pela igreja catélica por cerca de 1400
anos, tendo sido a responsavel pelo julgamento de Galileu Galilei no Tribunal da Santa
Inquisicao.

Seu tratado é composto de treze livros. O livro I contém a famosa proposicao
geométrica conhecida na literatura como o Primeiro Teorema de Ptolomeu: “Num qua-
drilatero ciclico convexo, o produto das diagonais é igual a soma dos produtos dos dois

pares de lados opostos”. O livro II considera fendomenos que dependem da esfericidade da
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Terra. Os livros III, IV e V desenvolvem o sistema astronémico geocéntrico por meio de
epiciclos. No livro VI, em que é dada a teoria dos eclipses, encontra-se uma aproximagao
para o valor de 7, com quatro casas decimais. Os livros VII e VIII dedicam-se a apresentar
um catalogo de 1028 estrelas fixas. Os demais livros ocupam-se dos planetas. Seu tratado
se tornou referéncia até os tempos de Copérnico e Kepler. Ptolomeu escreveu ainda sobre

mapas, por meio de projegoes, éptica e musica.

Teorema 2.2.3 (Primeiro Teorema de Ptolomeu). Se ABCD é um quadrildtero ciclico

convero, entao

AC-BD =AB-CD + BC - AD.

Demonstragao. Inicialmente, tomemos um ponto J sobre a diagonal BD tal que BAJ =

CAD. Como ABD = A@D, pois ambos sao angulos inscritos ao arco :47), temos que os

tridngulos ABJ e AC'D sao semelhantes pelo caso de semelhanga (AA). Dai, temos que

ig:gé . AC.BJ—AB.CD. (13)

Por outro lado, nos tridngulos DAJ e C'AB, temos que DAJ = CAB por constru-

¢ao e ACB = AﬁB, pois ambos sao angulos inscritos ao arco AB. Mas ADB = ADJ e
portanto, tais tridngulos sao semelhantes pelo caso (AA). Dai segue que

AC o
= = -JD =BC-AD. 14
=0 — C-J C (14)

Primeiro teorema de Ptolomeu

Somando, membro a membro, as equagoes (13) e (14), vem que

AC-BJ+ AC-JD=AB-CD + BC - AD

— AC(BJ+JD)=AB-CD+ BC-AD
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— AC-BD=AB-CD+ BC-AD.

Teorema 2.2.4 (Segundo Teorema de Ptolomeu). Se ABCD ¢é um quadrildtero ciclico

convexo, entao

AC BC-CD+AB-AD
BD CD-AD+ AB-BC’

Demonstragiao. Vamos supor inicialmente, que os vértices do quadrilatero estejam dispos-

tos no sentido anti-horario. Agora marquemos os pontos M e N, respectivamente, sobre
o arco CD que nao contém os vértices A e B, e de forma que CM = AD e ND = BC.

B A

Segundo teorema de Ptolomeu

Nos triangulos BCM e ADN temos que BC = DN, CM = AD e C =D, pois tais
angulos sao angulos inscritos em arcos congruentes, pois BM = AN por construgao. Dali

segue que tais tridngulos sdo congruentes pelo caso (LAL) e portanto, BM = AN. Com

argumento analogo, mostra-se que AM = BN = C'D. Aplicando o primeiro teorema de
Ptolomeu (Teorema 2.2.3) aos quadrilateros ABCM e ABN D, temos que

BM-AC =BC-AM+CM-AB e AN-BD=BN-AD+ AB-DN.

Dividindo ambos os membros da primeira relagao pelos da segunda, obtemos

BM-AC BC-AM+CM - AB
AN-BD DBN-AD+ AB-ND

AC BC-CD+AB-AD
BD (CD-AD+ AB-BC’

Tendo em maos os dois teoremas acima, podemos obter uma férmula fechada para
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as diagonais de um quadrilatero ciclico convexo. Veremos que tal férmula depende apenas

dos lados do mesmo.

Teorema 2.2.5 (Diagonais em funcao dos lados). Seja ABC'D um quadrildtero ciclico
tal que AB = a,BC = b,CD = c ¢ AD = d. Se x ey denotam, respectivamente, as
medidas das diagonais AC' e BD, entdo

B \/(ac+bd) (be + ad) B \/(ac+bd) (cd + ab)
v cd + ab <y bc + ad '

Demonstrag¢ao. Aplicando o segundo teorema de Ptolomeu (Teorema 2.2.4) ao quadrila-

tero ABC'D temos, com as notagoes dadas, que

r bc + ad

(15)

y cd+ab

Diagonais de um quadrilatero ciclico convexo

Multiplicando ambos os membros da relagdo acima por zy, chegamos a expressao

X

be + ad

cd + ab

que nos permite, utilizando o primeiro teorema de Ptolomeu (Teorema 2.2.3), escrever

(bc + ad)

= bd) - ———~
— 7= (ac+ >(cd+ab)

\/(ac + bd) (bc + ad)
cd + ab

De modo andlogo, partindo do inverso de (15), obtemos

B \/(ac + bd) (ed + ab)
v betad
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2.2.3 Area de um quadrilatero ciclico convexo em funcao dos lados (Férmula

de Brahmagupta)

A férmula para calcular a drea de um quadrilatero convexo qualquer é atribuida,
segundo [COOLIDGE, 1939], ao matemético alemao Carl Anton Bretschneider (1808-
1878).

Bretschneider trabalhou em geometria, teoria do niimeros e historia da geometria.

Foi um dos primeiros matematicos a usar o simbolo da constante de Euler quando publicou
seu artigo [BRETSCHNEIDER, 1837] em 1837.

Teorema 2.2.6 (Férmula de Bretschneider). Seja ABCD um quadrildtero convezo de

area S, semiperimetro s e tal que AB = a,BC =b0,CD =ce AD =d. Se a e 3 sao as

medidas de dois angulos internos opostos quaisquer de ABCD), entao

S = \/(s—a) (s —b) (s — ¢) (s — d) — abed cos? (‘“f)

Demonstracdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a = Ae B = C. Sendo z a
medida da diagonal BD, temos que os triangulos ABD e BC'D particionam o quadrilatero
ABCD de forma que

S = Sapp + Spep-

Pela férmula do seno para drea de tridngulos (Teorema 1.1.1), temos que

S = ;ad sen a + ;bc sen f3.
= 2-S=uadsena+ bcsenf
—  (2:9)°=(ad sena+besen ) =
4-5% = (ad sen a)® + (be sen 3)° + 2abed sen a sen 3. (16)

Por outro lado, aplicando a lei dos Cossenos (Teorema 1.1.3) aos tridngulos ABD

e BCD, temos que

> =a*+d* —2adcosa e z*=0b>4+c* —2bccos b.

—  a’+d* —2adcosa = b* + 2 — 2bccos
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a?+ d?> — b — 2
2

Elevando ambos os membros ao quadrado, podemos escrever

= ad cos a — bccos 3.

(a*> +d* - b* — 02)2
4

Somando as equagoes (16) e (17), utilizando a identidade cos (o + ) = cos a cos f—

= (ad cos a)® + (becos ) — 2abed cos o cos 3. (17)

sen « sen 3, podemos escrever

(a2 +d2—p2— 02)2
4

4.52 + = a*d® + b*c* — 2abed cos (a + )

= (ad + be)* — 2abed — 2abed cos (a + 3)

= (ad + be)” — 2abed [1 + cos (o + )]

Y

= (ad + bc)* — dabed cos® <O‘2+*B>

14-cos 260
2

. Em nosso caso, § = X8,

pois também vale a identidade cos? § = 5

—  16-5*+ (a2 +d?— b — 02)2 = 4 (ad 4 be)® — 16abed cos? (a—;—ﬂ)

= 16-S? = (2ad + 2bc)” — (a2 +d* —b* — 02>2 — 16abcd cos? (Oé;_ﬁ>

= (2ad +2%c+a?+d® - — 02) (2ad +2bc —a® —d*> + b + 02) — 16abed cos? <Oé;ﬁ)

= [(a+ d)* — (b— c)2] [(b+ )’ —(a— d)2] — 16abcd cos® (M)

= 165" = (a+d+b-c)(a+d—b+c)(b+c+a—d)(b+c—a+d)—16abed cos’ (Oé;ﬁ)

Dividindo ambos os membros por 16 e arrumando os termos de forma conveniente,

temos que

o2 _ (b+c+d—a)‘(a+c—|—d—b).(a—l—b—l—d—c)‘(a+b+c—d)_abcdcos2(

2 2 2 2

12

—(s—a)(s—b)(s—¢) (S_d)—abcdc082 (a—;—ﬁ)
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— S= \/(s—a) (s —b) (s — ) (s — d) — abed cos? (#)

Um corolario importante da formula de Bretschneider é a formula de Brahmagupta

para quadrilateros ciclicos convexos.

Uma possivel imagem de Brahmagupta retirada do site wikipedia.org

Brahmagupta (568 d.C. - 665) foi um matemédtico e astrénomo indiano. Viveu e
trabalhou no centro astronoémico de Ujjain, na India Central. Em 628, escreveu a obra
Brahmasphutasiddhanta “o sistema de Brahma revisado”, um trabalho de astronomia em
vinte e um capitulos, dos quais o 12° e o 18° se ocupam de matematica. Nessa obra, ele

fornece a primeira solucao geral para a equacio quadréitica az?+bx = ¢, que é equivalente

Viac+ b2 —0b
2a )

Corolario 2.2.7 (Férmula de Brahmagupta). Se ABCD ¢é um quadrildtero ciclico con-

a

Tr =

vezo de drea S, semiperimetro s e tal que AB = a, BC =b,CD = c e AD = d, entdo

S=y(s—a)(s—b)(s—c)(s—d).

Demonstrag¢io. Se ABC'D um quadrilatero ciclico convexo, entdao seus angulos opostos
sdo suplementares, ou seja, a + 3 = 180°. Pela férmula de Bretschneider (Teorema 2.2.6)

temos que

S=1/(s—a)(s—b)(s—c)(s— d) — abed cos? (90°).
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Como cos (90°) = 0, segue que

S=V(s—a)(s—b)(s—c)(s—d).

Observe, que se fizermos d = 0, a féormula de Brahmagupta se reduz a férmula de

Heron para triangulos.

2.2.4 Circunraio de um quadrilatero convexo em funcao dos lados

Agora que ja temos uma féormula fechada para a area de um quadrilatero ciclico

convexo, vamos obter uma férmula para a medida do circunraio do mesmo.

Teorema 2.2.8 (Circunraio em funcao dos lados). Se ABCD é um quadrildtero ciclico
convezo de drea S, circunraio R e tal que AB = a, BC = b,CD = c e AD = d, entdo

V/(ab+ cd) (ac + bd) (ad + be)
45

Demonstragdo. Tracando a diagonal AC' de medida [, a férmula para o calculo das dia-

R:

gonais (Teorema 2.2.5), nos da

_ [(ac+bd) (be + ad)
l= \/ ab + cd ' (18)

Por outro lado, os triangulos ABC e AC'D particionam o quadrilatero ABC'D de

forma que, pela férmula do circunraio de um triangulo (Teorema 2.1.5), podemos escrever

abl  cdl
S—SABc—l-SAoD—TRﬂLTR -
(ab+ cd)
=—>2> [ 1
S iR [ (19)

Substituindo (18) em (19) obtemos

(ab+cd) \/(ac + bd) (be + ad)

5= 4R ab + cd

1 f(ab+ cd)? (ac + bd) (be + ad)
4R ab + cd

— S—iR-\/(ab+cd)(ac+bd)(ad+bs) —
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V/(ab+ cd) (ac + bd) (ad + be)

= 48

Repare que R depende apenas das medidas dos lados do quadrilatero ja que pela
férmula de Brahmagupta (Corolario 2.2.7), S é uma fun¢ao dos lados do mesmo. Fazendo

d = 0 na expressao cima, obtemos

B Vab - ac - be B Va2b2c2  abe

i 48 4S5 487

que ¢é exatamente a medida do circunraio de um tridngulo cujos lados medem a,b e c,

conforme o Teorema 2.1.5.

2.2.5 Condicoes para um quadrilatero ser circunscritivel

O objetivo desta subsecao é apresentar sob quais condi¢oes um determinado qua-

drilatero convexo é circunscritivel. Antes, precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.2.9. Seja I' um circulo de raio r e centro O. Considere um ponto P exterior a
I'. SeT| e Ty sao pontos de T tais que P17 e P15 sdo tangentes a I', entdo PTy = P1T5.

Demonstracio. Como os segmentos P17 e PT, sdo ambos tangentes a I', temos que
OT\LPT, e OTy,LPT,. Mais ainda, OT}, = OT, = r. Como O equidista de PT} e
PT;, temos que OP é bissetriz do angulo ZT7 PT,. Portanto, OﬁTl = OﬁTg.

Podemos concluir entao que os tridngulos O P17 e O PT, sao congruentes pelo caso
(LAA,) e consequentemente, PTy = PT.

Teorema 2.2.10 (Teorema de Pitot). Um quadrildtero convezo ABCD € circunscritivel

se, e somente se, as somas das medidas dos lados opostos forem iguais.

Demonstracdo. Primeiro, consideremos que ABCD é circunscritivel. Sejam P,Q,R e S,
respectivamente, os pontos de tangéncia do circulo inscrito no quadrilatero com os lados
AB,BC,CD,AD. Pelo lema anterior, temos que AP = AS,BP = BQ,CQ = CR e
DR = DS. Consequentemente,

AB+CD =AP+ BP+CR+ DR

=AS+BQ+CQ+ DS
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= BC + AD.

Reciprocamente, consideremos que AB + CD = BC + AD. Vamos admitir que
ABCD nao é circunscritivel. Neste caso, temos dois casos a considerar.
1° caso: O segmento AB nao intersecta tal circulo. Neste caso, tracamos o segmento

BE tangente ao circulo. Como o quadrilatero EBC D é circunscritivel, j& mostramos que

EB+CD=BC +ED. (20)

B

[}

Reciproca do Teorema de Pitot - 1° caso

Por outro lado, por hipoétese temos que

AB+CD =BC+AD =

AB+CD = BC + ED + AE. (21)

Com (20) em (21), temos

AB+CD=FEB+CD+ AFE

— AB=EB+ AE

que ¢é absurdo pois contradiz a desigualdade triangular no tridngulo ABE.
2° caso: O segmento AB é secante ao circulo. Neste caso, tragamos o ponto F sobre a

reta zﬁ tal que BE seja tangente ao circulo.
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15

y
Reciproca do Teorema de Pitot - 2° caso

Como EBCD é circunscritivel, temos que

EB+CD=BC+FED =

EB+CD=BC + EA+ AD. (22)

Por outro lado, por hipdtese temos que

AB +CD = BC + AD. (23)

Com (23) em (22), temos que

EB+CD=AB+CD+ FA

que é absurdo pois contradiz a desigualdade triangular para o triangulo ABFE.

Portanto, ABC'D é circunscritivel.

2.2.6 Inraio de um quadrilatero convexo em funcao dos segmentos tangentes

Nesta secao, iremos apresentar a férmula para calcular o inraio de um quadrilatero
convexo circunscritivel. Veremos que tal férmula nao depende apenas das medidas dos

lados de tal quadrilatero.
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Teorema 2.2.11 (Inraio em fungao dos segmentos tangentes). Seja ABC'D um quadrild-
tero convexo circunstritivel tal que P,Q), R e S sao os respectivos pontos de tangéncia dos
lado AB, BC,CD e DA com seu circulo incrito, cujo raio mede r. Se AP = x, BQ =y,
CR =1z e DS =w, entio

_[xyz + zyw + x2W + Yyrw
N THy+z+w '

Demonstragdo. Seja I o incentro do quadrilatero ABC'D. Como I equidista r dos lados
do respectivo quadrilatero, temos que as retas j‘l_[> , ﬁ , ﬁ e ﬁ sdo bissetrizes internas
dos angulos LA, /B, ZC e /D, respectivamente.

Célculo do inraio de um quadrilatero convexo

Fazendo A = 201, B= 20,, C = 205 e D= 20,4, uma vez que

tga+ tgp
t =
temos que

tg (01 + 02 + 03 + 04) = tg[(61 + 62) + (05 + 64)]

tg (01 + 6) + tg (05 + 04)

te (0y + Oy + 05 + 0,) =
= tg (0 + 02+ 03+ 04) 1 — tg (0 +02) - tg(0s+04)

tg 014 tgos + tg 03+ tg0s

1— tgh:1- tgha 1— tg0s- tghy
o 1 — tgbi+ tgla  _ tgls+ tghs
1— tgf1- tghs 1— tghs- tgly

(tg01+ tgha)(1— tgls- tg0s)+( tgls+ tgba)(1— tgb1- tgba)
_ (1— tgb1- tgb2)(1— tgfs- tgba)
T (1— tg0r- tg02)(1— tghs- tghs)—( tghi+ tgh2)( tg O3+ tghs)
(1— tgb1- tgh)(1— tghs- tgba)
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— tg01—tgh1- tgls- tgla+ tgba— tgha- tghs- tgha+ tgbs— tghi- tgha- tgls+ tgha— tgbi- tgba- tgba
1— tgfs- tgls— tgh1- tgOa+ tglhi- tgha- tgls- tgls— tghy- tgls— tgh1- tgOs— tgha- tgl3— tgha tgly

_ ((tgh1+ tgha+ tglz+ tgh4)—( tghi- tgha tgbs+ tghi- tgba- tgha+ tghi- tgbhs- tghs tgba tghs- tgbs)
1—( tgf1- tgla+ tgbi- tgls+ tghi- tgbs+ tgha- tgO3+ tgbha- tgbhas+ tgls- tg94)+( tgf1- tgha- tgls- tg94)'

Para o proximo passo, precisaremos do conceito de fungoes simétricas. Tal conceito
pode ser encontrado no apéndice do capitulo 7 de [FIGUEIREDO, 2011].
De posse deste conceito, fazendo a; = tg#;, com 1 < i < 4, podemos compactar a

expressao anterior utilizando as fungoes simétricas elementares

o1 = Zai, 09 = Zaiaj, 03 = Zaiajak, € 04 = @;a5aray,
com 7 < j < k <l e assim obtendo

01 — 03
tg (01 +0s+605+0,) = ———.
g (01 + 0y 4 03 + 04) [
Por outro lado, como 60 4 03 + 03+ 64 = 180°, temos que tg (6 + 62 + 03 + 0,) =0
de forma que oy = o3. Pelo fato de tgf, = =, tghy, = 5, tgls = ~ e tgly = L,
podemos escrever

TYZW 313 23 w?

yzw + 2w + xyw + Yz, rry?2Rwd 4+ 22yt 28w? + 22yt 2t + iy tw?
_ .2,

TYzZWw 33 23w3

ryz +ryw + 2w+ yzw -, 2yt (v +y+ 2+ w)
— 2.

9  TYZ + XYW + TZW + Yzw
T =
rT+yt+z+w

TYZ + TYw + x2w + Yyzw
— r =
rT+yt+z+w
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2.3 Generalizacgoes

2.3.1 Poligonos ciclicos e circunscritiveis

Vimos na secao anterior que nem sempre um quadrilatero convexo é ciclico ou
circunscritivel. O mesmo ocorre de forma geral, ou seja, um poligono convexo nem sempre
terd tais propriedades. As condi¢bes para que um determinado poligono convexo seja

ciclico ou circunscritivel sao dadas pelas duas proposicoes a seguir.

Proposicao 2.3.1. Um poligono convexo é ciclico se, e somente se, as mediatrizes dos

seus lados concorrem em um unico ponto. O circulo que circunscreve tal poligono € nico.

Demonstragcio. Vamos considerar inicialmente que tal poligono esta inscrito num circulo
de centro O. Neste caso, as distancias de O até os vértices do poligono sao iguais e
consequentemente, O é o ponto onde as mediatrizes do poligono concorrem.
Reciprocamente, consideremos agora que as mediatrizes dos lados do poligono con-
correm no ponto O. Pela caracterizacao da mediatriz como lugar geométrico, as distancias
de O até os vértices sao iguais e portanto, sendo tais distancias iguais a R, temos que

existe um unico circulo de centro O e raio R que circuscreve tal poligono.

Proposicao 2.3.2. Um poligono convexo € circunscritivel se, e somente se, as bissetri-
zes internas de seus angulos concorrem num mesmo ponto. O circulo que tal poligono

circunscreve € unico.

Demonstrag¢do. Suponhamos inicialmente que existe um circulo de centro I e raio r tan-
gente aos lados do poligono. Sejam A, B, C trés vértices consecutivos quaisquer do poli-
gono e P, () os pontos de tangéncia do circulo com os lados AB e BC, respectivamente.

Nos triangulos I PB e I(Q) B temos, pela propriedade dos segmentos tangentes a um
circulo (Lema 2.2.9), que PB = QB. Temos ainda que IP = 1Q =r, e P = Q = 90°.
Portanto, tais tridngulos sdo congruentes pelo caso (LAL). Consequentemente, PBI =
1 EQ, ou seja, BI é bissetriz do angulo interno ZB.

Como a escolha dos vértices foi arbitraria, temos que I pertence a todas as bisse-
trizes internas do poligono, ou seja, tais bissetrizes concorrem num tnico ponto /.

Reciprocamente, vamos admitir que todas as bissetrizes internas do poligono con-
correm num tunico ponto I. Pela caracterizagao da bissetriz como lugar geométrico, temos
que I deve equidistar dos lados do poligono. Denotando por r tais medidas, temos um
circulo de centro I e raio r que tangencia internamente o poligono. Como [ e r estao bem

definidos, tal circulo ¢é tinico.
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Como consequéncia das proposi¢oes acima, temos o seguinte corolario.
Corolario 2.3.1. Todo poligono convexo reqular € ciclico e circunscritivel.

Considerando que O e I sao, respectivamente os centros dos circulos circunscrito e
inscrito a um poligono regular, pela proposicao anterior, sendo M o ponto médio de um
lado qualquer, como o segmento OM ¢é exatamente o inraio do poligono, temos que os

centros O e I dos respectivos circulos coincidem, ou seja, tais circulos sao concéntricos.

2.3.2 Relacoes importantes para poligonos regulares

Nesta subsec¢ao, iremos apresentar algumas relagoes importantes validas para po-
ligonos regulares. Tais relagoes sao encontradas em diversos livros de educagao basica e
por esse motivo, daremos um carater menos formal em sua abordagem. Vamos considerar
poligonos convexos regulares, inscritos num mesmo circulo de raio R, cujos lados medem
l,,, inraios r,, e areas .S,, com n > 3.

Primeiro vamos obter uma relagao entre os lados de tais poligonos com o circunraio
de medida R.

Consideremos dois vértices A e B quaisquer do poligono. Sendo O o centro do
circulo circunscrito, pelo fato de tal poligono ser regular, a medida do angulo ZAOB seré

dada por

~360°
==

On

A
Relacao entre [, e R

Pela lei dos cossenos (Teorema 1.1.3) no tridangulo AOB, temos que

P=R*+R*~2-R-R-cosb,
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= 2R* — 2R? - cosf),, = 2R* (1 — cosb,,)

— 2 =2R? {1 —COS(BijO )

(24)

Uma relagao entre S, e R decorre da aplicagdo da férmula do seno para area de
tridngulos (Teorema 1.1.1) no tridngulo AOB. De fato pois nesse caso, sendo Saop a drea

de tal triangulo, podemos escrever

1 1 360°
Siop=-+-R-R- senf, = - - R*- sen
2 2 n

e como a area do poligono é n vezes a area do tridngulo AOB, vem que

1 ()
S, = inR2 sen (360 ) (25)

n

Vamos agora obter uma relacao entre r, e R. Para isso, sendo M o ponto médio

do lado AB, aplicando o teorema de Pitadgoras no triangulo retangulo OM B, obtemos

r2:R2_<l">2:RZ_l721:4RQ_l721
4

1
— = 3VAR L (26)

Podemos também estabelecer uma relagao entre os lados de dois poligonos regulares
com mesmo circunraio R, onde o nimero de lados de um é o dobro do niimero de lados
do outro. Sejam I, e ls,, respectivamente, as medidas dos lados de tais poligonos que
denotaremos aqui por P, e P,,. Consideremos que AB é um didmetro do circulo de
centro O tal que A e B sao vértices de P,. Se PC é lado de P, onde P e C' sao

adjacentes a B no poligono P,,, considerando () o ponto médio do lado PC', temos para

os tridngulos OP(Q) e OCQ:
e OQ élado comum;
e OP=0C =R;
e PQ = CQ, pois Q é ponto médio.

Logo, os tridngulos OPQ e OC(Q sao congruentes pelo caso (LLL) e consequente-
mente,os angulos ZOQP e Z0QC sao ambos retos, de forma que PC' é perpendicular a

OQ e consequentemente, perpendicular a AB.
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lo,, em funcao de [,

Temos também que o tridngulo ABC' é retangulo em C' pois seu lado AB ¢ didmetro

do circulo de forma que, utilizando a relagao métrica para triangulos retangulos

(BC)’ = 4B - BQ,

podemos escrever

I3, =2R(R—r,) =2R*—2R-r,

e utilizando (26), obtemos

1
z§n=232—2R-§- 4R? —[2

= 3 =2R?>— R\4R2 - I2. (27)

Exemplo: Vamos utilizar a equagao (27) para encontrarmos as medidas dos lados de um
tridngulo equildtero (n = 3) e um dodecagono regular (n = 12) em fungao de R. Para isso
precisamos da medida do lado do hexdgono regular (n = 6).

Usando (24), temos que

360°

12 =2R? {1 — cos < )} = 2R*(1 — cos 60°)

:232(1—;):2}22-;:32
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Por outro lado,
12, = 2R® — R\/AR? — 2 = 2R? — RVAR? — R?
—2R* — RV3R? = 2R* — R*\/3
= R*(2—V3)
— Iy =RV2-3

Para o triangulo equilatero, podemos escrever
lg =2R*— RJAR? -1} = R’=2R’- R\4R*>-13

— RVAR?-1}=R* — 4R’-13=R.

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos

AR —I2=R* — [}=3R> — I3=RV3.

2.3.3 Sobre areas de poligonos ciclicos

Na subsecao anterior, vimos que se um poligono ciclico convexo for regular, entao
sua area é dada pela expressao (25). No entanto, se tal poligono nao for regular, calcular
a sua area é uma tarefa um pouco complicada quando utilizamos geometria sintética.

Nos casos n = 3 ou n = 4, podemos calcular tais areas usando as férmulas de
Heron (Teorema 2.1.4) ou a férmula de Brahmagupta (Coroléario 2.2.7). Desenvolvendo a

férmula de Heron obtemos

Sy=1/s(s—a)(s—b)(s—¢c) = S2=s(s—a)(s—b)(s—c)

at+bt+ec b+c—a atc—b at+tb—c
2 2 2 2

= 1653 =[(b+c)+al-[(b+c)—a]l-[a+(b—c)] [a—(b—c).

Apoés desenvolver a equacao acima em fungdo dos lados a, b e ¢ do tridngulo, obtemos

uma nova equacao

1652 =2 (a2b2 +a®c® + 6202) —at—bvt -t (28)
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Repetindo esse procedimento para a férmula de Brahmagupta, temos que

S2=\/(s—a)(s—Db)(s—c)(s—d) = S2=(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)

—a+b+c+d a—-b+c+d a+b—c+d at+b+c—d
2 2 2 2

= 16S;=(-a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)(a+b+c—d).

Apos desenvolvermos a equagao acima, obtemos a seguinte relacao
1657 = 2 (a®V* 4 a*c® + a*d®> + b** + b°d® + *d®) — a* — b* — " — d* + 8abed.  (29)

As equagoes (28) e (29) intrigaram o matematico estadunidense David P. Robbins
(1942-2003) de forma que o mesmo se perguntou: Serd que existe uma férmula para a

area de um poligono ciclico qualquer, onde essa é uma funcao que depende apenas das
medidas de seus lados?

Imagem de David P. Robbins fornecida pela American Mathematical Society
Robbins desenvolveu tais equacoes de forma a obter
1655 — 4 (a®0 + a2 + 02 + (> + 1>+ 2)" =0 (30)
e
1652—4 (a®h + a*® + a’d® + 1’ + B> + )+ (a® + 0> + & + d?)* —8abed = 0 (31)

onde, considerando os lados dos poligonos como a1, as, as, a4 € usando fungdes simétricas
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elementares nos quadrados de tais lados, dadas por
_ 2 _ 2 2 _ 2 2 2 2.2 2 2

com 7 < J < k < [, Robbins reescreveu tais equagoes como

1653 — 409 + 07 =0 (32)
(§]
165F — 4oy + 07 — 8y/o, =0 (33)

e observou que se o quadrilatero ciclico for nao-convexo, bastaria trocar o sinal do tltimo
termo da equacao (33), devido a orientagao de seus vértices.

No ano de 1994, Robbins provou em seu artigo [ROBBINS, 1994] que se um poli-
gono ciclico de area S possui lados medindo aq, as, - , a,, entao existe um tnico poliné-
mio,a menos do sinal, o, tal que

an (1652, al,a3, - a2) =0.

’ N

O polinémio «,, é conhecido na literatura como polinémio de Heron generalizado.

Nos casos do triangulo e quadrilatero, temos

ag = ay = 165% — 4oy + 07 F 8,/04,

onde para o tridngulo, basta fazermos a4 = 0. Fazendo u = 1652, podemos escrever

3 = Yy :U—402—|—0'%:F8\/0'4,

ou seja, o grau dos polindmios ag € ay, na indeterminada u, ¢ igual a 1.

O grau do polinémio a,,, com n > 4, é dado por

- Feo ()3 o ()]

k=1
quando n = 2m + 1 for impar. Quando n = 2m + 2 for par, o grau de «,, serd 2A,,.

No caso do pentagono, temos que n = 5, ou seja, m = 2 e portanto

1 4 1
Ag=--|(4+1 —2Y =--[30-16]=7
s= 5 @ (5] -2 = 50— -,
ou seja, ay possui grau 7. Para as, Robbins também escreveu sua expressao usando as
fungoes simétricas elementares, neste caso o;, com i = 1,2,3,4,5. A férmula para a area

de um pentagono ciclico é dada por
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ut + 122 — 161315 — 18utstats — 2Tu*t2 = 0,

onde u = 165%, ty = u — 40y + 0%, t3 = 803 + 01ta, ty = —6404 + 13 e t5 = 12805.
Para ag, Robbins estabeleceu uma conjectura onde tal polindomio poderia ser escrito
como produto de dois polinémios, denotados por g e 3, ambos com grau A, = 7. Neste

caso, Robbins mostrou que

Bs = ut] + t3t] — 16t5ts — 18utstyts — 2Tu’ts,

onde u = 1652, ty = u — 4oy + 02, t3 = 803 + o1ty — 160y, 14 = t3 — 6404 + 640104 e
t5 = 12805 + 32ty0;. Vale observar que of = /0g.
Para o polindémio f§ basta usarmos og < 0. Consequentemente, a férmula para a

area de um hexagono ciclico sera dada por

CY6:56'5§:O-

As demonstragoes das férmulas para as e ag serao omitidas pois fogem do objetivo
de nosso trabalho. Mais tarde, em seu artigo [MALEY; ROSKIES, 2004], F.Miller Maley
e Julie Roskies apresentaram as férmulas da drea para o heptagono ciclico (ay) e para
o octégono ciclico (ag). Neste mesmo artigo, é encontrada referéncia sobre a validade
da conjectura de Robbins de que o polinémio «,, pode ser escrito como produto 3, - 37,
quando n for par. Encontrar as férmulas para a,,, com n > 8 ainda é um problema em
aberto.

Em sua memoria, no ano de 2005, membros de sua familia estabeleceram o Prémio
David P. Robbins. Tal prémio contempla trabalhos que relatem novas pesquisas em
algebra, combinatéria ou matematica discreta. O valor atual do prémio é de cinco mil
doélares e os ultimos ganhadores, no ano de 2019, foram os matematicos Roger Behrend,
Ilse Fischer e Matjaz Konvalinka por seu artigo [BEHREND; FISCHER; KONVALINKA,
2017].
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3 CONSTRUCAO DE POLIGONOS DE BRAHMAGUPTA

Neste capitulo, iremos apresentar um método para a construgao de poligonos cicli-
cos cujos lados, diagonais e area sao inteiros positivos. Tais poligonos sao conhecidos na

literatura como poligonos de Brahmagupta.

3.1 Construindo tridngulos de Heron

Todo triangulo retangulo cujos lados sao racionais é chamado de triangulo pitago-

rico racional. Uma vez que a area S de tal tridngulo é dada por

1
S == 5 . bC,
em que b e ¢ sao as medidas dos catetos do referido triangulo, temos que S também é um
numero racional. Quando tais lados sao inteiros, tal triangulo é dito triangulo pitagorico.
De uma forma mais geral, um poligono cujas medidas dos lados, diagonais e area
sao racionais é chamado de poligono de Heron racional, e se tais medidas forem inteiras,

tal poligono é chamado simplesmente de poligono de Heron.
Definicao 3.1.1. Um poligono de Brahmagupta é todo poligono de Heron ciclico.

Nesta secdo, apresentaremos um método para construirmos tridngulos de Heron,
ou seja, triangulos cujos lados e area possuem medidas inteiras. De acordo com a Pro-
posicao 2.1.2; todo triangulo ¢ ciclico e portanto, todo triangulo de Heron é também um
triangulo de Brahmagupta. Nas secoes seguintes, apresentaremos um método para ob-
termos poligonos de Brahmagupta com uma quantidade qualquer de lados. Para isso,

precisaremos dos resultados que seguem.
Proposicao 3.1.1. Todo triangulo pitagorico é um triangulo de Heron.

Demonstracio. Seja ABC o referido triangulo, retdngulo em A e tal que BC = a, AC = b
e AB = c¢. Como seus lados, por hipétese, possuem medidas inteiras, basta mostrarmos

que sua area S também é inteira. Tal area é dada por

1
S:§bc

Portanto, S sera inteira se b ou ¢ for par. Suponhamos que b e ¢ sao impares. Neste
caso, podemos escrever b=2k+1ec=2q+ 1, onde k,q € Z,.

Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo ABC, temos que
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=0+ =2k+1)°+ 20+ 1)

=4k Ak + 14+ 4¢P+ 4+ 1 =4 KPP+ P +k+q | +2
A1

=4\ +2 ,com N\ €Z,.

— 4’ =2(mod 4). (34)

Se a for um nimero impar, temos que a = 2m + 1, com m € Z,, e portanto

a2 =0m+1)°=am’ +4m+1=4| m?>+m | +1
A
2

=4M +1 , com )\2€Z+

— o’ =1(mod 4)

que é absurdo, pelo resultado (34).
Por outro lado, sendo @ um ntimero par, podemos escrever a = 2n, com n € Z,, e

portanto

a’*=(2n)’ =4n*> = a®>=0(mod 4)

que também ¢é absurdo pelo resultado (34).

Portanto, b ou ¢ é par e S é de fato um ntmero inteiro.

Para construirmos triangulos de Heron retangulos, de acordo com a proposicao
anterior, basta encontrarmos uma maneira de construirmos tridngulos pitagéricos. O
proximo teorema nos dé uma forma de obtermos tais tridngulos. Antes porém, serao

necessarias as seguintes definicoes.

Definigao 3.1.2. Uma tripla (a,b, c) de nimeros reais positivos representa um triangulo

ABC quando tais reais sao, respectivamente, as medidas dos lados BC', AC e AB de tal

triangulo.

Definigao 3.1.3. Uma tripla (a,b,c) de inteiros positivos é dita pitagérica quando esta
é solucao da equacdo pitagérica, ou seja, quando a® = b? 4+ ¢2. Quando tais inteiros forem
coprimos, ou seja, m.d.c. (a,b,c) = 1, o tridngulo pitagérico formado por tais lados ser

dito primitivo.
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Teorema 3.1.1. Uma tripla (a,b,c) € pitagorica se, e somente se,
a=A(u+0), b=Xu—-v") e c=A(2w), (35)

onde u,v e X sdo inteiros positivos tais que m.d.c. (u,v) =1 e u > v.

Demonstracao. Inicialmente, note que podemos considerar apenas os casos em que a, b e ¢
nao possuem fatores comuns dois a dois. De fato se, por exemplo, b e ¢ possuem um fator
d comum, entao d? divide b? + ¢? = a? e portanto d também divide a. Consequentemente,
(%, g, g) também ¢é uma tripla pitagorica.

Considerando m.d.c. (a,b,c¢) = 1 temos que dois dos trés niimeros a, b, ¢ sdo obri-
gatoriamente mpares. Mas b e ¢ nao podem ser simultaneamente impares. De fato, pois

neste caso teriammos

P4+ct=2k+1)°+ Q0 +1) =4k + 4k + 1+ 4% + 41+ 1
=4 (K +P+k+1)+2=2(mod 4),

para k, [ inteiros positivos.
Se a for um nimero par, podemos escrever a = 2m, com m inteiro positivo e neste
caso, a2 = (2m)® = 4m? = 0 (mod 4), que é absurdo ji que a2 = b2 + 2 = 2 (mod 4).
Por outro lado, se a for impar, temos a = 2n + 1 com n inteiro positivo e neste
caso a> = (2n+1)> =4n® +4n+1=4(n> 4+ n) + 1 = 1 (mod 4) que também ¢é absurdo.
Portanto, de fato b e ¢ nao podem ser ambos impares, ou seja, a deve ser impar.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que a e b sao impares. Podemos escrever entao

=+ = d-bv=c = (a+b)(a—b)=c

a+b a—b (0)2
2 2 2/
a+b a—b
2 © 73
pois se e for fator comum de tais niimeros, entao e dividird a sua soma “T“’ + “T_b =ae

atb _a-b —p que 4 absurdo j& que m.d.c. (a,b) = 1.

2 2
Dai segue que, como o produto “T*b . aT_b é um quadrado e m.d.c. (a—*b “—_b) =1,

2 0 2
“TH’ e “T_b tem que ser o quadrado de um numero inteiro.

Como m.d.c. (a,b) = 1, temos que nao possuem fator comum. De fato

também a sua diferenca

entao cada um dos numeros

Neste caso, podemos escrever

a+b: s a—b o (C>2 2 2
2

5 u, 5 = = u“v°,

para determinados u e v inteiros positivos. Consequentemente,

a=u*+v% b=u*—1v% e c=22uw.
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Multiplicando pela constante inteira positiva A, temos que qualquer tripla pitago-

rica podera ser expressa na forma
a=A(u+0?), b=A(®—v*) e c=A(2uw),

com m.d.c. (u,v) =1eu>wv.
Reciprocamente, se uma tripla (a, b, ¢) satisfaz as condigoes deste teorema, entao

é facil verificar que
b+ =\ (u¥ - 02”2 + [\ (2uw))? = A? (u' = 2u0® + v') + A? (4u”0?)
= A (u' 4+ 2uP0® +0t) = N (0 + v2)2
=[x (v + UQ)}Q = a’

e portanto é uma tripla pitagoérica.

Tomando A =1, u =2 e v = 1 em (35), obtemos o tridngulo pitagérico primitivo
(5,3,4). Por outro lado, tomando A = 2, u = 3 e v = 2, obtemos o tridngulo pitagérico
(26,10,24). Conforme a Proposigao 3.1.1, tais tridngulos sdo de Heron. Para construirmos

triangulos de Heron isésceles ou escalenos, precisaremos do préoximo teorema.

Teorema 3.1.2. Seja ABC um triangulo tal que BC = a,AC' = b,AB = c e cos A =

ﬁ, comp > qem.d.c.(p,q) =1. A tripla (a,b, c) representa uma familia de triangulos

de Heron com o angulo ZA comum se, e somente se,

(a,b,¢) = (pq (v* +v*), (pu — qv) (qu+ pv) , (p* + ¢*) wv) , (36)
onde u > %v.

Demonstragio. Usando a lei dos cossenos (Teorema 1.1.3) no tridngulo ABC', obtemos

a2:b2—|—c2—2bc-cos;4\

2 2
- a2:b2+02—260-p2 q2
P’ +q
2 2 2 2 2\2
:<b_p q 'C> L2 q)2,cz
P’ +q (p* + ¢%)
2 2 2
:(b_pQ—qQ,c> P +e) - =¢)
PP+ ¢ (1 +¢*)°

2
<b_192—q2 .c> PR Sl DL et S DR
PP+ (1 + ¢*)°



53

) -7 \ w2
= —_ 2 2-0 —i—ﬁ.c
p*+q (p? + ¢?)

2 2 2 Ap2g?
:<b—p q C) +L'02

P+ (p? + %)
2
(o= N (2 Y
U e P )
’—q° 2pg

-¢ devem formar uma tripla

g _ ¢
Portanto, os nimeros a, b prowe: SR G G e

pitagérica. De acordo com o teorema anterior (Teorema 3.1.1), podemos escrever

2 2 2
a=A(u+1%), b—§2+32-c:)\(u2—v2> e p2f_qq2-c:)\(2uv).

O menor valor de A para que c seja inteiro é A = pg. Dai temos que

2 g

a:pq(u2—|—v2), b—m-czpq(u2—02>, e c:(p2+q2)uv.
2 9
P (54 ) = g 07 )

— b—(pQ—QQ)uv:pq(u2—02>
= b=ypq (v’ =)+ (p®— ") uw
= pqu® — pqv* + p*uv — ¢*uv

= b= (pu—qu)(qu+pv).
Como a, b, ¢ sd0 inteiros positivos, devemos ter

pu—qu >0 = u>gv.

p

Reciprocamente, se uma tripla satisfaz as condi¢oes deste teorema, entao podemos

escrever

a = pqu2 + pqv27 b= pqu2 + p2uv - q2uv — pqu e c= p2uv + q2uv.
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Dai segue que
b+ ¢ = pqu® + 2p*uv — pqv® = pqu® + pqv* + 2p*uv — 2pqu?

= a+ 2pv (pu — qu).

Por hipotese, u > %U = pu — qv > 0 e consequentemente,
a<b+ec.

De maneira similar, provamos que b < a 4+ c e ¢ < a + b. Portanto, os nimeros
inteiros positivos a, b e ¢ satisfazem a desigualdade triangular, ou seja, a tripla descrita
neste teorema representa um triangulo com lados inteiros.

Por outro lado, observe que

sen?A=1-—cos’ A

_ - @) P+ -0 -
(p? + q2)2

(P + ¢)°

P+ +r— )PP+ -+ ) 4p*q?

(P + ¢?)? (P + ¢2)°

. 2 —~
—  senA=_21_ pois 0° < A < 180°.
P*+ ¢

Pela formula do seno para area de um tridngulo (Teorema 1.1.1), a drea do tridngulo
ABC sera dada por
1 _
S = 3 bc- sen A

DO | —

2pq
(pu— qv) (qu+pv) - (P* + @) uv - ————
(pu—qv) (qupo) - (7 + ¢*) w0 7 s

= (pu — qu) (qu + pv) uvpg,

que é de fato um ntimero inteiro. Portanto, o tridngulo ABC' é um triangulo de Heron.

Para determinarmos uma familia de tridngulos de Heron com angulo ZA’ tal que
A+ A = 180°, basta notar que

cos A’ = cos (180O - @ — cos180° - cos A — sen 180° - sen A
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— 1-cosA—0- senA=—cosA
e portanto,
pT—q
P+

cos A = —

Calculos anédlogos aos do teorema anterior nos levam a tripla (a/, b, ') que gera

triangulos de Heron com angulos Z A’ suplementares ao angulo ZA. Neste caso, teremos

(', b, ) = (pq (u2 - vz> , (pu + qu) (qu — pv) (p2 + q2) uv) (37)
com m.d.c. (u,v) = m.d.c. (p,q) =1, u > gv ep>q.
Fazendo, por exemplo, p =2 e ¢ =1 em (36) e (37), obtemos
22 — 12
22412

Isso ird acarretar nas familias

COSE: — cosﬁzg e COSZ{\/:—E

(a,b,¢) = (2 (u” + %), (u+20) (2u —v), 5uv) (38)

(@, 0,c) = (2(u® +0°), (u—20) (2u+v),5uv). (39)

Tais triangulos poderao ser associados sempre que u > gv, neste caso, u > 2v. A

proxima definicao sera bastante util.

Definicao 3.1.4. Ampliar um poligono em k vezes, com k inteiro positivo, é multiplicar
todos os lados do referido poligono por k. Da mesma forma, reduzir um poligono em k

vezes, ¢ dividir todos os lados do poligono por k.

O resultado do préximo teorema pode ser encontrado em [FRICKE, 2008] e sera
fundamental para nossos propositos. Ele nos garante que ampliando ou reduzindo um
triangulo de Heron por um fator k£, onde k é um inteiro positivo, o tridngulo resultante
também serd de Heron. E importante ressaltar neste caso que, para a reducio, k deverd
ser divisor comum dos lados do respectivo triangulo. Ainda para o préximo teorema,
precisaremos utilizar em nossos argumentos o Teorema Fundamental da Aritmética, cuja
demonstragao o leitor podera encontrar na pagina 123 de [HEFEZ, 2016]. Aqui, apenas

0 enunciaremos.

Lema 3.1.3 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural maior do que
1 ou € primo ou se escreve de modo tunico (a menos da ordem dos fatores) como um

produto de niumeros primos.
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Teorema 3.1.4. Sejam a, b, c e k nimeros inteiros positivos. Um triangulo ABC' de lados
a,b e c é de Heron se, e somente se, seu triangulo semelhante A'B'C" de lados ka, kb e

kc também for de Heron.

Demonstragio. Se s e s’ denotam, respectivamente, os semiperimetros dos tridngulos

ABC e A'B'C’, entao

S,_ka—i—kb—i—kc_k(a—i—b—l—c) _ . atbte

5 5 5 ks.

Por outro lado, sendo S e S’ as areas dos respectivos tridngulos, podemos escrever, utili-

zando a férmula de Heron (Teorema 2.1.4),

S" = \/ks (ks — ka) (ks — kb) (ks — kc)

:\/k4s(s—a)(s—b)(s—c):k2‘\/S(S—a)(s—b)(s—c)

= S =k-9. (40)

Como k e S sdo, por hipdtese, inteiros positivos, temos que S’ também serd inteira
e portanto A’B’C" é um triangulo de Heron.

Reciprocamente, sendo A’B’C” um tridngulo de Heron, vamos mostrar que o tri-
dngulo ABC também serd. Para isto, basta verificarmos a equagao (40) para k primo e
estender o resultado para qualquer k inteiro positivo, utilizando o teorema fundamental
da aritmética.

Sendo k£ um ntimero primo impar, pela equagao (40), S deve ser racional pois S’ e

k sao inteiros positivos, por hipotese. Como

Sz\/s(s—a)(s—b)(s—c):\/g(p;Qa) (P—22b> (p—22c)7

onde p denota o perimetro do tridngulo ABC', chegamos a

SZin(p—Qa)(p—%)(p—QC)

e concluimos que o denominador de S deve ser 4. Como, por hipotese, k é primo impar

e S’ é inteira, devemos ter que 4 divide a expressio \/p (p — 2a) (p — 2b) (p — 2¢) pois
obviamente neste caso, 4 nao divide k. Consequentemente S é um inteiro positivo e ABC'

¢ um triangulo de Heron.

Sendo k = 2, suponhamos que 4 nao divida \/p (p—2a) (p— 2b) (p — 2¢). Neste

caso, p deverd ser impar e a expressao p (p — 2a) (p — 2b) (p — 2¢) deverd ser um quadrado
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perfeito impar. Tal expressao podera ser escrita na forma
@A+ 1) =4\ + 4 +1=4 (N + ) + 1,

pra algum A inteiro positivo. Verificamos assim que p (p — 2a) (p — 2b) (p — 2¢) deve deixar

resto 1 na divisao por 4, ou seja,

p(p—2a)(p—2b)(p—2c)=1(mod 4).

Na tabela abaixo, em cada coluna foram atribuidas as possiveis congruéncias mo-
dulo 4 que a,b e ¢ podem assumir a fim de que p seja impar. Devido a simetria de a,b e

¢ na expressao p(p — 2a) (p — 2b) (p — 2c¢), foram desconsideradas as andlises das outras

permutacoes.
Termos Resto da divisao por 4
a 1]1(1]3(3[|3]1|3]1|3
b 0/2/0[0]2]011[3|3]1
c 0220|2213 |1]3
P 1]1(3[3[3]1]3|1]1/3
—2a 31311111313 |3]1
—2b 1]1(3|3[3]1]1|3]3]|1
—2c 1]1(3|3[3]1]1|3]3]|1
p(p—2a)(p—2b)(p—2c) [3[3|3]3|3|3[3]3[3|3

Repare que, de acordo com a tabela acima, em qualquer caso temos

p(p—2a)(p—2b)(p—2c)=3(mod 4),

que é absurdo pois contraria a hipdtese de p ser impar, ou seja, p (p — 2a) (p — 2b) (p — 2¢)

ser congruente a 1 médulo 4. Logo, 4 divide a expressao \/p (p—2a)(p—2b)(p—2c) e

consequentemente S é um inteiro positivo, ou seja, ABC' é um triangulo de Heron.

Vamos agora, apresentar alguns exemplos de construgao de tridngulos de Heron
isosceles ou escalenos. Para construirmos triangulos de Heron isésceles, basta utilizarmos
os mesmos valores de u e v nas familias (38) e (39). Para tridngulos de Heron escalenos,
basta escolhermos valores distintos de u e v para tais familias. Nos exemplos, iremos repre-

sentar triangulos utilizando triplas, ou seja ABC' = (a, b, ¢) ou simplesmente T' = (a, b, ¢).
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Exemplo 1: Fazendo u = 5 e v = 1 em (38) e (39), obtemos os tridngulos ABC =
(52,63,25) e A’B'C" = (52,33,25). Unindo tais tridngulos de forma que os vértices A
e A’ coincidam, ou seja, ao longo do lado de medida 25, obtemos o triangulo isdsceles
(96,52, 52). Tal tridngulo possui area inteira pois é a unido disjunta de dois tridngulos de

Heron.

Triangulo de Heron isésceles do exemplo 1

Exemplo 2: Neste exemplo, vamos tomar u =3 ev =2em (38) eu=4ev =1em

(39). Com isso iremos obter

T = (26,28,30) que é semelhante ao tridngulo (13,14, 15)

T' = (34,18,20) que é semelhante ao tridngulo (17,9, 10),

apos reducgao pelo m.d.c..

Podemos ampliar tais tridangulos para obtermos um lado em comum. De acordo
com o Teorema 3.1.4, tais tridngulos também sdo de Heron. Por exemplo, ampliando
o tridngulo semelhante a T" em duas vezes e o tridngulo semelhante a 7" em trés vezes,
iremos gerar os tridangulos ABC' = (26,28,30) e A’B'C" = (51,27,30) que podem ser
unidos pelo lado de medida comum, gerando um novo tridngulo (55,26, 51) de Heron, ja

que este também possui area inteira pelo mesmo argumento do exemplo anterior.

o

Tridngulo de Heron escaleno do exemplo 2
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Nesse momento, o leitor pode estar se perguntando: Poderiamos construir trian-

gulos de Heron equilateros? Tal resposta ¢ dada pela seguinte proposicao.
Proposicao 3.1.2. Nao existe triangulo de Heron equildtero.

Demonstragio. A area de um tridangulo equilatero cujo lado mede a pode ser obtida pela

férmula de Heron (Teorema 2.1.4). Nesse caso teremos

3 2
=5 G- 56 % = -5

Supondo que tal tridngulo seja de Heron, devemos ter que sua area e lados sejam

nimeros inteiros positivos. Mas isso torna a igualdade acima um absurdo, pois o resultado
do segundo membro sera um numero irracional enquanto que o primeiro membro ¢ um

numero inteiro.

3.2 Construindo quadrilateros de Brahmagupta

Iniciaremos esta secao apresentando uma proposicado que nos motivara a definir

angulos de Heron. Tal definigdo serd importante para nossos objetivos.

Proposigao 3.2.1. Se ABC' é um triangulo de Heron, entdo o seno e o cosseno de cada

um de seus angulos internos sao racionais.

Demonstra¢io. Tomando AC = be AB = ¢, pela férmula do seno para drea de tridngulos
(Teorema 1.1.1), temos que
S:1~bc-seng — sengzﬁ.
2 be

Como ABC' é, por hip6tese, um triangulo de Heron, temos que b, ¢ e S sao nimeros
inteiros e consequentemente sen A é de fato racional. De maneira analoga prova-se a
racionalidade de sen B e senC.

Por outro lado, tomando BC' = a e aplicando a lei dos cossenos (Teorema 1.1.3)
ao tridngulo ABC', obtemos

=0+ —2bc-cosA => cosA= M.
2bc

Como ABC' é um tridngulo de Heron, por hipdtese, temos que a, b e ¢ sao nimeros

inteiros e portanto cos A é racional. De forma analoga prova-se a racionalidade de cos B

e cosC.

Definicao 3.2.1. Um dngulo de Heron é todo angulo que possui seno e cosseno racionais.
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Para construirmos um quadrilatero de Brahmagupta iremos precisar de, no ma-
ximo, dois tridngulos de Heron retirados das familias (36) ou (37). Utilizaremos a tabela
a seguir para nos auxiliar. Nela temos oito exemplos de triangulos de Heron onde os seis
primeiros pertencem a familia representada pela equacao (38) e os dois tltimos perten-
cem a familia representada pela equacao (39). Vale ressaltar que cada tripla primitiva
foi obtida dividindo-se os lados de cada triangulo pelo m.d.c. de seus respectivos lados.
J& as triplas ampliadas foram geradas multiplicando os lados de cada triangulo por um
determinado fator, a fim de que todos os triangulos gerados tenham os lados opostos ao

angulo fixo congruentes.

Triangulos de Heron
Tridngulo | v | v | Primitiva (a,b,¢) | Ampliada (a,b, c)
T 301 (4,5,3) (340, 425, 255)
T 401 (17,21, 10) (340, 420, 200)
T3 513 (68,77,75) (340, 385, 375)
Ty 716 (85,76, 105) (340, 304, 420)
T 9 |2]  (85,104,45) (340, 416, 180)
Ts 131 (68,75,13) (340, 375, 65)
T, 41 (17,9, 10) (340, 180, 200)
Ty 131 (340,297, 65) (340,297, 65)

Utilizando os triangulos de Heron da tabela anterior, podemos construir um poli-
gono de Brahmagupta qualquer. Vale observar que todos os triangulos utilizados deverao
ter o lado a, oposto ao angulo fixo, com a mesma medida de forma que eles possam
ser unidos através deste lado. Os proximos exemplos nos mostram trés possibilidades de
construcao de quadrilateros de Brahmagupta.

Exemplo 3: Neste exemplo, iremos associar um triangulo da familia (38) a ele préprio.

Quadrildtero ciclico ABC A’ do exemplo 3
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Tomando o tridngulo T3, ou seja, ABC = (17,21, 10), iremos usar seu tridngulo
simétrico em relacao a mediatriz do lado BC' cuja medida vale 17. Tal triangulo serd
denotado por A’BC'. Por construgao, BAC = BAC e portanto o quadrilatero ABC A’ é
ciclico, conforme o item (b) da Proposigao 2.2.1. Usando o primeiro teorema de Ptolomeu
(Teorema 2.2.3), obtemos

— 341
AA 17T +102 =217 = AA = T
Ampliando tal quadrilatero em 17 vezes, obtemos o quadrildtero ciclico de lados e

diagonais com medidas inteiras.

Quadrildtero de Brahmagupta ABC A’ do exemplo 3

Basta verificarmos que sua area é de fato inteira. Para isso, podemos utilizar a

férmula de Brahmagupta (Corolario 2.2.7) em tal quadrildtero. Neste caso obtemos

S = /(485 — 170) (485 — 289) (485 — 170) (485 — 341) = 52920,

que de fato é um nimero inteiro.
Exemplo 4: Neste exemplo, vamos associar dois tridngulos distintos da familia (38) que
possuem medida de um dos lados em comum. Tomando os triangulos T3 e Ts da tabela
anterior, ou seja, ABC = (68,77,75) e A’BC = (68,75,13), podemos unir tais tridngulos
pelo lado BC' de medida comum 68, obtendo o quadrilatero AA’BC.

Como BAC = BA/C temos, novamente pelo item (b) da Proposigao 2.2.1, que
tal quadrilatero é ciclico. Aplicando o primeiro teorema de Ptolomeu (Teorema 2.2.3),
obtemos

AA-68+13-77T=75" = AA =068

Usando novamente a féormula de Brahmagupta, temos

S = /(113 = 13) (113 — 68) (113 — 77) (113 — 68) = 2700,
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que é um numero inteiro. Portanto, tal quadrilatero é de Brahmagupta.

Quadrildtero de Brahmagupta AA’BC' do exemplo 4

Exemplo 5: Neste exemplo, vamos associar um triangulo da familia (38) com um da
familia (39). Tomando os tridngulos 77 = (4,5,3) e Tr = (17,9,10), podemos ampliar
Ty em 17 vezes e Tr em 4 vezes, obtendo os tridngulos ABC = (68,85,51) e A’/BC =
(68,36,40) que podem ser unidos através do lado BC' de medida 68. Repare que, pelo
Teorema 3.1.4, tais tridngulos também sao de Heron.

Como os angulos ZBAC e Z/BA'C sao suplementares, temos que o quadrilatero

ABA'C é ciclico e aplicando o primeiro teorema de Ptolomeu, obtemos
AA-68=51-40+36-85 = AA =T5.

Pelo fato da area de ABA'C ser a soma das areas dos tridngulos de Heron ABC' e

A'C' B, temos que sua area € inteira, ou seja, tal quadrilatero é de Brahmagupta.

85

B 68 o

30 10
A

Quadrildtero de Brahmagupta ABA’C do exemplo 5
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De maneira geral, quadrilateros de Brahmagupta podem ser gerados das seguintes

formas:

e um tridngulo da familia (36) ou (37) associado a si mesmo, tomando seu simétrico

em relagdo & mediatriz do lado oposto ao angulo, ZA ou ZA’, fixo;

e dois tridngulos diferentes da mesma familia com os lados, opostos ao angulo fixo,

congruentes;

e dois tridangulos de familias distintas com os lados, opostos aos dngulos fixos, congru-

entes.

No caso dos quadrilateros (n = 4) a formula de Brahmagupta nos ajuda a verificar
que a area do quadrilatero construido é de fato um ntimero inteiro. Tal verificacao, apesar
de em muitos casos ser trabalhosa, é possivel por uma simples substituicao na férmula. No
entanto, quando o poligono P(n) a ser construido tiver uma quantidade de lados superior,

P(17) por exemplo, tal verificagdo nao é trivial.

3.3 Construindo poligonos de Brahmagupta

Nesta sec¢ao, iremos apresentar o método de construcao do poligono de Brahma-

gupta, denotado por P(n). Para nossos propésitos, o seguinte lema serd necessario.

Lema 3.3.1. Todo triangulo de lados inteiros cujos angulos internos sdo de Heron, é um

triangulo de Heron.

Demonstragcio. Sendo ABC um triangulo de drea S, perimetro p, semiperimetro s e cujos
lados medem a,b e ¢, pela formula do seno para a area de tridngulos (Teorema 1.1.1),

podemos escrever, sem perda de generalidade,

5o Sengz2-\/s(s—a)b£s—b)(s—c)

1 —~ —~ 2
Szibc-senA = sen A =

2.1 —2a) (p—2b) (p— 2
I S SR (. ab) (p—2b) (p — 2¢)
C

Por hipétese, o angulo ZA é de Heron e portanto sen A e cos A sdo racionais. Como

a,b e c sao inteiros, a expressao p (p — 2a) (p — 2b) (p — 2¢) deve ser um quadrado perfeito.

Para mostrar que S ¢ inteira basta mostrar que 4 divide \/p (p — 2a) (p — 2b) (p — 2¢). Mas
isso ja foi mostrado na prova do Teorema 3.1.4. Logo, S é um ntimero inteiro positivo e

ABC' é um triangulo de Heron.
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Vamos agora apresentar como construir o poligono P(n). Tal poligono podera ser

construido continuando-se o método adotado para P(4) na segao anterior.

e Comegaremos escolhendo um tridngulo 77 qualquer da familia (36), por exemplo.

e Escolheremos um segundo tridngulo 75 da mesma familia do tridngulo anterior. Ire-
mos ampliar os triangulos T} e Ty por um inteiro positivo k ou reduzi-los pelo m.d.c
dos lados, de forma que tenhamos os lados, opostos ao angulo ZA fixo, congruentes.
Tais triangulos obtidos serao denotados por A; BC e Ay BC'. Repare que o Teorema
3.1.4 nos garante que tais tridngulos sao de Heron. Uniremos tais tridngulos através
do lado BC, de forma que A; e Ay fiquem no mesmo semiplano em relagao a reta

que contém tal lado.

A

J&] fol

Triangulos A1 BC' e A3 BC com o lado BC' comum

e Continuaremos escolhendo o triangulo 7; da mesma familia que o primeiro triangulo
utilizado. Faremos uma ampliacao ou reducao de forma que os lados opostos ao an-
gulo ZA fixo, para todos os tridngulos utilizados, sejam congruentes. Denotaremos
tais tridngulo por A;BC, A3BC, ---, A;BC. Sendo este o ultimo triangulo utili-
zado, da mesma familia de 77, uniremos todos os ¢ triangulos utilizados ao longo do
lado BC' de forma que todos os vértices Ay, Ay, - -+ , A; estejam no mesmo semiplano

relativo a reta que contém BC.

Triangulos A1 BC, AsBC, ---, A; BC com o lado BC' comum
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e Neste momento, poderemos ainda escolher os triangulos Tj, T3, --- , T} da familia
(37) ainda nao utilizada, que possui angulo ZA’ fixo suplementar ao da familia an-
terior, e ampliarmos ou reduzirmos todos os triangulos, como nos passos anteriores,
a fim de se obter os lados, opostos ao angulo fixo, congruentes. Denotaremos tais
triangulos por Ay BC, AyBC, - -+, ABC. Por fim, uniremos tais triangulos ao longo
do lado BC, de forma que todos os vértices A}, Ay, -+, AL estejam no semiplano

oposto ao dos i vértices iniciais e formaremos um poligono convexo com vértices

AlaAQa"' 7Ai7B7A/17A/2’.” ’A; eC.

Triangulos de Heron com o lado BC' comum

Em geral, o poligono construido nao tera todas as medidas inteiras. Por exemplo,
na figura anterior, o segmento A; A3 pode ter medida nao-inteira. No entanto, o primeiro
teorema de Ptolomeu (Teorema 2.2.3) aplicado ao quadrilatero A; A3 BC nos garante que
tal medida sera racional pois todos os outros segmentos envolvidos sao inteiros e portanto,
podemos fazer uma ampliacao de forma que tal medida se torne inteira. Tal argumento
é valido para todos os demais segmentos do poligono construido. Dessa forma podemos
garantir até o momento que tal poligono, apds certa ampliacdo, possua todos os lados e
diagonais com medidas inteiras e o denotaremos por P(n). O préximo teorema nos garante
que P(n) é de Brahmagupta. Usaremos, para a sua prova, o método de indugdo. Sobre o
método de indugao, sugerimos ao leitor o capitulo 2 de  MORGADO; CARVALHO, 2015].

Teorema 3.3.2. O poligono P(n), com n > 3, é de Brahmagupta.
Demonstragao. Utilizando induc¢ao no nimero de lados n do poligono, temos que

e P(3) é trivial pois, por hipétese, todos os tridngulos usados sdo de Heron e conse-

quentemente possuem area inteira.
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e Suponhamos que P(k) seja um poligono de Brahmagupta, onde 3 < k < n. Para
verificarmos que P(n + 1) também é um poligono de Brahmagupta, basta verificar-
mos o caso em que todos os tridngulos escolhidos pertencam a mesma familia pois
caso contrario, podemos dividir o poligono P(n) em dois poligonos com o mesmo
lado BC' e cujos demais vértices estejam em semiplanos distintos com relagao a reta

que passa por tal lado.

Poligono P(n) dividido pela reta BC

A hipétese de indugdo garante que os poligonos A;Ay--- A;BC e AjA;--- ALCB
sao de Brahmagupta pois tais poligonos possuem quantidade de lados menor que n.
Vamos entéo considerar que o poligono P(n) estd no mesmo semiplano em relagao

a reta que contém o lado BC' comum aos triangulos utilizados.

Poligonos P(n) e P(n+1)
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Neste momento, vale lembrar que, para a construgao do poligono P(n) sdo necessa-
rios, no maximo, (n — 2) tridngulos de Heron. O poligono P(n+1) é obtido quando
acrescentamos mais um triangulo de Heron com o lado BC' comum aos demais tri-
angulos. Digamos que seu outro vértice A,_9)41 = A,_1 esteja situado entre os
vértices A; e A;11 do poligono P(n) que, por hipdtese de inducao, é de Brahma-
gupta. Por construcao, todos os angulos ZA,, LAs, ---, ZA,_1 sdo congruentes e
consequentemente, ZA,_1 estd sobre o mesmo arco capaz relativo ao lado comum

BC' dos tridngulos utilizados. Dessa forma, podemos concluir que P(n+ 1) é ciclico.

Para verificarmos que sua area é inteira, basta mostramos que a area do triangulo
A; A, 1A é inteira, pois a area do poligono P(n+1) é a soma disjunta da area de
tal tridngulo com a area do poligono P(n). Para isso, consideremos os angulos de
Heron ZA;BC e ZA;;1BC. Como AZ-HB\C' = AiEC + AZ-HB\AZ», as formulas para
sen (o + ) e cos (a4 ) garantem que o dngulo LA;;1BA; também é de Heron.
Por outro lado, como o quadrilatero A;A, _1A;,1B é ciclico, temos que os angulos
LA 1AL 1A e LA 1 BA; sao suplementares e, pelo fato de sen (180° — o) = sen«
e cos (180° — o) = —cosa, podemos concluir que o angulo ZA; 1A, 1A4; é um

angulo de Heron.

Com raciocinio andlogo, podemos mostrar que os angulos ZA,,_1A4;,1A;, congruente
ao angulo ZA, 1BA;, e LA, 1A;A;11, congruente ao angulo £A;,1CA,_1, sdo de

Heron.

Finalmente, como o triangulo A; A, _1A;,1 possui, por hipdtese, os trés lados inteiros
e também possui os trés dngulos internos de Heron, o lema anterior (Lema 3.3.1)
garante que sua area é um numero inteiro. Consequentemente, o poligono P(n + 1)

¢ de Brahmagupta.

Verificamos assim que todo poligono P(n), onde n > 3, construido conforme indi-

cado nesta se¢ao, ¢ sempre um poligono de Brahmagupta.

Encerraremos este capitulo, apresentando um exemplo de construcao de pentago-
nos e hexagonos de Brahmagupta, pelo método apresentado.
Exemplo 6: Tomando os triangulos 73,7, e T7 na tabela da secao anterior, ou seja,
(68,77,75),(85,76,105) e (17,9,10), podemos ampliar T3 em cinco vezes, T, em qua-
tro vezes e T; em vinte vezes, obtendo os tridngulos A;BC' = (340, 385,375), A, BC =
(340,304, 420) e ABC = (340,180,200) que possuem o lado de medida BC' = 340 co-
mum. Tais tridngulos podem ser unidos através desse lado. Utilizando o primeiro teorema
de Ptolomeu nos quadrilateros AsA; BC, A1 BA|C e A;BAC, obtemos

6936
17

2385  ——— 7215 —_—
= AlAll = —— € AQAll =

A A, = 222
T A 17
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Pentédgono ciclico Ay BA]C Ay do exemplo 6

Ampliando o pentdgono ciclico AjBA|C Ay em 17 vezes, obtemos um pentdgono

de Brahmagupta.

Pentdgono de Brahmagupta A BA]C Ay do exemplo 6

Para construirmos um hexagono de Brahmagupta, basta utilizarmos no méximo
quatro tridangulos das familias (36) ou (37). Daremos aqui, um exemplo de tal construgao.
Exemplo 7: Tomemos os triangulos 15, T3, T5 e Ty na tabela da se¢ao anterior, ou seja,
(17,21,10), (68,77,75), (85,104,45) e (340,297,65). Ampliando Ty em vinte vezes, T3 em
cinco vezes e T em quatro vezes, obtemos os tridngulos A3 BC' = (340, 420, 200) , A, BC' =
(340, 385,375) e A; BC = (340,416, 180), que podem se unir com o tridngulo Ty = A} BC

através do lado de medida BC = 340. Utilizando o primeiro teorema de Ptolomeu nos
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quadriléteros AgAgBC, AgBCAl, A3BAI10, AlAgBC, AQBA&C (S AlBAllc, obtemos

4025 —— 6887
17

4633 —— — 4025
,A1A2 = 1—7,A2A/1 =408 e AlAll = 1—7

A2A3 = 1—7, A1A3 == 408, A3A/1 ==

Hexégono ciclico A; A; A3 BAC do exemplo 7

Ampliando o hexagono ciclico A;AyA3BA[C em 17 vezes obtemos o hexagono de

Brahmagupta desejado.

Hexagono de Brahmagupta A; As A3 BA}C do exemplo 7



70

4 O TEOREMA JAPONES PARA POLIGONOS CiCLICOS CONVEXOS

4.1 Um pouco de histéria

Conforme escrito em um de seus artigos [AHUJA; UEGAKI; MATSUSHITA, 2004,
o professor Mangho Ahuja , da Universidade de Missouri, EUA, encontrou o Teorema
Japonés pela primeira vez em 1993, no artigo [MACKINNON; 1993]. Neste artigo, o autor
escreveu ‘.. eu usei o teorema acima como inicio para um trabalho em andamento, nao
esperando uma prova do mesmo (eu mesmo nao posso provar sozinho)...”. Isso intrigou o
professor Ahuja de forma que, no outono de 1995, ele designou tal teorema como problema
para Cathy Hawn, um de seus alunos de mestrado. Na primavera de 1996, Ahuja e Hawn
ja tinham uma prova para o referido teorema. Tal prova pode ser encontrada em [HAWN,
1996]. Porém, uma questao permaneceu: Por que ele é chamado Teorema Japonés?

A longa pesquisa para a resposta terminou quando Ahuja recebeu um fax de quinze
péginas do professor H.Yoshida, da Universidade de Kyoto. De acordo com [MIKAMI,
1905], tal teorema, caso geral, foi originado na China. Entdo, quando ele veio para o
Japao aproximadamente em 1900, era conhecido como “O Teorema Chinés”. Tal registro
se encontra em [HAYASHI, 1906].

Mais tarde, em 1905, quando Yoshio Mikami (1875-1950) o generalizou de um
quadrildtero para um poligono qualquer, o nome permaneceu como “Teorema Chinés”.
Entao, quem alcunhou o termo “O Teorema Japonés”?

Acredita-se que, o fato deste teorema sem nome ter aparecido em 1906 num artigo
[GREENSTREET, 1906] intitulado “Mateméticas Japonesas”, tenha feito com que os
autores seguintes o chamassem de “O Teorema Japonés”. Este teorema, caso quadrilatero,
foi inscrito em 1800 numa tdbua de madeira por Ryokwan Maruyama, num santudrio

xintoista.

Sangaku do santuédrio de Kaizu Tenman, Shiga, Japao - 1875
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De acordo com [FUKAGAWA; PEDOE, 1989], a procura por tais tAbuas mostrando
teoremas matematicos, era um costume do povo japonés num periodo conhecido como Era
Edo (1603 - 1868). Tais tabuas chamadas Sangakus, que significa em japonés “tabuas de
madeira”, podem ser vistas por todo o Japao. O costume de se pendurar tais tabuas
contendo problemas matematicos, com figuras elegantes e coloridas, em santuarios era

uma forma de agradecer aos deuses pelo feito atingido e desafiar novos visitantes.

Sangaku do santudrio de Konnoh Hachimango, Shibuya, Téquio, Japao - 1864

O Sangaku do Teorema Japonés, caso quadrilatero, pertenceu ao santuario Tsu-
ruoka - San’nosha, na area Ushu, atualmente, municipios de Yamagata e Akita, mas ele
desapareceu. No entanto, sua inscri¢ao foi registrada no segundo volume do Zoku-Sinpeki-
Sanpd de Kagen Fujita [FUJITA, 1807], em 1807. Conforme tradi¢ao, Maruyama também
incluiu a resposta e uma breve descricao de como chegar a ela, chamada arte do problema.

Porém, ele nao incluiu nenhuma prova. Segundo [FUJITA, 1807], a inscrigao dizia:

“Desenhe seis linhas no circulo e faga quatro circulos inscritos em trés das
linhas. Se o diametro do circulo sul, leste e oeste é de 1 sol, 2 s6is e 3 s0is,

respectivamente, qual o comprimento do didmetro do circulo norte?
Resposta: 4 sois.

Arte: Adicione o didmetro do circulo ocidental ao do leste e subtraia o do sul,

e vocé obtera o do norte. Fim.

Na inscrigao acima, 1 sol era uma unidade de medida tradicional japonesa cujo
valor é, aproximadamente, igual a 3 centimetros.

Para aprender mais sobre a histéria do teorema, no verao de 1999, Ahuja viajou
para o Japao onde juntamente com o profesor Kayo Matsushita, da Universidade de Kyoto,

Japao, foram procurar referéncias nas bibliotecas da Universidade de Kyoto. Ao mesmo
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tempo, o professor Wataru Uegaki, da Universidade de Mie, Japao, estava examinando

cada documento disponivel sobre o Teorema Japonés. Seus achados foram publicados em
[UEGAKI, 1996].

Sangaku do santudrio de Sachimiya, provincia de Gunma, Japao - 1824

E importante ressaltar, que o Japao era uma sociedade fechada até 1854, quando o
Comodoro Perry os forcou a abrirem as portas, de forma que o Japao comecou a exportar
bens e conhecimentos para os paises do ocidente. Os matematicos japoneses nativos
iniciaram seu contato com o mundo europeu no que ficou conhecido como Wasan, o que
significa, matematica japonesa. A prova mais antiga do Teorema Japonés é atribuida a
Tameyuki Yoshida (1819-1892) e pode ser encontrada em [YOSHIDA, s.d.].

No inicio do século 20, a matematica japonesa floresceu e documentos de matema-
ticos japoneses comecaram a aparecer em periédicos ocidentais. Ainda existem aproxi-
madamente 900 sangakus e acredita-se que milhares foram perdidos.

Na préxima secao, mostraremos a prova registrada mais antiga para o caso qua-

drilétero.

4.2 O teorema japonés para quadrilateros ciclicos convexos

Teorema 4.2.1 (Teorema Japonés para quadrilateros). Adicionamos uma diagonal a um
quadrilatero ciclico convexo. Se Inscrevermos circulos nos triangulos resultantes, entao a

soma dos inraios nao dependerd da diagonal escolhida.

Demonstragio. Seja ABC'D um quadrilatero ciclico convexo tal que rq, 1, 7. € 74 deno-
tam, respectivamente, as medidas dos inraios dos triangulos ABD, BCA,CDB e DAC.
Chamando tais triangulos, respectivamente, de 17,75, T3 e T, consideremos que P;, Q);, e
S; sao os pontos de tangéncia do circulo C; com T;, onde i = 1,2,3,4. Considerando a

expressao

E=AB+CD - BC—-AD

temos que

E = (AQ:1+ BQ:) + (CQs3 + DQs) — (BP; + CP;) — (AP, + DPy).



Pelo lema dos segmentos tangentes a um circulo (Lema 2.2.9), obtemos

73

AQy = APy, BQy = BS1, BP3 = BS3,CP; = CQ3,DQ3 = DS3, e DP = DS

e portanto,

E = (BS, — BS;) + (DS; — DS;) = 5155 + 5195 = 2 S1.55.

Primeira triangularizacdo de ABC'D

Por outro lado,

E = (AP, + BP,) 4+ (CP; 4+ DPy) — (BQ2 + CQ») — (AQs + DQy) .

Utilizando novamente o Lema 2.2.9, podemos escrever

APy = ASy, BPy = B(Q2,CQo = CSy,CPy = CSy, DP; = DQy e AQ4 = TS4

e portanto,

E = (AS, — AS,) + (CS, — CS,) = 5,5, + 55, = 2+ 5,5..
Consequentemente, devemos ter

2'5153:2'SQS4 -

S155 = 5254.

(41)
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Segunda triangularizagdo de ABC' D

Os angulos ZACB e ZADB sao ambos inscritos no mesmo arco AB e portanto,
podemos fazer ACB = ADB = 2a. Com argumento andlogo, podemos escrever BAC =
BDC = 20, CAD = CBD =20 e DBA = DCA = 2. Usando tais notacgoes, podemos

escrever

tga:;g,?zggl = 1D —71,-CS, =0,

wh=ge=5= = e AS - DS =0

thZ&:B%g — 1ry-BS;3—1.-AS; =0
€

th—C%él—;;l —= 1,-CSy—r4-BS; =0.

Somando as equagdes acima, membro a membro, temos que

ra (CS; — C8y) + 1 (AS, — AS;) — ry (DS — DSy) — o (BS; — BS3) = 0.

— ra-SQS4+7‘C-SQS4—rb-Sng—rd-Sng:O
= (1o +71e) 5251 = (rp+14) 5155

e utilizando (41), concluimos que

Tq +Te =T+ Tq-
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4.3 Uma primeira aplicagdo do teorema japonés

Iniciaremos esta secdo, apresentando a féormula que nos da as medidas dos seg-
mentos tangentes ao circulo inscrito num triangulo qualquer. Tal formula ¢é resultado da

seguinte proposicao.

Proposigao 4.3.1. Seja ABC um triaingulo qualquer de semiperimetro s e tal que P, Q)
e S sdao, respectivamente, os pontos de tangéncia de seu circulo inscrito com os lados
AB,BC e AC. Se BC =a, AC =b e AB = ¢, entdo

BP=BQ=s5—-b , AP=AS=5—-a e¢ CQ=0S=s5—c.

Demonstragdo. Sendo P, (Q e S pontos de tangéncia do circulo inscrito em ABC' e consi-
derando I como sendo o incentro de tal triangulo, em relagao aos triangulos BPI e BQI

podemos afirmar que

e BI é lado comum;
e os angulos ZPBI e Z(QBI sao congruentes, pois BI é bissetriz interna de ZPBQ);

e os angulos ZBPI e ZBQI também sao congruentes, pois sdo ambos angulos retos.

Portanto, ABPI = ABQI pelo caso de congruéncia (LAA,). Dai decorre que os
segmentos BP e B(Q) sdo congruentes, ou seja, BP = BQ. De forma andloga, provamos
que AP=AS e CQ =CS.

Agora, tomemos BP = x, AP = y e CQ = z. Com as definicoes dadas, temos que

r+y=c, y+z=b e xz+z=a.

Somando, membro a membro, essas trés equagoes, temos que

a+b+c
—_— =8

20 +y+2)=a+b+c = vHy+z= 5

Dai concluimos que
l’:S—(y—i—Z):S—b,
y=s—(x+z2)=s—a,

(S

z=s—(r+y)=s—c
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Lema 4.3.1. Seja ABCD um quadrildtero ciclico convezo tal que AB = a, BC =b,CD =
¢, DA=d,AC =x e BD =vy. Serq,m,7. € Tq denotam, respectivamente, o0s inraios dos

triangulos ABD, BCA,CDB e DAC obtidos nas triangularizacoes de tal quadrildtero,

entao
(42)

T Te T =Tp Tqg"Y.

Demonstragcdo. Vamos considerar os tridngulos ABD e BC'D obtidos em uma das duas

possiveis triangulariza¢oes do referido quadrilatero.
Sejam P e () os pontos de tangéncia dos circulos inscritos, respectivamente, com

os lados AB e C'D. Pela proposicao anterior (Proposigao 4.3.1), obtemos

AP:“;Z_y e CO b*;‘y.

Possivel triangularizdo de ABC'D

Sendo I, e I. os respectivos incentros dos triangulos ABD e BCD, podemos es-

crever, para os tridngulos retangulos AI,P e CI.Q)

; A T N _at+d-—y ‘ A
&9 T AP =T &9
e
C Te b+c—y C
t, — = e .= t
9 700 " 2 8
Consequentemente,

derg-re=(atd—y)(b+c—y)- tg (43)
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O fato de ABC'D ser ciclico acarreta que A+ C = 180° de forma que
tg % + tg%

A C
e pelo fato de tg90° nao estar definida, devemos ter que
A A C
1—tg—- tg— = tg—- tg—=1 44
g5 ey =0 = tgg-tgg (44)

Com (44) em (43), obtemos
4-rg-re=(a+d—y)(b+c—1y)

= ab+ ac — ay + bd + cd — dy — by — cy + y°.

Pelo primeiro teorema de Ptolomeu (Teorema 2.2.3), temos que xy = ac + bd, de

forma que podemos escrever
4org-re=ab+cd+ay—yla+b+c+d) +y°

e multiplicando ambos os membros pos x obtemos a relacao
4-rq-re-x=x(ab+cd) +ry(r+y—a—b—c—d). (45)
De forma analoga, para a segunda triangularizacao obtemos
(46)

4-ry-rq-y=y(ad+bc)+zy(r+y—a—b—c—d).

Dividindo (45) por (46) podemos escrever
To Te-x  w(ab+cd)+ay(r+y—a—b—c—d)
morary  yl(ad+be) +ay(r+y—a—>b—c—d)

e como o segundo teorema de Ptolomeu (Teorema 2.2.4) nos da

x (ab+ cd) =y (ad + be) ,

obtemos como resultado
Ta'Te'® 1
Ty Tqg Y

T Te T =Tp Tqg"Y.

Agora, vamos apresentar uma primeira aplicacdo do teorema japonés.
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Teorema 4.3.2. Em todo quadrilatero ciclico convero, o produto entre a diagonal de

triangularizagdo e a soma dos inversos dos inraios obtidos nao depende da diagonal esco-

lhida.

Demonstragio. Consideremos inicialmente que ABC'D é um quadrildtero ciclico convexo
tal que AC = x e BD = 7. Suponhamos também que 74,74, 7. € rq denotam, respectiva-
mente, os inraios dos triangulos ABD, BCA,CDB e DAC'. O produto da diagonal BD

pela soma dos inversos dos inraios r, e r. dos tridngulos obtidos pode ser escrito como

1 1 To + T
yl—+—)=y :
Ta Te TaTe

Utilizando o lema anterior, podemos escrever

Yy
Tag Te= — Ty Tq
T

To + T x (e +1e) To + T
Y =y|—| =7 .
Ty - Tg

TaTc Y-Tp- Td
Utilizando agora o teorema japonés para quadrilateros (Teorema 4.2.1) obtemos

de forma que

Tq+Te =T+ Tq,

de onde podemos concluir que

1 1 o+ Te To +7¢ ry +7Tg 1 1
Tq Te TaTec Ty - Tq Ty *Tq Ty Td

4.4 Uma segunda aplicacao do teorema japonés

Nesta secao, apresentaremos a definicdo de ponto de Nagel de um triangulo e
mostraremos uma relagao importante envolvendo o circuncentro de um quadrildtero e
os pontos de Nagel dos tridngulos obtidos ao triangularizarmos o mesmo. Antes porém,
sugerimos ao leitor os capitulos 1 e 3 de [IEZZI, 1993a]. Tais capitulos dao uma boa nogao
sobre nimeros complexos e equagoes polinomiais. Também seria interessante o capitulo 1
de [IEZZI, 1993b] pra uma nogao elementar sobre geometria analitica. Tais nogoes serao
importantes no que segue.

Todo ntimero complexo z4 = x + yi pode ser associado de maneira biunivoca a um

ponto A (z,y) do plano cartesiano. O ponto A(z,y) é chamado afizo de z4 e o complexo
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24 é chamado de coordenadas do ponto A(z,y). Se um ponto P (z,y) divide um segmento

AB numa determinada razao r, podemos escrever

AP
PB

=r.

Neste caso, as projecoes do segmento AB sobre os eixos OX e OY também sdo
divididas na mesma razao r. De fato, seja () o ponto de intersecao da reta paralela ao
eixo QY , passando por A, com a reta paralela ao eixo OX, passando por B. Por outro
lado, seja R o ponto de intersecao da reta paralela ao eixo OQY, passando por P, com a
reta paralela ao eixo OX, passando por B. Finalmente, consideremos que S é o ponto de
intersecao da reta paralela ao eixo OY', passando por A, com a reta paralela ao eixo OX,
passando por P.

Considerando A (x1,41) e B (z2,¥2), pelo teorema de Tales, temos que

AP @ N xr— X N N T+ 1rxe
== =r r— X, =Txy— 71T r=—>"
PB  RB Ty — T ! 2 T+r
e
AP AS Y — 1y Y1 + 1Yo
75 50 P Y=y =rYs — 1Y V=T
Se considerarmos A, B e P como afixos dos complexos z4, 25 € zp, podemos escrever
simplesmente
ZA+TZB
Zp=——. 47
r 1+r (47)

De fato, pois

1+ rx +r 1
(‘Tay):( : 2 % y2>:1 (21 + 122,91 + 7Y2)

1+r > 147 +7r

1 1 ZA+ Tz
= r[($1,91)+7“(575273/2)]— 1+T[ZA+7“ZB]— T+r

Exemplo: Se M é ponto médio de um segmento AB, entao as coordenadas de M sao

dadas por
za+ 2B

2

De fato, como M é ponto médio de AB, temos que

ZM =

AM za+1-z2p zZa+ 2B
MB MET M 2

Se z = x 4 yi ¢ um complexo, definimos o seu conjugado como sendo o complexo
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Z tal que Z = x — yi. A norma ou médulo de z, denotada por |z|, serd dada por

2| = /22 + 2.

Defini¢ao 4.4.1 (Produto real entre dois complexos). O produto real entre os complexos
21 € 29, denotado por z; - 29, € 0 nimero real
r_ _
Z1 Ry = 5 (2122 + 2’122) .
Repare que se considerarmos z; = x1 + 417 € 2o = To + Yot, temos, pela definicao
acima, que

212 = - [(T1 — y17) (T2 + y2i) + (21 + y19) (22 — 1oi)]

DO | —

1 . . . 4
=5 (122 + T1Y2l — Tl + Y1y2 + T 102 — T1Y2l + Tayii + Y1Y2)

(22129 + 2y1Y2) = T122 + Y1Y2,

N | —

que de fato é um nimero real.

O produto real é o andlogo do produto escalar entre vetores. Para nao causar
confusdo, iremos denotar a operacao de multiplicacdo entre os complexos z; e 2o sem o
ponto, ou seja, simplesmente por z;25. Também podemos observar que o quadrado da

norma de z ¢é igual ao produto real de z por ele proprio, ou seja,
|2 =z - 2.

Definigao 4.4.2 (Produto complexo entre dois complexos). O produto complexo entre os

complexos z; e zy, denotado por z; X 29, é 0 nimero imaginario puro

I _
21 X 29 = 5 (2’122 — 212’2) .

Se considerarmos z; = x1 + Y1t € 25 = Ty + Yoi, temos que

(71 = 319) (2 + y2i) — (21 + y1i) (T2 — Ya2i)]

N —

21 X 29 =

1

=5 (2122 4 1Yl — ToY1 @ + Y12 — T1T2 + T1Y2l — Tay1i — Y1Y2)

(221y2 — 2291) 1 = (T1y2 — T2y1) @

N | —

r1 %

T2 Y2
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que é, de fato, imaginario puro. O produto complexo é o analogo do produto cruzado entre
vetores. Repare ainda que se os complexos z; e 25 forem colineares, o produto complexo
entre eles se anulard, ou seja, z; X 2o = 0. Isso ocorre pois, neste caso, tais complexos
serao multiplos um do outro, fazendo com que o determinante acima tenha duas linhas

proporcionais e portanto, valor nulo.

Proposicao 4.4.1. Sejam A', B e C' pontos dos lados BC,CA e AB de um triangulo
tais que AA', BB' e CC" se intersectam num ponto Q) de forma que
BA p CB" m AC"  n

frd s = e — = .
AC n  BA p C'B m
Se A, B e C sdo os respectivos afizos dos complexos z4, zp € zc, entdo as coorde-
nadas do ponto Q) serdo dadas por
_ mza+nzp+ pzc

— . 48
2qQ eR——— (48)

Demonstragdo. Sejam zar, zp € 2o as respectivas coordenadas dos pontos A, B e (.

Usando o resultado (47), podemos escrever

nzp—+pz
ZB—F%'ZC %M nzp + pzc
AT T T2 m = A= Cn+p
mzA+pz
zotBoza RS mza + pzc
ZB/ e poay — D — ZB/ = —_—
L+ == m+p
p P
e
o+ Lozp  MEAIDRER mza +nzp
ZC/ = 1 + I = prerpmy e ZC/ — f
- e m-+n
Supondo que zg = %ﬁ;p“ seja as coordenadas de um ponto @', vamos

mostrar que A, Q)" e A’ sdo colineares. Como

mza + nzp + pz nzp + pz
(ZQ/—ZA)X<ZA/—ZA):( A B pC—ZA)X<BpC—ZA)

m-+n-+p n—+p

nzp + pze — (N +p) za
m-—+n-+p

nzp + pze — (n+p) za
n-—+p

= [nzp +pzc — (N + D) z4] X [nzp +pze — (n+p) z4] = 0.

Portanto, A, Q" e A’ sdo colineares. De maneira andloga prova-se que B, Q' e B’, assim
como C, Q" e C' também sao colineares e consequentemente, os segmentos AA’, BB’ e

C'C" concorrem no ponto '. Como tal ponto de concorréncia é tinico, temos que Q' = Q)
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e portanto, as coordenadas do ponto () sao dadas pelo complexo zg = z¢, ou seja,

_ Mmza +nzp + pzo
m+n-+p

ZQ—

Para a préxima proposicao, é necessario lembrar que o circulo ex-inscrito de um
tridngulo com um de seus lados, AC' por exemplo, é o circulo tangente exteriormente a AC'

e as retas suportes dos outros dois lados. Todo triangulo admite trés circulos ex-inscritos.

B c
Exemplo de circulo ex-inscrito num triangulo com seu lado AC
Proposigao 4.4.2. Seja ABC um triangulo de semiperimetro s e tal que BC = a, AC' =

e AB=c. Se A", B' e " sdo, respectivamente, os pontos de tangéncia, dos circulos ex-
inscritos ao triangulo ABC com os lados BC, AC e AB, entdo

BA'=s—c¢, AC=s-b, CB =s—a, B'A=s—c¢, AC'=s—-b e (C'B=s—a.

Demonstragio. Consideremos o circulo ex-inscrito ao tridngulo, relativo ao lado AC. Se-
jam P e @) os pontos de tangéncia de tal circulo com as retas z@ e %, respectivamente.
Fazendo B'A = x ¢ CB’' = y, pelo lema dos segmentos tangentes a um circulo (Lema
2.2.9) sabemos que BP = BQ), AP = B'A e C'() = C'B'. Portanto

BP=BQ = w+c=a+y = 2wtc=atr+y = 2wtc=a+b

a+b—c
- x:T = I =s5—CcC
Por outro lado,
a+b—c —a+b+c
y=b—zr — y:b—? - y=—5 = y=s5—a.

De forma anéloga, considerando os outros dois circulos, provamos as demais rela-

coes.
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Proposicao 4.4.3. Seja ABC um triangulo qualquer de semiperimetro s. Se A', B' e C’
denotam, respectivamente, os pontos de tangéncia dos circulos ex-inscritos com o0s lados
BC,AC e AB, entao AA’", BB" e CC" concorrem num mesmo ponto.

Demonstragio. Fazendo BC' = a, AC' =be AB = ¢, pela proposicao anterior temos que

BA =s5s—c,AC=5—-bCB =s—a,BA=5s—c,AC"=5—b ¢ O'B=s—a.

N BA CB’ AC”_S—C s—a s—b_
AC BA CB s—b s—c¢ s—a

e, pelo teorema de Ceva (Teorema 2.1.3), temos que AA’, BB e CC' de fato concorrem

1

num mesmo ponto.

Tal ponto seréd denotado por N e na literatura é conhecido como Ponto de Nagel,

devido ao matemaético alemao do século XIX Christian Heinrich von Nagel (1803 - 1882).

Ponto de Nagel de um tridngulo ABC

Se os vértices A, B, C' de um triangulo forem, respectivamente, afixos dos comple-
X0S 24, 2R, zc € considerarmos BC = a, AC = b e AB = ¢, podemos utilizar a equacdo
(48) para escrever as coordenadas zy de seu respectivo ponto de Nagel. Sendo s o semi-
perimetro de ABC', como
BA  s—c CB  s—a AC" s—b
AC  s—b ' BA s—¢ - OB s—a

temos, pelo resultado (48), que

_maaat(s=bept(s—dae 1 o v L o
ZN = (s—a)+(s—b)+(s—c) g [< )A+( b) B+( )C]

— ZN:(1—Z)ZA+<1—i)ZB+(1—C>Zc. (49)
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Teorema 4.4.1. Seja ABC um triangulo de semiperimetro s e tal que BC = a, AC =b e
AB = c. Ser e R denotam, respectivamente, as medidas do inraio e circunraio de ABC,

entao a,b e ¢ sao raizes da equacao cibica

3 — 2st? + (32 +r? + 4R7") t —4sRr = 0. (50)

Demonstragcio. Suponhamos, sem perda de generalidade, que o angulo ZA é angulo ins-
crito sobre o menor arco BC' de forma que A = %, onde O denota o circuncentro de

ABC. Por outro lado, o tridngulo OBC' é isésceles pois OB = OC = R e sendo M o

ponto médio de BC' temos, para o triangulo OMC, retangulo em M, que

sen<B§C> ¢ — senzzl\:i — 0=2R- senA.

" 9R 9R

Como sen 260 = 2 senf cos , podemos escrever

A A
(51)

= 4R - sen— - cos —.
a sen2 COS2

Tridngulo ABC' do Teorema 4.4.1
Por outro lado, sendo I o incentro de ABC' e P o ponto de tangéncia do circulo

inscrito com o lado AB, temos para o tridangulo API, retangulo em P, que

—~

e
89 T AP

e usando a férmula que nos dé as medidas dos segmentos tangentes num triangulo (Pro-

posicao 4.3.1), podemos escrever

T A
sen 5 r

A

2

te = =
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A s- A
= cosézsra- s . (52)
Substituindo (52) em (51), temos
A s— A
a=4R - sen - i ra_ sen o

A (s —a) A (s —a)? ar

2 (4 _ o[ A\ _

o8 < 2 > 72 wen ( 2 ) 2 AR (s —a)
A a(s—a)
2 — =
=  COos ( 5 ) AT

Pela relagao fundamental da trigonometria,

A A ar a(s—a)
o - =) =1 =1
sen <2>—|—cos <2> — 4R(s—a)+ ARy

ar ta(s—a) ar’ +a (s —a)’ = 4Rr (s — a)
ARr (s —a) -

=  ar’+a(s’—2sa+a®) =4Rr (s —a)

— o —2sa’+r*a+ s*a+4Rra —4sRr =0

—  a®—2sa® + (32 +r2+ 4R7’) a—4sRr = 0.
Portanto, a é raiz da equagao (50). De forma andloga podemos provar que b e ¢

também sio raizes.

Usando as relagoes entre coeficientes e raizes para a equacao (50), obtemos as

relacoes
a+b+c=2s, (53)

ab + ac + be = s* + 1% + 4Rr, (54)
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abc = 4sRr. (55)

Neste caso, tais resultados acarretam outras duas relagoes, sendo estas dadas por

>+ b+ =2(s*—r®—4Rr) (56)

a® +b*+ =25 (s> —3r* — 6Rr). (57)
De fato, pois
a?+ b0+ =(a+b+c) —2(ab+ ac+ be)
e usando as relagoes (53) e (54), temos que
a® + b+ c* = (25)° — 2 (s> + 17 + 4Rr) = 4s* — 25> — 2r> — 8Rr
:232—2r2—8R7‘:2(32—r2—4R7‘).
Por outro lado,
@’ + 0+ = (a+b+c)(a® + b + & —ab— ac — be) + 3abe

onde, usando as relagoes (53), (54) e (55), podemos escrever

a+ b+ 3 =2s (232 — 2 —8Rr — s> —r? — 4R7‘> + 12sRr

= 2s (52 —3r? - 12R7’> + 12sRr = 2s (52 —3r? — 6R'r> )

Afim de que as contas nao fiquem carregadas, usaremos na demonstragao do pré-
ximo teorema a notagao de somatoério ciclico, denotada por Y ... Um somatoério ciclico
é um somatorio onde as varidveis podem ser permutadas. Dois exemplos de somatérios

ciclicos sobre as variaveis a, b, ¢ e d sao

Y=+ ++d e D ab=ab+ ac+ ad+ be+ bd + cd.

cic cic

Teorema 4.4.2. Seja ABC' um triangulo de circunraio R e inraio r. Se O e N denotam,

respectivamente, o circuncentro e o ponto de Nagel de ABC, entao

ON = R — 2r.
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Demonstragio. Seja zy as coordenadas do ponto de Nagel do triangulo ABC' de semipe-

rimetro s e tal que BC = a, AC = be AB = ¢. Fixando o circuncentro O na origem do

plano complexo, temos que

—2
ON” = |zn|* = 25 - 2w,

onde zy - zy denota o produto real de zy por ele préprio. Pela equagao (49), obtemos

ZN:<1_Z>2A+(1_§>ZB+<1_§>ZC’

onde zy4, zp e zc denotam, respectivamente, as coordenadas dos vértices A, B e C' do

referido tridngulo. Consequentemente,

ON® = {(1—Z)ZA+(1—i)ZB+(1—Z)ZC : <l—i>zA+(1—z>zB—l—(1—z)zC

Como |za| = |zg| = |z¢| = R, segue que
- a\? a b
0N=RQ-§(1—S) +2-§(1—8)(1—8>2A-ZB. (58)

Sendo ¢ = |z4 — zp|, podemos escrever

= ]zA—zB\z = |zA|2—2 (za - ZB)—|—|ZB\2 = R?>-2 (z4 - zB)+R2 =  2(24-2pB)= 2R?—¢?

c2

— zA~zB:R2—§ (59)

e substituindo (59) em (58), obtemos

v = (-9 2 2 (-9 (1) ()

cic cic

:R2-Z(1—Z)2+2R2~Z(1—Z> (1—?)—2(1—‘8’) (1—§>c2.

cic cic cic

Vamos calcular separadamente os somatoérios acima.

1°) Yeic (1 - 2)2 = (1 - 9)2 + (1 — 9>2 + (1 _ 9)2 — 3. atbte 4ty

S S S S

_ 2s a?4b2+4c2 a?4b2+¢2
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2) (1= 8 (1=2) = (1= (1= + (-9 (1= + (-5 (- 9)

— +b+ btactbe _ 2 btactbe __ b+ac+b
_3_2_asc+a 220 c_3_2_?s+a (Slé: c— _14@ ;1;: c

5) e (1= 2) (1= 1) = £ (1- 22 4 )
= Yie * — % i (a+b) 4+ S% * S i abc?
:ZCiCC2_i‘Zcic<25_c)02+s%'CLbC(CL"‘b"i‘C).

Utilizando a férmula para o circunraio de um tridngulo (Teorema 2.1.5), podemos

substituir abc na expressao anterior por 4R.S, onde S é a area do triangulo, de forma que
Zcic (1 - %) (1 - g) C2 = z:cicc2 -2 Z:cicc2 + % ' z:cicc3 + SLQ “4RS - 2s.
= _Zciccz + % : Zciccg +8R %

Por fim, aplicando a férmula para a area de um tridngulo em fungdao do semi-
perimetro (Lema 2.1.6), podemos substituir % por 7 e desta forma, reescrever a equacao

acima como
Zcic (1 - %) (1 - g) Cz = - Zcic CQ + % : Zcic 03 + 8RT
= — (> + 0+ )+ 1 - (a®+ b+ ) + 8Rr

Tendo calculado os somatorios, podemos concluir que

. 2 2 2 b b
ON? — R? <_1+GM+C> LoR? (_1+a+a0+0>

52 52
—{—(a2+b2+c2)+i(a3+b3+c3)+8Rr}
:R2<_1+a2+b2+c2_2+2.ab+ac+l)1

52 52
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2 2 2_1. 3 3 3\ _
+(a® 4+ b° + ) . (a®+b*+ ) — 8Rr

(a+b+c

2
—RQ[—3+ )]+(a2+b2—|—02)—i-(a3+b3+63>—8Rr

52

(25)°

52

—R2l—3+ ]—|—(a2+b2—|—02)—i-(a3+b3+03)—8R7’

:R2—|—(a2+b2—|—02)—i-(a3+b3+03)—8R7".

Finalmente, utilizando as relagoes (56) e (57), obtemos
ON’ = R? + 25 — 2r — 8Rr — 25 + 6> + 12Rr — 8Rr

= R? —4Rr +4r®> = (R — 2r)°

— ON=R-2r (60)

Agora estamos em condi¢oes de apresentar uma segunda aplicagdo para o teorema

japonés. Tal aplicagao se encontra no préximo teorema.

Teorema 4.4.3. Seja ABCD um quadrilatero convexo inscrito num circulo de centro

O. Se N,, Ny, N. e Ny denotam, respectivamente, os pontos de Nagel dos triangulos
ABD,BCA,CDB e DAC, entao

ON,+ ON, = ON, + ON,.

Demonstragao. Pela relagao (60), podemos escrever

ON, +ON.=R—2r,+ R—2r. =2R —2(ry +1.).

Por outro lado, usando o teorema japonés para quadrilateros (Teorema 4.2.1),
obtemos

Tt Te="Ty+7Tq
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e consequentemente,

ON, + ON, = 2R — 2 (ry +14) = R — 2r, + R — 2ry = ON, + ON,.

Pontos de Nagel num quadrildtero ABCD

O teorema anterior afirma que para qualquer quadrilatero ciclico convexo, a soma
das distancias de seu circuncentro O até os pontos de Nagel dos tridngulos obtidos em

uma triangularizacao nao depende da triangularizagao escolhida.

4.5 O teorema japonés para poligonos ciclicos convexos

Iremos agora, generalizar o Teorema Japonés para um poligono ciclico convexo
qualquer. Daremos aqui, duas demonstracoes para tal teorema. Na primeira, utilizaremos
o teorema de Carnot para triangulos e na segunda, utilizaremos o principio de inducao.

Lazare Nicolas Marguerite Carnot (1753-1823), preparou-se para a carreira das
armas, estudou na escola militar de Mézieres, tornando-se capitao de engenharia em 1783.
Em 1784 escreveu seu primeiro trabalho matematico, sobre mecénica, onde se encontra
a mais antiga demonstracao de que ha perda de energia cinética no choque de corpos
imperfeitamente elasticos. Com o estouro da Revolucao Francesa, langou-se na politica,
ocupando diversos cargos politicos e, em 1793, votou pela execucao de Luis XVI como
traidor. Em 1796 opos-se ao golpe de estado de Napoledo, tendo que fugir para Genebra,

onde escreveu um trabalho semifiloséfico sobre a metafisica do cédlculo.
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Uma possivel imagem de Carnot retirada do site wikipedia.org

Suas duas contribui¢bes importantes a geometria, Géométrie de Position e Essai
sur la Théorie des Transversals, foram publicadas em 1803 e 1806. Em 1814, se ofereceu a
lutar pela Franca, mas nao pelo império. Com a Restauragao, foi exilado, vindo a falecer
em Madgeburg, cercado por dificuldades financeiras.

E na Géométrie de Position de Carnot que se encontra pela primeira vez o emprego
sistematico de grandezas orientadas na geometria sintética.

Antes de demonstrarmos o teorema de Carnot, é importante fixarmos a seguinte
convencao, que também sera utilizada para a primeira prova do teorema japonés.

Uma determinada distancia serd negativa quando seu segmento correspondente
estiver completamente fora do tridngulo em questao. Caso contrario, tal distancia serd

positiva.

Distancias OM,, OM, e OM, positivas
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Distancia OM, negativa e distancias OM}, e OM, positivas

Tal convencao nos permite enunciar o teorema de Carnot de maneira simplificada.
Também utilizaremos aqui o teorema da base média para triangulos. Tal teorema pode
ser encontrada nas paginas 107 e 108 de [BARBOSA, 2012]. Aqui somente enunciaremos

tal teorema.

Lema 4.5.1 (Teorema da base média para triangulos). O segmento ligando os pontos
médios de dois lados de um triangulo € paralelo ao terceiro lado e tem metade de seu

comprimento.

Lema 4.5.2 (Teorema de Carnot). Se ABC' é um triangulo qualquer de inraio v e circun-
raio R, entao a soma das distincias do circuncentro de ABC' aos seus respectivos lados

€ wgual ar+ R.

Demonstracio. Sendo S e O, respectivamente, a area e o circuncentro do triangulo ABC),
iremos adotar aqui que OM,, OM, e OM, denotam as respectivas distancias de O aos
lados BC, AC e AB, onde BC = a,AC =be AB = c.

Vamos dividir a demonstragao em trés casos.
1° caso: ABC' é acutangulo. Neste caso, temos que os tridngulos AOB, BOC e AOC!,

de areas Siop, Spoc € Saoc, particionam o tridngulo ABC' de forma que
Saos + Spoc + Saoc = S.

Usando a férmula para area de um triangulo em funcdo de seu semi-perimetro

(Lema 2.1.6) no o tridngulo ABC, podemos reescrever tal rela¢do como

c-OMc+a-OMa+b-OMb_
2 2 2

onde s denota o semi-perimetro de ABC.

s, (61)
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-
b i ———

Teorema de Carnot - 1° caso

Por outro lado, de acordo com a Proposicao 2.2.1 os quadrilateros M.BM,O,
M,C'M,0O e M,AM_ O sao ciclicos pois possuem angulos opostos suplementares. Aplicando
o primeiro teorema de Ptolomeu (Teorema 2.2.3) em tais quadrildteros e observando que

M,, M, e M, sao pontos médios dos lados BC', AC' e AB, respectivamente, podemos

escrever

M,BM,O ciclico =—> g O, + g OM,=--R (62)
, . a b c

M,CM,O ciclico = 3 OM, + 3" OM, = 3 R (63)
, . c b a

MyAM.O ciclico — 5 OM, + 5 OM, = 3 R (64)

Vale observar que para o segundo membro das equagoes acima, utilizamos a pro-

priedade da base média de um triangulo.
Somando, membro a membro, as equagoes dadas por (61), (62), (63) e (64), obte-

mos

OM@.(CH;?H)WMI).(HSH)WMC.(W) :R.<a+§+6>+s.r,

— OM, - s+OMy,-s+0OM,-s=R-s+r-s
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— (OMa—i—OMb—i—OMC)s: (R+71)s

= OM,+OM,+OM.=r+R

= OM,+OM,+OM,=r+R.

2° caso: ABC é retangulo. Neste caso, sendo I o incentro do tridngulo ABC', temos
que, se P e () sao os pontos de tangéncia do circulo inscrito em ABC' respectivamente

com os lados AB e AC, entdao o quadrilatero API(Q é retangulo. Consequentemente,
AP=10Q =r.

Teorema de Carnot - 2° caso

Pela férmula que nos déd a medida dos segmentos tangentes num tridngulo (Pro-
posicao 4.3.1) aplicada ao tridngulo ABC', temos que

a+b+c b+c—a
——a = r=———

ﬁ: = — — =
T S a T 2 a r 2

Além disso, como ABC' é retangulo, vem que

a
R=—.
2
Consequentemente,
R b+c—a a b+ec
'8 = —_ =
2 2
c b
— T+R:§+§:AM0+AM1}
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e como o quadrilatero AM.OM, também é retangulo, temos que

AM,=0OM, e AM,=0OM. = r+ R=0M,+OM,

= r+R=0M,+ OM,+ OM,,

j& que neste caso, a distancia OM, é nula.

3° caso: ABC é obtusangulo. Neste caso, a relagdo entre as areas dos triangulos
AOB, BOC, AOC e ABC' ¢é dada por

Saop + Saoc = Spoc + 5

=  Saop — Spoc + Saoc = 5.

Usando novamente o Lema 2.1.6 para o triangulo ABC', podemos reescrever a

relacdo anterior como

c-OMC_a-OMa+b-OMb_

5 5 5 ST (65)

-~ -

B

Teorema de Carnot - 3° caso

Por outro lado, no quadrilatero M,OC M, os angulos ZCM,0O e ZCM,0 sao am-
bos angulos retos e portanto os pontos M, e M, estao sobre o mesmo arco capaz relativo
ao segmento OC. Consequentemente, o circulo que contém tal arco capaz circunscreve
M,OCM,. Com argumento andlogo, mostramos que o quadrilatero M.BOM, também

é ciclico. Ja para o quadrilatero M, AM.O, a Proposicao 2.2.1 nos garante que tal qua-
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drilatero é ciclico pois este possui os angulos ZOM,A e ZAM.O, ambos angulos retos,
suplementares.
Aplicando o primeiro teorema de Ptolomeu (Teorema 2.2.3) em tais quadrilateros

e usando argumentos analogos aos do caso quando ABC' é acutangulo, podemos escrever

b
M,0CM, ciclico = g R+ -OM, = g O, (66)
.. b c a
MyAM_.O ciclico =— 3 OM, + 3 OM, = 3 R (67)
. c b a
M.BOM, ciclico — 3" OM, + 3 R= 3 OM, (68)

Somando, membro a membro, as equagoes dadas por (65), (66), (67) e (68) obte-

mos, apos escrevermos de forma conveniente,

— b S b b b
_OMG.<G+2+C>+OMb.(a+2+C>+OMc.(a+2+C) :R.<a+2+6>+s.r,

= (—OMa+OMb+OMc)-s:(r—|—R)-S

— —-OM,+OM,+OM,=r+R

que pela convenc¢ao adotada para o sinal das distancia, podemos escrever

OM,+ OM,+ OM.=1r+ R.

Teorema 4.5.3 (Teorema Japonés Generalizado). Se triangularizarmos um poligono ci-
clico convexo a partir de um vértice qualquer e inscrevermos em cada triangulo um circulo,

entao a soma de todos os inraios nao dependerd do vértice escolhido.

Primeira Demonstragao. Seja P(n) um poligono ciclico convexo com n lados e cujos vér-
tices sao Ay, Ay, -+, A,, com n > 3.

Escolhendo um vértice qualquer para triangularizarmos P(n), tal triangularizacao
ird gerar um total de (n — 2) tridngulos. Isso se deve ao fato de que temos um total de
(n — 3) diagonais partindo do vértice escolhido e que tais diagonais determinam (n — 3)+1
tridngulos interiores & P(n). Sendo O o circuncentro do referido poligono, vamos definir
a medida OX;

OX; = OM,y; + OMy; + OM,,
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onde OM,;, OM,; e OM,; sao as distancias de O até cada um dos lados do triangulo T;,

i=1,2,--- ,n— 2 gerado pela triangularizacao de P(n). Dai temos que

OX1 == OMal -+ OMb1 —|— OMcl

OX2 = OMa2 —|— OMbQ —|— OMCQ

OXn72 = OMa(n—Q) + OMb(n—Q) + OMc(n—Q)-

Teorema Japonés - caso geral

Somando membro a membro as equagdes acima e utilizando o teorema de Carnot

(Lema 4.5.2) para cada tridngulo 7; de inraio r;, obtemos

n—2 n—2 n—2

YOX;=> (ri+R) =n—-2)R+>

1=1 i=1 1=1

n—2 n—2
= Y rn=-m-2)R+> 0X;
1=1

i=1

Agora, observe que o termo (n — 2) R que aparece na expressao acima é constante

pois tanto a quantidade de lados do poligono como a medida do circunraio sao bem deter-
minadas. Mais ainda, pela definicio de OX;, no somatério 27~ 2 OX;, cada perpendicular
aos lados do poligono é contada uma tunica vez, enquanto que cada perpendicular as di-
agonais do poligono P(n), geradas pela triangularizagao, é contada duas vezes onde uma

delas é positiva e a outra negativa, conforme a convencao adotada para distancias no
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teorema de Carnot (Lema 4.5.2).

I~

LY
Ma 2 Ma «

~

s

N

~w \NOvr
-~
-

-

Teorema Japoneés - caso n =4

Teorema Japonés - caso n =5

Consequentemente, todas as perpendiculares as diagonais irdo se anular no soma-
torio S27-72 OX;, sobrando apenas as perpendiculares aos lados, ou seja, as distancias de
O aos lados do poligono. Porém, tal soma também é uma constante e consequentemente

n—2

Z r; = constante.
i=1
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Sequnda Demonstracao. Usaremos o principio de induc¢ao no ntimero de lados n do poli-
gono P(n).

e O teorema ja foi mostrado para P(4) na Secao 4.2.

e Supondo que o teorema seja valido para o poligono ciclico convexo P(n) de vértices
Ay, Ay, - -+, A, iremos mostrar sua validade para o poligono P(n + 1). Para isso,
acrescentaremos o vértice A, entre os vértices A,, e A; do poligono P(n), de forma

que A, esteja contido no mesmo circulo que circunscreve P(n).

Vamos denotar, por uma questao de simplicidade, os poligonos P(n) e P(n + 1),
respectivamente, por P e (). Sendo S; (P) e S, (@), respectivamente, a soma dos
inraios de todos os triangulos obtidos na triangularizacao dos poligonos P e ) a
partir do vértice A; e também r [ABC] a medida do inraio de um determinado
triangulo ABC', se triangularizarmos P e @) a partir do vértice Ay, entao obtemos

claramente que

S1(Q) = 51 (P) + 1 [AyAnia Al

Triangulariza¢oes dos poligonos P e @ a partir do vértice A

Agora, vamos triangularizar P e () a partir de um vértice A; qualquer. Neste caso,
a soma dos inraios na triangularizacao do poligono () sera igual a soma dos inraios
na triangularizacao do poligono P menos o inraio do tridngulo A;A,A;, pois este
nao aparece na triangularizagao de @), mais os inraios dos tridngulos A;A, A, e

AjA, 1AL, pois estes nao aparecem na triangularizacao de P. Portanto

Sj (Q) == Sj (P) — T [AJAnAl] +r [AjAnAn+1] +r [AjAnJ,-lAl] . (69)
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Triangularizacdo do poligonos @ a partir do vértice A;

Por outro lado, aplicando o teorema japonés para quadrilateros (Teorema 4.2.1), no

quadrilatero A;A, A, +1A; obtemos

T [A]AnAn+1] +r [A]AnJrlAl] =T [A]AnAl] +r [AnAn+1A1] . (70)
Substituindo (70) em (69), podemos escrever

Si(Q) = 8; (P) —r[AjA Al + 1 [A; A A + 1 [AnApn A =

Sj (Q) = Sj (P) +r [AnAn—i-lAl] . (71)
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Por hipodtese de inducao, a soma dos inraios do poligono P nao depende do vértice
escolhido, de forma que S; (P) = Sk (P), onde A; e Ay sdo vértices distintos do

poligono P. Somando r[A, A,.1A:] a ambos os membros, obtemos
Sj (P) +r [AnAn+1A1] = Sk (P) +r [AnAn+1A1]
e utilizando o resultado da equagdo (71), obtemos a relacao

55 (Q) = S (Q),

ou seja, tal propriedade também é valida para o poligono @ = P(n + 1). Portanto,

tal propriedade ¢ véalida para todo n > 4 inteiro positivo.

Vale ressaltar que, utilizando os mesmos argumentos da primeira demonstracao,
podemos mostrar que o Teorema Japonés também ¢ valido quando triangularizamos o po-
ligono de maneira arbitraria, ou seja, utilizando vértices distintos quaisquer. Atualmente,
também pode-se mostrar que o mesmo ¢é valido para poligonos ciclicos nao-convexos. Tal
demonstragao, pode ser encontrada no artigo [RICHESON, 2013] e utiliza basicamente o
teorema de Carnot com algumas hipoteses adicionais ligadas a orientagao dos vértices do

poligono.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos resultados consistentes sobre poligonos ciclicos em
geral de modo que esse, podera servir futuramente como fonte de pesquisa para clubes
de matematica, grupos da OBMEP, professores da educagao basica, entre outros interes-
sados em pesquisar sobre o assunto. Alguns tépicos abordados nao possuem textos com
referéncia em lingua portuguesa. Sendo assim, a presente obra também visa contribuir
nesse aspecto.

Pra efeito de uma melhor compreensao, dedicamos um capitulo para revisar con-
teidos importantes da educacao basica. Como tais conteidos sao bem conhecidos dos
estudantes em geral, tal capitulo recebeu um carater menos formal.

De maneira geral, um poligono nem sempre é ciclico e por esse motivo, apresenta-
mos sob quais condig¢oes tais poligonos adquirem esta propriedade. Também apresentamos
como calcular as medidas de suas diagonais,inraio, circunraio e area.

As férmulas de Heron e Brahmagupta, dadas pelo Teorema 2.1.4 e pelo Corolario
2.2.7, nos permitem calcular a area de tridngulos e quadrilateros ciclicos convexos apenas
em fun¢ao das medidas dos seus lados. Tais resultados intrigaram o matematico estaduni-
dense David P. Robbins (1942 - 2003), fazendo-o imaginar que deveria existir uma férmula,
para calcular a area de um poligono ciclico qualquer, onde essa dependesse apenas das
medidas dos lados do mesmo.

No ano de 1994, em seu artigo [ROBBINS, 1994], Robbins provou que existe um
tnico polindémio a,, com (n + 1) indeterminadas onde, para um poligono ciclico qualquer

de area S e cujos lados sao denotados por ay,as, - - - , a,, temos

an, (165'2,01%,@%, e ,ai) =0

O polinémio «, acima é conhecido atualmente na literatura como polinomio de
Heron generalizado. Resolvendo a equagao «, = 0, obtemos o valor da area do respectivo
poligono. Em geral, nao é facil obtermos um determinado polinomio de Heron.

Neste mesmo artigo, Robbins provou as férmulas para o pentdgono (as) e para
o hexdgono («g), fazendo uso do software Mathematica. Pouco apds a sua morte, no
artigo [MALEY; ROSKIES, 2004], F. Miller Maley e Julie Roskies provaram as formulas
para o heptdgono (ay) e para o octégono (ag). Nesse ponto, vale observar que mesmo se
tratando de geometria elementar, ainda existem diversos problemas em aberto. Encontrar
as férmulas para a,,, com n > 8 é um exemplo.

A construcao de poligonos ciclicos nem sempre é uma tarefa facil. No entanto, con-
seguimos apresentar e provar um método bastante eficiente que utiliza basicamente duas

familias de triangulos de Heron, ou seja, tridngulos cujos lados e area admitem medidas
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inteiras. Associando tais triangulos, além de conseguirmos construir poligonos ciclicos,
também podemos construir poligonos ciclicos cujos lados, diagonais e area admitem me-
didas inteiras. Vimos que tais poligonos sao conhecidos atualmente como poligonos de
Brahmagupta.

Finalizamos esse trabalho, apresentando o Teorema Japonés para poligonos ciclicos
convexos. Mostramos que tal teorema, quando o poligono se trata de um quadrilatero,
teve origem no Japao, em 1800, durante um periodo conhecido como Era Edo (1603 -
1868). Durante esse periodo, o Japao se isolou completamente do mundo ocidental e era
comum a exibi¢do, em templos budistas ou xintoistas, de placas de madeira contendo
problemas matematicos. Tais placas eram chamadas sangakus. Apesar de milhares de
sangakus terem sido perdidos ao longo do tempo (atualmente estima-se que ainda existam
cerca de 900), a arte dos sangakus evidencia a importéncia da matemaética para o povo
japonés. Podemos dizer que ela era tratada como ente cultural e até mesmo religioso.

Ainda sobre o Teorema Japonés, apresentamos duas aplicagoes geométricas para
o caso quadrilatero. A primeira, possui como invariante o produto entre a diagonal de
triangularizacao e a soma dos inversos dos inraios obtidos. Ja a segunda, possui como
invariante a soma das distancias do circuncentro do quadrilatero aos pontos de Nagel dos
triangulos obtidos em uma determinada triangularizagao.

Durante todo o nosso trabalho, nos preocupamos em desenvolver cada resultado
de maneira simples e bem detalhada. Também sugerimos alguns livros para eventuais
conceitos elementares que nao puderam ser expostos aqui. Desta forma, mesmo leitores
pouco familiarizados com a linguagem matematica poderao utilizar de maneira satisfatoria

o conteudo aqui apresentado.
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