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Resumo

Neste trabalho, apresentamos elementos que fazem parte da modelagem matemaética e estatistica
para alunos do ensino médio, visando fomentar um pensamento cientifico ainda prematuro nos
estudantes. Especificamente, desenvolvemos os conceitos e resultados, ja existentes na literatura,
de um dos mais utilizados métodos de estimag¢do de parametros em modelos de regressao:
0 Método dos Minimos Quadrados. Incluimos a sua forma basica, o conceito de modelo de
regressdo linear e suas extensdes, como o modelo de regressao exponencial e quadratico. Para dar
apoio aos conceitos apresentados, bem como servir de contetdo para a apresentacao lidica aos
alunos, apresentamos trés aplicacdes em conjuntos de dados reais utilizando como ferramenta o
Microsoft Excel.

Palavras-chave: Modelagem matematica e estatistica. Método dos Minimos Quadrados. Alunos

do ensino médio.



Abstract

In this work, we present elements that are part of the mathematical and statistical modeling for
students of high school students, aiming to foster scientific thinking still premature in students.
Specifically, we developed the concepts and results, already existing in the literature, of one of
the most used methods of parameter estimation in regression models: the Least Squares Method.
We include its basic form, the concept of linear regression model and its extensions, such as the
exponential and quadratic regression model. To support the concepts presented, as well as serve
as content for the playful presentation to students, we present three applications in real data sets

using Microsoft Excel as a tool.

Keywords: Mathematical and statistical modeling. Minimum squares method. High school

students.
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1 INTRODUCAO

Na Idade Média, mais especificamente no Renascimento e no inicio dos tempos da Idade
Moderna os debates sobre o ensino da matematica foram bastante discutidos, conforme Miguel
et al. (2004). No Brasil, entretanto, foi somente por meio da Revolucao Industrial, da Revolugdo
Americana e da Revolucio Francesa que os cuidados com a educa¢do matemdtica comegaram a

se desenvolver no processo educacional.

Segundo D’AMBROSIO (1996), a educacao matemadtica se tornou uma area prioritaria
no setor educacional no final do século XIX e inicio do século XX, devido aos estudos de
John Dewey, que propds, em 1895, no seu livro Psicologia do niimero, uma reacao contra o
formalismo e uma relagdo ndo tensa, mas cooperativa, entre aluno e professor, integrando todas
as disciplinas. Nessa mesma premissa, estudos t€ém evidenciado que o ensino em matematica na
modernidade deve ser um processo distribuido e colaborativo, dependendo dos conhecimentos
dos estudantes e sobre as circunstancias que norteiam a sociedade e ainda sobre a educagao

basica.

No entanto, sabemos que o processo de educar em matemadtica, ndo se aplica de forma
efetiva na maioria das nossas escolas brasileiras (CHAGAS, 2004). Esse “fracasso”, em muitos
casos, do ensino da matematica em muitas instituicoes educacionais ocasiona aos docentes da
educacdo bésica a procurarem estratégias didaticas que auxiliem na compreensao dos conceitos
matemdticos em todos os niveis educacionais. Outro ponto a se destacar, se refere ao fato de
que a disciplina € tratada como sendo uma area do conhecimento desligada do cotidiano dos
alunos. E comum professores ouvirem de seus alunos perguntas do tipo: “Para que serve isso?”

ou “Onde vou utilizar isso?”, conforme alerta Chagas (2004).

Nesse aspecto, a matematica ainda € vista como um filtro social entre os estudantes na
sala de aula. Os conhecimentos sobre a diversidade de funcdes e seus comportamentos, por
exemplo, se tornam circunstanciais para compreender, em certa medida, algumas indagagdes que
norteiam a educacdo matematica nas escolas basicas e as atribui¢des do professor de matematica.
Nesse tltimo caso, construir o conhecimento com desafios se torna basilar, ja que os estudantes
aprendem se adaptando a um meio, no qual este ¢ um fator de dificuldades, contradi¢des e

desequilibrios.

Com efeito, a adogdo de estratégias de ensino-aprendizagem que foge das aulas tecni-
cistas, pode causar apreensdao que muitas das vezes enfrenta-se a resisténcia dos professores da
escola bésica. Esse fato impede infinitas possibilidades de tornar o ensino da matematica algo

mais importante e interessante na visdao do aluno.

Tendo isso em vista, esse trabalho pretende abordar exatamente essa caréncia observada
no ensino, principalmente da matemadtica. Vamos buscar uma metodologia apresentada no ensino

superior, e que apresenta conceitos basicos do ensino médio, como forma de despertar no discente
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o seu olhar de curiosidade e atencdo frente a um problema real. Mais especificamente, vamos
abordar conceitos muito utilizados na Estatistica, envolvendo modelagem e previsdo de valores a

partir de dados ja existentes.

O objetivo € deixar em evidéncia que com a modelagem de dados, ocorre a possibilidade
de inserir no ensino da matematica elementos do cotidiano do aluno, levando-os a vivenciarem
seu proprio processo de ensino e aprendizagem, desenvolvendo assim a criatividade e autonomia

para elaborar estratégias, alcangando assim a solu¢do de um problema.

O método escolhido para essa atividade foi métodos dos minimos quadrados, que trata-se
de uma importante ferramenta utilizada por matematicos e estatisticos para modelagem de casos
em diversas areas, tais como saude, economia e educagdo. Ao sugerimos a aplicacdo dessa
pesquisa, buscamos criar oportunidades, através da troca de ideias, na qual docentes e discentes
tenham a oportunidade de interagir e opinar sobre os rumos da atividade que serd realizada,
exemplificando situagdes, de forma a apresentar a modelagem em toda sua riqueza, para que cada
professor possa vir a praticd-la a partir de seus objetivos didaticos e mediante suas percepcoes

educacionais.

Utilizaremos, durante a atividade com os alunos, uma outra ferramenta extremamente uti-
lizada em diversos campos: o Microsoft Excel. Esse serd o instrumento pelo qual conseguiremos
repassar o conteido de modelagem, visto que os valores obtidos para os modelos, a constru¢dao
de gréficos e conclusdes finais serdo obtidas com o seu auxilio. Existem outros softwares que
também desempenham esse papel, tais como R, SPSS e SAS, porém sdo softwares um pouco
mais robustos e que podem causar receio € medo nos estudantes em um primeiro momento. Fato
que nao acontecerd com o Microsoft Excel, visto sua usabilidade frequente em atividades de

laboratodrio € em outros momentos.

1.1 DIVISAO DO TRABALHO

A pesquisa de dissertacdo estd dividida em mais trés capitulos (além deste): o capitulo
2 apresenta a histéria da modelagem matematica, bem como as etapas dessa modelagem e sua
importancia no contexto educacional; o capitulo 3 enfatiza os conceitos envolvendo o método
dos minimos quadrados, apresentando o ajuste linear, quadrético e exponencial; e o capitulo
4 apresenta tré€s aplicagcOes, para cada um dos ajustes propostos, de forma que os alunos do
primeiro ano do ensino médio possam desenvolver, em sala de aula (laboratério de informatica),

os mesmos resultados apresentados neste capitulo em questao.
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2 A MODELAGEM MATEMATICA NA EDUCACAO

Neste capitulo, apresentaremos uma breve histéria da modelagem matematica por meio
da literatura especializada, assim como suas etapas, de acordo com Carlos Bassanezi, e sua

importancia para a educagdo bésica no Brasil.

2.1 HISTORIA DA MODELAGEM MATEMATICA

O processo de modelagem matematica € efetuado desde o inicio da prépria matematica.
Para Biembengut e Hein (2003), por exemplo, a modelagem € tdo antiga quanto a prépria
matemadtica, surgindo de aplicacdes na rotina didria dos povos antigos. Biembengut (2009) refere
que o debate sobre modelagem matematica ocorre, sobretudo, na década de 1960, por meio
do movimento chamado utilitarista, no qual era definido como aplicacio prética dos saberes

matematicos para a sociedade.

No Brasil o movimento educacional sobre a modelagem matematica sofreu influéncia
com a colaboracao dos professores, que estudaram/estudam sobre a Educacdo Matematica.
Sendo estes, referéncias que impulsionaram a consolidacdo da drea no aspecto da educacao,
tais como: Ubiratan D’ Ambrosio e Rodney C. Bassanezi. Estes pesquisadores iniciaram um
movimento no Brasil nos anos de 1970 e inicio dos anos 1980. Por meio desses percursos e
estudos que os debates e didlogos sobre como se faz um modelo matemético e como se ensina
matematica fizeram emergir a linha de pesquisa de modelagem matemaética no ensino brasileiro
(QUARTIERI; KNIJNIK, 2012).

Ao encontro da proposi¢ao, comumente se apresenta o breve percurso da modelagem
matemadtica em trés episodios a qual estes saberes sdo utilizados para resolver uma situagao
problema do cotidiano (BIEMBENGUT; HEIN, 2003). O primeiro episédio € de Arquimedes e
a Coroa do Rei Hieron. Entre as pesquisas publicadas por Arquimedes, existe o tratado sobre
os corpos flutuantes, no qual é descoberto o atualmente conhecido Teorema ou Principio de
Arquimedes. Nesse trabalho, ele afirma que fodo corpo mergulhado em um fluido recebe um

empuxo, de baixo para cima, igual ao peso do volume do fluido deslocado.

O segundo é o modelo planetédrio de Claudio Ptolomeu, entre suas defini¢des se pode
observar o conceito de modelo matematico, ao qual € uma representacdo aproximada e seletiva
de uma dada situacdo. O terceiro episodio, por sua vez, ficou conhecido como Euler e as Pontes
de Konigsberg. Os habitantes de Konigsberg na Prissia (hoje Russia) passeavam atravessando as
sete pontes que ligavam o Rio Pregel a cidade e, nesse percurso de caminhadas, perguntavam-se
como seria possivel, partindo-se de qualquer uma das regides, margens ou ilhas, atravessar as
sete pontes do Rio Pregel, sem passar duas vezes na mesma ponte, retornando ao ponto de

partida. Esse questionamento tratado como lenda ou ainda como ‘“‘charada matematica”, ficou
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conhecido como o Problema das Pontes de Konigsberg e coube ao grande matematico Leonhard

Euler resolvé-lo.

Nessa premissa, Predosa, Mafra e Siqueira (2015) apontam que a modelagem matemadtica
tem estado presente desde os tempos mais primitivos, surgindo da necessidade dos seres humanos
em resolver situacdes ou problemas do cotidiano e nas aplicagcdes das rotinas dos povos antigos
quando surgiu a matematica. Para a compreensao de forma mais ativa e pertinente da érea, se
torna essencial a compreensdo dos saberes matematicos e de seus modelos, ndo somente no
presente, mas dos pesquisadores de séculos atrds, pois a matemdtica estd conectada com as
invencoes e as criagdes da sociedade, ja que a imaginagdo e a criatividade estdo desde sempre
presentes no ser humano que, geralmente, baseia-se na razao para compreender, expressar e

solucionar uma situacdo - problema pautando-se em representacdes € modelos matemaéticos.

Atualmente, a modelagem caracteriza-se como um ramo proprio da matemdtica (BAS-
SANEZI, 1994), que objetiva aproximar situacdes presente na vida da sociedade em linguagem
matemadtica, para que, por meio desta, alcance melhores interpretacdes, inflexdes e ou ainda,
mudar determinadas vias de acontecimentos, nas mais variadas dreas do conhecimento. Mas para
Brumano (2014), o estudo da modelagem matemadtica como estratégia de ensino e aprendizagem
€ mais recente, sendo tendéncia na educacao matematica da década de 1980, esta concepcao vem
ganhando seu “espaco” na educacao matemadtica por meio de pesquisas em teses e dissertacdes
que a discutem nos curriculos escolares . Sua inser¢cdo na Educacdo Matemaética vem colabo-
rando por meio de discussdes para repensar o ensino purista em um ensino direcionando a sua

aplicacao.

Nesse sentido, pode-se dizer que modelagem matematica envolve a obtengcdo de um
modelo que planeja descrever matematicamente fendmenos da realidade da educacdo bésica
e tentar compreendé-lo e estuda-lo, possibilitando suas reflexdes para o processo de ensino e
aprendizagem da matemadtica, como menciona Burak (2016). Essa €nfase possibilitam envolvi-
mentos em fendmenos e problemas que a principio as solugdes se tornavam dificeis no processo

educacional brasileiro.

2.2 MODELAGEM MATEMATICA NO BRASIL

O processo de desenvolvimento da modelagem matematica se tornou um instrumento
para o uso das ciéncias, relacionando a matematica, assim como em outras areas do conhecimento
humano. Consubstanciando esse percurso, Rodney Carlos Bassanezi se tornou um dos precur-
sores de ampliacao e divulgagdo sobre a modelagem matemadtica em pesquisas em congressos
nacionais e internacionais, além de divulgar seus trabalhos em cursos de pds-graduacgdo, artigos
em revistas e anais de congressos. Carlos Bassanezi ministrou cursos de formagcao continuada,

além de ministrar aulas em programas de pds-graduacio sobre modelagem matematica em
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diversas institui¢des brasileiras, foram identificados 23 cursos de pds-graduacgdo lato sensu e

mais de 50 de formacdo continuada de acordo como aponta Biembengut (2009).

Como exemplificacdo da constitui¢do do campo da modelagem matemadtica, em 1982 ¢
organizado um curso de poés-graduacdo na Universidade Estadual de Guarapuava, no Parana, o
qual Bassanezi € o coordenador. O professor propde uma modificagdo no programa do curso,
o qual por meio do primeiro contato com empresas a serem visitadas, estes deveriam levantar
questdes da realidade e problemas de interesse para serem investigados, relacionados a modela-
gem matemadtica em instituicdes de educagdo superior. Pode-se mencionar que o histérico da
modelagem matemadtica se deu como um processo que traduz ou que organiza situacdes problema
provenientes do cotidiano que envolvem a matemadtica, ou de outras dreas do conhecimento,
como afirma Chaves (2014).

2.3 ETAPAS DA MODELAGEM MATEMATICA

Nos questionamentos anteriores, foram dialogados algumas defini¢des por meio dos
aportes tedricos sobre a modelagem matematica. Neste momento, serd ressaltado o processo
de modelagem segundo Bassanezi (2010), no qual € especificada uma sequéncia de etapas e

propostas sobre o modelo matemadtico para a possivel solu¢cao de um dado problema.

Desse modo, para tal finalidade, faz necessario passar por algumas etapas importantes da
modelagem matemadtica e estatistica, cuja esquematizacao é dada pela Figura 1 e cujos passos

sdo explicados em seguida.

e A primeira etapa é a experimentacio. Nessa fase, as informacdes relativas ao experimento
serdo compiladas, ou seja, o conhecimento e a experiéncia do modelador sao fundamentais
para direcionar as etapas posteriores. A aplicacdo de técnicas e métodos estatisticos

favorece a confiabilidade dos dados obtidos na experimentagado;

e A segunda etapa é a abstracdo, cuja finalidade é obter modelos matematicos para a
situacdo ou problema abordado no experimento. Portanto, a selecdo de varidveis e as
relacdes entre elas descrevem a evolucdo do sistema. A problematizagdo por meio dos
aportes tedricos sobre a modelagem matemadtica, neste momento seré resultado de forma
compreensivel e operacional, portanto, o problema € constituido através de uma pergunta
cientifica quando especifica a relacdo entres as varidveis ou acontecimentos envolvidos
no fendmeno. A formulagdo de hipdteses direciona a investigagdo, referindo a inter-
relacdo entre as varidveis analisadas nos experimentos, porém formulada de maneira
universal para generalizar os resultados. As hipéteses poderdo ser trabalhadas através
de observacao dos fatos, comparando com outros estudos, deducdo légica, experi€ncia

pessoal, etc. A simplificacdo consiste exatamente em restringir € isolar o campo de estudo
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Figura 1 - Etapas de modelagem segundo Bassanezi (2010).
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Fonte: Retirado de Bassanezi (2010).

apropriadamente de tal modo que o problema seja tratavel e, a0 mesmo tempo, mantenha

a sua importancia;

e A terceira etapa € a resolucdo, que consiste na manipulacdo do modelo matemético que
estd sempre vinculado com o grau de complexidade contido na formulagdo. Muitas vezes
sO serd possivel viabilizar através de recursos computacionais, operando com resultados
aproximados. A resolu¢do € uma atividade da Matemadtica que pode ser completamente

desvinculada da realidade modelada;

e A quarta etapa € a validacdo, € a etapa que verifica a aceita¢do ou rejeicdo do modelo pro-
posto. Os modelos e as hipéteses serdo testados com os dados experimentais, confrontando
as solugdes e previsdes com os dados obtidos no sistema real. O grau de aproximacao
definido na previsao serd fundamental para sua validacdo. O problema de aceitagdo ou
nao de um modelo depende dos fatores que o modelador condiciona com seus objetivos e

recursos disponiveis;

e A quinta etapa € a modificacdo, ou seja, a ultima etapa no processo de modelar em que os
modelos podem ser melhorados, se necessario, e sua reformulagado se torna fundamental
no processo. Vale ressaltar que nenhum modelo deve ser considerado definitivo, e que um

bom modelo € aquele que propicia a formulagdo de novos modelos.
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As etapas descritas por Bassanezi (2010), tornam-se essenciais a medida que este trabalho
se utiliza dele como suporte para consubstanciar nossos estudos sobre o0 método dos mininos

quadrados o qual serd enfatizado (posteriormente) e aprofundar teoricamente esse estudo.

2.4 MODELAGEM MATEMATICA NO CONTEXTO DA EDU-
CACAO BASICA

Richit (2005) defende que a metodologia da modelagem matematica € uma alternativa
para o ensino e a aprendizagem da Matematica, na qual pode proporcionar aos alunos oportuni-
dades de estudar situacdes problemas de sua realidade de forma sistematizada, aplicada e efetiva,
proporcionando interesse e desenvolvendo um conhecimento mais critico e reflexivo acerca dos

conteudos da Matematica escolar.

A metodologia chamada de modelagem matemadtica potencializa a intervengdo das
pessoas nos debates e nas tomadas de decisdes sociais que envolvem aplicacdes da matemaética,
que contribui para aumentar as possibilidades de constru¢do e consolidacao de sociedades
democréticas (BARBOSA, 2004). Portanto, torna-se fundamental a importincia da criagdo de
novos ambientes para o processo de aprendizagem, o qual o docente da educagdo bésica oriente
as atividades, propondo aos alunos a liberdade para desenvolver, criar, elaborar, modelar, as

ideias sobre os saberes matematicos e ndo mero receptor de informacao.

A modelagem matemadtica, portanto, ¢ um ramo da matematica que pode ser facilitadora
da aprendizagem significativa da disciplina de matemaética na educacio bdésica, pois as atividades
de ensino que sdo realizadas por modelagem permitem emergir e ressignificar conceitos ma-
temdticos que proporcionam interacdes favordveis a aprendizagem. Nessa linha, apresentar os
conceitos e desenvolver as técnicas para ensinar um contetido matemdtico é importante, mas ndo
suficiente quando se deseja um aprendizado significativo (BASSANEZI, 2010). Na proposta
metodoldgica da modelagem matematica como estratégia de ensino e aprendizagem, € necessario
dar significados aos elementos que compde os conteidos matemadticos, tornando-o mais préximo

da realidade dos estudantes.

Incluindo no debate a visdao de Biembengut e Hein (2005), os objetivos centrais da
modelacdo matemadtica na educacdo basica se referem aos reflexos na sala de aula, nos quais
podem corroborar na apreensao dos conceitos matematicos desenvolvendo a habilidade para re-
solver problemas e estimular a criatividade. Assim, a modelagem como uma estratégia de ensino
e aprendizagem permite aos professores tornar suas aulas mais significativas, transformando
problemas da realidade em expressdoes matemadticas, motivando os alunos a buscarem respostas
por meio de uma linguagem matematica e conduzindo-os a interpretar os dados obtidos, esses

elementos se aprontam com uma habilidade que se denomina arte de modelar (MATTEI, 2012).

A intuicdo facilita o entendimento acerca dos conceitos matematicos, porém, ela nao pode
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ser usada como instrumento tnica do processo de constru¢do do conhecimento na escola bésica,
pois a matematica ndo se resume a intui¢do, necessita ainda de outros conceitos que a torna
exata, justificar, comprovar e demonstrar proposi¢cdes sao necessarios, principalmente quando o
enfoque € o ensino da matematica, pois além de trabalhar com o estudante sua capacidade de
imaginacdo e intuicdes fundamentadas € necessario que os mesmos desenvolvam habilidades

para a formalizacio dos conteudos.

Nesse aspecto conceitual, a metodologia para a iniciacdo da constru¢do de um novo
conhecimento exige um acimulo de conhecimentos, denominada por Coll et al. (2000) de
conhecimentos prévios. O autor define esses conhecimentos como todos aqueles (corretos ou
incorretos), no qual cada individuo possui e adquiriu ao longo de sua vida, seja na intera¢gdo com
o mundo que o cerca seja na escola. Esse conjunto de conhecimentos serve, portanto, para que o
sujeito conheca o mundo e os fendmenos que observa ao mesmo tempo em que ajudam a prever

e controlar os fatos e acontecimentos futuros.

Mediante os argumentos dialogados, pode-se alegar que também existam pesquisadores,
que nomeiam alguns obstdculos e entraves que, em muitos casos, impossibilitam a inser¢ao
da modelagem matematica no ensino, tais como: programa curricular que deve ser cumprido,
nao havendo tempo para trabalhar modelagem; professores conteudistas, que evitam inovar
sua pratica de ensino, para que tenham menos trabalho; negacdo dos alunos ao contetido, por
estarem acostumados com o ensino tecnicista, de forma a pensarem que o conteudo torna-se
mais complexo. No entanto, caso o professor encontre dificuldades em utilizar a metodologia, é
substancial que o docente esteja bem preparado, tendo um papel crucial neste processo, cabe-lhe
a responsabilidade de planejamento levando em consideragdo todos estes impasses apresentados.
Assim, a formacao de professores de matematica seja inicial ou continuada se torna precipuo

para o desenvolvimento da metodologia na educacao basica (GOULART, 2016).

2.5 AS VANTAGENS DA MODELAGEM MATEMATICA

Nas ultimas décadas, o ensino da matemadtica vem sendo dialogado pela literatura especi-
alizada em virtude de questdes relacionadas ao desempenho académico dos alunos. Acredita-se
que a forma como esta disciplina tem sido estruturada nas esferas institucionais pode ser um fator
decisivo para o desinteresse dos alunos, bem como a dificuldade em compreender os contetidos

matematicos escolares.

Contudo, cabe lembrar que a educa¢do matematica objetiva formar um “novo” cidadao
que tenha capacidade de pensar criticamente e possa intervir na sociedade, desenvolvendo
suas proprias potencialidades enquanto agente social. Deste modo, o professor de Matematica
deve propiciar aos alunos em suas aulas ndo somente um contetdo especifico da matematica,

mas relacionar estes com outras dreas do conhecimento, para alcancar esse efeito, deve langar
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metodologias adequadas que visem explorar o real significado e conceitos e suas aplicagdes. Os
professores devem ensinar matemadtica de forma que o conhecimento seja visto pelos alunos
CcOmo interessante e prazeroso para que os mesmos sintam-se estimulados e percebam a utilizagdao

dos conteudos ensinados.

Conforme aponta Pontes e Burak (), a pratica educativa da modelagem matematica, se
torna dentre outras metodologias, como uma alternativa na educacdo matemadtica, pois auxilia no
processo de constru¢do de modelos e habilidades tendo a necessidade da preparacdo de estudantes
para a compreensao da realidade social e natural em que vivem, para posteriormente se tornarem
agentes ativos na sociedade. Neste sentido, a modelagem matematica pode ser percebida como
um instrumento pedagdgico na educagdo matemdtica que visa dentre outros objetivos centrais na
area, potencializar resultados satisfatérios no processo de ensino e aprendizagem, trazendo para
o contexto escolar situagdes reais, proporcionando de forma qualificada, modelos matemaéticos
que permitam a compreensao e resolu¢do de um problema posto, sempre relacionando a esfera
social com o contexto matemdtico, construidos conjuntamente € nao simplesmente transmitindo

conhecimentos desvinculados do contexto real dos alunos.

A modelagem também pode possibilitar a formagdo de um professor critico, reflexivo,
criativo, motivador e quando isso acontece, causa um intermedidrio entre o saber comum, e
o saber matematico, ou seja, entre o conhecimento que os alunos adquirem ao longo da vida
em sociedade com os saberes formalizados construidos na escola (CARLOS, 2006), neste
enfoque, o aluno torna-se um agente construtivo do seu proprio saber, proporcionando momentos
de investigac@o no processo da matemadtica, contribuindo na formagdo de professores para a
abordagem na sala de aula, assim como nas competéncias necessdrias. Consubstanciando essa
interlocugdo, os alunos também devem ter a oportunidade de interagir com o ambiente ao qual
estdo inseridos, abstraindo e construindo modelos matematicos que fornecam suporte 4s suas

hipéteses e observacdes da sala de aula.

Além das etapas sobre o processo da modelagem na educacao matematica, esta deve
estar unido as informagdes adicionais consideradas importantes para consubstanciar o processo
de aprendizagem no ambito escolar que facilitem a interpretacdo do problema, tais como,
figuras, graficos, esquemas e fluxogramas, desta maneira o docente estara facilitando ao aluno o
entendimento do problema proposto e a partir dai, poderdo utilizar seus conhecimentos prévios

matematicos para soluciond-lo.

Em um contexto de modelagem matematica na perspectiva de Bassanezi (2011) se torna
basilar a capacidade de reconhecer e interpretar um problema concreto do meio social, com
algum grau de dificuldade, em um modelo com linguagem matemaética, em seguida analisa-lo
e posteriormente utilizar os conhecimentos matematicos antes estudados para que possa ser
solucionado. A Figura 2 ilustra como se d4 o procedimento de modelagem matemética, no
qual interpretamos um problema concreto do meio social e transformamos em um problema

matemadtico que permite interpretd-lo mais facilmente.
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Figura 2 — Processo Simplificado da Modelagem Matematica
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Fonte: Retirado de Bassanezi (2011).

Como exposto pela figura, um dos aspectos da modelagem matematica em sala de aula é
o fato dos alunos terem a oportunidade de estudar situagdes problemas por meio da interpretacao,
contudo o processo ndo fica somente restrito na drea da educagdo matemadtica, mas pode ser
ampliada para as demais 4reas do conhecimento. Esse investimento nas demais dreas, permite que
os alunos desenvolvam capacidades como, habilidade investigativa, identificacdo, compreensao
e interpretacdo de problemas reais, formulagdo de hipéteses, desenvolvimento de estratégias de
resolucao de problemas, experimentacdo e validacdo de suas hip6teses. Dessa forma, os alunos

terdo uma aprendizagem mais significativa, consciente e autbnoma.

Conforme Silva et al. (2016) esclarece, existem alguns beneficios ao ser trabalhado
com modelagem matematica na educacdo bésica, tais como: desenvolvimento do raciocinio,
l6gico e dedutivo; compreensao do papel sociocultural da matemaética, tornando-a assim, mais
importante diante da visdo do aluno; motivacao dos alunos e do préprio professor, preparacdo para
futuras profissdes nas mais diversas dreas do conhecimento, devido a interatividade do contetido
matematico com outras disciplinas; facilitagdo da aprendizagem, o contetido matematico passa a
ter significacdo, deixa de ser abstrato e passa a ser concreto; desenvolvimento do aluno como
cidadao critico e transformador de sua realidade. Nesse contexto, o esquema da modelagem é

referendada na Figura 3.

Entende-se de acordo com a imagem, que para se utilizar a modelagem matemaética como
estratégia de ensino-aprendizagem, € oportuno estabelecer um paralelo entre o ensino tecnicista
e o ensino por meio dessa metodologia, e comparar aspectos relacionados a criatividade, ao
interesse, motivacdo e entusiasmo demonstrado pelos alunos em sala de aula, € necessério ainda
perceber os resultados das avaliacdes da aprendizagem dos contetdos, levando o professor a

refletir sobre a sua metodologia de ensino da matematica.

O aluno terd ainda a oportunidade de construir modelos, de forma criativa, modificando
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Figura 3 — Esquema do Processo de Modelagem Matematica
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Fonte: Retirado de Bassanezi (2010).

sua realidade, com a possibilidade de fazé-lo de forma critica. Para isso, o professor deve
utilizar esta prética de ensino procurando manter um clima de certa liberdade descontragdo,
estimulando a participacgdo e a criatividade individual, de forma que seja vista pelos alunos como
algo prazeroso. Nesse aspecto, quando proporcionados momentos em sala com a modelagem,

pode-se obter resultados satisfatérios em relagdo ao aprendizado de Matematica.

Nesse percurso, entende-se como Richit (2005), que o ambiente de aprendizagem de
modelagem, baseado na indagac¢ao e investigaco, se diferencia da forma que o ensino tradicional
(visivelmente hegemonico nas escolas), j4 que o mesmo busca estabelecer relacdes com outras
areas e o dia-dia, este ultimo procura trazer situacdes que podem ser diretamente abordadas por

ideias e sugeridos pela exposicdo anterior do professor.

Com isso, o ensino da matemdtica deve assumir um compromisso com o educando e ao
mesmo tempo com a sociedade, ja que aa educacao basica a modelagem matematica quando
desenvolvida pode favorecer a constru¢do do conhecimento matematico sendo um potencializador
para uma aprendizagem significativa (SILVEIRA; CALDEIRA, 2012) uma vez que a partir de um
fato real, possa se criar, por meio da coleta, organizacdo dos dados e andlise, uma expressao em
linguagem matematica que possa servir de parametro para descri¢cdo e compreensdo da realidade
pelo modelo criado. Nessa proporsi¢ao, uma atividade de modelagem faz-se importante, pois
tem como objeto, além do aprendizado de contetidos matematicos, colaborar com a formagao de

pessoas capazes de evidenciar o papel da matemdtica e intervir na sociedade em que vivem.
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2.6 A IMPORTANCIA DA MODELAGEM MATEMATICA

A modelagem matemadtica no curriculo da educagdo bésica € mais do que uma alternativa
de ensino, pode ser considerada uma forma de envolver os alunos com situacdes que vao além
da sala de aula, dinamizando a compreensao da matematica contribuindo para a formagdo do
habito de investigacdo. No que tange ao ensino médio, em que sua principal caracteristica € de
completar a educacdo bdsica ao invés de preparar para o ensino superior, hd maior facilidade na
formacdo desse habito de investigacao, base para a modelagem matematica, pois os estudantes
que as ingressam ja trazem consigo uma bagagem adquirida nas etapas anteriores e esses
conhecimentos devem ser ampliados, sendo capazes de elaborar propostas, permitindo sua

utilizacdo em situacdes sociais e politicas.

O essencial ainda, seria que a modelagem matematica fosse implementada nos primeiros
anos de escolarizacdo dos alunos, agucando o espirito da pesquisa como alega Silva, 2017,
mas levando em consideragdo que as potencialidades do uso da modelagem ndo se limitam a
desenvolver competéncias puramente matemadticas, mas favorecendo a riqueza da reflexdo pelos

alunos sobre diversas temdticas e temas que podem serem abordados, até a conclusdo do modelo.

2.7 A FERRAMENTA ESCOLHIDA

Apresentado todos os conceitos e ideias presentes na literatura, partimos agora para a
apresentacdo do método escolhido nesse estudo. Vamos destinar o préximo capitulo a explanagdo
dos principais conceitos envolvendo o método dos minimos quadrados, incluindo derivadas

parcias € mdximos e minimos de fung¢des.

Vale ressaltar que esses conceitos servirdo como base para o entendimento e aplicagdo
dos trés bancos de dados apresentados no capitulo 4, aquele destinado a atividade em sala de

aula com os alunos do ensino médio.
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3 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

3.1 OS MODELOS DE REGRESSAO

No ambito cientifico, e até mesmo em situa¢des do cotidiano, temos interesse de investi-
gar se duas ou mais varidveis estdo inerentemente relacionadas. Um engenheiro, por exemplo,
pode estar interessado em saber se a temperatura de um material apresenta alguma relacdo com
sua resisténcia; por sua vez, um médico pode precisar saber se o tempo de vida de um paciente é
diretamente influenciado pelo seu tipo de alimentag¢do; ou um comerciante, que deseja saber se

em dias de chuva suas vendas sdo afetadas ou nao.

Em todos esses cendrios, podemos aplicar uma das técnicas mais comuns e importantes
em andlise de dados: a Analise de regressao. Ela estabelece um modelo que possa descrever a
relacdo entre as varidveis de estudo. Nesse modelo, temos a varidvel aleatéria Y, chamada de
varidvel resposta, e a varidvel observavel X, chamada de varidvel explicativa, explanatéria ou
covaridvel — para mais detalhes, veja Morettin e Bussab (2017). Os modelos de regressao, por-
tanto, podem apresentar diversos comportamentos, podendo ser linear, quadratico, exponencial,

polinomial, dentre outros.

Neste trabalho, vamos focar no estudo dos modelos de regressao do tipo linear, quadrético
e exponencial, apresentando o mais conhecido método de estimagdo de parametros desconhecidos

em modelos de regressdo, o Método dos Minimos Quadrados (MMQ).

Esse método teve suas origens em 1809, com Carl Friedrich Gauss, quando demonstrou
que a melhor forma de estimar ou determinar um parametro desconhecido de uma equacgao é
minimizando a soma dos quadrados dos residuos (ideia central do método). Posteriormente, em
1810, Pierre-Simon Laplace apresenta uma generalizacdo para problemas com vdarios parametros
desconhecidos. Atualmente, o método dos minimos quadrados apresenta diversas extensoes, tais

como Minimos Quadrados Ponderados e Minimos Quadrados Generalizados.

Nos tépicos a seguir, vamos apresentar como funciona o0 MMQ para o caso linear,
quadrético e exponencial. Entretanto, antes dessa explanacao, € preciso apresentar conceitos
derivadas de fun¢des de uma varidvel, derivadas de fun¢des de duas varidveis, bem como
conceitos de maximos e minimos de fun¢des. Tais conceitos a serem explanados, bem como
exemplos, foram retirados de Guidorizzi (1987), Stewart (2008) e Ribeiro (2019a).

3.2 DERIVADAS DE FUNCOES DE UMA VARIAVEL

Suponha que seja de interesse de um pesquisador, por exemplo, determinar a taxa de

crescimento de uma certa populacio ou estudar a taxa de crescimento econdmico do seu pais
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ou, até mesmo, avaliar a taxa de variacdo de temperaturas e de velocidade de corpos ou objetos,

conforme apresenta Ribeiro (2019a).

Para todos esses interesses, € necessdrio avaliar uma fun¢do que estd variando em um
determinado momento e, para isso, utilizamos umas das ferramentas mais importantes do célculo:

a derivada.

O conceito de derivada esté relacionado tanto a ideia de taxa de variagdo instantinea,
como a variag¢ao de y em relacdo a x neste ponto, como com a ideia de reta tangente ao ponto
(x0, f(x0)) de uma dada fung@o de interesse, considerando que a derivada de uma fungo y = f(x)

em um ponto x = xq € o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fun¢do no ponto xy.

Para um melhor entendimento, considere a Figura 4 a seguir.

Figura 4 - Ilustracdo grafica do conceito de derivada.

AY=rXx)

f(x1)

f (xo)

=V

Xo X

Fonte: Retirado de Ribeiro (2019a).

Desse modo, se f € uma fun¢cdo uma fun¢ao definida em um intervalo aberto / contendo

X0, ou seja, f : I — R, entdo dizemos que a fungdo f(x) é derivavel no ponto xy € I, denotada

por f'(xp), se existir o seguinte limite:

f/(X()) = lim f(xo +AX) —f(.XO) — lim

X—X( Ax X—rX0 X — X0
sendo Ax uma pequena varia¢io em X, proximo de xo.

Assim, o conceito de taxa de variagdo instatanea vem do fato de que a derivada de uma
funcdo f em um ponto xy fornece taxa de variacdo instantanea de f em xy. Ou seja, suponha
uma fungdo f(x), de tal modo que se x variar de um valor xg até um valor x|, representaremos

esta variacao de x, que também é chamada de incremento de x ou mesmo por Ax = x| — xp.
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Entdo, a variacdo de f(x), nesse caso, serd dada por Ay = f(x;) — f(xo), conforme

ilustrado na Figura 4.

Com isso, o quociente

Ay _ f(x1) = f(x0)

Ax X1 — X0
¢ chamado de taxa de variagdo média de y em relag@o a x, no intervalo [xg,x;]. Considerando
o limite dessa taxa de variacdo, dado pela expressdo (3.1), temos a chamada taxa de variagao

instantanea de y em relagdo a x.

Em linhas gerais, portanto, a derivada € o coeficiente da reta tangente. Considerando um
plano cartesiano, por exemplo, as retas sdo otimas para exemplificar isso, conforme apresentamos
na Figura 4, pois € claramente posivel entender a informacdo do quanto varia o valor de y

conforme varia o valor de x.

Em um exemplo extremamente didatico, Strogatz (2017) descreve que no momento que
um jogador salta no ar para comemorar um gol, por exemplo, existe um pequeno instante de
tempo em que a derivada dessa funcao que descreve esse movimento € igual a zero, isto €, um
pequeno instante de tempo em que o jogador nao estd nem subindo (derivada positiva) nem
descendo (derivada negativa). Nesse infinitésimo de segundo em que o jogador fica parado no ar,

a derivada € zero, simplesmente por ndo existir variacao alguma.

Assim, nas proximidades de um ponto x qualquer a funcdo, por mais complexa que seja
ou nio, comporta-se como uma reta. Por isso, essa fun¢io pode ser aproximada pela funcao

derivada aqui apresentada, ou seja, por uma simples reta tangente a funcao.

Um ultimo ponto que Ribeiro (2019a) destaca sobre a interpretacdo da derivada, € que
se existir uma reta tangente ao ponto de um gréfico de funcdo e este apresenta comportamento
pontiagudo, a funcdo ndo € derivavel. Logo, o grafico de uma fun¢ado diferencidvel é sempre uma

curva suave, sem nenhum pico “pontudo”.

Para ilustrar essa ideia, Ribeiro (2019a) apresenta a Figura 5, a seguir, na qual € um tipo
de fun¢do ndo diferencidvel em xp, ou seja, neste ponto ndo existe a sua derivada, pois nele é
possivel tracar vdrias retas tangentes, o que escapa da ideia de derivada na qual temos somente

uma.

Para o calculo da derivada de fun¢des ndo usamos o conceito de limite, visto que é
em alguns casos sua definicao nao € simples. Como solucao, existem as chamadas regras de
derivagdo, que decorrem da definicdo de derivada, e podem ser encontradas em Stewart (2008),

por exemplo.

A seguir, vamos apresentar alguns exemplos de derivadas visando a exploracao de suas

propriedades. Para mais detalhes, consulte Ribeiro (2019a).

Exemplo 3.2.1 (Derivada de fungdo constante). Dada a funcdo f(x) = a, com a sendo uma
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Figura 5 - Ilustracdo gréfica de uma fungo néo derivavel.

A [

f(xo)
>
Xo X
Fonte: Retirado de Ribeiro (2019a).
constante, entdo
f'(x)=0.
Exemplo 3.2.2 (Derivada da soma). Dada a fungdo f(x) = x+ 1, entdo
fl(x)=1.
Exemplo 3.2.3 (Regra do produto). Dada a funcéo f(x) = x* senx, entdo
f'(x) = 2x senx + x* cos x.
Exemplo 3.2.4 (Regra da cadeia). Dada a fungdo f(x) = (2x+7)3, entdo
fl(xo) = 3(2x+7)%-2 (3.2)
= 6(2x+7)°. (3.3)

Para derivadas de ordem superior, temos a aplicacdo do conceito de derivadas sucessivas
vezes. A derivada de ordem dois de uma fungéo f(x), por exemplo, denotada por f”(x), tem
sua particularidade e apresentada no topico a seguir juntamente com conceito de maximos e

minimos de funcodes.

3.3 MAXIMOS E MINIMOS RELATIVOS E ABSOLUTOS DE
FUNCOES

Dizemos que uma funcio real f, definida em um dominio X, tem um ponto de maximo

global absoluto em x* se

) = fx),



Capitulo 3. Método dos Minimos quadrados 27

para todo x em X.

De forma semelhante, dizemos que a fung¢do tem um ponto minimo global em x* se
) < f(x),

para todo x em X.

Ao encontrar o valor da fun¢do em seu ponto mdximo, o chamamos de valor maximo da
fungdo. Logo, para o valor da fun¢do no seu ponto minimo, o chamamos de valor minimo da

funcdo. Uma forma de obter esses pontos € contruir o grafico da respectiva funcao e indetificd-los.

Entretanto, essa tarefa se torna complicada para algumas fung¢des, cujo comportamento
impede seu desenho. Como solugdo para esse problema, utilizam-se as derivadas de segunda

ordem.

Para entender essa ideia, considere uma fungdo f(x) diferencidvel, pelo menos até a
segunda derivada, em um dado intervalo (a,b). Entdo, se tivermos f”(x) > 0 para todo x € (a,b),
a fungdo primeira derivada f’(x) é crescente em (a,b) e a sua concavidade é voltada para cima,

conforme mostra a Figura 6 a seguir.

Figura 6 - Ilustracdo grafica para o conceito de segunda derivada positiva.

Af(x)

—
a b X

Fonte: Retirado de Ribeiro (2019a).

Exemplo 3.3.1 (Segunda derivada positiva). Dada a fungdo f(x) = x>+ 1, entdo

) =2.
Assim, f"(x) > 0, logo a fungdo tem concavidade para cima.

7

Por outro lado, se f”(x) < 0 para todo x € (a,b), a fungdo primeira derivada f'(x) é

decrescente em (a,b) e a sua concavidade é voltada para baixo, conforme mostra a Figura 7.
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Figura 7 — Ilustragdo gréfica para o conceito de segunda derivada negativa.

A

G..‘ I —

X
Fonte: Retirado de Ribeiro (2019a).

Exemplo 3.3.2 (Segunda derivada negativa). Dada a fungdo f(x) = —x* -+ 2x, entdo

' (x) =-2.

Assim, " (x) <0, logo a fungdo tem concavidade para baixo.

Além dessa avaliagdo, existe outra ideia importante no estudo de fungdes e suas derivadas,
sdo os chamados pontos de inflexdo. Um ponto P(a, f(a)) do grifico da fungdo continua f(x) é

chamado de ponto de inflexdo, se a partir desse ponto o grifico da funcdo muda de concavidade.

Para entender melhor esse conceito, considere a Figura 8.

Figura 8 - Ilustracdo grafica para o conceito de ponto de inflexdo.

f(x)

P X

Fonte: Retirado de Ribeiro (2019a).



Capitulo 3. Método dos Minimos quadrados 29

Observe que os pontos de abscissa x1, X2, x3 € x4 s3o pontos de inflexdo, pois ao passar

por esses pontos, a fun¢cdo muda sua concavidade.

Utilizando-se, ainda, na mesma figura, temos mais informacdes que podemos obter, tais

como as listadas abaixo:

e Os pontos de abscissa x; e x3 sdo chamados de pontos extremos relativos de f, ou seja, sdo

pontos em que a funcdo nao é derivavel,;
e Os pontos de abscissa x| € x4 possuem derivadas f’(x1) e f'(x4), respectivamente;

e Nos pontos (x, f(x1)) e (x4, f(x4)) a reta tangente corta o grafico de f(x).

Além disso, note que na Figura 8 temos ainda uma outra informacao util, a ideia de

maximo e minimo global e local.

No intervalo (a,x;) hd um ponto de maximo global, ou seja, ndo ha nenhum outro ponto
que tenha valor aplicada na fun¢do maior que o deste ponto. Por sua vez, o ponto x3 € minimo
global, ou seja, ndo nenhum outro ponto que tenha valor aplicada na fun¢do menor que o deste
ponto. No intervalo (x,x2) hd um ponto de minimo, mas é local, pois estd restrito ao intervalo
definido.

3.4 DERIVADAS DE FUNCOES DE MAIS DE UMA VARIA-
VEL

Em alguns casos, uma fun¢do pode depender de mais do que uma varidvel, tais como
as fungdes f(x,y), f(x,v,z) ou f(x,y,z,w), por exemplo. Nesse caso, saimos do conceito bésico
de derivadas e entramos no conceito de derivada parcial. A seguir vamos explanar conceitos
presentes em Guidorizzi (1987), Stewart (2008) e Ribeiro (2019a).

Essas derivadas sdo, basicamente, a derivada de uma funcado f para uma determinada
varidvel, enquanto as outras se mantém fixadas. A notacdo de derivada parcial é dada pelo

simbolo d/dxf(x,y), sendo x a varidvel fixada sobre uma fungéo z = f(x,y).

Assim, considere f: A C R? — R uma funcio de duas varidveis com (xo,yo) € A. Se
fixarmos y = yy, passamos a ter uma fungdo de uma varidvel, ou seja, g(x) = f(x,yo). A derivada
dessa fung¢@o no ponto x = xp é a chamada derivada parcial de f em relagdo a x no ponto (xg, o)

e ¢ dado por

0 Ax) —
a—ir(xoayo)zgl(xo) = Aliglog<xo+ A))c 8(x0) (3.4)
~ lim f(xo+Ax,y0) — f(x0,¥0) (3.5)

Ax—0 Ax ’
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se o limite existe. Da mesma forma, podemos definir a derivada de y com relacdo a x.

Assim, temos que

a_f(x’y) — iy S AY) — f(xy)

ox Ax—0 Ax ’

¢ a derivada parcial de 1° ordem da fun¢@o f(x,y), em rela¢do a x, ou simplesmente, derivada
parcial de f(x,y) em relacdo a x. Da mesma forma, podemos definir a derivada de y com rela¢do

a Xx.

Uma representacdo grafica para derivadas parciais € dada pela Figura 9. Nesse sentido,
temos que a fungio f : A C R?> — R admite derivadas parciais em (xg,yo) € A, se para y = y,
f(x,y0) € uma fungdo de uma varidvel cujo grafico é uma curva C, resultante da intersecdo da

superficie z = f(x,y) com plano y = yy.

A inclinacdo (coeficiente angular) da reta tangente a curva C; no ponto (xo, o) € dada

por:

0
tga = a—i:(xo,yo)-

. .. df df
Podemos fazer o mesmo com relagdo a curva C,. As derivadas parciais = e ——

dx  dy

representam, portanto, as inclinacdes das retas tangentes a superficie S em P(a,b,c), com

¢ = f(a,b), com os cortes C; e C, dos planos y = b e x = a, respectivamente.

Figura 9 - Ilustracdo grafica do conceito de derivada parcial.

Fonte: Retirado de Ribeiro (2019a).

Alguns exemplos de derivadas parciais também comumente utilizadas em diversas dreas

sdo apresentados abaixo:
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Exemplo 3.4.1. Dada a fungdo f(x,y) = x% +y?, entdo

Iflxy) _
dx
9f(x,y)
Iy 2y.
Exemplo 3.4.2. Dada a funcdo f(x,y) = x>+ xy?, entdo
dx
WxY) _ 5y
dy

Exemplo 3.4.3. Dada a funcdo f(x,y) = 2xy* 4 xy, entdo
9f(x,y)

= 2?
ox y +y
d
L{G) R,
dy
Exemplo 3.4.4. Dada a funcdo f(x,y) = x>y —xy>, entdo
d
f(x,y) — 3x2y_y3
dx
d
f(-x7y) — x3—3y2x.
dy

Visto os conceitos sobre mdximos e minimos de fun¢des, aliados aos conceitos sobre
derivadas e derivadas parciais, passaremos agora a explanacdo dos modelos de regressao linear,

quadrético e exponencial, por meio do método dos minimos quadrados.

3.5 MODELO DE REGRESSAO LINEAR

Na estrutura de um modelo de regressao linear, hd uma forte indicacdo de que os pontos

referentes ao par (X,Y) repousam aleatoriamente dispersos em torno de uma linha reta.

Consequentemente, € provavel considerar que a média da varidvel Y esteja relacionada a

X pela seguinte relacao linear:

E[Y|x] = b+ ax, (3.6)
sendo b e a os coeficientes lineares e angulares, respectivamente, ¢ E[Y |x] o valor esperado da

variavel Y dado a variavel X.

Essa esperanca € uma suposicdo de que a regressao de Y em X € linear, pelo simples
fato de ndo existir nenhuma teoria subjacente para apoiar a relagdo de linearidade (CASELLA;
BERGER, 2002).
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Entretanto, trata-se de uma aproximacgao razodvel, uma vez que a relagdo linear € muito

conveniente para se trabalhar, conforme Ribeiro (2019b).
Dessa forma, devemos escrever, formalmente, a seguinte estrutura de relagao:

E[Y|x] = b+ ax

Ao ajustar um reta, € notavel que o valor de y (ao substituir x) ndo ’cai’ exatamente
na linha da reta estimada, logo o valor de Y € determinado pela fun¢do do valor médio (termo

deterministico) mais um termo de erro aleatorio (parte aleatéria), dado por:

Y=b+ax+¢g. 3.7

Suposicao do Modelo de Regressao Linear

Devemos fazer a suposi¢ao de que os erros seguem uma distribuicao normal com média

2

0 e variancia fixa 6, ou seja:

g~N(0,0?)
Consequentemente, temos
Yilxi = b+ax+eg
EYilxi] = E[b+ax+g]
= b+ax+E[g]
= b+ax+0
= b+ax.

Da mesma forma,
Yilxi = b+ax+g
VYilx] = Vb+ax+g]
= Vel

= Gz.

Logo, chegamos ao resultado de nosso interesse:

Yi|xi~N(b+ax,c?)

Estimacao dos parametros

Para encontrarmos a reta que miniminiza as distancias entre o valor real, Y;, e o valor
estimado, Y;, devemos minimizar o somatorio dos quadrados dos erros. Nessa derivacao, en-
contraremos 0s pontos que satisfazem tal objetivo e, consequentemente, serdo estas as nossas

estimativas para os parametros.
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Existem varios métodos para encontrar tais estimadores, porém iremos utilizar aqui o

método mais comum em modelos de regressiao, o Método dos Minimos Quadrados.

O objetivo, portanto, € minimizar o somatorio, tal que:

& = Y,'—(b+ax,-)

g = [Yi—(b+ax)]?
n n 2
Zsl-z = Z[ — (b+ax;)]”.
i=1 i=1

Assim, considerando
n
E=Y ¢,

i=1

temos que calcular as derivadas parciais com relagc@o a cada coeficiente, ou seja:

9E =y 2[¥;— (b+ax)](~1) =0 (3.8)
9E —¥1 2%~ (b+ax)] (—x;) = 0.
Assim, temos que:
b=Y-ax
- o W (3.9)
Z X nX

Para simplificar a escrita de a, usaremos:

_ Sy
Sxx

Q)

Estimados os valores, encontramos, entao a reta estimada:

o~ -~

:b+ax,-

<

Propriedade dos estimadores

A validade dos estimadores, ou seja, saber se eles sdo viciados ou ndo, bem como a
precisao (variabilidade) dos estimadores dos parametros, podem ser encontrados com mais
detalhes em Ribeiro (2019b) e em Draper e Smith (1998).

Em ambos, chega-se a conclusdo de que a média é dada por:

e a variancia é dada por
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Analise de variancia

Ao ajustar um modelo, precisamos avaliar seu comportamento para entio validd-lo como
adequado aos dados. A principal medida para quantificar o quao bom é um modelo estimado

para os dados € por meio da sua variancia.

Embora esse termo seja utilizado comumente, em modelos de regressao trabalha-se com
uma denominacdo mais adequada, definida de particionamento, ou seja, ndo vamos analisar
variancias, e sim, a variabilidade das médias ou, simplesmente, a significancia do modelo de

regressao — para mais detalhes, consulte Ribeiro (2019b).

Comparar os valores de ¥; com a média da varidvel resposta parece ser um passo
importante nesse inicio, pois essas distdncias nos informardo se a reta de regressdo € significativa

ou ndo para os dados.

Assim, se ndo houver efeito de regressdao o comportamento dos dados pode ser explicado

pelo prépria reta da média, ou seja, Y.

Em suma, para andlise de varincia, iremos comparar ¥; com Y, ou seja, teremos que

avaliar o comportamento do seguinte somatorio:

Para a manipulacdo algébrica da expressdo anterior (precisamos desenvolvé-la mais para
que se consiga mais detalhes), considere a soma e a subtragdo do termos ¥; (que representa o

valor estimado de Y;), conforme abaixo:
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A terceira parcela da soma, pode também ser expressa por:

n

Y (-7,

i=1

Calculando cada parte, temos:

i(Y,—A

i=1

-
=
|

I
_

Portanto, temos que

Em palavras, tal resultado é:

)

=

~.

hd SQtotal = Z?:l(Yl _Y)Z;

)

b SQres = Z?:l (Yz -
o SQreg = Z

~

.)2;

(Y =7)2

~Y)

— Y W-R- Y

~|
b
=
|
>
T
g

~|
™=
:<1
M:

Y ZYi—nb—f—naX

_i
Y ZY—nY +naX
Y ZYi—nY—nﬁ)_(—i—nc?)_(
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[ i(Bo+ Bixi) — (Bo + Bixi)?

{*<I

(3.10)
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A tabela ANOVA (Anadlise de Variancia), portanto, € constituida pelas seguintes quanti-
dades:

Tabela 1 — Analise de Varidncia — ANOVA

Fonte de variagdo GL SQ QM Fy
~ vV SQreg QMreg
Regressdo 1 ( —Y)? == o
Residuo n-2 Z (Vi —Y;)? %
Total n-1 Y ,(Y;-Y)?

Fonte: Fonte: Retlrado de Ribeiro (2019b).

Sendo GL os graus de liberdade, SQ a soma de quadrados, QM o quadrado médio e Fg o
valor da estatistica F, utilizada para verificagdo de significancia do modelo (essa parte ndo serd
detalhada neste trabalho).

Coeficiente de determinacao

Tal coeficiente nos informa o quao a variabilidade total é explicada pelo modelo. Quando

mais proximo de 1, melhor pode ser o modelo em estudo.

A medida é denotada por R? e é delimitada no intervalo [0, 1], sendo definida por:

SQreg —1_ SOres

R* = = .
S Qtotal S Qtotal

(3.11)

Outro coeficiente importante € o coeficiente de determinacao ajustado pelos graus de

liberdade, que € definido por:

SQreg
2 _ n—2
Rajusl =1- SOiotal (312)

3.6 EXEMPLOS PARA OS MODELOS

Aplicacao do modelo de regressao linear

Os dados dessa aplicacdo referem-se ao estudo entre a dilatagdo linear (em mm) e a
temperatura (em °C) de um material. Valea ressaltar, que quando os corpos sido submetidos a
uma variacdo de temperatura, eles dilatam, ou seja, sofrem aumento ou diminuicdo nas suas
dimensoes. Essa variagdo é bem pequena, e que muitas vezes ela ndo é perceptivel a olho nu,

necessitando, assim, de equipamentos, como o0 microscépio, para poder visualizar.

Sabe-se que quando ocorre a variacdo da temperatura do corpo, 0s 4tomos que o cons-

tituem se agitam mais, com isso a distancia média entre eles aumenta. Assim sendo, o corpo
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ganha novas dimensoes, ou seja, ele se dilata. De uma forma geral, todos os corpos se dilatam

apods serem aquecidos e se contraem apds terem sua temperatura reduzida.

A partir desse fenoneno, foram observados dados da dilatacao linear de um material. A

Figura 10 a seguir apresenta o grafico de dispersao referente a essa duas variaveis.

Figura 10 — Grafico de dispersdo entre a dilatacdo linear (em mm) e a temperatura (em °C) de um
material.
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Fonte: Préprio autor.

Observe que a relac@o entre as varidveis € claramente linear, o que indica que um modelo
de regressdo linear pode ser bem ajustado a esses dados. No Capitulo 4, vamos apresentar

novamente essa aplicacdo, apresentando os possiveis ajustes para esses dados.

Mostraremos agora que existem modelos nao-lineares que se transformam em func¢des
lineares por anamorfose, isto €, por substitui¢cdo dos valores de uma ou mais varidveis por funcoes

destas variaveis.

Aplicacao do modelo de regressao exponencial

Considere agora que a relagdo entre duas varidveis em estudo nao seja linear, apresen-
tando, portanto, um comportamento semelhante ao de uma fun¢@o exponencial. Imediatamente,
pensamos que o modelo anteriormente apresentado ja ndo se torna adequado para a modelagem,

visto que estdvamos trabalhando de forma linear.

A saida para esse problema € bem simples e frequentemente utilizado por diversos

profissionais da drea. Considere que a fun¢do em questdo seja dada por:

y =be* + €. (3.13)
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Se aplicarmos o logaritmo em ambos os lados da equacdo, podemos lineariza-la, ou seja,

logy =logb+ax+loge. (3.14)

Dessa forma, convertemos uma estrutura para a que ja conhecemos, ou seja, podemos
aplicar as mesmas etapas anteriormente apresentadas para o caso linear, no caso exponencial,
com a diferenca de que precisaremos aplicar uma transformacao logaritmica nos dados em

estudo.

Nesse sentido, suponha que seja do interesse de um pesquisador avaliar o crescimento de
células. Vale ressaltar que uma populagdo de células em crescimento tem seu comportamento
representado por uma fun¢do exponencial. Ao coletar as informagdes, temos a representacao

apresentada na Figura 11 a seguir.

Figura 11 — Grifico de dispersio sobre o crescimento de células.
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Fonte: Préprio autor.

Observe que a relacdo entre as varidveis tem um comportamento semelhante ao de uma
fun¢do exponencial, o que sugere a utilizagdo do modelo de regressao exponencial aos dados.
Assim como a aplicacdo anterior, vamos, no Capitulo 4, abordar novamente essa aplicacao,

apresentando seus possiveis ajustes.

Vale ressaltar, ainda, que o modelo exponencial é uma estrutura muito utilizada na drea
da satde, especificamente no que se chama de Andlise de Sobrevivéncia, pois estima o tempo de
vida de pacientes sujeitos a determinada doenga ou mesmo o tempode vida util de equipamente
elétricos e eletronicos. Mais detalhes sobre essa drea podem ser visto em Colosimo e Giolo
(2006).
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Aplicacio do modelo de regressao quadratico

Considere agora que a relagdo entre duas varidveis em estudo ndo seja nem linear nem
exponencial, apresentando, portanto, um comportamento semelhante ao de uma func¢ao de grau 2.

Definida como regressao quadratica, essa regressao é um caso particular da regressao polinomial.

Um modelo de regressao polinomial de grau 2, é dado por:

y:c+bx+ax2+8. (3.15)

Vale ressaltar que o modelo de regressao quadratico, ou mesmo o caso geral com modelo
polinomial, temos uma abordagem de regressdao multipla. Isso porque agora tem-se um parimetro

a mais para ser estimado, que se refere ao coefciente de x?.

Entretanto, isso ndo € problema, pois podemos aplicar as mesmas etapas do caso linear
para conseguir estimar todos os pardmetros envolvidos, bem como obter todas as propriedades

anteriormente obtidas.

Nesta ultima aplicacao, os dados referem-se ao tempo (em segundos) e altura (em metros)
de um objeto langado. Vale ressaltar que o movimento de um objeto lancado para cima tem
muitas aplicagdes praticas (como o langamento de foguetes) e merece atencao especial, pois sua

velocidade mudara de sentido quando o objeto atingir a altura méxima.

Quando um objeto € lancado verticalmente (uma bola de volei, ou uma bola de ténis, por
exemplo), sua velocidade inicial aponta para cima e a aceleracdo € a da gravidade, que aponta
sempre para baixo. A medida que a bola sobe, sua velocidade diminui, sendo nula quando a bola
atinge a altura maxima. A partir desse instante, o objeto comeca a cair, € o médulo, ou seja, o
valor da velocidade, aumenta até o objeto atingir o solo. Esse ¢ um movimento com aceleragao

constante.

Nesse sentido, um estudo foi realizado e coletou-se uma amostra de 5 observagdes,

referentes a esses dados. Os dados obtidos estdo na Tabela 12 a seguir.
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Figura 12 — Grafico de dispersdo entre o tempo (em segundos) e altura (em metros) de um objeto lancado.
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Fonte: Proprio autor.

Podemos observar, por esse exemplo, que a relacdo entre as varidveis tem um comporta-
mento semelhante ao de uma funcdo polinomial, mais especificamente a uma funcao do segundo
grau, o que sugere a utilizacdo do modelo de regressao quadratico aos dados. Assim como as

aplicacdes anteriorres, vamos, no Capitulo 4, abordar novamente essa aplicacdo, apresentando

seus possiveis ajustes.

3.7 PROXIMOS PASSOS

A seguir, vamos utilizar os conceitos abordados neste capitulo e aplica-los a trés exemplos
reais do cotidiano (ja introduzidos anteriormente). Para essa modelagem, utilizaremos o esquema

de Bassanezi (2010), apresentado na Figura 1 desta dissertagao.
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4 APLICACOES

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, vamos apresentar trés aplicagdes e ajustar, para cada uma delas, os
trés modelos apresentados no capitulo anterior: modelo linear, modelo exponencial e modelo

polinomial.

Utilizaremos o Microsoft Excel, versao Microsoft 365, para as andlises estatisticas e o
passo a passo de como seré feita a andlise estd descrita em cada se¢do de aplicacdo a seguir. Esse
procedimento também pode ser feito por qualquer outra aplicacdo que trabalhe com ajustes de

modelos, tais como outros softwares e outros aplicativos para celulares.

Em cada uma das aplicacdes, utilizaremos o caminho apresentado na Figura 1, presente

no capitulo anterior, ou seja,

1. Experimentacgio;
2. Abstracdo;
3. Resolugao;
4. Validacao;

5. Modificacao.

O objetivo do texto € descrever exatamente as mesmas etapas que os alunos irdo seguir
em sua atividade no laboratério. Para isso, em cada uma das aplicacdes, os dados j4 estardo
disponiveis em arquivo Excel para que o professor ministre suas instru¢des para a realizagio da

atividade.

Vale ressaltar, ainda, que nio serdo abordados temas especificos, tais como derivadas de
funcgdes e estimacdo de parametros, visto que sao conteddos de nivel superior e que o objetivo
deste trabalho é fomentar a curiosidade e o conhecimento em prol do desenvolvimento do

intelecto do estudante com exemplos mais acessiveis, ndo com metodologias robustas.

Desse modo, ficaremos restritos as atividades de constru¢cdo de grificos e ajuste de
modelos utilizando o préprio Excel. Os comandos a serem seguidos pelos alunos para a utilizagdo
desse programa serdo apresentados com letras maiusculas, para diferencia-los do texto de escrita

comum. Iniciamos, portanto, com a aplicacdo 1 a seguir.
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42 APLICACAO 1

Os dados dessa aplicacdo referem-se ao estudo entre a dilatagdo linear (em mm) e a

temperatura (em °C) de um material.

Na Tabela 2 sdo apresentados os dados que foram coletados para este estudo (esses dados

estdo no mesmo formato na planilha de dados que serd disponibilizada para os alunos).

Tabela 2 — Dados referentes a dilatacdo de um material.

Temperatura (°C) Comprimento da barra (mm)

25 100,07
50 100,12
75 100,16
100 100,21
125 100,26
150 100,3

175 100,35
200 100,4

Nessa fase, ja foi realizada a experimentacao, ou seja, os dados j4 foram coletados e as

varidveis para o estudo ja foram selecionadas, no caso serdo somente duas: renda e gasto.

A proxima fase € a abstracao, ou seja, € o momento que deve-se considerar a formula-
¢ao dos modelos matematicos ou estatisticos. Para isso, precisamos observar, graficamente, o

comportamento dos dados. Observe a Figura 13 a seguir.

Figura 13 — Grifico de dispersdo entre a dilatacdo linear (em mm) e a temperatura (em °C) de um
material.
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Fonte: Préprio autor.
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Observe que os pontos estdao, em conjunto, apresentando um comportamento linear, ou
seja, os pontos estdo repousados em torno de uma linha reta, o que nos sugere utilizar o modelo

de regressao linear para modelar a relacdo entre as duas varidveis.

Partindo para a terceira etapa, a etapa de resolu¢ao, vamos ajustar um modelo de
regressado linear, por meio do método dos minimos quadrado utilizando o Excel. O passo a passo
¢ descrito a seguir com auxilio de imagens para facilitar o entendimento (quando a palavra estiver

escrita com todas as letras maitsculas, significa que o termo € um comando do Excel).

Passo 1: Com o Excel aberto na planilha dos dados, selecione os dados que serdao
analisados (colunas X e coluna Y). Clique em INSERIR e depois, na opcio de GRAFICOS,
escolha o do tipo DISPERSAO COM LINHAS SUAVES E MARCADORES, conforme mostra
a Figura 14 a seguir.

Figura 14 — Passo 1 para o ajuste de um modelo de regressdo usando o Exce!l
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Fonte: Préprio autor.

Passo 2: Feito o passo 1, aparecerd um gréfico representando os pontos e as suas ligacdes.
Clique com o botdo direito na linha que aparece no gréfico e escolha opcao ADICIONAR LINHA
DE TENDENCIA, conforme mostra a Figura 15, a seguir.
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Figura 15 — Passo 2 para o ajuste de um modelo de regressdo usando o Exce!l
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Fonte: Préprio autor.

Passo 3: Feito o passo 2, aparecerd uma janela do lado direito do monitor com alguns
campos para selecionar. Em OPCOES DE LINHAS DE TENDENCIA, escolha a op¢do LINEAR,
se vocé quer um ajuste linear, a opcio EXPONENCIAL ou POLINOMIAL (para n=2), se vocé
quer uma regressdo exponencial ou quadratica. Veja na Figura 16 a tela que aparecera disponivel

neste momento.
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Figura 16 — Passo 3 para o ajuste de um modelo de regressdo usando o Excel.
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Fonte: Proprio autor.

Passo 4: Com o ajuste feito, clique em EXIBIR EQUACAO NO GRAFICO, para que

vocé tenha acesso as informagdes do ajuste.

Seguindo esses passos para a aplicacdo 1 e escolhendo a op¢ao LINEAR, obtemos que o

intercepto € 100,02 e o coeficiente angular (de X) € 0,0019. Conforme mostar a figura a seguir:

Figura 17 — Grafico de dispersdo com modelo linear ajustado para a dilatag¢do linear (em mm) e a

temperatura (em °C) de um material.
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Fonte: Préprio autor.
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Assim, a equacdo fica na forma:

Y =0,0019X + 100,02.

A préxima etapa, a de validacio (processo de aceitagdo ou ndo do modelo proposto) é

feita por meio do coeficiente de determinagao.

Para obter esse valor, o aluno, estando no passo 4, vai clicar na op¢ao EXIBIR VALOR
DE R-QUADRADO NO GRAFICO. Feito isso, obtemos que R? = 0,9994.

Como o modelo apresentou R*> muito préximo a 1, usaremos este modelo como o
proposto para modelar a relagdo entre as duas varidveis. Dessa forma, a etapa de modificacao

(dltima etapa) ndo serd necessdria.

Embora seja um 6timo ajuste, vamos verificar o comportamento do modelo ao considerar

um ajuste exponencial e um ajuste quadratico.

Para o exponencial, o aluno deve, no passo 3, escolher a opcao EXPONENCIAL. Assim,

temos o seguinte resultado:

Figura 18 — Grafico de dispersdao com modelo exponencial ajustado para a dilatacdo linear (em mm) e a
temperatura (em °C) de um material.
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Fonte: Préprio autor.

Observamos que o ajuste, embora seja exponencial, se ajusta bem aos dados. O R” parece
adequado e igual ao caso linear. Entretanto, esse coeficiente estd mascarando a informacao de
que o termo da expoencial é muito préximo a zero, o que implica que ele é ndo significativo para

o modelo — detalhes sobre inferéncia consulte Casella e Berger (2002).

No caso quadrético, temos o seguintes resultado:
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Figura 19 — Grifico de dispers@o com modelo quadrético ajustado para a dilatagdo linear (em mm) e a
temperatura (em °C) de um material.
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Fonte: Proprio autor.

O modelo se ajustou bem aos dados, assim como no caso linear, ja que R> = 0,9995.
Embora maior, esse coeficiente também estd mascarando a informag¢do de que o coeficiente de

x? é muito préximo a zero, o que implica que ele é ndo significativo para o modelo.

Logo, o modelo linear continua sendo o mais adequado para modelar a relacdo entre as

variaveis em estudo.

43 APLICACAO 2

Nesta aplicacdo, os dados referem-se ao crescimento de células. Na Tabela 3, a seguir,
sdo apresentados os dados que foram coletados para este estudo (lembrando, novamente, que
esses dados estdo no mesmo formato na planilha de dados que seréd disponibilizada para os

alunos).
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Tabela 3 — Dados referentes ao crescimento de células.

Tempo (h) Numero de células

0 1

1 2
1,5 4

2 8
2,5 16

3 32
3,5 64

4 128
4,5 256

5 512
5.5 1024

6 2048
6,5 4096

7 8192

Nesse caso, note que ja foi realizada a experimentacao, ou seja, os dados ja foram

coletados e as varidveis para o estudo ja foram selecionadas.

A proxima fase € a abstracao (conforme ja apresentamos no topico anterior). Para isso,

precisamos observar, graficamente, o comportamento dos dados. Observe a Figura 20 a seguir.

Figura 20 — Gréfico de dispersdo sobre o crescimento de células.
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Fonte: Préprio autor.

Observe que os pontos estdo, em conjunto, apresentando um comportamento crescente

do tipo exponecial, ou seja, os pontos estdao repousados em torno de uma linha exponencial, o
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que nos sugere utilizar o modelo de regressdao exponencial para modelar a relac@o entre as duas

variaveis.

Partindo para a terceira etapa, a etapa de resolucdo, vamos ajustar um modelo de
regressao exponencial, por meio do método dos minimos quadrados utilizando, novamente, o
Excel.

O passo a passo ja foi descrito anteriormente, na aplicacdo 1, e aqui vamos partir
diretamente para o passo 3, momento em que o aluno devera optar pela op¢do de regressao
EXPONENCIAL.

Realizando isso, temos o seguinte resultado apresentado na Figura 21.

Figura 21 — Grifico de dispersdo com modelo exponencial ajustado ao crescimento de células.
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Fonte: Préprio autor.

Note que o modelo ajustado (linha tracejada) apresenta 6timo comportamento, bem como

o coeficiente de determinagio, no qual resultadou em R = 0,9969.

Vamos verificar como ficaria a modelagem se considerarmos um ajuste linear ou quadra-

tico.

Primeiramente para o linear, temos o seguinte resultado da Figura 22.
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Figura 22 — Grifico de dispersdo com modelo linear ajustado ao crescimento de células.

10000
BOOO e
. 6000
o
E y = 756,25 - 1638,7
v 4000 R*=10,491 .
%]
= 2000 .
E .
= 0 e e & o8 & & o @
I 3 4 5 B 7 B
2000 |-
-4000

Tempo (em horas)

Fonte: Préprio autor.

E possivel observar que o valor de R? foi bem abaixo do que no caso exponencial e, além

disso, a curva estimada nao estd bem ajustada aos dados.

Partindo para o caso quadrético, temos o seguinte grafico.

Figura 23 — Grifico de dispersao com modelo quadratico ajustado ao crescimento de células.
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Fonte: Proprio autor.
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E possivel observar que o valor de R? é acima do valor obtido no caso linear, porém

continua inferir ao caso expoencial. Além disso, a curva estimada ndo estd bem ajustada aos
dados.

Logo, o modelo mais adequado para a modelagem da relagcdo entre as varidveis em

estudo € modelo exponencial.

4.4 APLICACAO 3

Nesta ultima aplicacao, os dados referem-se ao tempo (em segundos) e altura (em metros)
de um objeto lancgado. Foi coletada um amostra de 5 observagdes, referentes a esses dados. Os

dados obtidos estdo na Tabela 4 a seguir.

Tabela 4 — Dados referentes ao tempo e altura de um objeto langado.

Tempo (s) Altura (m)

0,5 11
1 17
1,5 21
2 23
3 18

Nessa fase, ja foi realizada a experimentacao, ou seja, os dados ja foram coletados e as

varidveis para o estudo ja foram selecionadas, no caso serdo somente duas: tempo e altura.

A préxima fase € a abstracao (conforme jd apresentamos no tépico anterior). Para isso,

precisamos observar, graficamente, o comportamento dos dados. Observe a Figura 24 a seguir.

Figura 24 — Grafico de dispersao entre o tempo (em segundos) e altura (em metros) de um objeto langado.
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Fonte: Préprio autor.
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Observe que os pontos estdo, em conjunto, apresentando um comportamento de uma
pardbola, ou seja, os pontos estdo repousados em torno de uma linha de uma equagdo quadratica,
0 que nos sugere utilizar o modelo de regressao quadratico para modelar a relagdo entre as duas
variaveis.

Partindo para a terceira etapa, a etapa de resolu¢ao, vamos ajustar um modelo de

regressdo quadratico, por meio do método dos minimos quadrados utilizando, ainda usando o
Excel.

Seguindo o mesmo raciocinio do caso anterior, temos que, no passo 3, momento em que
o aluno deveréa optar pela op¢do de regressao, deve-se escolher a opcao POLINOMIAL (com

ordem 2).
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Realizando isso, temos o seguinte resultado:

Figura 25 — Grifico de dispersdo com modelo quadratico ajustado o tempo (em segundos) e a altura (em
metros) de um objeto langado.
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Fonte: Préprio autor.

Note que o modelo ajustado (linha tracejada) apresenta 6timo comportamento. O coefici-
ente de determinagio resultou em R = 0,9968.

Vamos verificar como ficaria a modelagem se considerarmos um ajuste linear ou expo-

nencial e avaliar o que acontece com o coeficiente de determinacao.
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Para o linear, temos a Figura 26.

Figura 26 — Grafico de dispersdo com modelo linear ajustado o tempo (em segundos) e a altura (em

metros) de um objeto langado.
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Fonte: Préprio autor.

E possivel observar que o valor de R? foi muito baixo. Além disso, a curva estimada néo

é, de forma alguma adequada aos dados. Partindo para o caso exponencial, temos o seguinte

gréfico.
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Figura 27 — Grafico de dispersdo com modelo exponencial ajustado o tempo (em segundos) e a altura
(em metros) de um objeto langado.
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Fonte: Préprio autor.

E possivel observar que o valor de R? é também muito baixo e que a reta ajustada nio se

adequa aos dados, repetindo o comportamento do caso do ajuste linear.
Logo, o modelo mais adequado para a modelagem da relagcdo entre as varidveis em

estudo é o modelo quadrético.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O contato com a literatura especializada sobre educagdo bdsica e modelagem matemadtica,
por intermédio desse trabalho, instigou minhas reflexdes sobre como abordar diferentes formas
de ensino da matemaética. Assim, foi possivel compreender que os docentes realmente precisam
buscar, dentro de sua realidade, obviamente, trabalhar questionamentos sobre a aplicabilidade e
importancia da Matematica, de modo a instigar aos seus alunos a curiosidade e a eterna busca

pelo conhecimento.

Este trabalho torna-se, portanto, um importante instrumento de ensino para que outros
professores o utilize como motivacdo para incrementar e apresentar, em sala de aula, conceitos
ligados a aplicabilidade da Matemadtica para os alunos da eduacagdo basica. Aqui utilizamos o
método dos minimos quadrados e sua implementacdo com aplica¢des em Excel, mas existem
infinitas outras abordagens interessantes que podem ser trabalhadas, tais como conceitos sobre
aprendizado de mdquina, inteligéncia artificial e ciéncia de dados: trés conceitos importantes

atualmente e que utilizam a matemédtica em sua esséncia.

Partindo para o lado da aplicacdo em sala de aula da ideia aqui proposta, percebemos que
o método dos minimos quadrados pode despertar muito interesse para os alunos do primeiro ano
do ensino médio, pois, aliado ao suporte do Microsoft Excel, os discentes podem ver, na prética,
como a modelagem matematica € importante para as tomadas de decisdes e que tais decisdes
sdo tomadas com base em relagdes bdsicas, tais como a relagdo matemadtica y = f(x), no qual
as duas varidveis x e y sdo ajustadas por meio de uma curva a ser estimada e que nos passard

informacdes valiosas.

A escolha desse método como metodologia de apresentacdo aos alunos baseou-se em
analisar que o Método dos Minimos Quadrados oferece a possibilidade de utilizar, de forma
significativa, contedidos ja razoavelmente sedimentados em seus anos escolares, tornando a
aprendizagem mais sélida e robusta. A utilizacdo dos conceitos de maximos e minimos de
funcdes, de fungdes lineares, de funcdes de polindmios de grau 2 e de fungdes exponenciais, por

exemplo, sdo contetidos ainda abordados no ensino basico e médio.

Dessa forma, objetiva-se, em um futuro trabalho de doutorado, por exemplo, aprofundar
o estudo do método dos minimos quadrados aqui apresentado, buscando defini¢des e conceitos
mais robustos, visando a utilizagdo desse método em outras condi¢des, tais como em exemplo
ainda ndo utilizados na literatura. Esse trabalho € apenas um inicio do que se pode fazer com o

importantissimo método de estimacao chamado de minimos quadrados.
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