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RESUMO

Este trabalho tem o objetivo de mostrar alguns resultados de geometria diferencial
das curvas. No estudo abordamos alguns tdpicos importantes das curvas planas: a
parametrizacao, a reta tangente em pontos especificos da curva, a condicdo de re-
gularidade de uma curva, o comprimento de arco de uma curva em parametrizacao
arbitraria, a reparametrizagdo por comprimento de arco e o conceito mais fundamen-
tal da geometria diferencial, o de curvatura. Apresentaremos também uma proposta
de ensino, empregando os conceitos aqui referenciados, para ser utilizada no ensino
fundamental e médio com o objetivo de ampliar e melhorar a qualidade do ensino da
matematica .

Palavras-chave: Geometria diferencial. Curva. Curva parametrizada diferenciavel. Com-
primento de arco. Curvatura.



ABSTRACT

This work aims to show some results of differential geometry of the curves. In the study
we covered some important topics of plane curves: the parameterization, the tangent
line at specific points of the curve, the condition of regularity of a curve, the arc length
of a curve in arbitrary parametrization, reparametrization by arc length and the concept
fundamental element of differential geometry, curvature. We will also present a teaching
proposal using the concepts referenced here to be used in elementary and high school
with the aim of expanding and improvin the quality of teaching mathematics

Keywords: Differential geometry. Curve. Parameterized differentiable curve. Arc length.
Curvature.
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1 INTRODUGAO

O matematico e historiador da matematica Enrico Giusti assim define curvas:

Objetos matematicos por exceléncia, as curvas desempenham, no imaginario
matematico, o delicado papel de uma regido de fronteira onde desembocam
atividades diferentes e, as vezes, contrapostas. Essas remetem ao desenho,
ao projeto, ao construir, mas juntas simbolizam o gesto e a beleza; ao mesmo
tempo, objetos da imaginacao e instrumentos da técnica. (GIUSTI; CONTI,
1999).

Desde a origem da geometria, as curvas permeiam praticamente toda a ativi-
dade e pensamento dos matematicos, que nunca pouparam esforgos para estuda-las,
classifica-las, medi-las e até inventar instrumentos para traga-las. No campo das ci-
éncias naturais, as curvas também ocupam um lugar de destaque, ja que se prestam
fortemente a modelagem e a descrigdo de inumeros fendbmenos matematicos.

Inicialmente tratadas como objetos particulares — quando as curvas eram tra-
tadas uma a uma, através de seus especificos procedimentos de construgdo e de
suas propriedades e aplicabilidades caracteristicas — as curvas adquiriram o status
de objeto matematico de pleno direito a partir dos trabalhos de Descartes, através
dos quais elas passaram a ser vistas como lugares geométricos descritos por equa-
cbes algébricas. Mais tarde, com o advento do célculo infinitesimal e da geometria
diferencial, esse processo atingiu seu pleno amadurecimento. E o ponto de vista da
geometria diferencial que nos interessa neste trabalho. Nesse contexto uma curva é
completamente caracterizada por suas propriedades geométricas. No caso das curvas
planas, apenas uma caracteristica entra em cena: a curvatura.

A exploracdo do conceito de curvatura foi um dos objetivos principais desse
trabalho. A escolha dos temas abordados nesse trabalho foi baseada na tentativa de
estimular o interesse matematico para varios conceitos geométricos. Estao juntos aqui
as nocdes de convexidade e curvatura; como o comportamento do vetor tangente de
uma curva pode estar ligado com sua topologia.

No Capitulo 2 mostraremos a parametrizacado de algumas curvas planas, utili-
zando para isso dois diferentes parametros: o parametro t e o parametro 6. No Capitulo
3 apresentaremos o comportamento das curvas no plano, a sua regularidade, o vetor
tangente e a mudanca de parametro e mostraremos a importancia do vetor tangente
para a geometria. Ja no Capitulo 4, trabalharemos com o comprimento de arco para
parametrizar e reparametrizar as curvas, ou seja, calcular a distancia efetivamente
percorrida ao longo de sua trajetéria. No Capitulo 5, estudaremos as curvas como um
todo, suas propriedades locais(vetor tangente, vetor normal e curvatura) e a influén-
cias das mesmas sobre o comportamento da curva. O Capitulo 6 trara uma proposta
pedagdgica para o uso e aprendizado da parametrizacao da cicloide no ensino médio.
No Capitulo de concluséo, falaremos da importéncia do trabalho como instrumento de
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pesquisa e da contribuicdo do mesmo em levar uma proposta de ensino didatico para
a melhor compreensdo da matematica no ensino fundamental e médio.
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2 CURVAS

2.1 CONCEITOS INICIAIS

Usualmente se pensa em uma curva de duas maneiras: como a trajetéria des-
crita pelo deslocamento de um ponto, ou o lugar geométrico de um ponto que se move
de acordo com uma ou mais leis especificadas, neste caso, as leis comporao uma
condicao necessaria e suficiente para a existéncia do objeto definido. Frequentemente
ha maior interesse nas curvas em um espaco Euclidiano de duas dimensdes (curvas
planas) ou trés dimensdes (curvas espaciais).

De modo intuitivo, uma curva no plano pode ser entendida como o gréfico de
funcdes de uma variavel real, e pode ser representada como um subconjunto que tenha
dimensao 1. Se pedirmos que dé um exemplo de curva, certamente todos terdo em
mente um subconjunto de R? ou R como por exemplo uma circunferéncia, uma elipse
ou uma reta. Sob o ponto de vista intuitivo, uma curva serd um conjunto de pontos
que se pode descrever com um unico parametro. Outro ponto de vista, inspirado na
Geometria Analitica, serd considerar uma curva em R2 como um conjunto de pontos
(x,y) € R2, tais que satisfazem uma equaco do tipo F(x, y) = c. Alguns exemplos do
que podemos considerar como curvas estao representadas graficamente abaixo:

Figura 1 — Exemplos de curvas

v

N
Sy

(@ y—-2x=1 (b) y—x°=-6 (c) X2+ y? =1
Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

A equacao xy = 0 descreve o conjunto formado pelos eixos coordenados. De
forma parecida, existem conjuntos que gostariamos de considerar como curvas € nao
podem ser descritas dessa maneira. Um exemplo importante € quando F(x, y) assume
F(x, y) = 0 que é o conjunto de zeros de um polinémio real, de duas varidveis. esse tipo
de curva é chamada de curva algébrica. Esse tipo de “curva” é estudada em Geometria
Algébrica, um importante ramo da Matematica.

Em Geometria Diferencial, € mais conveniente considerarmos curvas como
acima, vamos abordar a ideia que uma curva deve descrever uma trajetoria suave
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no plano. Tomando pontos y(t), representando a posicao da particula em movimento
continuo, quando t varia em um intervalo [a, b], 0 conjunto que iremos considerar é

C={y(t) e R?,t € [a, b]}.

Utilizando essa notacéo, facilmente verificamos as varias informagdes sobre
como o ponto y(t) percorre o conjunto ¢, o sentido em que o0 ponto “anda” sobre (.
Assim, a partir disso podemos definir sua velocidade, aceleracao, etc. Vamos entéao
introduzir a definicdo formal de curva.

2.2 CURVAS PLANAS

Definicao 1. Uma curva plana parametrizada diferenciavel é uma aplicacdo diferen-
cidvel v , de classe C>®1 de um intervalo aberto | ¢ R em R?. A varidvel t € | é o
parametro da curva, e o subconjunto de R? formado pelos pontosy(t), t € I, é o traco
da curva.

Observamos que uma curva parametrizada diferenciavel € uma aplicagao y(t) =
(x(1), y(1)), t € I, onde x(t), y(t) sdo funcdes diferenciaveis de classe C*°.

Nesse trabalho, a menos que seja esclarecido de forma diferente, as curvas as
quais vamos nos referir serdao sempre curvas diferenciaveis.

Definicao 2. Seacurvay : |l — R? est4 definida em um intervalo fechado I = [a, b], 0s
pontos y(a) e y(b) sao ditos ponto inicial dey e ponto final de y, respectivamente.

Definicao 3. Sevy : / — R? est4 definida em um intervalo | = [a, b] dizemos que y &
uma curva fechada se y(a) = y(b), ou seja, se seus pontos, inicial e final, coincidem.

Definigdo 4. Um curvay : R — R? é definida como periddica se existe um nimero
real | > 0, tal que
y(t+1) =v(1),

para todo t € R. O menor valor de o com lp > 0 para o qual a equacéo se verifica
é chamado de periodo de y. E f4cil perceber que a curva vy fica completamente
determinada pela sua restricdo a um intervalo da forma [to, to + Io].

Observacao 1. A curva constante f(x) = ¢ tem como periodo qualquer numero real
P # 0 e ndo possui periodo fundamental, ou seja, ela ndo € uma uma curva periddica.

Observacao 2. Um curva simples ¢ injetiva. Quando temos que y(t1) = y(t»), com
t1, b € l ety # b, dizemos que vy possui um ponto duplo(ou multiplo) em t e .

' Quando se disser que uma fungéo f : A — B é de classe C', deve-se entender que sua primeira
derivada é uma fungao continua. Analogamente, se f for de classe C?, entdo, sua derivada segunda
€ uma funcdo continua. Assim como, se f é dita de classe C", se sua n-ésima derivada também é
uma funcgao continua e é de classe C* se for de classe C" para todo n



Capitulo 2. Curvas 16

Para melhor entendermos os exemplos de curvas que mostraremos no préximo
capitulo é importante mostrarmos que uma curva pode ser expressa em coordenadas
cartesianas, parameétricas e polares.

O sistema de coordenadas mais utilizado é o plano cartesiano, onde cada ponto
recebe uma coordenada x, que representa a posicao horizontal, e uma coordenada
y, representando sua posicéo vertical. Estas sdo geralmente escritas em um par or-
denado (x, y). Uma equacao cartesiana € uma equacao do tipo f(x, y) = conde f é
uma funcéo de x e y e ¢ é uma constante.

Em vez de considerarmos curvas definidas por equagdes cartesianas, pode-
mos imaginar uma curva descrevendo uma trajetéria continua do movimento de uma
particula sobre o plano. Se considerarmos que um ponto representa a posicao dessa
particula em movimento continuo, quando o tempo t varia em um intervalo [a, b], 0
conjunto que iremos considerar é y(t) € R e t € [a, b]. O t é chamado de parametro.
As coordenadas x e y cartesianas sao escritas em funcao do parametro t, ou seja,o
par ordenado é escrito (x(t), y(t)). Essa equagdes sdo denominadas equacoes para-
métricas da curva. A vantagem dessa abordagem € que ela poderia ser facilmente
formalizada e conter varias informacdes sobre como o ponto y(t) percorre a curva e,
assim, podemos definir sua velocidade, sua aceleragéao, etc.

Embora os sistemas cartesianos sejam muito utilizados, ha curvas no plano
cuja equacgao toma um aspecto muito mais simples em relagdo a um referencial ndo
cartesiano. Um sistema de coordenadas polares Op6 de um plano consiste de um
ponto O, denominado polo ou origem, de uma semirreta OA, com origem em O, de-
nominada eixo polar. Dado um ponto P do plano, suas coordenadas nesse sistema,
sao os valores p e O, onde p é a distancia de P a O e 6 é a medida do angulo do eixo
polar para a semirreta OP. Escrevemos P = (p, 8). Convencionamos que a medida do
angulo tomada de OA para OP no sentido anti-horario € positiva e negativa no sentido
horario. As equacoes escritas com esse sistema sao as equacoes polares.
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Figura 2 — Coordenadas cartesianas, paramétricas e polares.

y = psinf
y --------------------

N o hmmmemmme———————————

x = pcosf

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

2.3 EXEMPLOS DE CURVAS PLANAS

Destacaremos a seguir alguns exemplos de curvas planas:
Exemplo 1. Reta

Consideremos o plano munido de um sistema de eixos ortogonais xy. Uma reta
r no plano pode ser:

e Vertical: quando coincide com o eixo y ou € paralela a esse eixo. Nesse caso,
aequagao de r é x = d, onde d € R é uma constante. Mais precisamente, a
reta r, caracterizada pelo numero d € R, é o conjunto

r={(x,y)eR|x=d}.

e Nao-vertical: Nesse caso, existem m, n € R tais que r : y = mx + n, ou seja,
areta r € o conjunto

r={(x,y) e R| mx—y=-n}.
Assim, é facil verificar que toda reta r do plano se expressa na forma:
r:ax+by=c,

onde a, b, ¢ € R, sendo a e b ndo ambos iguais a zero. A equacao acima é a
equacao cartesiana da reta r.



Capitulo 2. Curvas 18

E importante notar que duas particulas podem percorrer a mesma curva mas
com movimentos diferentes, de modo que uma dada curva pode ter diversas parametri-
zaclOes, cada uma delas representando um determinado movimento. Por exemplo, os
pares de equacdes x(t) =t; y(t) =1+t e x(t) = 2t ; y(t) = 1 + 2t sdo parametrizacoes
da mesma reta y = 1 + x, mas descrevem movimentos diferentes.

Figura 3 — Reta

y

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Exemplo 2. Parabola

Vamos conhecer a forma parametrizada da parabola, dada a sua forma canénica.
Para isso, vamos considerar primeiro que o vértice da parabola é a origem e sua reta
focal coincide com o eixo OY. Sejam L uma reta e F um ponto do plano n&o pertencente
a L. A Pardbola P de foco F e diretriz L é o conjunto de pontos no plano cuja distancia
a F é igual a sua distancia a L. A reta focal / da parabola P é a reta que contém o foco
e é perpendicular a diretriz. O ponto V da pardbola P que pertence a reta focal € o
vértice de P. Se A é ponto onde L intercecta /, entdo V é o ponto médio do segmento
AF, ou seja, d(V, F) = d(V, A). Chamamos de parametro da parabola P o nimero
p = d(V, F). Assim, em coordenadas cartesianas, uma parabola de foco F = (p,0),
V =(0,0) e, logo, reta diretriz L : x = —p tem equacéo:

X2 = 4py.
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Figura 4 — Elementos da parabola

) P

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Quando V = (h, k) a equacao é definida por:
(x=k)? = 4p(y - h).

Comumente, esta equacéo aparece reescrita na forma de um trinbmio de se-
gundo grau:
y = ax? + bx +c,

onde:ae L pof oo P o __bP-4ac

T 4p’ T 207 4p T 2a 4a
Muitas vezes é util descrever uma parabola via equacdes paramétricas. To-
mando x = x(t), por exemplo x(t) = 2pt+ h, e substituindo na equacao padréo, obtemos

y = y(t). Isso nos fornece a seguinte parametrizacdo de uma tal parabola:

{x(t) = 2pt+h

; teR
y(t)= pt?+k

Observamos que a parametrizacao de x, isto & x = x(t), é arbitraria, sendo que
diferentes escolhas levam a um conjunto diferente de equagdes paramétricas.
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Figura 5 — Parabola

y

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Exemplo 3. Circulo

O circulo de raio R e centro na origem O, Sg(O), € o conjunto de pontos
(x,y) € R? cuja distancia ao ponto (0, 0) é constante e igual a R, isto é,

\/x2+y2=R.

O circulo Si(O) é o trago da curva continua vy, definida por y(t) = (Rcos t, Rsen t),
t € R. o parametro t representa o angulo que y(t) faz com o eixo Ox. Mas geralmente
o circulo de centro (a, b) e raio R, Sg((a, b)), é o traco da curva y : R — R?, dada por
v(t) = (a+ Rcost, b+ Rsent). Note que, quando t desloca-se ao longo da reta real,
v(t) move-se sobre Sg((a, b)) no sentido anti-horario um namero infinito de vezes. Se
limitarmos o dominio de y a um intervalo de comprimento 27t entdo y(t) percorrera
Sg((a, b)) uma unica vez. A curva y|jg o € uma curva de Jordan.
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Figura 6 — Circulo

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

A curva b : [0, 1] — R, dada por
5(t) = (Rcos(2t), Rsen(2t)),

€ uma outra parametrizacao de Sg(0). Tal curva também percorre Sg(0) no sentido
anti-horario, porém com o dobro da velocidade escalar(que estudaremos no capitulo
2) devy.

Exemplo 4. Elipse

A elipse de focos Py e P, é o conjunto de pontos (x, y) € R2 cuja soma das
distancias aos pontos Py e P, é uma constante 2a > 0, maior que a distancia entre
os focos 2¢ > 0. O eixo BB’ tem comprimento 2b, onde b? = a2 — ¢2. O nlimero a é a
distancia do centro ao vértice sobre a reta focal, b € a distancia do centro aos vértices
sobre a reta ndo focal e ¢ é a distdncia do centro aos focos. Se escolhermos o sistema
de coordenadas de R? de modo que Py = (-¢,0) e P> = (¢,0), com ¢ > 0, entdo a
elipse é descrita pela equacao

X2 2
22"

Seja (x,y) # (0,0) e considere t 0 angulo entre o vetor com ponto inicial na
origem e ponto final(x, y) faz o semi-eixo Ox positivo. Agora podemos parametrizar a
elipse por vy : [0, 2n] — R?2, dada por

1.

v(t) = (a.cost,b.sent), a,b>0.

A elipse intersecta os eixos coordenados nos pontos A = (a,0), A’ = (—-a,0), B =
(0, b) e B’ = (0,—b). Os segmentos AA' e BB’ sdo chamados de eixos focal e nio focal
da elipse. Veja 0 exemplo abaixo:
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Figura 7 — Elipse

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Exemplo 5. Hipérbole

A hipérbole de focos F e F’ é conjunto de pontos (x, y) € R? cuja diferenca das
distancias aos pontos F e F’ é, em valor absoluto, uma constante. Se escolhermos o
sistema de coordenadas de R2, tal que F’' = (—¢,0) e F = (¢,0) com ¢ > 0, entdo a
hipérbole é descrita pela equacao

2 2

X- Yy
a? b2
onde a e b sdo numeros reais e positivos.
Consideremos a hipérbole H : x2 — y2 = 1 equilatera (a = b = 1) de centro na
origem cuja reta focal é o eixo x. Sejam cosht = esenht = 5
funcbes cosseno hiperbdlico e seno hiperbdlico. Os pontos

1,

, 1 eR, as

(cosht,senht) e (—cosht,senht)

pertencem a hipérbole H, pois

2t 2 —21 2t
(cosh t)2—(senh z‘)2 _g 4+ °__¢ 7] =1

paratodo t € R.
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Figura 8 — Grafico de cosh(t) e senh(t)

cosh(t)

AN 4
/ senh(f)

t

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

A hipérbole possui dois ramos, onde x = cosht gera um desses ramos, en-
quanto que (x = —cosh t) gera o outro como veremos a seguir. Além disso, variando
t € R, vemos que x = cosh t(x = —cosh t) percorre todos os valores em [1, +o0) (respec-
tivamente (—oo,—1]), enquanto y = bsenh t percorre todos os valores reais. Portanto,

{x(t) = cosht

; teR
y(t) = senht

€ uma parametrizagdo do ramo H* de H que intersecta o semieixo positivo x, e

{x(t) = —cosht

; teR
y(t)= senht

€ uma parametrizacdo do ramo H~ de H e que intersecta o semieixo negativo x.

Figura 9 — Hipérbole

(—cosht, senht)

(coshf=t), senh(—t)) (cosh(—t)Nenh(—t))

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

)2 IRy
Seja, agora, a hipérbole H : (x a;(O) _ bgO) = 1 de centro (xp, ¥p) € reta

focal paralela ao eixo x.
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Considere a hipérbole Hy = «® — 32 = 1.
Como (x,y) € H se, e s6 se, o = X_aXO e p) = Y=o

b
{cx(t) = +cosht

com (e, ) € Hy e

Hy = ;1 € R, é uma parametrizagdo de H,, temos que

B(t)=  senht

x(t)= xp L acosht
; teR
y(t)= Yyo+bsenht
sao equaclOes paramétricas da hipérbole H.
De modo anélogo, podemos verificar que
X(t)= Xxp+ bsenht
(1) 0  teR
y(t)= yp =+ acosht
Ry EEPRY:
sao equagdes paramétricas da hipérbole H : x a;(O) _v bgO) =1 de centro (xg, ¥o)
e reta focal paralela ao eixo y.
2
Observacao 3. Podemos ainda obter outras parametrizagées da hipérbole H :—2 —
2
% =1, utilizando as funcées trigonométricas.

Exemplo 6. Espirais

Espirais é o nome genérico que é dado a todas as curvas polares abertas que
dao infinitas “voltas” em torno da origem a medida que 6 aumenta ou diminui.

Existem diferentes tipos de espirais, das quais destacamos a Espiral de Arqui-
medes. Entre as memorias cientificas e trabalhos originais de Arquimedes, podemos
destacar a obra Acerca das Espirais, onde é definida a Espiral de Arquimedes e sao
apresentadas as propriedades geométricas desta curva.

A Espiral de Arquimedes é uma curva descrita por um ponto que se desloca
com uma velocidade uniforme ao longo de uma semirreta, a partir da origem, que roda,
com uma velocidade angular uniforme, em torno da origem. A origem da semirreta € o
polo da espiral; a distancia de um ponto da espiral ao polo é o raio vetor desse ponto.
Os angulos de rotacao sao os angulos polares que se contam a partir do eixo polar, de
zero para infinito. A cada valor do angulo polar corresponde um valor para o raio vetor.
As espirais distinguem-se segundo a relacao que liga o raio vetor com o angulo polaro

Uma propriedade fundamental da espiral, relaciona o comprimento do raio vetor
com o angulo de revolucdo que gera a espiral. No caso da Espiral de Arquimedes, esta
relacédo é expressa pela equacdo em coordenadas polares:

r=ry+b6,rp>0,b>0.
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Facilmente se deduz que a Espiral de Arquimedes pode ser parametrizada por

v x = (rp+ bb)cos(6)
"y = (rp +bO)sen(d)

Figura 10 — Espiral de Arquimedes

NI

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Exemplo 7. As Ovais de Cassini e a Lemniscata de Bernoulli

Giovanni Domenico Cassini (1625 — 1712) foi um astrénomo e matematico
italiano que, nas suas tentativas de compreender o movimento dos corpos celes-
tes, apresentou estranhas curvas como alternativas as trajetérias elipticas de Kepler
(1571 -1630).

Como vimos no Exemplo 4, em uma elipse, a soma da distancia de um ponto
da mesma a um de seus focos com a distancia deste mesmo ponto ao outro foco &
constante.

Cassini supbs que, em um movimento orbital de um astro, em torno de dois
focos, no lugar de pensar na soma, seria o produto das distancias consideradas anteri-
ormente que seria constante.

Neste ultimo caso, a equacao resultante gera curvas que ficaram conhecidas
como ovais de Cassini, mesmo que nem sempre tenham o aspecto sugerido.

A lemniscata de Bernoulli € um caso particular de oval de Cassini, embora
dificilmente se possa imaginar um planeta com tal trajetéria.

Vamos calcular, agora, a equacao de um ponto que descreve uma trajetéria cujo
produto das distancias deste ponto a dois focos fixados seja sempre constante (como
sugerido por Giovanni Cassini).
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Considere o diagrama a seguir:

Figura 11 — Tridngulo sugerido por Cassini

y

P(x,y) = (r,0
dydy = cte = k (@y)=(0)

Fi(—a,0) @] Fy(a,0) X

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

No diagrama, os pontos (—a, 0) e (&, 0) sao fixados ao longo do eixo X simetri-
camente em relacao a origem 0. Os mesmos sao os focos da curva que queremos
equacionar.

Considere o ponto P mével em relacdo a origem 0. Sua coordenada polar é
(r,0) enquanto sua coordenada cartesiana € (x, y). Denotando por d; é a distancia
de P ao foco F; e d» a distancia de P ao foco F», assim o ponto P é tal que dy.db =
K(constante).

Nestas condi¢cdes, qual a equacao que descreve a trajetéria de P?

Para comecar, usaremos a lei dos cossenos duas vezes. Primeiro para expres-
sar dy no triangulo POF; e depois para expressar do no triangulo POF».

d4 2-r%+a°—2ar.cos6;
do 2-r?+a”-2ar. cos(mt—0)
d22 r’ + a8 —2ar. (—cos0)

2 4 a2 +2ar.cos 6.

d2 =r
Assim, d?.d2 = k? = [(r? + &%) — (2ar.cos 0)][(r? + &) + (2ar.cos 0)] =, logo
pelo produto notavel, temos

k? = (r? + a°)° — (2ar. cos 0)?

k2 = r* +22°r% + a* —48°r?.cos® 0 —

k2 = r* + a* + 22°r%(1 = 2 cos? ).
Mas, 2cos2 0 = 1 + cos(20). Substituindo,

k2 = r* + a* + 2r°a°[1 — (1 + cos(20)] =

k2 = r* + a* —2r°2® cos(29). (1)
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Esta é a equacgao polar das ovais que pode ser simplificada na seguinte situacao
particular.

Observando novamente o diagrama acima, vejam que no caso do ponto P, em
seu trajeto, passar pela origem O e, no momento em que ele estiver neste ponto,
teriamos do = OF, = ae dy = OF; = a, de forma que dy.d» = cte = a°. Substituindo
este valor k de em (1):

(azz)2 =r*t+at-2r°8? cos(20) =
r? = 2a° cos(20).

s

Voltaremos a esta forma reduzida mais a frente.

Colocaremos (1) agora nas variaveis x e y. Ja que a2 = x2 + y2, sen0 = }—r/ e
X
cos 0 = - temos
K2 = r* + a* —2r2a? cos(20) —>
k2 = r* + a* —2r2a%(cos? 0 — sen® ) —
2 2
k2 = (x2 + y2)2 +a*t—2r2g? ():—2 — };—2) =
K2 = (x° + y2)? + a* — 222 (x° — y?) =
(X% + y?)2 —2a°(x° - y?) = K? - &, (3)

que é a equagdo cartesiana das ovais de Cassini . Temos trés casos a considerar
referente ao produto k = dy.do = cte:

o K< 32;

) k = 32,

ok>32.

Estes trés casos originam trés formatos da trajetéria do ponto ou curvas em estudo.

Figura 12 — As ovais de Cassini

y

SIS I,

(a) k < & (b) k = & (c) k>a®
Fonte — Produzido pelo Autor (2020).
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Vamos apresentar somente 0 segundo caso em que k = a°. Neste caso, temos
(X2 + y2)2 —22%(x2 - y?) = 0 e o trajeto do ponto P(x, y) é semelhante a um “oito

deitado”.
O grafico passa pela origem e o equivalente polar desta equacio é r = 2a° cos(26)

ja vista em (2.3).

Figura 13 — Lemniscata de Bernoulli

dids = cte = a®

Pa,y) = (r,0)

do

F2(<ls0) X

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Esta curva € conhecida como lemniscata de Bernoulli . James Bernoulli (1654—
1705), matemético e cientista suico, apresentou-a em 1694 . Apesar do aspecto inco-
mum, ela teve um papel importante nas obras de Gauss e Abel sobre fungdes elipticas
e construgdes com régua e compasso.

Exemplo 8. Cicloide

Sejam C um circulo de raio r, s € uma reta tangente a C e P um ponto de C.
Denominamos cicloide a curva descrita pelo ponto P quando C rola sobre a reta s,
sem deslizar.
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Figura 14 — Desenvolvimento da cicloide

Cy

/ \
Cl/ \
/
! 01 \ 0,
A i__ i<y
\ r b KT,
\ . I / !
\ T | ; |
N | / 1
N 2
S |- ! s
-~ = &
(e] Q A X

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Para obtermos as equacdes paramétricas da cicloide, admitamos que:
e areta s é o eixo OX;

e 0 circulo C inicia 0 movimento com centro no ponto (0, r);

e 0 ponto P coincide com a origem do sistema de coordenadas no inicio do
movimento.

Tracemos dois circulos: Cy, representando C em sua posigao inicial, e Co, re-
presentando C apds ter rolado alguns instantes. Veja, na Figura 15, a designagéo dos
seguintes elementos:

e sejam O; e O, os centros de Cq e Co, respectivamente;

P = (x, y) o ponto da cicloide em Co;

A o ponto em que Co toca o eixo OX;

Q= (x,0) e T = (0, y) as projegdes ortogonais de P sobre os eixos OX e
OY, respectivamente;

M e N as projegdes ortogonais de P sobre 0,04 e O5A.

e t a medida do angulo @ tomada em radianos.
Note que o segmento OA tem o0 mesmo comprimento que o arco de A a P
sobre o circulo C», que consiste dos pontos que ja fizeram contato com a reta s.
Como t € a medida de /@ , 0 comprimento do arco de C, de A a P que ja fez
contato com s é rt. Logo |OA| = rt. Analisando o sinal de sen(t) e cos(t) nos interva-

7T s 3m 3m ~
los [0, E} : [E,n] , [71, ?] e [?,271], vemos que as coordenadas x e y de P séo
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determinadas por meio das seguintes relacdes:

X = |0Q| = |OA| - |QA| = |OA| - |OoM| = rt—r.sentt;
y = |OT| = |00;| = |TOy| = r—|ON| = r—r.cos .

Obtemos, assim, as seguintes equacoes paramétricas da cicloide:

x(t)y= rt—r.sent
;  teR.

y(t)y= r—r.cos t

A cicloide pertence a uma classe mais ampla de curvas rolantes, denominadas
trocoides.

Seja C um circulo de centro C e raio r, e seja s uma reta. Consideremos uma
semirreta radial CB e um ponto P nessa semirreta. Uma trocdide é o lugar geométrico
descrito pelo ponto P quando C rola sobre a reta s sem deslizar.

Figura 15 — Trocdides

@ R>r (b) R=r (e)R<r
Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

A trocdide é denominada:
e Cicloide Longa quando P é exterior a C (isto é, R=d(P, C) > r);

¢ Cicloide quando P pertence a C (isto é, R=d(P, C) = r);

e Cicloide Curta quando P ¢ interiora C (isto €, R=d(P,C) < r).
O procedimento para obter equacdes paramétricas da cicloide curta e da cicloide
longa é analogo ao caso da cicloide que analisamos anteriormente.

Exemplo 9. Cardioide

Consideremos dois circulos, ' e C, de raios R e r, respectivamente,tais que
e [ e C sao tangentes externamente em um ponto P;

e 0s pontos de C, diferentes de P, estdo no exterior de T'.
Denominamos epicicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P quando C rola
sobre I', sem deslizar. Para obtermos as equagdes paramétricas da epicicloide, ad-
mitamos I" com centro na origem, C com centro no ponto (R + r,0) e que a posicao
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inicial de P seja Py = (R, 0). Nas Figuras 16a e 16b, mostramos o circulo C apds ter
rolado alguns instantes sobre o circulo I'. Acompanhe, nessas figuras, a designagéao
dos seguintes elementos:
e P = (x;y) o ponto da epicicloide que, estando inicialmente na posicéo P4,
descreve o arco Py P quando C rola um angulo de medida 6 sobre T;

A o ponto de contato entre os circulos;

O, o centro de C;

B e D as projecoes de O, sobre os eixos OX e OY, respectivamente;
Q= (x,0)e T =(0, y) as projecdes de P sobre OX e OY;

M e N, as projecbes de P sobre as retas O>D e OB,

t 0 angulo /ﬁz\P descrito pelo ponto P com respeito a semirreta radial OOs.

Figura 16 — Desenvolvimento da cardioide

D

W ——- - -

&
0 P QB X o P Q

(a) P descrevendo uma epicicloide (b) P continuando o movimento

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

O nosso problema consiste em descrever as coordenadas do ponto P em termos
de um parametro. Nas Figuras 16a e 16b, vemos que as posicdes entre Q e B variam
de acordo com a posicao do ponto P. Isto é, de acordo com a medida t do angulo

@. No caso em que Q esta entre O e B, temos:
x =10Q| = |OB| - |QB| = |0B| - [0 M]; 4
y =|0T| = |0OD|~|TD| = |OD| - OxN|.

Note que, enquanto C rola sobre I' , seu centro descreve um circulo centrado
em O e de raio R + r. Sendo 6 a medida do angulo do semieixo OX positivo para a
semirreta OO, (medido no sentido anti-horario), obtemos:

|OB| = (R +r)cos0;

5
|OD| = (R +r)sen®. ©)
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Sendo t a medida do angulo de O»A para O, P, no sentido anti-horario, vemos
que:
_— T  — T 7T
NO,P = OO,B— AO,P = (§—e> —t=Z-(0+0)

Portanto, no tridngulo-retangulo PNO,, temos:

—_—

|0oM| = rsen(NO,P) = rsen (g — 0+ t)> — rcos(8 + t):

—

|0oN| = rcos(NO,P) = rcos (g —(0+ t)> — rsen(d + t).
Substituindo as identidades (4) e (5) em (6), obtemos:

X =(R+r)cos®—rcos(0 + t);

(7)
y=(R+r)sen0—rsen(0 +1).

Mas ainda resta um problema: as expressdées das coordenadas x e y estao
dadas em funcao de duas variaveis 6 e t. Vamos resolver isto. Observe que o compri-
mento do arco de A a P, ao longo de C, € igual ao comprimento do arco de Py a A
sobre o circulo y (lembre que C rola sobre I'). Como a medida do primeiro arco é rt e

. , . . RO
a medida do segundo é R0, entdo rt = RO, isto &, t = -

. Ro . ~ .
Logo, substituindo t = - em (7), obtemos as seguintes equagdes parameétricas
da epicicloide, em fungédo apenas do parametro 0:

X =(R+r)cos®—rcos ((R:r) 9) ;
y=(R+r)senf—rsen ((R:r) 6).

Resta verificar 0 caso em que B esté entre O e Q (Figura 16b). No triangulo
NPO,, (Figura 16b), temos NO;P = t— (5 —0) = (6 + f) — . Portanto,

(8)

|OoM| = rsen(0 + t) — = =—rcos(0 + f);

|OoN| = rcos(0 +t)— = = rsen(0 +{).

SIELNE

Sendo que:
x =10Q| = |0B| -|QB| = |OB| - |0 M|;
y =|0T| =|0D|-|TD| = |OD| - |O2N]|.

obtemos as mesmas equacdes paramétricas do caso anterior. Assim, quando C rola
sobre I, as coordenadas do ponto P satisfazem as equacodes (8), independentemente
da posicao de P. Conclusao: as equacoes paramétricas da epicicloide sao:

xX= (R+r)cos®—rcos ((F{:r) e)
; 0€eR.

y= (R+r)sen®—rsen ((R:r) e> ,




Capitulo 2. Curvas 33

Observe que, quando C percorre um arco de I' de comprimento igual a 27tr, 0
ponto P volta a tocar I'. Portanto, se g = n,onde n € N, entdo o ponto P toca Tl nvezes
e a n-ésima vez coincide com sua posicao inicial. Para verificar isto, basta observar que
o comprimento de I contém n vezes o comprimento de C, pois 2ntR = 27t(nr) = n(27r):

A Cardioide ¢ a epicicloide com r = R e, portanto, 0 = t e sua equacao parameétrica é:

X = 2rcos0—rcos(20)
y = 2rsen6—rsen(20) '

Figura 17 — r = R, Cardioide

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Ha vérias outras epicicloides. Para encontrarmos outros exemplos basta fazer-
mos variar os valores de r e R.

Exemplo 10. Astroide

Consideremos dois circulos T e C de raios R e r, respectivamente, tais que:
e r<R;

e ' e C se tocam apenas em um ponto P;

e 0s pontos de C, diferentes de P, estdo no interior de T.
Denominamos hipocicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P, quando C rola
sobre I', sem deslizar, mantendo todos os seus pontos na regiao limitada por I'.
Para obtermos as equagdes paramétricas da hipocicloide, vamos admitir I' com
centro na origem, C iniciando o movimento com centro no ponto (R—r,0) e P com
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posicao inicial Py = (R,0). Determinemos as coordenadas do ponto P = (x;y) em
termos de um parametro, quando C rola sobre I' sem deslizar.

Figura 18 — Desenvolvimento da astroide

0 B Q , X
Pi 0] Q B Py

(a) P descrevendo uma hipocicloide (b) P continuando o movimento

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Acompanhe, nas Figuras 18a e 18b, a designagao dos seguintes elementos:
e Aé opontode C quetocarTl;

e O, o0 centro de C;
e Be D séao as proje¢des de O, sobre os eixos OX e OY;;
e Q= (x,0)e T =(0,y) as projecdes de P sobre OX e OY;

e Me N as projecGes de P sobre O,D e O, B,respectivamente.
Com essas notagdes, considerando o caso em que B esta entre O e Q, mostrado na
Figura 18a, temos

x =10Q| = |0B| + |QB| = |OB|| + O M];
y =|0T| =|0D|-|TD| = |OD| - |O2N].

Sabendo que o centro de C descreve um circulo de raio R—r, e sendo 6 a medida
do angulo do semi-eixo OX positivo para OO,, no sentido anti-horario, obtemos:

|OB| = (R—r)cos0 e |OD|=(R—-r)sen®.
Denotando t a medida do angulo de O>A para O, P, no sentido horario, temos:
OO,P =7~ e O0,P - NO,P = g—e.

Logo,
N02P=—g+9+002P=—g+6+(7t—r)=(9—t)+g.
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Portanto, no tridngulo retdngulo PNO,, temos:

— = T

|OoM| = rsen NOoP = rsen ((9— t) + §> =rsen(0—t) = rcos(t—0);

|OoN| = rcos NO>P = rcos ((6— )+ g) =rcos(0—1t) = rsen(t—0).

- , , - RO
Substituindo essas identidades nas relagdes (1.9) e usando o fato de que t = -
obtemos as seguintes equacgdes paramétricas da hipocicloide:

R—r

x= (R-r)cosO +rcos ((T) 9)
; B eR.

y= (R—r)senf—rsen ((?) 9) |

A astroide, também chamada tetracuspide, cubocicloide ou paraciclo, é a hipo-

cicloide obtida quando r = g.

Figura 19 — Astroide

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Suas equacOes paramétricas sao:

X = 3rcos0 + rcos(30)
7 0 eR,

y = 3rsen6—rsen(30) ’

e seu lugar geométrico é mostrado na Figura 19.
Variando os valores de R e r encontramos outros exemplos de hipocicloides.

Exemplo 11. Folium de Descartes

O Folium de Descartes possui o aspecto de uma folha. Sua forma cartesiana é
C:x3+y3=3axy,onde a> 0.
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Figura 20 — Folium de Descartes obtido com a = 1

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Para fazermos um esboc¢o detalhado desta curva, vamos primeiro parametriza-
la. Para isso, introduzimos o parametro:

t=

< IS

Observe que:
e Se(x,y)e C,entdo x =0« y =0;
e Set=-1,istoé, y=-x,e(x,y) e C, entdo x3 + (—x)3 = 3ax(—x) = 0 =
—3ax2 = x=0ey=0.
Substituindo y = tx na equagédo x3 + y3 = 3axy e supondo que (x, y) # (0, 0),
obtemos:
x3 + (tx)3 = Bax(tx) = (1 + t3)x3 = 3atx?;

at .
Portanto, para t # -1, temos x = e, como y = tx, obtemos y = t. Assim,
1+13 1+13
x(f) = 13+all:3
5 5 € (-00,—1)U(-1,00)
(t) = 3at
V= 1+13

€ uma parametrizacao da Folium de Descartes.
Vamos agora verificar algumas propriedades relativas a esta curva:

. 3a 3a
1. Acurvaintersectaareta r: y = x nos pontos (0,0) e (? ?)
De fato, fazendo y = x na equagao carteiana, obtemos: x° + x3 = 3axx —
3a
2x3=33x2:>x=04oux=?.

2. Acurva é simétricaem relacdo aretar:y = x.

Para verificar isso, basta mostrar que (x,y) € C se, e sé se, (y,x) € C, 0
que é evidente pela equagéao cartesiana de C. De fato, seja P = (xp, yg) um
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ponto do plano e P’ o simétrico de Pemrelagcdo aretar:x—y =0. Sejar’
a reta perpendicular a reta r que passa pelo ponto P. Entéo, r’

. |x= s+Xxg
r'= ; SeER
y= =5+)

é uma equagdo paramétrica da reta r’. O ponto Q = (s + xp,—S + yp) de
intersecdo da reta r’ com a reta r é dado por:

s+x0=—s+yO:>s=@.
Logo,
_(Yo—Xo Yo —Xo _
Q= (257 + %05 x) -
_(Yo—Xo X0 — Yo _
o ot %) =
=<Yo+Xo YO+X0>
2 ' 2
e, portanto

P'=2Q-P = (Xg + Yo, Xo + Yo) — (X0, ¥0) = (Y0, X0)»
como foi afirmado anteriormente.

Figura 21 — r' Lr e P’ simétrico de P em relagédo a r

riy==z

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

3. Vamos analisar agora o comportamento da curva em funcao do parametro t
nos intervalos (—oo,—1),(—1,0),[0, 1] e [1, o0)

a) Parate (—o0o,—1):1+13<0; x(t)>0e y(t) <0;

( 3a 3a

lim (x(t), y()) = lim

t——00 t——0o0

1/t+ 12 1/t + 12
lim (x(t), y(t)) = (+00,—00);
t——1-

> =(0,0);
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b) te(-1,0):1+3>0;x(t)<0e y(t) >0;

lim_ (x(t), y(t)) = (=00, +00);

t——1+
tﬂn_ 1 (x(1), y(t)) = (+o00, —0);
c) te[0,1]1:1+3>0;x(t)> y(t)>0sete(0,1); x(0)=y(0)=0e
3a
x(1)=y(1) =3
d) te(1,+00) 11+ 13>0; y(t) > x(t) > 0;
3a 3a
1/t+ 27 1/t + 12

lim (x(t),y(f) = lim (

t—>+00 t+—+00

> =(0,0);

4. A curva esta contida no semi-plano x + y + a > 0 e d((x(t), y(t)),r) — O
quando t — -1 onde r é areta x + y + a= 0, isto &, r é uma assintota da
curva.

De fato:

3at_ 3at? . s
1483 1413

3at + 3at? + a+ at® 3 +3t2 +3t+1
B 1413 -4 1+13 B
(t+1)(2+2t+1  (t+1)2
(t+1)(—-t+1 2—t+1

pois (t+1)2 >0 paratodot e R——1 e t2—t+1 >0, paratodo t € R.

xX(H+y()+a=

>0,

| _ m OEv0+al
o lm A0, y(0),0 = lim RIS S

_ g _ats1? a0
1 V2(RR—t+ 1) V2.3
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3 CURVA REGULAR

Nesse capitulo apresentaremos o comportamento da curva no plano, ou seja,
fixado tp, verificaremos qual é o seu comportamento para valores de t préximos de f,.

3.1 CURVAS SUAVES

Definicdo 5. Uma curva parametrizada vy : | — R2 é dita suave se suas fungdes
coordenadas s&o infinitamente derivaveis, ou seja, x,y : | — R tem derivada de
qualquer ordem, onde y(t) = (x(t), y(t)) parat € |

Exemplo 12. Duas curvas parametrizadas diferenciaveis podem ter o mesmo trago. A
diferenca entre as curvas esta na velocidade que seu trago é percorrido. Por exemplo:

o(t) = (t,2t); teR;
Ar)= (2r+1,4r+2); reR.

Figura 22 — Curvas parametrizadas distintas com o mesmo trago.

Yy

(t,2t)

(2r +1,4r + 2)

X

(a) «(t) (b) A(r)
Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Exemplo 13. A aplicacdoy : R — R2, dada por

v(t) = (&, 1)),

embora seja uma curva continua no sentido do 2, é uma curva parametrizada suave,
pois a fungdo y(t) = |t| ndo é diferenciavel em t = 0.

3.2 VETOR TANGENTE

Definicdo 6. Sejavy : | — R2 uma curva parametrizada diferenciével. A reta tangente
ayemtc | éa reta que passa pory(t) na diregdo dey'(t), isto é, dada pela fungdo
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g(r) =y(t) + ry'(t),
onder € R.

Definicao 7. Sejay : | — R2 uma curva parametrizada diferencidvel, que a cadat € R
associay(t) = (x(t), y(t)). O vetor

Y/ (to) = (X' (to), ¥'(to))
é chamado vetor tangente(ou vetor velocidade)de y em t,.

A velocidade de y em t, € /| € dada pelo modulo do vetor velocidade v/ (1), isto

IV (to) | = \/ (X'(t)2 + (' (10)2.

A definicdo de vetor tangente coincide com a nogéo intuitiva que temos de um
vetor tangente a uma curva, isto €, um vetor cuja direcao € a direcao limite de cordas,
determinados por um ponto y(t) e pontos préximos a y(t + h), quando h tende para O.
De fato, fixado t € /, para h# 0, tal que (t+ h) € I,

y(t+h) —v(1)
h

. L 1
€ o vetor y(t) e y(t + h) multiplicado pelo escalar s

Observamos que
im Y+ M —=v()
h—0 h
€ exatamente a definicao da derivada da fungéo y em t.

Figura 23 — Corda ligando dois pontos da curva

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).
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3.2.1 Vetor tangente a uma curva paramétrica

Nessa secao queremos determinar a equacao da reta tangente a curva definida
pelas equacbes paramétricas dadas por

= t
X x(f) , tel
y = y()
Recordamos que a equacgéao da reta tangente ao grafico de uma funcao derivavel
F :1c R — R no ponto (xg, F(xg)) € R2, com Xp € | é dada por

¥ = F(Xo) + F'(x0)(X — Xo).

. d . o
Entdo se podemos calcular d—i para as equagdes paramétricas, podemos usar

a equacao acima para achar a equacéao da reta tangente.

Suponha que podemos eliminar o parametro t na equacao paramétrica e reescrevé-
lo na forma y = F(x). Se substituirmos x = x(f) e y = y(f) na equagéo y = F(x),
obtemos

Derivando implicitamente?, usando a Regra da Cadeia, temos

y'(t) = F'(x(0)x' (),

ou seja,
ay o, 0x
o F (X)E.
dy
! _——
Como F'(x) = X obtemos
d & d
a _ dt ax
v % desde que T # 0.
at

e Tangentes horizontais: Podemos observar na equagéao acima que a curva
tem uma tangente horizontal quando

dy ax
E_OGE#O'

e Tangentes verticais: Notemos também que esta mesma curva tem uma

tangente vertical quando
ax
dt

' Teorema da fungéo implicita:Seja f : U — R uma fungao de classe C', definida num intervalo aberto
U c R?, e (xo, yo) € U tal que f(xo, o) = C, E?—;(xo,yo) . Entao existe um retangulo aberto / x J, de

centro (xo, ¥o) tal que ' (¢) N (I x J) é o gréfico de uma fungdo g : | — J, de classe C'. Isto &, para

cada x € [ existe um Unico y = g(x) € J tal que f(x,y) = f(x,g(x)) = c. E para todo x € [ temos

g(x) = —g;jg;, onde estas derivadas sdo calculadas no ponto (x, g(x)) = (x, y) € (I x J).

dy
706 0.
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Exemplo 14. Seja o circulo, de raio 1 e centro na origem, parametrizado por y(t) =
(cos t,sent), vamos determinar a sua tangente no ponto P = (@ @) . Temos que

x(t)=cost e y(t) =sent.

Assim, no ponto P temos que x = cost = @ ey=sent =
Logo, t = 7.
Calculando o vetor tangente da curva, obtemos vy'(t) = (—sent, cos t) e fazendo
t = 7 obtemos Y'(t) = (—@ @) e a reta tangente a curva é dada por (x,y) =
P-4, 2+ 2t), comt € R.

5N

Figura 24 — Reta tangente ao circulo no ponto P

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

|9
EE

3.2.2 Vetor tangente a uma curva polar

Para encontrarmos o vetor tangente a uma curva polar r = f(6), vamos conside-
rar 6 como um parametro e escrever suas equagdes paramétricas como

X =rcos0 =f(0)cosOey=rsend =f(0)seno.

Entédo, usando o método para encontrar inclinacées de curvas parametrizadas
e a regra do produto, temos

dy % %sene+rcose
dx _ dx _ dr

40 %cose—rsene
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. . . a
Locallzamos as tangentes horizontais achando os pontos onde d_}é = O(desde

que # 0). Do mesmo modo, localizamos as tangentes verticais nos pontos onde

d— = 0 (desde que d_ #0).

do
Observe que, se estivermos olhando para as retas tangentes no polo, entéao
r =0 e a equacao é simplicada para

dy
a-tan( )se—;n’o

Por exemplo, considerando a fung&o r = cos 20, temos que r = 0 quando 0 = g

ouo = STW Isso significa que as retas 6 = %[ ed= STT[ (ou y = x e y = —x) sao tangentes
de r = cos 26 na origem.

Exemplo 15. Considere a cardioide dada por r = 1 + sen 0. Determinemos:
a) ainclinagdo da reta tangente quando 6 =

COI?—I

b) os pontos da cardioide onde a reta tangente é horizontal ou vertical.

Usando a equagao da reta tangente com r = 1 + sen 6 obtemos:

dy ar 0 0
dy g _ dp>SNY*ICOSY  cos@send +(1+send)cos6
dx — ax icose—rsene cosfcos0—(1+senf)send
de do
cosf(1+2senb)  cosO(1+2senb)

1-2sen20—-sen® (1+sen0f)(1-2send)’

a) Ainclinagéo da reta tangente no ponto 0 = g e
‘ cos Z(1 +2sen %) $(1+./3)
=317 (T+senB)(1- Zsen T (1+92)(1-3)
_ 1+3 _1+\/_ -
S @+V3)(1-v3) -1-v3
b) Observe que
dy n 3n 7m 117
40 = cos (1 +2send) =0 quando 6 = > 26 8
ax

T TT
40 =(1+sen0)(1—-2sen0) =0 quando 0 = 2

Portanto, existem tangentes horizontais nos pontos (2, g) :

e tangentes verticais em § T § 5_71
g 2a 6 L] 21 6 .
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3n ﬂ ax

Quando 0 = > d4o = Oe 40 = 0 e, desta forma, devemos ser cuidadosos.

Usando a regra de LHbspital, temos

. dy . 1+2seno . cos o
lim — = lim —— lim ———
0—(3F) ax 0—(33) 1-2seno® 0—(33) 1+send

1 , cos o 1 , —sene_

3 9_:(%)- 1+send 3 e_:(r%)- cos 0

Por simetria,

lim Q = —00,
9_>(377r)+ dx

entdo, existe uma reta tangente vertical no polo.

Figura 25 — Retas tangentes parar =1 + sen®

L7
2’ 6

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

3.3 CURVA REGULAR

Para o desenvolvimento da teoria local das curvas é necessario que exista reta
tangente a curva y para cada valor do parametro t. Para isto, é suficiente que o vetor
tangente a y ndo seja nulo para todo t. Portanto restringiremos 0 nosso estudo apenas
as curvas que satisfazem essa condicao. Essas curvas sao definidas a seguir:

Definicdo 8. Uma curva parametrizada diferencidvel suavey : | — R? é dita regular
seVte l,y/'(t) #0.

Como afirmamos, se y for uma curva regular, o vetor v/(f) é paralelo a reta
tangente a curva y no ponto y(t) .
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Observacao 4. Uma curva parametrizada no plano pode ser regular por partes, ou
seja, v :]a, b|— R? é regular de classe C",n > 1, exceto para uma quantidade finita de
valores de t nos quais y'(t) ndo existe ouy'(t) = (0, 0).

O trago de uma curva regular intuitivamente é suave, sem bifurcacées , exceto
possiveis pontos de auto-intersecdo. Localmente porém, y ndo tem auto-intesecéo
como mostra o resultado seguinte:

Proposicao 1. Sejay : | — R? uma curva parametrizada e regular em t, € 1. Entdo
existe ¢ > 0, tal quey é injetiva no intervalo lp = {t € | | t —to| < €}.

Demonstragdo. Como v'(to) # (0, 0), temos que x’(fo) # 0 ou y'(to) # 0, sem perda de
generalidade suponhamos que x'(tp) > 0. Logo, visto que x’ € uma fungéo continua,
existe ¢ > 0, tal que x/(t) > 0, para todo t € /. Nesse caso, x é estritamente crescente
e, portanto injetiva, o que implica que v|;, € injetiva. A prova no caso y'(to) # 0 é
andloga. O

Dada uma curva diferenciavel, seu grafico € uma curva parametrizavel regular,
ou seja, considere a curva parametrizada vy : | — R2, definida por y(t) = (t, f(t)), onde
f: 1 — R é uma fungao diferenciavel. Como v/(t) = (1, f'(t)) # (0,0), Vt € /, logo y é
uma curva parametrizada e regular. Vamos provar que localmente toda curva regular
é dessa forma.

Proposicdo 2. Sejay : | — R2 uma curva parametrizada e regular em t, € I. Entéo,
existe 6 > 0, tal que, restrito ao intervalo (to—9, to+ ), 0 trago dey coincide com o tragco
de uma curva A da forma A(t) = (t, f(t)) ou A(t) = (f(t), t), para uma funggo diferenciavel
f:J—R.(tg—29,1t+d) contido em J.

Demonstragcdo. Sejay dada por y(t) = (x(t), y(t)). Como y é regular em t = to, temos
que

Y (1) = (X (fo), ¥'(f0)) # (0,0).
2

Vamos supor que x’(fp) # 0. Nesse caso, pelo Teorema da Fungéo Inversa“,
existe um intervalo (o — 41, tp + 01), tal que a fungdo x € um difeomorfismo3, isto &,
uma fungéo diferenciavel com inversa diferenciavel, sobre J = x((tp — 61, fo + 01)). Seja
A 1 J = R? dada por A(t) = y(x~1(t)). Temos portanto, que A € uma curva diferenciavel
e

2 Seja finversivel cominversa f~'. Se ffordenvavel em xo =f (yo) com f'(xp) # 0, e se f~' for continua
em yp, entéo sera derivavel em yo, com (F71) (yo) = W f'(xU)

3 Duas variedades diferenciaveis dizem-se difeomorfas se existir uma aplicacdo entre essas varie-
dades que seja diferenciavel, invertivel e a sua inversa seja diferenciavel. Seja f : M — N uma
aplicagéo entre variedades diferenciaveis. Entao f diz-se um difeomorfismo se as fungdes ¢;fip;’
forem invertiveis e tanto elas como as suas inversas tiverem derivadas de todas as ordens.
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() = (x(x1(0), y(x (1)) = (8, F(1))

é uma funcao diferenciavel onde f é dada por f(t) = y(x~'(t)). A prova, no caso em que
y'(tp) # 0, é analoga e, nesse caso, obtemos que o trago de y coincide localmente em
v(tp) com o traco de uma curva da forma A = (f(1), t). O

Definicdo 9. Sejay: | C R — R2 umacurvae h: J — | uma funcéo real de variavel
real continua e bijetiva. A curva

B:yoh:JgR—>R‘2
diz-se uma mudanca de parametro de .

Exemplo 16. Sejay : [-1,1] C R — R? tal que y(t) = (t,t2). Acurva B : [-1,1] C
R — R? tal que B(t) = (~t, t?) é uma mudanca de pardmetro dey. De fato, p =y o h
em que

h:[-1,1] —[-1,1],

tal que h(t) = —t € uma fungdo continua e bijetiva. Observe-se que o trago dey e de 3
sS40 o0 arco de parabola

{(x,y)e]R2 =1 <x <1 /\y=x2},
mas percorridos em sentidos opostos.

Para finalizarmos esta secdo veremos dois exemplos de curvas, uma regular e
outra nao regular.

Exemplo 17. As duas curvas distintas

(cost,sent), t € (0,2m);
A(r) = (cos2r,sen2r),r € (0,m),

.<

—

=
I

possuem o mesmo traco, o circulo x° + y2 = 1. No entanto, observe que o vetor
fangente da segunda curva é o dobro da primeira. Em ambas as curvas, para cada
t,r e l, existey'(t) #0 e N(r) #0.

Temos v/(t) = (—sen(t),cost), entdo ||[Y/(1)|| = v/(—sen(t))2 + (cos(t))2 = 1 e
N (t) = 2(—sen(2r) + cos(2r)), entdo |N(r)|| = v/22(—sen(2r))2 + (cos(2r))2 = 2 ou seja,
embora ambas as curvas apresentem o mesmo trago, a velocidade de v/(t) é o dobro
da velocidade de A'(r), isto &, |[Y/(1)]| = 2||A(r)]].

Além disso, o vetor tangente v/(t) € perpendicular a y(t) e o vetor tangente A'(r)
é perpendicular a A(r).
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Figura 26 — Curvas parametrizadas distintas com o mesmo trago.

y N

=
5

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Exemplo 18. A funcgéo (x, |x|), por exemplo, ndo é uma fungdo regular, pois a derivada
no (0, f(0)) nao existe, como podemos observar

. £(0 + h)— £(0) 10 + h| = [0]
im0 = = limp g =
= limp_,o- — = limp_,o-—1 = —1.

. £(0 + h) — £(0) 10 + h|—[0|
||mh%0+ h =1 h—0+ h =
= Iim,H0+ - = Iim/H0+ 1=1.

. f(O+ h) —f(O . f(0O+ h)—f(0
iy g (D=0 0= 100)

Logo, ndo existe reta tangente no ponto (0, f(0)).

Figura 27 — Curva néo regular

¥

Ponto de descontinuidade

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).
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Exemplo 19. Observemos agora a curva

22
5(1) = (2£Lt<0; teR,
(t=,t9),t >0

que é uma parametrizacdo do Exemplo 18. Essa curva é diferenciavel por partes e o
vetor tangente é

-2t,2t),t <0

&m={( Wi<0 . ep,

(2t,21),t >0

assim §'(0) = (0, 0) e, logo, existe o vetor tangente no ponto. Isso nos permite concluir
que apesar de haver nesse ponto um problema de descontinuidade na curva, ha pa-
rametrizacdes que nos permitem calcular o vetor tangente. Com essa parametrizagdo
da curva dada, a velocidade nesse ponto € nula.
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4 COMPRIMENTO DE ARCO

Para melhor entendermos esta definicao, devemos ter previamente um entendi-
mento sobre as integrais definidas e o calculo integral, que ndo faremos aqui, pois nao
€ nosso foco principal.

Consideremos entdo, uma curva parametrizada diferenciavel vy : | — R? dada
por suas equacoes x = x(t) e y = y(t) com t € [ty, t], onde x(f) e y(t) sdo fungbes
continuas e possuem derivadas em todos os seus pontos e com x’(t) # 0 para t €
[fy, 1] Tomemos entdo uma partigdo P do intervalo [a, b], dadapora=1{fy <t <t <
oo <tliq<ti<---<thq <lp= b, edefinamos a norma de P por

|P|=max|ti—ti_jl;i=1,---,n.

Consideremos agora os pontos da curva y correspondentes ao valores da
particdo, ou seja, consideremos P; = y(t;) = (x(t;),y(t)) onde i € {1,...,n—1},
A=v(a) = (x(a),y(a)) e B=y(b) = (x(b), y(b)).

Ligando esses pontos consecutivamente, obtemos a poligonal, cujo compri-
mento nos dard uma aproximacgao do arco da curva vy, do ponto A ao ponto B.

4.1 COMPRIMENTO DE ARCO DE UMA CURVA

Figura 28 — Poligonal associada a uma parti¢cdo de [a, b].

v(a)

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Entao, o comprimento S, da poligonal é dado por

n
Sn= >\ (x(t) = x(t1))2 + ((t) — y(t1))2.
i=1
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Agora, aplicando o Teorema do Valor Médio' em cada intervalo [t_1, tj](uma vez que x
e y sao diferenciaveis em [a, b] e, portanto, em cada intervalo da particao) garantimos
que( para cada i)exitem, ¢;, d; €]ti_1, tj[ tais que

y(t) =y(tica) = y'(ci)(ti—tiq);
x(§)=x(tiqg) = X' (di)(t = ti_q).
Entao, voltando a expressao do comprimento da poligonal e aplicando esse
resultado, obtemos

Sp = (x(8;) = x(ti1))? + (y(t;) = y(ti4))? =

'Mz EM:

I
WE
= = = =

(X"(d))(t; = ti_1))? + (Y ()t — ti—1))? =

\
Il
—

[(X' ()2 + (y'(c))2(t = tiq)? =

—.
I
—

[(x' () + (v ()21t — ti—1)-

-

Il
—h

1

Considerando todas as particées possiveis e tomando o limite S, quando |P| —
0 que equivale a n — oo teremos,

S(y) = lim Sp=

n—oo

im ™ e (e)? + (v (€20t = tig) =
i=1

n—oo

b
/a V()2 + (v/(1)2at =

b
- [ @t
a

Rigorosamente,

lim
n—oo

n b ,
;HY(U)—Y(T/—OH—L 1Y/ (1) ot

b
Sty) = /a I (0,

v :[a, b] — R2.

1

Se f é uma fungao continua em [a, b] e derivavel em ]a, b, entao existe ¢ pertencente a ]a, b[ tal que
a reta tangente ao grafico de f tracada pelo ponto (c, f(c)) é paralela a reta que passa por (a, f(a)) e

. . f(a)—f(b
(b, f(b)), isto &, f'(c) = (EA=O)
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Se vy é o grafico de uma funcéo diferenciavel f, logo y(t) = (t, f(t)) e Y'(t) =
(1, f'(t)), assim o comprimento de y sera

S(y) = /ab \/ 1+ f(t)2dt.

Definicao 10. Comprimento de Arco é o menor numero tal que o comprimento dos
caminhos polinomiais nunca pode ultrapassar, ndo importando quanto juntos sejam
colocados os pontos finais dos segmentos.

Exemplo 20. Calcular o comprimento do circulo de raio R e centrado na origem.
Parametrizando o circulo por
v : [0, 2n1] — R2et — (Rcos(t), Rsen(t)),

logo, ¥/(t) = (-Rsen(t), Rcos(t)) e

IV (0)]] = \/A2(sen )2 + R2(cos 1)2 = VA2 = R,

portanto, o comprimento de vy é:

27
S= Rdt = 2nR.
0

Exemplo 21. Calcule o comprimento de arco do lago da curva dada pelas equagbes

X=1°+1
t3 t € R.

y=§—t+1

Solucgédo: Temos x'(t) = 2t e y/(t) = t2 —1 e de acordo com as equacdes

X=2 X =1 X=2
t=—1—= 5 ; t=0:>{ ; t=1= 1 -
y=§ y=1 y =

3

Calculando a auto-intersecgéo: Sejam t4 < b tais que x(ty) = x(o) e y(t1) = y(to).
x(t) =x(b) = ()2 +1=(L)2+1 =t = +b.

Como t; < t, logo a solugéo ty = tp ndo € possivel. Portanto t; = —fy, assim
y(t1)=y(t2)et1 =—t2:>—g+t2+1 =@—t2+1 :—g+t2=0:>t2=00u
tp = +/3.

A solucéo t, = 0 implica em t; = t,, 0 que néo pode, logo t, = ++/3.

Comotj=—t ety <t logot;y =—/3et, =+/3. Temos t = £/3 =
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Calculando o comprimento do lago

Va V3
S=/ \/(2t)2+(t2—1)2dt=/ VA 202 ¢+ 1dt =
V3 V3
Va Va
= t2 12dt=/ t2 +1|dt
[ Eenea= [ i

Como t2 + 1 é positivo para todo t € [-v/3, /3], logo
V3

V3 3
S- (t2+1)dt=[t—+t] 43,
3 3 -3

Exemplo 22. Calcule o comprimento de arco do circulo parametrizado por y(t)

1—t2 2t
<1+t21 tZ) parat e R.

-4t 2(1-13)
Solugdo: Como Y/(t) = < 1222 (14 22 ) para t € R, entdo

1612 4(1-12)2
) at
1+12)4 14124

(1

6T2 4— 2 4

+ 8t + 4t ot
1+l‘2

4t4 + 812 + 4
50 (1+ 1‘2)4
o0 4 2
ﬂdt
(1 + t2)

I
\N\g

Il
\}

t2+1

/ dt 2/ cos? 0. sec® 0d0
—0 1+t z

N\.‘-l

S N\:l
(NF
II

Exemplo 23. Calcule o comprimento do arco da cicloide parametrizado por y(t)

(at—asen(t),a—acos(t)), parat < [0, 2m].

Solucgédo: Temos V/(t) = (a— acos(t), asen(t)) e

RAGIES \/32 —2a2 cos(t) + a2 cos?(t) + a2 sen(t)

= \/222(1 - cos(t)) = V2ay/T—cos(0),
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entao

2m 2m
S= v2ay/1 —cos(t)dt = \/53/0 V/1—=cos(t)dt =

0

271 f 27 t
= \/Ea/ 23en2 ~Nat= 2a/ sen (—) at =
0

=23< 2cos< ))‘27‘ 23[2 - (—2)] = 8a.

Exemplo 24. Segjay : [-1,1] C R — R2 tal que y(t) = (t, t2). Calculemos o compri-
mento do arco dey. ComoY'(t) = (1,2t) e portanto ||y'(t)|| = V1 + 4t2. Logo,

b
- [ et -
NG

=%(t\/ 212 + ~ |n( 14+(21) )‘1)

1 1 2+\/'
- (2\/5 > +\/_>

5+—In 2+\/_

Daremos abaixo, dois exemplos de curvas onde a integral ndo é expressa por
modo de funcdes elementares.

Exemplo 25. Comprimento de arco da elipse y(t) = (acost,bsent),a> b et € [0, 2m7].

Solucgédo: Temos V/(t) = (—asent, bcos t). Logo,

IV (8)] = Va@sen2t+b2cos2t = Va2sent+b2—b2sent =

2
= \/b2+(a2—b2)sen2t=b 1+ (%—1) sen? t.

k2
Entao,

271
S=b/ V1 —k2cos? tdt
0

ax _ —ax
—sent

Tome, x =cost = dx =—sentdt — dt =

1\/_2 _ 22
S- b/ 1kxdx b/ 1-kEXE

1-x2

Essa ultima integral € uma integral eliptica de 2° tipo.
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Exemplo 26. Lemniscata

Figura 29 — Trangulo da lemniscata

Fi(—a,0) 0] Fy(a,0)  x

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Solucao:
di = \/(x—a)2 +y?;

d_=1/(x+a)?+y2

\/(x—a)2+y2\/(x+a)2+y2=d.

2 2

((x2 + a8+ y2) +2ax)((x< + a + y2)—-2ax)=d
(X2 + &+ y?)2 —4a2x2 = d?
(x2 + y2)2 + 232()(2 + y2) —4x°8? = d? - g*

(X% + y?)? + 28%(x? + y?) = d° - a*.
Equacéo polar: x = rcos 0,y =rseno
r* +2a°r2 cos(20) = d® - a*.

Particularizando:

2 2 2

=0= (X +y%)2=x2-y
2

(X2 +y?)2 + (Y2 - x?)

Usando o fato de que x° + y2 = r
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Figura 30 — Lemniscata

y

|
L

ol
NI
g

x

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

r4=x2—(r2—x2);
2x2=rt 412 = x2 = %(r4 +r2);
1
4 2 2 2 2 4 2 2
rr=(rP—y?) -y = 2y?=r*-r* —= y? = ;
(r"=y%) -y y v
3
2xx’ = ! =r+2r3:>x’_r+r,
2(2r + 4r3) 2x
1 r—2r3
I _ " (opr_gr3 3 ! _ .
2yy _2(2r 4ro°) =r=-2r° =y T

1 (r+2r3)2(r2 = r4) + (r—2r3)2(r2 + r4)
=5 4 _ 8 =

_\/rQ[ (r+2r3)2 + (r—2r%2] + r*(r—2r3)2 — (r + 2r3)?]

/2 4 _ 8
1 r2(2r2 + 8r8) + r4(-8r4) 1 2r4 1
J' ré—r8 IRV IS I e g

— Integral eliptica de 12 ordem.

ar
S- 4/
0 Vi-r4
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No célculo integral, integrais elipticas originalmente surgiram em conexao com
o problema do comprimento do arco de uma elipse e foram inicialmente estudadas por
Giulio Carlo Fagnano dei Toschi e Leonhard Euler. Na sua definigdo moderna, uma
integral eliptica é qualquer funcao f que pode ser expressa na forma:

f(x) = /CX R (t, \/W) dt,

onde R é uma funcgao racional de dois argumentos, P é um polinbmio de grau 3 ou 4
com nenhuma raiz repetida, e ¢ € uma constante.
A integral do tipo:

dx
/ V1 - k2sen2x’
onde 0 < k? < 1 é uma forma de integral eliptica.
Como a integral acima ndo pode ser expressa por funcdes elementares. Para
resolver esta integral € necessario recorrer a métodos numéricos e que geralmente ja
possuem valores tabelados.

4.2 REPARAMETRIZACAO POR COMPRIMENTO DE ARCO

Definicao 11. Sgjay : | — R? uma curva regular e fo um instante qualquer fixo. A
funcao comprimento de y é a funcdo h : | = [a, b] — R definida por

t
h(r) = / ().

=l
Se pensarmos no traco da curva como a trajetéria de uma particula, podemos
afirmar que s = h(t) representa o comprimento da trajetoria entre os "instantes” fp e t;.

observe-se que

ds

5= H(t) = [[Y' ()] = v(1),

0 que significa que h aplica bijetivamente / em um intervalo J. A funcao é denominada
como mudancga de parametro. Neste caso, dizemos que as duas curvas regulares h e
Y sdo equivalentes.

Exemplo 27. Considere a retay(t) = (at + ¢, bt + d), t € R e & + b® # 0. Seja s(t) a
fungdo comprimento de arco de vy a partir de ty = 0, isto é,

t
s(t)=/ Va2 + b2dt = vV @ + b2t
0

A funcéo inversa de s € dada por h(s) = , S € R. Portanto, 3 =y o h,

s
va? + b2

qQue a cada s associa

S S
= 5b )
Bls) (a\/32+b2 \/a2+b2)
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€ uma reparametrizacdo de y pelo comprimento do arco.

Exemplo 28. Sejay : [0, 21T] — R2 tal que y(t) = (2 cos(t), 2 sen(t)) cujo traco é uma
circunferéncia.

Reparametrizaremos usando a funcdo comprimento de arco. Consideremos o
instante fixo ) = 0. Como ||y/(#)|| = v/(-2sen(t))2 + (2 cos(t))2 = 2

fo
h(t) = /0 Iy (1)t

fo
h(t)=/o 2dt

h(t) = 2t
h(t) = 2t.

Assim temos que h aplica bijetivamente o intervalo [0, 27t], no intervalo [0, 4].
Assim existe a fungdo inversa s~'. Deste modo, B = y o s~! : [0,4n] — R? tal
que B = sos ! :[0,4n] — R? tal que B(s) = (2 cos 3,2sen 3) reparametriza .
Observemos que B’(s) = (—sen §,cos 3) e portanto ||B/(f)]| = 1.

Exemplo 29. Reparametrizag&o do arco da cicloide
v:10,2n] — R2

t — (t—sen(t), 1 —cos(t))

por comprimento de arco preservando sua orientagao.

Temos
V' (t)| = |(1 —cos(t), sen(t))| = \/(1 —cos(t))2 + sen?(t) =
=v/2y/1—cos(t) = sen <é) ,
visto que
1 = cos? (§) +sen?(§) ~ ~ 5 (U
{ cos(u) = cos? (4)-sen?(Y) = 1-cos(u) = 2sen (§> ’

ou seja, y ndo esta parametrizada por comprimento de arco. Seja {y €]0, 27i[. Temos
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t
s(t) = /t (W)l
= t\/§\/1—cos(u)du
bo

= /tOtZSen (%) au

S — t
Logo,
h(s)=t—s=s(t)=4 (cos <t§0) —CO0S (é)) — t =2arccos (cos (%’) - Z) ,
ou se€ja,
h:}4(cos<t§°>—1),4<cos<t§°>+1)[ — 10, 27
s > 2arccos (cos <t2—°> - g) '

€ uma mudanca de parametros para y que preserva sua orientacao( pois

H(s) = L >0

2\/1- (cos () - (5))°
para s e }4 (cos (%’) —1) 4 (cos <t2—°> + 1) [).

Finalmente, p :yoh: }4 (cos <t2—0> - 1) 4 (cos (%0) + 1) [ — RR? tal que

B(s)= (2 arccos (cos (%’)—g)—sen (2 arccos (cos (%0) —g) ) ,1—cos (2 arccos (cos (%)—g) ) )

€ uma parametrizacao de y pelo comprimento de arco.

Nos exemplos anteriores verificamos que ao parametrizar uma curva usando
a funcdo comprimento de arco obtivemos uma curva em que o vetor velocidade tem
norma 1. Isso sucede sempre que a parametrizacao € feita usando a fungcao compri-
mento de arco e ndo somente nesse caso particular. De fato, podemos enunciar a
seguinte proposicao:
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Proposicdo 3. Sejay : | C R — R? uma curva regular. A curva obtida a partir de y
por parametrizagdo usando a fungdo comprimento de arco € percorrida com velocidade
escalar constante e igual a 1.

Demonstragdo. Seja s a fungao comprimento de arco de v, h: [a, b] — R definida
por

h
(t) = /t I (et

Representamos por s = h(t) o comprimento da trajetéria percorrida pela par-
ticula entre os instantes {y e t; e portanto, h(t) > 0 e h(t) = 0 se, e somente se
t; = to. Uma vez que H'(t) = |[y/(t)|| e a curva é regular segue-se que H'(t) > 0. Deste
modo, o0 que significa que h aplica bijetivamente / num intervalo J e podemos definir a
reparametrizacdo da curva y usando a funcdo comprimento de arco

B=yoh':J—RZ
Calculamos agora o vetor velocidade, usando a regra da cadeia
B'(s) = (yo h1)(s)
B'(s) = v/(h™ (s))-(h™)'(s),
mas como sabemos

1 1

—1\/ _ _ _
VS =5 = ol

Logo,
1

Al
e, portanto, B/(f) € um vetor unitério, isto &, ||R/(f)|| = 1. O

B'(s) = ¥'(2).

Teorema 1. O comprimento de arco da curva y(t) : [a, b] — R? & invariante por
reparametrizag&o.

Demonstracédo. Seja f : J — | uma bijecéao entre intervalos de R, ou seja, f é uma
mudanca de parametro satisfazendo f'(s) > 0, B(s) = y o f(s) outra parametrizagéo da
curva vy, entao teremos,

d d
sp = /C 1B(s)|dls = /C Y(F(S)IF (s)ds

pela regra da substituicao, fazendo t = f(s) teremos

d b
/ Y/ (F(s))IIF (s)ds = / (Dl = sy
(o a
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assim, sg = Sy. O

Exemplo 30. Nos Exemplos 3 e 28, apresentamos duas parametrizacées diferen-
tes para uma circunferéncia de raio r centrada na origem. Pelo Teorema 1, compri-
mento de arco deve ser invariante por reparametrizacdo. De fato, vimos no Exemplo
20 que o comprimento da circunferéncia é 2nr utilizando a parametrizagdo y(t) =
(rcos(t), rsen(t)). Agora, usando a parametrizagdo apresentada no Exemplo 28, va-
mos recalcular o comprimento da circunferéncia.

Lembre que
B : [0, 27mtr] — R2;

ovs (rus(2)rson(3))

Note que ao invés de calcularmos no intervalo de [0, 27t] como feito no Exemplo 28,
devemos alterar esse intervalo para [0, 27tr], por conta da reparametrizagdo. Note que
a curva 3 necessita deste intervalo para completar uma volta completa. E ||3/(s)|| = 1.

Portanto,
2nr 2nr
S(s) =/ ||[5’(s)||ds=/ 1ds = 27r.
0 0
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5 TEORIA LOCAL DAS CURVAS PLANAS

5.1 CAMPOS DE VETORES AO LONGO DE UMA CURVA

Intuitivamente, um campo de vetores X(t) ao longo de uma curva parametrizada
v:l— R?éuma aplicacao que a cada t € / associa um vetor com origem em y(t).

Figura 31 — Campo de vetores X(f) ao longo de y

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Logo, para determinar X(t), basta conhecer a extremidade final do vetor X(t),
uma vez que sua extremidade inicial é y(t).

Definicdo 12. Um campo de vetores de classe C" ao longo de v é uma aplicagdo
X : | — R? de classe C", em que n € N.

Geometricamente, o campo de vetores X & dado, em cada ponto y(t), pelo vetor
de extremidades y(t) e X(t). Se y € uma curva suave e regular, parametrizada pelo
comprimento de arco, o vetor tangente y/(s) é unitario. Esse vetor tangente, a partir de
agora, sera representado por T(s) = v/(s).

Doravante assumiremos que v : / — R2 uma curva suave, regular e parametri-
zada por comprimento de arco.

Observacdo 5. e A aplicagdot : | —s R? diferencial com || T(s)|| = 1

e Existem dois vetores ndo-nulos e unitarios perpendiculares a T(s), sendo um
deles correspondente ao giro de 90° em sentido horario e o outro em sentido
anti-horario. Ambos sdo dados por uma transformag&o ortogonal de R2 em R?.
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Figura 32 — Vetores unitarios perpendiculares a T(s)

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Definicao 13. Chamaremos vetor normal unitario a curvay em s o vetor unitario
ortogonal a T(s), tal que a base ortogonal do R? formada por T(s) e N(s) tem a
mesma orientacdo que a base eq = (1,0),eo = (0,1) de R?, jsto é,

N(s) = (-y'(s), X'(s))

Figura 33 — Vetor normal unitario

N(s)
T(s)

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Observacdo 6. e Se y(s) = (x(s),y(s)), entdo T(s) = (x'(s),y'(s)) e portanto,
N(s) = (=y'(s), X'(8))-
e A reta normal a curva em um ponto y(S) é aquela que passa nesse ponto e tem
como vetor diregdo o vetor unitario N(s).

Observacao 7. Propriedades do vetor normal unitario:
1. N:R — R? é uma aplicacéo diferencivel:

2. N(s) é um vetor unitario;
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x'(s) —y'(s)
y'(s) X'(s)
5. Os vetores T(s) e N(s) constituem uma base ortogonal do R2, para cada s € I.

4. det(T(s), N(s)) = -1,

5.2 CURVATURA

Um conceito de suma importancia para o estudo de geometria diferencial é
a curvatura. Geometricamente, a curvatura k(s) é a medida do quanto uma curva se
difere de umareta, ou seja, a curvatura mede a taxa em que varia a dire¢do da tangente
a curva num ponto y(s). Assim, precisamos que o comprimento do vetor tangente nao
se altere, por isso usamos uma curva parametrizada por comprimento de arco.

Sabemos que T(s) e N(s) sao fungdes diferenciaveis de classe C* e que
correspondem elementos de s € I a R?; e ainda, T'(s) e N/(s) sdo combinagdo de
linear de T(s) e N(s). Entendemos que como T(s) é um vetor unitario, entdo T'(s) e
T(s) sao ortogonais e, portanto T'(s) é proporcional ao vetor normal unitario N(s). Ao
fator de proporcionalidade denominamos curvatura k(s) da curva em s.

Proposicao 4. Sevy: | — R? é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.
Para cada s < |, o vetor T'(s) esta na direcao de N(s), isso quer dizer

T'(s) = k(s).N(s), para cada s € .

Entao
(a) k(s) = (T'(s), N(s)) =—=(T(s), N'(s)).

(b) N'(s) =—k(s)T(s).

Demonstracdo. Para cada s € /, se verifica || T(s)||2 = (T(s), T(s)) = 1, se derivamos
essa equagao obtemos

(T(s), T(s)) = 1" = (T'(s), T(8))+(T (), T'(s)) = 0 = 2(T'(s), T(s)) = 0 = (T'(s), T(s))

o que significa que T'(s) é ortogonal a T(s) e portanto, proporcional a N(s). Entéo,

para cada s € / existe, um nimero real k(s) de maneira que se tenha T'(s) = k(S)N(s).

Para obter o item (a) consideramos que ||N(s)||2 = (N(s), N(s)) = 1, fazendo o
produto escalar de T'(s) e N(s), entdo

(T'(s), N(s)) = (k(s)N(s), N(s)) = K(s)

' O simbolo (,) representa o produto escalar(ou interno) entre dois vetores U= (U, U2) € V= (v1, v2),
escrito em coordenadas relativamente & uma base(no nosso caso R?), e é definido como (u, v) =
V= (U1.v4 + Uo. Vo). Se U e V s&o valores ndo-nulos, ent&o (u, vy = ||7||.H7||. cos(6), onde 6 é 0

angulo formado entre os vetores U e V.Osvetores U e V so ortogonais (e = g) se, e somente

se, o produto escalar entre eles € 0, ou seja, (U, v) = TV=0
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Por outro lado, como T(s) e N(s) sdo ortogonais (T(s), N(s)) = 0. Se derivamos essa
expressao, obtemos que

(T'(s), N(s)) + (T(s), N'(s)) = 0
0 que significa que
k(s) = (T'(s), N(s)) =—(T(s), N'(s)).

Para o item (b), o vetor N(s) € unitario, logo, (N(s), N(s)) = 1 e derivando,
obtemos (N'(s), N(s)) = 0, o que significa que N'(s) é perpendicular a N(s) e, portanto,
proporcional a T(s), entdo N'(s) = h(s)T(s), com h(s) nimero real para cada s € |.
Substituindo na igualdade do item (a)

k(s) ==(T'(s), h(s) T(s)) = =h(s)
e isso implica que N'(s) = —k(s) T(s). O

Definicdo 14. Se uma curva paramétrica regularvy : | — R? esta parametrizada pelo
comprimento de arco s entdo para Vs € | temos |[Y'(s)|| = 1. Assim, T(s) = (x'(s), y/(s))
e N(s) = (=y'(s), X'(s)). A curvatura de y em s é o numero real k(s) tal que T'(s) =
Kk(S)N(s).

Para curvas planas a curvatura tem sinal, onde sera detalhado mais adiante o
significado desse sinal.
Observe que se a curva é parametrizada pelo comprimento de arco temos

k(s) = (T'(s), N(s))
Logo

k(s) = [v"(s)]

Exemplo 31. E natural esperar que a curvatura de uma reta seja nula. Vamos apresen-
tar uma parametrizacdo da reta. Seja v um vetor unitario em R? e p um ponto do plano.
Seja 3 uma curva parametrizada por comprimento de arco dada por 3(s) = sV + p.
Calculando, temos B'(s) = v e B”(s) = 0 para s € R.

Exemplo 32. Uma parametrizagdo por comprimento de arco da circunferéncia é [3(s) =
r(sen(2), cos(2)). Vamos calcular k(s) = ||p"(s)|.

0= (o (%) oo ()

Portanto,

- L oore (5) v () -1
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A curvatura da circunferéncia independe de s, ou seja, ela é constante, para
todo s € [0, 27tr]. E também inversamente proporcional ao raio, isto &, quanto maior
0 raio, menor a curvatura da circunferéncia. Se pensarmos em um raio muito grande,
a curvatura esta préxima de zero. Em uma pequena vizinhanca da circunferéncia, a
circunferéncia quase chega a ser uma reta.

A cada ponto da curva y(t), podemos associar o vetor tangente unitario T =
Y'(1)
EOIE
e T = v/(s). Podemos ainda, a cada t, associarmos um angulo 0 = 6(t) tal que T =
(cos(0), sen(0)) na circunferéncia de raio 1.

Note que se a curva é parametrizada por comprimento de arco, |[y/'(s)|| = 1

—
—~
(2
~
Il

(cos 0(s),sen6(s))
(—sen0(s), cos 0(s)
'(s)(—sen(0(s), cos(0(s))
'(s)N(s)

= Kk(s) =0/(s)

—
©
N—

I

0
0

Figura 34 — Vetores tangentes unitarios na circunferéncia de raio 1

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Outra maneira de pensar sobre a curvatura € aproximar uma curva em um
determinado ponto com um circulo. Esse circulo, chamado circulo de osculagéo (que
significa “circulo de beijo”), apenas toca (ou “beija”) a curva naquele ponto e tem a
mesma curvatura que a curva ali.

O raio da circunferéncia que melhor aproxima uma curva em cada ponto € igual
ao inverso da curvatura nesse ponto.
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A curvatura de qualquer circulo € 1/R onde R é o raio. Um circulo com um
raio muito grande tem uma curvatura muito pequena — andar em linha reta na Terra,
estd viajando em volta de um circulo gigante, mas nos realmente ndo percebemos
essa curvatura e parece muito com andar sobre uma superficie plana — enquanto
um pequeno circulo com um pequeno raio tem uma curvatura muito grande. Assim, a
curvatura de qualquer ponto em uma curva pode ser definida como 1/R, onde R é o
raio do circulo de oscilacao naquele ponto.

Figura 35 — Circulo osculador no ponto P

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Raio do Circulo Osculador Tomamos a circunferéncia de centro P e raio R que
representamos por ¢ = (P, R) e sabendo que s é o parametro comprimento de arco,
temos que

||v(S —-P| =
(y(s)— P,y(s)— P) = R?

2 (Y'(s),y(s)—=P)=0
(T(s),v(s)— P) =0 ey(s)— P = £RN(s)
(T'(s),v(s)= P) +(T(s), T(s)) = 0
(k(S)N(s),y(s)—P) +1=0
k(s) (N(s), RN(s)) = —1

+k(s)R =1 = Kk(s) = i—lR

O sinal depende se N esta apontando para o centro do circulo ou para o exterior do
mesmo.
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5.2.1 Sinal da Curvatura

Seja ty € I; se k(ty) > 0, entdo, para t suficientemente proximo de fy, y(f) esta
contida no semi-plano determinado pela reta tangente a y no ponto y(f) e para o qual
aponta o vetor N(tp).

Figura 36 — Curvatura com sinal positivo

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Para provar esse fato mostraremos que a projegéo do vetor y(t) —y(fy) sobre o
vetor N(fy) assume um a valor ndo-negativo quando t se aproxima de f, ou seja, que
a funcao

f(t) = (v(t) = v(to), N(tp))

€ maio que zero. Observe que
f'(1) = (v'(t) = ¥'(to), N(to)) + (v(1) = v(fo). N'(fp))-
Como y(ty) e N(fy) sdo vetores constantes, temos que
f'(t) = (v'(1), N(fp)) + {v(t) = ¥(to), 0).
Mas (v(t) =v(f), 0) = 0, logo
f'(t) = (v'(2), N(to))-
Por outro lado, v/(t) = T(t), consequentemente
f(to) = (¥'(to), N(to)) + (T(to), N(fp)) = O.

Logo fy € um ponto critico de f e, por outro lado, temos

(1) = (" (1), N(to)) + (' (1), N'(tp)).-
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Sabemos que a derivada de uma constante é zero, assim

F(t) = (v" (1), N(to)) + (¥'(2), 0).

Mas, (y/(f),0) = 0 ey’ (f) = T'(t), logo

(1) = &"(1), N(to)) = (T'(2), N(to))-

Desse modo,
f"(to) = (T'(ty), N(ty)) = k(to) > 0.

Assim, tem-se que t; € um ponto critico da fungéo f pois f'(t;) = 0, além disso
to € um minimo relativo estrito de f , pois f”(fy) > 0. Portanto, f(t) > f(fy) = O, para
t ~ ty, demonstrando o desejado. Se k(fy) < 0, entéo, para t suficientemente proximo
de fp, y(t) esta contida no semiplano determinado pela reta tangente a y no ponto y(t)
e para o qual aponta o vetor —N({y).

Figura 37 — Curvatura com sinal negativo

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Nesse caso, temos

f'(ty) = (¥'(t), N(tp)) = (T (to), N(tp)) = 0

" (to) = (T'(ty), N(ty)) = k(to) < O.

ou seja, a fungéo f possui um maximo relativo estrito em ty, logo f(t) < f(fy) = 0, para
t ~ ty, demonstrando o desejado.

Definimos a curvatura em funcdo do comprimento de arco, mas podemos obter
a curvatura em funcao de uma parametrizagao arbitraria da curva y, ou seja, podemos
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expressar a curvatura em termos das derivadas de uma parametrizacao qualquer da
curvavy.

Sabemos que s é parametro comprimento de arco e t € o parametro da curva.

Temos que

dr

K(S) = ’ E

/ Iy (1)t

=¥ (t)]|
Y'(t)
v/ (t)]
Y'(t)

o arat 9 & (@)

ds dtds % V()]

g( Y(1) ) _ YOIV O =Y O G Iv (@)l
Iy (8)] Y (1)1

(1) =

Como
V' (O = V1), Y (1))
temos que

1),y (1)
1Y/ (D)]]

d (y’(t))_V"(f)HY )= 0
at \[v'([,) = /(t u2

"IN @2 =Y (O (@), v (2))
FEGIE

Entao
dT dat

Vamos calcular

V" O1Y' 012 =Y O (0,7 (0)
Mas,

IV @OV (12 =¥ ()Y (1), " (1) | =
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GOV O =V 6@ @O, YO, Y O O =¥ (O (0,7 (1))
IV @Y 01 = GO @2V @17 = O, @2V @12 + [V (12 (0,7 (1)
Observe que

IV @GPV 1 = &0, ()2 = [V O 1AV ORIV (012 = K1), ¥ (1)?)

Vamos calcular explicitamente a expressao do parénteses.
Sabemos que Y'(t) = (x'(), y'(1)) e Y"() = (x" (1), y" (1)), logo

YOIV ()17 = (0,7 (1)2 = (@), (' O ()2 + (" (1)%) = (X" + y'y")?

+
—~
\:
—
~
N—
N
N
—_~~
>
I
—_~~
~
N
N—
)]
N
>
<
—_~~
~
N—
:\
—_~~
~
N—
x
I
—_~~
~
N—
<
—_~~
~
N

= (X(1)2(y"(t))?

Por outro lado,
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Ou seja, exatamente a mesma coisa.
Voltando a expresséao, temos

YOI (0112 = /(0,7 (8)% = ¥ (B) x ¥"(8)|[?

Assim,

YOIV (12 = &', (1)2 = IV OV (1) x ¥ ()]

Voltando a curvatura,

_ IO OI2=v O @O, O)N _ IV OV @) < ¥ @)
/()14 v (14

/ i
ki) = 1Y (f)/>< vs(t)H
4wl
Exemplo 33. Calcule a curvatura da cicloide parametrizada y(t) = (t—sen(t), 1—cos(t))
no topo de um dos arcos, ou seja quando t = .

k(1)

Temos que Y/(t) = (1 —cos(t), sen(t)) e v (t) = (cos(t), sen(t)).
Vamos substituir as derivadas na férmula acima:

_ | cos(t) — cos?(t) — sen?(t)]
~||(1 = cos(t))2 + sen?(t)||3

k(t)
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P | cos(t) — (sen?(t) + cos2(1)|
(t) =
|11 —2cos(t) + cos2(t) + sen2(t)||
|cos(t)—1]|
(2-2cos(t))?

k(t) =

Substituindo t = 7t teremos,

|cosmt—1| |—1-1| 2 2 1
(2—2cosm)z (2-2(-1))2 (4)2
. . 1
Descobrimos que a curvatura no topo da cicloide € k = v

Exemplo 34. Curvatura no circulo parametrizado

Seja y(t) = (xg + Rcos(t), yg + Asen(t)) uma parametrizacdo do circulo de centro
C(xg, ¥p)) € raio R, assim:

v'(t) = (-Rsen(t), Rcos(t))

vY"(t) = (-R cos(t), —R sen(t)).

Logo,

1Y (1) = \//:;2 sen2(f) + R2 cos?(t) = V R2 = R,
entdo, sua curvatura € dada por:

_ R2sen?(t) + Rcos?(t) R? 1

) RS "R® R
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6 PROPOSTA DIDATICA PARA O ENSINO MEDIO

Os elementos geométricos normalmente sdo estudados na escola basica de
forma estética, porém quando a geometria é aplicada a problemas concretos sao
comuns aqueles onde a agdo de movimento se faz presente. No campo da engenharia
mecanica e da automatizacao industrial, por exemplo, configuracbes geométricas que
sofrem agdo de movimento servem de base para a construcdo de maquinas. Nesse
contexto, é pertinente observar as trajetérias de pontos fixos nessas configuracoes
geométricas que sofrem acdo de movimento, visto que as curvas descritas por tais
trajetorias podem ser aplicaveis a diversos campos da ciéncia e conduzir a avangos
tecnoldgicos significativos.

Pensando na escola basica, o estudo das curvas descritas mecanicamente
pode auxiliar no sentido de proporcionar uma abordagem inovadora para o estudo
das geometrias plana, com a possibilidade de articulagdo com a geometria analitica,
indo de encontro com as competéncias descritas nas orientacées da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC).

O objeto dessa proposta metodoldgica € justificado pela constatagdo do autor,
docente do Ensino Fundamental e Ensino Médio , da limitacao de parte dos alunos no
que diz respeito ao raciocinio geométrico, principalmente a compreensao da relacao
entre 0s aspectos visuais e as propriedades de certas figuras geométricas.

Esta proposta experimental faz parte trabalho que desenvolvemos sobre curvas
parametrizadas. O principal objetivo da atividade experimental é incentivar os alunos
de graduacao, professores e interessados a trabalhar com experimentos simples com
alunos do Ensino Fundamental e Médio.

Como ja dissemos, a matematica ndo € bem compreendida no Ensino Funda-
mental e Médio e por isso essa disciplina € uma das mais odiadas em todos os niveis
de ensino. Uma forma de atrair os discentes para os temas da matematica é com ativi-
dades experimentais. A proposta é a de instigar o aprender da matematica ndo como
um ato mecanico de "decorar e aplicar férmulas", mas compreender que a matematica
esta na vida, muito antes de ser aprendida ou apresentada no espaco escolarizado.
Uma atividade experimental j& € um bom comeco.

A proposta experimental desenvolvida neste trabalho é constituida de duas
etapas. A primeira parte do experimento consiste em obter a cicloide e a segunda
parte consiste em explorar a sua parametrizagéo.

De forma pratica, este estudo visa observar a curva descrita pela trajetéria de um
ponto de uma configuracao geométrica quando essa sofre a acao de movimento. Por
exemplo, qual seria a curva descrita pela trajetéria de um ponto fixo da circunferéncia
guando essa rola, sem deslizar, ao longo da reta?

Como a agao do movimento é essencial para a visualizacao da geragao das cur-
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vas, se faz imprescindivel um instrumento que permita tal visualizacao de forma prética,
no caso desse trabalho, um software de geometria dindmica. Na proposta aqui desen-
volvida, utiliza-se o software Geogebra, em funcédo desse ser um software gratuito e
possuir ferramentas cuja aplicacao é relativamente simples e eficaz considerando-se
0s objetivos elencados.

O nosso objeto de demonstragéo aqui sera a cicloide.

6.1 CONSTRUCAO COM MATERIAL CONCRETO
Material necessario:
e régua;
e copinho de acrilico(vidro) com grafite(lapis) fixado na borda;
¢ folha de oficio.

Figura 38 — Exemplo de material

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Instrugbes:
a) Role(no sentido horario), sem deslizar, o copinho ao longo da reta (régua),
conforme ilustra a Figura 39.

Figura 39 — Desenhando a cicloide

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).
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b)

c)

d)

Visualmente, qual a relagdo entre o comprimento do arco TP (da circunfe-
réncia) e do segmento AT da reta?

Supondo que a relagdo intuida visualmente na questdo anterior seja verda-
deira, escreva o angulo TCP em funcao da medida do segmento AT.

Novamente, supondo que a relacao descrita no exercicio b é verdadeira, qual
a relacao entre o comprimento da circunferéncia e a distancia entre os dois
primeiros pontos de tangencia da curva cicloide sobre a reta diretriz?

6.2 CONSTRUCAO UTILIZANDO O SOFTWARE GEOGEBRA

Reta AB e circunferéncia de raio r.

Crie um controle deslizante r de valor maximo 10;
Crie dois pontos A e B;

Crie uma semirreta AB (com origem em A);

Crie um ponto T na semirreta AB;

Crie uma circunferéncia de raio r com centro em T;
Crie uma reta perpendicular a AB passando por T;

Obtenha os pontos de interseccao da reta perpendicular a AB com a circun-
feréncia de centro T (o ponto de intersec¢do acima da semirreta AB deve
ser C);

Crie uma circunferéncia de raio r com centro em C;
Obtenha o segmento AT;

Obtenha o ponto P, criando um angulo de amplitude fixa T@P, de medida
e/r (a variavel e corresponde ao nome atribuido pelo programa para o com-
primento do segmento AT) no sentido horario;

Habilite o rastro no ponto P.

A cicloide é a curva obtida pelo tracado do ponto P ao movimentarmos o ponto
T (isso faz com a que a circunferéncia de raio r e centro C role, sem deslizar, pela reta

AB.

6.3 EXERCICIOS QUE UTILIZAM A CONSTRUGCAO GEOMETRICA PRONTA

1.

2.

Utilize a ferramenta Arco Circular, meg¢a o comprimento do arco TP no inicio
da trajetéria de P e compare-o com o do segmento AT.

Explique 0 que acontece com a relacao constatada no exercicio anterior a
partir do momento que ponto P tangencia a reta AB pela primeira vez, apos
0 inicio de sua trajetéria.
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3. Modifique o valor de r nos itens a seguir e verifique qual a cicloide formada.

a) r=1
b) r=2,5
c) r=4
d r=m

4. Considerando A = (0,0) e B = (1,0), qual o menor intervalo para que a curva
volte a tangenciar a reta AB em cada um dos itens do exercicio anterior?

5. Calcule o valor adequado de raio para que, no intervalo [0, 207], se tenha
tantos pontos de tangencia com a reta AB quanto indicado em cada item, de
modo que os extremos do intervalo sejam pontos de tangéncia. Verifique a
coeréncia de suas respostas no Geogebra.

a) 3
b) 6
c) 11

6. Utilizando a construgao feita para gerar as cicloides no Geogebra, construa
uma cicloide cuja circunferéncia tem raio 2. Trace a reta CP e marque sobre
essa reta dois pontos exteriores, dois pontos interiores e os dois pontos
pertencentes a circunferéncia. Habilite o rastro e escolha cores distintas
para casa um desses pontos. Movimente o ponto C para gerar o conjunto de
curvas e identifique as cicloides, cicloides alongadas e cicloides encurtadas.

6.4 OBTENCAO DAS EQUACOES PARAMETRICAS

1. Utilize a construgdo geométrica com a qual € possivel obter a curva reprodu-
zindo o movimento descrito na definicdo. Obtenha os segmentos AT e PD,
paralelos ao eixo x, CT, paralelo ao eixo y e PD. O ponto de interseccao D
(entre PD e CT) também deve ser obtido. A Figura 40 mostra a configuragéo
que deve ser obtida no inicio da trajetéria do ponto P.
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Figura 40 — Inicio da construgdo da cicloide

Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

2. Escreva as coordenadas x e y de P como subtragcdes de segmentos.

3. Utilize a relagao entre o segmento AT e o arco TP e escreva AT em funcao
de t.

4. Utilize relagdes trigonométricas no triangulo retdngulo DPC para obter as
medidas dos segmentos DC e PD em fungéo de t.

5. Escreva as expressdes que determinam x e y no ponto P da figura, em
funcéo de t.

6. Sabendo que dependendo da posicdo de P, as expressdes que determi-
nam suas coordenadas em termos de adicdo de segmentos mudam, mas
que sempre chega-se as mesmas expressoes em funcao de t, escreva as
equacdes paramétricas da cicloide de reta y = 0, ponto inicial (0, 0) e circun-
feréncia de raio r.

7. No software Geogebra, crie um comando deslizante t de valor maximo 20 e
minimo O(parametro t) e um ponto P cujas coordenadas sao obtidas a partir
das equagdes paramétricas da cicloide cuja origem € o ponto (0,0) e que 0
eixo x como diretriz e uma circunferéncia de raio 2. Habilite o rastro no ponto
P e varie o parametro t a fim de observar a curva formada.

6.5 UTILIZACAO DAS EQUAGCOES PARAMETRICAS PARA A OBTENGCAO DE CUR-
VAS

1. Encontre as coordenadas do ponto P de uma cicloide cujos raios das circun-
feréncias diretriz e geratriz sdo 1, para os seguintes valores de t:

T
a)t=5
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b) t=m
c) t=3F
d t=9

Utilize o software Geogebra e crie um comando deslizante (parametro f) e
o ponto P cujas coordenadas sao obtidas a partir da cicloide descrita no
exercicio 1. Verifique, com o auxilio do programa, que os pontos calculados
realmente pertencem a curva em questéo.

Reproduza a seguinte configuracdo no Geogebra, indicando quais as equa-
cbes paramétricas utilizadas.

Figura 41 — Curvas no Geogebra
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Fonte — Produzido pelo Autor (2020).

Boa parte das atividades sugeridas utiliza, no processo resolutivo, conceitos
elencados na Base Nacional Comum Curricular. A aplicagdo de tais atividades per-
mite que esses conceitos sejam explorados de forma diferenciada, constituindo uma
alternativa a abordagem tradicional dos mesmos, que muitas vezes se da de forma
desconexa com as outras ciéncias e até mesmo com os demais campos da prépria
Matematica.
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7 CONCLUSAO

Este trabalho teve como principal objetivo estudar a importancia das curvas
planas e alguns aspectos que as envolve como: parametrizacao, regularidade, com-
primento de arco, vetor tangente, vetor normal e curvatura, assim como elaborar uma
proposta pedagogica para aplicar no ensino regular objetivando a melhoria da quali-
dade de ensino da matemaética.

Na introducéo trouxemos um pouco da historia da geometria das curvas e sua
importancia para a Geometria Diferencial.

No segundo capitulo saimos de uma curva algébrica para chegarmos a uma
curva parametrizada diferencidvel usando para isso dois parametros diferentes: o pa-
rametro t e o parametro 0 .

No capitulo trés, calculamos o comprimento de arco de uma curva parametri-
zada, assim como reparametrizamos a mesma utilizando para tal o comprimento de
arco ou um parametro qualquer.

No quarto capitulo, abordamos os aspectos locais de um ponto especifico da
curva, ou seja, seu vetor tangente, seu vetor normal e sua curvatura.

No ultimo capitulo, trouxemos uma proposta pedagoégica para o ensino funda-
mental e médio, utilizando a cicloide. Esse capitulo é a contribuicdo desse trabalho para
a educacao basica(ensino fundamental e médio). Nele utilizamos o software Geogebra
para construir a cicloide e através dessa construcao calcularmos a parametrizagdo da
mesma explorando os aspectos geométricos dessa curva.

Em um contexto geral, a importancia desse trabalho se da no sentido de trazer
ideias diferentes das tradicionais com a finalidade de propor um processo de ensino-
aprendizagem significativo, em cumprimento com as diretrizes da Base Nacional Co-
mum Curricular. A atividade aqui sugerida pode ser utilizada na integra ou adaptada
para enfoque em algum topico especifico do Ensino Médio. Espera-se que as ideias
aqui expostas possam colaborar para reflexdes acerca do ensino da Matematica no
pais, em especial no campo da Geometria.

Esperamos através desse trabalho, contribuir com a educacao, seja como forma
de pesquisa ou através da proposta pedagdgica fazendo com que compreendam a
matematica de forma mais aprazivel e interessante.
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