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RESUMO

O ensino da matematica tem se tornado um desafio para os profes-
sores em sala de aula, devido ao desinteresse e desmotivacao dos alu-
nos quanto & aplicabilidade dos conteudos lecionados. Este trabalho
surge do interesse de superar tal descontentamento, aproximando os
contetidos programaticos do ensino regular com as suas aplicagoes no
cotidiano, através de exemplos. O objetivo deste trabalho é trazer o co-
nhecimento da geometria espacial aplicada no ensino médio motivado
pela cristalografia, mostrando sua enorme contribuicao para a ciéncia,
industria, medicina e tecnologia, buscando gerar interesse e curiosidade
nos alunos. A partir dos estudos sobre a cristalografia e sua importan-
cia, foram elaboradas propostas didaticas a fim de auxiliarem docentes
no ensino de tais conceitos.

Palavras-chave: Geometria espacial. Cristalografia. Ensino. Mate-
mética.






ABSTRACT

Multiple mathematical concepts have limited real-life applicability, le-
ading to a lack of interest and motivation in students to learn math.
There is great interest in developing techniques to overcome such chal-
lenges; such techniques are based on the principle of approximating
mathematical concepts to examples drawn from everyday activities.
The aim of this study is to demonstrate the applicability of special
geometry motivated by crystallography, taught in high school, in mul-
tiple areas of knowledge such as science, industry, medicine and techno-
logy. The ultimate goal is to increase interest and curiosity about these
concepts among students. We elaborated a didactic proposal based on
previous studies on the importance of crystallography, in order to help
teachers to explain such concepts.

Keywords: Special geometry. Crystallography. Teaching. Mathema-
tics.
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INTRODUCAO

O ensino de matemética sofre com a resisténcia devida a sua
linguagem, complexidade e até mesmo ao preconceito criado por parte
dos alunos. E rotineiro ouvir perguntas dos alunos buscando a aplica-
bilidade da disciplina, que na maioria das vezes é resumida a formulas
e calculos sem uma aproximacao com o mundo externo; seus exercicios
ficticios, alguns muito fora da realidade vivida pela maioria, e a difi-
culdade em solucioné-los traz uma grande desmotivacdo por parte dos
alunos e também dos professores. Superar todas essas dificuldades pode
ser algo trabalhoso, mas muito gratificante.

Neste trabalho buscaremos uma motivacao para o estudo da ge-
ometria espacial trabalhada no ensino médio, seguindo a Proposta Cur-
ricular de Santa Catarina (2014). O ensino da geometria na formagao
integral da educacao béasica estad previsto e destaca a importancia con-
ceitual no aprendizado geométrico, incluindo neste a geometria plana,
espacial e euclidiana. Para este estudo, pensou-se em uma forma de
apresentar o contetudo sobre poliedros e simetrias de forma a trazer al-
guma praticidade aos alunos, surgindo a ideia de trabalhar a matéria
aliada ao estudo da cristalografia.

Neste processo, além de apresentar a disciplina de geometria,
introduz-se um novo conceito, proporcionando a pesquisa desta nova
area de estudo que trata da classificacao dos cristais. Esta utiliza-se
de critérios de refracao da luz, que ao ser projetada sobre os cristais e
passar através dos mesmos, terd seu angulo de entrada e saida analisado.

Sendo assim, o objetivo deste trabalho é realizar um estudo da
geometria espacial motivada pelo estudo dos cristais. Na complemen-
tacao deste estudo serd desenvolvida uma apostila segmentada em au-
las que possibilite ao professor de ensino médio motivar o estudo da
geometria espacial com aplicacoes, buscando sempre a conexao com
o cotidiano, experiéncia e a vivéncia dos alunos. Serdo ocultadas al-
gumas demonstragoes e apresentadas outras na medida que os alunos
tenham maturidade e conhecimento para compreendé-las, de maneira a
proporcionar um rigor matematico, mas sem criar barreiras no ensino.
Também foi apresentado o conceito de cristalografia, suas aplicagoes
e a importancia da cristalografia em varios segmentos dos setores da
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industria, pesquisa e novas tecnologias.
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1 CRISTALOGRAFIA

Cristalografia é a ciéncia que estuda e descreve a formagao e or-
ganizacao dos atomos que formam os sélidos. Tais conhecimentos nos
permitem compreender as propriedades dos materiais visando aplicé-
los em determinadas areas.

Os estudos sobre cristalografia apresentam algumas subdivisoes,
sendo elas: Cristalografia Geométrica, que estuda a morfologia e dis-
posicao interna dos atomos; Estrutural, que descreve e determina a
geometria da estrutura; Quimica, que estuda as ligacoes quimicas e
disposicao dos atomos e Fisica, a qual busca descrever e explicar as
propriedades dos cristais. Tais campos de estudos estao embasados em
quatro ciéncias bésicas: a Matematica com as contribuicoes da élgebra
linear, trigonometria e geometria espacial; a Fisica com estados fisi-
cos, centro de massa, energia atémica e propriedades; a Quimica com
o estudo da estrutura interna, natureza atomica e ligagoes quimicas; e
a Mineralogia com as contribuicoes da petrografia, minerais, génese e
propriedades diagnosticas.

Os materiais sélidos diferenciam-se principalmente pelo arranjo
dos atomos, ions ou moléculas que os formam, como também a forca
de ligacdo entre os mesmos (ver figura 1). Quando atomos ou ions de
um so6lido apresentam um arranjo padronizado repetido nas trés dimen-
soes através de uma simetria, seja ela, simetria de translacao, reflexao,
rotacao, inversao, ou combinados, forma-se um sélido com a chamada
estrutura cristalina, e é classificado como sélido cristalino ou material
cristalino. A forma do cristal € muito importante na identificacdo do
mineral. Em alguns casos o cristal é tao simétrico e perfeito em suas
faces que coloca em duvida se sua origem é natural ou lapidada ar-
tificialmente. Em sua grande maioria os cristais perfeitos sao muito
raros, no geral desenvolvem apenas uma de suas faces. Quando nao
ocorre a padronizacao dos atomos, ions ou moléculas, o sélido nao é
considerado um cristal, sendo classificado como sélido amorfo. Um s6-
lido amorfo pode ser entendido como um liquido que foi super-resfriado
bem abaixo do seu ponto de congelamento. Um exemplo comum de
so6lido amorfo é o vidro, e por isso os sbélidos amorfos sao comumente
chamados de vidros.
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Figura 1 — estrutura cristalina e estrutura do vidro

A massa apresenta duas formas béasicas no universo: a radiacao e
a matéria. Sobre as condi¢oes do meio ambiente, a matéria apresenta-se
classicamente em trés estados fisicos: sélido, liquido e gasoso. O estado
fisico varia conforme as condi¢oes a que é submetida a matéria, seja
pela temperatura, pressdo ou ambos. O estado gasoso apresenta uma
quantidade pequena de atomos, ions e moléculas por unidade de vo-
lume; os liquidos, por sua vez, apresentam uma maior quantidade de
atomos por unidade de volume, ja os sélidos apresentam uma enorme
quantidade de atomos, ions e moléculas por unidade de volume sendo

em média 1022 a 10?3 4tomos por cm3.

A matéria solida pode ser encontrada ou sintetizada em formatos
variados e assim classificados conforme seu formato. Um cristal pode
ser compreendido como um soélido poliédrico formado por faces planas
que apresentam uma estrutura atémica e molecular organizada. Por ou-
tro lado, sélidos que nao apresentam tais propriedades sao classificados
em substancias amorfas.

Os estudos sobre cristais se desenvolveram através das técnicas
dos raios X. O fundamento de tal técnica consiste em submeter o cristal
que deseja ser estudado a incidéncia de um feixe de raios X, onde sdo
avaliados os angulos das difracoes obtidas e por meio desta avaliagdo
se torna possivel identificar a organizacao atomica da substéancia.

Um cristal é considerado perfeito ou ideal quando a repeticao
regular de uma estrutura molecular chamada cela unitaria ocorre nas
trés dimensoes estudadas (Figura 3). Em sua maioria os cristais sdo
imperfeitos apresentando desenvolvimentos maiores para algumas faces,
mas ao avaliar internamente tais sélidos o0 modelo interno permanece
identico (Figura 2).
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Figura 3 — estrutura molecular do sal NaCl

1.1 BREVE HISTORICO DO ESTUDO DOS CRISTAIS

Os cristais sao soélidos que desde os povos antigos causavam
grande fascinio por sua beleza, brilho e curiosidades. Por tais moti-
vos os cristais eram utilizados como utensilios e objetos decorativos.
Foi s6 no ano de 1611 que o primeiro observador astrébnomo e mate-
maético Johanes Kepler reparou a forma simétrica que os flocos de neve
apresentavam e a partir de entao conjecturou sua estrutura. Outras
observacoes importantes foram sendo feitas como em 1781 quando um
padre chamado Rene-Just Hauy deixou, por acidente, que um cristal
de calcite caisse o qual se partiu em véarios pedacgos. Ao observar tais
pedacos verificou que todos tinham planos bem definidos os quais pos-
teriormente chamou de planos cristalograficos.

A grande evolucdo no estudo dos cristais foi iniciada somente em



22

1895 quando Wilhelm Conrad Rontgen, Professor de Fisica descobriu
um novo tipo de radiacao através de uma observacao casual. Wilhelm
estava realizando experiéncias com tubos de raios catddicos e obser-
vou que uma superficie fluorescente distante apresentava luminosidade
quando atravessavam objetos opacos. Como a natureza desta radiacdo
era desconhecida decidiu nomea-la por raios-X. Anos mais tarde em
1901 Wilhelm Conrad Rontgen recebe o primeiro prémio Nobel da Fi-
sica, por reconhecimento aos extraordinarios servicos prestados com tal
descoberta.

Ja em 1912, Max Von Laue, Walter Friedrich e Paul Knipping
sujeitaram véarios cristais a incidéncia dos raios-X e, ao colocar uma
chapa fotografica por tras do cristal, conseguiram demonstrar que nos
cristais os atomos estavam organizados numa rede espacial e em 1914
recebeu o prémio Nobel da Fisica pela sua descoberta da difragao dos
raios-X por cristais.

Os resultados obtidos por Laue, Friedrich e Knipping possibilita-
ram a cria¢ao da teoria do ponto de vista matemético conhecida como
lei de Bragg. Tal teoria foi desenvolvida por Willian Henry Bragg e seu
filho William Lawrence Bragg, que em 1915 recebem o prémio Nobel da
Fisica. Os métodos desenvolvidos pela dupla pai e filho para analisar
as estruturas cristalinas foram batizados de Cristalografia por raios-X.

Muitas foram as evolucoes através da Cristalografia que até en-
tao era vista apenas no ponto de vista de substancias inorganicas, mas
a descoberta da Cristalografia por raios-X possibilitou também a de-
terminacao direta das estruturas moleculares e assim revolucionou a
Quimica Organica. Foi a partir de entdo que as estruturas cristalinas
passaram a ser utilizadas para validar a sintese quimica. Antes da des-
coberta dos raios-X, as andlises de minerais eram realizadas apenas
recorrendo ao microscopio de luz polarizada que permitia reconhecer
a caracteristica morfologica. Com a utilizagdo dos raios-x, houve um
aumento do ntimero de estruturas de minerais determinadas.

Por volta de 1951, Linus Pauling e colaboradores utilizando a
estrutura cristalina de aminoécidos observam a existéncia de elementos
estruturais em proteinas, tendo um enorme impacto na quimica estru-
tural recebendo em 1954 o Prémio Nobel da Quimica. Paralelamente,
trabalhos voltados a interpretar a estrutura do DNA foram realizados
analisando por Cristalografia de fibras de DNA, evoluindo e criando
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o modelo da dupla hélice. E entao, em 1962 James Watson e Francis
Crick recebem o prémio Nobel da Fisiologia ou Medicina pela desco-
berta da estrutura do DNA impactando no desenvolvimento da biologia
molecular. Dentro de tais evolugoes, pode-se destacar a Cristalografia
na investigacao biomédica, na caracterizagdo das estruturas dos virus,
que ao serem estudados puderam fornecer informacoes sobre como o
virus interage com a célula hospedeira. Outros ramos da ciéncia foram
evoluindo juntamente com as descobertas da Cristalografia por raios-X,
dentre elas métodos (Figura 5) que permitiram criar novos compostos
como o caso dos compostos em sandwich com metais e diferentes sis-
temas arométicos. Tal importancia levou o prémio Nobel da Quimica
em 1973 por Ernst Otto Fischer e Geoffrey Wilkinson. Fica evidente no
decorrer da histéria, pelo grande nimero de Prémios Nobel recebidos
com estudos baseados na cristalografia, que este ramo da ciéncia ainda
ird evoluir muito, sendo 2014 considerado o ano da cristalografia no
mundo.

Gas Frio, T

por axemplo,
H, Tela

Figura 4 — representacio da espectografia
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1.2 PREMIOS NOBEIS RECEBIDOS PELO ESTUDO DA CRISTA-

Figura 5 — experimento espectografico

Cada atomo, quando submetido a altas temperaturas ou a uma
descarga elétrica, emite radiacdo eletromagnética em freqiiéncias carac-
teristicas ou cada atomo apresenta um espectro caracteristico (Figura
4).

LIZACAO

O prémio Nobel foi idealizado por

"Alfred Nobel (1833-1896) nasceu em Estocolmo, Sué-
cia, em 21 de outubro de 1833. Sua familia era descendente
de Olof Rudbeck, o génio técnico mais conhecido na Sué-
cia no século XVII, época em que a Suécia era uma grande
poténcia no norte da Europa. Nobel era fluente em vérias
linguas e escreveu poesia e drama. Nobel também estava
muito interessado em questoes sociais e relacionadas a paz,
e defendia opinides que eram consideradas radicais durante
seu tempo. Os interesses de Alfred Nobel estéo refletidos no
prémio que ele estabeleceu". (Nobel Media, 2019, online).

"O prémio fora criado em decorréncia de uma noticia
errada publicada em 1888 na Franca onde o jornal dizia
que Alfred Nobel havia falecido, e o condenava pelo inven-
¢ao da dinamite. Na realidade, quem falecera era seu irmao
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Ludvig. Nobel nao gostando da forma que seria lembrado
reservou uma grande parte de seu patrimonio para estabele-
cer os Prémios Nobel para homenagear homens e mulheres
por realizacoes notaveis em fisica, quimica, medicina, litera-
tura e por trabalhar em prol da paz."(BIOGRAPHY.COM
EDITORS, 2014).

O prémio é administrado pela Fundagao Nobel, adjudicado por
um comité constituido por cinco membros eleitos pelo Academia Real
das Ciéncias da Suécia, desde 1900 conforme constava no inventario de
Nobel.

Conforme Nobel (2019), o primeiro prémio Nobel de quimica,
fisica, fisiologia ou medicina, literatura, paz foi concedido em 1901, ja
o prémio Nobel em economia foi implantado a partir de 1968. Segue
abaixo a lista do Laureados ao Prémio Nobel relacionados com estudos
cristalograficos, a ciéncia que mais ganhou prémios:

2013 - Prémio Nobel em Quimica concedido a Martin Karplus,
Michael Levitt e Arieh Warshel pelo desenvolvimento dos modelos mul-
tiescala para sistemas quimicos complexos. No seu discurso de posse do
Nobel Martin Karplus declara que seus resultados s6 foram possiveis
porque estava ?sobre ombros de gigantes? que sdo os citados abaixo e
muitos outros pesquisadores que proveram intimeros dados cristalogra-
ficos.

2012 - Prémio Nobel em Quimica concedido a Brian K. Kobilka
and Robert J. Lefkowitz por estudos dos receptores acoplados a G-
proteina.

2011 - Prémio Nobel em Quimica concedido a Dan Shechtman
"pela descoberta dos quasi-cristais".

2009 - Prémio Nobel em Quimica concedido a Venkatraman Ra-
makrishnan, Thomas A. Steitz and Ada E. Yonath "por seus estudos
da estrutura e funcao do ribossomo".

1988 Prémio Nobel em Quimica concedido a Johann Deisenho-
fer, Robert Huber e Hartmut Michel "pela determinacdo da estrutura

tridimensional do centro da reacao fotossintética "

1985 Prémio Nobel em Quimica concedido a Herbert Hauptman
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e Jerome Karle "pelos seus importantes resultados no desenvolvimento
dos métodos diretos para a determinacdo de estruturas cristalinas ".

1982 Prémio Nobel em Quimica concedido a Aaron Klug "pelo
desenvolvimento do microscopio eletronico cristalografico e pela sua
elucidacgao estrutural de importantes complexos de proteinas-acidos nu-
cleicos?

1976 Prémio Nobel em Quimica concedido a W.N. Lipscomb "por
seus estudos sobre a estrutura dos boranos esclarecendo problemas de
ligacao quimica".

1964 Prémio Nobel em Quimica concedido a Dorothy Crowfoot
Hodgkin "por suas determinacoes de estruturas de importantes subs-
tancias bioquimicas por técnicas de raios X. "

1962 Prémio Nobel em Quimica concedido a Max Perutz e John
Kendrew "por seus estudos de estruturas de proteinas globulares."

1915 Prémio Nobel em Fisica concedido a Sir William Henry
Bragg e William Lawrence Bragg "pelos seus servicos na analise de es-
truturas de cristais por meio de raios X".

1914 Prémio Nobel em Fisica concedido a Max von Laue "por
sua descoberta da difracao de raios X pelos cristais". Descoberta que
possibilitou intimeras evolugoes no estudo dos sélidos em geral.

1.3 DIFRACAO DE RAIO-X: A GRANDE DESCOBERTA

Mesmo que a forma externa de um cristal possa fornecer indica-
¢oes sobre sua estrutura interna, a maioria dos conhecimentos sobre a
estrutura dos cristais foram desenvolvidos ap6s a utilizagao da difragao
do raio x. Segundo a hipétese de De Broglie, que foi sustentada por
dois grupos de fisicos, C. Davisson e L.H. Germer, nos Estados Unidos,
e G.P. Thomson e A. Reid, na Escocia, é possivel conseguir a difracao
dos elétrons por uma grade de difragao colocados de maneira regular,
a uma distancia aproximadamente igual & do comprimento de onda da
radiagao.

Os raios x sdo difratados por um cristal pelo fato de que os elé-
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trons dos seus atomos absorvem a radiacao e entao servem como fontes
secunddrias que reemitem radiacdo em todas as dire¢oes (Figura 6). Em
1913, William e Lawrence Bragg, uma equipe formada por pai e filho,
conseguiu mostrar que a difracao dos raios x ocorre como se eles fossem
refletidos pelas camadas de atomos de um cristal, e assim demonstra-
ram que existe uma relacao muito simples entre a distancia entre as
camadas de &tomos, o comprimento de onda da radiacao x e o angulo
de difracao.

Tal relacao é conhecida como Equagao de Bragg:

nA = 2dsenf, com n = numero inteiro positivo (geralmente igual
al)

A = comprimento de onda do raio x
d = distancia entre camadas adjacentes de &tomos

# = angulo entre o raio incidente e os planos refletidos

Técnica de difragao

de raios-x ( | Tube de raios-x
di
T
Marcas da
difragdo de Tela de Chumbo

ralos-x

Sdlido cristalino
como ADN

Marca
do feixe
de
raios-x

Figura 6 — Representagao da técnica de difracao de raios -X

Exemplo:

Numa experiéncia de difracdo foram utilizados raios x de com-
primento de onda de 0, 154nm sobre um cristal de NaCl. Uma difracao
de primeira ordem teve lugar no angulo 6 de 22,77°. Qual a distancia
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entre as camadas de 4&tomos responsaveis por esse raio?
Solucao:

Com calculadora de bolso achamos sen22,77° = 0, 3870 radia-
nos. Entao, resolvendo a equagao de Bragg para d, obtemos:

de nA  1(0,154nm)
~ 2senfl  2(0,3870

Foi através das aplicacoes da difracao de raios x que surgiram
métodos como o método do diagrama de pd, que utiliza os raios difra-
tados como um diagrama caracteristico, servindo como uma impressao
digital para identificar o composto por comparacio. Compara-se com
diagramas de p6 de substancias conhecidas, que permitem determinar
a propria estrutura tridimensional do cristal.

=0,199nm (1.1)

1.4 RETICULO CRISTALINO

O arranjo tridimensional dos atomos de um soélido é o chamado
reticulo cristalino. Este é bem descrito em termos de um reticulo espa-
cial, que nada mais é do que um arranjo geometricamente regular de
pontos no espaco (Figura 7a). Pode-se imaginar um reticulo cristalino
como sendo um reticulo espacial nos quais os pontos sao ocupados por
atomos, fons, moléculas ou grupo destes, que sao repetidos em trés di-
mensoes, até o limite fisico do sélido. Para simplificar a descricdo de
um reticulo cristalino é importante o conhecimento de célula unitéaria,
a qual é uma pequena fracdo do reticulo que pode ser utilizada para
montar o reticulo inteiro. A cela unitéria (Figura 7b) pode gerar uma
rede inteira que nada mais é do que um arranjo regular e repetido de
ponto no plano, com distanciamento igual e paralelo.

Figura 7 — (a)Rede espacial de um sélido cristalino (b) Célula unitéria
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De acordo com a disposi¢ao espacial dos pontos reticulares as
células unitarias podem ser: Cubica, tetragonal, hexagonal, ortorrom-
bico, monoclinico, triclinico e trigonal.

Ctbico - Inclui cristais em que os trés eixos tém o mesmo compri-
mento com angulos retos (90°) entre estes, como um cubo. Exemplos:
galena, pirita, halita (sal de cozinha)

Tetragonal - Todos os cristais com trés eixos perpendiculares en-
tre si, dois iguais e um maior ou menor do que os outros dois, pertencem
a este sistema. Exemplos: zirconio, rutilio e cassiterita.

Hexagonal - Abrange os cristais com trés eixos formando angu-
los de 120° e um quarto eixo formando 90° com os demais. Exemplos:
quartzo, berilio, calcita e turmalina.

Ortorrombico - S&o cristais com trés eixos de tamanhos dife-
rentes, formando angulos de 90° entre si. Exemplos: enxofre, topazio,
barita olivina.

Monoclinico - Sao cristais com trés eixos de tamanhos diferentes,
dos quais dois fomam angulos de 90° entre si e o terceiro um angulo
diferente com o plano dos outros dois. Exemplos: ortoclasio, gipsita e
micas.

Triclinico - Apresentam trés eixos de simetria de comprimentos
diferentes sem formar angulos retos entre eles. Exemplo: plagioclasio,
feldspato e rodonita.

Romboédrico - Sao cristais que apresentam trés eixos de compri-
mentos iguais, igualmente inclinados diferentes de um angulo reto.

1.5 PROPRIEDADES GERAIS DOS SOLIDOS

Consideramos que os s6lidos possuem volumes e formas definidas,
pois mesmo muitos sélidos podendo expandir conforme a temperatura
e pressao sua variagdo é muito pequena em comparagao com liquidos
e gases. Os solidos sdo substancias rigidas que, ao serem comparadas
com os liquidos e gases, apresentam velocidades de fluxo e de difusao
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Figura 8 — Classifica¢ao das redes espaciais por sistemas cristalograficos.

extremamente baixas. Isto é verdadeiro porque os sélidos consistem em
particulas muito proximas umas das outras e ligadas fortemente entre
si, enquanto um gas apresenta moléculas muito espacadas.

Os minerais podem se desenvolver segundo formas geométricas
definidas de acordo com um sistema. Existem sete sistemas cristali-
nos conhecidos (Figura 8). Cada um deles comporta intimeras formas,
mas sempre dentro de determinadas leis que caracterizam os eixos e
os angulos formadores da figura geométrica. Cada cristal se desenvolve
segundo um dos sistemas, e esta é uma propriedade fisica inerente ao
cristal.

Cada cristal apresenta uma propriedade fisica particular. Dentre
elas, estao:

Peso especifico: Relagao que compara o peso de um mineral com
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igual volume de dgua. Para obter tal informacdo o cristal deve ser pe-
sado imerso e fora da agua utilizando a balanca de Jolly, segundo a
seguinte féormula:

_b—a
T b—c

onde b = peso do cristal fora da agua

G

a = referéncia inicial da balanca ou calibragem em zero
¢ = peso do mineral dentro da dgua

Assim, por exemplo, quando um mineral apresenta densidade x,
significa que ele pesa x vezes mais que um igual volume de agua.

Clivagem (Figura 9): é a forma como muitos minerais se que-
bram seguindo planos relacionados com a estrutura molecular interna
e paralelos as possiveis faces do cristal. A mesma é descrita em cinco
modalidades: pobre, moderada, boa, perfeita e proeminente. Tais tipos
sao descritos pelo niamero e dire¢oes dos planos de clivagem auxiliando
na identificagao dos minerais.

Figura 9 — Mineral Calcite sujeito a uma pancada partindo-se segundo
superficies geométricas (Clivagem).

Fractura (Figura 10): é a forma com que um determinado mine-
ral se quebra além daqueles planos da clivagem. As fraturas mostram a
verdadeira cor do mineral. Os principais tipos de fratura sao: conchoi-
dal, plana e irregular.
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Figura 10 — Mineral Quartzo sujeito a uma pancada partindo-se de
forma irregular (Fractura).

Cor: E um carater muito importante do mineral que em mui-
tos casos auxilia bastante na identificacdo, podendo variar conforme a
quantidade de impurezas até o ponto de nao ser possivel identificar a
verdadeira cor.

Risco: A cor do risco do mineral é vista quando este é riscado,
por exemplo, o ferro limonita, quando usado para riscar uma placa de
porcelana deixa um traco amarelo-ocre que auxilia na identificacao do
mineral.

Brilho: Depende da absorcao, refracdo ou reflexao da luz pela
superficie do cristal, podendo também auxiliar na identificacdo do ma-
terial. O brilho pode ser adamantino, vitreo e metélico.

Magnetismo: ocorre em materiais que sao atraidos pelo ima.

Dureza: Esta propriedade expressa a resisténcia a abrasao e ao
risco, refletindo a forga de ligacao entre os a&tomos da estrutura em si.
A escala de duzera mais utilizada é a escala de Mohs, que apresenta
em ordem crescente: Talco, Gesso, Calcita, Fluorita, Apatita, Ortocléa-
sio, Quartzo, Topazio, Corindon e Diamante, nao sendo uma variagao
gradativa, tdo pouco proporcional. Sdo utilizados trés materiais para a
verificacdo de dureza:

Unha 2,5



Vidro 5,0 - 5,5

Canivete 6,0 - 6,5
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2 APLICACOES DA CRISTALOGRAFIA

Neste capitulo vamos reunir o méximo de informagdes sobre as
aplicagoes dos conhecimentos sobre cristalografia na ciéncia.

2.1 PROPRIEDADES DOS MATERIAIS

Os cristais sdo arranjos atomicos ou moleculares cuja estrutura
se repete numa forma periddica tridimensional. Um cristal pode ser
formado por diversas células unitarias, que é a menor estrutura que
representa um cristal. Conhecer o arranjo dos dtomos de uma molécula
e a posicao que essas moléculas ocupam no espago em um cristal para
substancias sintéticas ou de fontes naturais, ¢ fundamental para o en-
tendimento das propriedades quimicas, fisico-quimicas e biologicas para
vérios segmentos da ciéncia. Nas propriedades fisicas existe uma relacao
direta entre a estrutura interna dos sélidos. Na quimica as caracteris-
ticas estéricas de novos compostos s6 podem na maioria dos casos ser
conhecida ap6s a determinacao de sua estrutura. Em biologia e bioqui-
mica conhecer a sua estrutura tridimensional nos fornece parametros
para a atividade funcional de uma biomolécula. Dentro da medicina
e farmacologia a acdo de certos farmacos esté diretamente ligada ao
receptor e a maneira que isto acontece é determinada pela estrutura de
ambos.

2.2 A CRISTALOGRAFIA NO COTIDIANO

A cristalografia é fundamental para o desenvolvimento de pra-
ticamente todos os novos materiais, com indmeras aplica¢oes. Ela in-
fluencia as nossas vidas quotidianas e consiste na espinha dorsal de in-
dustrias que dependem cada vez mais da criacao e desenvolvimento de
novos produtos. Entre as grandes beneficiadas pela cristalografia, temos
as industrias agroalimentar, aeronautica, automobolistica, informatica,
eletromecanica, farmacéutica, de minas e de produtos cosméticos.

Portanto, os cristalograficos nao estudam sé a estrutura dos ma-
teriais, mas também usam o seu conhecimento para modificar a estru-
tura, para lhes dar novas propriedades ou proporcionar-lhes um com-
portamento diferente. (GEOLOGIA E MINERALOGIA. s/a, online.).
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2.3 NA INDUSTRIA AGRO-ALIMENTAR

No setor agroalimentar as técnicas cristalograficas sao
imprescindiveis nas pesquisas desta area, com esta técnica
pode-se auxiliar estudos para analisar os solos. Neste estudo
pode-se verificar quais as causas da deterioracdo dos solos
tentando constar se isto ocorre em funcao da salinizacao
que no meio ambiente pode ocorrer de forma natural ou ser
induzida por atividades humanas. (SCHNEEGANS, 2013).

Segundo a mesma autora é essencial o estudo das estruturas das
proteinas dos vegetais - isto pode auxiliar no desenvolvimento de plan-
tas com maior resisténcia a ambientes com maior concentracao de sal.

A cristalografia pode também contribuir para o desenvolvimento
de tratamentos contra as pragas das plantas e doencas dos animais,
sendo um exemplo a investigacdo sobre cincer em espécies vegetais
como tomate, ou o desenvolvimento de vacinas para prevenir doencas
como a gripe aviaria ou suina. A manteiga de cacau, o ingrediente mais
importante do chocolate, cristaliza em seis formas diferentes. Contudo,
apenas uma derrete na boca e tem o brilho e a estrutura crocante que o
tornam tao saboroso. Esta forma cristalina ?apetitosa? nao é, todavia,
muito estavel, pelo que tende a converter-se numa estrutura diferente,
muito mais macguda, que se derrete lentamente na boca e que deixa a
sensacao de areia grossa na lingua. Felizmente, a conversao é lenta, mas,
se o chocolate for guardado durante muito tempo ou a altas tempera-
turas, pode desenvolver um residuo branco e transparente que resulta
da recristalizacdo. Assim, os produtores de chocolate devem usar um
processo sofisticado de cristalizacao, de forma a obterem a forma cris-
talina mais desejavel, a tinica aceita pelos apreciadores e consumidores.
(UNESCO, 2014, p. 5).

2.4 ABASTECIMENTO DE AGUA

O Relatério Mundial de Desenvolvimento da Agua (2012),
produzido pela Organizagao das Nagoes Unidas, tinha como
objetivo reduzir pela metade o ntiimero de pessoas que nao
tinha acesso & dgua potavel até 2015, especificamente na re-
gido da Africa Subsaariana e os estados drabes. Esta tam-
bém neste relatério o objetivo de expandir e melhorar o
saneamento basico para a populacao das regides em desen-
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volvimento que ainda ndo tem acesso. Como a previsao da
populacao urbana é de quase dobrar entre 2009 e 2050, a
cristalografia pode ajudar a melhorar a qualidade da agua
em comunidades pobres, através da identificacao de novos
materiais que possam purificar a dgua por muitos meses,
como filtros nanoesponjas e nanotablets. Ela também pode
ajudar a desenvolver solugoes ecologicas para melhorar as
instalagoes sanitarias. (SCHNEEGANS, 2013).

2.5 INDUSTRIA QUIMICA

Ter uma industria quimica verde serd fundamental para uma
economia global verde. A industria quimica produz mais de 70.000 pro-
dutos diferentes, que vao desde plasticos e fertilizantes a detergentes
e medicamentos. Ela é altamente dependente do petrdleo, pois con-
some 10% da produc¢do mundial para fazer de 80% a 90% porcento de
seus produtos. A industria quimica é, portanto, uma grande consumi-
dora de energia e recursos. Além disso, muitos solventes e catalisadores
sdo toxicos e o descarte de residuos quimicos é complicado e caro. As
substancias toxicas e cancerigenas sao liberadas no ar, solo e agua. De
acordo com o Programa das Nacgbes Unidas para o Meio Ambiente, a
Europa Ocidental produziu um total de 42 milhoes de toneladas de re-
siduos toxicos em 2000, dos quais cinco milhdes foram exportados, um
ano depois. A cristalografia pode contribuir para o desenvolvimento
de materiais de construcao ecolégicos em paises desenvolvidos e em
desenvolvimento. Ela também pode ajudar a reduzir a poluicao atra-
vés da substituicao dos solventes quimicos por solventes inorganicos
"verdes"a base de liquidos ionicos e de COs. Pode auxiliar ainda na
reducao dos dejetos minerais e custos relacionados, contribuindo com o
desenvolvimento de métodos que permitam extrair somente o material
necessario.(SCHNEEGANS, 2013).

Para Ambrosio e Franchini (2017, online)

"identificar condig¢oes quimicas que favorecam o cresci-
mento de cristais com qualidade suficiente para experimen-
tos de difracdo, é necesséria a producdo de grandes quan-
tidades da proteina de interesse, tipicamente na ordem de
miligramas, com altissimo grau de pureza e homogeneidade
de espécies. No passado, as proteinas eram extraidas de fon-
tes naturais, como plantas, microrganismos e tecidos, o que
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impunha limitacdes importantes ao tipo de proteina e de
organismo fonte e também no rendimento da preparagao.
Com o advento de técnicas de biologia molecular (reacao de
polimerizacdo de DNA em cadeia, técnicas de corte e liga-
¢do de porgoes de DNA, entre outros), o desenvolvimento
de sistemas de expressao heter6logos (em bactérias ou leve-
duras, por exemplo) e culturas de células em larga escala,
praticamente qualquer proteina, independente da origem,
pode hoje ser produzida com alto rendimento, viabilizando
assim a realizagao de tentativas iniciais de cristalizacao?.

Conforme Teixeira et al (2007, online) ?tem sido explorada a
formacao de dendrites pela cristalizagao do vapor de 4gua da atmosfera
em pedagos de gelo seco CO2, com formacao de ?acido carboénico?; a
formacao de cristais de acgtucar em paus de madeira; a cristalizacdo
do salol por fusdo/solidificagdo [18¢,28]; do mesmo por evaporagio a
partir de solugbes de etanol (métodos de cristalizagdo); a glicina em
rocha vulcanica [1] e também por evaporacdo de solugbes aquosas e
observagao a lupa [28]; o 4cido bérico por arrefecimento de solugoes
sobressaturadas?.

2.6 GEOLOGIA PLANETARIA

Através do difratometro equipado pela NASA, o robot Curiosity
Rover usou, em Outubro de 2012, cristalografia de raios-X para analisar
amostras do solo de Marte. Os resultados obtidos mostraram que estas
eram semelhantes aos resistentes solos basélticos dos vulcoes do tipo
Havaiano. (UNESCO, 2014, p. 6).

2.7 ELETRO-MECANICA

Conforme Mascarenhas (2002, online) iniciou-se uma pesquisa
sobre area de determinacao de estrutura de substincias inorganicas
com interessantes propriedades magnéticas ou ferroelétricas, de molé-
culas organicas naturais e sintéticas de interesse biologico e de com-
plexos de metais com ligantes organicos com potencial aplicagdo como
descontaminantes de metais pesados em ambientes poluidos.
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2.8 MEDICINA E SAUDE

Para Ambrosio e Franchin (2017, online) 7estruturas atomicas
ajudam a entender como as proteinas funcionam e, de maneira impor-
tante, como encontrar ou projetar pequenos compostos quimicos que se
encaixem de maneira a modular seletivamente as fun¢oes das proteinas?

A concepcao de medicamentos depende fortemente da cristalo-
grafia. Quando uma empresa farmacéutica procura um novo medica-
mento para combater uma bactéria ou um virus especifico, necessita pri-
meiro encontrar uma pequena molécula capaz de bloquear as proteinas
ativas (enzimas) que estdo envolvidas no ataque as células humanas. O
conhecimento preciso da proteina permite aos cientistas criar compos-
tos farmacéuticos capazes de se fixarem nos postos ativos da substancia
perigosa e, assim, lhe retirarem a atividade nociva. A cristalografia é
também essencial para distinguir formas sé6lidas de um medicamento,
dado que estes podem ser soluveis em diferentes condicoes, o que afeta
a eficicia do farmaco. Isto é particularmente importante na producgao
de medicamentos genéricos, nomeadamente na Asia e em Africa, onde
os anti-HIV sdo produzidos com uma licenga forgada (compulsory li-
censing) para os tornar acessiveis para os mais pobres (UNESCO, 2014,

p. 4).

Os anticorpos ligam-se a um virus. A cristalografia é usada para
controlar a qualidade dos medicamentos (incluindo antivirais) durante
a sua fabricagfo, de forma a assegurar que as normas de satde e de
seguranca sejam cumpridas. (UNESCO, 2014, p. 4).

Os desafios na area da satide continuarao a ser tremendos nas
préoximas décadas. Por exemplo, continua sem haver vacina ou cura
para pandemias como HIV, o dengue e a malaria, que continuam a de-
vastar principalmente os paises em desenvolvimento. Muitos dos pro-
blemas de satde nos paises em desenvolvimento estao ligados a falta de
acesso & agua potavel e a servicos de saneamento. E o que sucede com
as doencas diarréicas, como a célera ou as esquistossomoses cronicas,
cujas estimativas apontam para que pelo menos 90% dos casos aconte-
cam na Africa. Contudo, os paises em desenvolvimento estio também
expostos aos mesmos problemas cronicos que os paises desenvolvidos,
tais como doencas cardiacas, cancer e, cada vez mais, diabetes. Outras
situacoes graves de saude que afetam simultaneamente paises ricos e
pobres incluem o aparecimento de novas patologias e a resisténcia cres-
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cente das bactérias aos tratamentos médicos existentes. A Cristalografia
pode, por exemplo, contrariar a resisténcia crescente das bactérias aos
antibidticos. Juntamente com Venkatraman Ramakrishnan e Thomas
Steitz, a cristalografa Ada Yonath liderou os trabalhos de determinagao
da estrutura do ribossoma e de anélise & forma como o seu funciona-
mento é perturbado pelos antibidticos. Os ribossomas sdo responsaveis
pela producao de todas as proteinas nas células vivas, nomeadamente
nos humanos, nas plantas e nas bactérias. Se a funcao do ribossoma é
bloqueada, a célula morre. Assim, o conhecimento sobre os ribossomas é
fundamental na producao de antibiéticos, para que estes sejam capazes
de atacar a atividade das bactérias nocivas sem perturbar a atividade
dos ribossomas humanos. Em 2008, este trabalho valeu & Professora
Ada Yonath o Prémio L’Oreal- UNESCO para as Mulheres na Ciéncia
e, um ano mais tarde, os trés investigadores receberam o Prémio Nobel
da Quimica em 2009. As zonas tropicais tém uma particular e muito
rica biodiversidade que permanece pouco explorada. A cristalografia
pode ajudar os paises a identificar as propriedades e o comportamento
de plantas endoégenas, contribuindo para o desenvolvimento de produ-
tos de satude e de beleza, remédios naturais, etc. (UNESCO, 2014, p. 8).

A nova ciéncia baseada na cristalografia de raios X continuou
crescendo e o mundo viu a possibilidade de sintetizar principios ativos
de medicamentos essenciais, como a vitamina B12, a penicilina e a insu-
lina, a partir da contribuicao de cristalografos excepcionais, como Do-
rothy Crowfoot Hodgkin, que resolveu essas estruturas e 50 anos atras
ganhou o prémio Nobel de Quimica, por ter desenvolvido métodos de
analise capazes de determinar a estrutura atoémica de macromoléculas
de importancia biolégica. (TORRIANI, 2014, online).

Um marco nas descobertas dentro das ciéncias biolégicas foi a
determinacao da estrutura do complexo molecular que compdem os ri-
bossomos. De importancia fundamental na sintese proteica, eles sao for-
mados por subunidades independentes, de diferentes tamanhos, dificeis
de isolar e formar cristais para realizar experiéncias de cristalografia de
raios X. Uma tarefa considerada quase impossivel. (TORRIANI, 2014,
online).

"A representacio tridimensional da estrutura cristalogréafica da
gliproteina por Rey e colaboradores, em 1995, significou "um salto
quantico"na compreensao dos flavivirus, e confirmou a suspeita de que
as mutagoes responsaveis pela atenuacao do virus Asibi estio localiza-
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das em sitios expostos na superficie do glicopeptideo E"(BENCHIMOL,
2001, p. 428).

"Através da andlise cristalografica dos célculos foram identifi-
cados 8 tipos diferentes de cristais na amostra estudada: oxalato de
célcio monohidratado, estruvita, carbonato apatita, oxalato de célcio
didratado, hidroxiapatita, bruchita, acido trico e urato acido de amonia
(sendo este ultimo identificado, em proporg¢ao reduzida, em 7 calculos
sem constituir um grupo de classifica¢do). Assim, os calculos estuda-
dos foram classificados em 7 grupos de acordo com seu componente
principal."(SILVA, p. 40-41).

2.9 MINERACAO

A arte da mineracdo, nos registros arqueolédgicos, ja era ampla-
mente conhecida pelas civilizagoes chinesa, babilonia, egipcia e grega.
(CEARA, s/a). Dentro do processo de producgdo mineral no Brasil,
destacam-se o ferro, o ouro, o ni6bio, o cobre, a bauxita e o manganés.
(CARVALHO et al., 2018).

2.10 TECIDOS

Novos materiais tém sido usados para desenvolver um tipo de ves-
tudrio peculiar. Tecidos inteligentes permitem a entrada de ar ou reter
o calor, consoante quem o usa esteja a suar ou a tremer de frio. Roupas
interiores podem estar equipadas com sensores para medir a tempera-
tura corporal, a taxa de respiracao e a pulsacao cardiaca, transmitindo
essas informacoes para o smartphone do utilizador. Roupas exteriores
podem ser elaboradas para detectar certas ameagas, como gases toxi-
cos, bactérias novas ou calor extremo. Os cristalografos podem identifi-
car as propriedades necessarias para desenvolver estes novos materiais.
(UNESCO, 2014, p. 4)

2.11 LAPIDACAO DE PEDRAS PRECIOSAS

Para Ribeiro e Silva (2010, p. 88), o ?Brasil produz, regular-
mente, quatro tipos de pedras altamente valorizadas no mercado inter-
nacional: diamante, alexandrita, esmeralda e turmalina Paraiba. Além
destas, tém tido destaque outras variedades como o olho-de-gato, o to-
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péazio imperial, a dgua-marinha, a rubelita, a indicolita, a turmalina
verde, a opala e o crisoberilo. Em termos de distribui¢ao regional, ha
concentracao nas regioes Nordeste, com destaque para Bahia; Sudeste,
com destaque para Minas Gerais?. Segundo Mol (2009), lapidagdo de
gemas é o conjunto de técnicas de corte e polimento que tem como
objetivo ressaltar as caracteristicas 6pticas das gemas e permitir sua
utilizagdo em objetos de adorno. Segundo Nadur (2009), existem cinco
estilos basicos usados hoje: a) cabocho simples. b) cabochao duplo. c)
cabochdo lentilha. d) cabochéo oco. e) O cabochéo reverso.

2.12 CRIACAO DE NOVOS COMPOSTOS

Produgdo de materiais avancados a partir de argilas. As argi-
las sdo uma ampla e diversificada classe de matérias-primas de origem
mineral cuja importancia cresceu nos ultimos anos, por comporem a
base de produtos nanotecnolégicos inovadores. Ao mesmo tempo, con-
tinuam sendo usadas em suas aplicagoes industriais tradicionais, onde
foram observadas inovacoes incrementais importantes, tais como a pro-
dugdo de ceramicas especiais. (MATERIAIS, 2010, p.263)

Vérios compostos minerais existentes na argila bruta afetam suas pro-
priedades e podem reduzir seu valor, porém existem exemplos de argi-
las positivamente diferenciadas nas suas propriedades e no seu preco,
devido exatamente & presenca de substancias que sao, a rigor, impure-
zas da sua composicao cristalografica e/ou presentes na massa mineral.
(MATERIAIS, 2010, p. 263)

O sucesso da transformagao de uma fibra natural em um insumo avan-
cado dependerd do conhecimento de suas caracteristicas estruturais e
mecénicas e das necessidades finais do composito (MATERIAIS, 2010,
p. 271)

Melhora da adesdo fibra/matriz: A adesdo de fibras as suas matrizes
em compositos avancados pode ser melhorada pelo tratamento quimico
das fibras. Entender o mecanismo e as influéncias causadas pelas fibras
na cristalinidade da matriz durante a formacdo de um compésito e
pesquisar novos agentes de adesdo/acoplamento permitira a criacdo de
compositos combinados, fundidos ou moldados a outros materiais que
nao polimeros, como vidros, cerimicas e metais. (MATERIAIS, 2010,
p. 271)
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2.13 DESENVOLVIMENTO E REGISTROS DE MEDICAMENTOS

A industria farmacéutica e bioquimica visa sintetizar e caracteri-
zar compostos quimicos que possuem atividade biolégica para utiliza-los
no controle de doengas e sintomas provocados por elas. Os medicamen-
tos podem ser administrados nos trés estados fisicos da matéria. Tais
estados apresentam arranjos diferentes de moléculas que estao associa-
dos as propriedades fisico-quimicas, as quais apresentam fundamental
importancia para caracterizar os efeitos dos farmacos.

O desenvolvimento de novos medicamentos passa por um pro-
cesso de regulamentacao rigoroso que deve cumprir muitas etapas. Essas
etapas estao organizadas em descoberta, triagem, investigacao, formula-
¢ao e producao, pesquisa pré-clinica, pesquisa clinica e por fim pesquisa
pos-comercializagdo e farmacovigilancia, todos com objetivos claros e
especificos buscando compreender os efeitos benéficos, como também os
efeitos colaterais. Para que um medicamento possa ser comercializado
em territério nacional é necessario ter o registro na ANVISA (Ageéncia
Nacional de Vigilancia Sanitaria).

Os medicamentos obedecem a algumas classificagbes, sao elas:
Amorfos: consistem em arranjos desordenados de moléculas do insumo
farmacéutico; Polimorfos: apresentam a mesma férmula quimica, mas
com diferentes estruturas cristalinas; Solvatos: contém solvente agre-
gado a rede cristalina do insumo farmacéutico ativo; Sais: apresentam o
insumo farmacéutico ativo cristalizado com acidos ou bases; Cocristais:
seus insumos farmacéuticos ativos sao cristalizados com substéancias s6-
lidas e neutras.

A cristalizacdo tem fator definitivo dentre as propriedades fisico-

quimicas destacando a solubilidade a qual tem enorme importancia,
pois define desde a absorcao do farmaco até a toxicidade no organismo.

2.14 A TRAGEDIA QUE PODERIA TER SIDO EVITADA COM O
USO DA CRISTALOGRAFIA

TALIDOMIDA

A talidomida é uma droga que entrou no mercado farmacéutico
na Alemanha em 1957 como um medicamento seguro que poderia ser
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comprado mesmo sem receita. Era usado inicialmente como um tran-
quilizante para melhorar o sono e para enjoo das gestantes.

O medicamento logo se transformou em um lider em vendas,
mas em 1959 foram detectados bebés que haviam sido afetados adver-
samente pelo uso da talidomida, levando até o banimento do medica-
mento nos paises onde era comercializado.

Os bebés atingidos nasciam com deficiéncias nos membros su-
periores e inferiores, defeitos visuais, auditivos, na coluna vertebral e,
alguns com defeitos cardiacos e no tubo digestivo (Figura 11).

Figura 11 — Adultos atingidos pelo uso da talidomida

A tragédia da talidomida ocorreu, porque os medicamentos a
época eram lancados comercialmente apenas com estudos de toxicidade
e s6 uma minoria passava por testes de teratogenicidade, a capacidade
de induzir malformacoes congénitas no bebé ainda no ventre materno.

Foi nesse momento que a farmacologia clinica torna-se uma es-
pecialidade médica visando uma maior seguranca dos medicamentos.
S6 na década de 60 foi divulgado o real tamanho da tragédia, cerca de
10 mil criancas foram afetadas pelo mundo.
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No Brasil, a comercializacao da talidomida comecou em 1958
com o nome Sedalis depois com outros nomes como Sedalis 100, Sedin
e Slip, sendo anunciada em propagandas de jornais de grande circula-
cao.

Ja, em 1962, os jornais divulgaram que, 300 bebés foram vitimas
da droga e mesmo assim a suspensao do seu uso s6 se deu em 1965,
com pelo menos quatro anos de atraso em relagdo a Alemanha.

O que é talidomida?

A talidomida é derivada do acido glutamico e estruturalmente
contém dois anéis amida e um tunico centro quiral. Este composto
existe na forma de mistura equivalente dos isdmeros S(-) e R(-) que
se interconvertem rapidamente em condigoes fisioldgicas. O enantio-
mero S estd relacionado com os efeitos teratogénicos da talidomida,
enquanto o enantidmero R é responsavel pelas propriedades sedativas
do farmaco. A talidomida ou N-ftalimidoglutarimida é uma substancia
quimica que foi sintetizada na Alemanha Ocidental, em 1953, nos la-
boratoérios da Ciba, e depois pela empresa alema Chemie Griinenthal,
em 1954. Os enantiomeros da talidomida possuem atividade éptica (Fi-
gura 12), sendo que o dextrogiro ou enantiomero (R) desvia o plano de
luz polarizada para a direita, e o levogiro ou enantiémero (S) desvia
o plano de luz polarizada para a esquerda. No entanto, essa diferenca
na conformacao espacial dos dtomos acaba por resultar em diferentes
propriedades bioldgicas, ou seja, diferentes atividades exercidas em um
organismo vivo. Com o tempo, descobriu-se que somente o isomero dex-
trogiro ou (R) era responséavel pelas propriedades analgésicas, sedativas
e antessentires, enquanto a talidomida levogira (S) é teratogeénica, isto
é, provoca mutacoes no feto.

Atualmente a talidomida ainda é utilizada, mas o Ministério da
Satide emitiu um manual de orientacdo médica para uso controlado. As
doencgas na qual a talidomida é indicada sao: Hanseniase, lupus eritema-
toso sistémico, lupus eritematoso discoide, lapus eritematoso cutaneo
subagudo, doenca enxerto contra hospedeiro e tlceras aftoide idiopéa-
ticas em pacientes HIV/AIDS. Foi s6 em abril de 2010 que cientistas
japoneses anunciaram a descoberta de como a talidomida age no desen-
volvimento dos fetos provocando as mas formagoes. O estudo aponta
que a talidomida liga-se a uma enzima chamada cereblon, importante
no desenvolvimento dos membros, tornando a mesma inativa e provo-
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ENANTIOMEROS J

Espelho
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Figura 12 — Geometria molecular da talidomida

cando a malformacao. Com tal descoberta acredita-se que sera possivel
produzir alternativas seguras ao medicamento.
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Segue na tabela abaixo (Figura 13) exemplos de atividades bio-
logicas exercidas por formas enantiométricas.

Farmaco Efeito

etambutol forma S5: tuberculostinco
forma RR: pode provocar cegueira

penicilamina forma S: anti-artritico
forma R: extremamente téxico

estrona forma (+): horménio estrogénico
orma (-): mativo

adrenalina a forma levogira é 20 vezes mais
ativa ¢ 1gualmente mais toéxica

talidonuda forma R: sedativo
forma S: teratogénico

salbutamol forma R(-) é 80 vezes mais anvo
que a forma S(+)

bupivacaina forma (%): ambos os 156meros
possuem atividade anestésica local
mas apenas o 1sémero (-) apresenta
a¢do vasoconstritora, prolongando
assum a agdo anestésica local

anfetamina a forma dextrogira é 2 vezes mais

ativa que o enantidmero (-)

mdacriona forma (+): agiio diwrénca e retengio
do acido tunco
forma (-): efeito uricosirico

Figura 13 — Tabela com exemplos de atividades bioldgicas exercidas
por formas enantiométricas

Tais diferencas sao atividades observadas pelo fenémeno cha-
mado Isomeria éptica - quando duas ou mais substancias organicas
tém a mesma formula molecular, mas estrutura molecular (geometria)
e propriedades diferentes. A isomeria 6ptica estuda o comportamento
das substancias quando submetidas a um feixe de luz polarizada. A
isomeria pode ocorrer de vérias formas, sdo algumas delas:
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Isomeria de cadeia (Figura 14): quando os isdmeros pertencem a
mesma funcao e se diferenciam pelo tipo de cadeia.

CH:
HC  CH:
H:C=CH—CH:—CH:—CHs ¢ H_-f*(’H«
pent-1-no ciclopentano

Figura 14 — Isomeros de cadeira (aberta e fechada)

Isomeria de fungdo (Figura 15): é a isomeria na qual os isdomeros
se diferenciam por pertencerem a fungoes diferentes.

o] o]
-~ - || -~
H3C—CH, —CHp —CH H3C— C—CHy—CHy
Butanal Butanona
(Aldeido) (Cetona)

Figura 15 — Isomeros de funcao

Isomeria dindmica ou tautomeria (Figura 16): s6 ocorre com
compostos que possuam elementos altamente eletronegativos. O ele-
mento eletronegativo atrai os elétrons da dupla ligacao, deslocando-a,
formando outro composto pertencente a outra funcao.

0 H“Qo
TN Hac&,(lz
/C\ - (|:/ RH
H H H

Figura 16 — isomeria dindmica entre uma cetona e um enol

Enantiomeria (Figura 17) Os isémeros que apresentam ativi-
dade 6ptica sao chamados de enantiémeros. Possuem trés caracteris-
ticas principais:

Sua molécula é assimétrica;
Os enantidomeros sao a imagem especular um do outro;
Eles nao sao sobreponiveis.
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Esses enantidmeros, cujas moléculas sao assimétricas e nao sobreponi-
veis, sao chamados de moléculas quirais, pois a palavra ?quiral? vem
do grego cheiral que significa 7mao?, pois as maos sao assimétricas e
nao sobreponiveis.

Figura 17 — isdmeros enantiémeros

Diasteromeria (Figura 18) Os diastereoisdmeros sdo isdmeros cu-

jos ligantes mudam de posi¢ao no espago, mas permanecem ligados aos
mesmos 4tomos.
De acordo com a IUPAC, os diasteredmeros podem ser classificados
como cis ou trans. Os isoOmeros cis apresentam os substituintes no
mesmo lado da molécula; os trans apresentam os substituintes em lados
contrarios:

Um exemplo é a molécula 1,2-dicloroeteno, que também apre-
senta isomeria cis-trans:

\C/ \C/
| I
(& (&
c' '\ H Ta
cis-dicloroeteno trans-dicloroeteno

Figura 18 — diastereoisdmeros cis-trans

Ao contrario dos enantidmeros, os diasteredmeros nao possuem
a capacidade de desviar o plano de vibracao da luz. Portanto, sdo subs-
tancias opticamente inativas.
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2.15 RELACAO ENTRE E CRISTALOGRAFIA GEOMETRIA ES-
PACIAL DO ENSINO MEDIO

Para localizar as posicoes atomicas em células unitarias usam-se
os eixos ortogonais x, y e z (Figura 19). Em cristalografia, o sentido
positivo do eixo x tem geralmente a direcao que sai do papel, o sentido
positivo do eixo y aponta para a direita do papel, e o sentido positivo
do eixo z aponta para cima.

(0,0, |l‘ e

o, 1, 1)
0.0 P, sy
s (1,0, 1)
y

©.-1.0 |, 01,0
o @
- #{{Lu, 0) '
7
v < £ G
(1,0.0) / g - 0, 1,0
(1,0

- (1,0,0)

+x ?l()_ 0,-1)

Figura 19 — Eixos ortogonais x, y, z utilizados para localizar as posig¢oes
dos atomos nas células unitérias cubicas.

Visto as posi¢oes atomicas nas células unitarias dos sistemas cris-
talogréaficos, nos remetemos as trés dimensoes do espaco - altura, pro-
fundidade e largura - sendo as mesmas de extrema importancia para o
estudo dos sélidos geométricos, pois é dependendo de suas dimensoes
que as areas de superficies e volumes se modificam.

O ensino tradicional de Geometria Espacial é restrito ao estudo
das medidas dos soélidos, com o calculo de volume e areas, muitas vezes
apresentado de maneira direta sem uma introducao ou motivagao que
faca sentido para os alunos.

Segundo o documento preliminar da nova base nacional comum
curricular BNCC (2018) para o ensino médio esta prevista a habilidade:

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o
célculo de areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos
redondos (cilindro e cone) em situagdes reais, como o calculo do gasto
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de material para forracoes ou pinturas de objetos cujos formatos sejam
composicoes dos solidos estudados (BRASIL, 2018, p.529).

Sendo assim faremos uma relagao entre a Geometria espacial e
a tdo curiosa Cristalografia.

Pelo exposto até o momento, nota-se que a cristalografia esta
intimamente ligada & geometria espacial, ao observar que os reticulos
cristalinos sdo sélidos geométricos formados por vértices (4tomos), ares-
tas (ligagOes quimicas) e planos (repeti¢ao das células unitarias). Para
que ocorra a repeticao perfeita das células unitarias formando o reticulo
cristalino e por fim o cristal & necessario que as células respeitem de-
terminadas regras geométricas semelhantes as regras de preenchimento
do plano por poligonos regulares, o que podemos chamar de ladrilha-
mento.

Ladrilhar consiste em preencher o plano por moldes sem superposicao
ou buracos.

Para um plano ser completamente preenchido por poligonos re-
gulares estes devem seguir trés condigoes:
a) os ladrilhos sdo poligonos regulares
b) a intersec¢do de dois poligonos é sempre um lado ou um vértice ou
vazia
c) o tipo de cada vértice ¢ sempre o mesmo, isto é, a distribui¢do ao
redor de cada vértice é sempre a mesma.

Com tais regras verificamos apenas trés poligonos regulares pos-
siveis para ladrilhar um plano (Figura 20), sendo eles: o quadrado, o
tridangulo equilatero e o hexagono.

Figura 20 — Ladrilhamento com poligonos regulares

O raciocinio para demonstrar tal afirmacao utiliza conhecimen-
tos béasicos de algebra e geometria plana.

Demonstragao:
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Um poligono regular de n lados tem seus angulos internos iguais
180(n—2) L . )
a — —. Logo para existir um ladrilhamento regular com m poligo-
nos de n lados devemos ter:

m {180(22)] =360 & m {("2)] :%@m(n—Z):%l (2.1)
<:>mn72m72n:0<:>(m72)(n72)74:0<:>m72:% (2.2)

como m — 2 é inteiro, entao n — 2 é divisor de 4, logo as tnicas possi-
bilidades sao:

Ndmero de Numero de lados dos
poligonos poligonos

5] 3

4 4

3 6

Com base no que foi demonstrado e um pouco de curiosidade
podemos buscar outras maneiras de ladrilhar o plano, sendo estas com
combinagoes de poligonos regulares.

E neste momento surge um questionamento importante.

Quantas e quais sdao as formas de ladrilhar o plano utilizando
combinagoes de poligonos regulares?

Embora tais poligonos regulares nao tenham obrigatoriamente
o mesmo ndmero de lados, os mosaicos exigem que os lados de todos
os poligonos regulares que comparecem na cobertura tenham o mesmo
comprimento.

Sendo m o namero de poligonos regulares ao redor de um ponto,
temos que m > 3. Como a menor medida do angulo interno de um
poligono regular é 60° , o maior valor de m é % = 6. Assim temos que

3<m <6.
Vamos considerar o primeiro caso onde m = 3

Seja n; o nimero de lados de cada um dos trés poligonos inci-
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dindo num vértice, para cada i = 1,2,3 , temos:

$(180 — 390) =360 = L + L+ .- =4

2

Supondo n1 < ny < ng, temos 3 < nqy <6

Paran, =3en; =4

1.1 1_2 )
—_—.—_—=— —

n, n, 4 n | 5 8
|11 g egfTiEms
n, 4 nl_ 4an

Para ny =5 temos 5 < ny <6 e para n; = 6 temos no =6

Abaixo temos a tabela com as solugoes inteiras da equacdo sendo
apenas as assinaladas como possiveis solucoes para o problema.

m=3 n, n, n;
3 7 42
3 8 24
3 9 18
3 10 15

* 3 12 12
4 5 20
4 6 12
4 8 8
5 5 10

* 6 6 6

Segundo caso com m = 4.

Sendo n; o nimero de lados de cada um desses 4 poligonos re-
gulares com n; < ng < ng < ny temos:
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360 1 1 1 4
}:(180——)—360 +—+—=1=ls— = 3<n,<4
n, n, n, n, n,
1 1 2 2 3
m=3 = —+—+—=— = —=s— = 3=n,=4
n, n, n, 3 3 n,
L+L—1=als—=a4sn156
n, n, 3 n, )
mErmd = 3
S =n,=4,n,=12 ou n,=6=n,
n, 3 n, 3n, ) )
1 1 5 5
m=3n=4 = —+—=— —=— = n,=4¢ n,=6
n, n, 12 12 n,
n=n,=4 = L+L=l = lsi = n,=4=n,
n, n 2 n

Abaixo segue a tabela com as possiveis solucoes inteiras da equa-
cao sendo apenas as assinaladas como possiveis para solucionar o pro-
blema.

m=4 n, |n, |n; n,
3 3 4 12
3 3 6 6
* 3 6 3 6
3 4 3 12
* 3 4 6 4
3 4 4 6
* 4 4 4 4

Terceiro caso com m = 5
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Sendo n; o numero de lados de cada um desses poligonos regula-
res incidindo num vértice, com n; < ne < ng < ny < Ny, temos que ter:

1 1 1 3 5
—+—+—=—=— = n =3
n, n, n; 2 n

1 1 3 1 7 4
—t—=—-——=—s—=1,=3,
n, n, 2 3 6 n

1 7 1 5 3
—=——-—="=—=p,=3,

ns 6 3 6 n, ’

51 1 2

A tabela abaixo apresenta as possiveis solucOes para este caso.

m=5

=
=
S

*

o ||
ool
W=

45

TEN I
ENEFNENES

Quarto caso com m = 6. Como nos casos anteriores,

1 1 1 1 1 1
—+—+—+—+—+—=2=>pn=3Vi=12..6.
mon, n, n, n; n

E o tinico tipo possivel & 333333

[, [n
B3 3 3 3 [3 |

As consideragoes feitas até agora nos permitem concluir a exis-
téncia de vinte e uma solugoes algébricas que indicam solucoes para
lacrilhar o plano com poligonos arranjados ao redor de um vértice co-
mum de modo que nao haja nem lacunas nem superposicoes.

A questdo crucial que surge é justificar quais combinagoes acima
podem ser estendidas de modo a obtermos um mosaico do plano.

Observando a figura abaixo é possivel distinguir que na esquerda
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temos um caso de trés poligonos por vértive que se mostra possivel en-
quanto que na direita um caso impossivel.

Figura 21 — Justificativa geométrica

De maneira anéloga justificamos as outras exclusoes de solugoes,
totalizando apenas 11 possibilidades ao todo. Como segue a imagem
abaixo.

JAVAVAN
Ay
A\
L@ @ \VAVAV,
Figura 22 — Ladrilhamento com combinagao de poligonos regulares

Estas onze combinagoes foram estudadas por J. Kepler, em um
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trabalho publicado em 1619, hoje conhecido como Teorema de Kepler.

Com base no que foi demonstrado acima podemos estender a
ideia para o campo tridimensional. Assim podemos visualizar que o0s
reticulos cristalinos também seguem propriedades geométricas comple-
tando o espaco tridimensional. Tal peculiaridade nao confere apenas
beleza, mas também propriedades aos cristais. Um exemplo é o Car-
bono que, dependendo das condig¢oes como temperatura e pressao, pode
ser encontrado na forma de grafite ou diamante (Figura 23).

+ Estrutura da grafite + Estrutura do diamante

o =7
F—

Figura 23 — Estrutura do grafite e diamante

Outra estrutura muito importante que pode ser obtida através do
Carbono ¢ o grafeno (Figura 23). Sua importancia se da por este possuir
propriedades eletronicas, térmicas e mecanicas de alta condutibilidade
que oferecem & industria de nanomateriais uma alternativa potencial
ao silicio e ao diamante. O grafeno é um al6étropo do carbono com-
posto por atomos ligados em estruturas cristalinas hexagonais, obtido
por pesquisadores que conseguiram isolar pequenos fragmentos esfolia-
dos a partir do grafite. Apds anélises, verificou-se tratar de uma tnica
camada de atomos de carbono que mesmo sendo extremamente fino é
mais forte que elementos como diamante e o a¢o. Além de tudo, o gra-
feno possui grande elasticidade e impermeabilidade. Apesar de todas
as propriedades fascinantes do grafeno, o maior desafio das empresas é
tornar a producao do material vidvel comercialmente.

Observando que os cristais (Figura 24) podem ser representados
por sélidos geométricos, a ideia de utilizar a cristalografia como motiva-
¢ao para o estudo dos sélidos se sustenta como uma maneira diferente
de motivar o ensino de geometria espacial nas aulas de matemaética do
ensino médio.

E possivel verificar na figura acima que além do formato polié-
drico da estrutura cristalina, a relacao de Euler se faz presente, podendo
fazer uma ligac¢ao direta como o ensino dos Sélidos de Platdo.

Relagao de Euler
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Figura 24 — Estrutura cristalina do grafeno

Figura 25 — Poliedro Cristalino apresentando vértice, aresta e faces.

Vi F=A+2 (2.3)

V' : ntmero de vértices
F' : nimero de faces
A : nimero de arestas

Solidos de Platao

Foi a partir dos conhecimentos possiveis de se extrair da crista-
lografia e da sua interessante relacao com as propriedades dos materiais
que propusemos a apostila com a sequéncia didatica de geometria es-
pacial aplicada atualmente no ensino médio.
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Figura 26 — Solidos de Platao e suas planificagoes
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Sequéncia didatica

Introducéo

Aula 1: Conhecendo a cristalografia

Aula 2: Observando e montando sdlidos

Aula 3: A relacdo de Euler nos sdlidos e atividades

Aula 4: Prismas

Aula 5: Cilindros

Aula 6: Piramides

Aula 7: Cones

Aula 8: Esfera

Aula 9: Toépicos de geometria plana importantes para resolugéo de vestibulares

Aula 10: Simulando provas de vestibulares



Introdugao

O estudo da matematica no mundo é de fundamental importancia para o
desenvolvimento de varios setores da sociedade, seja na area das
engenharias, saude, economia, educacéo, tecnologia, agricultura, energia e até
do meio ambiente. A matematica apresenta sua grande contribuicdo em todas
as areas, no entanto é necessario que a informagdo da presenga da
matematica na tecnologia seja apresentada através de exemplos, pois muitas
vezes nao € percebida como importante pelos alunos. Foi na busca de
demonstrar a importancia da matematica e suas contribuigdes, que esta
apostila foi pensada e desenvolvida, sem esquecer os requisitos basicos para o
entendimento do conteudo abordado e das provas e exames que cobram os
mesmos.



AULA 1 - CONHECENDO A CRISTALOGRAFIA

O que é cristalografia?

E uma ciéncia matematica que estuda e descreve os cristais e suas propriedades.

Os cristais sdo solidos compostos por atomos, moléculas ou ions organizados em um
padrao tridimensional que se repete no espago formando uma estrutura regular que

chamamos de estrutura cristalina.

Veja exemplos:

O Galio € um elemento quimico de simbolo Ga, de numero atémico 31 e massa
atomica igual a 69,7 u. E um metal pertencente ao grupo 13 da classificagao periodica
dos elementos.

O bismuto € um elemento quimico de simbolo Bi, de nimero atémico 83, de massa
atomica igual a 208,9 u, encontrado no grupo 15 da classificagéo periodica dos elementos
quimicos. A temperatura ambiente, o bismuto encontra-se no estado sélido.



O quartzo é o segundo mineral mais abundante da Terra. Possui estrutura cristalina
trigonal composta por tetraedros de silica (diéxido de silicio, SiO,), onde cada oxigénio
fica dividido entre dois tetraedros. Existem diversas variedades de quartzo, alguns
chegando a ser considerados pedras semipreciosas.

Qual a importancia do estudo da cristalografia?

A cristalografia se desenvolveu apds a descoberta dos raios-X com o qual se tornou
possivel observar a organizagdo dos atomos de cada cristal sendo esta uma forma de
identificar cada material.

“A cristalografia é a base do desenvolvimento de praticamente todos os novos
materiais, e compreende os produtos de consumo diario, como cartdes de memdria do
computador, as telas de televisdo plana e os componentes de veiculos e avides. Os
cristalégrafos ndo sé estudam a estrutura dos materiais, mas também utilizam seus
conhecimentos para modificar uma estrutura e lhe conferir novas propriedades ou
fazé-la se comportar de forma diferente. Os cristalégrafos podem também estabelecer
as "impressoes digitais” dos materiais assim obtidos. Uma empresa pode, entédo, usar
essa "impressado digital" para provar que a nova substancia é Unica quando se
candidata a uma patente. Na verdade, a cristalografia tem muitas aplicagbes. Ela
permeia nossa vida diaria e forma a espinha dorsal da industria que é cada vez mais
dependente da geragéo e do desenvolvimento de novos produtos. Por exemplo, as
industrias agro-alimentar, aeronautica, automobilistica, cuidados de beleza, de
informatica, eletro-mecanica, farmacéutica e de mineragéo sao benificiarias diretas das
aplicagbes da cristalografia. Abaixo seguem alguns exemplos: A mineralogia é, sem
duvida, o ramo mais antigo da cristalografia. Cristalografia de raios-X tem sido o
principal método de determinar a estrutura atbmica dos minerais e metais desde 1920.
Praticamente tudo o que sabemos sobre rochas, formagdes geoldgicas e histéria da
Terra é baseado em cristalografia. Mesmo o nosso conhecimento dos “visitantes
cosmicos”, como meteoritos vem da cristalografia. Este conhecimento é, obviamente,



essencial para a mineragdo e qualquer industria que perfura a Terra, tais como as
industrias de agua, petréleo, gas e energia geotérmica.

Este conhecimento &, obviamente, essencial para a mineragdo e qualquer industria
que perfura a Terra, tais como as industrias de agua, petréleo, gas e energia
geotérmica. Projetos de medicamentos dependem fortemente do uso das técnicas da
cristalografia. Uma empresa farmacéutica procurando um novo medicamento para
combater uma bactéria ou um virus precisa inicialmente encontrar uma molécula
capaz de inibir as proteinas ativas (enzimas) que sao envolvidas no ataque das células
humanas. Conhecer a forma exata da proteina permite aos cientistas conceber a
composigéo das substancias ativas do medicamento que podem se fixar sobre os
locais ativos da proteina, e assim, parar sua atividade prejudicial. A cristalografia &
também essencial para a distingdo de diferentes formas solidas de um medicamento.
Estas formas podem ser solluveis sob diferentes condigdes, o que influencia a eficacia
do medicamento. Isso é importante para as industrias farmacéuticas produtoras de
medicamentos genéricos, especialmente na Africa e na Asia onde as drogas anti-HIV
sdo produzidas com um licenciamento compulsério, tornando-as acessiveis aos mais
pobres.”

Fonte: https://www.iycr2014.org/ data/assets/pdf file/0011/98309/Cristalografia-e-
aplicaoes no-intimo-da-materia_final-2.pdf

Sugestoes digitais para aprofundamento

™ Video
C

Atividades

1. Com os conhecimentos adquiridos sobre a cristalografia cite trés exemplos de
objetos utilizados no seu cotidiano que possam ser estudados/desenvolvidos
com o auxilio da cristalografia.

2. Faga uma pesquisa na internet sobre como sao produzidos os objetos citados
no exercicio anterior e registre abaixo.



Aula 2: OBSERVANDO E MONTANDO SOLIDOS.

Na aula anterior vimos a grande importancia da cristalografia, nesta aula vamos
conhecer os 14 tipos de células unitarias conhecidas como rede de Bravais. Seu nome
foi dado em homenagem a Auguste Bravais que propds o sistema de classificagdo em
1850.

Célula unitaria € a menor unidade que permite descrever a estrutura completa pela
sua repeticdo no espago.

As 14 Redes de Bravais

p—
-
. . . !
. 4
Cubica Simple:  Cubica de Corpo  Cubica de Face Tetragonal Tetragonal de
Centrado Centrada Simples Corpo Centrado
- -
L] | . -
- | .
| )
Ortorrrombica Ortorrrdmbica de  Ororrdmbicade  Ortorrrdmbica de Rombocédrica
Simples Corpo Centrado Base Centrada Face Centrada Simples
A [ o \“ o
y o { [ { ./ i
e v o —
Hexagonal Monoclinica Monoclinica de Triclinica
Simples Base Centrada 12

Atividades

1. Monte as 14 células unitarias de Bravais com palitos de madeira unindo-os
com massa de modelar.

2. Reuna os moldes montados pelo seu grupo com os moldes dos outros e monte
um padréo cristalografico observando as trés dimensdes.

3. Pesquise em livros ou na internet cristais que apresentem cada uma das
células unitarias conhecidas nesta aula.



Aula 3: A RELAGAO DE EULER NOS SOLIDOS

Vocé conhece a tradicional “Bola da Times Square” ?

ESTADOS UNIDOS

Nova York prepara tradicional bola luminosa
para virada de ano

00®

Famosa bola luminosa de Ano-Novo é testada em Times Square, em Nova York, nesta
segunda-feira. A iconica esfera de 5,3 toneladas, coberta com 2,688 cristais, descera de
um poste de 130 pés de altura (cerca de 40 metros) para marcar a virada de ano na cidade
americana. A celebragdo, que atrai centenas de milhares de pessoas as ruas de Nova
York, ocorre desde a virada de 1907 para 1908. A bola comecgara a descer quando faltar
60 segundos para 0 novo ano.

Fonte: https://www.terra.com.br/noticias/mundo/estados-unidos/nova-york-prepara-
tradicional-bola-luminosa-para-virada-de-
ano,8193fa1872543410VgnVCM5000009ccceb0aRCRD.html




Observe que, assim como os sélidos cristalinos, a famosa “Bola da Times Square”
apresenta uma estrutura com formagao regular.

Sdlidos formados por regides poligonais e pela regido do espaco limitada por elas séo
chamados poliedros.

Exemplos:

Fogo Terra Ar

s
Agua Ar
Os sdlidos apresentados sdo conhecidos como soélidos de Platao.

Platdo foi um filésofo grego, que viveu entre os séculos V e IV a.c. e o primeiro
matematico a demonstrar que existem apenas cinco poliedros regulares: o cubo, o
tetraedro o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro. Ele associou os poliedros, aos
elementos terra, agua, fogo e ar; e o dodecaedro foi associado ao universo.

Os poliedros séo formados por vértices, arestas e faces da seguinte maneira:

Cada uma das regides poligonais que limitam o poliedro sdo chamadas de face do
poliedro.

A intersecgao de duas faces da origem a uma aresta do poliedro.

A intersecgéo de trés ou mais arestas da origem a um vértice do poliedro.



A relagao de Euler

O matematico suico Leonhard Euler descobriu uma importante relacdo entre o niumero
de faces vértices e arestas de um poliedro convexo.

Observe os sélidos abaixo e tente descobrir esta relagéo.

Fogo Terra Ar

Agua Ar

Tetraedro | Cubo | octaedro

Vértices

Faces

Arestas

Veja que, para cada um dos poliedros, o nimero de arestas € exatamente duas
unidades menos que a soma do numero de faces com o nimero de vértices, logo:

V+F=A+2

Demonstragao

Seguiremos a demonstragdo realizada por Zoroastro Azambuja Filho publicada na
RPM nimero 3 em 1983.

Inicialmente vamos calcular a soma dos angulos internos de todas as faces de um
poliedro convexo P. As faces serdo enumeradas de 1 até F e seja n;, o género da k-
ésima face, (1 < k < F). Como a soma dos angulos internos de um poligono convexo
de nlados é dada por m(n — 2) e observando que se um poliedro é convexo entdo
todas as faces séo poligonos convexos.

Portanto a soma dos angulos internos de todas as faces de P é dada por:



S=n(ny—2)+n(n,=2)++n(n—2)=n(ny+ny+-+npg) —2+2+42)

Observe que a soma do numero de lados de todas as faces (ny +n, + -+ nz) do
poliedro é igual ao dobro do nimero de arestas 24, pois cada aresta de uma face é
aresta ou outra face adjacente a ela, logo temos:

S=m(24 - 2F) =2n(A—F) (i)

Vamos agora calcular de outra forma a soma de todos os angulos internos das faces
do poliedro. Comegaremos escolhendo uma reta r, que néo seja paralela a nenhuma
das faces do poliedro convexo P, tomemos também um plano horizontal H, que nao
intersecte P e que seja perpendicular a reta r.

Figura n xx: projecéo ortogonal do poliedro sobre o plano H.
As projegdes ortogonais dos pontos do poliedro formarao sobre o plano um poligono K
com contorno K'. Cada ponto K’ é projecdo de um Unico ponto de P e cada ponto no
interior de K é projegdo de dois pontos de P, um da parte superior e outro da parte
inferior. Assim, o poliedro P se decompdes em 3 partes disjuntas: o conjunto dos
pontos superiores, o conjunto dos pontos inferiores e o contorno aparente.
Depois dessas consideragdes, vamos calcular novamente a soma de todos os angulos
das faces de P, observando que a soma dos angulos internos de uma face é a mesma
soma dos angulos internos de sua projegdo (ambos poligonos de mesmo género) .
Sejam V,0 numero de vértices superiores, V,0 nimero de vértices inferiores e V,0
numero de vértices do contorno aparente K'. Entao,

V=Vy+Vi+V,

Notemos ainda que V, € o nimero de vértices e de lados da poligonal K.

Observe que a projegéo da parte superior € um poligono convexo com V, vértices em
seu contorno e V; pontos interiores.

Somando todos os angulos da parte superior anterior temos:
Sy =2nVy + (Vo —2)

De forma analoga, obteriamos para a soma de todos os angulos da parte inferior
S, =21V, + (Vo — 2)

Somando as duas igualdades, obtemos:

S=2nVy+n(Vy—2) +2nVy+ (Vo —2) = 2n(Vy + Vo + Vo —2) = 2rn(V —2)  (ii)



Comparando (i) e (ii) e dividindo por 27, resulta A — F =V — 2 ou seja,
V+F=A4+2

Atividades

1. Utilize a relagéo de Euler e responda:

a. Num poliedro, o numero de vértices € 5 e o de arestas € 10. Qual é o nimero de
faces?

b. Em um poliedro de 20 arestas, o numero de faces é igual ao numero de vértices.
Quantas faces tem esse poliedro?

c. Determine o numero de vértices de um poliedro que tem trés faces triangulares,
uma face quadrangular, uma pentagonal e duas hexagonais.

2. (PUC-MG) Um poliedro convexo tem 3 faces pentagonais e algumas faces
triangulares. Qual o numero de faces desse poliedro , sabendo que o nimero de
aresta é o quadruplo do numero de faces triangulares?

3. Os virus sdo seres muito simples e pequenos, formados basicamente por uma
capsula proteica envolvendo o material genético chamada capsideo, que,
dependendo do tipo de virus, pode ser o DNA, RNA ou os dois juntos. Observe a
estrutura de um virus bacteri6fago abaixo. O pescoco faz a ligagcdo entre o
capsideo e a cauda e as fibras da cauda sdo responsaveis pela ligacdo com
receptores especificos da célula bacteriana.

Capsideo |

fil:;}aé da Eauda

Prato B
basal

Veja que o capsideo deste virus apresenta estrutura poliédrica.

Sabendo que o capsideo deste virus apresenta 20 faces triangulares, encontre o
namero total de vértices dessa estrutura.



Aula 4: PRISMAS

Vocé ja estd familiarizado com a palavra cristal. A palavra cristal tem origem
grega krustallos e significa tanto gelo quanto quartzo. Os cristais s&o poliedros
convexos, pois suas faces sédo planas e ndo apresentam reentrancias.

Vocé sabia?

Existe um material amplamente conhecido como cristal, mas que ndo se trata de
matéria cristalina. Quando se fala em copo de cristal, lustre de cristal ou vaso de
cristal o que se esta descrevendo é um vidro de alta qualidade, ao qual se adiciona
elevada porcentagem de 6xido de chumbo para obter mais brilho.

Pela semelhanga com os cristais incolores € chamado de cristal, mas sdo objetos
que ndo possuem estrutura cristalina, e sim amorfa. Os famosos cristais da Boémia e
os cristais Swarovski sdo vidros de alta qualidade, ndo cristais.

Agora observe o cristal de quartzo, o segundo mineral mais abundante na terra.

Figura n xx: cristal de quartzo

Veja que este cristal € um poliedro que pode ser decomposto em outros dois tipos de
poliedros que estudaremos a seguir.

Prismas

Entre os poliedros mais conhecidos, destacamos os prismas.

Definigao e elementos

Vamos considerar dois planos paralelos, uma regido poligonal em um dos planos e
uma reta que intersecta os dois planos.

O conjunto de todos os segmentos paralelos a reta que ligam um ponto da regido
poligonal a um ponto do outro plano forma um prisma.



base

aresta altura

lateral

base aresta de base

Concluindo: prismas sdo poliedros que tém duas faces paralelas e congruentes,
chamadas bases, as demais faces tém a forma de paralelogramos e sdo chamadas

faces laterais.

De acordo com a inclinagéo das arestas laterais um prisma pode ser reto ou obliquo.
O prisma é reto quando as arestas laterais sdo perpendiculares as bases, e obliquo
quando néo séo.

Area da superficie de um prisma

superficie lateral: formada pelas faces laterais.

area lateral (Al): a area da superficie lateral.

superficie total: formada pelas faces laterais e pelas bases.
area total (At): a area da superficie total.

area da base (4b): a area da superficie da base.

Para uma boa compreensao de area lateral e area total se faz necessario o
conhecimento sobre as planificagdes dos prismas. Observe-as abaixo

Prisma Reto de Prisma Reto de Prisma Reto de
Base Triangular =~ Base Quadrangular  Base Pentagonal
Concluimos que:
Area da Base = area do poligono que forma a base
Area Lateral = aresta da base . altura . numero de arestas da base

Area Total = Area Lateral + 2 . Area da Base



Volume de um prisma

O volume de um prisma é dado pelo produto da area da base pela altura.
Volume = area da base . altura

Entenda como chegamos a esta formula:

Vamos definir que um cubo de 1 cm de aresta tenha volume igual a 1 cm?.

[' 7} ——— volume=1cm’
1cm

9cm

Veja que ao contar a quantidade de cubos de 1cm?® na vista frontal e lateral temos 9,
totalizando 9 cm em cada dimenséao, o que nos leva a conclusdo que em cada camada
de cubos temos um total de 81 cubos de 1 cm? totalizando assim 81cm? de volume
para a primeira “linha de cubos”.

Agora basta observar que teremos 9 “andares” de 81 cm®. Sendo assim temos:
81cm3®.9 = 729 cm3
Ao aplicarmos a férmula obtemos:

Volume =9.9.9 = 729 cm®



Atividades

O problema do alvéolos das colméias.

“No livro As maravilhas da Matematica, o genial Malba Tahan, cujo verdadeiro nome
era Julio César de Mello e Souza (1895-1974), comentou o trabalho do matematico
belga Maurice Maeterlinek (1862-1949) sobre a Geometria que as abelhas praticam
em sua vida diaria. Como se sabe, esses insetos usam cera para construir os alvéolos
das colméias, que servem depois de depodsito para o mel que fabricam. Maetrlinek
observou que, ao contrario de muitos planejadores humanos, as abelhas constroem os
alvéolos procurando uma forma que otimize a economia, isto €, que apresente o maior
volume para a menos por¢do de material gasto. Para isso, os alvéolos ndo poderiam
ser cilindricos, pois a falta de Paredes comuns entre eles deixaria uma grande
quantidade de espagos inaproveitados.

Assim, para que a parede de um alvéolo servisse também ao alvéolo vizinho, eles
deveriam, obviamente, ter a forma de um prisma, E os Unicos prismas regulares que
se justapdem sem deixar buracos séo os prismas triangulares os quadrangulares e os
hexagonais.

Tente fazer a experiéncia usando uma mesma quantidade de cartolina para fazer trés
prismas (abertos nas duas extremidades): um de base triangular, um de base
quadrada e outro de base hexagonal.

Como as areas laterais dos trés sdo equivalentes (as tiras de cartolina sdo do mesmo
tamanho), o de maior volume sera aquele cujo poligono da base tiver a maior area.
Mas ndo esquega: esses poligonos devem ter o mesmo perimetro (comprimento da
cartolina).

Com um simples célculo de area, supondo que as tiras de cartolina tenham 12
centimetros de comprimento, vocé vai verificar que os poligonos das bases terdo
respectiva e aproximadamente 6,92 centimetros quadrados, 9 centimetros quadrados
e 10,38 centimetros quadrados (considerando que a raiz de 3 é igual a 1,73). Assim, a
escolha da base hexagonal para o alvéolo € uma questao de pura economia. Para o
mesmo gasto de material, elas constroem o recipiente de maior volume.

Mas o problema realmente interessante acontece no fechamento dos alvéolos. Em vez
de construir um hexagono (plano) para cobrir o fundo, as abelhas economizam cerca
de um alvéolo em cada cinquenta, utilizando trés losangos iguais colocados
inclinadamente.

Pode parecer pouco, mas a economia de 2 por cento que elas conseguem com o
fechamento de milhdes de alvéolos representa uma grande quantidade. Os angulos
dos losangos de fechamento, inclinados em relagdo ao eixo radial dos alvéolos,
acabaram provocando uma controvérsia que foi didaticamente exposta por Malba
Tahan em seu livro. Ele conta que o fisico francés René-Antonie Ferchault de
Réaumur (1683-1757) observou que o angulo agudo e, conseqilientemente, seu
suplemento (obtuso) ndo variavam. Isto &, suas medidas eram constantes.

Intrigado, Réaumur mandou buscar alvéolos em varias partes do mundo, como a
Alemanha, Suiga, Inglaterra, Canada e Guiana. Todos apresentavam losangos de
mesmo angulo. O astrénomo francés Jean-Dominique Maraldi (1709-1788) efetuou as
medic¢des dos angulos agudos e encontrou 0 mesmo valor em todos eles: 70°32'.



Surpreendido com o resultado, Réaumur propds ao seu amigo Samuel Konig,
matematico alemao, que resolvesse o seguinte problema: dado um prisma de base
hexagonal, devemos fecha-lo em uma das extremidades com trés losangos iguais,
colocados inclinadamente, para obter o maior volume com um gasto minimo de
material. Qual é o angulo dos losangos que satisfaz a condigao?

Sem saber a origem do problema, Konig calculou o angulo como sendo 70°34'.
Embora a diferenga fosse insignificante, de apenas dois minutos em relagdo aos
célculos efetuados por Maraldi, conclui-se que as abelhas estavam erradas. Isso
provocou um verdadeiro rebuligco entre os cientistas que tentavam explicar a questao.
O fato chegou ao conhecimento do matematico escocés Colin Maclaurin (1698-1746),
que utilizando os recursos do calculo diferencial recalculou o angulo e encontrou
70°32'. Entéo, as abelhas estavam certas. Maclaurin mostrou ainda que o engano de
Konig era explicavel: ele havia usado uma tabela de logaritmos contendo um errro, dai
a diferenga de dois minutos.”

Fonte: Superinteressante Publicado em 31 dez 1990, 22h00

1. Utilizando 12 cm de perimetro, calcule a area obtida caso as abelhas utilizassem
triangulos equilateros, quadrados e hexagonos na construgéo dos seus alvéolos e
organize em ordem crescente os valores obtidos.

2. Calcule o volume de mel armazenado em um alvéolo de 2 cm de altura com cada
um dos poligonos do exercicio anterior.



Aula 5: CILINDROS

Vocé ja deve ter visto pessoalmente, pela televisdo ou na internet estes objetos
gigantescos. Eles sdo chamados de Silos.

Silo é uma benfeitoria agricola destinada ao armazenamento de produtos agricolas,
geralmente depositados no seu interior sem estarem ensacados.

Observando a sua utilidade é evidente que o homem necessita calcular a quantidade
de material utilizada para confecgao dos silos como também a capacidade de cada um
e para isso necessitamos conhecer a forma geométrica e suas propriedades.



Definigado e elementos

Vamos considerar dois planos paralelos, uma regido circular contida num dos planos e
uma reta que intersecta os planos.

O conjunto de todos os segmentos de reta paralelos a reta dada, que ligam um ponto
da regido circular a um ponto do outro plano forma um cilindro.

O eixo do cilindro é o segmento de reta que liga os centros das bases. De acordo com
a inclinagao do eixo o cilindro pode ser reto ou obliquo.

Area da superficie de um cilindro reto

Area lateral = 2. raio.altura

Area da base = m.r?

Area total = Arealateral + 2. Area da base
Volume do Cilindro
Volume do cilindro = area da base . altura

Obs.: Vocé percebeu que as formulas do volume do cilindro e do prisma sdo as
mesmas?

Isso quer dizer que ao compararmos um cilindro e um prisma de mesma area da base
e altura, ambos terdo o mesmo volume. Esta afirmagéo é conhecida como Principio
de Cavalieri.

Bonaventura Cavalieri foi um matematico italiano, discipulo de Galileu, que criou um
método capaz de determinar areas e volumes de soélidos com muita facilidade,
denominado principio de Cavalieri. Este principio consiste em estabelecer que dois
sélidos com a mesma altura tém volumes iguais se as secgdes planas de iguais altura
possuirem a mesma area.



Veja agora a comparacao de dois cilindros um obliquo e outro reto:

i

(D& O

Ll

O principio de Cavalieri garante que caso os cilindros tenham a mesma area da base e
mesma altura seus volumes sé&o iguais.

Veja na pratica!l!
Atividades

1. Um silo de 30 metros de didmetro por 10 metros de altura sera construido em um
terreno para armazenar soja. Qual a quantidade de metal utilizada para construir a
lateral e a base? Qual o volume que este silo comporta?

2. Uma seringa tem 2 cm de didametro por 8 cm de comprimento. Quando o émbolo
se afastar 5 cm da extremidade da seringa préxima a agulha, qual o volume, em
mililitros, de remédio liquido que a seringa pode conter?



Aula 6: PIRAMIDES

Quando falamos em piramides logo surge em nossas mentes a imagem das piramides
do egito, mas se observarmos com calma e atengdo verificamos muitas outras
piramides conhecidas.

Vocé ja ouviu falar do Museu do Louvre?

Inaugurado no século XVIII, o Museu do Louvre é o museu mais importante da Franca
e um dos mais visitados do mundo.

Entre as pinturas e esculturas mais importantes que o museu reserva destacam-se:
Monalisa de Leonardo da Vinci;A Liberdade Guiando o Povo de Delacroix; As bodas
de Cana de Veronese; Venus de Milo da Antiga Grécia;O escriba sentado do Antigo
Egito e Vitéria de Samotracia do periodo Helenistico da Antiga Grécia.

{/)\Top 20 obras imperdiveis do Museu do Louvre

No ano de 1989 foi construida a belissima piramide de cristal que atualmente serve
como porta de entrada do museu.

Veja que externamente é possivel verificar uma estrutura geométrica regular assim
Como nos cristais.




Outro exemplo muito conhecido de pirdmides séo as jdias e pedras preciosas. Na
imagem podemos ver um cristal de quartzo lapidado.

Veja outro exemplo de estrutura piramidal que muitas vezes é contratada para
protecéo contra chuva e sol em eventos.

Definigao e elementos

Uma piramide pode ser definida assim:

Considere um plano, uma regido poligonal contida neste plano e um ponto fora deste
plano. O conjunto de todos os segmentos que ligam o ponto fora do plano a um ponto
da regido poligonal forma a piramide.



Elementos

Vértice da pirdmide
v/

V

Aresta lateral o
/Altura

Aresta da base
obs.: o segmento de reta que liga perpendicularmente o vértice da piramide a um
ponto da aresta da base é chamado de ap6tema da piramide.
Classificagao
Com relagéo a base, as piramides classificam-se em:
piramide triangular: a base € uma regiéo triangular.
piramide quadrangular: a base é uma regidao quadrangular.
piramide pentagonal: a base é uma regido pentagonal.

e assim por diante dependendo da regido poligonal que forma a base da piramide.

Com relagdo as arestas laterais, se todas sdo congruentes, a piramide é reta, caso
contrario é obliqua.

—®  Véiliceda -
! pirdmide




Area da superficie de uma piramide

Como foi visto nos prismas, nas piramides também temos superficie lateral e
superficie total.

Veja as planificagbes de algumas piramides para compreender as férmulas de
superficie.

Area lateral = aresta da base .apétema da piramide . nimero de arestas da base
Area da base = area daregiio poligonal da base

Area total = area lateral + area da base

Volume de uma piramide qualquer

area da base . altura da piramide

Volume da piramide = 3




Para compreender a férmula do volume de uma piramide vamos fazer a seguinte
dedugéo:

i) Sabemos que o volume de um prisma é calculado multiplicando a area da base
pela altura.

ii) Pelo principio de Cavalieri temos que soélidos com a mesma altura tém volumes
iguais, se as secgdes planas de iguais altura, possuirem a mesma area.

iii)) Observe o prisma ABCDEF e as trés piramides disjuntas formadas em trés
momentos diferentes P; (ADEF), P,(ABCE) e P; (BAEF).

D

<\/

@

base: triangulo ADEF

uo ; P,(ABCE) {base: AABC = ADEF
altura: DA

P (ADEF){ altura:CE = DA

Assim concluimos que volume de P; é igual ao volume de P,.

Por outro lado podemos tomar como base de P, o ABCE. Comparando com a base de
P; 0 ABEF concluimos que sao congruentes. Observando que as alturas também séo
congruentes temos que o volume de P, é igual ao volume de P;.

Com esta observagdo podemos confirmas que dentro deste prisma temos trés
piramides de mesma base e altura.

Sendo assim, concluimos que o volume de uma pirdmide é igual a um ter¢co do volume
do prisma de mesma base e altura.




Atividades

1. A parte mais alta de torre de uma igreja € uma piramide de base quadrada (figura
abaixo). A aresta da base tem 6 m e a altura da piramide é 4 m. Qual é o volume
dessa parte da torre?

2. A piramide de Quéops (figura abaixo) é conhecida como a Grande piramide do
Egito. Sua base tem aproximadamente 230 m de aresta e sua altura é de 147 m.
Qual a area total e o volume dessa famosa piramide?




Aula 7: CONES

A composigdo do sorvete & bastante variada, normalmente apresentando de 8 a 20%
de gordura, 8 a 15% de solidos ndo gordurosos do leite, 13 a 20% de aclcar e 0 a
0,7% de emulsifi cante-estabilizante, porém pode haver variabilidade de acordo com a
regido e em diferentes mercados. Quando consumido de forma equilibrada pode trazer
beneficios do ponto de vista nutricional, pois fornece proteinas, carboidratos, lipideos e
algumas vitaminas.

Eﬁ) Uma casquinha de sorvete de forma conica tem 6 cm de diametro e altura de 12
cm. Qual a sua capacidade?

Esta pergunta podera ser respondida com o estudo desta aula.

Definigao e elementos

Vamos considerar um plano, uma regido circular contida neste plano e um ponto néo
pertencente a este plano. O conjunto de todos os segmentos que ligam os pontos da
regido circular ao ponto dado fora do plano determinam um cone.

AT

obs.: Assim como as piramides os cones podem ser retos ou obliquos.



Veja os elementos de um cone.

eratriz «—///
g ,*?f i | altura

Area da superficie de um cone reto

A superficie total de um cone é formada por uma regiéo circular (base) e por um setor
circular (superficie lateral).

CONE PLANIFICADO

Arealateral =m.r.g

Para compreender esta férmula basta observar que a lateral de um cone é um setor
circular de raio g e arco medindo 2 .77

Calculando a area do setor teremos:

2.mg . g*
2.m. v Areado setor

Area do setor .(2.m.g) = 2.m.7. 7. g?

2 2

Area do setor = =nr.g

2.m.g
Como a area do setor € igual a area lateral temos que:

Area lateral =m.r.g



Area da base = m.r?

Area total = m.r (g+7)
Volume do cone
O volume de um cone é obtido da mesma maneira que o volume de uma piramide:

area da base .altura
3

Volume =

Para justificar esta formula usamos novamente o principio de Cavalieri, basta
comparar uma piramide e um cone de mesma area da base e altura.

Atividades

1. Vocé lembra da pergunta geradora desta aula? Com os conhecimentos adquiridos
responda.

‘“ Uma casquinha de sorvete de forma conica tem 6 cm de didametro e altura de 12

cm. Qual a sua capacidade?

2. Ha um pirulito em forma de guarda chuva, com 7 cm de altura e 2 cm de didmetro.
Qual o volume desse pirulito?

3. Observe a ampulheta cuja altura mede 20 cm e o didametro mede 8 cm. Qual o
volume de areia necessario para encher completamente um dos cones dessa
ampulheta? Quantos cm3 de areia devem descer para que esta ampulheta marque
um tempo de 2 minutos?



Aula 8: ESFERA

Sabemos que o planeta terra se apresenta com uma superficie quase esférica.
Vocé sabia que trés quartos da Terra sdo cobertos por agua?
E que a linha do equador mede, aproximadamente, 40 000 km?

Definicao e elementos

Uma esfera pode ser entendida como o conjunto de todos os pontos do espaco que
estdo a uma distancia menor ou igual a um raio (R) dado.

Area da superficie esférica
Area = 4.m.R?
Volume

O volume de uma esfera de raio R é dado por:
4
Volume = §.T[.R2

Compreender a formula do volume de uma esfera requer uma visdo mais detalhada da
geometria espacial. Neste video temos uma explicagéo clara e detalhada.




Atividades

1. Qual a quantidade de couro necessario para a fabricacdo de uma bola de futebol
de 11 cm de diametro?

2. Qual o volume de uma laranja que apresenta superficie esférica com 10 cm de
diametro?




Aula 9: Tépicos de geometria plana importantes para resolucao de
vestibulares

9.1 Teorema de Pitagoras

Seja a a hipotenusa, b e ¢ os catetos num triangulo retangulo qualquer, vale a
identidade:

a? =b?+c?

Demonstragao:

Temos que os triangulos AABC e ADBA s@o semelhantes pelo caso angulo-angulo
assim como os ADBA e ADAC. Com estas semelhangas obtemos:

1) AABC~ADBA

o b_c [ton0
—=-=— ¢ =am (ii
¢ hom oy = ch iid)

2) ADBA~ADAC

E_é_f:{lﬂ:an(iv)
b n~ h len=bh(v)
de (ii) e (iv) temos:

b’+c?=an+am=a(n+m)=a.a = a?

Logo a igualdade a? = b? + c? & verdadeira.



9.2 Lei do seno e cosseno

Observe o triangulo AABC abaixo. Suponha que desejamos encontrar o valor de CB.

Para isso tragamos a altura CH do triangulo AABC criando dois novos triangulos AHBC
e AHAC.

Aplicando o teorema de pitagoras em ambos temos que:

TB =HB +CH (),

TA'=CH + mz(ii) e pela razao trigonométrica chegamos a
HA = Cos (180 — @) .CA = —Cos () .CA (iii)

De (i) e (ii) segue que:

—2 —2 —_—2 _—2 J— _ J—
CB =HB +CA —HA ,como HB = HA + AB aplicando a substituicdo e o produto
notavel ficaremos com

—2 — —2 —2 —2 —2 - —2 —2 —2
CB =(HA+AB) +CA —HA" =AH +2.HA.AB+AB +CA - HA
- 2 2
=2.HA.AB + 4B +CA

substituindo (iii) na equagao obtemos:

— ) _——_ =2 2

CB" =2.—Cos (a).CA.AB +AB +CA
e por fim teremos:

. 2 _2 _
CB° =7AB +TA - 2.AB.CA.Cos ()
(Lei dos Cossenos).



Para obter a Lei dos senos faremos o seguinte:
tracamos a altura CD e aplicaremos as razdes trigonométricas conhecidas.

c

Assim temos:

Sen (@) == (i) e

_CD,..
Sen (B) = = (i)
de (i) e (ii) temos que:
Sen (a).AC = CD e Sen (B).CB = CD, igualando as expressdes chegamos a

Sen (a).AC = Sen (B).CB e por fim

AC CB

o =S @ (Lei dos senos)



9.3 Tabela como nome de figuras planas mais citadas

Nome Numero de lados Imagem
Triangulo trés
Quadrilatero quatro ‘

Pentagono cinco —
Hexagono seis —
Heptagono sete

Octogono oito

Eneagono nove

Decagono dez

Icosagono vinte




Aula 10: Exercicios de vestibulares sobre geometria espacial

QUESTAO 01 (ACAFE 2012/1)

Um posto de combustiveis abastece mensalmente seu reservatdrio cilindrico subterraneo, cujas
medidas estdo indicadas no esquema a seguir.

\
Reservatoro

Considerando que o reservatorio esteja vazio e que sera abastecido com 80% de sua capacidade por um
caminhdo tanque, a uma vazdo de 10 L por segundo, em aproximadamente quantos minutos o
reservatorio sera abastecido?

a) 59 min.

b) 51 min.

c) 47 min.

d) 48 min.

Gabarito: C



QUESTAO 02 (UFSC 2010)

Assinale a(s) proposi¢do(des) CORRETA(S).

01) Com base nos dados das figuras abaixo, pode-se afirmar que a relagdo entre os volumes dos trés
tanques é V< V,< V..

—
_
2h
3
I h
)
" = T
Vi W, Vi
Vs

02) E mais vantajoso para o consumidor comprar uma barra de goiabada, na forma de paralelepipedo
retangulo, com 8 cm x 6 cm x 9 cm e que custa RS 2,16, do que outra de mesma forma, com 6 cm x 5 cm
x 8 cm e que custa RS 0,96.

04) O volume da esfera é trés vezes o volume do cone, que tem o raio da esfera, e cuja altura é o raio da
esfera.

08) Uma fabrica langou uma nova linha de bombons de chocolate. A quantidade de chocolate necesséria
para a fabricagdo de um bombom macigo em forma de octaedro regular, conforme a figura abaixo, é de

4000
i

om o .

4

Zog_oj'

16) O valor de &I éigual a 9.

Gabarito: 08+16



QUESTAO 03 (UFSC 2009)
Assinale a(s) proposi¢do(des) CORRETA(S).

01) Considere duas caixas-d’agua de mesma altura: uma em forma de cubo e a outra, em forma de
paralelepipedo retangulo com area da base de 6 m”. Se o volume da caixa ctbica tem 4 m’a menos que
o volume da outra caixa, entdo a Unica medida possivel da aresta da caixa ctubica é 2 m.

02) E possivel construir um poliedro regular, utilizando-se seis tridngulos equilateros.

04) Na figura 1, estdo representados trés sélidos e, na figura 2, estdo representadas trés planificagdes.
Fazendo corresponder cada sélido com sua planificagdo, tem-se a relagdo A1, B >3 e C->2.

figura 2
figura 1
[]
A C 3 r 3

08) Um retangulo, quando girado em torno de seu lado maior, descreve um cilindro cujo volume tem
3 . 2 . ~ <
432n cm’. Se o lado maior do retangulo mede o dobro da medida do lado menor, entdo a 4rea desse
a . 2
retangulo é de 72 cm’.

Gabarito: 04+08



QUESTAO 04 (UFSC 2008)
Assinale a(s) proposi¢do(des) CORRETA(S).

01) A lenda do altar de Apolo, que tinha a forma de um cubo, conta a histéria da duplicagdo do volume
desse altar, exigida pelo oraculo da cidade de Delfos para acabar com a peste que assolava Atenas. Para
cumprir a ordem, basta fazer como os habitantes de Atenas: dobrar as medidas dos lados do altar.

02) Um cone, cuja superficie lateral é construida com um semicirculo de raio r, é semelhante a outro
cone cuja superficie lateral é formada por um quarto de circulo de mesmo raio r.

04) Se uma esfera estd inscrita num cubo de 4 cm de aresta, entdo a drea da superficie esférica é igual a
16Tcm”.

08) Um paralelepipedo reto, de base retangular, tem uma de suas arestas da base medindo 3 cm a mais
do que a altura do sdlido, e a outra aresta da base mede 5 cm a mais do que essa altura. Se o volume do
sélido é de 144 cma, entdo sua altura mede 2 cm.

16) Se um poliedro convexo tem 4 faces triangulares e 3 faces quadrangulares, entdo esse poliedro tem
7 vértices.

Gabarito: 04+16



QUESTAO 05 (UFSC 2016)

Em relagdo as proposigdes abaixo, ¢ CORRETO afirmar que:

01) No paralelepipedo abaixo, a medida da sua diagonal é expressa por uma fungdo quadrdtica.

p=)

i

1

02) Se um reservatério de agua tem a forma de cilindro equildtero e seu didametro interno mede 4 m ,
entdo, considerando m = 3,14, a capacidade desse reservatdrio é de 50.240 L.

04) Um pequeno cesto de lixo tem a forma de tronco de pirdmide e suas dimensdes internas estdo
indicadas na figura. Se a altura do cesto é 15 cm, entdo seu volume é 3.500 cm’.

20cm
L

—_

10em

08) Um pote para guardar alimentos tem a forma de um prisma reto de base triangular. Sua base é um
triangulo retangulo e suas dimensdes formam uma progressdo aritmética de razdo 5 cm . Se sua altura
mede 10 cm, entdo a area total desse prisma é 750 cm’.

16) Um filtro de café tem a forma de um cone cuja medida interna de seu didmetro é 20 cm . Se a
medida interna da geratriz é 26 cm , entdo sua capacidade é menor que 2 L.

Gabarito: 02+04



QUESTAO 06 (UFSC 2017)

Em relagdo as proposigdes abaixo, é correto afirmar que:

01) Um designer de joias, motivado pelo langamento das medalhas comemorativas dos Jogos Olimpicos
Rio 2016, resolveu fazer uma medalha de ouro macigo na forma de um cilindro circular reto com
diametro de 28 mm e espessura de 2 mm para comemorar suas bodas de ouro em 2016. Considerando
20-£ e 7=3,

a massa especifica do ouro como ot entdo serdo necessdrias 23,52g de ouro para
confeccionar a medalha.

02) Uma lanchonete vende sucos em copos completamente cheios com a forma de um cone circular
reto. Um cliente solicitou um copo de suco de morango. O atendente serviu o suco até atingir 80% do
nivel do copo cheio, como mostra a figura 8, abaixo. Nesse caso, é correto afirmar que o cliente ja terd

_ 100%
_| 80%

Figura B

sido lesado em mais do que a metade do volume de suco do copo.

04) Numa piramide de base quadrada cujo lado mede 8 cm e cujas arestas laterais medem 9 cm , a
altura mede 7 cm.

x{x=>1)

08) A expressdo matematica, em fungdo de , para o calculo da capacidade do prisma reto de

%x’ +§x:+£¥

C= k
4

base hexagonal regular representado na figura 9, é

Figura &

Gabarito: 01+04



QUESTAO 07 (UFSC 2018/1)

Some os nimeros associados as proposigdes corretas.

01) Considere uma esfera, um cone e um cilindro, todos com raio de medida r. Sabe-se que a altura do
cone tem medida h = r e a altura do cilindro mede o dobro da altura do cone. Nessas condigdes, a soma
do volume da esfera com o dobro do volume do cone é igual ao volume do cilindro.

02) Um poliedro convexo possui seis faces triangulares e quatro faces hexagonais, entdo o nimero de
vértices desse poliedro é 34.

04) Trés cidades A, B e C estdo localizadas de tal maneira que formam um tridngulo, conforme a
representagdo na figura abaixo. Um ciclista sai da cidade A para a cidade B numa velocidade média de
14 km/h percorrendo o caminho mais curto.

B

Considerando ¥ 2=14 o ciclista levaria 90 minutos para percorrer essa distancia nessas condigdes.

08) Um objeto decorativo é formado pela jungdo de uma piramide com um cubo, conforme indica a

Figura dustrativa, fora de escala.

Gabarito: 01+04



QUESTAO 08 (UFSC 2018/2)

Some os nimeros associados as proposi¢des corretas.

01) As dimensdes de uma piscina olimpica, na forma de paralelepipedo, sdo 50 m de comprimento, 25
m de largura e 3 m de profundidade. Se essa piscina olimpica estd com 2.750.000 litros de agua, entdo
faltam 1.000 litros de dgua para que a piscina fique completamente cheia.

02) Se um aqudrio com forma de cubo tem capacidade de 216 litros, entdo a medida de sua area lateral
6144 dm’.

04) Uma piramide hexagonal regular de (x + 2) cm de altura tem o apdtema da base medindo (x - 5) cm
e a medida do ap6tema da piramide (x + 3) cm. Dessa forma, existem dois valores possiveis para x .

08) A expressdo que fornece a drea lateral A de um cilindro circular reto cujo volume é V e o raio da base

i

é r pode ser representada por r

Gabarito: 02+08

QUESTAO 09 (UDESC 2011/1)

A Figura 1 ilustra duas moedas brasileiras, a de RS 1,00 e a de RS 0,50, descritas abaixo.

L

Fi 1: Moedas brasilei
ek e Moeda de RS 1,00 — As faces da moeda sdo compostas por

dois circulos concéntricos. O didmetro do circulo maior é igual a 2,8 cm e o didmetro do circulo menor é
igual a 1,8 cm. A espessura desta moeda é igual a 1,5 mm.

Moeda de RS 0,50 — As faces da moeda sdo compostas por um circulo de didmetro igual a 2,2 cm. A
espessura desta moeda é igual a 3 mm.

Com base nestas informagdes, analise as proposi¢des abaixo.

I. O volume de metal necessario para cunhar a regido situada entre os circulos concéntricos da moeda
de RS 1,00 é aproximadamente 0,1725m cm’.

II. Para cunhar uma moeda de RS 1,00 é necessério aproximadamente 0,0691 cm’de metal a mais que
para cunhar uma moeda de R$ 0,50.

IIl. A érea entre os circulos concéntricos da moeda de R$ 1,00 é 0,34n cm’maior que a do circulo interno.
Assinale a alternativa correta

a) Somente as afirmativas Il e Il sdo verdadeiras.

b) Somente as afirmativas | e Ill sdo verdadeiras.

c) Somente as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.

d) Todas as afirmativas sdo verdadeiras.

e) Todas as afirmativas sdo falsas.

Gabarito: B



QUESTAO 10 (UDESC 2010/1)

A planificagdo da superficie lateral de um cilindro circular reto de altura h e raio r gera a regido
retangular ABCD, conforme é ilustrado na Figura 1. Suponha que esta regido seja utilizada para construir
um novo cilindro, cuja altura é a medida do segmento AB, sem haver sobreposigao.

A
> B
R =(z O

D C

Figura 1: Planificagdo e construgdo de um cilindro

0O volume do novo cilindro é:
rh?

a) 2

h

-
(=]

3]

o) ar-h

Gabarito: A



QUESTAO 11 (UDESC 2012/2)

Seja Suma seg¢do de uma esfera determinada pela interse¢do com um plano, conforme Figura 2.

Figura 2

Se S esta a 3 cm do centro da esfera e tem dreaiguala 16 @ cmz, entdo o volume desta esfera é:
; 3
a) 367 cm
2561
b 3
o 100x cm?

cm?

g) l6mem?®
500z

e) =

cm?

Gabarito: E



QUESTAO 12 (UFSC 2020)

Uma fabrica precisa embalar seus produtos para comercializagao. Para tanto, deve construir caixas
no formato de prisma regular reto, conforme a planificagdo apresentada a seguir.

Seja a cm a medida da aresta da base do prisma. Se a altura do prisma & av3 cm, determine o
volume desse prisma, em cm’, e passe seu resultado para o carto-resposta.

RESPOSTA D
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4 CONCLUSAO

Durante a realizacdo da pesquisa e das leituras a respeito do
tema deste trabalho pude observar que a educacao matemaética precisa
evoluir muito, pois nos livros texto e apostilas de ensino fundamental e
médio pesquisados, além dos usados durante dez anos letivos como pro-
fessor, visualizo a matemaética exatamente como reclamada pelos alunos
e ex-alunos, apenas um conjunto de regras e féormulas desvinculadas do
cotidiano. Dentro das poucas vezes que os contetidos aparecem aplica-
dos ao cotidiano, estes sao encontrados nas paginas finais dos capitulos
ou intitulados como ensino extra, o que distancia ainda mais os alunos
destes conhecimentos. E papel do professor, para realizar um trabalho
de exceléncia, motivar os alunos para o estudo da matemética buscando
mostra-la através de exemplos reais, mesmo que em alguns momentos
oculte detalhes muito complexos para a faixa etaria e o nivel de ensino.
O profissional deve buscar o desenvolvimento da curiosidade em seus
alunos, pois este é o combustivel da ciéncia.

Despertar o interesse dos meus alunos sempre foi o objetivo que
me moveu a trabalhar este assunto de extrema importancia para toda
a ciéncia e tecnologia.

Sendo assim a proposta de trabalho desenvolvida neste tltimo
capitulo podera ser seguida ou adaptada a realidade de cada sala de
aula. Espera-se que esse trabalho contribua para o processo de ensino
e aprendizagem e sirva como um ponto de reflexao para os professores
e leitores.
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