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RESUMO

Neste trabalho estudamos algumas propriedades do triangulo de Jacobi. Partindo
dos pontos notaveis classicos, vamos conhecer alguns outros pontos notaveis e abordar
com maior profundidade o ponto de Jacobi. Conhecendo os trabalhos da geometria
triangular de Napoledo, Fermat e Kiepert, poderemos reconhecer o tridngulo de Jacobi
como uma generalizacdo de todos estes casos. Abordaremos também o triangulo de

Jacobi reciproco e as coordenadas baricéntricas do ponto de Jacobi.

Palavras-chave: Triangulo, Geometria Euclidiana, Pontos Notaveis
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ABSTRACT

In this work we study some properties of Jacobi triangle. Starting with the classic
notable points, we will look at some others and approach Jacobi point with a deeper
understanding. Acknowledging the triangle geometry studies of Napoleon, Fermat and
Kiepert, we will be able to recognize Jacobi triangle as a generalization of all of these
cases. We will also explore the reciprocal Jacobi triangle and barycentric coordinates

of the Jacobi point.

Keywords: Triangle, Euclidian Geometry, Notable Points
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LISTA DE ABREVIATURAS E NOTA(;OES

AABC ~ ADEF significa que o tridngulo AABC é semelhante ao tridngulo ADEF

em relacdo a correspondéncia ABC «<— DEF entre seus vértices.

AABC = ADEF significa que o tridngulo AABC é congruente ao tridngulo ADEF

em relacdo a correspondéncia ABC <— DEF entre seus vértices.

A — B — C significa que B estd entre A e C, isto é, A, B e C sdo pontos distintos
tais que AB + BC = AC.

Ro,«(P) denota a rotagdo do ponto P de dngulo de medida a ao redor do ponto
O.

(ABC) denota a area (euclidiana) do tridangulo AABC.






INTRODUCAO

Na geometria, o tridngulo é uma das figuras geométricas de maior destaque. Nota-se
que para estudar diversos poligonos, estes sdo divididos em tridngulos. Assim, a geo-
metria do tridngulo enriquece, enche-se de padrdes e propriedades que ja estimularam

e continuam estimulando o estudo académico.

Na educacao bésica estudamos os elementos, a classificacdo e algumas relacoes nos
tridangulos. Ao estudar as alturas, as medianas e as bissetrizes, mostramos aos alunos
que cada trio dessas cevianas se cruzam em um unico ponto. Assim, apresentamos os
pontos notaveis dos tridangulos. As descobertas dos pontos notdveis evoluiram de tal
forma que mal se pode imaginar que existem mais de 30.000 pontos notaveis, descritos

na enciclopédia de centros triangulares, citada na referéncia [10].

Este trabalho apresentard um tridngulo ainda pouco explorado: o tridngulo de Ja-
cobi e seu ponto notdvel. Isso serd feito através da construcdo de uma linha de concei-
tos e propriedades antes estudadas, mostrando que este € a generalizacdo de outros
trabalhos.

O capitulo 1 apresentard os principais pontos notaveis classicos e algumas das dlti-
mas descobertas. Trarda também o Teorema de Ceva, importante para a demonstracao

da concorréncia e unicidade dos pontos notaveis.

No capitulo 2 analisaremos os casos particulares do Teorema de Jacobi. Iniciamos
com o ponto de Napoledo, seguimos ao caso do ponto de Fermat, mostramos as par-
ticularidades do ponto de Kiepert até chegar em Jacobi. Sdo abordadas as analogias
entre as propriedades e relacoes de cada caso, chegando ao fato de que todos sdo casos

particulares do Teorema de Jacobi.

Porém, € no capitulo 3 que apresentamos Carl Friedrich Andreas Jacobi, o professor
de matematica nascido na Alemanha que dedicou parte do seu trabalho ao estudo
da geometria triangular. Ainda serdo apresentadas duas escritas do teorema e sua

demonstracao.

E, para finalizar, o capitulo 4 enriquece o trabalho com diferentes propriedades dos

triangulos de Jacobi, apresentando os tridngulos reciprocos de Jacobi; mostrando o
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lugar geométrico dos pontos de Jacobi, no caso particular em que este é o ponto de
Kiepert; abordando um caso de congruéncia entre o tridngulo original e o triangulo de
Jacobi; e, ainda, calculando as coordenadas baricéntricas dos vértices de um triangulo

de Jacobi e do ponto de Jacobi.

Como principal objetivo, queremos oferecer um material que permita o aprofunda-
mento dos conhecimentos dos professores da educagdo basica na geometria triangular,
assim como o encorajamento para uso das demonstragdes dos pontos notdveis cldssicos

e da exploracgdo de novas construcdes de tridngulos, como a do triangulo de Jacobi.



PONTOS NOTAVEIS DE UM TRIANGULO

Na Geometria Euclidiana, duas retas que estdo em um mesmo plano, nao coinciden-
tes nem paralelas, possuem um ponto tunico de intersec¢do entre elas. J4 ao analisar
a interseccdo entre trés ou mais retas, ndo é provavel que esse ponto seja comum.
Walser, [[18]], questiona a existéncia dessa interseccdo e analisa cada caso buscando ve-
rificar se é coincidéncia ou propriedade dos tridngulos. Foi na busca das justificativas

dos encontros entre retas que novos pontos notaveis surgiram.

Estudiosos da geometria como Thales (624-546 a.C.), Pitagoras (570-510 a.C.), Eu-
clides (300 a.C.) e Arquimedes (287-212 a.C.) ndo escreveram sobre as relacdes e os
pontos notaveis que trataremos neste trabalho, mas foram precursores destes estudos.
O livro Os Elementos de Euclides, escrito por volta de 300 a.C., jd apresenta o incen-
tro e o circuncentro, pontos notaveis cldssicos ensinados hoje na educacao bdésica, no

estudo das circunferéncias inscrita e circunscrita ao triangulo.

Um resultado preliminar para a demonstracdo do Teorema de Jacobi e de muitos

pontos notaveis é o Teorema de Ceva que tratamos a seguir.

1.1 TEOREMA DE CEVA

Giovanni Ceva (1647-1734), matematico italiano que estudou na Universidade de
Pisa, publicou o livro "De lineis rectis se invicem secantibus statica constructio" em
1678, no qual apresenta pela primeira vez o Teorema de Ceva e sua demonstracdo. A
relacdo encontrada por Ceva nos serd muito util para provar a concorréncia em um
mni ! ! [
unico ponto das retas AA’, BB e CC', citadas no Teorema
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Teorema 1.1. Sejam L, M e N pontos, respectivamente, sobre as retas suportes %\{B, C},
jﬁl—()?\{A,C} e jﬁ\{A,B} do tridngulo AABC. Entdo as retas suportes das ceviana

AL, BM e CN intersectam-se em um ponto P, se e somente se, %—g.%.% =1.

Demonstragdo. Daremos a demonstracdo do Teorema de Ceva para o caso em que L, M
e N pertencem aos lados do tridngulo AABC e néo sdo vértices, como na Figura

Observamos que a demonstragédo deste resultado € a mesma para os outros casos.

L

Figura 1.1: Tridngulo AABC, cujas cevianas AL, BM e CN intersectam-se no ponto P.

L : NA BL CM _ : :
Iniciando a prova da igualdade R{7.7¢.54 = 1, vamos considerar que as cevianas

AL,BM e CN intersectam-se em um ponto P.

Seja r a reta paralela ao lado BC do tridAngulo A ABC que passa por A. Prolongando
as cevianas CN e BM temos os pontos D e E, respectivamente, como intersec¢gdes com
a reta r, como ilustra a Figura

D A E

Figura 1.2: Por construgio, r//BC e os pontos D e E séo intersec¢des com a reta r decorrentes

dos prolongamentos das cevianas CN e BM, respectivamente.

A ceviana de um tridngulo é um segmento qualquer que une um de seus vértices a um ponto sobre a reta

suporte do lado oposto a tal vértice.



1.1 TEOREMA DE CEVA

Analisando as semelhancas entre os triangulos formados, temos as relacoes abaixo:

e ADNA ~ ACNB, pois como DE//BC entdo /DAN ¥ /CBN e /ADN ¥

/BCN, por serem &ngulos alternos internos. Assim,

NA AD
NB -~ BC (1.1

e ANAME ~ ACMB, pois /AEM = /CBM e /EAM = /BCM por serem angulos

alternos internos. Assim,

MC CB
MA - AE (1.2)

e NAEP ~ ALBP, pois /AEP = /LBP e /EAP = /BLP por serem angulos

alternos internos. Assim,

AE PA

e ADAP ~ ACLP, pois /DAP = /CLP e /ADP = /LCP por serem angulos

alternos internos. Assim,
AP AD

P~ IC 9
As igualdades em (1.3)) e (1.4) nos ddo a nova relagéo
AE _AD LB AE 15

IB-IC IC_ AD

Segue de (1.1), (1.2) e (1.5) que

NA BL CM _ AD AE CB _
NB' LC'MA BC AD AE

1.

Portanto, se as cevianas AL, BM e CN intersectam-se em um unico ponto, entdo

NA BL CM _q
NB'LC"MA —

Para provar a reciproca, considere P a interseccdo das cevianas AL e BM, como
ilustrado na Figura Se a ceviana CN néo passa pelo ponto P, entdo pelo Teorema

das Barras Transversais, 6? intersecta AB num unico ponto O com A — O — B.

Assim, os segmentos BM, AL e CO interceptam-se em P. Utilizando a implicaciio

do Teorema de Ceva que acabamos de provar

AO BL CM

@.K.m = 1 (1.6)
E, por hipotese ) c

NA BL CM_ 1. 1.7)

NB'LC MA ~
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N

Figura 1.3: {P} = ALNBM.

: : : AO+OB _ NA+NB
Assim, pelas igualdades em lb e tb podemos concluir que =5z~ = ~5 5,

isto é, % = %. Logo, OB = NB, donde O = N, pois O e N estdo entre A e B.

Portanto, as cevianas NC, AL e BM sdo concorrentes em P. O

Passamos agora a duas secoes que descrevem os pontos notdveis cldssicos e algumas

das recentes descobertas, como pode ser visto em [20].

1.2 PONTOS NOTAVEIS CLASSICOS

Apresentaremos a seguir a descricdo dos principais pontos notaveis classicos, sendo
os quatro primeiros os mais conhecidos por estarem presentes nos livros didaticos
desde o ensino fundamental II. Ndo apresentaremos as demonstracoes que garantem
a existéncia e unicidade de todos os pontos, pois nosso foco esta nos casos particulares
e nas propriedades do Teorema de Jacobi. No entanto, pode-se utilizar o Teorema de
Ceva (Teoremal|I.I)) para isso.

1.2.1 Incentro

O incentro (I) de um triangulo é o ponto de interseccdo das bissetrizes desse trian-

gulo e também o centro da circunferéncia inscrita neste triangulo, como ilustrado na

Figura
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‘.i. - .B
Figura 1.4: As semirretas ﬁ, ﬁ e (ﬁ séo as bissetrizes do tridngulo AABC.

Para a prova do encontro das bissetrizes de um tridangulo qualquer, vamos utilizar o

teorema das bissetrizes internas, similar ao apresentado em [[12].

Teorema 1.2. Seja AABC um tridngulo tal que AB # AC. Se P é o pé da bissetriz
interna e Q € o pé da bissetriz externa relativas ao lado BC, como ilustrado na Figura[1.5]

entdo

BP _BQ _BA
PC~ QC ~ AC

Figura 1.5: Teorema da bissetriz interna.

Demonstracdo. Dado o tridngulo AABC e as bissetrizes ﬁ, bissetriz interna do tri-
angulo AABC relativa ao angulo /BAC, e @, bissetriz externa do triangulo AABC
relativa ao angulo /BAD, tal que Q — B— P — C. Sendo m(/BAC) = «, Sagp, Sacp,
SaBQ € Sacq as dreas dos tridngulos AABP, AACP, AABQ, AACQ, respectiva-
mente.

Sabemos que
AB- AP -sen(3) AB

SABP _ _ 4B
-AC- AP -sen(§) AC

Sacp

(1.8)

NI= N
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Mas também, sendo AH a altura do tridngulo A ABC relativa ao lado BC, temos

S 1.BP-AH BP
ABF _ 2 = — (1.9)
Sacp 3-CP-AH CP
Por (1.8) e (1.9) podemos concluir que
AB _BP
AC  CP’
De forma analoga temos que
Sapg 5 AB-AQ-sen("3%) AB (1.10)
Sacq  3-AC-AQ-sen(n+75%) AC’ ’
pois sen(a + %5%) = sen("5%) = sen(75%).
Mas também,
Sasg _ 3-BQ-AH BQ
=1 == 1.11)
Saco  5-CQ-AH CQ
Por (1.10) e (1.11)) podemos concluir que
4B _ BQ
AC - CQO
Portanto, PC = Q—Q ==
O

Teorema 1.3. As trés bissetrizes internas de um tridngulo interceptam-se num mesmo

ponto, que € o centro da circunferéncia inscrita ao tridngulo.

Demonstragdo. Dado o tridangulo A ABC e as bissetrizes ﬁ, ﬁ e C?, com E, F, G tais
que A—E—C, B —F—CeA—G— B, como ilustra a Figura[1.4 Do teorema (1.5),

AB _ BC _ CE ., AC _ AG
temos que %4¢ = . E, de forma andloga obtemos ;7 = 47 € 35 = 32&-

BF | CE . AG _ AB  BC . AC _
Logo, &F - AF " BC = 4c " 4B BC ~ 1-

Assim, segue do Teorema de Ceva que AF, BE e CG concorrem em um nico

ponto I, o incentro do tridangulo A ABC.

Como qualquer ponto da bissetriz de um dngulo equidista dos lados do angulo entdo
o ponto I é equidistante aos trés lados do tridangulo AABC, e, portanto, centro da

circunferéncia inscrita ao triangulo. O
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1.2.2 Baricentro

O baricentro (G) de um triangulo é o ponto de interseccdo das medianas desse

triangulo e também o centro de massa do plano triangular, como ilustrado na Figura

M, o .M

Ae o o3
A M

Figura 1.6: My, M e M3 sdo os pontos médios dos lados BC, AC e AB, respectivamente.

Teorema 1.4. As trés medianas de um tridngulo interceptam-se num mesmo ponto.

Demonstragdo. Sejam AMj, BM; e CMs as medianas do tridngulo AABC. Como
AM; = M3B, BM; = M1C e CM, = M>A entdo

MsA BMy CMp _
M3B M;C MyA ~

Segue do Teorema de Ceva (1.1) que as medianas AM;, BM, e CMj3 cruzam-se num

mesmo ponto G. O

1.2.3 Circuncentro

O circuncentro (O) de um triangulo € o ponto de intersec¢do das mediatrizes desse

triangulo e também o centro da circunferéncia circunscrita ao tridangulo, como ilustra

a Figura

Teorema 1.5. As trés mediatrizes dos lados de um triangulo interceptam-se num mesmo

ponto, e, esse ponto ¢ equidistante dos trés vértices do tridngulo.

11
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ma

Mg
m

G
M, M,
& o
M,
As t] 3 B
-
0O

Figura 1.7: M;, M, e M3 sdo os pontos médios dos lados BC, AC e AB, respectivamente; e,

my, my € ms sao as respectivas mediatrizes do tridangulo AABC.

Demonstragdo. Sendo my, m, e m3 as mediatrizes relativas aos lados BC, AB e AC,
respectivamente, do tridngulo AABC, podemos afirmar que m; e m; interceptam-se
em um ponto O, pois as mediatrizes de um triangulo ndo podem ser paralelas. Como
O € my, pela propriedade dos pontos pertencentes a mediatriz, podemos concluir que
OB = OC. E, também, como O € my, sabemos que OA = OB. Assim, OA = OC
e, portanto, O € m3. Logo, O é o ponto de intersec¢do entre as mediatrizes e é
equidistante de A, B e C. O

Vale ressaltar que as mediatrizes ndo sdo cevianas. Estas sdo retas que passam pelos

pontos médios dos lados de um triangulo e sdo perpendiculares a eles.

1.2.4 Ortocentro

O ortocentro (H) de um tridngulo é o ponto de interseccdo das alturas desse tridn-

gulo, como estd ilustrado na Figura
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»Q

y L ul B
Figura 1.8: CD, AE e BF sio as alturas do triAngulo A ABC.

Teorema 1.6. As trés retas suportes das alturas de um tridngulo interceptam-se num

mesmo ponto.

Demonstragdo. Sejam AE,BF e CD as alturas relativas aos lados BC, AC e AB do

triangulo A ABC, respectivamente. Nota-se que

AD AC
BE AB
CF BC

Logo, multiplicando (1.12), (1.13) e (1.14)), temos
AD BE CF_AC AB BC _
AF BD CE AB BC AC
Segue do Teorema de Ceva (1.1 que as alturas AE, BE e CD cruzam-se num mesmo
O

1.

ponto H.

1.2.5 Ponto de Gergonne

Consideremos um tridngulo AABC qualquer. Sejam C a circunferéncia inscrita ao
triongulo AABC, D, E e F os pontos de tangéncia de C com BC, AC e AB, respectiva-
mente. O ponto de Gergonne (G) do tridngulo AABC ¢ a interseccéo entre AD, BE e
BC, como ilustra a Figura A demonstragdo da existéncia deste ponto notdvel pode

ser encontrada em [11]] (p.25).

13



14

PONTOS NOTAVEIS DE UM TRIANGULO

*Q

wD

Qo

A®

T

Figura 1.9: O tridngulo ADEF é chamado tridngulo de Gergonne.

1.2.6 Ponto Simediano

Consideremos um tridngulo A ABC qualquer. Sejam AM;, BM,, CM3 as medianas
do tridngulo AABC, AM), BMj e CM} as simedianas do tridngulo AABC, isto &,
AM] a reflexdo de AM; em relagdo a bissetriz do angulo /BAC, BM} a reflexdo de

BM, em relagdo a bissetriz do dngulo /ABC e CM]}, a reflexdo de CM3 em relacdo a
bissetriz do angulo /BCA. O ponto Simediano (S) do tridngulo A ABC € a interseccao
de AM], BM/, e CM}, como ilustrado na Figura A demonstragdo da existéncia

deste ponto notavel pode ser encontrada em [[11] (p.22).

s VA

0‘”1

L
A My M B

Figura 1.10: G € o baricentro do tridngulo AABC e AM}, BM), e CM}, sdo as simedianas das
medianas AM7, BM; e CM3, respectivamente.

1.2.7 Ponto de Nagel

Consideremos um tridangulo AABC qualquer. Cada uma das trés circunferéncias
exinscritas ao tridngulo A ABC tangencia um lado deste triangulo e os prolongamen-

tos dos outros dois lados. Cada um dos centros das circunferéncias exinscritas, chama-
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dos de exincentros, pertence a interseccdo de uma bissetriz interna de um angulo do
tridngulo A ABC com as bissetrizes (externas) dos dngulos externos formados nos ou-
tros dois vértices do triangulo. O ponto de Nagel (N) do triangulo A ABC, descoberto
pelo matematico alem&o Christian Heinrich von Nagel (1803-1882), é a interseccdo
entre AH, BI e CJ, como estd ilustrado na Figura A demonstracio da existéncia

deste ponto notavel pode ser encontrada em [[11] (p.27).

Figura 1.11: Os pontos H, I e ] sdo os pontos de tangéncia das circunferéncias exinscritas com
os lados do triangulo AABC.

1.2.8 Ponto Médio ou Mittenpunkt

O Ponto Médio ou Mittenpunkt (M) de um triangulo € a interseccdo entre as trés
retas que conectam os exincentros do tridngulo dado aos pontos médios de cada lado
correspondente, como ilustra a Figura A localizacdo deste ponto notdvel, em

coordenadas baricéntricas, pode ser encontrada em [|19].
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Figura 1.12: P,Q e R séo os exincentros e My, M, e M3 sdo os pontos médios dos lados do
triangulo AABC.

1.2.9 Centro de Spieker

Considere um triangulo A ABC qualquer. O triangulo cujos vértices sdo os pontos
médios dos lados do triangulo AABC é chamado de tridngulo médio do triangulo
AABC. O Centro de Spieker (S) do tridngulo AABC é o incentro do tridngulo médio
desse triangulo dado, como ilustra a Figura Né&o é necessario demonstrar a
existéncia do Centro de Spieker, ja que no Teorema [1.3]demonstramos a existéncia do

ponto de encontro entre bissetrizes de um tridngulo.

*B

Figura 1.13: JM7, KM; e IMj3 séo as bissetrizes do tridngulo médio A My M, M3.
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1.2.10 Circunferéncia de Nove Pontos

Nesse caso, o ponto notavel (D) de um tridngulo € o centro da circunferéncia que
passa pelo ponto médio de cada lado desse tridngulo, pelo pé de cada uma das suas
alturas e pelo ponto médio entre o ortocentro e cada vértice, como estd ilustrado na
Figura A demonstracdo da existéncia desta circunferéncia pode ser encontrada
em [[11] (p.19).

A circunferéncia de nove pontos é também conhecida como circunferéncia de Feu-
erbach, pois foi o matematico Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834) quem publicou a
circunferéncia de nove pontos e a demonstracdo de que esta tangencia a circunferéncia
inscrita no tridangulo. O ponto de tangéncia é conhecido como Ponto de Feuerbach e
serd apresentado a seguir. Este ponto é considerado uma das maiores descobertas da

geometria moderna.

A H 3 M 3

Figura 1.14: H;, H, e H3 sdo os pés das alturas e My, M, e M3 sdo os pontos médios dos
lados do tridngulo AABC. Ainda, N7, N, e N3 s@o os pontos médios entre o ortocentro H e os

vértices A, B e C do tridngulo.

1.2.11 Ponto de Feuerbach

O Ponto de Feuerbach (F) de um tridngulo é o ponto no qual a circunferéncia de

nove pontos é tangente a circunferéncia inscrita neste tridangulo, como ilustra a Figura

17
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A demonstragdo da existéncia deste ponto notavel pode ser encontrada em [2]
(p.117).

¢

B

A®

Figura 1.15: A curva ¢ ¢ a circunferéncia de nove pontos e a curva d é a circunferéncia inscrita

no triangulo AABC.

1.2.12 Pontos de Brocard

Dado o tridngulo AABC ordenado pelos vértices no sentido anti-horario, o pri-
meiro e o segundo pontos de Brocard, respectivamente B; e B, sdo os pontos tais
que /B{AB ¥ /BiBC = /BiCA e /B,AC = /B,CB = /ByBA, como ilustrado na
Figura Os angulos B1 = m(/B1AB) e B, = m(/B,AC) sdo chamados angulos
de Brocard. Os pontos de Brocard de um triangulo A ABC sdo conjugados isogonais
um do outro, ou seja, B, pode ser obtido como sendo a interseccdo das retas r,s e t,
em que r é a imagem pela reflexdo da reta AB; em relacdo a reta suporte da bissetriz
do angulo /BAC, s é a imagem pela reflexdo da reta BB; em relagdo a reta suporte
da bissetriz do angulo /ABC e t é a imagem pela reflexdo da reta CB; em relacdo a
reta suporte da bissetriz do angulo /BCA. O capitulo XVI da referéncia [8]], tras a

construcdo, existéncia e propriedades dos pontos de Brocard.
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Figura 1.16: B; e By sdo os pontos de Brocard do tridngulo.

1.2.13 Ponto de Steiner

Dado um tridngulo AABC qualquer, sejam O seu circuncentro, S; seu ponto si-
mediano e C a circunferéncia cujo didmetro é OS;. Sejam também {A’} = C Nmy,
{B'} = CNmy e {C'} = CNms, onde my, my, m3 sio as mediatrizes de BC, AC, AB,

respectivamente. O tridngulo AA’B’C’ é chamado de tridngulo de Brocard.

Sendo r a paralela a A’C’' que passa por B, s a paralela a B'C’' que passa por A e t
a paralela a A’B’ que passa por C, o Ponto de Steiner (S) é a intersec¢do entre 7,s € £,
como ilustra a Figura[1.17]

™o

my ms

s —— —
Figura 1.17: S é o ponto de Steiner e B’C'//ﬁ, A’C’//% e A’B’//@.
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Entre os pontos notaveis classicos, podemos incluir o Ponto de Fermat e o Ponto de

Napoledo que serdo tratados no préximo capitulo com maior profundidade.

1.3 RECENTES PONTOS NOTAVEIS

E no século XIX que surge a maior parte dos trabalhos de pesquisa dos novos pontos
notaveis e das relagdes nos tridngulos. Como citado por Eves, [7]], um grande nimero
de artigos continua sendo produzido sobre as investigacoes dos tridngulos: pontos,
retas e circulos relacionados a eles. Entre os pesquisadores do assunto estdo Gergonne,
Nagel, Feuerbach, Brocard, Lemoine, McCay, Euler, Gauss, Fuhrmann, Spieker, Miquel,
Steiner e outros. E na primeira metade do século XIX que é descoberta a circunferéncia
de nove pontos e os pontos de Brocard, mas na segunda metade, principalmente na

Franca, Alemanha e Inglaterra, que surgem os novos pontos notdveis.

Apresentaremos abaixo alguns dos mais recentes pontos notdveis, entre os 32.784
descritos na enciclopédia de centros triangulares, [[10], assim como o ano de desco-

berta e uma breve descricgao.

1.3.1 Ponto de Schiffler (1985)

Dado um tridangulo A ABC qualquer, seja I seu incentro. O ponto de Schiffler (S) do
triangulo A ABC ¢ a interseccdo entre as retas de Eulelﬂ dos tridngulos ABCI, ACAI
e AABI. A reta de Euler do triangulo A ABC também passa pelo ponto de Schiffler,
como ilustra a Figura A demonstracdo da existéncia deste ponto notavel pode

ser encontrada em [6].

1.3.2 Ponto Exeter (1986)

O nome deste ponto notdvel deve-se a sua descoberta ter sido feita em um workshop

da area de computacdo na Phillips Exeter Academy, em 1986.

Sendo AABC um tridngulo qualquer, os prolongamentos de suas medianas AMj,

BM, e CMj3 interceptardo a circunferéncia circunscrita C ao triangulo A ABC nos pon-

2 A Reta de Euler € a reta que passa pelo ortocentro, circuncentro e baricentro de um dado tridngulo.
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Figura 1.18: S é o ponto de Schiffler do tridangulo AABC e ¢, e, €5, e3 sdo as retas de Euler dos

triangulos AABC, AABI, ABCI, AACI, respectivamente.

tos A’, B’ e C’, respectivamente. Sejam t1, t; e t3 as retas tangentes a C que passam por

B,C e A, respectivamente, {D} = t; Ntp, {E} = Ntz e {F} = t3N ;. Desse modo,

temos um novo tridngulo formado ADEF. Assim, a interseccio entre as semirretas
—
DA',EB’ e FC' é o ponto Exeter (X) do tridngulo AABC, como ilustrado na Figura

1.19]
,‘\
\
t -

Figura 1.19: X é o Ponto Exeter e My, M, e M3 séo os pontos médios dos lados do tridngulo

AABC.
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1.3.3 Ponto isoscelizador congruente (1989)

O ponto isoscelizador congruente (I) de um tridngulo foi descoberto por Peter Yff.
Um segmento isoscelizador de um angulo /BAC em um tridngulo AABC, por exem-
plo, é um segmento que tem pontos P; € AB, Q; € AC tais que o tridAngulo AAP; Q
seja isésceles. Para cada angulo (interno) do triangulo AABC, construimos um seg-
mento isoscelizador, de modo que sejam congruentes os trés segmentos isoscelizadores
obtidos P;Q1, P>Q, e P3Q3. O Ponto Isoscelizador Congruente (I) do triangulo A ABC
¢ a intersec¢do entre P;Qq, P,Q, e P3Q3, como ilustra a Figura A demonstracao

da existéncia deste ponto notavel pode ser encontrada em [4].

A ‘B

Figura 1.20: Os segmentos P;Qq, P,Q, e P3Q3 sdo congruentes e os tridngulos AAP;Qq,
ABP,Q, e ACP5Qj5 sdo isdsceles.

1.3.4 Centro de Congruéncia Yff (1987)

Em relacdo a um tridangulo AABC qualquer, considere um segmento isoscelizador
P1Q; do 4ngulo /BAC, com P; € AB e Q; € AC, um segmento isoscelizador P,Q; do
angulo /ABC, com P, € BCe Q, € BA, e um segmento isoscelizador P3Q3 do 4ngulo
/ACB, com P; € CA e Q3 € CB. Quando P;Q;, P,Q; e P;Q3 interceptam-se dois a
dois, sejam {A’'} = P,Q> N P3Q3, {B'} = PIQ1 N P3Q3 e {C'} = PiQ; N P,Q,. Existe
um unico conjunto de segmentos isoscelizadores P;Q, P>Q», P3Q3, tal que os quatro
tridngulos AA'P,Qs3, AQ1B'P;, AP;Q,C’', AA’B'C’ sdo congruentes, como ilustrado
na Figura
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Figura 1.21: O tridngulo A A’B’C’ é o Tridngulo Central Yff do tridngulo A ABC.

Neste caso, o tridngulo AA’B'C’ é chamado o Tridngulo Central Yff do triAngulo
A ABC. Podemos deslocar paralelamente os lados do tridngulo A A’B'C’ de modo que
os tridngulos AA'P,Qs, AQ1B'P; e AP;Q,C’ ainda sejam congruentes entre si, até
que o tridngulo A A’B’C’ reduz-se a um ponto Y, chamado de Centro de Congruéncia
Yff do tridsngulo AABC, como ilustra a Figura [1.22]

Figura 1.22: Os tridngulos AYP,Q3, AYP;Q, e AY(QqP; sdo congruentes.

23
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1.3.5 Ponto Isoperimétrico (1985)

O Ponto Isoperimétrico foi publicado por G.R. Veldkamp em um artigo no American
Mathematical Monthly em 1985, mas em 1890 Emile Lemoine ja estudava triangulos
de mesmo perimetro. O ponto notavel P de um triangulo AABC é aquele em que os
triangulos formados pelo ponto P e pelos vértices A, B e C (APBC, APCA e APAB)
tém mesmo perimetro, ou seja, sdo isoperimétricos, como ilustrado na Figura A

demonstracdo da existéncia deste ponto notavel pode ser encontrada em [5].

A

Figura 1.23: Os triangulos APBC, APCA e APAB possuem o0 mesmo perimetro.

1.3.6 Ponto de Apolonio (1987)

O problema de Apolo6nio ja é conhecido ha séculos, mas o ponto de Apolénio foi
descoberto em 1987. O problema de Apolénio consiste em construir uma circunfe-
réncia tangente a trés circunferéncias dadas em um plano, que é entdo chamada de
Circunferéncia de Apolénio. Dado um tridngulo A ABC qualquer, consideramos as cir-
cunferéncias exinscritas c1, ¢, e c3 relativas aos lados AC, BC e AB, respectivamente.
Seja ¢4 a circunferéncia de Apolénio que tangencia ¢y, ¢; € ¢3, e sejam E, D e F os
respectivos pontos de tangéncia. Os segmentos AD, BE e CF cruzam-se em um unico

ponto N, Ponto de Apolénio, como ilustra a Figura[1.24]
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Figura 1.24: D, E e F sdo os pontos de tangéncia do circulo de Apolonio com as circunferéncias
exinscritas ¢, ¢; e ¢3 do triangulo AABC.

1.3.7 Centro de Morley

O Centro de Morley, conhecido como primeiro ponto de Morley, estd relacionado

com o teorema trissector de Morley, descoberto por Frank Morley por volta de 1899.

O triangulo cujos vértices sdo as intersecOes dos trissectores dos angulos adjacentes
de um triangulo AABC, é chamado de Triangulo de Morley do tridangulo AABC. O
teorema trissector de Morley afirma que o tridangulo de Morley de qualquer triangulo
€ sempre equildtero. O baricentro do tridngulo de Morley é o Centro de Morley, como
ilustrado na Figura [1.25| A demonstracdo da existéncia deste ponto notavel pode ser
encontrada em (p.47).

25
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Figura 1.25: M é o centro de Morley do tridngulo AABC.



CASOS ESPECIAIS DO TEOREMA DE JACOBI

O presente capitulo apresentard uma série de casos particulares e teoremas relacio-
nados aos Tridngulos de Jacobi. Sera possivel observar uma sequéncia de descobertas
sobre tridangulos construidos a partir de um triangulo qualquer e, também, sobre pon-
tos notaveis, que se relacionam aos Tridangulos de Jacobi e a uma generalizacdo de

todos os casos estudados.

Abaixo é apresentado o Teorema de Jacobi, cuja demonstracao serd dada no préoximo

capitulo, como descrito em [15].

Teorema 2.1. (Teorema de Jacobi) Seja AABC um tridngulo qualquer. Construa os
pontos A’, B e C' de maneira que med(/C'AB) = med(/B'AC) = a,med(/A’BC) =
med(/C'BA) = B e med(/B'CA) = med(/A'CB) = v, sendo «, e vy dngulos quaisquer
entre 0 e 71. Esses pontos formam um tridngulo de Jacobi para o AABC e as retas
—

AA',BB' e CC' sdo concorrentes num ponto K, que é chamado de ponto de Jacobi do
triangulo A ABC.

2.1 CASOS PARTICULARES DO TEOREMA DE JACOBI

Um dos estudos que pode ser considerado um caso particular do Teorema de Jacobi
¢ o Teorema de Napoledo, que consiste na construcdo de triangulos equilateros sobre
os lados de um triangulo qualquer. O Teorema de Napoledo pode ser visto como o caso
particular do Teorema de Jacobi paraa = =7 = g Passamos agora a conhecer

um pouco mais sobre esse estudo.

27
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2.1.1 Teorema de Napoledo

Napoledo Bonaparte (1769-1821) é conhecido por sua participacdo na histéria da
Franga, mas foi um excelente aluno de matematica e destacou-se na Escola Militar
de Paris. Na fase adulta tornou-se membro do Institut de France, uma prestigiada
sociedade cientifica. O teorema que descreveremos e demostraremos a seguir, o qual

tem seu nome, foi publicado pela primeira vez pelo Dr. W. Rutherford em The Ladies

Diary, em 1825. Nio é certo que Napoledo contribuiu com essa descoberta matematica.

Teorema 2.2. Construa exteriormente tridngulos equildteros ANACE, ABCD e NABF
sobre os lados de um triangulo /A ABC qualquer, como ilustrado na Figura Sendo os
pontos G, H e I os centros dos tridangulos AACE, ABCD e A ABF, respectivamente, o

triangulo AGHI também ¢€ equildtero.

Figura 2.1: Os tridangulos AACE, ABCD, AABF e AGHI sdo equilateros.

Demonstragdo. Para provar que o triangulo AGH] é equilatero, provaremos que G
HI = GI.

>~

Ao tracar os segmentos GC,GA,IA,IB,HB e HC teremos novos tridngulos que

ajudardo a mostrar a igualdade das medidas dos lados do tridngulo AGHI, como
ilustra a Figura
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F

Figura 2.2: Os tridangulos AACG, ABCH e AABI séo isdsceles.

Como, por construcdo, os triangulos AEAC e ABAF sdo equilateros, med(/EAC) =
med(/BAF) = 7. Assim, no AGIA, sabemos que med(/GAC) = med(/IAB) = Z, pois

os segmentos GA e I A pertencem as bissetrizes dos angulos /EAC e /BAF.

Logo, pela lei dos cossenos aplicada no tridngulo AGIA:

GI>=GA2+ AP —2-GA- Al - cos (zBAC+§) .
Como G e Isdo centros dos AEAC e ABAF, respectivamente, podemos escrever GA =

% . %@ = %@ e, analogamente, Al = %@.

Logo,

GI? = 2.

3 3 3 3

AC?2 AB? A A
= ¢ + B C\@- B\@-cos(ZBAC+73t)=>

AC? AB? 2 s
2 —_— ——— — — — . . . —_—
GI® = 3 + 3 3 AC - AB - cos <ZBAC+ 3>. 2.1)

29
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Como,

cos (ZBAC + g) = cos(/BAC) - cosg —sen(/BAC) - seng =

cos (ZBAC+ g) = COS(ZZBAC) — \/gsen(ZZBAC)' (2.2)

Substituindo (2.2)) em (2.1

2 2
e %+ Af - %-AC-AB- (cos([zBAC) - \@sen(;BAC)> .

3GI*> = AC*+ AB* — AC- AB - cos(/BAC) +/3AC - AB - sen(/BAC). (2.3)

Observando, agora, o triangulo A ABC podemos encontrar as seguintes relacoes:

e Area do AABC:

SaBc = % -AC- AB-sen(/BAC) = 254pc = AC - AB - sen(/BAC). 2.4
e Pela lei dos cossenos no triangulo A ABC:

BC? = AC?>+ AB?>—2- AC- AB - cos(/BAC) =
2 2 2
B¢ Azc AB _ _4c. B cos(/BAC). (2.5)

Portanto, substituindo (2.4) e (2.5) em (2.3) segue

BC? — AC? — AB?
5 +2\@SABC =

3GI? = AC?+ AB* +

1
3GI? = E(Bc2 + AC? + AB?) +2V/3S s5c.
De forma andloga, obteremos a seguir os mesmos resultados para 3GH? e 3HI?.

Para o lado GH, sabemos que, por construcfio, os tridngulos AEAC e ABCD séo
equilateros, med(/ECA) = med(/BCD) = %. Assim, no ACGH, sabemos que med(/GCA) =

med(/HCB) = %, pois os segmentos GC e CH pertencem as bissetrizes dos &4ngulos
LECA e /DCB.

Assim, pela lei dos cossenos no triangulo ACGH:

GH?=GC2+CH?—2-GC-CH - cos (mcmg).
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Como G e H sao centros dos AEAC e ADCB, respectivamente, podemos escrever
GC =453 e CH = 853,

Logo,
ACZ BCZ 2 T
2 - —_—— — — — . . —_—
GH~* = 3 + 3 3 AC - BC - cos (ZACB+ 3). (2.6)

Mas sabemos que

cos (ZACB + g) = cos(/ACB) - cosg — sen(/ACB) - seng =

_ cos(LACB)  \/3sen(LACB)
N 2 B 2 '

cos (ZACB + 5) 2.7)

3
Substituindo (2.7) em (2.6))
3GH? = AC?+BC? — AC - BC - cos(LACB) + V3AC - BC - sen(/ACB). (2.8)

Observando, agora, o triangulo A ABC podemos encontrar as seguintes relacoes:

e Area do AABC:

1
Sapc = 5 AC - BC -sen(/ACB) = 2S4pc = AC - BC - sen(/ ACB). (2.9)
e Pela lei dos cossenos no triangulo A ABC:
AB? = AC?*+BC?*—2-AC-BC - cos(/ACB) =

AB? — AC? — BC?
2

Portanto,substituindo (2.9) e (2.10) em (2.8) segue

= —AC - BC - cos(LACB). (2.10)

3GH? = %(BCZ + AC? + AB?) +2V/3S apc.

E, também, para o segmento HI, lado do tridngulo A HIB, sabemos que med(/HBC) =
med(/IBA) = 7, pois os segmentos HB e BI pertencem as bissetrizes dos angulos
/CBD e /ABF, respectivamente. Além disso, med(/CBD) = med(/ABF) = %, pois
ACBD e AABF sao equilateros.

Assim, pela lei dos cossenos no triangulo AHIB:

HI2 = HB?+BI2—2-HB- BI - cos (ZABC+§).
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Como H e I sdo centros dos ACBD e A ABF, respectivamente, podemos escrever HB =

BCY3 ¢ B = 4BV3,

Logo,
2 2
H12=£+A—B—%~BC-AB-COS(

7T
: 3 ZABC+—).

3

Mas sabemos que

cos (ZABC + g) = cos(/ABC) - cosg —sen(/ABC) - seng =

_ cos(LABC)  V/3sen(LABC)

cos (ZABC + E) > >

3

Substituindo (2.12) em (2.11)

3HI? = BC? + AB* — BC - AB - cos(/ABC) + v/3BC - AB - sen(/ABC).

Analisando o triangulo A ABC podemos encontrar as seguintes relacoes:

e Area do AABC:

Sapc = % - AB - BC -sen(/ABC) = 2Sapc = AB - BC - sen(/ ABC).

e Pela lei dos cossenos no triangulo A ABC:

AC? = AB*+BC?*—2-AB - BC - cos(/ABC) =

AC? — AB%> — BC?
2

= —AB-BC - cos(/ABC).

Portanto, substituindo (2.14) e (2.15) em (2.13) segue

1
3HI? = E(Bc2 + AC? + AB?) +2V/3S apc.

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Sendo assim, verificamos que os segmentos GH, HI e GI sdo congruentes. Logo, o

triangulo AGHI, cujos vértices sdo os pontos centrais dos tridngulos equilateros cons-

truidos sobre os lados de um tridngulo qualquer, também é equilatero.

O]

Outro caso que se relaciona com o Teorema de Jacobi[2.1]é o Ponto de Fermat. Como

serd visto na subsecdo seguinte, o ponto de Fermat de um tridngulo AABC é o ponto

de Jacobi do tridngulo de Jacobi que coincide com o tridngulo de Napoledo AA’B'C’.
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2.1.2 Ponto de Fermat

O problema de Fermat consiste em determinar o ponto que minimiza a soma de
suas distancias aos vértices de um tridangulo dado. Este ponto é chamado de ponto de
Fermat (ou Ponto de Torricelli) do tridngulo dado. O problema foi proposto pelo ma-
tematico francés Pierre de Fermat (1601-1665) a Evangelista Torricelli (1608-1647),

que o resolveu préximo ao ano de 1640.

Uma possivel abordagem do problema de Fermat esta proposta na Revista do Profes-

sor de Matematica [|3]:

Um professor sobrevive lecionando em trés colégios. Qual é o melhor lugar para ele

morar?

No caso das medidas dos dngulos internos de um tridangulo AABC serem menores
27 " . . . ‘A
que = o ponto de Fermat P do tridangulo A ABC esta no interior do tridngulo, como

ilustra a Figura 2.3

CY

Figura 2.3: P é o Ponto de Fermat e AP + BP + CP é minimo.

Vejamos como encontrar esse ponto P, interior a regido triangular, em que d = AP +

BP + CP é minima:

Supomos conhecido tal ponto P. Rotacionando (para fora do tridngulo AABC) o
tridngulo AAPC em 7 sobre o ponto C, obtemos o tridngulo AB'P’C, como ilustrado

na Figura 2.4
Assim, AAPC = AB'P'C, AC =~ B'C,CP ~ CP’ e AP ¥ B'P'.
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Figura 2.4: AB'P'C obtido através da rotacdo do AAPC em % sobre o ponto C.

Podemos observar que o tridngulo A ACB’ é equilatero, pois AC =~ CB’ e med(/ACB') =
Z. Além deste, o triingulo ACP'P é equildtero, pois CP’ = CP e med(/PCP’) = %,
ja que /PCA =~ /P'CB' e m(/ACB') = g Logo, CP’ =~ CP = P’P, donde segue que
d=AP+BP+CP=B'P +BP+PP.

Logo, a medida d ¢ a distancia entre os pontos B e B’, que é minima quando B/, P e

B forem colineares, ou seja, quando P € BB, com B’ = R, /5(A).

De modo andlogo poderfamos rotacionar o tridngulo ACPB em 7 sobre o ponto B
ou o tridngulo AAPB em 7 sobre o ponto A. Desse modo, obterfamos que d = AP +
BP + CP ¢ a minima possivel quando P € AA’ e P € CC’, com A’ = R /3(C) e C' =
Ry, /3(B). Concluimos que {P} = AA’N BB’ NCC’, em que A’, B, C’ sdo vértices de

triangulos equildteros construidos exteriormente sobre os lados do triangulo A ABC.

Assim, no caso de um tridngulo com angulos internos menores que 271/3, sendo
A’, B, C' vértices de tridngulos equilateros construidos exteriormente sobre os lados
BC, AC, AB, respectivamente, de um tridAngulo AABC, como na construcfio do Teo-
rema de Napoledo , o ponto de Fermat P é obtido como {P} = AA’ N BB’ N CC/,
como ilustra a Figura

Também ¢é interessante observar que o Ponto de Fermat é o ponto equiangular
desse tridngulo, ou seja, med(/APC) = med(/BPC) = med(/APB) = %” Como
AB'CP' = ANACP entdo /B'P'C = /APC, e, med(/B'P'C) = 27”, pois APCP’ é equi-
latero e med(/PP'C) + med(/CP'B’) = . De forma andloga, podemos mostrar que

med(/CPB) = med(/APB) = 2.

Para encontrar o ponto de Fermat, utilizamos triangulos cujos angulos internos sao

menores que 27” No caso do tridngulo AABC ter um angulo interno de medida maior
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1A
C
B’ ‘
C.’

Figura 2.5: Os segmentos AA’, BB’ e CC’ intersectam-se no ponto P, Ponto de Fermat.

’

ou igual a 2—”, sua soma com os angulos adjacentes dos triangulos equilateros cons-
truidos exteriormente serd maior ou igual a 7r, de modo que P estard sobre um lado do
trisngulo A ABC, como ilustrado na Figura[2.6] ou exteriormente ao tridngulo AABC,
como ilustrado na Figura[2.7}

Bl
Al
P
Cf"

Figura 2.6: O ponto P de Fermat no tridngulo obtuso com dngulo igual a 27” ficara exatamente

sobre seu vértice. No AABC, sobre o vértice C.
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!

Figura 2.7: O ponto P de Fermat no tridngulo obtuso com dngulo maior que 27” ficara na regido

exterior do triangulo A ABC.

Passamos ao ultimo caso particular, que generaliza o Teorema de Napoledo, cons-
truindo tridngulos isésceles semelhantes entre si sobre os lados de um triangulo qual-

quer.

2.1.3 Teorema de Kiepert

O matemdtico Ludwig Kiepert (1846-1934), foi professor em Hannover na Alema-
nha. Em seus estudos, mostrou que no Teorema de Napoledo (2.2) os triangulos equi-
lateros construidos sobre os lados do triangulo AABC podem ser substituidos por

tridngulos issceles semelhantes, como ilustra a Figura 2.8

Teorema 2.3. Considere um tridngulo AABC qualquer. Sejam D, E e F vértices de tri-

dngulos isésceles construidos exteriormente sobre os lados AB, BC e AC, respectivamente,
tais que /DAB = /DBA = /EBC = /ECB = /FCA = /FAC. Entdo os segmentos
AE, BF e CD sdo concorrentes num ponto K, que é chamado de Ponto de Kiepert do
triangulo A ABC.

Demonstragdo. Sejam {A'} = AENBC, {B'} = BFN AC e {C'} = CD N AB. Para de-

monstrar que os segmentos AE, BF e CD sdo concorrentes num ponto K, utilizaremos
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Figura 2.8: Os triangulos AABD, AACF e ABCE séo is6sceles e semelhantes entre si.

. N ! ! ! ~
o Teorema de Ceva 1' Assim, se no triangulo AABC, g,‘g . ﬁ,g . g,g =1, entdo os

segmentos AA’, BB’ e CC’ sdo concorrentes, como ilustra a Figura

2

Figura 2.9: {K} = AA'N BB’ NCC'.

Aplicando a lei dos senos no tridngulo AAFB’, temos que

B'A B'F , B'A - sena
= — B F=—— . 2.16
sen(/AFB’) sena sen(/AFB') ( )
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E, no tridngulo ACFB’ pela lei dos senos, temos que

B'C B'F , B'C - sena
sen(/CFB') ~ sena = BF= sen(/CFB’)’ (217)

Entdo, pelas igualdades de B'F encontradas nos resultados em (2.16) e (2.17)

B'A - sena B'C - sena B'C _ sen(/CFB’)

sen(/AEB') _ sen(/CEB)  B'A _ sen(/AFB)’ (2.18)
Aplicando a lei dos senos no triangulo ACBF verificamos a igualdade abaixo:
BC BF BC - sen(/ACB +«)
= = 2.1
sen(/CFB') sen(/ACB +«) = BF sen(/CFB') (2.19)
E pela lei dos senos no tridangulo AABF
AB BF AB -sen(/BAC + &)
= BF = 2.2
sen(/AFB’) sen(/BAC + ) — sen(/AFB') (2:20)

Entdo, pelas igualdades de BF encontradas nos resultados em (2.19) e (2.20)

BC-sen(/ACB+a) AB-sen(/BAC +u) . sen(/AFB’)  AB-sen(/BAC +u)
sen(/CFB’) B sen(/AFB') sen(/CFB’) ~ BC -sen(/ACB+a)’

Utilizando o resultado dado em (2.18]) podemos concluir que

B'C _ BC-sen(/ACB+«)

B'’A ~ AB-sen(/BAC+ua)’ (2.21)

De forma analoga, podemos mostrar que

C'A _ AC-sen(/BAC +a) . A'B_ AB-sen(/ABC +u)
C'B BC -sen(/ABC +a) A'C  AC-sen(/ACB+a)’

Portanto,

C'A A'B B'C _AC-sen(/BAC+wa) AB-sen(/ABC+wa) BC-sen(/ACB+a) _
C'B A'C B'A  BC-sen(/ABC+a) AC-sen(/ACB+a) AB-sen(/BAC+na)

Logo, pelo Teorema de Ceva, os segmentos AA’, BB’ e CC’ sio concorrentes num
ponto K. Como A—K—A'—E,B—K—-B —FeC—K—-C'—Dentiio AE,BF e CD

sao concorrentes em K. O



TRIANGULO DE JACOBI

Carl Friedrich Andreas Jacobi nasceu em 2 de dezembro de 1795 em Crawinkel
na Alemanha e faleceu em 28 de junho de 1855. Ele foi matemadtico e professor e
dedicou boa parte do seu trabalho ao estudo da geometria triangular. Jacobi deixa a
contribuicdo de 45 trabalhos publicados em 106 livros e/ou trabalhos académicos em
4 linguas diferentes, como pode ser visto em [21]]. Destacaremos abaixo alguns dos

trabalhos que podem ser acessados gratuitamente nos links destacados nas imagens.

e Commentatio geometrica de quadrangulis, publicado em latim em 1837, tem

como contracapa a Imagem [3.1]

Figura 3.1: Disponivel em: https://babel.hathitrust.org/cgi/pt?id=chi.086591542%&

view=1lup&seq=8.
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e Die Entfernungsorter geradliniger Dreiecke : eine geometrische Abhandlung -
contracapa ilustrada na Figura Trata-se de um ensaio geométrico sobre as
distancias nos tridngulos retangulos, incluindo a este o relatério anual sobre seu

trabalho como professor na escola estadual de Pforta.

LY
e Die

Entfernungsorter
geradiliniger Dreiecke.

Eine geometrische Abhandlung

el
Carl Friedr. Andr. Jacebl

Foslossai b Posia
nebst dem 24
Jahresbericht des Rectors iber die Landesschule.
Womin
tur Jahresfeier
der 308jihrigen Stiftung
der Hinigl. Landesschule Pforta
am 21 Mai 1851
und zu einem Hedeactos

elnzelner aos allen Classen erwiblier Zoglinge
Rector und Lehrercollegium
argobanin cisliden

BELE b ol LIS 5

ﬂ"_‘.ril
gedrmekt bal Melavieh Bisling.
1851,

Figura 3.2: Disponivel em: https://archive.org/details/dieussernentfer00jacogoog/

page/n9.

e De triangulorum rectilineorum proprietatibus quibusdam nondum satis cognitis,

publicado em latim em 1825, tem como contracapa a Imagem

Passamos a apresentar um dos trabalhos de Jacobi de relagdes e propriedades na
constru¢do de novos triangulos. Jacobi constréi um tridngulo a partir de outro dado e
encontra um ponto relacionado aos vértices dos dois tridngulos que sera chamado de
Ponto de Jacobi. Tanto o teorema como o ponto de Jacobi podem ser relacionados ao

estudo do capitulo anterior.
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DE
TRIANGULORUM RECTILINEORUM
PROPRIETATIBUS QUIBUSDAM

NONDUM SATIS COGNITIS

MEMORIAM ANNIVERSARIAM
INAUGURATAE ANTE HO3 CCLXXXII. ARNOS
ScuoLAae Prnovisciaris PoRTENSIS
A o I Novemsn, MDCCCXXY.

PIE CELEBRANDAM
E®m DICIT
AD RECITATIONES ET ORATIONES DISCIPULORUM
EX OMNIBUS CLASSIDUS ELECTORUM
AUVDIENDAS

CAROLUS FRIDERICUS ANDREAS JACOBI

Marw. ar Puavra Paor

——

rrosTAT LIPSTAE
avup E B 8 omwioKEnTe

1825
Figura 3.3: Disponivel em: https://archive.org/details/bub_gb_8MRXAAAAYAAJ/page/n3.

3.1 TEOREMA DE JACOBI

Analisando os teoremas e pontos notaveis apresentados no capitulo 2, poderemos
observar que o Teorema de Jacobi é uma generalizacdo dos teoremas de Napoledo e
Kiepert: no Teorema de Napoledo constroem-se tridngulos equilateros sobre os lados
de um triangulo A ABC, enquanto que no Teorema de Kiepert constroem-se tridngulos
isdsceles semelhantes entre si; no Teorema de Jacobi constroem-se tridngulos quais-
quer, sendo que os angulos dos novos triangulos que partem de um mesmo vértice
sdo congruentes. O artigo Reciprocal Jacobi Triangles and the McCay Cubic, [15], foi a

principal referéncia para escrever o Teorema de Jacobi e fazer sua demonstragao.

Teorema 3.1. (Teorema de Jacobi) Seja AABC um tridngulo qualquer. Construa os

pontos A’,B' e C' de maneira que med(/C'AB) = med(/CAB’) = a,med(/A’BC) =

med(/C'BA) = B e med(/B'CA) = med(/A'CB) = v, sendo «, B e v dngulos quaisquer

entre 0 e 7t. O triangulo ANA’B'C’ é chamado de tridngulo de Jacobi para o ANABC e as
3

retas AA’, BB' e CC' sd@o concorrentes num ponto K, que é chamado de Ponto de Jacobi

do tridngulo NA'B'C’.
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~ f f (™ .
Demonstragdo. Para demonstrar que as retas AA’, BB' e CC’ sdo concorrentes aplica-
i BR CP AQ _
remos o Teorema de Ceva II ao tridngulo AABC, mostrando que 4. 5P 0C = 1,

como ilustra a Figura 3.4

Figura 3.4: O tridngulo AA’B'C’ é um triAngulo de Jacobi construido a partir do tridingulo
AABC.

— —
Seja P o ponto de intersecciio entre a reta AA’ e o segmento BC, Q o ponto de
— _
intersecgdo entre a reta BB’ e o segmento AC e R o ponto de intersec¢do entre a reta

CC' e 0 segmento AB.

No tridngulo A A’BP, ilustrado na Figura pela lei dos senos, temos que
/ .
BP =AP:>A’P= BP -senf .
sen(/BA'P)  senf sen(/BA'P)
E, no tridngulo A A’CP, também ilustrado na Figura 3.5} pela lei dos senos, temos que

3.1

cp A'P , CP - seny
= = P = 3.2
sen(/CA'P) senvy sen(/CA'P) (3.2)
Entfo, pelas igualdades de A’P encontradas em (3.1)) e (3.2)
BP-senp _ CP-seny . BP _ senvy - sen(/BA'P) 3.3)
sen(/BA'P) ~ sen(/CA’'P) CP  senf-sen(/CA'P)’ '
De forma andloga, podemos afirmar que
BR _ sena -sen(/BB'R) cQ _ sena - sen(/CC'Q) (3.4)

RA ~ senp - sen(/AB'R) QA  seny -sen(/AC'Q)
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Figura 3.5: Destaque dos tridingulos AA’BP e AA’CP e de suas relagdes.

Portanto,
BR CP AQ  sena-sen(/BB'R) senf-sen(/CA’P) . seny - sen(LAC'Q)

RA BP QC ~ senpB-sen(/AB'R) senvy-sen(/BA'P) sena-sen(/CC'Q)

sen(/BB'R) ‘ sen(/CA'P) ‘ sen(/AC'Q) (3.5)
sen(/AB'R) sen(/BA'P) sen(/CC'Q)’ '

Figura 3.6: Destaque dos tridngulos AA’AC e AA’AB e de suas relacdes.
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Aplicando a lei dos senos ao tridngulo A AA’B, destacado na Figura[3.6}, verificamos
a igualdade abaixo:

AB AA' ,  AB-sen(/ABC +p)
sen(/BATA) ~ sen({ABC+B) A = T sen(/BAA) (3.6)
E pela lei dos senos no tridngulo AAA’C, destacado na Figura (3.6] temos
AC AA’ AC -sen(L/ACB +7)
= AA' = .
sen(/CA'A) sen(/ACB+7) — sen(/CA’'A) (3.7)

Entdo, pelas igualdades de AA’ encontradas em (3.6)) e (3.7)

AB -sen(/ABC+pB) AC-sen(/ACB+1) sen(/BA'A)  AB-sen(/ABC + )
sen(/BA’A) ~ sen(/CA’A) sen(/CA'A)  AC -sen(/ACB+7)

Como /BA’A=/BA’'Pe /CA’A=/CA'P, entdo
sen(/BA'P)  AB-sen(/ABC + B)

sen(/CA'P) ~ AC-sen(/ACB+7)’ 3.8)
De forma analoga, podemos mostrar que
sen(/BC'R) _ BC-sen(/ABC+p)  sen(/AB'Q) AB-sen(/BAC +a) 3.9)

sen(/AC'R) ~ AC-sen(/BAC+«a)  sen(/CB'Q) BC -sen(/ACB+7)’

Assim, por (3.5), (3.8) e (3.9),
sen(/BB'R) sen(/CA’'P) sen(/AC'Q) _
sen(/AB'R) sen(/BA'P) sen(/CC'Q)
BC-sen(/ABC+pB) AC-sen(/ACB+v) AB-sen(/BAC+a)
AC -sen(/BAC+«) AB-sen(/ABC+pB) BC-sen(/ACB+v)
Logo, pelo Teorema de Ceva, os segmentos BQ, AP e CR sdo concorrentes num ponto
> > <
K.E,como A—K—P—-A",B—-K—-Q—-B eC—K—-R—Centdo BB',AA" e CC’

sdo concorrentes em K, que é o ponto de Jacobi do tridngulo AA’B'C’. O

E necessério ressaltar que no caso em que os angulos «, B e 7y sdo congruentes e de
medida 7, nédo é possivel determinar os pontos A’,B’" e C'. Neste caso, ndo existe o

triangulo de Jacobi.

A demonstracdo do Teorema de Jacobi foi feita para os tridngulos construidos ex-
teriormente ao tridngulo AABC. Observamos que a construcdo pode ser feita, po-
rém, no sentido oposto, como ilustra a Figura Neste caso, os termos sen(/BAC +
«),sen(LABC + ) e sen(LACB + <) sdo substituidos por sen(/BAC — «), sen(LABC — B)
e sen(/ACB — 7). sen(/BA’ A) = sen(/BA’P) e sen(/CA’A) = sen(/CA’P), pois sio su-
plementares os dngulos /BA’A e /BA’P, assim como /CA’A e /CA’P. Com estas

consideracOes, a demonstracdo segue de forma andloga.



3.2 O TEOREMA COM CONJUGADOS ISOGONALIS

7

Figura 3.7: O tridngulo AA’B'C’ é um triAngulo de Jacobi construido a partir do tridngulo
AABC e J é seu ponto de Jacobi.

3.2 O TEOREMA COM CONJUGADOS ISOGONAIS

Vimos que a construcao do tridngulo de Jacobi necessita de angulos congruentes par-
tindo do mesmo vértice. Portanto, é possivel reescrever o Teorema de Jacobi utilizando
os conceitos de retas isogonais. Para isso, lembramos a definicdo de retas isogonais,
como na referéncia [14]], que apareceu na Subsecdo[1.2.12]sobre os pontos de Brocard.

Definicdo 3.2. (Retas isogonais) Duas retas r e s sdo isogonais com relacdo ao angulo
/BAC se a reta r pode ser obtida através da reflexdo da reta s sobre a bissetriz do

angulo /BAC, como mostra a Figura (3.8

Figura 3.8: As retas r e s sdo isogonais com relacdo ao 4ngulo /BAC e a reta t é a reta suporte
da bissetriz do dngulo /BAC.
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Assim, a construcdo cldssica do ponto de Jacobi, dada no inicio desta secdo, pode
—
ser obtida se observarmos que as retas BA" e BC' sdo retas conjugadas isogonais em
—
relacio ao vértice B (isto é, BA" e BC' sdo simétricas pela reflexdo em relacio a reta
. . n . S5 S S
suporte da bissetriz do angulo /ABC, assim como CA" e CB’, AB" e AC"). Desse modo,

o Teorema de Jacobi poderia assim ser enunciado:

Teorema 3.3. Seja Aﬁc (ﬂ tridngulo qualquer. Construa os pontos A’, B’ e C' de
maneira que as retas AB' e AC’ sdo conjugadas isogonais em relagdo ao dngulo /BAC,
as retas ?H e B<—>C’ sdo conjugadas isogonais em relagdo ao dngulo /ABC, e, as retas
(<?_A>’ e (@ sdo conjugadas isogonais em relagdo ao dngulo /ACB. O (ii)dn(g_ugo A(i’) B'C’
¢ chamado de Tridngulo de Jacobi do tridngulo ANABC e as retas AA’, BB' e CC’ sdo

concorrentes num ponto K, que é chamado de Ponto de Jacobi do triangulo ANA'B'C’.

3.3 UMA INTERSECCAO IMPORTANTE NA CONSTRUGAO DE DOIS TRIANGULOS
DE JACOBI

Nesta secdo, construimos o tridngulo de Jacobi AA’B'C’ de um triAngulo AABC

qualquer, com A’, B’, C’ no interior do tridngulo A ABC, e o tridngulo de Jacobi AA"”B"C"”

do mesmo tridngulo AABC, com A”,B”,C"” no exterior do tridingulo AABC, como

estd ilustrado na Figura (3.9

Figura 3.9: Os tridngulos AA’B'C’ e AA”B"C" sdo tridngulos de Jacobi do tridngulo A ABC.
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As intersecgbes {J'} = AA’NBB' NCC' e {J"} = AA” N BB” N CC” s&o os pontos
de Jacobi dos tridngulos AA'B'C' e AA”B"C”, respectivamente.

Walser [|18] apresenta a construcdo que passamos a fazer com os triangulos de Ja-
cobi AA’B'C' e AA”B"”C"” como um caso especial do Teorema de Jacobi:

Proposicao 3.4. Ao tracar os segmentos A’A”, B'B" e C'C", obtemos os pontos S,R e

T, interseccoes com os lados BC, AC e AB, respectivamente. Em relagdo ao tridngulo
ARST, {J} = ASN BRN CT, como ilustrado na Figura

Figura 3.10: Os segmentos AS, BR e CT intersectam-se no ponto J.

Demonstragdo. Tomamos separadamente os pares de tridngulos AA’'BC e AA"BC,
NAB'Ce NAB'C, e, NABC" e ANABC'. A Figura[3.11]destaca os tridngulos AA’BC
e AA"BC, onde A'E e A”D séo suas alturas, respectivamente, relativas ao lado BC.
Sendo A, 0, « e p as medidas dos angulos /A"”BC, /A’BC, /A’CB e /A" CB, respectiva-
mente, temos que

(a) no AA"BD:
A"D
BD

tan A = = A"D =BD -tan A; (3.10)
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Figura 3.11: A’E e A”D séo alturas dos triAngulos AA’BC e AA” BC, respectivamente.

(b) no ANA"CD:

2

tanp = =5 = A"D=CD -tanp = A”"D = (BC — BD) -tanp.  (3.11)

Da igualdade de A”D em (3.10) e (3.11)) podemos concluir que

BC -
BD = ﬂ (3.12)
tan A +tanp
e, (3.10) e (3.12) nos da
A'D = BC-tan A - tanp (3.13)
tan A +tanp
De forma analoga podemos mostrar que
BC - tan6
=—— 3.1
tana + tan 6 (3.14)
e
A'E - BC - tana - tanf (3.15)

tana + tan 6

Como ANA'ES ~ ANA"DS, temos que ;;‘%,g = g—g = %, donde ES = 4E . Ds.

Assim, no casoemque C— E—-S—D — B,

CS CE+ES CE+4E.DS CE-A"D+A'E-DS _

E‘BE—ES‘BE_%.DS‘BE-A'/D—A/E-Ds‘

_CE-A'"D+AE-(CD—-CS) CE-A"D+A'E-CD— A’E-CS
" BE-A"D— A'E-(BS—BD) BE-A'D+A'E-BD— A'E-BS
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Sendoz=CE-A"D+A'E-CD,w=BE-A"D+A'E-BD et = AE, mostramos que

& = =LC 10g0, segue da igualdade de proporcdes que

CS z CE-A'D+A'E-CD _CE-A"D+AE-(BC—BD) _

BS w BE-A'D+AE-BD (BC—CE)-A’D+AE-BD _

_ BC-A'E—-BD-A'E+CE-A"D
~ BC-A"D+BD-A'E—CE-A"D’

A prova é andloga para o caso em que C — D — S — E — B. De fato, ainda vale que
ES = % - DS. Logo,

CS CE—ES CE-4E.DS CE-A"D—-A'E-DS _

BS  BE+ES BE+4E . DS " BE-A'D+A'E-DS

_CE-A"D—A'E-(CS—CD) CE-A"D+A’E-CD—A'E-CS
~ BE-A'"D+A'E-(BD—-BS) BE-A"D+A'E-BD— A'E-BS’
como antes.

Logo, ao substitutir na razdo

CSs BC-A'/E—BD-A'E+CE-A"D
BS BC-A"D+BD-A'E—CE-A"D

os valores de BD, A”D, CE e A’E dados em (3.12)), (3.13)), (3.14) e (3.15), respec-

tivamente, encontraremos

BC%tana-tanf BC2?-tan a-tan f-tan p BC2-tan A-tan §-tan p
tan a+tan tan x+tan 0)-(tan A+tan tan a+tan 0)-(tan A+tan
Cs _ 0T 6)-(tan A+tanp) " 0)-(tan A+tan p)
BS BC?-tan A-tan p BC?-tana-tanf-tanp ~ BC?-tanA-tanf-tanp
tan A+tan p (tan a+tan 6)-(tan A+tan p) (tan a+tan 6)-(tan A+tan p)

CS tana-tanf-tan A +tana-tanf-tanp —tana - tanf - tanp +tan A -tan6 - tanp
BS tanA-tanp-tana+tanA-tanp-tanf+tana -tanf-tanp —tan A - tan@ - tan p

CS tana-tan6-tanA+tanA-tanf -tanp
BS tanA-tanp-tana+tana-tanf-tanp

CS _tanf-tanA - (tana + tanp)
BS tanp-tana - (tanA +tan6)’

Analogamente,
BT tan<y-tano - (tan6 +tanA)

AT ~ tanf - tan A - (tan y + tan o)
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Portanto, % . % . %

AR _ tanwa - tanp - (tany + tano)
CR tanv-tano - (tana +tanp)’

= 1. Assim, pelo Teorema de Ceva || podemos concluir que

os segmentos AS, BR e CT intersectam-se em um tnico ponto J. O



PROPRIEDADES DO TRIANGULO DE JACOBI

O capitulo que segue tem como objetivo mostrar algumas propriedades que decor-
rem do Teorema de Jacobi e da construcdo dos Triangulos de Jacobi. Primeiramente
estudaremos os tridangulos reciprocos de Jacobi e quais as condi¢Oes necessarias para
que eles existam. Em seguida, analisaremos o lugar geométrico dos pontos de Jacobi.
Traremos uma condi¢éo para construir um tridngulo de Jacobi congruente ao tridngulo
inicial e encontraremos as coordenadas baricéntricas do ponto de Jacobi e dos vértices

do tridangulo de Jacobi.

O estudo das propriedades dos triangulos de Jacobi serdo propostos através das
construcdes na parte exterior do tridngulo inicial, com excecdo para o tratamento das

coordenadas baricéntricas do ponto de Jacobi.

4.1 TRIANGULOS RECIPROCOS DE JACOBI

Definicdo 4.1. Considere um tridngulo AABC e seja AA’B’C’ o tridngulo de Jacobi
associado ao tridangulo AABC (com as convencoes do Teorema de Jacobi (3.1), onde
os angulos de medidas «, B e 7 sdo construidos sobre os vértices A, B e C, respecti-
vamente). Se existirem angulos de medidas a’, B’ e 4/ construidos sobre os vértices
A’, B’ e C’ tais que o tridngulo de Jacobi associado ao tridingulo A A’B’C’ coincida com
o tridingulo AABC, dizemos que AABC e AA’B’C’ sdo tridngulos reciprocos de Jacobi,

como ilustra a Figura 4.1
Observamos que uma condi¢do necessaria e suficiente para que AABC e AA’B'C’

sejam tridngulos reciprocos de Jacobi é /CA'B’ = /C'A'B, /BC'A’ = /B'C'Ae /AB'C’
/A'B'C.

51
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Figura 4.1: AABC e AA’B'C’ sdo tridngulos reciprocos de Jacobi. Na figura h4 seis pares de
angulos congruentes e os segmentos AA’, BB’ e CC’ sdo concorrentes.

A proposicdo apresentada a seguir, que também pode ser vista em [15]], mostrara a

condicdo necessaria para que os tridngulos sejam reciprocos.

Proposicao 4.2. Nas condi¢oes da Definigdo os triangulos NABC e NA'B'C’ sdo
tridngulos reciprocos de Jacobi se e somente se

sen (/BAC+2x) sen(/ABC+2B) sen(/ACB+27)
sen(/BAC) ~  sen(/ABC) sen(/ACB)

Demonstragdo. Sejam AABC e AA'B'C’' tridngulos reciprocos de Jacobi, podemos

analisar alguns tridngulos dispostos na Figura encontrando as seguintes relacoes:
No tridngulo AAB'C’ temos que

v + B +2a+m(/BAC) = 7. 4.1)

No tridngulo ABC’A’ temos que

v +a' +2B+m(/ABC) = 7. (4.2)

No tridingulo ACA’B’ temos que

o' +p' +2y+m(/ACB) = 7. (4.3)
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Somando as equacgdes dadas em (4.1), (4.2) e (4.3), obtemos

20" +2B" + 29 + 20 + 2B+ 2y + m(/BAC) + m(/ABC) + m(/ACB) = 3 - = =

7T

2-[(@+B +Y)+(@+B+7)]=2- 1=

@+B +9)+(@+p+7)=m. (4.4
Assim, relacionando as equacoes (4.1) e (4.4)
Werm—a— By p o=

o =9 +p +2a+m(/BAC) —a—p—v—-p —9 =

«' =m(/BAC)+a — B —1. (4.5)
De forma andloga, utilizando as equacdes (4.2)) e (4.4), obtemos
p=m—a—p-—y—o' -9 =

B =7 +a +28+m(/ABC)—a—B—7—a' — 7 =

B =m(/ABC) —a+p — . (4.6)
E, também, de (4.3) e (4.4), obtemos
Y=m—a—Boy—a —f =

Y =a"+p +2y+m(/ACB)—a—B—y—da - =

v =m(/ACB) —a — B +7. 4.7)

Ainda podemos relacionar outras equacdes que nos dardo resultados uteis:

Do tridngulo AA’BC temos que m(/B’'A’C’) +2a’ + B+ v = 7. Substituindo «’ pela
igualdade dada em (4.5)), temos

m(/B'A'C")+2-m(/BAC) +2a — 2B — 2y + B+ =T =

m(/B'A'C")y=m—2-m(/BAC) —2a + B + 7. (4.8)
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Do tridngulo AAB'C temos que m(/A'B'C') + 2B’ + « + v = 7t. Substituindo B, pela
igualdade dada em (4.6), temos

m(LA'B'C")Y+2-m(LABC) —2a +2B —2y+a+7y =T =>
m(/A'B'C"y=m—2-m(/ABC)+a — 2B+ 7.

Do tridngulo AABC’ temos que m(/A'C'B’) + 27" + a + B = 7. Substituindo v/, pela
igualdade dada em (4.7), temos

m(/A'C'B')+2-m(/ACB) — 20 — 2B +2y+a+ B =1 =
m(/A'C'B'y=m—2-m(/ACB) +a + B — 2.

Logo, pelas igualdades dadas em e (4.8), (m(/B'A'C") +a') + (m(/BAC) +a) =
m—2-m(/BAC) =20+ B+y+m(/BAC)+a — p — v+ m(/BAC)+a = 7. De forma
andloga, podemos obter (m(/A'B'C') + ') + (m(LABC) + B) = m e (n(LA'C'B") + ') +
(m(LACB) + 7) = 7. Portanto, podemos observar que com os pontos A,B,C,A’,B’ e

C' é possivel formar varios quadrildteros ciclicosﬂ como o quadrildtero ABA’B’.

Podemos encontrar vdrias congruéncias entre angulos formados pelos lados e pelas
diagonais dos quadrildteros ciclicos, por serem angulos inscritos a um mesmo arco de

circunferéncia, como mostraremos a seguir e ilustrado na figura 4.2

Figura 4.2: /AA'C' ¥ /ACC' e /BB'C' = /BCC’ pois sdo 4ngulos inscritos aos mesmos arcos

7/~

C'A e BC/, respectivamente.

Um quadrilétero ciclico (ou circunscritivel) possui uma circunferéncia que passa por seus quatro vértices,

sendo assim seus angulos opostos suplementares.
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Em relagdo ao quadrilétero ciclico ACA’C’ temos que /AA'C' = /ACC/, pois estes

sdo angulos inscritos ao mesmo arco C'A. No quadrilatero ciclico ABA’B’ podemos

entdo relacionar os angulos &/, B/, /AA’C’ e /BB'C’, pois sdo 4ngulos inscritos ao arco

oY

de circunferéncia BA. Logo,

o' +m(LAA'C")y =B +m(/BB'C") = o' + m(/ACC') = ' + m(/BB'C’) (4.9)

No quadrilatero ciclico BCB'C’ obtemos

v +m(/ACC) = B+m(LABB'), (4.10)

oY

pois sdo angulos inscritos ao arco de circunferéncia B'C’.

Sendo N o ponto de intersec¢do entre os segmentos B'C’ e AB, temos no tridngulo
AANC' que

a+9 +m(LANC') =1 = m(/ANC) =1 —a — 7.

Como /BNB’ e /ANC’ sdo 4ngulos opostos pelo vértice,
m(/BNB')=m —a — 7. (4.11)
Com isso, no tridngulo ABB’N temos que
m(/ABB') + m(/BB'C")+ m(/BNB') = m =
m(/ ABB') + m(/BB'C') = 7t — m(/BNB').

Substituindo a medida do 4ngulo /BNB’ encontrada em (4.11), temos

m(/ABBY+m(/BB'CY=n—(m—a — ) =

m(/ABB)+m(/BB'C") =a+7'. (4.12)
Adicionando (4.9) e (4.10) obtemos:
2. m(LACC') +&' + = B+ B+ m(/BB'C") + m(/ABB') =

2-m(/ACC) =B —~—a’ +pB +m(/BB'C")+m(/ABB),

55



56 PROPRIEDADES DO TRIANGULO DE JACOBI

e ao substituir (4.12]), temos

2-m(/ACCY=a+B—vy—a' +B +9 (4.13)

Ainda, no tridngulo A AB’C’ temos que

v + B +2a+m(/BAC) = 1 =

v +p =m—m(/BAC) — 2« (4.14)
Logo, substituindo em (4.13)) as relacdes encontradas em e (4.5), concluimos
2-m(LACC"Y=a+B—y— (m(/BAC)+a — B — )+ 71— m(/BAC) — 20 =>
2-m(LACC') = —2a +2B — 2m(/BAC) + 1 =
m(/ACC') = g +B— & — m(/BAC).

Além disso, os 4ngulos /ACC' e /AA'C’ tém a mesma medida, pois sdo 4ngulos ins-

critos do arco AC’, que pertence a circunferéncia circunscrita ao quadrilatero ACA’C’.

Portanto,
m(/AA'C') = m(/ACC') = g +B—a —m(/BAC).

E, de forma andloga, podemos obter as relacoes entre os angulos a seguir:
m(/AA'B") = m(/ABB') = g +9—a—m(/BAC),
m(/BB'A’) = m(/BAA') = g +9 — B—m(LABC),
m(/BB'C") = m(/BCC') = % +a— B —m(LABC),
m(/CC'B') = m(/CBB') = g +a——m(/ACB),
m(/CC'A"y =m(/CAA") = g +pB ——m(LACB).

Sabendo que m(/CA’A) = T — B e m(/BA’A) = 5 — « e utilizando a relacdo (3.8)
encontrada no capitulo 3, na demonstracdo do Teorema de Jacobi, temos:

sen(/BA’A)  AB-sen(/ABC + B)
sen(/CA’A) ~ AC -sen(/ACB+ )’

(4.15)

Mas também, pela lei dos senos, podemos relacionar AB e AC da seguinte forma:

AB AC AB _ sen(/ACB)

sen(/ACB) _ sen({ABC) ~ AC _ sen(/ABC)’
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E sabemos que sen(5 — B) = cosp e sen(5 — y) = cos?y. Portanto,

sen(/BA’A)  AB-sen(/ABC + B) cosy _ sen(/ACB)-sen(/ABC + B)
sen(/CA'A)  AC -sen(/ACB+1) cosp  sen(/ABC)-sen(/ACB +7)

sen(/ACB+y) - cosy _ sen(/ABC+ B) - cosf
sen(/ACB) B sen(/ABC)
sen(/ACB) - cos®y + sen+y - cos?y - cos(/ ACB) 3
sen(/ACB) B
_ sen(/ABC) - cos?B +senp - cosP - cos(/ ABC) _
B sen(/ABC)
2 -sen(/ACB) - cos?>y +2 - sen+y - cos7y - cos(/ACB) 3
sen(/ACB) B
_ 2-sen(/ABC) - cos?B+2-senf - cosP - cos(/ABC) N
B sen(/ABC)
2 -sen(/ACB) - cos®y + sen(27) - cos(/ACB) 3
sen(/ACB) B
_ 2-sen(LABC) - cos®B + sen(2p) - cos(L ABC) _.
a sen(/ABC)
(2cos?>y — 1) - sen(/ ACB) + sen(/ ACB) + sen(27) - cos(/ ACB) 3
sen(/ACB) B
_ (2cos?B — 1) - sen(/ ABC) + sen(/ ABC) + sen(2p) - cos(/ ABC) N
B sen(/ABC)
cos(27y) - sen(/ACB) + sen(27y) - cos(/ ACB) 1o
sen(/ACB) B
_ cos(2p) - sen(/ABC) + sen(2p) - cos(/ABC) N
B sen(/ABC)

sen(/ACB +2v) sen(/ABC +2p)
sen(/ACB) ~  sen(/ABC)

Analogamente,

sen(/AB'B)  AB-sen(/BAC + ) . sen(/ACB+2vy) sen(/BAC +2u)
sen(/CB'B) ~ BC -sen(/ACB +7) sen(/ACB) sen(/BAC)

Assim, podemos concluir que

sen(/BAC+2a) sen(/ABC+2B) sen(/ACB+27)
sen(/BAC) ~  sen(/ABC)  sen(/ACB)

57

Agora, sejam(/CA'B') = a’,m(/BA’C')=0,m(/AB'C") = B/,m(/CB'A") = ¢, m(/BC'A’) =

7" e m(LAC'B') = ¢, como ilustra a Figura [4.3] Precisamos provar que 6 = o/, ¢ = f/
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AF

0

B

Figura 4.3: Para que os tridngulos AABC e AA’B'C’ sejam tridngulos reciprocos de Jacobi é

necessdrioque 0 =a/,p=p e p = 7.

e = se sen(/BAC+2x) _ Sen(/ABC+2p) _ sen(/ACB+2y)
p=7, sen(/BAC) ~ sen(/ABC) ~  sen(/ACB)
real.

= u, sendo y uma constante

Utilizando a lei dos senos no tridngulo AABC’, temos

AC'  BC' _ AB
senf sena sen(mw —a— f)

Mas, sen (7t —a — ) = sen(« + ), pois T — & — B e a + 3 sdo angulos suplementares,

entdo AC c )
B B
= = ) (4.16)
senf3 sena sen(a+p)
Utilizando a lei dos senos no tridngulo AAB’'C’, temos
AC’ AB’
= (4.17)

senf’ seny

Assim, de (4.16) temos que AC' = ;4&57% e de (4.17) que AC' = %ﬂ;ﬁl. Logo,

AB-sen AB'-senf’ AB-senp 1  APF (4.18)
sen(a+p)  seny sen(a+p) senf seny’ '
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Ainda, no tridngulo AAB’C, temos

AC AB’ B'C :AB,_AC-sen'y

sen(m—a—7) seny  sena “sen(a+7)

Logo, de (4.18) e (4.19), temos
AB -sen f§ 1 AC-seny 1
sen(a+p) senf sen(a+7) sent’

(4.19)

E, como, no tridngulo AAB'C’, m(/BAC)+2x+ B’ +¢ = 7, temos que ¢ = 77 —
m(/BAC) —2a — . Portanto,

AB -sen 3 1 AC -senvy

sen (« + p) ' sen  sen(a+7)-sen(/BAC+2a+p') —

sen(/BAC+2a+p') AC-senvy-sen(a+f)
sen / ~ AB-senf-sen(a+7)

sen (/BAC +2a) - cos B’ +sen ' - cos(/BAC +2a)  AC -senvy -sen(« + )
sen ~ AB-senf-sen(a+7)

AC -senvy -sen(a + )
AB-senf-sen(a+1y)

sen (/BAC +2a) - cot B’ + cos(/BAC +2a) =

AC -senvy -sen(a + )
= — /BAC +2
cotp AB-senf-sen(a+y)-sen(/BAC + 2«) co/BAC+20) =

cotB = - AC -senvy - sen(«x + p)
H pr=n AB -senf-sen(a+y)-sen(/BAC +2u)

— u - cot(/BAC +2x).

sen (/BAC+2x)
sen (/BAC)

.cot B = AC -senvy - sen(a + f) _ cos(/BAC +2x)
. b= AB -senf-sen(a+y)-sen(/BAC) sen (/BAC)

Como, por hipdtese, = u, podemos reescrever ji - cot f’ como:

(4.20)

Ainda, no triangulo AABC, pela lei dos senos

AB 3 AC _ AC _ sen(ZABC)
sen(/ACB) sen(/ABC) AB  sen(/ACB)’

E, como m(/ABC) + m(/ACB) +m(/BAC) = m = m(/ABC) = m — m(/ACB) —
m(/BAC). Logo, sen(/ABC) =sen(/BAC + /ACB). Entao,
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AC _sen(/BAC+/ACB) sen(/BAC)-cos(/ACB)+sen(/ACB) - cos(/BAC) _

AB sen (/ACB) sen (/ACB)
AC
a8 sen (/BAC) - cot(/ACB) + cos(/BAC). (4.21)

Logo, de (4.20) e (4.21), temos que y - cot B’ =

(sen (/BAC) - cot(/ ACB) + cos(/BAC)) - seny - sen (a + ) _ Cos(/BAC +2a)

sen B -sen(a +) - sen (/BAC) sen (/BAC)

seny-sen(a+p) cos(/BAC +2a)
sen - sen(« + ) sen (/BAC)

= - cot B’ = (cot(/ACB) + cot(/BAC)) -

_cos(/BAC+24)

sen(/BAC) obtemos:

Trabalhando separadamente com as relagdes na expressao

B cos(/BAC +2x)  —cos(/BAC) - cos2a +sen(/BAC) - sen2ua _
sen(/BAC) sen (/BAC)

_ cos(LBAC +2a)
sen (/BAC)

= — cot(/BAC) - cos2u + sen 20 =

_cos(/BAC+2a) 1
sen(/BAC)  sen2ua

- (sen?2a — cot(/BAC) - cos 2« - sen2a) =>

_cos(/BAC+2a) 1
sen(/BAC)  sen2ua

cos(/BAC)
sen(/BAC)

(1 — cos?2a — - CcoS 2 - sen 2¢x> =

_cos(LBAC+2a) 1
sen(/BAC)  sen2u

. (1 — cos 2w« <cos 20 + sen 2w - cos(£BAC) > )

sen (/BAC)

_cos(LBAC+2a) 1 1~ cosu sen (/BAC) - cos2« +sen 2w - cos(/BAC) _
sen(/BAC)  sen2a sen (/BAC)

_cos(ZBAC+2a) 1
sen(/BAC)  sen2a

(1 —cos2u - y) =
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_ cos(/BAC+2a)  (p-cos2a —1)
sen(/BAC) sen2a

Assim, retomando para a igualdade de y - cot f/, podemos concluir que

. . .senfy-sen(zx+ﬁ)_(y-cos2(x—1)
u-cot B’ = (cot(LACB) + cot(/BAC)) sen - sen (@ + 1) sen 2u . (4.22)

De forma analoga obtemos

sena - sen (v + . 27 —1
y-coup:(cot(ZACB)+cot(zBAC))-Sen;_sengj;—(” ‘;0;277 ) (4.23)

Se a = 1y entdo, por (4.22) e (4.23), p-cotp = p-cotp = B = ¢, pois p/, ¢ €
0, 7).

Se w # 7y entdo seguimos a mostrar que i - cot B/ = p - cot $. Por hipétese,

_sen(/BAC+2a) sen(/BAC) - cos2a +sen2a - cos(/BAC) _
~ sen(/BAC) sen (/BAC)

y = cos2a +sen2a - cot(/BAC) =
[

COt(ZBAC) = m — cot2a.

(4.24)

Analogamente temos

cot(/ACB) = ﬁ — cot2y.

(4.25)

Logo, de (4.24) e (4.25) temos que
1 P cot2y =

cot(/BAC) + cot(/ACB) = o cot2ua + sen27

— cos2 ~ cos?2
cot(/BAC) + cot(/ACB) = L9524 | H—COSZY
sen 2 sen2y

cot(/BAC) + cot(/ ACB) = i - (sen2a +sen2y) — cos2a - sen 2y — cos 27y - sen 2o _
sen2u - sen2vy

- (sen2 2) — sen (2 +2
cot(/BAC) + cot(/ACB) = j - (sen2a +sen2vy) — sen (2o +27) _
sen2u - sen2y

sen2x - sen2y - (cot(/BAC) + cot(/ACB)) = u - (sen2a + sen27y) — sen (2a + 2).
(4.26)
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Supondo que cot B’ = cotp <= p - cotp =y - cotp <—

senvy-sen(a+p) (p-cos2a—1) _
sen 3 - sen (a + ) sen 2u B

(cot(/ACB) + cot(/BAC)) -

sena-sen(y+p) (p-cos2y—1)

= (cot(Z L -
(cot(/ACB) + cot(/BAC)) - — B-sen(a+7) sen 27y

(cot(LACB) + cot(/BAC))
senf - sen(a + )

- (senw - sen (7 + ) — seny - sen (a + B)) =
(-cos2y —1) (u-cos2a—1)
sen 2y sen 2«

sena -sen(y+p) —seny-sen(a+p)\
senf - sen (& + y) >_

(cot(LACB) + cot(/BAC)) - sen2u« - sen 27y - (

= p(cos27y - sen2a — cos2a - sen27y) — sen2ua + sen 2y <

(cot(/ACB) + cot(/BAC)) - sen 2« - sen 2-
sena -senf-cosy+sena-sen<y -cosf —sen<y-sena-cosPf —seny-senPf-cosa)
sen f - sen (a + ) -

20 —2 20042
:y-sen(sz—Z'y)—Z-sen< 0(2 ’Y>-cos< (X; 7) —

(cot(/ACB) + cot(/BAC)) - sen 2« - sen 27y - senp-(sena-cosy —sen’y-cosa) =
senf - sen(x +y)

=p-sen(2x —27y) —2-sen(x — ) - cos(a + ) <=
sen (x — 7y) 3

(cot(LACB) + cot(/BAC)) - sen2a - sen 2y - sen(@+q)

=pu-2sen(x —y)-cos(a — ) —2-sen(a — ) - cos(x + ).

Como sen (v — ) # 0, pois a # 7y por hipdtese, entdo
(cot(/ACB) + cot(/BAC)) - sen 2« - sen 27y =

=2p-sen(a+y)-cos(x —y) —2-sen(a+)-cos(a+7y) <=
(cot(LACB) + cot(/BAC)) - sen2a - sen2y = 2y - sen (& + 7y) - cos(ax — ) — sen (2a + 2y)
<> (cot(/ACB) + cot(/BAC)) - sen 2« - sen 2y =
= —sen (2a +2y)+2u - (sena - cosy +sen-y - cosx) - (COS« - COS 7y + Sena - seny) <=
(cot(/ACB) + cot(/BAC)) - sen2u« - sen2y =

2

= —sen(21x+27)+2;u-(sena-cosa-(senz'y+cos2 ) +cos - sen - (sen?a +cos? ) <=
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(cot(LACB) + cot(/BAC)) - sen 2« - sen2y = —sen (2a + 2y) + p - (sen 2« + sen 2y).
(4.27)

Pela igualdade das relagdes (4.26) e (4.27), podemos concluir que cot ' = cotp =
B = ¢, pois B/, ¢ € (0, 7).

Assim, de forma anéloga, também podemos concluir que &’ = 6 e o/ = . Portanto,

os triAngulos AABC e AA’B’C’ sdo tridngulos reciprocos de Jacobi. O

4.2 HIPERBOLE DE KIEPERT

Na Subsecéo que traz o Teorema de Kiepert, vimos que ao construir um tri-
angulo de Jacobi cujos pontos A’, B’ e C’ sdo obtidos pela intersec¢do entre as retas
conjugadas isogonais em relacdo aos angulos /ABC, /ACB e /BAC, sobre um mesmo
angulo a, formaremos triangulos isésceles semelhantes sobre os lados do tridngulo
AABC, como ilustrado na Figura

Ludwig Kiepert estudou o lugar geométrico dos pontos de interseccdo entre os seg-
mentos AA’, BB’ e CC’, podendo ser nomeado de Ponto de Kiepert ou Ponto de Jacobi
nessa situacdo. Ao variar o angulo a € [0, 7t], o lugar geométrico dos pontos de Jacobi

descreve uma hipérbole, como ilustra a Figura [4.4

/
Ba
\,
5,

Figura 4.4: Hipérbole de Kiepert. Animacdo disponivel em <https://www.geogebra.org/

classic/scmnhkju>
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A curva descrita pelo ponto K é conhecida como Hipérbole de Kiepert, a qual passa

por pontos importantes do tridngulo A ABC, como mostra a Figura 4.5}

(a) O Ponto de Fermat (F) pertence a hipérbole, pois quando a = 7 temos a mesma
construcdo vista na Subsecdo (Figura |2.5]), também um caso especial do

Teorema de Jacobi;
(b) O baricentro do triangulo AABC (G) aparece na hipérbole quando & — 0;

(c) O ortocentro do tridangulo AABC (H) também pertence a hipérbole e é obtido

quando x — 7;

(d) Os vértices A, B e C do triangulo AABC.

Figura 4.5: Pontos que pertencem a Hipérbole de Kiepert: F (ponto de Fermat), G (baricentro
do AABC), H (ortocentro do AABC) e vértices A, B e C do AABC.

Na referéncia [|17]] é possivel apronfundar este assunto, assim como conhecer a equa-
cdo da Hipérbole de Kiepert. Também o artigo Reciprocal Jacobi Triangles and the Mc-
Cay Cubic, [|15]], mostra que existe uma cubica que é o lugar geométrico dos pontos de

Jacobi quando temos triangulos reciprocos de Jacobi, chamada McCay Cubic.
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4.3 CASO DE CONGRUENCIA

Ao construir o tridngulo A A’B’C’ de Jacobi com relagéo ao tridngulo AABC, € pos-
sivel que estes triangulos sejam congruentes. Vickers, [[16], mostra algumas condicoes
necessdrias para que as congruéncias existam. Abaixo destacaremos um dos casos e

demonstraremos essas igualdades de medidas.

Seguiremos a nomenclatura utilizada no Teorema de Jacobi (3.1)), onde m(/C'AB) =
m(/B'AC) = a,m(/A'BC) = m(/C'BA) = B, m(/B'CA) =m(/A'CB) = v.

Proposicao 4.3. Dado um tridngulo A ABC acutdngulo qualquer; construimos (externa-
mente) o tridngulo de Jacobi AA'B'C’ para o tridngulo A\ ABC, nas condicbes seguintes,
como ilustra a Figura

«= g — m(/BAC), B = g — m(/ABC), 7 = g — m(/ACB)

Nessa situagdo, K, ponto de Jacobi, € o circuncentro dos tridngulos ANABC e ANA'B'C'.

Figura 4.6: A, A, B, B/,C e C’ pertencem & circunferéncia de centro K.

Demonstragdo. No tridngulo AAB'C, temos que a« +y+m(/AB'C) = m = m(/AB'C) =
m—wa—. Comoa = 5 —m(/BAC) e v = 5 — m(LACB), entdo m(/AB'C) =
m(/BAC) +m(/ACB).
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Mas, sabemos que m(/BAC) + m(/ABC) + m(/ACB) = m, entdo m(/AB'C) = m —
m(/ABC).

No quadrildtero AC'BC, temos que os dngulos opostos /ACB e /AC’'B sdo suple-
mentares. Assim, o quadrilatero AC'BC é circunscritivel, isto é, existe uma circunfe-
réncia { que passa por A,C’,B e C.

Analogamente, mostramos que m(/BA'C) = m — m(/BAC) e m(/AC'B) = 7w —
m(/ACB). Desse modo, os quadrildteros ABA'C e ABCB’ sdo circunscritiveis. Como
existe uma unica circunferéncia que passa por A, B e C, concluimos que { passa pelos
pontos A,B,C,A’,B e C'.

Como m(/BAB') = § = m(/ABA’), temos que BB’ e AA’ séo didmetros de {. Mas,
AA’N BB’ = {K}. Portanto, K é o centro de {, de modo que K ¢é o circuncentro dos
tridngulos AABC e AA’B'C.

Como podemos observar, os angulos «, 3 e v sdo angulos inscritos a circunferéncia
circunscrita aos tridngulos AABC e AA’B'C’, {. Assim, temos as seguintes medidas
para os arcos da circunferéncia: m(CB’) = m(C'B) = 2a,m(A’C) = m(AC') = 2B e
m(B'A) = m(BA') = 27.

Em relagdo aos tridngulos AA’B'B e AABB’, como na Figura[4.7, podemos concluir
que m(/A'B'B) = m(/ABB') e m(/A’BB) = m(/AB’B). Além disso, o lado BB’ é
comum aos dois tridngulos. Logo, pelo caso angulo, lado, angulo (ALA), os triangulos

AA'B'Be ANABB’ sdo congruentes. Podemos assim afirmar que AB ~ A’B’.

'

By A

o+ K
o+ £

c’

Figura 4.7: Pelo caso ALA, AA’B'B ~ ANABB'.
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De forma andloga, pelo caso 4ngulo, lado, 4ngulo (ALA) os tridngulos ABC'B’ =
AB'CBe ANAC'C ¥ ANA'CC’ implicando que BC ¥ B'C’ e AC = A’C’. Portanto, 0s
tridngulos AABC e AA’B’C’ sdo congruentes. O

4.4 AS COORDENADAS BARICENTRICAS NO TRIANGULO DE JACOBI

Ao construir um triangulo de Jacobi quatro pontos de grande importancia sdo deter-
minados: seus vértices e o ponto de Jacobi. Nesta secdo, determinamos as coordena-
das baricéntricas do ponto de Jacobi de um tridngulo, de acordo com as referéncias [9]
e [1].

Definicdo 4.4. (Coordenadas Baricéntricas) Sejam A, B e C os vértices de um triangulo
AABC e P um ponto do plano de coordenadas cartesianas (x,y). Dizemos que u,v e
w sdo as coordenadas baricéntricas de P, em relacdo ao tridngulo AABC, se

: uA+vB+wC

P=0y U+v+wW

Ou seja, o ponto P é a média ponderada dos vértices A, B e C com pesos u,v e w,
respectivamente, onde u, v e w sdo nimeros reais tais que u + v+ w # 0. Sendo assim,

o ponto P pode ser identificado através da notacdo:
P=W:v:w).

Definicdo 4.5. Considere um triangulo A ABC com vértices A, B e C. Sejam P; = (u1 :
v1:wy) e Py = (up : vy : wyp). Dizemos que P; = P, se, e somente se, existe um numero

real k # 0 tal que up = k.uy, vy = kv e wy = k.w;.

E possivel relacionar as coordenadas baricéntricas com as areas formadas entre os

pontos A, B, C e P. Para isso, vamos definir a drea de um tridngulo com sinal.

Definicio 4.6. (Area de um tridngulo com sinal) Sejam A, B e C trés pontos distintos
do plano e (ABC) a area (euclidiana) do tridngulo A ABC. Definimos a drea com sinal

do triangulo A ABC como

0, se A, B e C sao pontos colineares;
Sapc =4 +(ABC), se A,B e C estdo dispostos no sentido anti-horério;

—(ABC) se A, B e C estao dispostos no sentido horario.
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‘ a

Figura 4.8: Sinais da 4rea com sinal do tridngulo AABC.

A Figura ilustra o tridngulo AABC cujos vértices A, B e C estdo dispostos no
sentido anti-hordrio e no sentido hordrio, gerando entéo a drea com sinal do tridngulo

A ABC positiva e negativa, respectivamente.

Dado um ponto P qualquer, podemos relacionar a drea com sinal do tridngulo AABC
com as areas com sinal dos triangulos AABP, AACP e ABCP, de sete maneiras

diferentes, como ilustra a Figura 4.9

Observamos que se o ponto P pertence a um dos lados do tridngulo AABC, por

exemplo, se P € AC entdo Sapc = Sagp + Sapc + Spcp, POis, neste caso, Sapc = 0.

Ao utilizar a Definicdo (4.6 podemos relacionar as dreas desses quatro tridngulos de

uma unica maneira:

Sapc = Sapp + Sapc + Spcp-

Assim, podemos resumir os sinais das dreas com sinal dos tridngulos AABP, AAPC
e ABCP de acordo com a regido em que se encontra o ponto P, como ilustrado na

Figura 4.10} onde estdo representados os sinais das dreas na seguinte ordem: (Sgcp :

Sapc : SABp)-

Vamos, entdo, relacionar as coordenadas baricéntricas com as dreas com sinal. Ob-
servamos que se A = (X4, Ya), B = (x3,yp) € C = (x¢, Yc), a &rea com sinal do triangulo
ANABC é dada por

g ety
SaBc = 5| X Yo 1= 5 (XaYb + XcYa + XpYe — Xclb — Xale — XpYa)-
Xe Ye 1
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B

(ABC) = —(ABP) — (APC) + (BCP) ¢ (ABC) = (ABP) — (APC) — (BCP)

Figura 4.10: Sinais das sete regides formadas pelas retas jﬁ, % e fﬁ
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Proposicao 4.7. (Coordenadas baricéntricas e drea com sinal) Sejam A, B e C os vértices

de um tridngulo qualquer ANABC e P um ponto qualquer do plano. As coordenadas

baricéntricas do ponto P podem ser dadas por

P =(Spcp : Sapc : Sasp),

ou seja, as coordenadas baricéntricas de um ponto sdo proporcionais ds dreas com sinal

dos sub-tridngulos que esse ponto P forma com os vértices A, B e C do triangulo AN ABC.

Demonstragdo. Sejam A = (x4, Ya), B = (xp,yp) € C = (x.,y.) as coordenadas cartesia-

nas dos vértices do tridngulo AABC e P = (xp,y,) as coordenadas cartesianas de um

ponto qualquer do plano. A igualdade que segue é verdadeira, pois as duas primeiras

colunas sdo iguais:

Xa

Xc

Xa

Xc

Ya
Yy
Ye

Ya
Yo
Ye

Xp(2-Sapc) — xq(2-Spcp) — xp - (2 Sapc) — xc - (2-Sapp) =0 =

_xa. xb

— X5 - Xp

Xc

SABC - Xp = Spcp - Xa + Sapc - Xp + SABP * Xc-

Yp
Yp
Ye

Yp
Yo
Ye

Yp
Ya
Yo
Ye

+Xp -

_xb-

—_ o

Yp
Ya
Ye

Yp
Ye
Ya

Yp

Yp

Yp
Ya
Yy

=0=

(4.28)

Analogamente, podemos obter uma equagdo que relacione as dreas com sinal e as

ordenadas dos pontos P, A,B e C.



4.4 AS COORDENADAS BARICENTRICAS NO TRIANGULO DE JACOBI

Yp Xp yp 1
Ya Xa Yo 1 _0
Yo Xxp Yp 1
Ve xc ye 1
Consequentemente,
SABC *Yp = SBcp *Ya+Sapc - Yo+ SABP * Yc- (4.29)

Logo, de (4.28) e (4.29) podemos concluir que

Sapc P =Spcp-A+Sapc-B+Sapp-C.

Como, Sapc = Sagp + Sapc + Spcp, temos que

p_ Spcp - A+Sapc-B+Sapp-C

7

Spcp +Sacp + Sapp
ou seja, P é a média ponderada dos vértices A, B e C com pesos Sgcp, Sapc € Sapp.

Assim temos que P = (Sgcp : Sacp : Sapp)- O

Pela Proposicao podemos obter as coordenadas baricéntricas dos vértices A, B e
C do triangulo AABC:

1
A= (SBCA : SAAC : SABA) = A= (SABC :0: 0) SéBC (1 :0: 0)

1
.
B = (SBCB : SABC : SABB) — B = (0 : SABC : 0) 4pc (0 :1: 0).
1

S
C:(SBCC :Sacc: SAB(j)=:> C=(0:0 : SABC) a5c (0:0:1).

Assim, A=(1:0:0),B=(0:1:0)eC=(0:0:1).

Podemos ainda escrever a equacao de uma reta utilizando as coordenadas baricéntri-
cas. Sabemos que a equagdo de uma reta no plano em coordenadas cartesianas é dada
por ax + by +c = 0, onde 4,b e ¢ sdo numeros reais. Sendo um ponto P = (u : v : w)
qualquer, em relacdo a um tridngulo A ABC, cujas coordenadas cartesianas dos vérti-
ces sdo A = (xg,Ya), B = (xp,yp) € C = (x¢, Yc), @ equagdo da reta que passa por P em

coordenadas baricéntricas € dada por
ru+sv+tw =0,

onde r = ax, + by, +c,s =ax, + by, +cet =ax.+by.+c.
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4.4.1 Coordenadas Baricéntricas dos vértices de um tridngulo de Jacobi

Seguiremos a nomenclatura utilizada no Teorema de Jacobi (3.1)), onde med(/C'AB) =
med(/B'AC) = a, med(/A'BC) = med(/C'BA) = B, med(/B'CA) = med(/A'CB) = . Se-
jam a,b e c as medidas dos lados do tridingulo AABC, BC, AC, AB, respectivamente,

S a area de um triangulo qualquer, A a drea do tridngulo AABC,
X =2A(cota + cot(/BACQ)),

Y = 2A(cotp + cot(LABC)),

Z = 2NA(coty + cot(LACB)).

Inicialmente encontraremos as coordenadas baricéntricas dos vértices do tridangulo
de Jacobi A’, B’ e C’, como na Figura[3.4] sendo estes externos ao tridngulo AABC. A
determinacdo dessas coordenadas sera feita através das dreas com sinal dos tridangulos

relacionados a cada ponto, como veremos abaixo.

Sasc  Saac SA’AB)
A/ = (X, = < : :
() Sapc  SaBc  Sasc
Assim, nesta configuracao,
(a)
Sasc —% ~a-A'B-senf _a A’B -senf
Sipc A - 2A
(b)

Saac _ % -b-A'C-sen(y+ /ACB) _ A'C - sen(y+ /ACB)
SaBc 3-a-b-sen(/ACB) a-sen(/ACB)

Aplicando a lei dos senos no tridngulo A A’BC, temos as seguintes igualdades:

A'C _ A'B
senf  senvy

= A'C-seny=A'B-senfp = (4.30)

_ A'B-senp

A'C (4.31)
senvy
, .
A'p = AC seny (4.32)
senp

Logo, utilizando (4.31)), temos
Saac _ A'B-senp-sen(y+ /ACB)

SaBc a-seny -sen(/ACB)
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©
Swap _3-c-A'B-sen(p+/ABC) A'B-sen(+ /ABC)

SaBc l.a-c-sen(/ABC) a-sen(/ABC)

Substituindo A’B encontrado em (4.32]), temos

Sarap _ A'C-seny -sen(p+ LABC)

SaBC a-senp -sen(/LABC)

Portanto, as coordenadas baricéntricas de A’ sdo

Ao A'B- senﬁ A'B -senp - sen(y+ LACB) A'C-seny -sen(p+ LABC)
B 2A a-seny-sen(/ACB) ~  a-senp-sen(/ABC) '

2-a-A

A7B-senp> NUMeETO real diferente de zero, te-

Multiplicando todas as coordenadas por

mos

A = 2 2A -sen(y+ LACB) 2A-A'C-senvy -sen(f+ LABC)
B " senvy -sen(/ACB) A’B - sen?f - sen(/ABC) )

Como visto em (4.30), A'C - seny = A’B - senf. Logo,

A= (g2 2A -sen(y+ /ACB) 2A -sen(p+ /ABC)
- " senvy-sen(/ACB) = senB-sen(/ABC) )

Mas,
sen(y+ /ACB) _ senvy-cos(/ACB) +sen(/ACB) - cosy _

seny - sen(/ACB) senvy - sen(/ACB)

_ cos(LACB) + cos'y
~ sen(/ACB)

cot(/ACB) + cotvy. (4.33)

E, de forma andloga,

sen(f + LABC)
senp - sen(ZABC)

ot(LABC) + cotp. (4.34)

Podemos concluir que
A’ = (—a* : 2A(cot(/ACB) + coty) : 2A(cot(/ABC) + cotB)) = (—a® : Z : Y).
Analogamente obtemos as coordenadas baricéntricas de B’ e C’:
= (2A(cot(LACB) + coty) : —b? : 2A(cot(/BAC) + cota)) = (Z : —b* : X).

C' = (2A(cot(/ ABC) + cot ) : 2A(cot(/BAC) + cota) : —c?) = (Y : X : —c?).

73



74 PROPRIEDADES DO TRIANGULO DE JACOBI

4.4.2 Coordenadas Baricéntricas do Ponto de Jacobi

Seja K o ponto de Jacobi do tridngulo de Jacobi AA’B’C’ associado ao tridngulo
AABC. Como provado no Teorema [3.1} o ponto K € a interseccdo entre as retas
— =
AA',BB e CC'.

Proposicao 4.8. As coordenadas baricéntricas (u : v : w) do ponto de Jacobi sdo K =
1.1.1
(Y Y - 7)'

+—
Demonstragdo. Sendo A = (x,,y,) e A’ = (x},v,), a equacio da reta AA’ utilizando
coordenadas baricéntricas pode ser escrita como:
/
AA cru+sv+tw =0,

onde r = ax, + bx, +c,s = ax, +bx, +cet =ax. +bx. +c, sendo a,b e c nimeros reais.

—
ComoA=(1:0:00€ AA entdor-1+s5-0+t-0=0=>r = 0. Assim, a equacio

—
dareta AA' é sv+tw = 0.
7 ! ~
Também sabemos que A’ = (—a?: Z:Y) € AA’, entdo

sv+tw:0:>sZ+tY:0:>t:—%.

H/ . sZ Zw
Logo, AA" : sv — 5w = 0. Sabendo que s # 0 obtemos v = 5.

1

: 70 Zopy o) X () - ) w7
Assim, AA": (0: Jw:w) = (0:Zw:Yw) = (0: Z:Y).
—
Da mesma maneira podemos escrever a equacgio da reta BB', sendo B = (x;,y;) €

B’ = (x},y,): R
BB :ru+s'v+tw=0,

onde v = a'x; +b'x,+c',s = a'xy+b'xy+c et =ax.+bx.+c, sendo a',b e
numeros reais.
<_>/ 4 / !/ / / : 3
ComoB=(0:1:0)€ BB entaor' -0+s" -1+t -0=0=s" =0. Assim, a equacdo
>
dareta BB’ é r'u+t'w =0.
[ 5 SO ~
Também sabemos que B’ = (Z : —b* : X) € BB, entdo

r'zZ
r'u+t’w:O:>r'Z+t’X=0::>t’:_y‘

?‘I r'Z... _ bend / b _ Zw
Logo, BB : r'u — ~fw = 0. Sabendo que 1’ # 0 obtemos u = 5¢.
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.5 X *
Assim, BB': (4w :0:w) = (Zw:0: Xw) £ (Z:0: X).

Sendo assim, K = (u : v : w), com u = 4% e v = £2. Portanto,

Zw Zw Lz Z 1 1 1
K:(MZU:ZU)=<X:Y:w>:<X:Y:1) (X:Y:Z>.

Portanto, as coordenadas baricéntricas do Ponto de Jacobi sdo K = (% : % :

lni—

). O

NJ—=

4.4.3 Coordenadas baricéntricas do tridngulo de Jacobi construido no interior do tridn-

gulo inicial

Passamos a analisar as mudancas nas coordenadas dos vértices do tridngulo de Ja-
cobi e do ponto de Jacobi no caso em que o tridngulo de Jacobi é construido na parte

interna do triangulo inicial AABC, como ilustra a Figura|3.7

Inicialmente encontraremos as coordenadas baricéntricas dos vértices do tridngulo
de Jacobi A’, B e C/, sendo estes internos ao tridngulo AABC. A determinagio dessas
coordenadas sera feita através das dreas com sinal dos tridngulos relacionados a cada
ponto, como veremos abaixo.

Sasc  Saac  Saap )
A =(x,y) = ( : :
) Sapc  SaBc  Sasc

Assim, nesta configuracéo,

(@)
Swpc _5-a-A'B-senp _a-A'B-senf
Sapc A B 2A
(b) .
Sarap = 5 C A'B - sen(/ABC — B)
(© :
SAA’C = E . b . A,C . sen(ZACB — ’)/)
(d

Saac _ 1.b-A'C-sen(/ACB — ) _ A'C-sen(LACB — )
SABC 1.a-b-sen(/ACB) a-sen(/ACB)

Aplicando a lei dos senos no tridngulo A A’BC temos as seguintes igualdades:

A'C _A'B
senf  senvy

= A'C-seny=A'B-senf = (4.35)
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_ A'B-senp
- seny

A'C (4.36)

Logo, utilizando (4.36)), temos
Saac _ A'B-senp-sen(LACB — 1)

SaBc a-senvy - sen(LACB)
sen(/ACB—y) _ sen(/ ACB)-cosy—seny-cos(/ACB) _ cosy _ cos(/ACB) _ _
) se?l’%SE‘i’l(ZACB) - Sﬁl’)hSEI’l(ZACB) = Sseny sen(ZACB) = COt’)’ COt(ZACB)
Assim,
/ A'B-
Saac _ Sen'B‘(COt’)/—COt(ZACB)),
SaBc a
Analogamente,
Saap  A'C-seny-sen(LABC —p) A'C-seny
- = - (cotB — cot(/ ABC)).
SABC a-senp - sen(/ ABC) (cotp — cot( )

Portanto, as coordenadas baricéntricas de A’ sdo

-A'B - A'B- . A'C-
A= senp SeB" (ot — cot(/ACB)) : ST (cotB — cot(/ ABC)) ) .
2A a a
Multiplicando todas as coordenadas por A,zé‘_’s;?n 5 obtemos
2A - A'C - senvy
"= (a%:2A- — cot(/ P — cot(Z .
A <a 2A - (coty — cot(LACB)) A7B - senB (cotp — cot(LABC))

Como visto em (4.35)), A’C - seny = A'B - senf. Logo,
A’ = (a* : 27 - (coty — cot(LACB)) : 2A - (cotB — cot(LABC))) .
Considerando
X' = 2A(cota — cot(/BAC)),
Y’ = 2A(cotB — cot(/ABC)),
Z' = 2A(coty — cot(LACB)),
podemos concluir que
A" = (a*:2A - (coty — cot(/ACB)) : 27 - (cotp — cot(/ABC))) = (a*: Z' : Y').
Analogamente obtemos as coordenadas baricéntricas de B’ e C’:
B' = (2A - (coty — cot(LACB)) : b* : 2A - (cota — cot(/BAC))) = (Z' : b* : X)).
C' = (2A - (cotB — cot(LABC) : 2A - (cota — cot(/BAC)) : ¢*)) = (Y : X' : ).

Neste caso, as coordenadas baricéntricas do ponto de Jacobi K sdo obtidas de forma
andloga ao que foi feito na Subsecfio[4.4.2t K = (& : & : ).



CONCLUSAO

O trabalho apresentou o Tridngulo de Jacobi e o ponto notdvel de Jacobi, uma das
recentes descobertas da geometria triangular. Através do estudo dos pontos notaveis
classicos aos recentes, € possivel perceber a quantidade de propriedades que surgem

na relacdo destes pontos, dngulos, segmentos e tridngulos formados.

Destacamos a profundidade do trabalho com os tridngulos reciprocos de Jacobi,
presentes no artigo Reciprocal Jacobi Triangles and the McCay Cubic, [[15]], mas cuja
demonstracdo da volta da Proposicao ndo é apresentada. Em um trabalho em
conjunto com o autor Glenn Vickers, apresentamos esta demonstracdo na Secdo
Ainda assim, o trabalho deixa temas para serem explorados como as 19 congruéncias

dos tridngulos de Jacobi e a ctibica de McCay.

Através dos conceitos da trigonometria e da algebra, foi possivel abordar novas cons-
trucoes de tridngulos, encontrar congruéncias, estudar os lugares geométricos dos pon-
tos notaveis e apresentar coordenadas baricéntricas. Pela acessibilidade dos temas
abordados, o trabalho pode ser utilizado para o aprofundamento da geometria plana,

como também para explorar novas construcoes com os alunos da educagao bdsica.

Valorizando a formacdo dos professores e o estudo continuo que é devido para o
desempenho de um trabalho de qualidade em sala de aula, os temas desta dissertacdo
contribuem explorando a curiosidade de diferentes pontos notdveis, o uso do Teorema
de Ceva como um meio claro e reduzido para demonstrar a existéncia de muitos destes
pontos, além de cada um destes contribuir com diversas propriedades para a geome-

tria.

Os pontos notaveis sdo contedo do Ensino Fundamental II e do Ensino Médio. Parte
do trabalho do professor é motivar e valorizar o conhecimento. Assim, indicamos
a apresentacao de diferentes pontos notaveis e o trabalho de construgdo de alguns

desses, seja no GeogebraE] ou com o uso de régua e compasso, explorando os elementos

O GeoGebra é um software dindmico de matematica para todos os niveis de ensino que retine geometria,

algebra, planilhas, graficos, estatisticas e calculos.
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e propriedades dos triangulos e despertando o olhar do aluno para a grandiosidade da

matematica.



APENDICE

O trabalho tras duas importantes demonstragdes para o tema trabalhado: a demons-
tracdo do Teorema de Jacobi e da Proposicio dos Tridngulos Reciprocos de
Jacobi. Estas serdo apresentadas abaixo de forma resumida, por serem longas demons-

tracoes.

Teorema A.1. (Teorema de Jacobi) Seja NABC um tridngulo qualquer. Construa os
pontos A’,B" e C' de maneira que med(/C'AB) = med(/B'AC) = a,med(/A’BC) =
med(/C'BA) = B e med(/B'CA) = med(/A'CB) = v, sendo «, B e y dngulos quaisquer
entre 0 e 71. Esses pontos formam um tridngulo de Jacobi para o AABC e as retas
ﬁ ,BB’ e CC’ sdo concorrentes num ponto K, que é chamado de ponto de Jacobi do

triangulo A ABC.

Figura A.1: O tridngulo AA’B'C’ é um tridngulo de Jacobi construido a partir do tridngulo
AABC.
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Demonstragdo. Através das relacoes encontradas, podemos concluir:

Analogamente,

BR _ sena-sen(£BB'R)
RA ~ senf}- sen(/AB'R)

CQ _ sena- sen(ZCC'Q)
QA seny - sen(LAC'Q)

sen(ZBA'A)

) /1 BP-senB
AABP | ~ sen(Z/BA'P)
BP _ seny-sen({BA'P)
racre | ap_ CP - senn CP  senf?-sen(£ZCA'P)
sen(LCA'P)
BR CP AQ _ sen({/BB'R) sen(Z{CA'P) sen(ZAC'Q)
RA BP QC  sen(ZAB'R) sen(/BA'P) sen(ZCC'Q)
AAA'B A = AB - sen(ZABC + 3)

Analogamente,

AAA'C

AA' =

AC - sen(ZACB + )

sen(/BA'P) AB-sen(ZABC + §)

sen(LCA'P) ~ AC - sen(ZACB ~ 1)

sen(ZBC'R) _ BC - sen(ZABC + )
sen(ZAC'R) ~ AC . sen(ZBAC + o)

sen(£CA'A)

sen(ZAB'Q)  AB-sen(LBAC + a)
sen(ZCB'Q) ~ BC - sen(ZACB + )

BR CP AQ  BC-sen(ZABC+ ) AC:sen(ZACB+~) AB-sen(Z/BAC +a)

RA BP QC~ AC -sen(ZBAC +a) AB-sen(ZABC + ) BC -sen(ZACB +~)

52 A o s .
Pelo Teorema de Ceva, BB', AA" e CC’ sdo concorrentes em K, que é o ponto de
Jacobi do tridngulo AABC.

O

Defini¢do A.2. Considere um tridingulo AABC e seja AA'B’'C’ o tridngulo de Jacobi

associado ao triangulo A ABC (com as convengdes do Teorema de Jacobi (A.1), onde

os angulos de medidas «, B e o sdo construidos sobre os vértices A, B e C, respecti-

vamente). Se existirem angulos de medidas &/, 8’ e 7/ construidos sobre os vértices

A’, B’ e C’ tais que o tridngulo de Jacobi associado ao tridngulo AA’B’'C’ coincida com

o tridingulo AABC, dizemos que AABC e AA’B'C’ séo tridngulos reciprocos de Jacobi,
como ilustra a Figura[A.2]
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Figura A.2: AABC e AA’B'C’ séo tridngulos reciprocos de Jacobi. Na figura h4 seis pares de
angulos congruentes e os segmentos AA’, BB’ e CC’ sdo concorrentes.

Proposicdo A.3. Nas condicbes da Definicdo os tridngulos ANABC e ANA’B'C’ sdo
tridngulos reciprocos de Jacobi se e somente se

sen (/BAC+2a) sen(/ABC+2B) sen(/ACB+27)
sen(/BAC) ~  sen(/ABC) sen(/ACB)

Demonstragdo. Dos tridngulos AAB'C’, ABC'A" e ACA’B’, temos:

AN

Y +ao +28+m(LABC) =n|l— | (' +F +7)+(@+B+7) =

Y + B +2a+m(£LBAC) =7

5

o + 3 +2y+m(LACB) =« /

v

o =m(£BAC)+a—f—~

B = m(LABC)—a+f—~

v =m(LACB)—a—f+vy

Das relacdes obtidas pela soma dos dngulos internos dos tridngulos A A’BC, AAB'C

e AABC' e dos valores encontrados de a’, B’ e 7/, temos:
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(m(£B'AC")+ &)+ (m(£BAC) +a) =7

m(ZCA'A) = g .y

Quadrilateros
Cliclicos

(m(ZA'B'C’)+ 8) + (m(LABC)+ 8) ==

m(ZBA'A) = % —

N/

(m(LA'C'B") + ')+ (m(LACB) +v) ==

Relagao (8.8) - Teorema de Jacobi

sen(£{BA’'A)  AB-sen(£ABC + j3)
sen(LCA'A) ~ AC - sen(ZACB + )

AB _ sen(£ACB) _\_: sen(ZACB +2y) _ sen(ZABC + 20)
AC ~ sen(ZABC) sen(ZACB) sen(ZABC)
Let dos senos no AABC Analogamente,
sen(ZACB +2y)  sen(£ZBAC + 2a)
sen(£ZACB) sen(ZBAC)

Assim, podemos concluir que

sen(/BAC +2x) sen(/ABC+2B) sen(/ACB+27)
sen(/BAC) ~  sen(/ABC) sen(/ACB)

Agora, sejam(/CA'B’) =a’,m(/BA'C") =60, m(LAB'C') = B/, m(/CB'A") = ¢, m(/BC'A") =

7' e m(LAC'B’) = i, como ilustra a Figura|A.3] Precisamos provar que § = a/,¢ = p/
sen(/BAC+2x) _ Sen(/ABC+2p) _ sen(/ACB+2y)
sen (/ABC)

— —
e =7,se sen(ZBa0) =y, sendo y uma constante

real.

sen (/ACB)

Figura A.3: Para que os tridngulos AABC e AA’B'C’ sejam tridngulos reciprocos de Jacobi é

necessério que 0 =a/,p=p e p = 7/.
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Lei dos senos

AC' _BC'  AB
sen sena  sen(a+ 3) AB-senf 1 AC-seny 1
AC AR sen(a+ @) senf  sen(a+v) semp
send  seny lm(éBAC) +2+f ryp=m
AC - seny - sen(a + ) cos(£BAC + 2a)

/ —_—
LSCa AB - senf - sen(a + 7) - sen(£BAC) sen(ZBAC)

lsen(zABC) = sen(£/BAC + ZACB)

seny - sen(a + f3)  cos(£BAC + 2a)
senf - sen(a +7) sen(£BAC)

- cot = (cot(£ZACB) + cot(£BAC)) -

chla; oes trigonométricas

seny - sen(a+ f)  (p-cos2a —1)
sen - sen(a+7) sen2a

p - cot’ = (cot(LACB) + cot(LBAC))-

Analogamente,
sence - sen(y+ B) (u-cos2y—1)
senf - sen(a + ) sen2y

- cotd = (cot(LACB) + cot(£LBAC)) -

Se w = 7 entdo, por (4.22)) e (4.23), - cot p’ = p-cotp = p’ = ¢, pois f, ¢ € (0, 7).

Se « # <y entdo seguimos a mostrar que y - cot B’ =y - cot ¢.

cot(/BAC) = —X— — cot2a
seno
sen(ZBAC + 2a)
- " sen(/BAC) | T T Analogamente,
_
cot(ZACB) = sen2y cot2ry

l

sen2a - sen2y - (cot(£LBAC) + cot(£LACB)) = p - (sen2a + sen2y) — sen(2a + 2v)

Supondo que cotp’ = cotp <= u - cotf’ = u - cot ¢:

(cot(£ACB) + cot(£ZBAC)) - sen2a - sen2y = —sen(2a + 2y) + p - (sen2a + sen2vy)

:

cotff' = cotp = =¢ |—>

Analogamente
a' =4

Y =1
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Portanto, os tridngulos AABC e AA’B'C’ sdo tridngulos reciprocos de Jacobi. [
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