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RESUMO

Este trabalho apresenta uma abordagem sobre a Sequéncia de Jacobsthal, suas proprie-
dades e aplicagdes. Neste sentido, trouxemos um embasamento com assuntos essenciais,
como o Principio de Inducdo Infinita, Sequéncias, Recorréncias e Matrizes. Feito isso,
definimos, formalmente, a Sequéncia de Jacobsthal para depois mostrarmos alguns tipos
de generalizagdes dessa sequéncia. Em seguida, apresentamos a Matriz de Jacobsthal, e
evidenciamos uma generalizacdo especifica que nos permite relaciond-la com os Numeros
de Jacobsthal através de uma matriz que denotamos por F;. Por fim, apresentamos uma
proposta de sequéncia didética baseada na Sequéncia de Zabala para o estudo de matrizes

utilizando as matrizes de Jacobsthal.

Palavras-chave: Sequéncia de Jacobsthal. Matriz de Jacobsthal. Sequéncia Didética.
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ABSTRACT

This work presents an approach on the Jacobsthal Sequence, its properties and applica-
tions. In this sense, we brought a foundation with essential issues, such as the Infinite
Induction Principle, Sequences, Recurrences and Matrices. That done, we formally de-
fine a Jacobsthal Sequence to later show some types of generalizations of that sequence.
Next, we present the Jacobsthal Matrix and show a specific generalization that allows
us to relate it to the Jacobsthal Numbers using a matrix that we denote by F;. Finally,
we present a didactic sequence proposal based on the Zabala Sequence for the study of

matrices using Jacobsthal matrices.

Keywords: Jacobsthal Sequence. Jacobsthal Matrices. Didatic Sequence .
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A matemadtica tem sido um dos fatores relevantes no desenvolvimento légico e cientifico
do ser humano. Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [2], a Matemé-
tica € uma linguagem, uma forma de ver e modelar realidades. Mesmo que algumas de
suas aplica¢des nao sejam evidentes, contextualizar a matemadtica torna o seu estudo mais
dindmico e interessante.

Sequéncia é um tema que nos permite perceber padroes 16gicos que podem estar re-
lacionados a vdrias situacOes reais. Além disso, através de suas propriedades e relacdes
podemos estimar termos a partir de outros ou encontrar termos gerais e generalizacoes de
uma mesma sequéncia.

Temos vérios exemplos de sequéncias de grande relevancia, como € o caso da Sequén-
cia de Fibonacci onde sdo vérias as aplicagdes dessa sequéncia, como na computagao, na
administracdo de finangas, nos jogos, na pintura, e até mesmo no corpo humano e no
esteridtipo de algumas plantas e animais [3]].

A Sequéncia de Jacobsthal € a principal sequéncia que apresentamos neste traba-
lho, ela recebe esse nome em homenagem ao matemaético alemao Ernst Erich Jacobsthal
(1882-1965), especialista em Teoria dos Numeros.

Mesmo ndo tendo a fama de outras sequéncias, a Sequéncia de Jacobsthal tem sua re-
levancia e inspira esse trabalho. Essa sequéncia é muito utilizada para resolver problemas
de andlise combinatdria, pois nela podemos encontrar padroes, formulas e expressdes que
trazem propriedades bem especificas. Da mesma forma que a Sequéncia de Fibonacci
converge para o Niimero de Ouro, também conhecido como Razio Aurea, a Sequéncia de
Jacobsthal também converge para um ndmero metalico, que é conhecido como Nuimero
de Cobre, representado por 2. Nosso objetivo € de ensinar matrizes, através da Sequéncia
de Jacobsthal e de suas propriedades.

O segundo capitulo tem uma funcio importantissima, que € dar o embasamento para
entendermos todos os passos deste trabalho. Para isso, fizemos uma abordagem de assun-
tos relacionados ao que estamos estudando, para dar suporte para o leitor se situar e fazer

uma construgio légica.



No terceiro capitulo apresentamos a Sequéncia de Jacobsthal, sua motivagdo histo-
rica e sua lei de recorréncia. Logo em seguida, apresentamos o termo geral da sequéncia
onde conseguimos mostrar muitas defini¢des, teoremas e propriedades. Ainda no terceiro
capitulo, mostramos algumas generalizacdes da Sequéncia de Jacobsthal, com a demons-
tracdo de alguns teoremas relevantes, que nos instiga a aprofundar mais e mais com essa
teoria.

No quarto capitulo, apresentamos as Matrizes de Jacobsthal, que tém relagdes muito
fortes com a Sequéncia de Jacobsthal e onde podemos relaciona-las com o estudo de
matrizes, sob diferentes aspectos, mas principalmente, o que diz respeito a operagdes
matriciais.

Por fim, no quinto capitulo, trazemos uma proposta de Sequéncia Diddtica para o
estudo de matrizes para os alunos do Ensino Médio. Apresentamos algumas etapas, pro-

postas pelo autor, de como estudar matrizes através da Sequéncia de Jacobsthal.



Capitulo 2

PRELIMINARES

Definiremos alguns conceitos essenciais para a compreensao deste trabalho, como por
exemplo o Principio de Inducdo Finita e suas variagdes, Sequéncias que, sem ddvida, sdo
fundamentais para o que queremos apresentar, Recorréncias que nos auxiliardo no desen-
volvimento do termo geral e da generalizacdo da Sequéncia de Jacobsthal e, finalmente,
Matrizes que é o assunto que queremos estudar. A ideia é que o leitor construa uma

sequéncia l6gica e compreensivel para o entendimento completo de todo o trabalho.

2.1 INDUCAO MATEMATICA

Descreveremos matematicamente a estrutura do conjunto dos niimeros naturais por meio
de uma lista de propriedades essenciais, chamadas axiomas, que caracterizam a estrutura
da sequéncia, sem ambiguidade ou propriedades desnecessdrias, isto €, que possam ser
obtidas das demais. Giuseppe Peano (1858-1932) propds uma lista de axiomas, baseado
na noc¢do de sucessor de um nimero natural (intuitivamente, o que vem logo depois dele
na lista dos niimeros naturais). A construcio de Peano caracteriza o conjunto dos nimeros
naturais, que definiremos do inicio ao fim desse trabalho como N = {1,2,3,4,...}, por

meio dos quatro axiomas a seguir:

Todo nimero natural n tem um sucessor, representado por n + 1.

Sem+1=n+1,entdo m = n.

* Existe um dnico nimero natural, designado por 1, tal que n + 1 # 1, para todo
n € N.

Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto €, X C N). Se 1 € X e se, além
disso,n 4+ 1 € X, paracadan € X, entdo X = N.

Embora todos os quatro axiomas sejam fundamentais para caracterizacdo dos ndmeros

naturais, o ultimo, chamado Axioma de Inducdo, se destaca. Ele fornece um mecanismo



para garantir que um dado subconjunto X de N inclui, na verdade, todos os elementos de
N. Por esta razdo, ¢ um instrumento fundamental para construir definicdes e demonstrar
teoremas relativos a nimeros naturais (as defini¢des e provas por indugdo ou recorréncia)
[4].

Suponhamos que desejamos provar que uma propriedade P(n) relativa ao nimero
natural n seja valida para todos os valores naturais de N. Ou seja, desejamos provar que
o conjunto X = {n|P(n) é vélida}, que é um subconjunto de N é, na verdade, igual ao
proprio N. Pelo Axioma de Inducdo basta mostrar que 1 € X e que o sucessor de cada
elemento de X também estd em X.

O Axioma da Inducdo pode ser reescrito com uma linguagem mais formal como a
seguir, sendo assim, o mesmo pode ser chamado Principio da Inducdo Finita ou Indu¢cdo
Matemditica.

Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural . Suponhamos que
i) P(1)é vilida.
ii) Para todo n, a validez de P(n) implica a validez de P(n + 1).

Portanto, P(n) é vdlida para todo n € N.
Observacdo: Em algum momento, por conveniéncia, consideraremos o zero como um

namero natural.

Exemplo 1. Neste exemplo, vamos mostrar, de maneira simples, que a igualdade 1+ 3 +
5+ ...+ (2n — 1) = n? é vdlida para todo n € N. Para isso, vamos utilizar o Principio
de Inducdo Finita onde podemos constatar se a igualdade é vdlida para todon € N. Seja

P(n):1+4+3+5+ ...+ (2n — 1) = n?, devemos mostrar os dois passos abaixo
i) Observe que P(1) : 1 =12, e portanto P(1) é vdlida.

ii) Precisamos, agora, mostrar que, se P(n) é verdadeira, entdo P(n + 1) também é
verdadeira. Temos, por hipdtese de indugdo, que P(n) vale para um certo n € N,
isto é,

1+3+5+..+2n—1)=n

Sendo assim, precisamos mostrar que P(n + 1) também é vdlido, isto é,
1+34+5+..+02n—1)+2n+1)=(n+1)%
Temos que

143+45+...+2n—1)+(2n+1) = n*+(2n+1)
= n*+2n+1
= (n+1)>2



Portanto, P(n + 1) é verdadeira e pelo Principio de Inducdo Finita, podemos con-

cluir que P(n) é vdlida para todo n € N.

Exemplo 2. Neste exemplo, vamos utilizar o Principio de Indugdo Finita, sobre n, para
provarmos uma desigualdade muito famosa, que é a desigualdade de Bernoulli represen-

tada a seguir:
(1+h)" > 1+ nh,

onde a mesma ¢ vdlida para todo n natural e h € R, com h > —1.

Para isso, seja P(n) : (14 h)™ > 1 + nh, devemos mostrar os seguintes passos

i) verificando se P(1) vale, temos
(1+h)}'=1+h e 1+1-h=1+h,

portanto verificamos que P(1) vale, pois 1 +h > 1+ h.

ii) Agora, vamos supor que P(n) vale para um certon € N, isto é,
(1+h)" > 1+ nh.
Queremos mostrar, com base na hipdtese acima, que P(n + 1) também vale, isto é,
(1+h)"™ > 1+ (n+1)h.
Temos que

(1+h)" = (1+h)"-(1+h)
> (14nh)-(1+4+h)
= 14 h+nh+nh?
= 14 (n+1)h +nh?

Com efeito, temos que (1 + h)"™ > 1+ (n + 1)h + nh?% mas observe que ainda
ndo é o que queremos. No entanto, basta observar que nh®> > 0. Dessa forma,

podemos dizer
(1+h)" > 14 (n+1)h.

Portanto, P(n + 1) vale e pelo Principio de Indugdo podemos afirmar que P(n) é

verdadeira para todon € N com h > —1.

A partir do Principio da Indugdo, podemos obter variantes que sdo tteis para construir
determinadas demonstracdes. Como € o caso do teorema a seguir, onde 0 mesmo estd

demonstrado em [4].



Teorema 1 (Segundo Principio de Indug@o). Seja P(n) uma sentenga aberta relativa ao

natural n. Suponhamos que
(i) P(1), P(2), ..., P(k) sdo verdadeiras.

(ii) Paratodon € N, avalidezde P(n), P(n+1), ..., P(n+k—1) implicam a validez
de P(n+ k).

Entdo, P(n) é vdlida para todo n € N.

2.2 SEQUENCIAS

Inicialmente trataremos de sequéncias que, sem dividas, € a chave para o entendimento do
que seréd abordado neste trabalho. Definiremos sequéncias de maneira formal, e mostrare-
mos alguns exemplos usuais e significativos, tendo a percepcao que precisamos entender

somente o essencial.

Definicao 1. Uma sequéncia de niimeros reais é uma funcdo v : N — R, definida no
conjunto N dos nitmeros naturais e tomando valores no conjunto R dos niimeros reais.
Denotaremos que o valor de x(n), para todo n € N, serd representado por x,, e chamado

de n-ésimo termo da sequéncia [|].

A notacdo para a representacdo de uma sequéncia qualquer é dada por:

(1,22, Ty .), (Tp)nen ou ().

Exemplo 3. A sequéncia definida por (x,) tal que x,, = 3n, para todo n € N, é dada
por:
(3,6,9,12,15,...),

e é conhecida como sequéncia dos miiltiplos positivos de trés.

Definicdo 2. Diz-se que a sequéncia (x,,) € limitada quando o conjunto dos seus termos
é limitado, isto é, quando existem niimeros reais a e b tais que a < x, < b para todo

n € N. Quando uma sequéncia ndo é limitada, diz-se que ela é ilimitada.

Exemplo 4. Seja x,, = 2 paratodo n € N; isto define a sequéncia constante (2,2,...,2, ...

que se trata de uma sequéncia limitada.

Definicio 3. Uma sequéncia (x,,) diz-se limitada superiormente quando existe um nii-
mero real b tal que x,, < b (ou seja, x, €| — c0,b]) para todo n € N. Analogamente,
diz-se que (x,,) é limitada inferiormente quando existe a € R tal que a < x,, (ou seja,

T, € [a,+00[) para todon € N.



Exemplo 5. Observe a sequéncia x,, = n, para todo n € N. Neste caso, t : N — R éa
aplicagdo de inclusdo. Ora, obtemos a sequéncia (1,2,3,...,n,...) que é, claramente,

limitada inferiormente e ilimitada superiormente.

Dizemos que uma sequéncia é limitada se, e somente se, é limitada superior e inferi-

ormente.

Definicdo 4. Uma sequéncia (x,,) chama-se crescente quando 1 < xo < x3 < ..., isto
é, quando x, < x,41 para todon € N. Se vale x,, < x,1 para todo n, a sequéncia

diz-se ndo decrescente.

As sequéncias crescentes, nao decrescentes, decrescentes e ndo crescentes sao chama-

das sequéncias mondtonas.

Exemplo 6. Utilizando o Exemplo observe que a sequéncia (1,2,3,...,n,...) élimi-

tada inferiormente, ilimitada superiormente, monotona crescente.

2.3 RECORRENCIA

Muitas sequéncias sdo definidas por intermédio de uma regra (ou lei) que permite calcular
qualquer termo em funcao do(s) antecessor(es) imediato(s), essa regra (ou lei) chamamos

recorréncia.

Exemplo 7. Toda progressdao aritmética (x,,) de razdo r e primeiro termo a pode ser

definida por x, 1 = x, +1r (n > 1), com z1 = a.

Exemplo 8. Toda progressdo geométrica (x,,) de razdo q e primeiro termo b pode ser

definida por x,, = q - x, (n > 1), com x; = b.

Exemplo 9. A sequéncia (F,,), de Fibonacci, cujos termos sdo 1,1,2,3,5, ... e na qual
cada termo é a soma dos dois anteriores a partir do terceiro, é definida por F, .o =
Foa1+ F, (n>0), comFy =F, = 1.

Para a sequéncia ficar bem definida € necessario, além da recorréncia, o conhecimento
do(s) primeiro(s) termo(s).

Podemos observar que nos Exemplos [7] e [§] temos recorréncias de primeira ordem,
isto €, nas quais cada termo € representado em funcdo do antecessor imediato, e, no
Exemplo [9] temos uma recorréncia de segunda ordem, ou seja, na qual cada termo ¢
representado em fun¢do dos dois termos antecessores imediatos. Definiremos esses tipos

de recorréncias, com mais objetividade, a seguir.



2.3.1 RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Temos que uma recorréncia de primeira ordem expressa por x,, 1 em funcao de x,, é dita
linear se, e somente se, essa funcdo for uma fungdo afim.

Podemos exemplificar com as recorréncias x,1 = 2z, — n? € T4, = Na,, que sio
lineares, e a recorréncia z,,; = xi, ndo linear. Quando uma recorréncia nao possuir

termo independente de x,, ela € dita homogénea, como € o caso do exemplo a seguir.

Exemplo 10. Vamos resolver a recorréncia x,,.1 = nx,, v1 = 1. Para tal feito, inicial-
mente, precisamos conhecer os termos da recorréncia para encontrarmos uma relacdo.

Para isso faremos,

To = 11’1
XT3 = 21’2
Ty = 3x3
T = (n—1)z,_q.

Observando o padrdo que a recorréncia apresenta, e com o intuito de encontrarmos uma
expressdo para x.,,, podemos perceber que multiplicando as equagoes acima obtemos o

seguinte
To T3 Ty ... Ty =0T1 Ty Ty ... Ty1-1-2:3-...-(n—1).
Fazendo os devidos cancelamentos, encontramos
Tp,=(n—1) .

Como x1 = 1, temos como solugdo para a recorréncia x, = (n — 1)!

As recorréncias lineares ndo-homogéneas de primeira ordem sdo geralmente da forma

Tpi1 = Tn + f(n). Podemos exemplificd-las da seguinte maneira

Exemplo 11. Resolvendo a recorréncia x,,.1 = z,, + 2", 1 = 1, temos que
n-+ n q

To = T+ 2
T3 = Tg + 2°
Ty = T3 + 23
Ty, = Ty + 271



Somando as equacoes, resulta

T, = 1+ (2+22+22 4. 42"
= 14+2+22 4254, . 4201
1-(2"—1)
21
= 2" 1.

Nao é sempre tdo simples resolver as recorréncias da forma x,,,1 = x,, + f(n), por
1Sso enunciaremos € demonstraremos um teorema que nos possibilita obter solu¢des desta

gama de recorréncias.

Teorema 2. Se a,, é uma solugdo ndo nula da recorréncia x,.1 = g(n)x,, entdo a
substituicdo v, = a,y, transforma a recorréncia x,.1 = g(n)x, + h(n) em y,.1 =
—1

Demonstracdo: Temos por hipdtese que a,, € uma solugdo de x, 1 = g(n)x,, isto &,
any1 = g(n)a,. Agora, precisamos mostrar que a substitui¢do de x,, = a,y,, transforma

Tni1 = g(n)x, + h(n) em Y11 =y, + h(n) - [g(n)a,)~". Para isso, temos

Tpi1 = 9g(n)T, +h(n) = apni1Ynt1 = g(n)anyn + h(n)

gn)a, — gn)a,
Ynt1 = Yn + h(n) - [g(n)a,] "

- g(”)anymrl = g(”)anyn + h(n)

= g = g(n)any, + h(n)
g(n)an

= g = 9(n)anyn + h(n)

<

Exemplo 12. Vamos resolver a recorréncia de primeira ordem ndo-homogénea x, .1 =
2z, + 1, x1 = 2. De inicio, precisamos encontrar uma solucdo ndo nula de x, 1 = 2x,,

isto é,

) = 2I1
T3 = 25(]2
Ty = 21}3
Tn = 21'“,1.



Multiplicando as equacdes, resulta
x, = 2" L.
Agora, pelo Teorema 2| faremos a substituicdo de x,, = 2" 'y, obtemos
Yot = Yo+ 122770 = poa =y +27"

Portanto, temos que

Y = y1+27"

ys = Y2277
ys = ys+27°

Yn = Yn—1+ 27(7171)'
Somando as equagoes, resulta

Yp = 4214224234 42707
2—1 . [(2—1)n—1 _ 1]

21 -1
(2—1)n _ 2—1

—9-1

2—1 n
D
— yl _ (2—1)7’1—1 + 1

= y—2"""+ 1

Como x,, = 2" Yy, e x1 = 2, temos que

r, = 2" 'y,
= 2"l (g -2+ 1)
_ y12n—1 _ 90 4 gn-1
= 2" My +1)— 1.

Com efeito, como x1 = 2, podemos determinar vy, da seguinte forma

=2y +1) -1 &= 2=(y+1) -1

<~ y1:2
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Finalmente, concluimos que

T, =2"y+1) -1 = 1,=2"12+1)-1

= z,=3-2""1_-1

2.3.2 RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Iniciamos mostrando a forma de uma recorréncia de segunda ordem homogénea com

coeficientes constantes, isto €, equacdes do tipo
Tpyo + PTpy1 + qTy = 07

com ¢ # 0, do contrdrio temos uma recorréncia de primeira ordem.

Associaremos a cada recorréncia de segunda ordem homogénea, com coeficientes
constantes, como vimos acima, uma equagao polinomial do segundo grau, r*+pr+q = 0,
chamada equacdo caracteristica. Para garantirmos que uma recorréncia homogénea, com
coeficientes constantes, seja de segunda ordem € necesséario ¢ # 0, 0 que nos mostra que

0 ndo € raiz da equacdo caracteristica.

Exemplo 13. Observe que a recorréncia x, 2 = Tn1 + T, tem como equagdo caracte-

2

ristica r* = r + 1. Perceba, que as raizes da equagdo caracteristica sdo

P=r+l < rr—r—1=0

()P T (D)

= r=

14++/5
< MM =——— ¢€
2
Temos como missdo, resolver as recorréncias de maneira que precisaremos da equa-
cdo caracteristica e de suas raizes. Pensando nisso enunciaremos e, consequentemente,

demonstraremos o teorema a seguir que caracteriza uma solucao geral para a recorréncia

Teorema 3. Se as raizes de > +pr+q = 0 sdo ry e ry, entdo a,, = Cyr7?+Corl é solucdo
da recorréncia x, o + pTp+1 + qr, = 0, quaisquer que sejam os valores das constantes

Cl e CQ.

Demonstracao: Por hipotese, temos que 7; e ry sdo raizes da equacdo caracteristica
r?+pr+q=0,istoé, ri +pry +q = 0er?+ pry +q = 0. Queremos mostrar que

ay € solucdo da recorréncia x,, 19 + pTn41 + qr, = 0, isto é, precisamos mostrar que

11



Gpio + Pant1 + qa, = 0. Para isso, temos

Unso + Pans1 +qa, = O 4+ Cord ™ 4+ p(Crri ™ + Cord ™) + q(Cirt + Cyrl)
= Oy Tf + Cory - r% + pCiry -1+ pCary - ro + qCir + qCary
= Gl i +pCuiry -1+ Oy + Cory 15 + pCary - 1o+ qCary
= Cyrf - (rf +pri+q) + Cory - (1 + pra + q)
= Cir-0+Cory -0
=0

Portanto, concluimos que a,, = Cyr} + Cyr} € solucdo da recorréncia sempre que 71 € 75
forem raizes da equagao caracteristica.
|

Exemplo 14. Seja a recorréncia x, o + 37,41 — 42, = 0 que tem 1> + 3r — 4 = 0 como

equagdo caracteristica. Resolvendo a equagdo caracteristica temos,

34+ /F _4-1. (4
P43 —4=0 < r= v (=4)

2
—3E£+v25
g TZT
PN —3+5 —3—95
rn = — e
1 5 € To B
— rm=1e rn=—4

Portanto, de acordo com o Teorema [3| todas as sequéncias da forma a, = C1" +

Cy(—4)" sao solugdes da recorréncia.

Perceba que as raizes r; e o da equacgdo caracteristica, por se tratar de uma equacgdo
polinomial do segundo grau, podem ser diferentes, isto é, r; # ry ou iguais, ou seja,
ry = ro = r. Podemos nos questionar se a,, representa a sequéncia de solu¢des para
ambos os casos; por conta disso podemos mostrar, através dos teoremas a seguir, que para
0 caso que r; = r9, a, tem uma outra cara. Primeiro vamos mostrar a seguir que, se

r1 # 19, todas as solu¢des de recorréncia tém a forma apontada no Teorema 3]

Teorema 4. Se as raizes de r> + pr + q = 0 sd@o r1 e 19, com 71 # 19, entdo todas as
solugoes da recorréncia 9 + pTn+1 + qr, = 0 sdo da forma a,, = Cyr{ + Cary, onde

C4 e Cy sdo constantes.

Demonstracao: Seja (v, ),cn solugdo da recorréncia x,, o +px, 1 +qx, = 0. Provaremos
o teorema por indugdo sobre n. Primeiro, observe que, sendo r; e ry raizes da equagao

r? + pr + q = 0, temos que

rHN+ro=—p € r-r=gq.

12



Para n = 1, temos y3 + pys + qy1 = 0, isto &, y3 = —pys — qy,. Substituindo os valores

de —p e ¢ em funcdo de r; e r, tem-se

ys = (rm+mr)y—ri-re -y

= 71o(y2 — r1y1) + 1Y
ro(ys — my1) (12 — 1) + T1Y2 (12 — 71)

o —T1
= 2 (roy1 — o) 42 (y2 — 1)
9 —T1 o — T
= 3 (rayr — y2) g (y2 — riy1)

7"1(7”2—7“1) 27“2(7“2—7"1)’

T — - T
201 — Y2 e () — Y2 1Y1

assim, tomando C; = ———2—_ 2 =
7”1(7"2—7“1) 7’2(7“2—7“1)

, teremos

Y3 = C’lrzf + 02r§ .

Suponhamos que o resultado seja vélido para todo natural menor do que ou igual a n,

mostraremos que vale para n + 1. Temos entdo

Yn+t1 = —DPYn — qYn—1
= —p(Cir} + Cory) — q(Ciry ™" + Cory™)
= Cy(—prf —qri™") + Co(—pry — qry™")

_ n+1 n+1

Logo, o resultado € valido para todon € N.

Exemplo 15. Vamos, agora, determinar o niimero de Fibonacci F,, definido por

Fn+2 = Fn+1 + Fn7 com F1 = F2 =1.

2

Perceba que a equagdo caracteristica relacionada a recorréncia é r* = r + 1 e, conse-

quentemente, calcularemos as suas raizes ry e rs, isto é,

()& P T (]

PP—r—1=0 < r=

2
1++5

= r= 5
1++5 1-—v5



Entdo, podemos garantir pelo Teorema 3] que

) a(57)

F”201< 2

Agora, precisamos determinar as constantes C e Cy. Para isso, podemos usar os valores
iniciais Fy = Fy = 1 dado, mas para facilitar as contas, sem perda alguma, podemos

utilizar Fy = 0 e Fy = 1, com isso obtemos

1+\/5)+02<1—\/3>_

F0201+02 e F1201< 9 9

Com efeito, podemos formar o seguinte sistema de duas equacoes e de duas varidveis

Ci+Cy =0

Cl<1+2\/5)+02<1_2\/5> =1

Novamente, podemos utilizar o método da substituicdo para resolver o sistema. Vamos,
inicialmente, isolar na primeira equagdo a varidvel C, isto é, C; = —C5 .
Substituindo C| na segunda equagdo do sistema, temos a chance de encontrar Cy e

consequentemente, voltar, e encontrar Cl. Temos,

01(1+2\/5>+02<1—2¢5)_1 — _02(1+2\/5>+02(1_2\/5)_1
= o(:59) - ()] -
— Cy-[-V5] =1
— 02:—%
Com efeito, C, = —Cy = —( — %) = % Dai, finalmente, temos que
By By
F”:%(lz 5) _%(1 2 5) !
ou ainda,
Fn:\/?5<1+2\/3>"_\/?3<1—2\/3>”'

Podemos, logicamente, nos perguntar o que aconteceria se as raizes, que chamamos
de r; e ry, da equacdo caracteristica fossem iguais. O teorema a seguir responde a nossa

pergunta de maneira clara.

Teorema 5. Se as raizes de > + pr + q¢ = 0 sdo iguais, | = ro = 7, entdo, a, =

Cir" 4+ Conr™ € solugcdo da recorréncia v, o + px,i1 + qr, = 0, quaisquer que sejam
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os valores das constantes C e Cl.

Demonstracao: Temos, por hipdtese, que as raizes da equac@o polinomial do segundo
grau 72 + pr + ¢ = 0 sdo iguais, isto é, 7, = 7, = 7, sabemos que a soma das raizes de

~ L ~ . 4 p
uma equagdo quadratica, em funcdo de seus coeficientes, € dada por r; + o = T ou

. p . ~ A
seja, r = — 7 Queremos mostrar que a,, € solu¢do da recorréncia x,, o +pxyp1+qxr, = 0,

isto €, precisamos, apenas, substituir a,, = C1r" + Conr™ e fazer a verificacdo. Vejamos,

Uns2 + Plnsr + qan, = Cir" 2 4 Co(n + 2)r"*? + p[Crr™™ + Co(n + 1)r" ] + ¢(Crr™ + Conr™)
= Cir*(r* +pr+4q) + Conr™(r* + pr + q) + Cor™r(2r + p)
= Cﬂ”n -0+ CQTLT” -0+ CQT”T -0
=0

[ |
Precisamos garantir que todas as solu¢des da recorréncia tenham essa cara, isto €, sdo
da forma a,, = Cr" + Cynr™. O teorema a seguir nos garante esse fato. A demonstragdo

pode ser encontrada em [2].

Teorema 6. Se as raizes de > + pr + q = 0 sdo r1 = ro = 7, entdo todas as solugcédes da

recorréncia T, o + pr,i1 + qr, = 0 sdo da forma Cir™ + Conr™, Cy e Cy constantes.

Exemplo 16. Vamos encontrar a solugdo geral para a recorréncia x, o —4x, 1 +4x, =
0. Temos, inicialmente, que a equagdo caracteristica da recorréncia é r* — 4r + 4 = 0,

portanto, resolvendo a equacdo polinomial do segundo grau, temos

—() £ V(-4 —4-1-(4)
2

P —dr+4=0 <= r=

4£40
2
= rp=rg=1r=2

r

Concluimos, pelo Teorema[3| que a solugdo para recorréncia é x,, = C12" 4+ Con2™.

2.4 MATRIZES

A seguir, mostraremos formalmente as definicdes, os conceitos e as propriedades de ma-
trizes. Para isso, construiremos uma linha l6gica e pedagdgica para a compreensao dese-

jada.

Definicao 5. Dados dois niimeros m e n naturais, chama-se matriz m por n (indica-se

m X n) toda tabela M formada por niimeros reais distribuidos em m linhas e n colunas.
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Exemplo 17. Vejamos alguns exemplos de matrizes:

1 -2 10 | | -

a) 5 3 3 é uma matriz 2 X 3;
1 2

b)| 2 5 | éumamatriz3 X 2;
0 1

|1 2 10 | éuwmamariz1 x 3.

Seja M uma matriz qualquer de dimensdes m X n. Cada elemento de M € indicado por
a;j, onde podemos utilizar a notagdo M = (a;;)mxn. O indice ¢ indica a linha e o indice j
a coluna as quais o elemento a;; da matriz pertence. Convencionamos, por conveniéncia,
que as linhas sejam numeradas de cima para baixo (de 1 até m) e as colunas, da esquerda

para direita (de 1 até n). Assim, uma matriz m X n pode ser representada da seguinte

forma:
aix Qi - dip aix  Qi2 - dip
M= 0'21 a'22 : a?n ou M — G21 Qg2 -+ d2p
Am1 Am2 " Qmp Um1 Gm2 *° Qmn
aix  aiz2 - Ain
ou M — Q21 d22 -+ d2p
Um1 AQm2 *°° Qmn

H4 matrizes que recebem nomes especiais pelo fato de apresentarem uma caracteristica
marcante e uma utilidade maior. Vejamos algumas dessas matrizes:

a) uma matriz nula é toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero, por exemplo,

000
000

2x3
b) uma matriz quadrada de ordem n é toda matriz do tipo n X n, isto €, uma matriz que
tem igual o nimero de linhas e colunas, por exemplo,

1 -1
1 0

2x2

Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada de dimensdo n x n (ou, simples-
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mente, de ordem n) o conjunto dos elementos que t€ém os dois indices iguais, isto é:
{aij“ =j} ={a1, a2, a33, ..., 0}

¢) uma matriz diagonal é toda matriz quadrada em que os elementos que ndo pertencem

a diagonal principal sdo iguais a zero, por exemplo,

d) uma matriz identidade de ordem n (indicada por [,,) é toda matriz diagonal em que os

elementos da diagonal principal sdo iguais a 1. Vejamos, por exemplo:

1 00
[—10 Is=10 1 0
2_01, 3 —

0 01

2.4.1 IGUALDADE E OPERACOES DE MATRIZES

Definiciio 6. Duas matrizes A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn s@0 iguais quando a;; = b;;
para todo i (i € {1,2,3,...,m}) etodo j (j € {1,2,3,...,n}). Isto significa que para
serem iguais duas matrizes devem ser de mesma dimensdo e apresentar os elementos

correspondentes (elementos com indices iguais) iguais.

Exemplo 18. Note que todos os termos de uma matriz precisam ser posicionalmente

iguais aos termos da outra matriz para serem iguais, caso contrdrio, serdo diferentes.

cel-hal e Al

Definicdo 7. Dadas duas matrizes A = (ai;)mxn € B = (bij)mxn, chama-se soma A+ B

a matriz C' = (Cij)mxn tal que c;; = a;j + b;j, para todo i e todo j. Isto significa que a
soma de duas matrizes A e B de dimensoes m x n é uma matriz C' de mesma dimensdo,

em que cada elemento é a soma dos elementos correspondentes de A e B.

Exemplo 19. Vejamos um exemplo de como somar matrizes:

LAl

Teorema 7. A adicdo de matrizes do tipo m X n apresenta as seguintes propriedades:

(1) Associativa: (A+ B) + C = A+ (B + C) quaisquer que sejam A, B e C do tipo

m X n;
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(2) Comutativa: A+ B = B + A quaisquer que sejam A e B, do tipo m X n;
(3) Elemento Neutro: existe M tal que A+ M = A qualquer que seja A do tipo m X n;

(4) Elemento Simétrico: para todo A do tipo m x n: existe A’ tal que A + A" = M,

onde M é a matriz nula.

Demonstracao: Faremos a demonstragdo de item por item. Lembre-se que os elementos,

reais, de uma matriz qualquer, supondo A, sdo representados por a,;. Portanto, temos

(1) Sejam (A+ B)+C = X e A+ (B + C) =Y. Queremos mostrar que X =Y,
onde X = (Zj)mxn € Y = (¥ij)mxn sd0 matrizes quaisquer. Entdo, pela Defini¢do

[7]temos que

X=(A+B)+C = ;= (ay+by)+cy
= = ai; + (b +ciy)
— X=A+4+(B+C)
= X =Y.

(2) Com o mesmo raciocinio, ainda, sejam A + B = X e B+ A = Y. Queremos

mostrar que X =Y, onde X = (Z;;)mxn € Y = (¥ij)mxn S30 matrizes quaisquer.

Ora,
X:A‘l—B — mij:aij+bij
<~ inj:bij+aij
— X=B+A
— X =Y.

(3) Supondo A + M = A, temos que

A+M:A aij+m,~j:aij

Myj = Qij — Qij

111
E

observe que M ¢é a matriz nula.

(4) Supondo A + A" = M, isto é, pelo item (3) temos que A + A' = M = 0, ainda,



A+ A’ = 0. Com efeito, temos

A+ A =0 = aij‘i‘a/ijzo
< a;j = —Qjj;
— A'=-A,

isto é, a simétrica da matriz A para a adi¢do € a matriz A” do mesmo tipo que A,

isto é, cada elemento de A’ é simétrico do correspondente em A.

Definicdo 8. Dada a matriz A = (ai;)mxn, chama-se oposta de A (indica-se —A) a
matriz A’ tal que A+ A’ = 0.

Exemplo 20. Segue um exemplo de como calcular a matriz oposta.
1

5 1
2 :}—A:
-1 —4

_% _1.
1 4

Definicdo 9. Dadas duas matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn, chama-se diferenca

A:

A — B a matriz soma de A com a oposta de B.
Exemplo 21. Segue um exemplo de como calcular a diferenca de matrizes:
1 2 3 4 56 78| | -4 -4 -4 -4
56 7 8 1234 | 4 4 4 4 |
Definicdo 10. Dado um niimero k € R e uma matriz A = (a;;)mxn, define-se produto
kA a matriz B = (b;j)mxn tal que b;; = ka;; para todo i e todo j. Isto significa que

multiplicar uma matriz A por um niimero k é construir uma matriz B formada pelos

elementos de A todos multiplicados por k.

Exemplo 22. Vejamos um exemplo de como multiplicar um niimero real por uma matriz:
1|2 4 10 3| |1 2 5 2
2 |1 -4 0 -2 5 =20 -1
O teorema a seguir nos traz algumas propriedades importantes, onde a demonstracdo

¢ muito parecida com o Teorema[/|e pode ser encontrada em [6].

Teorema 8. O produto de um niimero por uma matriz apresenta as seguintes proprieda-
des:

(1) a-(b-A)=(ab)- A,

(2) a-(A+B)=a-A+a-B;
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(3) (a+b)-A=a-A+b-A;

(4) 1-A= A,

em que A e B sdo matrizes quaisquer do tipo m X n e a e b sdo niimeros reais quaisquer.
Definicdo 11. Dadas duas matrizes A = (a;;)mxn € B = (bji)nxp, define-se produto AB
a matriz C' = (i )mxyp tal que

n
Cik = Qg1 * big + Qo - bop + @iz - b3 + ...y bpg, = E a;jbj,
j=1

paratodoi € {1,2,... ., m}etodok € {1,2,...,p}.

Observacao: Perceba que o produto de matrizes s6 € possivel se, e somente se, 0 nimero

de colunas da primeira matriz for igual ao nimero de linhas da segunda matriz.

Exemplo 23. Dadas

A=

2
1 01
e
310

sendo A de dimensdo 2 x 3 e B de dimensdo 3 x 1, decorre que existe AB de dimensdo

2 x 1. Fazendo AB = C, devemos calcular C, isto é,

O 1-240-14+1-3 ] |5
3:2+1-140-3 7Tl
Teorema 9. A multiplicacdo de matrizes apresenta as seguintes propriedades:

(1) Associativa: (AB)C = A(BC') quaisquer que sejam as matrizes A = (@;j)mxn
B = (bjk)nxp eC = (Ckl)pxr;

(2) Distributiva a Direita em relagcdo a Adi¢do: (A+ B)C = AC + BC quaisquer que

sejam as matrizes A = (@ij)mxn B = (bij)mxn € C = (Cjk)nxp ;

(3) Distributiva a Esquerda em relacdo a Adi¢do: C(A + B) = CA + CB quaisquer

que sejam as matrizes A = (@i;)mxn, B = (bij)mxn € C = (Cki)pxms

(4) (kA)B = A(kB) = k(AB) quaisquer que sejam o niimero k € R e as matrizes
A = (@i3)mxn € B = (bjk)nxp

Demonstracao: Fazendo, novamente, a demonstragc@o item por item, temos
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(1) Sejam D = AB = (di)mxp» £ = (AB)C = (€i1)mxr € F' = BC = (fji)nxr. Que-
remos mostrar que (AB)C' = A(BC'), ou seja, que £ = AF. Ora, pela Defini¢ao
[[1ltemos

p
E=(AB)C =DC = ¢ = Zdz’k " Cil
k=1

p n
— € :Z (Zaij‘bjk) " Crl

k=1  j=1

D n
= €5 = Z (Zaij “bj - Ck:l)
=1 =1
n p
= € = Zaij . (ijk . Ckl)
=1 k=1

n
= € = E ai; - [
=1

= FE=AF

(2) Seja D = (A+ B)C = (dir)mxp- Queremos mostrar que (A + B)C = AC + BC,
ou seja, D = AC' + BC. Ora,

D=(A+B)C = dy=Y (ai+by)-cik

=1

n
— dy = ZCLU “Cjk T+ bij * Cjk

Jj=1
n n
— dzk = E Qij * Cjk + E bij * Cjk
=1 j=1

— D=AC+ BC.

Portanto, (A + B)C = AC + BC.
(3) A demonstragdo € andloga ao item (2).

4) Sejam C' = kA = (Cij)mxn» D = kB = (dji)nxp € E = AB = (€ik)mxp-
Queremos mostrar que (kA)B = A(kB) = k(AB), ou seja, CB = AD = kE.
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Ora,

CB = Zcij-bjk

Por outro lado, também temos

AD = Zaij-djk

Concluimos, finalmente, que C'B = kE e kE = AD e, por transitividade, temos
que CB = AD = kE.

TRANSPOSICAO DE MATRIZES

Um dos resultados mais importantes, porém simples, no estudo de matrizes € a operacao

transposicao de matrizes que veremos a seguir.

Definicdo 12. Dada uma matriz A = (a;;)mxn, chama-se transposta de A a matriz A* =

(@i )nxm tal que a; = ag;, para todo i e todo j.

a 1
e o

O teorema a seguir apresenta alguns resultados importantes. A sua demonstragdo pode

Por exemplo,

Exemplo 24. A = |
i o

6]:}At:

ser encontrada em [6]].
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Teorema 10. A transposicdo de matrizes apresenta as seguintes propriedades:
(1) (A" = A para toda matriz A = (@) mxn;
(2) Se A= (aij)mxn € B = (bij)mxn, entdo (A + B)t = A' + B;
(3) Se A= (aij)mxn € k € R, entdo (kA)" = kAY;

(4) Se A= (aij)mxn € B = (bjx)nxp entdo (AB)" = B'A.

MATRIZES INVERTIVEIS

Percebemos no conjunto das matrizes que algumas operagdes sao um pouco diferente que
as operacdes no conjunto dos numeros reais. Uma dessas diferencas é a comutatividade
com relacdo a operacao da multiplicacdo, que no conjunto das matrizes arbitrarias nem
sempre acontece. A seguir, definiremos o conceito de matriz inversa, isto é, quando uma

matriz € invertivel.

Definicao 13. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é uma matriz
invertivel se existir uma matriz B tal que AB = BA = I,,. Se A ndo ¢ invertivel, dizemos

que A é uma matriz singular.
Teorema 11. Se A é invertivel, entdo é vinica a matriz B tal que AB = BA = I,.

Demonstracao: Suponha que exista uma matriz C' tal que AC' = C'A = I,,. Queremos

mostrar que B = C. Ora,
C=1,C=(BA)C = B(AC) = BI, = B.

Portanto, B = C.
[ |

Definicdo 14. Dada uma matriz invertivel A, chama-se inversa de A a matriz A™* (que é
tinica) tal que AA™' = A7YA =1,

Perceba que A~! também vai ser quadrada de ordem n.

1 37 . ) . 7T =3 )
é invertivel e A~ = 5 1 . Como a matriz

inversa é tinica, basta verificar uma das igualdades da Defini¢do isto é,

1 - 1
AATY = ST L "l
2 7 —2 1 01
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Capitulo 3

SEQUENCIA DE JACOBSTHAL

A Sequéncia de Jacobsthal recebe esse nome em homenagem ao matemético alemao Ernst
Erich Jacobsthal (1882-1965), veja na Figura [3.1] doutor pela Universidade de Berlim
em 1906. Sua tese de doutorado tinha o titulo Anwendungen einer Formel aus der
Theorie der quadratischen Reste, e ¢ um trabalho que até agora é um cldssico, e que
¢ frequentemente referido na maioria dos livros didaticos sobre teoria dos nimeros. Na
tese, ele fornece, entre outras coisas, uma prova muito bonita de que todo ndmero primo
p da forma 4n + 1 pode ser escrito como uma soma dos quadrados de dois nimeros. Ele
também mostrou que é possivel encontrar uma solu¢do p = x? + y? onde x e y podem
ser expressos com somas simples sobre os simbolos de Legendre. A seguir, na figura 3.1}

temos a foto de Jacobsthal.

Figura 3.1: Erns Erich Jacobsthal (1882 — 1965). Fonte: Siegmund-Schultze (2009).

Em 1909, Jacobsthal tornou-se professor na escola Kaiser Wilhelms em Berlim. Além
disso, ele foi assistente do professor E. Lampe na Faculdade de Tecnologia de Berlim e,
em 1913, tornou-se professor particular no mesmo local.

Em 1918, ele recebeu o titulo de Professor e, em 1922, tornou-se professor extraordi-

ndrio na Faculdade de Tecnologia de Berlim. Quando Jacobsthal foi admitido a Faculdade
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de Tecnologia, no entanto, ndo era para ensinar matemdtica a engenheiros em potencial.
Na Alemanha, como em muitos outros paises apds a Primeira Guerra Mundial, havia uma
escassez de professores no ensino médio. Para formar mais professores de matematica,
a ciéncia foi introduzida em varias faculdades técnicas, incluindo a de Berlim. Assim,
o objetivo da associacdo de Jacobsthal com a faculdade era principalmente dar aulas de
matematica a futuros professores do ensino médio.

Jacobsthal era especialista em Teoria dos Nimeros e foi aluno de Ferdinand G. Frobe-
nius com quem trabalhou em teoria dos grupos e sua representacdo. Siegmund-Schultze
(2009, p. 327) recorda que Jacobsthal fugiu de Berlim, na Alemanha, para a Normandia
e a Suica em 1939 e 1943 [[1], respectivamente.

Dentre suas contribui¢des, destaca-se uma sequéncia que recebe seu nome, a Sequén-

cia de Jacobsthal que € definida pela seguinte lei de recorréncia

Jn=Jn1+ 2,2, para n > 2,

e € determinada pelas condi¢des iniciais Jy = 0 e J; = 1. A partir dessa lei podemos
representar os primeiros termos da sequéncia, também conhecidos como nimeros de Ja-

cobsthal. Dessa forma, temos que a sequéncia de Jacobsthal é
(Jn)nen = (0,1,1,3,5,11,21,43,85,171, .. .) 3.1

Observe a Figura um recorte da obra de Jacobsthal, que apesar de estar em alemao,
conseguimos entender o registro da equacdo de recorréncia f,, 1 = f, + = - f,_1, onde
para z = 1 obtemos a sequéncia de Fibonacci, e para x = 2 temos a tal sequéncia de
Jacobsthal representada em (3.1). Também podemos observar, na figura abaixo, algumas
representacdes matriciais apresentadas para auxiliar na equacdo de recorréncia, particu-

larmente, matrizes de ordem 2.

werte x eintreten. Um diese zu charakterisieren, hemerke ich, dfaB die Sub—
stitution «(5) sich auch in der Form ;

‘6 4 , 1o\t : S
[\ ) I-'n (l 0) = ("—0»112!0--)
seiuelben lift  Diese Gleichung sieht nach Ausrechnung der Potenz (1 0)
g0 aus:

2, fn ""f;: 1 e

17) (f,;qq_a‘f;_' )"’B! (n=0,1,8....

Hierin bedeutet f, = 7,(») cine ganze ganzzahlige Funktion von w, die dem
Rekursionsgesetzo

(8) fots=Fat ooy Fog=0,fo=1,  G=01%.

gentigt. ‘Bekanntlich sind die- Zahlen f, (1) die sogenannten Fibonaccischen
Zahlen. Man nennt daher die Polynome f,(#) die Fibonaccischen Polynome.

Figura 3.2: Jacobsthal (1919 — 1920) estudou propriedades de sequéncias numéricas.
Fonte: [1]].
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Apresentamos um exemplo a seguir, encontrado em [7], em que a Sequéncia de Ja-

cobsthal aparece de uma forma diferente via ladrilhamento,

Exemplo 26. Observe que pelo cdlculo do niimero de ladrilhamentos possiveis para um
retdngulo 3 X n com dois tipos de ladrilhos, um ladrilho de cor branca (1 x 1) e um
ladrilho de cor vermelha (2 X 2), é que vamos encontrar a representa¢do da Sequéncia

de Jacobsthal. Segue abaixo os tipos de ladrilhos,

=l

Denotamos por T,, o niimero de ladrilhamentos para um retangulo 3 X n com os dois
tipos de ladrilhos descritos acima.

Definimos Tj = 1.

Temos que Tt = 1 pois hd apenas um ladrilhamento para o retangulo 3 X 1 com os

dois tipos de ladrilhos definidos anteriormente. Veja na Figura[3.3)]

Figura 3.3: Ladrilhamento para retangulo 3 x 1.

Agora listamos os ladrilhamentos possiveis para o retdngulo 3 X 2, observe a Figura
3.4

Figura 3.4: Ladrilhamento para retangulo 3 x 2.

Logo T5 = 3.
O niimero de ladrilhamentos para o retdngulo 3 X 3 com os dois tipos de ladrilhos:
com um ladrilho 1 X 1 de cor branca e um ladrilho de cor vermelha 2 x 2 é T = 5. Segue

(veja Figura[3.5) cada um desses ladrilhamentos,
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Figura 3.5: Ladrilhamento para retangulo 3 x 3.

Observamos que Ty = 11, pois hd 11 maneiras de ladrilhar o retdngulo 3 X 4 com os

dois tipos de ladrilhos jd definidos. Listamos na Figura[3.6|esses ladrilhamentos,

m =
aell
N .
e ™

Figura 3.6: Ladrilhamento para retangulo 3 x 4.

Particionamos o conjunto dos ladrilhamentos 3 x n com ladrilhos de dois tipos em

trés conjuntos:

* o conjunto dos ladrilhamentos 3 X n (com os ladrilhos de dois tipos) que contém
pelo menos um ladrilhamento (a direita) 3 X 1 com ladrilhos de cor branca medindo
1x1;

* 0 conjunto dos ladrilhamentos 3 X n (com os ladrilhos de dois tipos) que contém
pelo menos um ladrilhamento (a direita) 3 X< 2 com dois ladrilhos de cor branca

(1 X 1) e um ladrilho de cor vermelha 2 X 2, representado a seguir
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* 0 conjunto dos ladrilhamentos 3 X n (com os ladrilhos de dois tipos) que contém
pelo menos um ladrilhamento (a direita) 3x 2 com um ladrilho de cor vermelha e

dois ladrilhos de cor branca (1 x 1) de acordo com a representacdo a seguir

Observamos que a cardinalidade do primeiro conjunto que definimos é T,,_1. O se-
gundo conjunto tem cardinalidade T),_5 e o terceiro tem 'I,,_3 elementos. Portanto esta-

belecemos a seguinte relacdo de recorréncia para este problema:

T() - 1
Tl = 1
T, = Th1+2T, .

Observamos que esta relacdo de recorréncia nos fornece os niimeros de Jacobsthal.

3.1 TERMO GERAL DA SEQUENCIA DE JACOBSTHAL

Pretendemos encontrar uma representacdo geral para os nimeros de Jacobsthal. Para
isso utilizaremos recorréncia, como ferramenta principal. Lembrando que, precisamos
conhecer o termo geral de uma sequéncia, se possivel, para nos aprofundarmos no estudo
da mesma.

Sejam « e [3 raizes da equagiio polinomial do segundo grau z*> — x — 2 = 0. Con-
sequentemente, serdo satisfeitas as duas equagdes o> = a +2e 32 = 3 + 2. Agora, se
multiplicarmos as duas equagdes por a” e 5", com n € N, respectivamente, obtemos o
seguinte

an+2 — an+1 4 20[” e 6n+2 — ﬁn—l—l 4 261@

Subtraindo as duas equagdes e dividindo, em ambos os membros da equagdo resultante,

por a — (3, obtemos

n+2 _ on+42 n+1 _ on+1
o T« s

o« p a—p P acp G-



an_/@n

a—f

Se definirmos, propositalmente, H,, = , n € N, podemos reescrever (3.2) da
seguinte forma

Hn+2 = Hn+1 +2H, (33)

Assim, a sequéncia H,, satisfaz:

HO - O
H =1
Hn - Hn—l + 2Hn—27 n > 2.

Logo, H,, € a propria Jacobsthal. Portanto,

an_ﬁn
Jn:—7
a—p

onde o e (3 sdo as raizes da equacdo x> — x — 2. Pretendemos, por fim, encontrar o e 3.

Ora, resolvendo a equacao do segundo grau temos,

() P11 (D)

P—r—2=0 < 1=

2
1+
— x:—\/g.
2
Assim, o L3
_'_ —
« 5 e [ 5

Dessa forma, os termos da sequéncia sao calculados por

Observe que agora podemos calcular qualquer termo da Sequéncia de Jacobsthal, sem a
necessidade de conhecermos o termo anterior.

Algo muito interessante quanto as sequéncias, em particular a Sequéncia de Jacobsthal,
sdo as suas convergéncias. Em 1995, a argentina Vera W. Spinadel (nascida em 1929) de-
finiu os ndmeros metalicos como sendo o conjunto dos nimeros que resultam das raizes
positivas de equagdes da forma 2% — pxr — ¢ = 0, onde p, g € N [8]. A seguir enunciamos
o terorema de convergéncia dessas sequéncias, onde podemos encontrar a demonstragao

em [9] que por sua vez recebe nomes especias como citei no Capitulo 1.
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Teorema 12. Suponha que a,b,p, q > 0 sejam niimeros positivos tais que

P+ VPR

b
—_ =T =
a 7 u 2
Entdo a sequéncia {a, }> | definida por
Ap = CTL+17
CTL
onde {c, }°°, é dada por
a, se n=1
Cn = b, se n=2

Pen1 +qCua, s M >3 pqgE LT,

converge e

N/
lim a, = 2F VP~

n—oo 2
Esse teorema nos garante a convergéncia da sequéncia {a, }>2 ;. Denote, agora, esse

numero metalico por 0, , € o conjunto formado por todos esses nimeros metalicos por

M, isto é,
P+ /P? +4q
2

M:{ap,qzapg: ,p,qEN}.

Os seus valores exatos e aproximados a 8 casas decimais podem ser vistos na tabela [3.1]

Destacamos a convergéncia da Sequéncia de Jacobsthal, em verde, para o nimero de

cobre.

simbolo nome do niimero valor expresso  valor aproximado
1 1 =011  Nimero de ouro L +2‘/5 1611803399
2 1 Oag = 021 Numero de prata 1+v2 2,41421356
3 1 Opr = 031 Numero de bronze %ﬁ 3,30277564

1++13
2

2 2 op;t =095  Numero de platina 1+3 2, 73205081

1 3 ONi = 013 Numero de riquel 2,30277564

Tabela 3.1: Numeros Metdlicos. Construida pelo autor.
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Proposicao 1. Para todon € N, n > 1 sdo vdlidas as igualdades:

(l) Jn+1 - 2Jn + (_1)n’.

(ii) Jpi1 = 2" — Jp.

Demonstracio: ¢) Ora, temos que

20, + (—1)" = 2.<T—TW>+(_1>n

ot _ 9. (—1)" 4+ 3. (—=1)"

3
2n+1 + (_1)n
3
2n+1 _ (_1) . (_1)n
3
2n+1 _ (_1)n+1
3

- Jn+1-

Agora, vamos demonstrar o item (77), isto &,

Mg, = -
3
3.2m — 20 4 (—1)"
3
2.2" 4 (=1)"
3
2n+1 + (_1)n
3
2n+1 _ (_1)(_1)n
3
on+l _ (_1)n+1

3

- Jn+1-

Percebemos que até o momento nossas sequéncias estdo definidas com indices natu-

rais, mas podemos estendé-las para os nimeros inteiros a partir das seguintes defini¢oes:

Definicao 15. Denotamos como sequéncia bi-infinita a enumeragdo

ondezr; € R, comi € Z.

ceey X3, L2, -1,20,T1,L2,T3,...,

Definicao 16. Dada uma sequéncia x : N — R, definimos a extensdo de x, como sendo

a funcdo z : 7 — R tal que z|y = x. Chamamos tal extensdo de sequéncia estendida.
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Para a sequéncia de Jacobsthal, usando a recorréncia temos,
Jn+2 - Jn—l—l + 2Jn7
fazendon = —m, m € N, ficamos

J—m+2 - J—m+1 + 2J—m — 2<]—m - J—(m—Z) - J—(m—l)
Jo(m-2) = J-(m-1)

— J_,, =

2 b
onde temos que J_; = %
Teorema 13. Para todo inteiro n > 0, temos
-1 n+1

Demonstracao: Utilizaremos o principio de Inducdo Finita sobre n para provarmos a
igualdade. Para n = 0, temos
20 _ (_1)0

OZJOZT:‘Jf(): 20

I R S o N G I
_atl .

1
2 3 3 21

1
"]1:5—:

Agora vamos para a hipotese de indugdo.
Suponhamos que (3.4) seja vélido para todo natural menor ou igual a n. Queremos

mostrar que também ¢é valido para n + 1, ou seja,

(~1)"

Tt

J_(n1) =

Ora, temos que

J—(n—i—l) =
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Sy = S 2 Jar = (1) Ja)
= (;L?ln-(QJnl—i-Jn)
S
_ (—1);;(1—1)2 oo

Propriedade 1. Para todo inteiro ndo negativo n > 0, vale que:
(i) 2" =2J, + 2J, 1,
(i) (-1)" =—J,+2J,1.

Demonstracdo: ¢) Ora, temos que

2D, +2J,4 = 2- + 2 5
B 2mtl — 2 (=) 42" — 2. (=)t
B 3
B 2mtl 2 (=) 2" =2 (=)™ (1)t
B 3
B 2mtl 2 (=) 2"+ 2 (—1)
B 3
_2-2n 4 2n
B 3
3.2
3
= 2"
Partindo para a prova de iz) temos que,
mn _ (_1>n 2n—1 _ (_1)n—1
—Jp+2J,1 = — 2-
+ 1 3 + 3

- —on 4 (_1)n +2n 9. (_1)77,—1

B 3

()2 () ()

3
N G e A Gt O
B 3
3-(=1)"

= (-1~
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3.1.1 GENERALIZACAO DA SEQUENCIA DE JACOBSTHAL

Sabemos que o n-ésimo nimero de Jacobsthal (n > 0) é dado por
Jp = —————. (3.5)

Os dez primeiros termos da sequéncia (.J,,), paran € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, estdo na
Tabela[3.2

oj1|2|3{4|5|6/|7|8]| 9
O] 1|1 |3[5]11|21 |43 85| 171

Tabela 3.2: Termos iniciais da Sequéncia de Jacobsthal

Pretendemos generalizar a sequéncia de Jacobsthal de uma maneira natural, isto é,
substituindo, em (3.5), 2 por s podemos reescrever os termos da sequéncia da seguinte

forma:
JZ _ sn _ (_1>n
s+1

onde n € um numero natural, incluindo o zero, € s > 0 € um ndmero real.

) (3.6)

E ficil ver, nessa generalizacdo, como o nimero 2 foi alterado para s e, portanto, 3
pode ser escrito como s + 1.

Aqui observamos outra generaliza¢do com a interpretacdo do denominador ndo como
o préximo nimero apds 2, mas como 22 -1, ou seja, escrevendo-o como s2 — 1, como
pode ser visto em [10] e aprofundado em [11].

Com efeito, sdo obtidos os seguintes nimeros

n_ (1"
yy= £
52 —1

(3.7

Logicamente quando s = 2, obtemos os niimeros padrdo de Jacobsthal. No entanto, para

s = (0 obtemos

Os seis primeiros termos da sequéncia {Y’} em relagdo a n estdo na tabela[3.3]

)

1 2 3 4 5
0| S |1 |s+ 5 |s"+s+ 5 |S+s+5

s—1

Tabela 3.3: Termos iniciais da sequéncia Y’

Pode-se observar de (3.6) e (3.7), para o nimero real s # 1, que

1 = 1 _s"—(—l)":s"—(—l)":mg
s—1 s—1 s+1 s2—1

34



Entao,

n s —1 tdp-
Teorema 14 ([10]). Para cada niimero natural n > 0 e niimero real s # 1:
A

="

Y =s5-Y° .
n+1 n+5_1

Demonstracao: Inicialmente, temos que

Sn+2 - (_1)n+2 s — (_1)71

Y;Jrz_yns = 2 1 21
R () (1]
= P (1R (1))
- e E )+ (1 (= (1P
_ 521—1 5" (5% — 1)]
_ s"-(s?2—1)
s2—1

Portanto,
Y7f+2 — Y =35" «<— Y;’H =Y’ +s"

n

Temos ainda, que

Y, s Y = 3”“8—2 (_—11)"“ s _3”8—2 (_—11)”
= () e s (1]
= s (1) (1)
= [ (1) = (1) ()

35



Yim—s Yy = 5 [=1)" (s = (=)
= ()
1 -
S e GO
(s )
(s+1)-(s—1)
e
s—1

Entao,

(=1)" (=1)"
Vi, —s Vimt ol e Y =5 Y L
n+1 S n s—1 n+1 S n + s—1

|
As duas possiveis generalizagdes dos numeros de Jacobsthal tém as seguintes formas.
Primeiro, podemos dizer que a condicdo inicial é dada, de maneira que 2 e 3 sdo
os dois primeiros nimeros primos e, portanto, os nimeros de Jacobsthal podem obter a
forma . .
JPs = m) (3.8)
Ps+1

onde p;, € 0 i-ésimo nimero primo (py = 2,p; = 3,...)

Segundo, podemos mencionar que 2 e 3 sdo dois nimeros sequenciais de Fibonacci e,

portanto, os nimeros de Jacobsthal podem obter a forma

JF = —“F—n——
" fs+1

onde f; é o i-ésimo nimero de Fibonacci (fo =0, fi=1,fo=1,f3=2,f,=3,...)

Para os nimeros mais recentes, vemos que a seguinte assercdo € valida. A seguir

) (3.9)

enunciamos um teorema, sobretudo, encontrado em [12]].

Teorema 15. Para cada niimero natural n > 0 e niimero real s # 1:

fs_l

fs+1 . fs '

JFS = JF 45"+
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Capitulo 4

MATRIZES DE JACOBSTHAL

Podemos compreender que o processo da sequéncia de Jacobsthal estd em evidéncia na
pesquisa atual, como mostram os trabalhos [[1], [7], [1O], [11] e [13].

As representagdes matriciais permitem a verificacdo de uma série de propriedades
relacionadas com a Sequéncia Generalizada de Jacobsthal J? com um menor custo ope-

racional [14]]. Traremos alguns resultados para podermos embasar tal afirmacao [/1]].

Proposicao 2. Para todo inteiro positivo n > 0, vale a seguinte relagdo:

_1n+1
P e
s

n

Demonstracao: Temos, por (3.6), que

()™ (D s (1)
s" " s" s+ 1
(-1 s (1)
= (=1)- .
s s+1
N Vi Cetl
a s+1 s
_ (=" (1 —=s"(=1)")
= (=D s+ 1
_ (~1)" — s (1)
= (=D s+ 1
_ on (1) —s7"
= (1)
O o et
S G VN SR
_ o 5 M- (=)
= (o
= 1-J°,
- J°
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Dessa forma, a Proposi¢do [2] permite avaliar ou determinar um termo qualquer da
sequéncia que indicamos por {J* }, conhecendo-se J?.
Agora, colocando em evidéncia a generalizagdo dada em (3.6) vamos determinar al-

guns termos da sequéncia
s — (—=1)"
)
s+1

Y

isto é, os seis primeiros termos da sequéncia {.J7} em relagdo a n > 0 estdo representados
na tabela

BTR] B & T 7
01 |[s—1]s2—s+1]|s2—s>+s—1]s*—s>4+s>—s5+1

Tabela 4.1: Termos iniciais da Sequéncia Generalizada de Jacobsthal

Um problema natural envolve a determinacdo de outros elementos, dessa generaliza-
¢do, na medida em que o indice n cresce ou decresce indefinidamente {.J°, }

Pensando nisso, vamos definir as seguintes matrizes

s—1 s 1
Fs: c FS =
1 0

Vamos avaliar as matrizes do tipo F!', n > 0

o s—1 s s—1 s
o 1 0 1 0

_ s?—s+1 s~(s—1)>

1—s
s

» | = O

s—1 s-1

B Js s-J;
o\ osegs )

3o s—1 s s—1 s s—1 s
s 1 0 1 0 1 0

B <53—32+s—1 s-(52—3+1)>

temos ainda,

s2—s+1  s-(s—1)

B Ji s-J3
Ji os-J5 )7
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observe que hd um possivel padrdao. Seguindo com o0 mesmo raciocinio temos

o s—=1 s ) [s=1s) [s=1s) (s=-135
’ 1 0 1 0 1 0 1 0
B st—s+s2—s+1 s- (s —s2+s5—1)

(s —s?+s—1) s-(s*>—5s+1)

B J: s Jj

Jpos-J5 )
Prosseguindo, com esse resultado, temos
o 5—13‘3—15.5—13‘3—13‘5—13
° 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
B S—st+s—s2+s5—1 s-(s'=s>+s2—s+1)

st— s34+ s —s+1 s-(s*—s*+s—1)

B Jg s JE

Jios-Jp )
Fazendo s6 mais uma vez, encontramos
6 s—1 s . s—1 s _ s—1 s . s—1 s s—1 s ' s—1 s
° 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
B -5+t -3+ —s+1 s-(35—s4+s3—s2+s—1))

S—st+s—s2+s5-1 s-(s'=s2+s2—s5+1)
(s
Jo s J5 )

Vejam que podemos extrair desses resultados, tipos de expressdes algébricas, produtos

notdveis ou até mesmo o termo geral de F".

De modo semelhante, vamos observar, agora, o que ocorre com as poténcias da inversa
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de F, isto €,

continuando, temos

Vamos em frente,

F—4

0 1 0 1
F? = 1 1—s 1 1-5
S S S S
1 1—s
S S
1—s s2—s+1
52 52
(_1)2 ) (_1)2+1 ,
s2-1 Ji 52 - J3
(_1)2+1 . (_1)2+2 .
52 - J3 2+l J3
0 1 0 0 1
= 1 1-—s 1 1—s 1 1-—s
s s S S S S
(12 ()
-1 V1 5 s2 /3 0 1
= 1 1-—s
(_1)2 s (_1)2 s g S
82 * J2 S 82+1 * J3
(_1)3 . (_1)3+1 .
EEak J 5o - Js
(_1)3+1 ) (_1>3+2 .
53 - J3 341 Ji
0 1 0 1 0 1 0 1
1 1-—s 1 1-—s 1 1—s 1 1-—s
S S S S S s S S
(_1)3 . (_1)3+1 .
§3-1 /3 5 g3 s 0 1
1 1—s
(_1)3+1 . (_1)3—1—2 . g s
53 - J3 STt Ji
(_1)4 , (_1)4+1 .
g e
(_1)4+1 . (_1)4+2 .
54 i LA J3
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Finalmente, temos a dltima iteracao a seguir

. 0 1 0 1 0 1 0 1 0
Fooo= 1 1-s 1 1-5 1 1-s 1 1-s 1
S S s s s s s S S
(-n* (=)t
s s i
s S 0 1
= 1 1-—s
(=p**t (=)t s s
p Ji s g4+l J3
(-1)° (=)™
(—1)%+! . (—1)5+2 )
— Ji s el Jg

Observe a beleza desses padrdes que encontramos €, consequentemente, 0 apoio que as
matrizes nos dao para essa apreciacdo. Dentro dos padrdes acima, podemos instigar e
estimular a conjectura de propriedades reveladas a partir de determinados invariantes al-
gébricos presentes nas matrizes F, 2 F; 3 F-4 F.5 ...

Na Figura {1, podemos verificar a determinagdo de poténcias F' com expoentes
elevados. Com o auxilio do Maxima [15]], podemos antever/verificar e comprovar de-
terminadas propriedades extraidas dos elementos do conjunto indicado por {J° }.en. A
seguir, determinamos ainda o comportamento das matrizes £, F°, F¥, F1° com o recurso

computacional. Assim, poderemos determinar uma férmula fechada para, F!', n > 0.

4 wxMaxima 13,042 [ Dissertacowxm” | - X
Arquivo  Editer  Céula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar Grafico ico Ajuda

Numéri
I8 e inp&Rie/>o |@

v

(311) F: matrix(
[s-1,s],

[1,01

)i

s-1 s
(301)
1 o

P (213) ratsimp((%$02));

R 1428
PTB2 22/05/2020 5]

A o )

Figura 4.1: Investiga¢do do comportamento das matrizes, F7', n > 0 com o auxilio com-
putacional do Maxima. Fonte: Construido pelo autor.
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Consequentemente, verificamos o comportamento das matrizes a seguir
—6 -7 -8 -9
F° F ' F ° F 7.

Vejamos a Figura[4.2] onde nos mostra o processo de investiga¢do de propriedades, atra-
vés do auxilio computacional, no que concerne ao processo de identificacdo de padrdes e
invariantes algébricos para a descri¢ao de uma férmula fechada, deduzida indutivamente,

para poténcias negativas da matriz.

8 wxMaxima 13.04.2 [ Dissertagio waxm?® | -
Arquivo  Editer  Célula  Maxima Equagdes Algebra Cilculo Simplificar Grifico Numérico  Ajuda

=]
X

OEdex|i0DRIO>o |@
F'(ei1) F: matris( -
[s-1,s1,

(1,01
)i

s-1 s
(ro) { }
1 o

(%$12) invert((%ol));

0 1
(202) |1 s-1
s s

(%17) ratsimp((%06));

st 431H Soctertogtien efestist st Sosfietestiston Teeteststestestian

s s 57 57
(%c7) [

59-5%45%-57+5-1 5f-5%+st-srs?-ar1 [9-504st o505t se1  7-0%es%-strs®-st4s1 s"-5%+5%-5%+5%-5%+5-1 $°-5"+45°-5" 45" -57 457541

S | | - - J

5,4 .3 4,.3 4,23 s 43

Pronto para entrada do usudrio
POR 1507

A & = 0) 7

PTB2 22/05/2020 B

Figura 4.2: O software Maxima permite a determinacao das poténcias negativas das ma-
trizes relacionadas com a s-Sequéncia Generalizada de Jacobsthal. Fonte: Construida
pelo autor

Precisamos ter a certeza que esses padroes se repetem para todo n € N, isto é, precisa-
mos mostrar que a generalizacao intuitiva, seja de fato uma verdade absoluta e ndo apenas
uma intui¢do. Utilizaremos o Principio de Indu¢do Finita, que € uma ferramenta que se
encaixa, com maestria, a essa constatacdo. Para isso, vamos demonstrar as identidades a

seguir.
Proposicao 3. Para todo n € N, sdo vdlidas as igualdades:

(i) Ji o =s-Js+(-1)", n>0

s LJs

(i) B = ) >y

‘]n S ‘]n—l

=" (=pmt

Sn—l ’ Jn_l s sn ' Jn

(iii) F" = ,n> 1

(_1)n+1 . (_1)n+2 .

" -J7 s s i1



Demonstracdo: i) Temos que

Sn+1 _ (_1)n+1

s+1
s-s"—s-(=1)"+s-(=1)" = (=1)"-(-1)
s+1
s-s"—s-(=1)"+s-(=1)"+ (—=1)"
s+1
s-(s"—=(=1)")+(=1)"-(s+1)
s+1
s-(s"=(=1)")  (=1)"-(s+1)
s+ 1 + s+1
_ . (s ;4(__11) )+<_1)n
SJE (=)™

S _
‘]n—l-l -

I
®

Vamos provar, agora, o item (74) utilizando o Principio de Indug¢do Finita sobre n, isto €,

Para n = 2 temos que,

2o s—1 s s—1 s
o 10 1 0
[ £ =s+1 s-(s—1)>

s—1 s-1
B Js; s J3
Js s J}

_ J3g s J3

Perceba que o caso base de indugdo € verificado. Agora, vamos supor que (i¢) seja verifi-

cado para um certo n, ou seja,

Fro— J;’SLJrl SJ;’SL .
° Js s J;

n—1

Queremos mostrar que (i7) também vale para n + 1, isto é,

ol Jovo S+ JIpia .
’ S s,

43



Com efeito, seja

FI* = F' - F,

Jo1 s Jn [ s—1 s

JE s Jr 1 0
(s=1)-Jop+s-Jy s Jop
(s—=1)-Js+s-J5, s-J°

§ o1 — g5y S'JTSL-H)

s-Jy—dJp+s-Jy s-J;

se o — (D" sy
s-JS— (=)t s g8

“Jpp (=1)- (=) s+ Jpia
A O DI C D R
“Jp (_1)n+1 s+ Jpi

s J+ (1) s-JS

S S
VAT )

S S

»

VA

VA

Portanto, pelo Principio de Indugdo Finita podemos afirmar que F;; vale para todon € N,

comn > 2.

Finalmente, vamos provar o item (7i7), também, por indugdo sobre n. Para n = 2

temos que,

0 1 0 1
1 1-—s 1 1-—s
S S S S
1 1-—s
S S
1—s s2—s+1
52 52
(_1)2 , (_1)2+1 ,
21 Ji o 52 - J3
(_1)2+1 . (_1)2+2 .
Eank Ji s S Js

Note que, F; " vale para n = 2. Agora, vamos supor que [, " € valido para um certo n,

isto é,

_1 n _1 n+1

CO g, s E

ol Gl D A
P



Queremos mostrar que esta férmula também vale para n + 1, ou seja,

[ (n+1)

S

Podemos escrever

F;("H)

stn . stl
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(="t (="
o S T e
(=pm2 =)™
T ST e
(_1)n+1 . (_1)—1 . (_1)71+1
, (_1)n+2 i ( 1)71+1 . (_1)71+2
s e e =
-1 n+1
IR D i
s 0 1
1 1-—s
A Gt O S s
Jns- Eyera o1 8
s (=" (=t
’ Jn gn—1 ’ Jnfl + (]' - 8) ’ 5n ’ Jn
. (_1)n+1 . (_1)n+2 .
‘]nJrl P : ‘]n + (]‘ ) gn+1 ‘]nJrl
e s DT (=) (S
n Sn
L J8 s <_1)n+1 S S (_1)n+2 L
n+1

JE

S
) J—1+1



Ff(n+l)

e e e e N

- JE —1)"
S Y -
(=~ np1 St (=s)-(=1) - Jin
gn+l ) Jn-i—l ( 1) . gn+l
(—1)n+1 . (1) s-J5  —(1—s)-J8
s" " s"
(_1)n+2 s n S J’ri B (1 - S) : ‘]'ré;—i-l
Tgntl Jnt1 (=)t gntl
(M (s iy = Tt )
s" n s"
(1M DM (s S s i)
gn+1 n+1 gn+1
-1 n+1 —1)»
C o Bl
-1 n+2 -1 2, -1 n+1
| Snll o =y sn(+1 S (=)™ + s J500)
(_1)n+1 . (_1)n+2 .
g s
(_1)n+2 i (_1)n+3 .
T ST e

Portanto, pelo Principio de Inducao Finita, podemos garantir que a expressao matricial de

F " vale paratodon € N, comn > 1.
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Capitulo 5

SEQUENCIA DIDATICA

Segundo Zabala (1998) sequéncias diddticas s@o: “um conjunto de atividades ordenadas,
estruturadas e articuladas para a realizacdo de certos objetivos educacionais, que tém
um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos (...)” [[16].
Observe que uma Sequéncia Diddtica tem uma relacdo harmoniosa com a matemaética
pura e aplicada, no que diz respeito ao cumprimento de todas as etapas, respeitando o
processo de cognicdo e aprendizagem de cada etapa especifica.

O interessante dessa técnica € a possibilidade de uso da interdisciplinaridade, isto é,
a busca em outras disciplinas por relacdes de afinidade com o contetido abordado. Com
isso, o professor traz uma dindmica evolutiva, abrangente e aplicivel em sala de aula.
Dessa forma, podemos estimular os discentes para perceber que existe uma conexao,
muitas vezes nao percebida, da matematica com outras matérias.

A Sequéncia Diddtica baseia-se na didatica francesa, que por sua vez, tem relacdes
muito fortes com a prética ativa do discente e, logicamente, com a contextualizacdo no
que diz respeito ao processo de ensino-aprendizagem [3]].

Propomos uma atividade com uma finalidade bem especifica, que é de apresentar, de
maneira simples, a Sequéncia de Jacobsthal e sua generalizacdo (.J;;), e fazer uma relagdo
com o estudo de matrizes. Nosso desafio é fazer uma construcao visivel e 16gica, para que
o educador e o discente consigam entender o processo e aplicd-lo de maneira objetiva e
satisfatoria.

Com efeito, construiremos as etapas, propostas pelo autor, para o entendimento dessa

atividade a seguir:

5.1 Etapa 1: Abordagem Historica da Sequéncia de Ja-
cobsthal

Objetivo: Trazer uma motivacdo para o aluno, mostrando o periodo da descoberta, os

matematicos que contribuiram para a expansao da Sequéncia de Jacobsthal, enfim, con-

47



textualizar o que ird ser abordado para construirmos um raciocinio l6gico embasado no
contexto historico.

Procedimentos: E necessério, cronologicamente, construir as etapas do surgimento
da Sequéncia de Jacobsthal, explicando o porqué desse nome, contando um pouco da
biografia de Ernst Erich Jacobsthal, em quais dreas da matematica ele mais se dedicou,
quais seus trabalhos mais renomados, pois dessa forma, os alunos se envolvem na historia
e entram na dindmica da aula possibilitando o despertar, de maneira natural, do interesse

pelo assunto e, consequentemente, a aprendizagem conceitual e histdrica.

5.2 Etapa 2: Conhecendo a Sequéncia de Jacobsthal

Objetivo: Fazer com que o aluno conheca os termos iniciais da Sequéncia de Jacobsthal
através da sua lei de recorréncia J,, = J,_1 + 2J,_9, para n > 2, com as condicdes
iniciais Jo = 0e J; = 1.

Procedimentos: A construcdo de uma tabela é favordvel, para esse primeiro con-
tato, para a melhor visualizacdo e afinidade. Veja que, para cada n € N, nds temos um
termo correspondente da sequéncia, e através dessa atribui¢do de valores para n podemos

entender de que forma a sequéncia € construida.

Jn — Jn—l + 2Jn—2
0

N[ Q| = =

[
(S

43
85
171
341

OO QAN N KW —OB

[a—
=)

Tabela 5.1: Onze primeiros da Sequéncia de Jacobsthal

Podemos escrever os onze primeiros termos da Sequéncia de Jacobsthal da seguinte

forma:
(Jn)nen = (0,1,1,3,5,11,21,43,85,171, 341, .. .).
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5.3 Etapa 3: Encontrando o Termo Geral da Sequéncia
de Jacobsthal

Objetivo: Poder determinar qualquer termo da Sequéncia de Jacobsthal sem precisar
conhecer termos anteriores.

Procedimentos: Como a Sequéncia de Jacobsthal é uma recorréncia de segunda or-
dem, precisamos determinar as raizes da equacdo caracteristica, para logo em seguida
encontrar o termo geral da sequéncia.

E importante instigar o aluno para investigar possiveis termos, como o J3g, J5o €,
por exemplo, o Jyg, pois eles irdo perceber que para encontrar termos como esses, €
necessdrio o conhecimento prévio dos termos anteriores. No entanto, com esse gancho,
precisamos encontrar, consequentemente, o termo geral da Sequéncia de Jacobsthal. Para
isso, utilizaremos recorréncia linear de segunda ordem.

Como J,, = J,_1 + 2J,_5, temos que a equagio caracteristica é 72 = r + 2 (essa
relacdo pode ser, intuitivamente, esclarecida de maneira que podemos subir os indices, da
féormula de recorréncia, para o expoente e tomar n = 2). Portanto, vamos encontrar as

raizes da equacdo caracteristica, isto €,

P=r+2 < r*—r—2=0

) P T(Y)

" 2
143 . 1-3
{:; 1 = To —= ——
T T2
<< r =2 e rp=-1

Com efeito, temos que J,, = (12" + Cy(—1)". Temos os valores iniciais Jo = 0e J; = 1

que nos possibilitam encontrar as constante C'; e C, isto €,

Jo=0 <= C12°+Cy(-1)° =0

A Cl + CQ =0
— (1, =-C,.
Por outro lado, temos
J=1 «<— 0121 + Cg(—l)l =1
e 201 — 02 =1
<~ 201 + Cl =1
— 3C; =1
1
— () = 3
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. 1 1 .
Com isso, se —Cy = (] = 3 entdo C, = -3 Finalmente, encontramos o termo geral
para a Sequéncia de Jacobsthal representado a seguir:

1 1
Ip=5-2" (——)-—1”<:>Jn:
5 2+ —3) (=D

5.4 Etapa 4: Generalizando a Sequéncia de Jacobsthal

Objetivo: Poder enxergar a Sequéncia de Jacobsthal de maneira mais abrangente.
Procedimentos: Iremos nos ater para generalizagdo que deriva, de maneira direta, do
termo geral da sequéncia. De fato, fazendo a substitui¢do do nlimero 2 por s conseguimos
essa generalizacao.
Conseguimos, na Etapa 3, encontrar o termo geral, isto &,

2" — (=1)"
LT

Vamos escrever o termo geral da seguinte forma,

2+1

n —

Feito isso, vamos fazer uma substitui¢do de 2 por s, onde obtemos uma das generalizagdes

da Sequéncia de Jacobsthal a seguir

n_ (1)
oo (D)
s+ 1

5.5 Etapa 5: Conhecendo os Termos da Sequéncia Gene-

ralizada de Jacobsthal

Objetivo: Fazer com que o aluno diferencie os termos da Sequéncia de Jacobsthal e os
termos da generalizacdo de Jacobsthal.

Procedimentos: Construiremos, também, uma tabela para encontrarmos os termos
iniciais, em funcdo de s, da Sequéncia Generalizada de Jacobsthal.

Os primeiros termos da sequéncia generalizada estdo representadas na Tabela[5.2]
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n_ (1"
n Ji:—s _|(—1) Jn
s
s SO_(_l)O
Ol B=—1 0
Sl_(_l)l
S I A :
2__12
> J;z% s—1
s
3 _13
3 Jg:% sf—s+1
s
1 _14
4 Jj:% 3 —s2+s5—1
s
5__15
5 ng% st—s3+s2—s+1
s
6 _ _16
6 Jg:% s —st+ s —st+s—1
s
T _17
7 ng% -+t -+t —s+1
s
8 _18
8 J§:—S _'<_1) sT—s0 4P —st 43— +s5—1
s
s’ — (=1)° 8 T b b h 32
9 JQS:—1 §°—58'+5"—s"+s5" -5 +5 —s+1
8108_—?_1)10
10 Jf0:—+1 9 — ¥ 4T —sf S st s s s —1
s

Tabela 5.2: Alguns Nimeros de Jacobsthal

Observe que as simplificagdes, da segunda coluna da Tabela[5.2] podem ser feitas por
muitos mecanismos, como uma divisao de polindomios, produtos notaveis, etc. O resultado
dessas divisdes resultam em diversos padrdes que proporcionam um entendimento dessa
generalizagdo, como por exemplo, os coeficientes alternam entre 1 e —1 a partirde n = 2,
o grau do polindmio, se pensarmos assim, € uma unidade a menos do que o valor n, e a
tabela, esteticamente, aparenta um tridngulo, mostrando o aumento dos termos a partir do

crescimento dos valores de n.

5.6 Etapa 6: Relacionando os Numeros de Jacobsthal com

Matrizes

Objetivo: Trabalhar as operacdes de matrizes com os alunos.
Procedimentos: Vamos definir a matriz F; invertivel. Consequentemente, vamos
calcular a matriz inversa de F}, isto €, F;l. Logo em seguida, faremos as operacdes com

matrizes.
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Precisamos definir a matriz Fj, invertivel, da seguinte maneira

P s—1 s ‘
1 0

Agora, vamos calcular sua inversa, F);!. Precisamos lembrar que a matriz inversa € dnica

e podemos encontra-la através da férmula representativa a seguir
-1 -1
F, - F'=F - F,=1.

.. . _ a .. ..
Feito isso, seja F/ 1 = a matriz inversa de F, onde temos a missdo de encon-
c

trar os valores de a, b, c e d. Temos entio,

—1 1
FS'F‘;l:[Q — S S ) a b _ 0
1 0 c d 0 1

. a-(s—1)+ sc b«(s—l)—i—sd)_(l O)
a b 01

a-(s—1)+sc=1

b-(s—1)+sd=0
— <
a=20
b=1
\
O-(s—1)+sc=1
—
1-(s—=1)+sd=0
sc =
—
{s+sd:1
sc = 1
—
{sd = 1-—s
1
C P —
s
—
J - 1—s
s

Observe que s # 0 pelo fato do produto s - ¢ = 1, obviamente. Feito assim, encontramos

a matriz inversa, isto €,

Fil=

S

1—s

» | = O
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Também podemos calcular alguns produtos de matrizes e observar os padrdes obtidos.

) 0 1 0 1
F= = 1 1-s 1 1-s
S S S S
1 1—s
S S
1—s s2—s+1
52 52
(_1)2 ) (_1)2+1 ,
g2—1 Ji s 52 J3
(_1)2+1 . (_1)2+2 .
3 - J3 e J3

Veja a relacdo com os termos iniciais da Sequéncia Generalizada de Jacobsthal. Vamos

continuar,

0 1 0 1 0 1
F73 = 1 1—s 1 1—s 1 1—s
s s s S s s
(1) (1)
s2-1 s sz % 0 1
= 1 1-—s
(1) (1% s s
2 J3 s §2+1 J3
(-1)* (=1
g3—1 J3 s 53 -3
(_1)3+1 \ (_1>3+2 .
i S e ve pal

Novamente podemos ver, além da relacdo com os termos iniciais, padrdes que instigam o
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aluno a generalizar o processo. Fazendo mais uma vez, temos

. 0 1 0 1 0 1 0 1
F= = 1 1—s |- 1 1—s |- 1 1-—s 1 1-—s
S s s s s s s S
—1)3 —1)3+1
(333 gy s i s 0 1
= 1 1-—s
(=1 (=1)* s s
3 J3 s JET Ji
' (=
-1 J3 4 - Ji
(N € ) L
54 Jios 411 J3

Garantido, intuitivamente, a presenca dos termos da sequéncia generalizada e, também,

aos padroes.
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Capitulo 6

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, apresentamos a Sequéncia de Jacobsthal e sua generalizacdo como uma
maneira de relacionar os Numeros de Jacobsthal, com o estudo de Matrizes, permitindo
introduzir o assunto de matrizes, relacionando-as com sequéncias, assim como previsto
no curriculo do 22 ano. Logicamente, tomamos os devidos cuidados para que a constru¢cao
deste raciocinio se faca de maneira gradativa e consistente.

Fizemos, inicialmente, um aparato, usando matematica basica, de assuntos relevantes
para o entendimento da relacdo, como o Principio de Indu¢do Finita, que foi uma ferra-
menta necessdria para as demonstracdes de teoremas e proposicdes. Também abordamos
Sequéncias, de modo bem geral, que foi a chave para entendermos especificamente a
Sequéncia de Jacobsthal que, por sua vez, € o objeto principal deste trabalho.

Depois fizemos um resumo do estudo de Recorréncias, tanto de primeira ordem como
de segunda ordem, para podermos compreender o processo da construcio do termo geral
da Sequéncia de Jacobsthal que, por sua vez, nos revela qualquer termo da sequéncia e,
também, nos mostra que a Sequéncia de Jacobsthal € uma recorréncia de segunda ordem.
Ainda em conformidade com o nosso objetivo, apresentamos uma revisdo de alguns con-
ceitos basicos de Matrizes trazendo uma base relevante para entendermos a relacdo com
os Numeros de Jacobsthal.

A Sequéncia de Jacobsthal foi apresentada, inicialmente, por um resumo histérico
para entendermos o surgimento do seu nome, as motivacoes, as derivacoes e as semelhan-
cas com as sequéncia famosas, como € o caso da Sequéncia de Fibonacci. Mostramos, por
definicdo, a lei de recorréncia da Sequéncia de Jacobsthal, mas como para encontrar qual-
quer termo da sequéncia € necessario conhecer termos anteriores, encontramos o termo
geral da sequéncia de Jacobsthal.

Chegamos, de fato, na generalizacdo da Sequéncia de Jacobsthal que consiste em
abrir um leque para novas representacdes de nimeros, lembrando que fizemos exemplos
de outras generaliza¢des, mas mantendo o foco para a relacdo com as Matrizes, no caso,
a generalizac@o que substitui o nimero 2 por s na féormula do termo geral.

Com tudo 1sso, mostramos como as matrizes, chamadas Matrizes de Jacobsthal, se

55



relacionam com os Nimeros de Jacobsthal.

Por ultimo, adotamos a proposta pedagogica da Sequéncia de Jacobsthal, por onde
mostramos todas as etapas e as possiveis possibilidades de se trabalhar com matrizes,
onde apresentamos alguns exemplos, como foi o caso da multiplicagdo de matrizes e o

calculo da inversa de uma Matriz quadrada, invertivel, que chamamos de F75.
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