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RESUMO

Processos que levam em consideragcdo a combinagdo entre os elementos de um
dado conjunto (em que estes caracterizam tipos de eventos possiveis) e entre suas
respectivas quantidades de opcdes disponiveis (ou de subtipos) podem ser
modelados matematicamente por soma de produtos. O estudo dessa problematica
se mostra como um tema atual de ensino e pesquisa em matematica, dada sua
potencial aplicacdo na solucdo de problemas em diversas areas do conhecimento.
Embora seja de grande importancia para o desenvolvimento do pensamento logico-
dedutivo do aluno diante de situacdes-problema, esse tema de pesquisa é pouco
explorado no ensino basico e nos cursos superiores de formacgéo de professores de
matematica. Neste trabalho, € proposto um estudo bibliografico sobre o tema, com o
desenvolvimento de técnicas de contagem usando diagramas e sequéncias logicas
de calculo, baseados no principio fundamental da contagem e em estratégias
alternativas de solugéo. O objetivo da pesquisa foi fornecer informacdes relevantes
gue pudessem auxiliar o professor no planejamento e execucdo de atividades/
projetos interdisciplinares de matematica no ensino médio. Em adi¢édo, o trabalho
propds uma série de problemas aplicados que remetem a ampliacdo dos conceitos
de analise combinatdria usuais no ensino basico.

Palavras-chave: Analise combinatéria, soma de produtos, técnicas de contagem,
ensino de matematica, matematica aplicada.



ABSTRACT

Processes that are explained by the combination of the elements of a given set (in
which they characterize types of possible events) and between their respective
guantities of available options (or subtypes) can be modeled mathematically by sum
of products. The study of this problem appears to be a current theme of teaching and
research in mathematics, given its potential application in solving problems in several
areas of knowledge. Although it is of great importance for the development of the
student's logical-deductive thinking in the face of problem situations in today's
society, this research topic is little explored in basic education and in higher
education courses for mathematics teachers. In this work, a bibliographic study on
the subject is proposed, with the development of counting techniques using diagrams
and logical sequences of calculation, based on the fundamental principle of counting
and on alternative solution strategies. The objective of the research was to provide
relevant information that could assist the teacher in the planning and execution of
interdisciplinary activities/ projects in mathematics in high school. In addition, the
work proposed a series of applied problems that refer to the expansion of the
concepts of usual combinatorial analysis in basic education.

Keywords: Combinatorial analysis, sum of products, counting techniques,
mathematics teaching, applied mathematics.
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INTRODUCAO

A Analise Combinatéria (ou Combinatoria) € um ramo da Matematica Discreta
definida como uma série de procedimentos que possibilita a construcdo de
subconjuntos formados por um nuamero finito de elementos de um conjunto dado, a
partir de certas caracteristicas definidas. O estudo das propriedades matematicas
dessas estruturas esta diretamente relacionado a solucdo de problemas de
contagem e, consequentemente, ao desenvolvimento de métodos computacionais
que aperfeicoem o processamento de informacdes.

A depender das possibilidades de combinacdo entre os elementos desse
conjunto (ou dos grupos formados) os problemas de contagem podem ser
classificados em Principio de Contagem, Arranjo, Permutacdo ou Combinacao.
Esses problemas modelam uma gama de situagbes praticas tais como: em
processos na industria, em computacdo grafica e em problemas matematicos em
abertos. Por outro lado, os livros didaticos, nos diferentes niveis e subéareas de
conhecimento relatadas a matemética, muitas vezes apresentam esses conceitos
tdo somente a partir de “férmulas-aplicacdo”, em detrimento da analise dos padrbes
que levam a solucdo do problema de contagem. Essa abordagem superficial pode
gerar lacunas na compreensao do leitor (aluno/pesquisador) e, consequentemente,
restringir o debate, o desenvolvimento e a analise de novos algoritmos/ métodos que
possam melhorar processos nessas areas.

A combinacdo da soma de produtos entre elementos de um conjunto
numerico se insere nesse contexto e é de fundamental importancia para a andlise
combinatéria, uma vez que pode proporcionar o entendimento de novas
propriedades e métodos combinatérios, o que reflete diretamente na solucdo de
problemas atuais. Mesmo com essa importancia destacada, sdo desconhecidas na
literatura, técnicas de contagem que generalizem a combinacdo de soma de
produtos entre os m elementos de um conjunto numérico, com parcelas de n fatores,
sendo n< m. Como consequéncia, a exploracdo desse tipo de problema no ensino
de matematica também ¢é escassa. Dessa forma, o desenvolvimento de estratégias

de solucédo para estes problemas se apresenta como um campo aberto de pesquisa
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e ensino em andlise combinatdria, com aplicacdo direta na resolucéo de problemas
de ordem prética.

Nesse contexto, este trabalho de dissertacéo apresenta um estudo bibliografico
sobre esse tema de pesquisa, com 0 objetivo de fornecer um conhecimento
relevante ao professor para auxilid-lo no desenvolvimento de estratégias e técnicas
de contagem para a analise desses problemas combinatérios no ensino basico. Em
adicdo, sado propostas situacbes-problema que podem ser trabalhadas pelo
professor em atividades interdisciplinares no curriculo do Ensino Médio, com vista a
ampliacdo do raciocinio légico-dedutivo matematico e do conhecimento em
Combinatéria para a abordagem de problemas praticos, com consequéncia direta
em um ensino-aprendizagem significativo dos contetdos.

No Capitulo 1 é apresentada a fundamentacéo tedrica do trabalho em que sdo
discutidos aspectos histéricos e tedricos em Combinatoria. No Capitulo 2 é
apresentada a metodologia utilizada na pesquisa bibliografica que direcionou o
desenvolvimento de métodos/ técnicas de contagem e de propostas de situacdes-
problema para a solucdo de problemas praticos envolvendo soma de produtos
(descritos no Capitulo 3). No Capitulo 4 sdo apresentadas as consideracgdes finais
sobre os resultados obtidos na pesquisa e as perspectivas futuras relativas ao tema

em estudo.



1 REFERENCIAL TEORICO

Nesse capitulo, inicialmente serd apresentado um breve histérico da analise
combinatdria, referenciando problemas que deram origem ao seu estudo e cientistas
que contribuiram para o avanco dessa area com relatos de diversas aplicacdes.

Em um segundo momento, serdo descritas as principais estruturas da analise
combinatdria, a saber, o Principio Fundamental da Contagem, o Arranjo, a
Permutacdo e a Combinacdo. Essas estruturas sdo a base desse ramo da

matematica.

1.1 BREVE HISTORICO DA ANALISE COMBINATORIA

Segundo Wieleitner (1928), os primeiros problemas de contagem foram os
quadrados magicos, quadrados em que se coloca numeros variando de [1, A] € N,
sendo A sua area, com o propdsito de que a soma dos numeros das linhas, colunas
e diagonais fosse a mesma. De acordo com Berge (1971), o primeiro quadrado
magico, chamado de Lo Shu, ocorreu na china por volta de 2000 a.C. Trata-se de
um quadrado magico de ordem 3, representado por simbolos encontrados nas nove
salas do palacio mitico de Ming Thang, na China Antiga. Substituindo estes simbolos
por nimeros € possivel formar o quadrado magico Saturn, como ilustrado na Figura
1.

Figura 1. Esquema representativo do Lo shu (a esquerda) e do quadrado magico Saturn (a

direita).
® socoocoocco ®
s =
- *
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Fonte: Vazquez (2011).
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Os é&rabes deram continuidade ao estudo dos quadrados magicos comecado
pelos chineses, desenvolvendo quadrados maiores que o Lo Shu. Um grupo de
estudantes chineses conhecidos como os Ikhwan-al-Safa, encontraram e
publicitaram quadrados de ordem quatro a nove (MELLO, 2017).

Diversos outros problemas mateméticos com a intencao de instigar os leitores
quanto aos principios de adicdo e multiplicacdo da analise combinatoria foram
formulados ao longo do tempo. Como exemplo, é possivel citar o Problema 79 do
Papiro Egipcio de Rhind (por volta de 1650 a.C.), o Problema do Lobo da Cabra e do
Repolho (por volta de 775 d.C.) de Alcuino de York e um problema escrito por
Fibonacci em 1202 no seu livro Liber Abaci (BIGGS,1979; EVES, 1997; VAZQUEZ,
2011; WILSON, 1990).

Dando continuidade aos problemas combinatérios da antiguidade, esta o
sistema | Ching (1182-1135 a.C.), que assim como 0s primeiros quadrados magicos,
também foi desenvolvido na china antiga (BIGGS, 1979). Esse sistema é visto como
um oraculo ou um livro de sabedoria. Na china é estudado por religiosos, eruditos, e
na filosofia taoista (OLIVEIRA, 2015). Esse sistema baseia-se em 2 simbolos, o
Yang (linhas inteiras) e o Yin (linhas partidas), que sdo combinadas em trigramas
(conjunto de trés simbolos) ou hexagramas (conjunto de seis simbolos), como

esquematizado na Figura 2.

Figura 2. Representagdo do sistema | Ching, com simbolos organizados em trigramas
(acima) e em hexagramas (abaixo).

Fonte: Adaptado de Oliveira (2015).
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Os chineses sabiam da existéncia de 8 trigramas e 64 hexagramas diferentes
(OLIVEIRA, 2015). Chaui (2000) descreve que as linhas inteiras nessas gravuras
representam “o principio masculino ativo na natureza”, enquanto as linhas partidas
remetem ao “principio feminino passivo na natureza, representado pela escuridao, o
frio e a umidade”. A autora ainda destaca a simbologia dessas gravuras quando
informa que “os dois principios se combinam e formam todas as coisas, que, por
isso, sdo feitas de contrarios ou de oposi¢cdes. O mundo, portanto,é feito da
atividade masculina e da passividade feminina”.

O trabalho de Morgado et al. (2006) também descreve a evolucao da analise
combinatéria ao longo do tempo quando cita que por volta de 300 a.C. Euclides fez
uso de combinatéria para solucionar o caso particular do binémio (1 + x)™ com n =
2. Esse € um dos primeiros registros do uso da combinatéria para a resolucédo de um
problema algébrico. O famoso matemético Arquimedes (287 a.C.-212 a.C.), também
realizou estudos em combinatéria. Segundo Tavares e Brito (2005), Arquimedes
desenvolveu o jogo Stoma-chion, jogo que contém quatorze pecas que encaixadas
de forma correta monta-se um quadrado, precisando de raciocinio-logico para sua
solucdo. Por tras desse jogo, havia uma suspeita que Arquimedes estava
procurando solucionar de quantas formas diferentes era possivel montar o Stoma-
chion (OLIVEIRA, 2015). Esse intuito de Arquimedes, foi confirmado no artigo de
titulo In Archimedes Puzzle, A New Eureka Moment publicado no jornal The New
York Times em 2003, pelo historiador Dr. Reviel Next, apresentando a solucdo de
17152 formacdes possiveis para o Stoma-chion, que sem as solucfes simétricas,
contabilizam 268 possibilidades. O autor do artigo ressalta ndo haver informacdes se
Arguimedes solucionou o problema (OLIVEIRA, 2015).

Entre os séculos X e Xl, ocorreu um grande avanco no estudo dos conhecidos
guadrados magicos. No século Xll, ja haviam sido desenvolvidos sequéncias l6gicas
para a solugdo do problema (partindo de um quadrado inicial) as quais serviram
como base para o desenvolvimento de algoritmos geradores de quadrados magicos,
independentes de quadrados iniciais (VAZQUEZ; NOGUTI, 2004).

Entre os problemas combinatérios de destaque na historia também esta o
Tridngulo de Pascal, que embora tenha ganhado bastante atengéo entre os séculos

XVII e XVIII com os trabalhos de arranjos de Blaise Pascal (1623-1662), ja era
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conhecido na China por volta do século XIl (MORGADO et al., 2006). Em meados do
século XVII, grandes mateméticos como Pierre de Fermat (1601-1665) e o proprio
Pascal contribuiram com grandes avancos na area a partir de estudos sobre
probabilidades de sucesso em jogos de azar. No ano de 1654, Pascal publicou a
obra intitulada Traité du triangle arithmétique (Tratado do Triangulo Aritmético), que
aborda as propriedades dos coeficientes binomiais e o estudo das relacdes
existentes entre eles (CATALDO, 2013). Outra contribuicdo para a Combinatdria no
século XVIII foi o problema das pontes de Konigsberg. A problematica se baseava
em determinar se era possivel cruzar todas as sete pontes que uniam duas ilhas da
cidade de Konigsberg, sem passar novamente por qualquer uma delas. Este
problema foi solucionado pelo matematico Leonard Euler no ano de 1736 e a
estrutura matematica usada por ele para desenvolver a solucdo ajudou a
estabelecer a chamada teoria dos grafos (GONCALVES, 2014).

Gongalves (2014) ainda destaca que varios pesquisadores construiram
teorias matematicas consistentes nos séculos XVII e XVIII, que serviram de base
para a formalizacdo da Andlise Combinatéria e da Teoria da Probabilidade,
constituida de volumes como o Traité du Trianglearithmétique (escrito em 1654 e
publicado em 1665) de Pascal, Dissertatio de Arte Combinatoria (1666) de Leibniz,
Ars Magna Sciendi Sive Combinatoria (1669) de Athanasius Kircher, Ars Conjectandi
(1713) de Jakob Bernoulli e Doutrina da Probabilidade de Abraham de Moivre (1667-
1754).

No livro Doutrina da Probabilidade, Abraham de Moivre, apresenta mais de 50
guestdes envolvendo solugdes de probabilidades de jogos de dados e outros jogos
de azar. Ele foi o primeiro matematico a tratar de independéncia estatistica, com a
definicdo de que dado dois eventos de um espaco amostral, dizemos que esses
eventos sdo independentes se a ocorréncia do primeiro evento néo interfere na
probabilidade de ocorréncia do segundo. Como consequéncia, a probabilidade
desses dois eventos ocorrerem simultaneamente depende apenas do produto entre
as probabilidades dos dois eventos constituintes.

Diversas definicbes da analise combinatdria foram citadas por Vaszquez
(2011). O autor descreve que em 1666, Leibniz definiu a analise combinatoria como

0 “estudo da colocagédo, ordenagao e escolha de objetos”. J& Nicholson, em 1818,
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descreveu a Combinatéria como sendo “o ramo da matemética que nos ensina a
averiguar e expor todas as possiveis formas, através das quais um dado numero de
objetos pode ser associado e misturado entre si”. Com o desenvolvimento formal da
analise combinatéria construido nesse periodo, ela passou a ser reconhecida como
um ramo da ciéncia e trouxe contribuicdes para outros campos da matematica, tais
como: o Calculo, a Teoria das Probabilidades, a Estatistica, entre outros
(GONCALVES, 2014).

No século XIX, o matematico Peter Gustav Lejeune Dirichlet formulou pela
primeira vez o principio das gavetas, ou principio das casas dos pombos. Trata-se
de uma das estruturas da analise combinatdria que soluciona diversos problemas
nesse ramo cientifico. Atualmente, a andlise combinatoria mostra ainda mais sua
forca com aplicacbes em varios campos da matematica, segundo Mello (2017, p.
22). Entre eles estdo: a analise matemética, as probabilidades, os determinantes, a
teoria dos numeros, a teoria dos grupos e a topologia. De acordo com Bose e
Manvel (1984), a teoria combinatéria assumiu rapidamente a posicdo de um dos
maiores e mais importantes ramos da matematica, visto suas iniumeras aplicacdes
para a solucdo de problemas das areas especificas citadas.

Para esses autores, a combinatéria é fonte de analise para solugcbes de
problemas em véarias areas da ciéncia como em: geologia, quimica, gestdo
empresarial, informéatica e engenharias, além de aplicacdes em outros ramos da
matematica. Estas aplicacdes tém relacdo direta com a evolucdo da Matematica
Discreta a partir do século XX, impulsionada pelo crescente desenvolvimento da
ciéncia da computacdo. Esse ramo da matematica estuda objetos e estruturas
matematicas finitas (Qque remetem a elementos distintos e desconexos entre si) que,
entre outros aspectos, podem ser utilizados em criptografia e no desenvolvimento e

(ou) melhoria de processos computacionais em softwares (OLIVEIRA, 2015).

1.2 PRINCIPAIS ESTRUTURAS DA ANALISE COMBINATORIA

1.2.1 Fundamentos da Anélise Combinatéria
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Existem dois principios que fundamentam os calculos em andlise
combinatdria. O primeiro é o principio aditivo e o segundo, o principio multiplicativo.
O principio aditivo afirma que se um dado evento ocorre den maneiras e um
segundo evento pode ocorrer de m formas, entdo um evento ou outro podem ser
realizados de n + m formas. Ja no principio multiplicativo, dado que um evento pode
existir de n formas enquanto outro pode ocorrer de m maneiras, entdo um evento e
outro podem ocorrer de n.m formas (BOSEL; MANVEL, 1984, p. 2).

Analiticamente, o principio aditivo retorna que se temos n conjuntos cada um
composto por q; subconjuntos com i € [1,n], com todos subconjuntos de mesma
familia, o total de subconjuntos é q, +q, + q3 + -+ q,,. Por sua vez, o principio
multiplicativo afirma que se existem grupos de d; objetos, com i € [1,n], com cada
objeto de d; associado a cada objeto de d;,,, i € [1,n — 1], o total de subconjuntos
ordenados de n objetos (cada um de um dos grupos de d;, respectivamente, com
i € [1,n]), serda dado pord,.d,.ds.....d,. A unido desses dois principios é o
fundamento para as estratégias de solucdo da grande maioria dos problemas em
combinatdria apresentados em livros didaticos do ensino médio (MORGADO et al.,
2006).

Com a aplicacdo desses principios em modelos de questdes de contagem,
regidos pela espécie, ordem e natureza dos objetos envolvidos nos subconjuntos de
suas solucbes, diversos problemas de combinatéria podem ser classificados em
problemas de Principio Fundamental da Contagem, Arranjo, Permutacdo e
Combinacdo. Segundo Morgado et al. (2006, p. 2), estes sdo 0s principais tipos de
problemas da analise combinatéria que colaboram relevantemente para

compreensao da manipulacdo de objetos em subconjuntos.

1.2.2 Principio Fundamental da Contagem

Considere um conjunto D = {D,,D,,Ds, ..., D;, ...,D,}, em que os D;, 1 <i < n,
representam subconjuntos de D, com D, = {611,612,613, s €1(d, ~1)) eldl}, D, =
{321: €22,€23, -+, €2(d,—1) eZdz}’ D; = {331: €32,€33, -+, €3(d3-1) 33d3} ) e D; =

{eil,eiz,eig,,...,ei(di_l),el-di} e Dn={enl,enz,en3,...,en(dn_l),endn}, com seus

elementos representados por eventos ou objetos de espécies iguais ou diferentes.
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Considere também d; (1 <i <n) como o numero de elementos do subconjunto D;
(1<i<n).

O principio fundamental da contagem (PFC) pode ser definido como uma
estrutura combinatéria que fornece o total de subconjuntos com n objetos, sendo
cada um desses subconjuntos formados por um objeto de cada um dos D; descritos,
com i € [1,n]. E possivel utilizar o conjunto N, definido por N = {d,,d,,ds, ..., d,},
com o auxilio de diagramas de arvore (como o usado na Figura 3 para a analise do
primeiro bloco de sequéncias l6gicas necessérias) para demonstrar a expressao
matematica do PFC.

Fazendo-se a distribuicdo dos elementos dos D;, com i € [1,n], utilizando um
diagrama de arvore, pode-se verificar que cada elemento de um subconjunto D;,
contido em uma coluna do diagrama, vai ser ligado por galhos a todos os elementos
do subconjunto D;,;, em que as juncdes dos galhos que estdo conectados compdem
ramos. Dessa forma, as ligacdes das colunas do diagrama, sugerem:

12 e 22 colunas

(nde galhos: 1.d, = d,; n®de ramos:1.d, = d,);

22 e 32 colunas

(n®de galhos: 1.d, + d,.ds; n2de ramos: 1.d,.d5);

32 e 42 colunas

(n®de galhos: 1.d, + d,.ds + ds.dy; n®deramos: 1.d,.d;.dy);

42 e 52 colunas

(n®de galhos: 1.d, + d,.d; +ds.dy + ds.ds; nderamos: 1.d,.d3.dy.ds);

(n -1)% e n? colunas

(n9 de galhos: 1.dy + Y=} d;.d;1; n®de ramos: 1.d,.d3.d,. ds. ... .d(n_l).dn).

De forma anéloga, forma-se um segundo bloco de combinac¢des substituindo-
se e;, por e;; ha primeira coluna do diagrama de arvore da Figura 3, mantendo-se
as outras colunas inalteradas. Dessa forma, para este segundo bloco, também

teremos, da 12 coluna a n2 coluna:
n-—1

n?de galhos: 1.d, + Z di.disq
i=2

e

n®deramos: 1.d,.d3.dy. ds. ... .dp_q). dy.
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Figura 3. Diagrama de arvore para o primeiro bloco de sequéncias légicas para a

(.)
cesit— (D) —(Ds)** (D) *++ (Dn-s) <
| egzﬂ:—(DJ—(DS) +(p;) +++(p,._4) < &

:em. (04)—(95) (D" 1) < )

Lesy —— (1)4)—(05)"'(0 "'(Dn 1) <
0o lo) o) =)
b0 (o) (o) <

demonstracéo do PFC.

n

tutb

1

o) (oo o) < E

;332;(04)_(95) o)l <
i (p)— ()= (0) = (2o <
(o (o () (o) <5
0 () (o) <m

(Ds) (Di)

0) (o) <5
D) . "

Fonte: Proprlo autor.
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Este comportamento ira se repetir até o Ultimo bloco de combinacdes
possiveis, representado por um diagrama de arvore semelhante ao mostrado na
Figura 3, mas com o elemento e;d; na 12 coluna (Figura 4). De forma representativa,
a quantidade total de galhos e de ramos (usados para formar todas as combinagcfes
possiveis), pode ser dada pela soma de galhos e de ramos obtidos em cada um dos

blocos de combinacdes, respectivamente.

Figura 4. Diagrama de arvore representativo do ultimo bloco de combinacBes possiveis ha
demonstracéo do PFC.

en— (D) — (0s) = (5 = (Du ) <
e L B R O B
i 0] — (0 = (o) = () <
e (0) () (0 (o) < E
e (o) e (o) )
i ) ) (0 e )<
o) (o) o) o) <
e () ) o) (o) <%
e 0) 0 o )< E
w0 — () =+ () =+ (0u) < 1
(o) — () (o) o o 1)<e"1
(02— (o) (0 = (o) <5

93d3

Fonte: Préprio autor.
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Assim, um “diagrama geral” para a demonstragdo do PFC é formado por um
total de d, blocos de combinacdes, iniciados de forma ordenada por cada um dos

elementos do subconjunto D;. Com isso, 0 numero total de galhos pode ser dado

por:
n? de galhos =
n—1 n—-1 n—-1
1.d, +z diodiey +1.d, +z dpodyy + - +1.d, +z d;. d;,
i=2 i=2 i=2
(d4 vezes)
Usando o principio multiplicativo, o niamero total de galhos pode ser reescrito
como:
n? de galhos =
n-—1 n-1 n-1
dl.(dz + z diodiyy +1.dy + z didiys + 4+ 1.d, +Z di.diﬂ).
i=2 i=2 i=2

Por sua vez, o numero total de ramos é dado por:
n? de ramos =

1 . dz. d3.d4.d5. T d(n—l)- dn + b + 1 . dz.d3.d4.d5. -d(n—l)-dn

(d, vezes)
=dy.dy.d3.dy.ds. ... .d_1).dy.

Cada ramo nos diagramas de arvore representa a formacdo de um
subconjunto composto porn elementos ordenados, em que o0 elemento da i-ésima
posi¢cdo € um elemento do i-ésimo D;, com i € [1,n]. A juncdo de todos 0s ramos
fornece todos os subconjuntos ordenados que podem ser formados, como descrito
anteriormente. Dessa forma, tem-se o total de subconjuntos, dado pelo total de
ramos, 0 que representa a formula matematica para o principio fundamental da
contagem (PFC).

Por meio da andlise do diagrama geral para o PFC, é possivel inferir que cada
elemento do conjunto D; esta ligado a cada elemento do conjunto D;,;, com i €
[1,n — 1], que é a condicdo suficiente para se utilizar o principio multiplicativo no
calculo do total de subconjuntos ordenados que irdo conter n elementos, com cada

um dos elementos pertencentes a um dos subconjuntos D;, com i € [1,n].
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Dessa forma, pode-se utilizar o agrupamento de casas para solucionar de
forma mais pratica problemas regidos pelo principio multiplicativo, tal como no caso
do PFC. O agrupamento de casas consta de uma estrutura organizativa compactada
em que cada casa c; é representada por um traco, onde podemos colocar a
qguantidade de elementos d;, de cada subconjunto D;, na casa c; respectiva, com

€ [1,n]. Cada objeto do grupo d; deve estéd associado a cada objeto do grupo d;,,
para a utilizacdo do método de agrupamento de casas e, assim, € possivel aplicar o
principio multiplicativo para o calculo de todos os subconjuntos das solugcdes de
problemas combinatérios desse tipo. No caso do principio fundamental da
contagem, utilizando o agrupamento de casas, sua expressao sera dada por:

Cq y Co» , C3 , €C4 , Cc 4y vuvy _Ci ey Cp_1, _Cpy

1.2.3 Arranjo

Dado um conjunto A ={ay,a,as, ..,a,}, O arranjo € uma estrutura

combinatdria que calcula o total de subconjuntos de m elementos distintos do
conjunto A, com m < n. Geralmente, essa estrutura é simbolizada por Ay, ;.

Santos et al. (2008, p. 42), “arranjos simples de n elementos tomados m a m,
onden >1 e m € um numero natural, com m<n, sdo todos os grupos de m
elementos distintos, que diferem entre si pela ordem e pela natureza dos m
elementos que compdem cada grupo”. Desta forma, é possivel utilizar do
agrupamento de casas para a demonstracdo da técnica de contagem para o arranjo,
em que, cada elemento da casa c; vai estar relacionado com cada elemento da casa
ci+1, obedecendo ao seguinte critério: d;.; =d; —1, com i € [1,m— 1], pois, 0
elemento escolhido em uma casa c,, deve ser diferente dos elementos escolhidos
nas casas c;, com j € [1,k —1]. Com isso, d; =n, d, =n—1, d3 =n—2, e assim
por diante até d,,, =n — (m — 1). A férmula que define a técnica de contagem para o

caso de arranjo pode entdo ser dada por:
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Cq y _Co y _C3 iy Cn
n.m—-1).n=-2).n—-(m-1D]=n.n-1).n—-2).(n—m+1) =
nn-1).n-2).n-m+1).(n-m)!  nl
h (n—m)! (n—m)!

|
De forma resumida, Ay, = ﬁ

1.2.4 Permutacao

Dado um conjunto A ={aq,a,,as,..,a,}, a permutacdo € uma estrutura
combinatdria que calcula o total de subconjuntos que contém todos os elementos de
A, diferindo-os somente pela ordem dos elementos. Geralmente, essa estrutura é
representada por p;,.

Santos et al. (2008, p. 32) define que “uma permutacao de n objetos distintos
€ qualquer agrupamento ordenado desses objetos.” Desse modo, a permutacdo €
um caso particular de arranjo para n = m, em que, todo subconjunto do arranjo vai
conter os n elementos do conjunto A.

Assim, a demonstracao da formula de permutacéo se torna simples uma vez

que se trata do caso em que n = m na férmula de arranjo, o que retorna:

n! n!

- = — =7l
= "o "

D = n!

1.2.5 Combinacéo

Dado um conjunto A ={a,,a,,as,...,a,}, a combinacdo é uma estrutura
combinatéria que calcula o total de subconjuntos de m elementos distintos do
conjunto 4, com m < n, em que, 0s subconjuntos diferem somente pela natureza dos
elementos, ndo sendo modificados pela ordem dos seus elementos.

Segundo Santos et al. (2008, p. 46), “combinacdes simples de n elementos
tomados m a m, onden >1 e m é um numero natural que m < n, séo todas as

escolhas nao ordenadas de m desses n elementos”.
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A demonstracdo da técnica de contagem para uma combinacdo, pode ser
desenvolvida em dois passos: i) calcular o arranjo do conjunto A e; ii) eliminar os
subconjuntos que contém os mesmos elementos (subconjuntos repetidos) no arranjo
de A.

Desse modo,
i) An,m =

ii) A quantidade de subconjuntos que contém os mesmos elementos vai ser

n!

(n-m)!

dada pela permutacdo dos elementos destes subconjuntos. Como 0S mesmos
contém m elementos, a quantidade de repeticdes é m!. Para fazermos a eliminacao

desses subconjuntos repetidos, divide-se a formula de 4,, ,,, por m!. Desse modo, a

formula de combinagéo pode ser dada por:  C, ., = #im)'
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2 METODOLOGIA

Este trabalho de pesquisa se caracteriza como um estudo bibliogréfico, de
carater exploratorio-descritivo, com o objetivo de melhorar definicbes e construir
conceitos importantes para o desenvolvimento do objeto de pesquisa (LIMA; MIOTO,
2007; MARCONI; LAKATOS, 2003).

Inicialmente, na fase de investigacdo das solugbes (LIMA; MIOTO, 2007,
p.40), buscou-se por trabalhos académicos (teses, dissertacdes, livros e artigos
cientificos) no Portal de Peridédicos CAPES, com o objetivo de investigar o estado da
arte, tanto da matematica aplicada como de ensino de matematica, relacionado ao
tema de pesquisa. Para isso, como critério semantico de busca utilizou-se as
seguintes palavras-chaves principais: “estratégias de ensino de analise
combinatéria”, “analise combinatéria no ensino basico”, “aplicacbes da analise
combinatoéria”, “soma de produtos”, “metodologias alternativas para o ensino de
matematica” e “resolucdo de problemas”. Adicionalmente, utilizou-se o Google
Académico como fonte de busca, adotando-se o0 mesmo critério semantico.

Nesse sentido, na fase de analise explicativa das solucdes (LIMA; MIOTO,
2007, p. 41), buscou-se analisar a contribuicdo de diversos autores para o avanco
nas pesquisas e no ensino da andlise combinatdria, em especial o estudo de
eventos que tratam do caso da soma de produtos entre elementos de um dado
conjunto numeérico, com vista ao desenvolvimento de uma nova técnica de contagem
gue solucionasse problemas dessa natureza. Ja na etapa de sintese integradora
(LIMA; MIOTO, 2007, p. 41), foram propostas situacdes-problema relacionadas ao
tema de pesquisa, bem como técnicas de solucdo dessas questdes, com base no
PFC e em estratégias alternativas desenvolvidas neste trabalho. Estas solucdes
foram ilustradas a partir da interpretacdo de diagramas de sequéncia légicos de
calculos sugeridos pelo autor, com o objetivo de auxiliar o professor no planejamento
e execucdo de atividades/ projetos interdisciplinares de matematica no ensino

méedio.
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3 ESTRATEGIAS PARA A ANALISE COMBINATORIA DE SITUACOES-
PROBLEMA MODELADAS POR SOMA DE PRODUTOS

3.1 DISPOSICOES PRELIMINARES

Nos livros didaticos sdo encontrados problemas de analise combinatoria nos
quais as escolhas para a formacao dos grupos da solucdo sdo elementos de um sé
conjunto. Conjunto este, no qual denominamos neste trabalho como “conjunto de
tipos” de eventos possiveis, nos quais tais grupos podem ou ndo levar em
consideracao a repeticdo de elementos deste conjunto.

Geralmente, sdo encontradas situacdes-problema que envolvem repeticdo de
elementos do conjunto dado, como: quantas placas de automoveis podemos compor
com um numero determinado de escolhas para sua formacdo? Quantas senhas
podem ser desenvolvidas em um website obedecendo critérios para sua formacao?
De quantos modos podem ser distribuidos brindes na realizacdo de um sorteio?
Entre outros. Ha também problemas que ndo envolvem repeticdo, como por
exemplo: quantas filas indianas podemos compor com uma certa quantidade de
pessoas? Quantos sucos podemos montar escolhendo uma certa quantidade de
frutas na sua composicdo, entre uma quantidade determinada de frutas para as
escolhas? Quantas chapas partidarias podem compor a formacédo de uma bancada
de vereadores de uma cidade?

O que hd em comum nos enunciados desses problemas em combinatéria &
gue eles restringem outras analises possiveis para a solucéo de problemas atuais da
sociedade. Quando se tem a inclusdo de “subtipos” para cada tipo de evento, a
abordagem de resolucdo é expandida e, consequentemente, requer uma analise
mais detalhada da situacdo. Por exemplo, em uma situacdo em que € pedido para
se escolher trés cores diferentes, entre uma determinada quantidade possivel de
cores. Se cada cor possuir uma quantidade conhecida de tons, de quantas formas
poderiamos fazer a escolha do trio de cores? Neste caso, existiria 0 conjunto dos
“tipos” que seria formado pelas cores e 0 conjunto dos “subtipos” que levaria em
consideracao os tons relativos a cada uma dessas cores.

Essa é uma situacdo que remete a ampliacdo das discussdes quanto as

novas demandas da sociedade e quanto as aplicacdes da analise combinatoria para



24

a modelagem e resolucao desses problemas. Em adicdo, esse topico de pesquisa
pode abrir novas possibilidades para o desenvolvimento de ferramentas de ensino e
de projetos interdisciplinares que relacionem diferentes areas do conhecimento com
0 objetivo de significar o processo de ensino-aprendizagem de matematica. Dorox e
Ploharski (2015) destacam essa ideia quando discutem que

a realidade social, cada vez mais dindmica e complexa, exige o
desenvolvimento da autonomia intelectual de todos os cidadéos.
Com isso, compreende-se que 0 ensino da matematica precisa
viabilizar a verdadeira vinculacdo de seu emprego no cotidiano do
educando, proporcionando assim, o real aprendizado matematico.

Diversos outros eventos/ processos envolvem este modelo de situacao-
problema com tipo e subtipo, como é possivel verificar nos exemplos a seguir:

i) Uma industria fabrica ligas metalicas escolhendo trés tipos de metais para
composicdo de cada uma de suas ligas, em que cada metal tem uma quantidade
diferente de escolhas no mercado de acordo com a sua resisténcia. A industria
possui um catalogo de fornecedores que disponibilizam metais para a empresa com
diversos tipos de resisténcias para cada um dos metais. Quantas ligas diferentes
essa industria pode produzir para introduzi-las no seu catalogo de vendas?

i) Uma industria que fabrica tintas naturais de cabelo para seus clientes
mistura trés cores diferentes de tintas produzidas com plantas encontradas na
natureza. Havendo para cada cor, tons diferentes formulados no processo de
fabricacédo, observou-se diferencas sutis e a criacdo de novos tons naturais para 0s
cabelos. Quantas tintas diferentes essa empresa pode fornecer ao mercado?

iii) Uma industria farmacéutica de produtos naturais comercializa um produto
chamado tri-6mega, suplemento composto por trés 6megas diferentes, entre varios
tipos de dmegas encontrados em alimentos da natureza. Para cada tipo desses
Omegas, a empresa possui subtipos, classificados pelo teor de qualidade e eficiéncia
da matéria prima utilizada. Quantos suplementos tri-Omegas esta empresa pode
produzir, para testes e andlises de qualidade?

A modelagem desses problemas combinatorios com tipos e subtipos de
eventos pode envolver sequéncias légicas de calculo de rapida articulagéo para as
solugdes em questdo. A quantidade de calculos pode aumentar significativamente a
medida que a situagcéo-problema aborda uma quantidade maior de tipos de eventos

e de seus respectivos subtipos (numero de opcdes para um dado evento). Nesse
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sentido, surge a possibilidade de desenvolvimento de técnicas de contagem que
possam fazer uso de sequéncias légicas de célculo bem definidas para auxiliar o
educando no desenvolvimento de solucbes adequadas aos objetivos que estas
situacdes se propdem. Como discutido anteriormente, o ensino de matematica
através de resolucdo de problemas e da conscientizacdo da importancia da
linguagem légica neste processo pode favorecer o aprendizado do aluno, além de
mostrar-lhe novas possibilidades para interpretacdo e solucdo de problemas atuais
gue fazem parte do cotidiano das pessoas.

Serdo apresentadas algumas situacdes que se caracterizam com tipos e
subtipos de eventos, com as respectivas analises das combina¢es possiveis (que
levam a identificacdo da natureza do problema) e dos calculos necesséarios as
solucbes dos problemas para que uma discussao sobre técnicas de resolucéo
desses problemas possa ser inicializada.

Situacdo 1. Em uma cidade havera eleicdo para a escolha de 3 vereadores.
Os candidatos estao distribuidos em 4 chapas partidarias (A, B, C, D), que por sua
vez possuem 5, 8, 6 e 10 candidatos inscritos respectivamente em cada uma dessas
chapas. De guantas formas pode ser constituida a bancada de vereadores desta
cidade nessa eleicdo, sendo que, os vereadores eleitos tém que ser de chapas
partidarias diferentes?

E possivel desenvolver uma solucdo para esta situacdo-problema,
descrevendo inicialmente quais as composices possiveis para a bancada, levando-

se em consideracao apenas as chapas partidarias (tipos). Aplicando-se a técnica de

*__ 4 diferentes composicdes para a

contagem de combinagao, tem-se: C,3 = T

bancada. Simbolicamente, as bancadas possiveis podem ser representadas pelos
trios de partidos ABC,ABD, ACD e BCD.

Uma vez que a solugdo do problema deve envolver as quantidades de
candidatos em cada partido, pode-se substituir cada simbologia, presente em cada
uma das quatro combinacdes, pelas respectivas quantidades de candidatos
informados no problema. Deve-se aplicar o principio fundamental da contagem em
cada um dos quatro termos resultantes e somar os resultados obtidos. Dessa forma,
a solucdo pode ser dada por: 5.8.6+5.8.10+5.6.10+ 8.6.10 = 1420
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possibilidades para a composi¢cdo da bancada de vereadores da cidade, levando em
consideracao os partidos e a quantidade de candidatos em cada um deles.

Neste contexto, pode ser definido um conjunto A como o conjunto dos
subtipos (o qual seus elementos representam a quantidade de candidatos em cada
partido). Analisando a solucéo, observa-se que esta pode ser modelada pela soma
dos produtos entre os elementos de posi¢des diferentes do conjunto A = {5, 8, 6,10},
tomados 3 a 3, sem permutagdo destes produtos na soma. De modo geral, esta
solucdo é dada pela soma dos produtos entre os quatro elementos (m = 4) de
posicdes diferentes do conjunto A = {a,,a,,a;,a,}, tomados n a n (n=3), sem

permutacdo destes produtos na soma: a;a,as + a,a,a, + a,aza, + a,asa,.

Situagdo 2. Situacdo similar & primeira, mas com uma quantidade maior de
chapas partidarias. Neste segundo caso, considera-se 8 chapas partidarias (A, B, C,
D, E, F, G, H) e o conjunto A é dado por A = {5,4,6,10,8,12,9,15}.

T . 8! .
Explorando a analise do exemplo anterior, tem-se: Cg3 = i 56 diferentes

composic¢des para a bancada, considerando apenas as op¢des de partidos possiveis
em cada combinacdo. Estas 56 possibilidades podem ser representadas
simbolicamente por 56 termos, como a seguir:

ABC,ABD, ..., ABH,ACD, ACE, ...,ACH, ...,AGH,BCD, BCE, ..., BCH,BDE, BDF,BDH, ...,
BGH, ..., EFG,EFH,EGH,FGH.

Aplicando-se o principio fundamental da contagem em cada um desses
termos, substituindo cada partido pela respectiva quantidade de candidatos inscritos,
pode-se expressar a solucéo para o problema na forma:

ABC + ABD + ...+ ABH + ACD + ACE +---+ ACH + ---+ AGH + BCD + BCE + --- +
+BCH + BDE + BDF + BDH + -+ BGH + ---+ EFG + EFH + EGH + FGH =
5.4.6 +5.4.10+5.4.8+5.4.124+5.4.94+5.4.154++--4+5.6.94+5.6.15+5.10.8 +
~+4+5.8.124+5.89+4+..+44.6.10+4.6.8+4.6.12+4.6.9+ -+ 4.12.94+ 4.12.15 +
4.9.15+6.10.8+6.10.12+6.10.94+6.10.15+ 6.8.12 + ---+10.8.12 + 10.8.9 +
10.8.15+...4+8.12.9+8.12.15 4+ 8.9.15 + 12.9.15 = 33495 possibilidades de

resultados para a eleigéo.

Da forma como esta escrita, esta solu¢cdo pode ser vista como a soma dos

produtos entre elementos diferentes do conjunto A = {ay,a,, as, a,, as,as, a,, ag},
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tomados 3 a 3, sem permutacao destes produtos na soma, com m =8 e n = 3. De

forma geral, a solucéo € dada por:

aia,as + aia,a, + a,a,as + a,1a,0q + a;a,a, + a,a,ag + aasa, + aiaszas +
+ a,0as30agq + ajasza, + a,asdag + a1040s + A1040¢ + a1a,a, + aiau0ag + a10s0g + a;asa,
+ aqasag + a,aqa; + ajagag + a,a,ag + aasza, + aazas + a,aszag + aasza; + aaszag
+ aasas + aasag + aasa; + aasag + azasag + aasa; + axasag + aaga; + aagag
+ aya,ag + azasas + aza,ae + azasa; + azasag + azasag + azasa, + azasag + azaga,
+ azagag + aza,ag + a4asae + a,asa; + a,asag + a,asa; + aza¢ag + aza,ag + asaga;
+ asagag + asa,ag + aga,ag.

Analisando-se uma terceira situacdo semelhante as anteriores, agora com 10
chapas partidarias (C;, C,, C3, C4, Cs, C¢, C;, Cg, Cy, Cyp) € as quantidade de

candidatos por partido dadas pelos elementos do conjunto A, com

10! .
A=1{458610,12,9,57,14}, temse C(=z== 120  possibilidades de

combinagfes entre os partidos para formar as bancadas. Levando-se em
consideracdo a quantidade de candidatos em cada chapa, tem-se a soma de 120
produtos entre elementos de posi¢Bes diferentes no conjunto A, tomados 3 a 3,
como solugdo para o problema de contagem: 4.5.8 +4.5.6 + -+ 4.5.14 4+ 4.8.6 +
4.810+---+4.8.14+--+4.5.74+4.5.14+4.7.14+5.8.6 +5.8.10 + ---+ 5.8. 14 +
5.6.10+5.6.12++-4+5.6.14+ -+ 5.5.7+5.5.14 +5.7.14 + -+ 9.5.7 +
9.5.14+4+9.7.14 + 5.7.14.

Com A = {ay,a,,as, ..., a9,a10}, M=10 e n=3, a solugdo para o problema pode

ser generalizada pela expressao:
a1a2a3 + a1a2a4 + a1a2a5 + A + a1a2a10 + a1a3a4 + a1a3a5 + b + a1a3a10 +
+ a1a9a10 + +a2a3a4 + a2a3a5 + + a2a3a10 + a2a4a5 + a2a4a6 + + a2a4a10 +
+ + azagalo+a7a8a9+a7a8a10+a7a9a10+a8a9a10.

Como observado, a solugdo analitica para um problema que trata de
combinac¢Bes com tipos e subtipos de eventos requer a descricdo exata de todas as
combinacgdes possiveis. A medida que a quantidade de tipos e de opgdes (subtipos)

desses tipos aumenta, essa descri¢cao se torna mais complexa de se estabelecer.
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Com base no que foi discutido, nas proximas secdes serdo apresentadas
estratégicas de resolucao (representadas a partir de diagramas de sequéncias
l6gicas de operacdes matematicas) e técnicas de contagem que foram
desenvolvidas neste trabalho para auxiliar a descricdo e execucdo dos célculos
necessarios a solucdo. Em adicdo, outras situacdes-problema foram propostas e
solucionadas com base nas técnicas apresentadas, com o objetivo de fornecer ao
professor de matematica um material de consulta adequado para o desenvolvimento
de projetos interdisciplinares nas séries finais do ensino médio que tenham essa

tematica como foco.

3.2 ESTRATEGIAS DE RESOLUCAO BASEADA NO PRINCIPIO FUNDAMENTAL
DA CONTAGEM

Considerando a possibilidade de aplicagdo da tematica em estudo em
projetos interdisciplinares de matematica no ensino médio, esse trabalho considerou
estratégias de solucdo baseadas no principio fundamental da contagem para
situacdes-problema modeladas através de soma de produtos entre elementos de
posicdes diferentes em um conjunto numérico com m elementos, tomados dois a
dois ou trés a trés.

Para os problemas que envolvam soma de produtos entre elementos de um
conjunto numérico, tomados dois a dois, sera possivel apresentar o conjunto dos
tipos de eventos em questéo, definido neste trabalho como conjunto T. O conjunto T
possui m elementos, com T = {t,,t,, t5, ..., t,,}. Nesse contexto, t; representa o i-
ézimo tipo, com i € [1,m]. Para cada tipo de evento, pode haver uma quantidade de
subtipos (ou opcbes) disponiveis. Assim, também ¢é possivel definir o conjunto
A ={a,,a,,a, ...,a,}, onde o elemento a;, com i € [1,m], representa a quantidade
de subtipos do tipo t;. Nestes casos, para determinar quantas sdo as combinagdes
possiveis entre dois dos m tipos de eventos do conjunto T, sem permutacdo e
repeticédo, se faz necessario partir para o conjunto A e realizar todas as combinacdes
entre 0s seus m elementos, tomados dois a dois, aplicando o principio fundamental
da contagem e somando os resultados dos produtos obtidos. A conclusdo destas

operacOes mateméticas representa a solu¢éo do problema em destaque.
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Para facilitar o entendimento dos processos envolvidos na solugdo destes
problemas, foi desenvolvido um diagrama de sequéncias logicas de operacdes
matematicas. Pelo diagrama (Figura 5), dado o conjunto A, inicialmente se deve
manter o elemento a, fixo e multiplica-lo por cada um dos elementos subsequentes

em A.

Figura 5. Diagrama genérico de sequéncias légicas de calculos necessarias para a solucéo
de problemas tipo e subtipo, com elementos do conjunto A tomados 2 a 2, sem permutacao
e repeticao.

Ay Gz A3 Qg4 o Gm-p OGm-1 Op

Fonte: Préprio autor.

A primeira etapa da solucéo é finalizada com a soma dos resultados de todas
as multiplicacdes obtidas. O segundo passo é manter o préximo elemento (a,) fixo e
executar o mesmo procedimento descrito na primeira etapa. O processo se repete
até o passo (m — 1), com a ultima multiplicacdo possivel definida por a,,_;. a,,. No
diagrama, essas acdes sucessivas estao representadas por setas que iniciam em
um elemento q; e terminam em seus elementos subsequentes.

Por fim, basta somar todos os resultados das multiplicacbes entre 0s
elementos tomados 2 a 2, em cada passo da solugéo, para obter a solucdo geral
para o problema.

De forma analitica, tem-se:

Passo 1: a,a, + a1a; + a1a4 + -+ a1 + 104

Passo 2: a,a; + aa, + ayas + -+ aya,_1 + azay,

Passo (m — 2): ay_20m_1 + Q20 + Qp_1ap,

Passo (m —1): a;,_1a;,

Somando-se os resultados obtidos em cada passo, tem-se:
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aia, +aaz +aia, + -+ aap,-1 + a1a, + azaz + aza, +azas + -+

a,ap,—q + aza,, + aza, + azas + azag + -+ aza—1 +aza,y, + -+

Om—2m-1+ Amo2am + Q10 + Q10

Esta soma de produtos entre elementos diferentes do conjunto A tomados 2 a
2, sem permutacdo destes produtos na soma, € a solucdo genérica para 0 caso
discutido.

De forma andéloga, para facilitar o entendimento dos passos necessarios a
solugdo dos problemas que envolvam as combinacdes entre elementos de A,
tomados 3 a 3, foi desenvolvido um segundo modelo de diagrama de sequéncias de
calculos (Figura 6).

A sequéncia l6gica a partir do diagrama € descrita a seguir. Observe que para
estes problemas, serdo contabilizadas somas de produtos entre trés elementos
distintos do conjunto A, sem permutacéo e repeticdo dos elementos. No diagrama
da Figura 6, as ac0es para a solucao séo divididas em partes.

Inicialmente, 0 a; deve ser mantido fixo, e fazer com que o a, também se
torne fixo (temporéario) para que o par a,a, possa ser multiplicado por cada a;
subsequente a a, (elementos de a; a a,). Da mesma forma, para continuar a
sequéncia das acbes de combinacdo de trés elementos de A, agora o par a,a; €
mantido fixo, enquanto se varia o terceiro elemento (de a, a a,,) na multiplicacdo. O
calculo da multiplicacao entre o par de elementos a,a,,_, combinado com a,, define
a ultima multiplicacao a ser executada na parte 1 da solucéao.

Seguindo a mesma ideia, a parte 2 da sequéncia de calculos se inicia com a
multiplicacdo entre a,a; fixos e os elementos variaveis (de a, a a,,). Em outras
palavras, a cada par fixo de elementos, faz-se a cominagéo deste par com cada um
dos a; posteriores. O calculo da multiplicacdo entre o par de elementos a,a,,_;
combinado com a,, define a Ultima multiplicacdo a ser executada na parte 2 da

solucéo.
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Figura 6. Diagrama genérico de sequéncias légicas de calculos necessarias para a solucéo
de problemas tipo e subtipo, com elementos do conjunto A tomados 3 a 3, sem permutacao
e repeticao.

Parte 1

Parte 2
'
/
A 4z Q4 .. Qpm-2 Qm-1 Am

Parte (m-2)
4

Am-2 Am-1 Qm

Fonte: Préprio autor.

Este processo continua até a ultima parte da solugdo, com a multiplicacédo
entre 0 par a,,_,am_1 € ap,.
As setas amarelas destacam os pares de elementos que ficardo fixos em cada
passo, enquanto as setas verdes representam a multiplicacdo do par fixo com 0s
elementos subsequentes (considerados variaveis em um dado passo).

De forma analitica, os calculos a serem realizados s&o descritos a seguir:
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Parte 1

Passo 1.1: aya,a3 + a;a,a4 + a1a,a5 + -+ a1a,0,—1 + a1a20y,

Passo 1.2: ayaza4 + a;azas + a,aza6 + -+ + a1a3a0,-1 + a1a3ay,

Passo 1.3: ajasas5 + a1a4a6 + a10407 + -+ + 10401 + 1040y,

(...)

Ultimo passo da parte 1: a,a,,_1an,

Parte 2

Passo 2.1: ayasza, + ayaszas + ayazag + -+ + a,aza,_1 + a,aza,

Passo 2.2: aya,as + ayasaq + aya,a; + -+ a,a40,_1 + aya4a,,

Ultimo passo da parte 2: a,a,,_1an,

(...)

Parte (m — 2)

Unico passo: a,—»0m—1am,.

Somando-se os resultados obtidos nas (m — 2) partes, se tem a soma dos
produtos entre elementos em posicdes distintas no conjunto A, tomados 3 a 3, sem
permutacdo destes produtos na soma, descrito de forma literal como:

a1a,a3 + a1a,a4 + a1a,a5 + -+ a10,0,,_1 + 1020, + a1a3a4 + 10305 +

+a,aza¢ + .-+ aqaz3a,,-1 + a1030,, + a1a405 + a1a406 + a1a4a7 + -0 +

+aa4a0,-1 +a1040,, + -+ A1 —20m—1 T G1Ap—20y T A0 10y T

A,0304 + Ay0a305 + Ax0306 + - + 0301 + A2030,, + Az0405 + 0406 +

+ayasa; + -+ azaua,,-1 + aya4a,, + azasag + ayasa; + -0+

+ayasa,,—q + aasa, + o+ a0, 201 t Q20 —20, + A0 10y T+

A30405 + Az0406 + 30407 + -+ + 30401 + A3a40,, + Aza506 + azasa; +

+azasag + -+ + azasa,,—1 + azasa,, + azaga; + azagag + -+ +

+a3a60,,—1 + 3060, + -+ 305201 + A3A 20, + A3 10y + o+

tam-3Am—20m—1 T Ap-30m_20m T Ap—30m-10m + Apm_2Am—10m.

Dessa forma, tem-se uma primeira alternativa para desenvolver os calculos

necessarios a solucéo de problemas desta natureza.
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3.3 ABORDAGEM ALTERNATIVA PARA A SOMA DE PRODUTOS ENTRE
ELEMENTOS DE POSICOES DISTINTAS DE UM CONJUNTO NUMERICO
TOMADOS n an, SEM REPETICAO E PERMUTACAO DOS ELEMENTOS

Dado um conjunto A, com m elementos, sendo A = {ay,a,,as, ..., @}, COMO
visto anteriormente, € possivel formar produtos tomados n a n (neN) entre
elementos distintos ou repetidos deste conjunto e assim buscar técnicas de
contagem alternativas agquelas baseadas no principio fundamental da contagem com
0 objetivo de generalizar a solugdo das situagbes em destaque neste trabalho. Esta
secado apresenta algumas definicdes que guiardo o desenvolvimento de uma técnica
de contagem alternativa para resolver estes problemas.

Ynxr. €Strutura combinatéria que representa a soma dos produtos dos
elementos do conjunto A, tomados n a n, tendo r elementos repetidos deste
conjunto, em cada um dos produtos da soma, sem permutacfes destes produtos,
comr < n.

B(n): estrutura combinatéria que € a soma dos produtos de elementos
diferentes do conjunto A, tomados n a n, sem permutacdes destes produtos na
soma. B(n) é um caso especifico de y,x,, para r =1 e representa a solugdo dos
problemas que estédo sendo tratados neste trabalho.

Um ponto importante para o desenvolvimento de uma técnica de contagem
para B(n) € definir um padrdo de escrita para a sua forma analitica. Dado um valor
de n, a escrita de B(n) sera dada da seguinte forma: os indices dos elementos em
um dado produto serdo dados sempre em ordem crescente e, em adicdo, nenhum
dos produtos subsequentes terd um elemento com indice menor considerando-se
uma mesma posicao desse elemento no produto (comparado com qualquer um dos

produtos antecedentes). De forma geral, a escrita analitica de B(n) pode ser dada

por:
m—(n-1) m—(n-2) m—(n-3) m—(n—k)
B(n) = z ajl. Z ajz. Z aj3 e Z ajk
j1=1 J2=Jj1+1 J3=Jj2+1 Jk=Jk-1+1

m-—1 m
e ( Jn-1=Jj3+1 (aj(n—1)' (Zjn=jn—1+1 afn))) (Eq.3.1)
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As escritas de casos particulares de B(n) sao explicitadas a seguir para
facilitar o entendimento do leitor. Para n =1, tem-se a soma dos produtos dos
elementos do conjunto A = {a,,a,,as,..,a,}, tomados 1 a 1, sem permutacao
destes produtos, que € 0 mesmo que a operacdo de soma dos elementos do
conjunto A. Assim, tem-se que:

B(l)=yix1i=a1+a,+az+-+a,_1+a, (Eq.3.2)

Por sua vez, B(2) corresponde a soma dos produtos entre os elementos de
posicoes diferentes do conjunto A, tomados 2 a 2, sem as permutacbes destes
produtos na soma, e € dado por:

B(2) = Y,x1 = a4a, + aya3 + a,a, + a;as + ajag + -+ a1a,-1 + a1a,, + ayas +
+a2a4 + a,das + a,0qq + ...+ ArAy—1 + a,a, + asa, + asds + asQdg + e+
+azay,_1 +azapy, + o+ Q201 + A2y + am_1ay,  (Eq.3.3)

Pela definicdo de B(n), B(3) é a soma dos produtos entre os elementos de
posicoes diferentes no conjunto A4, tomados 3 a 3, sem permutacgdes destes produtos
na soma, e tomando a escrita sugerida na Eq. 3.1 tem-se:

B(3) = aya,a3 + a,a,a, + -+ +a,aza, + a,azas + - + a1a,05 + a1a,06 + -

+ a0, 20m_ 1 + Q1020 + A Ap_10y + Az0304 + ayaza5 + -+
+aa, 20,1+ a0, 20, + a0, 10, + azauas + azagag +
+ a3a040,,1 + 03040, + Q30,201 TAm—_30m—20,
+ap_2am_1a, (Eq.3.4)

Seguindo o mesmo padréo de escrita sugerido para 0S casos anteriores,
B(4) pode ser dado por:

B(4) = aya,a3a,4 + a;a,a3a5 + -+ + a1a,03a,, + A1a,a,405 + A1a,a,06 + -+
+a,a,040,, + 0+ 01020201 T Q10020 + 1020104y, + A1A30405 +
+a,aza4a6 + - + a1aza4a,, + aqazasag + aazasa; + -+ aqazasa, + oo
A1A30m—20;m—1 + 0103020y, + 103010 + 2+ Q1A 3021 T+
+ ...t a10n30n—20n T Q1A 30,10y, + Q1A _20;m-1A;y + -+
FUn-40m—30m—20m-1FAm—40m—30m—20m + Q40 —30;m—1am +
+Am 4 20m_10m + Q30 _20m_1a, (Eq.3.5)

De forma resumida, a escrita de B(n) a partir da Eq.3.1 pode ser aplicada
para todon, n e N. Desse modo, observando o formato de apresentacéo dos dados,

objetivou-se uma associacdo entre B(n) e 0 seu antecessor B(n — 1), levando-se
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em consideracdo a expressao y,., definida anteriormente, para desenvolver uma
técnica de contagem para B(n) e consequentemente uma estratégia alternativa para
solucionar problemas de tipo e subtipo explanados neste trabalho. Todo o

desenvolvimento da técnica de contagem para B(n) € apresentado a seguir.

3.3.1 Desenvolvimento de expressdo matematica para B(n)

Observa-se que ao multiplicar o B(1) da Eq. 3.2 por ele mesmo, e aplicarmos
a propriedade distributiva desse operador, € gerada a expressao para B(2) dada na
Eq. 3.3, como uma das partes do resultado. Do mesmo modo, ao multiplicarmos o
B(2) da Eg. 3.3 por B(1), observa-se o0 aparecimento da expresséo para B(3) (Eq.
3.4) na solucdo. Da mesma forma, a expressdo para B(4) surge como parte do
resultado da multiplicacdo de B(3) por B(1). Pelo formato escolhido para escrita
dessas expressfes, esse comportamento sera notado para todo n subsequente. De
forma geral, pode-se verificar que ao multiplicarmos B(n — 1) por B(1), para n = 2,
n € N, sera gerado B(n) como parte da solugéo.

Deste modo, substituindo B(1) pela Eq. 3.2 na expressao a seguir, tem-se:
B(n—1).B1)=Bn-1).(a; +a,+az+a,+--+a,)
B(n—1).B(1)=B(n—1).a; + B(n—1).a, + B(n—1).a3 + B(n—1).a,
+-++ B(n—1).a, (Eq.3.6)

A fim de relacionarmos de uma forma mais direta cada um dos B(n — 1) do 2°
membro da Eq. 3.6 com cada elemento de posi¢cdo a; no conjunto A (a; associado),
pode-se reescrever B(n — 1) em relacdo ao seu a; associado, aplicando-se a Eq. A9
do Apéndice A, para n — 1. Dessa forma, segue que:

B(n—1).B(1) = (ay.[B(n — 2)]; + [B(n — D]1). a4
+(az.[B(n = 2)]; + [B(n — D). a2 + (az.[B(n —2)]5 + [B(n — D]3). as
+ (a4.[B(n—2)]4+ [B(n—1)]4). a4 + -
+ (ay,. [B(n — 2)],,, + [B(n — 1D],,,).

Efetuando-se a propriedade distributiva e reorganizando a solucdo tem-se:
Bn—1).B(1) =[[B(n—2)]1.a.2+ [B(n —2)]5.a,% + [B(n — 2)]3.a3% +
[B(n—2)]4.a.2+ - +[B(n—2)|pm.an® 1+ [ [B(n—1];.ay + [B(n— D]y.a, +

+[B(n—D]s.a5+ [B(n—D]s.a,+ -+ [B(n—Dl].a,] =
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Z[B(n — )], a2 + Z[B(n “Dlna; (Eq.3.7)

i=1
A solucéo do primeiro termo da Eq.3.7 (X%, [B(n — 2)];.a;%) é apresentada no
Apéndice B, enquanto a solugao do segundo termo (X12,[B(n — 1)];.a;) é descrita
no Apéndice C.

Desse modo, para r = 2 na Eq. B9 do Apéndice B, tem-se que:

m

Yaxz= ) [B(=Dea? (Eq.3.8)

i=1
E da Eq. C19 do Apéndice C, tem-se que:

m

Z[B(n —1)];.a; =n.B(n) (Eq.3.9)

i=1
Substituindo as Eq. 3.8 e 3.9 na Eq. 3.7, chega-se a expresséo:
B(n—1).B(1) =yu,x2 +n.B(n) (Eq.3.10)
O desenvolvimento da solucdo para o termo y,., € apresentado nos

Apéndices D e E. Assim, fazendo r = 2, na Eq. E18, y,, » , pode ser escrito como:

n
Ynx2 = Z(_l)j_z B(n _j)]’jxj (Eq.3.11)
=2

Substituindo a Eq. 4.11 na Eq. 4.10,
n
B(n—1).B(1) = nB(n) + Z(—nf-z B(n—)yjx;
j=2
Assim,

nB(n) = B(n - 1).B(1) = ) (12 B(n— )y,
=2

Pode-se acrescentar o termo B(n — 1)y, 1 N0 somatério Z}l:z(—l)f‘zB(n —
J)vj«j, para fazé-lo iniciar de j =1 e, em seguida, retirar este termo excedente,

escrevendo a equacédo acima da seguinte forma:

nB(n) = B —1.B() +| ) (=17 B = )y j| ~ Bt = Drres
j=1
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n

nB(n) = B(n = 1.B(D) + | Y (=17 B(n = )y | = Bln = DB(D)
=1

nB(W) = ) (~1)/7 B = )y
j=1

Desta forma, uma expressdo preliminar para B(n) pode ser dada pela Eq.
3.12.
Y (DI B = )y
n
Pode-se verificar que o termo y; . ; € parte integrante da solucéo de B(n). Em

B(n) = (Eq.3.12)

adicéo, a Eq. D2 do Apéndice D mostra que y;, ; € dado por:

m
Vixj= ) (@) (Eq.313)
k=1

Analisando-se esta Equacdo, y;, ; pode ser escrito em funcéo apenas dos k
elementos do conjunto A, k =1,2,3,...,m, com j elementos repetidos nos produtos
tomados j x j, o que facilita as operagbes matematicas para o calculo de B(n).

Entdo, substituindo a Eq. 3.13 na Eg. 3.12, tem-se uma expressao
matematica analitica para o célculo de B(n) desenvolvida a partir dos pressupostos
discutidos ao longo do trabalho:

7:1(—1)j_1 B(n — j) Xieq(ax)’
n

B(n) = (Eq.3.14).

3.3.2 Estratégias de resolucdo baseado em B(n) paraos casosn =2en =3

Uma alternativa para a solucao dos problemas citados anteriormente, € usar
as formas particulares B(2) e B(3) de B(n) desenvolvido neste trabalho, para os
casos das combinacdes 2 a 2 e 3 a 3, respectivamente.

Como discutido nos capitulos anteriores, B(2) é a soma dos produtos entre
elementos distintos do conjunto A, tomados 2 a 2, sem a permutacdo destes
produtos na soma. A descricdo analoga pode ser realizada para B(3), que leva em

consideracdo os casos tomados 3 a 3. Dadas essas condi¢cfes, pode-se calcular



38

B(2) como solugdo para problemas combinatorios dessa natureza, utilizando a

B(1).B(1)-Y =, ax?
> .

expressédo matematica B(2) =

Observe que para o calculo de B(2) € preciso calcular os valores de B(1) e do
somatorio Y. p-4 ax?. A seguir, é mostrado um diagrama de sequéncias l6gicas

(Figura 7) que foi desenvolvido neste trabalho para o calculo de B(2).

Figura 7. Diagrama de sequéncias l6gicas para o calculo de B(2).

Passo 1 (calcular):
B(1) Wy B()=a+a+as+ - +any+an

m = - - - - - -
| Z (ak)z ‘ kzzl(ak)z =al+ @t tagt + ot agy_f +ay’
k=1
<> Passo 2 (substituir):

B(1).B(1) - Eii(a)’ = B(2)
2

Fonte: Préprio autor.

De forma analoga a B(2), B(3) € a soma dos produtos entre elementos
distintos do conjunto 4, tomados 3 a 3, sem permutacdo destes produtos na soma.
Pode-se calcular o B(3) utilizando a seguinte expressao:

B(2).B(1) - B(1). ¥}t a® + Xits a’
3 :
Como apresentado, o calculo de B(n) depende do calculo dos B(n) anteriores.

B(3) =

Assim, o B(3) depende dos célculos de B(2) e de B(1), os quais podem ser
calculados pelos passos descritos anteriormente na Figura 7.

Para finalizar o processo para B(3), se faz necessario também calcular o
somatorio Z’,?zl ak3. Todos 0s passos necessarios para o calculo de B(3) estdo

ilustrados no diagrama de sequéncias logicas, disponivel na Figura 8.
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Figura 8. Diagrama de sequéncias l6gicas para o calculo de B(3).

Passo 1 (calcular):
B(1) ‘ B(1)=a, +ay +az+ -+ ap_q + a

Em: N m) B(2)

(ak)Z - Z(ak)z =a 2+ a2 +ast+ -+ ay_ 12+ a2
k=1

k=1

m m
\ ()} TP D (@) =0+ a2t +ag® + o+ oy +ay?
A k k:1

\ k=1

> Passo 2 (substituir):

B(2).B(1) - B() Tt (a)® + Xiti(a)’ wap B(3)
2

Fonte: Préprio autor.

A seguir, sdo apresentadas situacOes-problema representativas do tema de
pesquisa em questdo, bem como suas resolucdes baseadas nos métodos discutidos

nesta secao e na Secao 3.2.

3.4 RESOLUCAO DE SITUACOES-PROBLEMA EM COMBINATORIA
MODELADOS POR SOMA DE PRODUTOS

Com base no que foi discutido anteriormente, esta secdo apresenta
situacdes-problema em analise combinatoria, caracterizados por combinacfes de
tipos e subtipos, nas quais suas solu¢cdes podem ser modeladas por soma de
produtos entre elementos de posi¢des distintas em um conjunto numérico, tomados
2 a 2 ou 3 a 3, sem repeticdbes e permutacdo dos produtos na soma. Esses
problemas merecem atencéo especial pelo fato de representarem uma extensao dos
problemas tradicionais de analise combinatdria disponiveis nos livros didaticos.

Serdo utilizadas duas estratégias de solucdo para os problemas de tipos e
subtipo. O primeiro método € centrado em aspectos da literatura usual da analise

combinatoria, enquanto a segunda opg¢éo de solucdo sugere 0s casos particulares
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B(2) e B(3) da técnica de contagem para B(n), desenvolvida neste trabalho, como
alternativa para abordar estas questdes.

De forma resumida, esse material visa auxiliar o professor no
desenvolvimento de atividades/ projetos interdisciplinares que signifiquem a
aplicacdo da analise combinatéria e da linguagem légica como ferramentas
essenciais para abordar e solucionar problemas inerentes ao dia-a-dia da sociedade

atual.

PROBLEMA 1. Um médico naturopata desenvolveu remédios bi-acéo,
compostos por duas ervas, cada uma delas usadas para tratar um dos casos de
saude a segquir: indisposicao fisica (f), desnutricdo (n), inflamacéo (i) e intoxicacao
(d). Na clinica, para tratar cada caso de saude listado, ha a disponibilidade de 4, 3, 2
e 3 diferentes op¢bes de ervas, respectivamente. A partir da consulta médica, o
médico decide qual remédio bi-acdo pode disponibilizar para o paciente. Quantos
remédios bi-acdo este médico naturopata pode disponibilizar?

Solucdo. Nessa situacdo-problema, o conjunto dos tipos de doencas pode
ser dado por T = {f,n,i,d}. Assim, pode-se apresentar o conjunto A ={4,3,2,3}, 0
qual seus elementos sdo, respectivamente, o numero de opcbes de ervas
disponiveis para cada caso de saude em T. Dessa forma, para solucionar este
problema, se faz necessario realizar a soma de todos os produtos entre 0s
elementos de A, tomados dois a dois, sem repeticdo ou permutacdo desses
produtos na soma. Seguindo o método de resolucdo baseado no principio
fundamental da contagem, a solucdo para este problema pode ser entendida a partir
de um diagrama de sequéncias logicas de calculos necessarios para tal fim (Figura
9).

Figura 9. Diagrama de sequéncias logicas de célculos para a solucao do Problema 1.

4 5 Z 3

Fonte: Proprio autor.
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Somando-se os resultados dos célculos realizados em cada passo, tem-se
como solucéo do problema, a soma a seguir:

43+4.2+43+3.2+3.3+2.3=53

Assim, o médico naturopata pode produzir 53 tipos diferentes de remédios bi-
acao.

Este problema também pode ser solucionado de forma alternativa, baseado
em B(n), através do calculo de B(2). Tem-se a informacdo sobre o conjunto
A ={4,3,2,3} e sobre a quantidade de elementos desse conjunto (m = 4). Dessa
forma, B(2) é dado por:

B(1).B(1) — ¥i-1(ap)?
3 :
Seguindo as orientacdes disponiveis na Figura 7, tem-se:

B(1)=4+3+2+3=12

B(2) =

4
Z(ak)2 — 42432422432 =38
k=1

Substituindo os resultados de B(1) e Yi_;(ax)? em B(2), tem-se:

B(2) =

12.12 —38 : - s
———— = 53 tipos de remédios bi-agao.

PROBLEMA 2. Uma mulher est4 escolhendo as joias que vai utilizar para ir a
uma festa de casamento. Entre os quatro tipos de joias que possui (anéis (a),
colares (c), brincos (b) e pulseiras (p)), ela s6 deve utilizar duas joias de diferentes
tipos para esta ocasido. Sabendo-se que ela possui 2, 3, 5 e 2 op¢les para as joias
a, ¢, b e p, respectivamente, determine de quantas formas essa mulher pode compor
seu look de joias para ir a festa de casamento.

Solucéo. Neste problema, o conjunto dos tipos de joias pode ser dado por
T ={a,c, b,p} € 0 conjunto A, cujos elementos representam a quantidade de opc¢des
(subtipos) dos tipos disponiveis em T, dado por A ={2,3,5,2}. Dessa forma, a
solucdo deste problema pode ser dada a partir do método baseado no principio
fundamental da contagem ou no método fundamentado em B(n), de forma
semelhante a discutida no Problema 1.

Utilizando-se o primeiro método, se faz necesséario somar todos os produtos

entre os elementos de A, tomados dois a dois, sem repeticdo ou permutacao desses
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produtos na soma. O diagrama apresentado na Figura 10 pode ser utilizado para
facilitar a visualizagdo da sequéncia logica de céalculos necessérios a solucao.

Assim, seguindo os passos descritos, a mulher pode ter 2.3+ 2.5+ 2.2 +
+3.5+ 3.2+ 5.2 = 51 diferentes possibilidades de compor seu look de joias para o

casamento.

Figura 10. Diagrama de sequéncia l6gica de célculos para a solugdo do Problema 2.

2 3 9 £

Fonte: Préprio autor.

Pelo método baseado em B(n), o problema pode ser modelado por B(2).
Seguindo a sequéncia logica de célculos descrita na Figura 7, com A = {2,3,5,2} e
m = 4 elementos, tem-se:

B(1)=2+3+5+2=12

Z(ak)2 =22+32+52+22=42

12.12 —42

Substituindo esses dados em B(2), tem-se B(2) = = 51 diferentes

combinacdes de joias possiveis.

PROBLEMA 3. Em uma empresa, os dois novos diretores serdo escolhidos a
partir dos candidatos inscritos, pertencentes a cada um dos cinco setores da
agéncia. O numero de candidatos aptos a participarem da eleicdo em cada um dos
cinco setores é: 4, 5, 4, 6, 3. Pergunta-se: teoricamente, de quantas formas essas
chapas poderiam ser formadas, sabendo-se que obrigatoriamente deve conter
funcionarios de setores diferentes?

Solugédo. Chamando os 5 setores da empresa de sy, S,, S3, S4 € S5, 0 conjunto
dos tipos pode ser dado por T = {sy, S, S3,S4,Ss}. O conjunto A, representado com a

qguantidade de inscritos de cada setor de T, respectivamente, é dado por A =
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{4,5, 4, 6,3}. Este se caracteriza como outro problema de tipo e subtipo que pode ser
solucionado a partir das nogdes do PFC e do método alternativo com o célculo do
B(n) equivalente.

Utilizando o método baseado no PFC, pode-se usar o diagrama de setas da
Figura 11 para elaborar os passos para a solucdo. Somando-se os resultados dos
calculos obtidos em cada passo, tem-se: 4.5+ 4.4+4.6+4.34+5.4+5.6+5.3+
+4.6 + 4.3 4+ 6.3 = 191 possibilidades de formacgao das chapas, dadas as condi¢des

do problema.

Figura 11. Diagrama de sequéncia légica de célculos para a solugéo do Problema 3.

4 5 4 6 3

Fonte: Préprio autor.

Uma vez que o problema em questdo remete a operacdo matematica que
envolve a soma dos produtos entre os elementos do conjunto A, tomados 2 a 2, sem
permutacdo e sem repeticdo destes produtos na soma, ele também pode ser
modelado a partir da técnica de contagem para B(2), desenvolvida neste trabalho.

Utilizando-se o esquema do célculo do B(2) (Figura 7), com A = {4,5,4,6,3} e
m = 5, & possivel calcular B(1) e ¥;_,(a,)? para a posterior substituicdo em B(2):

B(1)=44+5+4+6+3=22
5
Z(ak)2 =42+5%24+4%2 +62+3%2=102
k=1

B(1).B(1)-Y3-,(ap)?
2

Como B(Z) — 22.22 -102

, entdo B(2) = = 191 possibilidades de

formacao das chapas para a eleicdo da diretoria da empresa.

PROBLEMA 4. Um garoto deseja comprar dois peixes ornamentais, cada um

de uma cor predominante diferente, para cria-los em um aquario em sua casa.



44

Chegando na loja, ele verificou que havia peixes de seis cores predominantes
disponiveis, tais como na cor azul (a), vermelho (v), preto (p), cinza (c), branco (b) e
lilds (I). Sabendo-se que para cada cor predominante, respectivamente, existem 3, 2,
2, 2, 3 e 2 espécies de peixes disponiveis, de quantos modos a crianca pode
escolher os peixes que ira levar para casa?

Solucédo. Temos o conjunto T dos tipos que sdo as possiveis cores dos
peixes, com T ={a,v,p,c,b,l}. O conjunto A, da quantidade de subtipos (ou de
opcOes) de cada tipo, representa aqui a quantidade de espécies respectivas a cada
cor predominante, com A = {3,2,2,2,3,2}.

Semelhante aos problemas anteriores, para a solugédo do problema com base

no PFC, é aconselhavel utilizar o diagrama de setas da Figura 12.

Figura 12. Diagrama de sequéncia légica de céalculos para a solugédo do Problema 4.

> & L & O £

Fonte: Préprio autor.

Dessa forma, tem-se como solucdo do problema a seguinte soma de
produtos: (3.243.2+3.2+3.34+3.2)+(2.24+2.2+2.3+2.2)+(2.2+2.3+
2.2) +(2.3+4+2.2) + (3.2) = 81 possibilidades de escolhas dos peixes.

Como é possivel notar, este problema também pode ser modelado por B(2),
pois a solucao pode ser dada como a soma dos produtos entre elementos diferentes
do conjunto A, sem permutacéo destes produtos na soma. Usando-se o diagrama
com a sequéncia ldgica de passos para o calculo do B(2) (Figura 7), com A =
{3,2,2,2,3,2} e m = 6:

B(1)=3+2+2+2+3+2=14



45

6
Z(ak)2=32+22+22+22+32+22=34
k=1

14.14—-34

Como B(2) =

, temos B(2) =

_y6 2
CIORIC) 22"=1(a") =81 possibilidades de

escolha.

PROBLEMA 5. Uma fabrica de méveis rusticos utiliza misturas de pigmentos
naturais, extraidos de plantas da natureza, para pintar suas mesas e bancos para
venda. Atualmente, a empresa trabalha com sete pigmentos (nas cores azul (a),
branco (b), vermelho (v), marrom (m), lilas (l), roxo (r) e cinza (c)), com 3, 1, 2, 3, 2,
2, 1 diferentes tons para cada cor informada, respectivamente. Quantas
combinacdes de cores podem ser formuladas pela empresa para pintar os méveis,
se forem misturados dois tons de cores diferentes?

Solucéo

O conjunto dos tipos (T) de cores de pigmentos disponiveis na empresa €
dado por T = {a,b,v,m,l,,7,c}. J& 0 conjunto A é composto pela quantidade de tons
de cada uma das cores disponiveis em T respectivamente, com A = {3,1,2,3,2,2,1}.

Para solucionar este problema com base no principio fundamental da
contagem, pode-se utilizar o diagrama de setas mostrado na Figura 13 para

organizar a sequéncia légica de célculos necessarios.

Figura 13. Diagrama de sequéncia légica de célculos para a solucdo do Problema 5.

3 1232 2 1

Fonte: Proprio autor.

De forma analoga as questdes anteriores, a solucdo para esta situacao-

problema pode ser dada por:
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(3.1+3.2+3.3+3.2+4+3.2+3.1)+(1.2+1.3+1.2+1.2+1.1) +
(2.342.2+2.2+2.1)+B3.2+3.2+3.1)+(2.2+2.1) + (2.1) = 82 novas cores
formuladas.

Como a solucdo é dada pela soma dos produtos entre os elementos do
conjunto A, tomados dois a dois, sem permutacdo destes produtos na soma,
também é possivel utilizar o célculo de B(2) como solucdo alternativa para este
problema de contagem. A Figura 14 mostra o diagrama de sequéncias l6gicas de
calculos necessarios para este fim, com base no diagrama genérico descrito

anteriormente para B(2) na Figura 7.

Figura 14. Diagrama de sequéncias logicas para o célculo de B(2) como solucdo para o
Problema 5.

Passo 1 (calcular):
B(1) My B()=3+1+2+3+2+2+1=14

m
Z(ak)z ) Y (a)? =32 +1%+22+32 422 +22 + 12232
k=1

AN
N

~> Passo 2 (substituir):

14.14-32 s e
— = 82 possibilidades ) B(Z)

de combinacodes

Fonte: Préprio autor.

PROBLEMA 6. Uma empresa montard& uma comissdo de ética para a
fiscalizacdo de condutas de trabalho de seus funcionarios. Decidiu-se formar esta
comissao com funcionarios que trabalham em um dos quatro setores da empresa, a
saber: o administrativo (a), o de compras (c), o de logistica (I) e o de manutencao
(m), cada um com 6, 3, 2 e 4 funcionarios por setor, respectivamente. Sabendo-se
gue os membros da comissdo devem ser obrigatoriamente de setores diferentes da
empresa, determine quantas comissdes diferentes podem ser formadas a partir de

um sorteio aleatoério?
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Solucéo. Para esta situacado-problema, o conjunto dos tipos T é composto
pelos quatro setores participantes do sorteio, onde T = {a,c,l,m}. O conjunto A é
formado pela quantidade de funcionarios inscritos em cada um dos setores do
conjunto T, respectivamente, com A = {6, 3, 2, 4}.

Este se caracteriza como outro problema de tipo e subtipo que pode ser
solucionado a partir das no¢cdes do PFC e do método alternativo com o célculo do
B(n) equivalente.

Utilizando o método baseado no PFC, faz-se necessario realizar a soma de
todos os produtos entre os elementos de A, tomados trés a trés, sem permutacao e
repeticdo desses produtos na soma. Pode-se entdo seguir as orientagcoes descritas
e usar o diagrama de setas da Figura 15 para apreender a sequéncia logica de

calculos para a solucao do problema.

Figura 15. Diagrama de sequéncia légica de céalculos para a solugéo do Problema 6.

Fonte: Préprio autor.

Dessa forma, a solugdo pode ser dada a partir da soma dos resultados

obtidos com as operac¢des matematicas realizadas em cada passo do diagrama:
(6.3.2+6.3.4+6.2.4) + (3.2.4) = 180.

Ou seja, existem 180 combinacdes possiveis de trés componentes para formar
a comissao de ética na empresa.

Também é possivel resolver este problema aplicando a técnica de contagem
para B(3), uma vez que a solugcédo envolve a soma dos produtos entre 0s elementos
de A, tomados 3 a 3, sem permutacdo dos produtos na soma. Pode-se calcular B(3)
utilizando a sequéncia légica de célculos descrita no diagrama de setas da Figura 6,
comA=1{6,3,2,4tem=4.
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B(2).B(1)-B(1).35-1(ar)?+ %51 (ar)®
3 )

Seguindo as orientagdes, como B(3) =

inicialmente é possivel calcular B(2),comA = {6,3,2,4}em = 4:
B(1).B(1) — B(0). Xi-1(ar)?
5 :
Uma vez que B(1)=6+3+2+4=15 e Yi_(ap)?>=62+32+22+42 =

B(2) =

65, tem-se:
15.15 - 65 _ 80
2
O préximo e dltimo passo para o calculo de B(3) é determinar o valor da

B(2) =

expressdo Yx_,(a,)3, que neste problema pode ser descrito na forma que segue:
Y i(a)® =63+ 33+ 23 + 43 =315,
Com estes resultados, basta substitui-los na expressdo de B(3) para

obtermos a solugéo em destaque:

80.15—-15.65+315

B(3) = = 180 combinacdes possiveis.

PROBLEMA 7. Uma lanchonete é especializada em sanduiches estilo self-
service, 0s quais o cliente pode escolher trés diferentes itens entre os descritos a
seguir para compor este lanche: carne (c), queijo (q), molho (m) e salada (s).
Sabendo-se que a lanchonete oferece 5, 4, 2 e 4 opgdes para cada item descrito
acima, respectivamente, determine de quantas formas o cliente pode montar o seu
sanduiche?

Solucdo. Semelhante ao problema anterior, 0 Problema 7 se caracteriza
como um problema combinatério que envolve tipo e subtipo. Pode-se definir aqui o
conjunto dos tipos T como o conjunto formado pelos itens disponiveis para montar o
sanduiche, com T = {c,q,m,s}. J& 0 conjunto A, cujos elementos representam a
guantidade de opc¢des relativa a cada item em T respectivamente, pode ser dado por
A={54,24}.

Como discutido anteriormente, usando a proposta baseada no PFC, a
sequéncia légica de calculos necessarios a solucdo pode ser explorada com o
diagrama de setas mostrado na Figura 16 (desenvolvido a partir das orientacdes
gerais disponiveis no diagrama da Figura 8).
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Usando essa técnica, a solucdo para a situacao-problema em destaque pode
ser dada pela soma dos resultados obtidos em cada passo da sequéncia de
calculos. Assim, tem-se: (5.4.2+5.4.44+5.2.4)+ (4.2.4) =192 opgbes de

montagem do sanduiche.

Figura 16. Diagrama de sequéncia logica de calculos para a solu¢édo do Problema 7.

' 4
f

&

54 2 4

5 4 2 4

Fonte: Préprio autor.

Como visto, a solucdo é dada pela soma dos produtos de elementos
diferentes do conjunto A, tomados trés a trés, sem permutacdo destes produtos na
soma. Assim, também é possivel solucionar a questdo seguindo a sequéncia de
calculos para B(3) (disponivel no diagrama de setas proposto, Figura 8), com
A =1{5,4,2,4} e m = 4. As expressodes e calculos necessarios sdo descritos a seguir:

B(1)=5+4+4+2+44=15,

4

Z(a")z =5%244%2+22+4% =61
k=1

e

4
(ag)® =53 +43 + 23 + 43 =261.
k=1

= 82.

_y4 2 _
Como B(z) — B(l).B(l) 22k=1(ak) 1 entéo B(Z) _ 15_15‘2, 61

E, como B(3) pode ser escrito pela expressdio B(3) =

B(2)-B(1)=B(1)-Tk=1(a1)*+Xj=1(ar)’
3

, entao:

82.15-15.61+261

S = 192 opg¢bes de montagem do sanduiche.

B(3) =
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PROBLEMA 8. Em uma eleicdo para a escolha de trés vereadores de uma
pequena cidade, participam cinco chapas partidarias (a, b, ¢, d, e),com 8,6,5,9e 7
candidatos inscritos em cada uma dessas chapas, respectivamente. Como critério
para a eleicao, foi decidido que os trés candidatos eleitos deveriam ser de chapas
diferentes. Quantos sdo os resultados possiveis para esta eleicdo? Em outras
palavras, quantas combinacdes possiveis de vereadores podem ser formadas,
dadas as regras?

Solucédo. Este é outro tipo de situagcado-problema que pode ser modelado por
técnicas de contagem que levam em consideracao a caracteristica de tipo e subtipo
na combinacdo entre os elementos. Aqui, T ={a,b,c,d,e} e 0 conjunto A=
{8,6,5,9,7}.

Pode-se montar a sequéncia légica de calculos necessarios a solucao, com o

apoio do diagrama de setas da Figura 17.

Figura 17. Diagrama de sequéncia l6gica de céalculos para a solugéo do Problema 8.

86 59 7
8 6 597

Fonte: Préprio autor.

Dessa forma, pode-se resolver o problema somando-se os resultados dos
produtos obtidos em cada passo da solucao:

(8.6.5+8.6.9+8.6.7+8.5.94+8.5.74+8.9.7) + (6.5.94+ 6.5.74+6.9.7) +
(5.9.7) = 3325 possibilidades de trios de vereadores eleitos na cidade.

Este problema também pode ser explorado com o célculo de B(3), uma vez

gue ele representa a soma dos produtos entre elementos diferentes do conjunto A
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tomados trés a trés, sem permutacdo destes produtos na soma. Com base no
diagrama da Figura 8, os célculos necessérios sao descritos a seguir, utilizando-se
A=1{8,6597}em=25:

B(1)=84+6+5+4+9+7=235
16
Z(ak)2=82+62+52+92+72=255
k=1
35.35—255

B(2) = ———— = 485

5
Z(a")3 =83+63+53+93+7%=1925
k=1
B(2).B(1)=B(1) Tg=1(ai)*+X3=q(ar)’

3
485.35—35.255+1925

B(3) = 3 = 3 325 possibilidades.

Como B(3) =

, entao:

PROBLEMA 9. Uma empresa de turismo de uma cidade, oferece um pacote
turistico no qual os clientes podem escolher trés tipos de destinos entre os
seguintes: clube aquético (a), parque de diversdo (d), chapada (c), praia (p) e rio (r),
com 4, 2,2, 5 e 1 opcdes para cada tipo de passeio, respectivamente. Sabendo-se
qgue cada destino tem um horario fixo no dia e que os trés destinos escolhidos
devem ser de tipos de passeio diferentes, determine quantas opcdes de passeios a
empresa pode fornecer aos clientes neste pacote turistico.

Solucdo. Para esta situagao-problema, o conjunto dos tipos de passeio que a
empresa oferece € dado por T ={a,d,c,p,r}. O conjunto A, cujos elementos
representam as quantidades de opc¢des (subtipos) de cada tipo de passeio, é dado
por A ={4,2,2,5,1}.

A partir dos célculos orientados pelo diagrama de setas mostrado na Figura
18, tem-se a seguinte soma de produtos como solucao do problema: 4.2.2 + 4.2.5 +
4.2.1+4.2.5+4.2.14+4.5.1+2.2.5+2.2.1+2.5.1+2.5.1=137. Ou seja, a

empresa oferece 137 diferentes opg¢fes para cliente montar o seu pacote turistico.
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Figura 18. Diagrama de sequéncia logica de calculos para a solucéo do Problema 9.

(
e
7
4+ 2 2 5 1
(
‘4
4 2 2 5 1
(
4 2 2 51

Fonte: Préprio autor.

Ja com a solugéo a partir de B(3) (Figura 17), com A ={4,2,2,5,1} e m =5,

tem-se:

Figura 17. Diagrama de sequéncia logica de calculos para solugcdo do Problema 9, a
partir de B(3).
Passo 1 (calcular):

B(1) wmmp B()=4+2+2+5+1=14 1414 — 50
m . = B2)=——"—=73
2 2 _ 42 2 2 2 2 _
a ‘ (@) =4*+22+22+5%2+12 =50
}Z(k) Z;k
k=1
\
\\'\\ m 5
\ z(ak)3 ) D@ =4 420 +27 42+ 17 =89
\ =
\\\ = k=1

AN

\\W/\/\' PaSSO 2 (SubstltUIr) 3(3) _ B(Z)-B(l) - B(I)Z;cn;l(ak) + Z}cn=1(ak)

3

73.14-14.50+89

3 =137 possibilidades de montar o pacote

B(3) =
turistico.

Fonte: Préprio autor.

PROBLEMA 10. Uma rede de farmécias de manipulagéo criou o produto Tri-
Vit, um composto de trés vitaminas diferentes que podem ser escolhidas entre as
vitaminas disponiveis A, B9, B12, C, D e E na empresa, de acordo com a

necessidade do cliente atestada via receituario médico. O laboratério da rede
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consegue extrair essas vitaminas a partir de 3, 2, 2, 4, 2 e 3 matérias-primas
diferentes (cada quantidade € relativa a uma vitamina, na ordem com que foram
citadas), de acordo com a pureza exigida. Decidindo-se trabalhar com todas essas
matérias-primas, quantos tipos de Tri-Vit este laboratorio pode desenvolver?

Solucgéo. Pela caracteristica da situacdo-problema, temos uma questado que
envolve a combinacado entre os elementos de um conjunto numérico, da forma tipo e
subtipo. O conjunto dos tipos (T) de vitaminas é dado por T = {4,B9,B12,C,D,E}. O
conjunto A (com as quantidades de op¢cBes de matéria-prima disponiveis para cada
vitamina descrita em T, respectivamente) pode ser dado por A ={3,2,2,4,2,3}. O
uso do diagrama de setas da Figura 18 mostra a sequéncia de célculos para a
solugéo do problema via PFC.

Figura 18. Diagrama de sequéncia légica de célculos para a solugcdo do Problema 10.
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5 2 2 4 23

" 4

{

-

' 4

3 4 49 &3

32 2 423
Fonte: Proprio autor.
Seguindo as orientagbes, tem-se: (3.2.2+3.2.4+3.2.2+3.2.3+3.2.4 +
3.2.2+3.2.3+3.4.2+3.4.3+3.2.3)+ (2.2.4 4+ 2.2.2+ 2.2.3+ 2.4.2+ 2.4.3 +
2.2.3) + (2.4.24+2.4.3+2.2.3) + (4.2.3) = 362.

Assim, é possivel disponibilizar 362 formulagbes do Tri-Vit ao consumidor.
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De forma alternativa, 0 mesmo resultado pode ser obtido a partir do calculo de
B(3), com m = 6, conforme o0s passos descritos no diagrama da Figura 6. Essa
analogia € possivel uma vez que a solucdo pode ser modelada pela soma dos
produtos entre elementos diferentes do conjunto A, trés a trés, sem permutacao
destes produtos na soma. Com os dados da questéo, tem-se:
B(1)=3+2+2+4+2+3=16

6
Z:(ak)2 =32 +224+22+4°+2°+3% =46
k=1
B(1).B(1) = Xp1(ar)®  16.16 — 46
2 B 2

B(2) = =105

6
Z(ak)3=33+23+23+43+23+33=142
k=1
B(2).B(1) — B(1).Y8_ 24 y06_ 3 105.16 — 16.46 + 142
B(3) = (2).B(1) ()Zlé_l(ak) t Xe=1(a)” _ . _ 362

A empresa pode produzir 362 opcbes de Tri-Vit, considerando todas as

matérias-primas disponiveis.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

A partir de um estudo bibliografico e exploratério foram desenvolvidas
estratégias para solucionar situacdes-problemas envolvendo soma de produtos entre
elementos de um conjunto numérico, baseadas no PFC e em técnicas de contagem
propostas.

Essas estratégias foram ilustradas através de diagramas de sequéncias logicas
de calculos, utilizados para auxiliar a modelagem de situagbes-problema em
combinatéria (diretamente relacionado a problemas praticos) que foram
desenvolvidas neste trabalho.

Espera-se que este trabalho possa servir como referéncia para trabalhos
futuros em Combinatéria envolvendo o tema de pesquisa trabalhado e que o
material aqui desenvolvido possa ser utilizado por professores e pesquisadores em
ensino no desenvolvimento de atividades interdisciplinares que tenham como foco o
ensino de analise combinatdria, com vista ao ensino-aprendizagem de matematica

contextualizado e significativo.
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APENDICE A - ESCRITA DE B(n) EM RELACAO A QUALQUER ELEMENTO g;

Pode-se escrever B(n) em relacdo a qualquer elemento a;, com i € [1,m],
i € N, como a soma das partes que tem ou ndo tem este elemento. Definindo uma
outra estrutura combinatéria de soma de produtos de elementos de um conjunto

numerico, tomados n a n, ha qual € uma das partes de B(n), dada por:

[B(n)];: soma dos produtos de B(n) que ndo tem o elemento a;, com i € [1,m], i €

N, ou seja, um novo B(n) dos elementos do conjunto 4; = A — {a, }.

Segue a escrita de B(n) em relacdo a alguns elementos a;.

Parai=1

Temos que B(n) € a soma dos produtos de n elementos diferentes do conjunto
A ={ay ay,as, ..., a,,}, Sem permutacdo destes produtos, uma parte destes produtos
vai ter o elemento a; como um dos seus fatores, ao agruparmos estes produtos,
colocando o0 a; em evidéncia neles, 0 a; vai ser multiplicado pela soma de todos os
produtos de (n — 1) elementos diferentes do conjunto 4; = A — {a,}, que de acordo
com a definicdo de [B(n)];, esta soma é o [B(n — 1)];. Ainda sobra de B(n) a parte
de seus produtos que nao tem o elemento a,;, que é dada pela soma de todos 0s
produtos de n elementos diferentes do conjunto A;, que de acordo com a definicdo
de [B(n)];, € o [B(n)];. Deste modo, pode-se escrever B(n) em reacao ao a; COMO:
B(n) = [B(n—1]y.a; + [B(M)]y

Parai =2

Procedendo de forma analoga ao valor de i anterior, pode-se agrupar os produtos
de B(n) que tem o elemento a,, colocar o a, em evidéncia nestes produtos,
resultando no a, multiplicado pela soma de todos os produtos de (n — 1) elementos
diferentes do conjunto 4, = A — {a,}, sem as permutacdes destes produtos, que pela

definicdo de [B(n)];, estd soma corresponde ao [B(n — 1)],; a outra parte de B(n) €
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dada pela soma dos produtos que ndo contém o elemento a,, que pela definicdo de

[B(n)];, € o [B(n)],. Desta forma, B(n) também pode ser escrito como

B(n) = [B(n — D];.a; + [B(n)];

Deste modo, observando os exemplos acima, pode-se compreender melhor o
caso geral, em que podemos escrever B(n) em relacdo a qualquer a;. Procedendo
do seguinte modo: Agrupando a parte dos produtos de B(n) que tem o elemento a;,
colocando este elemento em evidéncia nestes produtos, ficando assim o a;,
multiplicado pela soma de todos os produtos de n— 1 elementos diferentes do
conjunto 4; = A — {a;}, sem permutacdes destes produtos na soma, que de acordo
com a definicdo de [B(n)];, esta soma é o [B(n — 1)];; a outra parte de B(n) é a
parte dos produtos que ndo tem o elemento a;, que corresponde a soma dos
produtos de n elementos diferentes do conjunto 4;, sem as permutacdes destes
produtos na soma, que pela definicdo de [B(n)];, € o [B(n)];. Dessa forma, temos o

caso geral, em que:

B(n) = [B(n—1];.a; + [B(n)]; (Eq.A9)
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APENDICE B - ESCRITADE ¥, ., para2 <r<n

Pode-se ter trés situacbes diferentes de modelagens de escrita do y,,,,, ao
depender do valor de r, divididas em:

i) Para r=1. Tem-se y,,; que é B(n), a analise de escrita de B(n) esta
apresentada no apéndice C.

i) Para r=n. Temos que€ V,xr =7Vnxn & €scrita y,,, €std analisada e
generalizada no Apéndice D.

iil) Resta somente, a condicdo para, 2 <r <n. Que € a situacdo de escrita para
¥n x » @nalisada neste apéndice. Seguindo com esta analise tem-se:

Observando a formacao dos produtos da soma dos y, ,, de acordo com sua
definicdo, para 2 <r <n, n,r e N, cada um destes produtos tem n elementos no
total, sendo, r repetidos (iguais), deste modo, cada um deles vai ter (n—r)
elementos diferentes em sua composicao.

Desta forma, apresentando de uma forma mais didatica esta analise, alguns y,, » ,,
serdo descritos com alguns valores de n, para 2 <r <n. Vai ser adotado o padréo
de escrita destes y,, ., de tal modo que todos 0s seus produtos tenham os r fatores
iniciais sendo os elementos iguais e nos (n —r) fatores diferentes seguintes, os
indices dos elementos destes fatores fiqguem em ordem crescente.

Paran=1

N&o ha valor de r (2 < r < n) que obedeca a sentenga iii);

Paran =2

N&o ha valor de r (2 < r < n) que obedeca a condic¢ao iii), uma vez que y,, , , recai
na sentenca (ii);

Paran =3

Tem-se para r, o valor 2 < r < 3. Segue:

Parar = 2
Y3x2 = aqaq1a, + aa.a3 + ajaqa4 + aaqas5 + aqa4a6 + -+ 00101 + a1a10,
+aja,a, + ayasas + aa,a, + aaas + aazag + -+ aaxa,,-1 + azaa,,
+aszasza, + tazasza, + +azasza, + asazas+azazag + -+ azaza—1 + -+
+0p-10m-101 + Ap-1Ap-1a2 + Ap—10p—103 + -+ Ap—1An-1am—2 +

+Am 1 An-1Am + A + QA ay + A anas + -+ 0y s +



+amamam-1 (Eq.B1)
Paran =4
Tem-se para r, os valores, 2 < r < 4. Deste modo:

Parar =2

Yax2 = Q110,03 + a1010,04 + 110505 + -+ + A1A1A20,,_1 + A1 Q1020 +
+a,a,03a4 + ajaia305 + aqa403a6 + -+ aa1a30,,1 + A 1030, +
+a,a,a4a5 + aiaia406 + +aa,04a5 + -+ aqaq040,,1 + 1040404,
+--+aaqapy_2a,-1 + 0101020, + 101010y, T Az0,0103 +
+a,aaqa4 + ayaza.as5 + aaa.0ae ...+ aza,a,a,-1 + aza,a.0,, +
+asayaza, + aya,azas + a,a,azag + -+ axa,030,,_1 +
+a,0,030,, + A30,0405 + A30,0406 + 30,0407 + -+ A30,040,_1 T+
+asa,a4a,, + aya,a506 + aya,asa; + a,a,a5ag + -+ ax,a,a50,, -1 +
+a,a,050,, + -+ A050 20,1 + 200,20y + -+ A0,0,, 1A, +
+tan-1am-1a1a; + A 10m-10103 + Q1 Ap-10104 + - +
tam-10m-1010m—2 T Ap-10m-1010;m + Q1010203 + Q1A 10204 +
tam-10m-10205 + -+ Qp_1Ap—1020pm—2 + Q101020 +
tam-10m-1a304 + Q1110305 + Q1A —1a30g + -+ +
tTam-10m-1a30m-—2 + Ap—10p-103, + "+ Ay 10— 1Am-20pm-—3 +
+am—1am—1am—4am—2 + Am-10m-10m—-4am + Am-10m-10m-3Am—2 +
+am—1am—1am—3am + Am-1m-10m—20m + Andma,a; +
‘+aanaas + apanaa4 + 0+ 4000102 + 4011 +
‘+aanaas +anaa04 + aanazas + -+ aa,0,0,, 5 +
‘+aana ;-1 + apanaza, + anaas0s + 4 azae + o0+
+a,0,,030,_2 + A A30_1 + -+ QA QGp_30m_o2 +
+amamam—3am—1 + AnAmAm—20m—1 (EQ- BZ)

Parar =3
Yax3 = A1a1a4a, + a1aqa.a3 + a1 104 + -+ a0, +

+aiaia1a,, + A0,0,04 + A20,0,03 + A20,0,04 + -+ A0,0,0,, 1 T
+a,a,a,a,, + azaszazaq + azasaza, + azazaza, + -+
taza3a30;,_1 + 4303030, + -+ Ap_1Ap-10m—101 + Ty 101010, +
tam-1am-1m-1a3 + =+ Ap-10m—10m-10m-2 + Ap-1Am-1am-1am +

‘+aanmanas + ananana; + anananas + o+ 40 ym—o +

61
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+am0mamam-1 (Eq.B3)
Simplificando a escrita das estruturas combinatdrias apresentadas nas Equacdes
B1a B3, é possivel colocar em evidéncia os elementos que se repetem em seus
produtos e os escrevendo numa so poténcia, da seguinte forma:
Yaxa=(az+as+a,+ - +ap_1+ap).a;>?+ (@ +az+as+ -+ an_q+ay)a?+
+(as+a,+a,+as+ -+ amq+ay).az’+-+
+(a; +a,+as+-+amp+ap) aGp_q1?+ @ +a;+az+ -+ an_1). an’(Eq. B4)

Vaxz = (aza3; + aya, + ayas + -+ ayapm_1 + aza,, + aza, + azas + azag + -+
+aza,_1 + aza,, + tagas + azae + aza; + -+ aga, o1 +aga, +
+apm_20m—1 + A0 + A_1p). a1 + (@103 + a1a4 + aas + aae +
+--+aay,_1 + aq1a, +aza, + azas +azag + -+ aza,_ 1 +aza, +
+azas + agae + aga; + -+ aga,,_q + aga, +asag + asa; + asag +
o+ AsUpoq + A5y + -+ A A1 + A2y + - + A1 G)- A2 +
+-+ (a0, + aqa3 + a1a4 + -+ a1ay_y + a0, + aya; + aza, + ayas +
+--+aa,_, +aa, +aza, +azas + azag + -+ aza,_, +aza, + 0+

+am—4am—3 + Am—-40m—2 + Am-4am + Am-30m-2 + Am-30m + am—zam)-am—l2 +
+a,a, + aqa3 +aqa4 + -+ a0 + a1 + azasz +azay + aas + -+
+a,a,,-1 +azay + azas + azag + -+ asza,—2 +asza, 1+ -+ a3, +

+am—3am—1 + a'm—Zavm—l)-am2 (EQ-BS)

Yaxa = (@t az+as+ -+ amq+ay)a’+ (@ +az+a,+ -+ apm 1+
+ap). a3+ (a; +ay+ag+ -+ apmoq + ap).a3® + (a; +a, +
taz+ -+ ap ot an)anPt(@tataz+otan,+
+am,_1).ay° (Eq.B6)

Paran=5

Seguindo com este modo de escrita, temos para r os valores, 2 < r < 5, sendo:

Parar = 2
)/5X2 = (a2a3a4 + a2a3a5 + a2a3a6 + e + a2a3am_1 + a2a3am + a2a4a5 + a2a4a6 +

a2a4a7 + b + a2a4am_1 + a2a4am + A + azam_zam_l + azam_zam + azam_lam +
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(30405 + 30406 + A30407 + - + A3040—q + A3044,, + 30504 + A3A50, + azasag +
et Q3501 + A3aA50,, + 0+ A3Ap_ 1Ay + 0 F Q30— 0m—1 + Q—30m—20pm +
Am—30m—10m + Qm—2@m-10m). 1% + (a1a3a4 + a;a3as + a;a3a¢ + -+ + aa3a,_1 +
1030, + A10405 + 410406 + A1A407 + -+ A1 Ag0py_q + Q1040 + -+ A1 Ay 2Ap—q +
A10py—2Qm + Q1A 1Ay + A30405 + A3040¢ + Q30407 + -+ + A304A1p—q + A3040,, +
aszasae + asasa, + aszasag + ...+ asasa,,—1 + azasa,, + -+ aza-1ay + 0+
Am—30m—20m—1 + Q3 0im_20m + Q301G + QO 1A). A% + - + (a1az03 +
a,a,a,4 + a.a,as + -+ a0,a,,_, + a10,a,_1 + a103a4 + ajazas + a;azag + -+
a1030pm—2 + 410301 + "+ A1 Q302 + A1Ap-30m—1 T A1 Ap—20;m-1 + Q20304 +
(50305 + Ay0306 + - + ApA30m—p + A3030,_1 + 030405 + A50406 + AxA4a7 + -+
A2040m—2 t+ 20401 + -+ Qo201+ + Ay Ap3Am—2 + Qg U301 +

Am—40m—20m—1 T am—3am—2am—1)- am2 (EQ- B7)

Parar =3
Ysx3 = (ayaz + a,a, + azas + -+ a,a,,_1 + a,a,, + aza, + azas + azag +
+ o+ A3Qpoq T A3y, T a4as + +auae + aga; + 0+ Ay, + agay, +
+ ot QpepOmoq + Q2@ + Ap_1a4)- a4 + (aa3 + aja, + ajas +
+-+aq,am_1 +a1a,, +aza, + azas + azag + -+ aza,,_q + aza, +
+asas + asag + aza; + -+ asa,,- 1 + asa,, + asag + asa, +
+asag+ -+ asay_1 +asa, + o+ ap_2am_1 + AQp_2am_q1 +
+am_1am). a3 + (a1, + aa, + ajas + - + a1apm_q + @10, +
+aja, + azas + aag + -+ aa,,-1 + axa, + agas + agag + aga; +
+ -+ aua,_q +asa, +asag +asa; + asag + -+ asay,—q + asa,y, +
+aga; + agag + agdog + -+ g1 + A6 + -+ Q2@ + Apm_2a;, +
tam_1am)-a33 + (a1a, + aa; + aa, + -+ a1apm_y + Q14 + azaz + aa, +
a,as + -+ aa,,—o + aa,, + aza, + azas + azag + -+ aza,—, +aza,, + 0+
Am—30m—3 + Am—30m + Qn—2Q).Am—1°> + (a1a; + a1a3 + a;a, + -+ a1ap_o +
A QAp-q + aya; + a,a, + ayas + -+ aya,_, + aya,-1 + aza, + azas + azag + -+

A30m-2 + A3Am-1 + -+ Ap3Am—2 + An-30;m-1 + Ap—2am-1). am3 (Eq.B8)

Parar =4

Voxa = (A tas+as+-+amy_1+an).a*+@+az+ta,++an,_4+
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+ay).at+ (a;+a, +ay+ ag + -+ Ao + ay).azt +
++ (apta,+az+ -+ am_o+ay).an*+
+a; +a, +as+ -+ am_y + am_1).-an* (Eq.B9)

Observando as equacdes (B4 a B9), € possivel compreender de uma forma mais
precisa o caso geral, em que podemos escrever qualquer y, ., para 2 <r <n, do
seguinte modo:

Ynxr = Ynxr, T Vnxr, T Vnxr, T+ Ynxn, (Eq.B10)
Definindo y;, , ,, como sendo:
Ynxr;: EStrutura combinatoria que € a soma dos produtos de elementos de um
conjunto numérico, tomados n a n, tendo em cada um deles, o elemento a; repetido
como fator r vezes, e os (n—r) fatores restantes, sendo diferentes de a;, €
diferentes entre si. Deste modo, podemos ver y, ,, como a parte dos produtos de
Yn x» que tem como fatores repetidos o elemento a;.

Podemos escrever a (Eq. B10) como:

m
Ynxr = E Ynxr;
i=1

Observando os parénteses do 2° membro da (Eq. B4), cada um deles esta sendo
multiplicado por um a;, no qual chamamos de seu a; associado, escrevendo cada
um desses parénteses em relacdo ao seu a; associado, utilizando-se da definicdo de

[B(n)];, tem-se que:

Yax2 = [B(D]1.a1* + [B(D];. a2® + [B(D]s.a3* + -+ [B(D] 1. am-1> +
+[B(D) ] am?
Entéo:

m

yae = ) [BDla?  (Eq.B11)

i=1
Do mesmo modo, observando os parénteses do 2° membro da (Eg. B5), nos
guais, estdo multiplicados por seu a; associado, escrevendo cada um desses

parénteses em relacdo ao seu a; associado, tem-se que:
Yaxz = [B(2)]1.a:* + [B(2)]2. a2 + [B(2)]3.a3* + -+ + [B(2) ;-1 Am—1® +
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+[B(2)]m- am®
Desta forma:

m

Yo = ) [B@)liai?  (Eq.B12)

i=1
De forma anéloga vai ocorrer para as equacdes (B6 a B9) as quais pode-se
reescrevé-las como:
A (Eqg. B6), sendo:
Yaxz = [B(D]1-as® + [B(D]z.az® + [B(D]3.a5° + -+ + [B(D] o1 ap—t® +
+[B(D ]y
Que é o mesmo que:

m

Vs = ) [B(D]iai® (Bq.B13)

i=1
A (Eq.B7), sendo:
Vsxz = [B(3)]1.a1% + [B(3)]z.az® + [B3)3.az® + -+ [B()|m-1-m-1> +
+[B(3) ] am?

Ent&o:
m
ysee = ) [B@®a?  (Eq.B14)
i=1
A (Eq.BS):

Vsx3 = [B(2)]1.a:® + [B(2)]z.a2> + [B(2)]3.a3® + - + [B(D)]m-1-am-1> +
+[B@)]m- am®

Portanto:
m
yss = ) [B@la® (Eq.B15)
i=1
A (Eq.B9):

Vsxa = [B(l)]1-a14 + [B(l)]z-a24 + [B(l)]3.a34 + -t [B(l)]m—l-am—14 +

+[BD)]m- an*
Entao:

m

ysu = ) [BDla*  (Eq.B16)

i=1
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Tomando como exemplos a modelagem das escritas dos y,,, das equacdes (B11 a
B16) para melhor compreensdo do caso geral da escrita dos y,,,, para 2 <r <n,
em que, pode-se escrever estes y,,,, colocando os a;" em evidéncia, aos quais
cada um deles, vai ser multiplicado pela soma de todos os produtos de (n—r)
elementos diferentes do conjunto A; = A — {a;}, que pela definicdo de [B(n)];, esta
soma corresponde a [B(n —r)];. Desta forma, pode-se escrever de modo geral y,,,,
para 2 < r < n, como sendo:

Yner = [B(n—7)]1.a," + [B(n—1)]5.a," + [B(n —1)]5.a5" + - +
+[B(n—7)]lpm-1.@m-1" + [B(m —1)] ;- am”

Que é o0 mesmo que:

m

Yowr = ) (B =)ua”  (Bq.B17)

i=1
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APENDICE C - CALCULO DO Y™,[B(n— 1)];.a;

Para analisar o somatorio ».7*,[B(n — 1)];. a;, precisa-se generalizar uma forma de
escrita para B(n), em que descrimine todos os seus produtos, para em seguida, com
esta forma, estruturar o padrao de escrita de [B(n)];, para assim, analisar o

mBMm-1].a;.

Para fazer esta andlise, pode-se comecar observando a descricdo de B(n) para
ter uma melhor visualizagdo do caso geral da escrita de B(n). Pode-se reescrever

essas equacdes da seguinte forma:

n

B(1) =Zai

i=1
Cm,2 Cmz , 2
B(2) = z (ajlajz) = z <1_[ ajk> , (Eq.C1)

p=1 P p=1 \k=1 p
com j; € [1,m —1], e j, € [2,m], sendo, j; < j,, nos quais, ji,j, € N; sendo, a;, € 4,
com k € [1,2] e k € N. Para mantermos 0 mesmo padrdo de escrita, adotado na
descricdo do B(2), vejamos (a;,a;,) = a(y), (), Para p € [1,Cne), sendo, Cp, 0
total de produtos de n elementos que tem na soma de B(2) e (ajlajz)p cada um

desses produtos; de modo que, (ji), < Ux)p+1, Para k € [1,2], e p € [1,Cpp — 1],
com k,p € N, (i) € [1,m], parat € [1,Cp-], t € (i) € N.
B(3)pode ser escrito como:
Cm,3 Cm,3 3
B(3) = Z (ajlajzaj3)p = Z ( ajk> , (Eq.C2)

p=1 p=1 \k=1 p
comj, € [1,m—-2],j, €[2,m—1],e j; € [3,m], sendo, j; < j, < j3, com j, € N, para
k € [1,3], sendo, k € N, com a;, € A e k € [1,3]. Para manter o padrédo de escrita
dos produtos de B(3) ,assim como, o da Eq. 3, pode-se ver,
(I3 -+ ajk)p = [T%=14(,),, para p € [1,Cp 3], sendo, Cp,3 0 NGmero de produtos que

tem na soma do B(3), e (Hizlajk)p comp € [1,C 3], cada um desses produtos e

Sendo (jk)p < (jk)p+11 para k € [1) 3]1 e p € [11 Cm,3 - 1]! com k;p € N, (ik)t € [11 m]a
parat € [1,Cns], t € Gi)¢ EN.
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Pode-se reescrever a descricdo das variaveis das equacdes (C1 e (C2), da

seguinte forma:

Cm,2 Cmz , 2
B(2) = Z (ajlajz)p = Z (1_[ ajk> (Eq.C3)

p=1 p=1

com ji € [k, k +m— 2], para k € [1,2], sendo, j; <j,, com j, €N, e a;, €4, para
k € [1,2]; de modo que: (]'[i=1ajk)p = [T3=1a(jp),» Para p € [1,Cn 2], sendo, i)y <
Gi)p+1, Para k€[1,2], e pe|[1,Cp,—1], com k,p €N,(ji), € [1,m], para te€

[1,Cpn2]s t e Gi): €N.

Por sua vez, B(3) pode ser reescrito como:

Cm,3 Cm,3
B(@3) = Z (ajlajzaj3)p = z <li[ ajk> (Eq.C4)

p=1 p=1 \k=1 p
com j, € [k, k +m— 3], para k € [1, 3], sendo, j, < jr+1, Para k € [1,2], com j, € N,
e a;, € 4, para k € [1,2]; de modo que: (]'[i=1ajk)p = [T}=1a(jp),» Para p € [1, Cp ),
sendo, (ji)p < Ux)p+1, Para k €[1,3], e p€[1,Cns—1], (i) €[1,m], para t€

[1,Cpns]. t e Gy €N.

Seguindo com este modelo de descri¢do, pode-se reescrever B(4) como:
Crm, Crm,
A (Eq. 4): B(4) = T,;™¢ (ajlajzaj3aj4)p =2, (v i), (Eq.C5)
com ji € [k, k + m — 4], com k € [1,4], sendo, j, < jrs+1, parak € [1,3], com j, EN e

a; €A, para k € [1,4]. Para descrever B(4), utilizando a identidade (Hizlajk)p =

[Tk=14¢,),, para p€[1,Cpal, sendo, (idp < Uidp+1, Para ke[l,4], e pe
[1,Cm,4—1], sendo, C,4 O numero de produtos que tem na soma de B(4) e

(]'[izlajk)p para p € [1,Cp4], cada um desses produtos, e (ji); € [1,m], para

t € [1,Cnal, t € Gi)e EN,

Ja para B(5), temos:
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Cm,s Cms , 5
B(5) = Z (“jlajzajgajﬂjs)p = z (ﬂ ajk> (Eq.C6)

p=1 p=1 \k=1 p
com j, € [k,k+m —5], sendo k € [1,5], jix < jr+1, Para k € [1,4], sendo, j, €N e
a; €A, com k € [1,5]. Mantendo o mesmo padrdo de escrita de B(5), tem-se
(Mi=1a5,),, = Tk=1 @G, PAra p € [1,Coys] € sendo Giidp < Gidp+1, Para k € [1,5] e

p € [1,Cps — 1], sendo, C,, 5 0 nlmero de produtos da soma de B(5), e (H,5(=1ajk)p

parap € [1,C,, 5], cada um deles, e (ji); € [1,m], parat € [1,Cna], t € ()¢ €N.
Observando as equacdes (C; a Cg), € as descricdes de suas variaveis, pode-se
visualizar e entender melhor o caso geral da escrita de B(n) descrevendo todos os

seus produtos, como sendo:

Cmn Cmn , n
B(n) = Z (ajlajzaj3 ...ajn)p = Z <1_[ ajk> (Eq.C7)

p=1 p=1 \k=1 »
com ji € [k,k + m —n], com k € [1,n], sendo, j, < jr+1,k € [1,n— 1], sendo, j, €N

e a;, €A, com k€ [1,n]. Vejamos (]'[’,}=1ajk)p = [Tk-1 4G, Para p € [1,Cppl,
sendo, C,,, 0 numero de produtos da soma do B(n) e (]'[}j:lajk)p cada um desses

produtos, sendo (i), < (ix)p+1, PAra k € [1,n] € p € [1,Cpp — 1], sendo, Cpp O

numero de produtos da soma de B(n), e ([Tr-, ajk)p para p € [1,Cpp], cada um

deles, e (ji); € [1,m], parat € [1,Cpnl. t € (j): €N.

Feito a andlise da escrita do B(n), conforme apresentada acima, pode-se analisar

a escrita do [B(n)];, parai € [1,m],e i € N.

Para continuar de modo didatico, vai ser escrito de forma analitica alguns [B(n)];,
para alguns valores de i:
Parai =1

Da definicdo de [B(n)];, [B(n)]; € um novo B(n), s6 que associado ao conjunto
A, = A —{a,}. Desta forma, o padrao geral de escrita do [B(n)], € o mesmo do B(n)
da (Eq.C7) s6 que ao invés de a;, € A, a; € Ay, tendo A;, m — 1 elementos; deste

modo, temos que:
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Cm-1n Cm-1n , n
[B(m)]: = Z (ajlajz% ---ajn)p = Z (H%) (Eq-C8)

p=1 1 p=1 k=1 rly
com j, € [k,k+m —n], com k € [2,n], com k €N, e j, < jr+1, Para k €[1,n—-1],
com, j, €N, e a;, € Ay, para k € [1,n]; mantendo para o [B(n)];, 0 mesmo modelo

de padréo de escrita utilizado para o B(n), vejamos (HL‘:lajk)p = [1r=, A(j,» PATA

p €[1,Cpnory], fazendo, (x)p < Gidps1, PAr@ p € [1,Cp_yn].com ke[Ln], e
p €[1,Cn_1n — 1], e sendo, C,,_1, a quantidade de produtos da soma do [B(n)]; e

(M- ajk)p para [1,Cp_1,]|, cada um desses produtos, e (ji); € [2,m], para t €

[1' Cm—l,n]y te (jk)t € N.
De forma analoga:

Parai =2

De acordo com a definicdo de [B(n)];, [B(n)], corresponde a soma dos produtos
de n elementos diferentes do conjunto A,, sendo A, = A —{a,}. Que é como se
fosse um novo B(n) sO que associado ao conjunto 4,, sendo, n(4,) = m — 1. Deste

modo, [B(n)], vai ter a mesma modelagem do B(n) da (Eq.C7), s que com a;, €

A,, sendo:

Cm-1,n Cm- 1n
[B(n)], z aj, a;, a4, ... @, ‘ [ ajk> (Eq.C9)

pl;
com j € [k,k + m —n], j, # 2, com ke [1,2] , sendo, j, < jr+1, k € [1,n—1],

e, jx €N, com a;, € 4,, para k € [1,n]. Mantendo o padréo de escrita de [B(n)],
assim como o adotado para a escrita do B(n), vejamos ([Tp-, ajk)p = [Tk=1 Ay
para p € [1,Cp_1n], € fazendo (ji)p < Gi)ps+1, PAra k € [L,n], € p € [1,Cprpn — 1];
sendo, Cp,_1, 0 nUmero de produtos da soma do [B(n)], e (Hk 1ajk)p cada um

desses produtos, e (i), € [1,2[ U]2,m], parat € [1,Cp_1.], t € (): € N.

Parai =3
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Da definicdo de [B(n)];, [B(n)]; € um novo B(n) que esta associado ao conjunto
junto A; = A — {a3}, em que, n(43;) = m — 1. Desta forma, pode-se modelar a escrita

de [B(n)]; utilizando da (Eq.C7), sendo, a;, € A3, deste modo, tem-se que:

Cm—-1n Cm-1n , n
[B(m)]s = Z (ajlajzaj3---ajn)p = z (Hajk) (Eq.C10)

p=1 3 p=1 k=1 rl;

com ji €[k,k+m—n], j,#3, com k€[1,3[U]3,n], sendo, j, <jr+1, COM k €

[1,n—1], sendo, jx €N, e a;, € A3, com k € [1,n], mantendo para o [B(n)]; o

mesmo padrdo de escrita do B(n), vejamos, ([1¢-, ajk)p = [Tk-10a4,),, Para p €

[1r Cm—l,n] e fazendo (ik)p = (ik)p+1, para k € [1; n], epeE [1; Cm—l,n - 1]; e (jk)t €
[1,3[U]3,m], parat € [1,Cp_1n], t € Gi): € N.

Observando as equacbes (€8 a (€10) como uma forma auxiliar de
compreensao para o caso geral de escrita do [B(n)];, para i € [1,m], analisando
este caso geral: por definicdo [B(n)]; € a soma dos produtos de n elementos
diferentes do conjunto 4; = A — {a;}, deste modo [B(n)]; € como se fosse um novo
B(n), s6 que associado ao conjunto A;, sendo, n(4;) = m — 1; desta forma, pode-se
modelar a escrita de [B(n)];, utilizando da modelagem do B(n) da (Eqg. C7), sendo,

a;, € A;. Deste modo, tem-se que [B(n)]; pode ser escrito de modo geral como:

Cm—1n

Cm—l,n n
[B(n)]; = Z 4, &), A - a]n)p] = [ Z < ajk> (Eq.C11)
i p=1 k

=1 pl

com j €[i,i+m—n], sendo, j, #i, com i€ [1,i[VU]in], sendo, ji < jx+1,k€E
[1,n —1], com j; EN, e a;, € 4;, sendo, 4; = A — {a;}. Mantendo o mesmo padrao

de escrita, conforme o adotado para B(n), vejamos, (H’,}zlajk)p =[Tk=1a¢y,

sendo, (ji)p < Ux)p+1, Para k€ [L,n], e p€[1,Cp_1n—1]; em que, Cp_yy € O



72

nimero de produtos da soma do [B(n)]; e (ITi- 1ajk) para [1,Cp_1,] cada um

desses produtos, e (i) € [1,i[ VU]im], parai#1 e (i) €[2, m]parai=1,t€
[1r Cm—l,n]1 te (ik)t € N.

Com a (Eq.C11) pode-se dar continuidade a andlise do Y1*,[B(n—1)];.a;,

analisando [B(n — 1)];, fazendo n - n — 1 na (Eq. €11), desta forma:

Cm—l,n—l Cm 1,n— 1
[B(n—1)]; = z (ajlajzaj3 - ‘ l ajk> (Eq.C12)
p=1

bl
com ji € [i,i + m —n + 1], sendo, j, #i, com i € [1,i[ U ]i,n], sendo, j; < jx+1,k €

[1,n — 2], com j; €N, e a;, € 4;, sendo, 4; = A — {a;}. Mantendo o mesmo padrao

de escrita, conforme o adotado para B(n), vejamos, (H’,}zlajk)p = k=1 4G,

sendo, (i)p < Gidpsr, Parak € [Ln—1], e p € [1,Cro1ny — 1]; em que, Cpoyny €
o nimero de produtos da soma do [B(n)]; e (IT¢-, ajk)p para p € [1,Cpn_1-1] cada

um desses produtos, e (i) € [1,i[ U ]i,m], parai #1e (i) € [2,m],parai =1,t €
[1, Cn—1-1], t € Gide €N.

Seguindo com a andlise do Y%, [B(n — 1)];. a;, analisando o produto [B(n — 1)];. a;,
substituindo a (Eq.C12) neste produto, e observando o que este produto representa

para cada um dos valores de i, com i € [1,m]. Deste modo tem-se que:

Cm-1n-1 Cm-1n-1

[B(n—1)];.aq; = Z (ajlajzaj3 @ 1 : Z (1_[ a]k> .a; (Eq.C13)
p=1

i i

comj, € [k,k+m—n+1],j, €N, j, #i,comke [1,n— 1], sendo, ji, < jr+1,
k €[1,n—2]ea; €A;,sendo, 4; = A —{a;}.

Parai =1 na(Eqg. C13), tem-se que:

Cm—l,n—l Cm—l,n—l <n—1

[B(n—1)];.a, = Z (ajlajzaj3 "'ajn—l)p .a; =

p=1 L p=1

ajk> .a4,(Eq.C14)

k=1 rly
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comj, € [k,k+m—n+1],j, €N, j, #1, comke [1,n— 1], sendo, j, < jr+1,
k€[1,n—2]ea; €A sendo, Ay =A—{a,}.

Observa-se que [B(n — 1)];.a, corresponde a soma dos produtos com n elementos
diferentes do conjunto A terminados em a,, em que os (n — 1) fatores antecedentes
de a, em cada um deles, estdo em ordem crescente de indices, conforme padrédo de

escrita adotado para [B(n — 1)];.

Para i = 2 na (Eq. C13), tem-se que:

[B(n—1)]y.a, = [Zcm 1n- 1 a]lafzaj3 ...ajn_l)p] .a, == [Zcm 1n- 1(Hk 1a]k) ]2.(12,

(Eq. C15)
comj, €lk,k+m—-n+1],j, €N, j, #2 comke [1,n—1], sendo, ji < jr+1,
k €[1,n—2]ea; €A, sendo, 4, =A—{a,}.

Pode-se ver [B(n —1)],.a, como sendo a soma dos produtos de n elementos
diferentes do conjunto A, os quais tem como ultimo fator o elemento a,, e 0s (n —1)
fatores antecedentes a a, em cada um deles, estdo em ordem crescente de indices,
conforme padrao de escrita adotado para [B(n — 1)],.

Para i = 3 na (Eq. C13), tem-se que:
Cm-1n-1 Cm-1n-1
[B(n - 1D]s.a5 = Z (¢,9,4;, -q;,_,) e z (ﬂ ajk> .as, (Eq.C16)
p=1 3 pl3
comj, €k, k+m—-n+1],j, €N,j, #3, comke [1,n— 1], sendo, ji < jr+1,
k €[1,n—2] ea; €A;, sendo, A3 = A — {as}.

Observa-se que [B(n — 1)]3.a; é a soma dos produtos de n elementos diferentes do
conjunto A, os quais terminam com o fator az, estando os (n—1) fatores
antecedentes a a; nestes produtos em ordem crescente de indices.

Deste modo, observando as equacdes (€14 & C16) e suas andlises, pode-se
visualizar melhor o Y% ,[B(n —1)];.a;, para i € [1,m] e assim, fazer a andlise dele

pela (Eq. €13), dizendo que ele corresponde a soma dos produtos de n elementos
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diferentes do conjunto A, os quais, pelo menos os primeiros (n — 1) fatores estdo em
ordem crescente de indice, conforme o padrao de escrita adotado para [B(n — 1)];,
para i € [1,m]; que € 0 mesmo que dizer que é a soma das permutacfes dos
produtos de n elementos diferentes do conjunto 4, as quais, estdo com pelo menos
seus primeiros (n — 1) fatores em ordem crescente de indices; que, deste modo,
pela definicdo de B(n), é a soma das permutac¢des dos produtos de B(n), as quais
estdo, com pelo menos os seus primeiros (n — 1) fatores em ordem crescente de

indices, desta forma, de forma analitica tem-se que:

m Cm,n Cm,n
Z[B(n —Dli.a; = Z Py, (ajlajzajg ---ajn)p = Prtny,- Z (ajlajzajs "'ajn)p =
i=1 p=1 p=1

=P .B(n) (Eq.C17)

N(n-1)¢

Sendo Py, O namero de permutacbes de cada um dos produtos de B(n), as

)c
quais, estdo com pelo menos os seus primeiros (n — 1) fatores em ordem crescente

de indices, em que Puns, € 0 mesmo valor para quaisquer um dos produtos de

_1)
B(n), pois, € modelada com 0os mesmos critérios e mesmas variaveis para todos
eles.

A permutacdo B, pode ser calculada aplicando o principio fundamental da

(n-1)¢
contagem, para qualquer produto de B(n), fazendo o arranjo de seus n elementos,
de modo que, pelo menos os n — 1 primeiros elementos figuem em ordem crescente
de indices, a cada vez que alterarmos o ultimo fator do produto, que pode ser
quaisquer um de seus n elementos; deste modo, de modo analitico tem-se que:

P =1.1.1.1.1.1....n = 1" L.n = n (Eq. €18)

N(n-1)¢

Observa-se que no momento que posiciona quaisquer um dos n elementos do
produto como ultimo fator dele, s6 temos uma forma de posicionar os (n—1)
elementos diferentes restantes em ordem crescente de indices, conforme
apresentado analiticamente pelo principio fundamental da contagem acima.
Substituindo a (Eg. €18) na (Eq. C17), tem-se que:

m

Z[B(n —1)],a; =nBM) (Eq.C19)

i=1
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Apéndice D - RELACAO ENTRE B(1), ¥nxrs € Vrxr

Conforme mencionado na sentenca (ii) do apéndice B, vai ser analisada a escrita
de v pPara r = n, neste apéndice. Para inicio dessa andlise, como forma auxiliar
para compreensdo do caso geral de escrita de y,,,, para r =n, vai ser escrito

alguns y,.r, Nesta condigcéo, ou seja, alguns y,,,,, para alguns valores de n.

Paran = 1, tem-se que:

m

Yia =B =) a (Eq.D1)

i=1
Paran = 2, tem-se:
YVaxz = Q101 T A0, + a3z + -+ Q101 + QpQpy

Desta forma:

m

Vo= ) a (Eq.D2)

i=1
Paran =3
V3x3 = Q10101 + A0,0; +a30303 + -+ A1 Apn—-1m-1 T A am

Entao:

m

Vs = ) i (Eq.D3)

i=1
Observando as equacgdes (D1 a D3), pode-se compreender de forma mais didatica
a analise geral da escrita de y,«,, Na qual é a soma dos produtos de n elementos
iguais do conjunto A = {a,, a,, as, ..., a,}, desta forma,
Ynxn — A1A141 ...Aq + a,a,a, ...a; + asdasds ...ds + -+ Am-1Am-1Am—-1 --- Apm—1 +
+amamam Ay

Portanto:

m

Ynxn = Z ain (Eq'D4)

i=1
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Como pode-se calcular y,x, pela (Eq. D4),pode-se procurar relacionar 0S ¥y,
com r #n, e 0S B(n), com esta estrutura y,«,, €m que fazendo n = r na (Eq. D4),

tem-se que:

m

Yrxr = z air (Eq- DS)

i=1

Como foi visto tem-se que y,x, tem r elementos iguais e (n—r) elementos
diferentes em cada um de seus produtos, constituintes de sua soma, pode-se ver a
estrutura y,.«,, cOmo a responsavel pelas repeticdes dos elementos nestes produtos
dessa soma, e a estrutura B(n —r) como sendo a responsavel pelos elementos
diferentes de cada um desses produtos, ao fazer B(n — ). yyxr, UNIMOS estas duas
estruturas, e uma parte deste produto corresponde a y, -
Deste modo, fazendo a analise do produto B(n — ). ¥y«,, SEQUE:
Tem-se

B(n—7).Yrxr

Substituindo a (Eg. D5) neste produto, segue

m
B(n—71).Yyxr =B(n— r).z: a;”
i=1

L

Desenvolvendo o somatario, tem-se:
B(n—1).Yrxr =Bn—7).(a;"+a," +a3" + -+ ap_1" +a,")
Seqgue:
B(n—71).Yyxr=Bn-7r).a;" +B(n—r).a,” +B(n—r).as" +-+Bn—7).an_1" +
+B(n—r).a,” (Eq.D6)

Aplicando a (Eqg. A9) fazendo, n - n — r, na (Eg. D6), para cada um dos B(n —r)
do 2° membro da (Eq.D6), os quais, cada um, estd sendo multiplicado por um a;"
(seu a; associado), com i € [1,n], escrevendo cada um desses B(n — r) em relacao
ao seu a; associado, tem-se que:

B(n—1).9,r=([B(n—r—1)];.a; +[B(n—7)];).a;" +
([B(n—7r—-Dls.az+ [B(n—1)]z).a," + ([B(n—r—1D]s.a3 + [B(n —1)]3).a5" +
+-+([Bn—r—1D]p-1-am-q1 +[B(Mn —1)]jp-1)-apm-1" +
+([B(n—7r—D]m-am + [B(n—1)];n).-am”
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Desenvolvendo o 2° membro desta equacdo, e o agrupando em produtos que

contenham fatores a;"*! e a;", com i € [1,m], deste modo, tem-se que:

Bt =1).Yrzr = ) [B(r=7=Dlea/™ + ) [B(r=nliai”  (Fg.D7)
i=1 i=1

Da (Eq. B17), parar - r + 1, tem-se:

m

Vnxr+1 = Z[B(n - (r+ 1))]i' aiH-1

i=1
Entao:

m

Ynxr+1 = Z[B(n -r-—= 1)]i-air+1' (EQ'D8)

i=1
paraosvaloresder,1<r<n-1,emque, B(0) =1,parar =n—1.
Sendo este dominio de y,_1,r+1 analisado da seguinte forma:
Pelo dominio da (Eq. B17), para y,.,, tem-se que:
2<r<n

Para andlise do dominio de y,,,+1, @ partir do dominio de y,,,, pode-se fazer
r = r + 1 nainequacao acima, desta forma:

2<r+1<n

2—-1<r+1-1<n-1

1<r<n-1

Substituindo as equacdes (D8 e B17) na (Eq. D7), tem-se que:
BN —1).Vrxr = Ynxr+1 + Yner (Eq.D9)
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APENDICE E - EXPRESSAO MATEMATICA PARA y,ur, 2 <7< n

Precisa-se calcular y, ,, para solucionar a (Eq. 10), na qual é o objetivo principal
do nosso trabalho; desta forma, buscando modelar uma férmula para calcular os
Ynxr» @ partir da (Eq. D9), pode-se isolar o0 y,,, nesta equagéo, em que:

Ynar =B =7).¥rxr = Ynxr+1 (Eq.E1)

Descriminando os possiveis y,x,, para alguns valores de n, que a (Eq. E1) pode
fornecer, de acordo com o seu dominio, 2 < r < n, tem-se:
Paran =3

Parar =2
Vaxz = B(1).V2x2 —Y3x3 (Eq.E2)

Paran =4
Parar =3

Yaxz = B(1)V3x3 — Vaxa (Eq.E3)
Parar =2

Yaxz = B(2)Yaxz — Yaxs (Eq.E4)
Substituindo a (Eq. E3) na (Eq.E4)

Yaxz = B(2)V2x2 = B(1)¥3x3 + Vaxa (Eq.ES5)

Paran=5
Parar =4

Ysxa = B(1)Vaxs — Vsxs5 (Eq.E6)
Parar =3

Ysx3 = B(2)Vax3 — Vsxa (EqQ.E7)
Substituindo a (Eq. E6) na (Eq.E7)
Ysx3 = B(2)Vax3 — B()Vaxa + Vsxs (Eq.E8)
Parar =2
Ysxz = B(3).-Vax2 —Vsxs (Eq.E9)
Substituindo a (Eq. E8) na (Eq. E9)
Ysxz = B(3).Vaxz2 — B(2)¥3x3 + B(1)Vaxa — ¥sxs (Eq.E10)



79

Paran =6
Parar =5

Yexs = B(1).¥sxs — Yexe (Eq.E11)
Parar =4

Yexa = B(2).Vaxa —Vexs (Eq.E12)

Substituindo a (Eq.E11) na (Eq.E12)
Yoxa = B(2).Vaxa — B(1)Vsxs + Yexe (Eq.E13)
Parar =3
Yexz = B(3)-Vax3 —Vexa (Eq.E14)
Substituindo a (Eq. E14) na (Eq.E13)
Yex3 = B(3).¥3x3 — B(2).Vaxa + B(1)¥sxs — Vexe (Eq.E15)

Parar =2

Yexz = B(4).V2x2 —Vexs (Eq.E16)
Substituindo a (Eq.E16) na (Eq.E15)

Yexz = B(4).Vax2 — B(3).¥3x3 + B(2).Yaxa — B(D)¥Ysxs + VYexe (Eq-17)
Desta forma, listando as equagbes (E2, E3, E5, E6, E8, E10, E11, E13, E15 e

E17) abaixo, para observa se ha um padrdo geral de formacdo nestas equacoes,
tem-se:
Yax2 = B(D)Yax2 — ¥3x3
Yaxz = B(1)V3x3 — Vaxa
Yaxz = B(2)V2x2 = B(DV3x3 + Vaxa
Ysxa = B(1)Vaxa — Vsxs
Ysx3 = B(2)V3x3 = B(1)¥axa + Vsxs
Ysx2 = B(3)-Yax2 — B(2)¥3x3 + B(1)Vaxa — Vsxs
Yexs = B(1).¥sxs — Yexs
Yexa = B(2).Vaxa — B(1)¥sxs + Vexs
Yex3 = B(3).¥3x3 — B(2).Vaxa + B(1)V5x5 — Vexe
Yexz = B(4).-Yax2 — B(3)-¥3x3 + B(2)-Yaxa — B(D¥sxs + Yexs

Dessa forma, observa-se que podemos escrever y,., de modo geral, para

2 <r < n,como:
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n
Vxr = ) (DI BO1=)je; (Eq.E18)

j=r
fazendo, B(0) = 1.
Como esta formula foi gerada por analise de formacdo de padrdo recursivo de
equacgles, tem-se que provar a recursividade da mesma, para n - n+ 1, no qual

esta prova esta apresentada no apéndice seguinte.
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APENDICE F - DEMONSTRACAO DA RECURSIVIDADE DA Eq. EI8 PARAn + 1

Pode-se fazer esta prova por identidade, substituindo-se n por n + 1 na Eq. E18, e
verificando se ira ocorrer uma identidade, utilizando para esta verificagéo a (Eq. D9)
gue € verdadeira; pois esta equacao foi gerada por meio de identidade, buscando so
outras formas de reescrever esta identidade em todo o seu processo de
desenvolvimento, sem utilizar de nenhuma algebra que necessite de uma prova num
campo discreto da matematica. Desta forma, tem-se

Fazendon —» n+ 1 na (Eq. E18)

n+1

Yavir = ) (“DIT B+ 1= )y,

j=r
Explicitando o ultimo termo do somatério do 2° membro desta equacao, tem-se:

n

Yn+ixr = Z(_l)j_r-B(n +1 _j)ijj —B(0).Yn+1xn+1 (Eq.F1)

j=r
Fazendon —» n + 1, na (Eg. D9)
B(n+1=7).Yrxr = Yntixr+1 T Ynr1xr (Eq.F2)
Analisando o dominio do r desta equacdo, que para n era 1 <r<n-—1, para
n - n+1, setorna,
1<r<n+1-1
1<r<n

Deste modo, substituindo a (Eq. F2) na (Eq.F1), fazendo, r - j,

n
Yn+1xr = Z(_l)j_r' (yn+1xj + Vn+1xj+1) - B(O)-yn+1xn+1

j=r
Desenvolvendo o somatorio, para analisar se vai haver a identidade idealizada,
segue:
Yntixr = Vntixr T Vntixr+1 — Vntixr+l — Votixr+2 T Vntixr+2 T Vntrxres T F

“Vn+1xn-1 ~ Vn+ixn + Yn+1xn + Yn+1xn+1 — Yn+1xn+1 — Vn+1ixn+2

Desta forma, tem-se: ¥,41 x+ = Vn+1ixr-
Ocorrendo assim, a identidade idealizada no 1° paragrafo deste apéndice,
comprovando assim, a recursividade da Eg. E18 para n+ 1, 0 que atesta sua

veracidade no campo discreto.



