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Resumo

Os critérios de divisibilidade sdo muitas vezes aprendidos de forma mecanizada, fo-
cando muitas vezes apenas na resolucao de exercicios. No entanto, esse assunto
apresenta um vasto campo de atuacao para o estudante desenvolver o seu raciocinio
matematico através da aritmética. Motivado pela noticia que repercutiu nas redes
sociais sobre um menino nigeriano chamado Chika Offili, neste trabalho iremos abor-
dar rapidamente sobre como iniciou o uso do critério de divisibilidade, contaremos
um pouco sobre a descoberta de Chika, iremos demonstrar os critérios de divisibi-
lidade cléassicos, aqueles que se aprende no ensino bésico, mostrando que para cada
nimero primo existe um teste diferente o que dificulta o aprendizado do aluno. Ba-
seado na ideia de Chika, apresentaremos um critério de divisibilidade que pode ser

uma alternativa no ensino de divisibilidade.

Palavras chave: Teste de divisao; algoritmo da divisdo; Chika Offili; ntimeros

primos.
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Abstract

The divisibility criteria are often learned in a mechanized way, often focusing only
on solving exercises. However, this subject presents a wide field of action for the
student to develop his mathematical reasoning through arithmetic. Motivated by the
news that reverberated on social networks about a nigerian boy named Chika Offili,
in this work we will briefly address how he started using the divisibility criterion,
we will tell a little about the discovery of Chika, we will demonstrate the classic
divisibility criteria, those that one learns in basic education, showing that for each
prime number there is a different test which makes it difficult for the student to
learn. Based on Chika’s idea, we will present a divisibility criterion that can be an

alternative in teaching divisibility.

Keywords: Division test; division algorithm; Chika Ofili; prime numbers.
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Introducao

“O sucesso nasce do querer, da determinagao e persisténcia
em se chegar a um objetivo. Mesmo nao atingindo o alvo, quem
busca e vence obstaculos, no minimo fara coisas admiraveis.”

José de Alencar

Nesse trabalho, faremos uma abordagem acerca do critério de divisibilidade
e responderemos as perguntas como: quando foi o seu primeiro uso na histéria?
Como eles sao ensinados em sala de aula? Por que poucos alunos sabem e o usam?
Teém como facilitar o seu aprendizado?

Nossa motivacao foi uma noticia que foi veiculada na internet sobre Chika,
um garoto nigeriano que aos 12 anos, que “descobriu” uma férmula matematica do
critério de divisibilidade por 7 (a matéria pode ser lida em Ellis (2019a)). Sendo
provada por (Ellis, 2019b) que a férmula é verdadeira para niimero nimero primo
p = 7 e noés estenderemos o resultado para outros nimero primos p > 7.

No capitulo 1 introduziremos uma breve histéria sobre os critérios de divi-
sibilidade.

No capitulo seguinte trataremos alguns conhecimentos basicos da teoria dos
nimeros que necessitaremos como base para a leitura dos demais capitulos.

No capitulo 3 iremos demonstrar os critérios de divisibilidade que sao co-
mumente ensinados nas escolas, mostrando o motivo pelo qual é dificil para a sua
aprendizagem.

No capitulo 4 iremos demonstrar o teste de Chika e o estenderemos para
outros numeros primos p > 7, demonstrando que os critérios de divisibilidade se

resumem em 4 casos.



Capitulo 1

Aspectos historicos sobre o

critério de divisibilidade

Nesse capitulo iremos discutir alguns fatos histéricos sobre o critério de
divisibilidade e o motivo que levou a pesquisar sobre o assunto. O leitor interessado
em mais detalhes deve consultar (McDowell, 2018; Dickson, 1919)

De acordo com o livro Histéria da teoria dos ntimeros escrito por Dick-
son (1919) o critério de divisibilidade sdo um assunto bem antigo como pode ser
vista na figura 1.1 e bastante comum nos livros didaticos da escola basica, segundo
MEC (2020) este conhecimento esta situado na BNCC nas habilidades EFO6MA05
e EFO6MAO0G) e nas disciplinas de aritmética dos cursos de graduagcao.

CRITERIA FOR DIVISIBILITY BY A GIVEN
In the Talmud’, 100a-+b is stated to be
ible by

Figura 1.1: Resumo da histéria sobre critério de divisibilidade (Dickson, 1919, p.
337).



Fluxograma para determinar a paridade de (EFOB6MA04) Construir algoritmo em linguagem natural e representa-lo por fluxograma que indique a

um ndmero natural resolucdo de um problema simples (por exemplo, se um ndmero natural qualquer & par).
Multiplos e divisores de um nimero natural (EF06MAO05) Classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer relacées entre numeros,
Nimeros primos e compostos expressas pelos termos “& maltiplo de”, “€ divisor de”, “¢ fator de”, e estabelecer, por meio de investigacdes,

critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000.
(EFOBMAO6) Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo e de divisor.

Figura 1.2: Objeto de conhecimento e habilidade do 6° ano do E.F.

No nivel basico por exemplo, o assunto ¢ tratado como um conjunto de
regras, aparentemente distintas, duas a duas, e o tratamento dado se limita a decorar

e aplicar tais regras, como pode ser visto em Andrini (2012)

‘Quando termina e 0, 2,4, 6 0u 8 Isko &
uando é par.

a qANGD & 50ma dos valores ansokios de
‘seus aigarismos for divisfvel por 3.

‘quando os dois ditimas aigarismas forem
4 0 6w fomaern um ndmar dhishel por
4

Urn radmern &
civisivel par.

5 cuando fermin e 0.0u 5.
6 auardo & divislvel por 2 ¢ por 3.

9 QUANGD B 50MA dos valores ateoiutos de
sous algarismos for drvishvel por 9.

10 ‘quanda teeming em B,

Figura 1.3: Resumo sobre critério de divisibilidade do livro de Andrini (2012).

Ellis (2019a) conta que deu um livro ao seu aluno Chika Offili chamado
“First Steps for Problem Solvers” publicado pela United Kingdom Mathematics
Trust (UKMT, é uma institui¢do de caridade que foi fundada em 1996 no Reino
Unido com o objetivo de ajudar a educagao das criangas no campo da matematica)
para que estudasse durante as férias de verao e dentro desse livro havia uma lista de
testes de divisibilidade que sao usados para determinar rapidamente se um ntmero
¢ exatamente divisivel por 2,3,4,5,6,8 ou 9 antes de comecar a dividir. Exceto que
nao haveria nenhum teste de divisibilidade por 7. Em 13 de setembro de 2019 Chika
contou a sua professora que num dia entendiado pensou nesse problema e percebeu
um método que na pratica sempre parecia funcionar o teste de divisibilidade para
7. No capitulo 4 iremos apresentar o método dele.

Ainda temos que a professora relata que o Chika mostrou seu teste para a
turma 8F e nenhum aluno conseguiu encontrar um contra-exemplo.

Como nao havia demonstracao da proposicao para saber que o teste sempre



First Steps for
Problem Solvers

Mary Teresa Fyfe and
Andrew Jobbings

Figura 1.4: Chika recebeu o livro acima da sua professora Mary Ellis, para ler
durante suas férias de verao.

funcionaria, assim a Professora Ellis pediu ajuda ao seu irmao Simon Ellis (2019b),
que leciona matematica. Este lhe respondeu com a prova algébrica de que a pro-

posic¢ao sempre funciona. Daremos uma demonstracao semelhante no capitulo 4.

Figura 1.5: Chika Offili recebendo um prémio de reconhecimento especial devido a
sua descoberta.

De acordo com McDowell (2018) o primeiro teste de divisibilidade remonta
por volta de 500 d.C. quando o teste de divisibilidade por 7 foi incluido no Talmude
babilénico: Tratado ’Abodah Zarah.

Disse: R. Huna, filho de R. Joshua: Se alguém nao sabe qual é o
ano no ciclo sabatico de sete anos, acrescente um ano (ao da Era
da Destruicao) e deixe de lado as centenas como Ciclos do jubileu e
converta o restante em Ciclos Sabdaticos (de sete anos cada) depois
de adicionar dois anos a cada século completo; o que sobra lhe dara
o numero do ano indicado no atual ciclo sabético. (Zarah, 1957,
folio 9b)



TRACTATE

Figura 1.6: Talmude babilonico: Tratado ’Abodah Zarah.

Traduzido na linguagem da matematica segundo McDowell (2018),
para nimeros inteiros N, a, b com N = 100a + b temos que:

N =100a + b = 98a + (2a + b) = (7 - 14a) + (2a + b)

Em outras palavras 100a+0b e 2a+ b deixam o mesmo resto quando
dividido por 7.
Exemplo 1. Sera que 7 divide 18657
1865, deixe de lado as centenas 18-100+65, o resto da ultima parcela quando dividido
por 7, 18 - 100 + 2, o resto de 100 quando divido por 7 é 2 entao 18 -2+ 2 = 38, e
o resto de 38 quando dividido por 7 é 3. Como 7 nao divide 3 entao 7 nao divide

1865.

Blaise Pascal declarou e provou um critério de divisibilidade de
qualquer nimero N por qualquer A. Sejam ry,ry,73, ..., 08 restos
obtidos quando 10, 107, 1079, ... sao divididos por A. Entao N =
a + 10b + 100c + ... é divisivel por A se, e somente se, a + br; +
cro+ ... é divisivel por A. Sendo a teoria apresentada na Académie
Parisienne, em 1654, e publicada pela primeira vez em 1665 em De
numeris multiplicibus, e atualmente pode ser encontrado no livro
Ouvres Completes de Pascal.(Dickson, 1919, p.337)

McDowell (2018) diz que o teste encontrado no Talmude é uma variante me-
nor de uma classe de testes de divisibilidade descrita por Blaise Pascal (1623 —1662),
ou seja, o teste de Pascal é o primeiro teste de divisibilidade para qualquer niimero

inteiro.

Exemplo 2. Observe os seguintes restos de poténcias de 10 por 7



Pascal

{.EEI\'TI’.H i'{}llillill!\'ll"ﬁ

w

Figura 1.7: Euvres Completes de Pascal.

10*

107 | 10® | 107

10°

10°

10

10°

10?

10

10°

restos da divisao por 7 | 6 2 3

1

5

4

6

Logo podemos concluir que

542.178 = 10°(5) + 10*(4) + 10*(2) + 10*(1) + 10*(7) + 10°(8)

= (5) +4(4) + 6(2) + 2(1) + 3(7) + 1(8)(restos da divisao por 7)

=84

=10"(8) + 10°(4)

= 3(8) + 1(4)(restos da divisao por 7)

= 28

Como 7 divide 28 temos que 7 divide 542.178.

Conforme Dickson (1919) e McDowell (2018) em 1861, A. Zbikowski publi-

cou um pequeno artigo sobre testes de divisibilidade no Boletim da Academia de

Ciéncias Fisicas de Sao Petersburgo. A. Zbikowski notou que N = a+ 10k é divisivel

por 7 se k — 2a é divisivel por 7. Se ¢ é da forma 10n+1, N = a+ 10k é divisivel por

0 se k — na é divisivel por d; isso vale também se ¢ for substituido por um divisor

de um ntmero 10n + 1.




Exemplo 3. Um teste de Zbikowski de divisdo para 13. Como 13 nao ¢ da forma
10n 4+ 1, pensemos em outro nimero que seja multiplo de 13 que seja da forma
10n 4+ 1, podemos observar que n = 9 satisfaz o que pedimos 91 = 10-9+ 1 e ¢
multiplo de 13.

Agora vamos verificar se o niimero 608.374 ¢é divisivel por 13. Efetuando o

seguinte processo:
e pegue o ultimo digito do nimero a ser dividido;
o multiplique ele por n = 9;
e subtraia ele ao restante do ntimero;
o Se este numero for miltiplo de § = 13 o original também seré.

Iremos efetuar o processo acima varias vezes, até termos um nimero pe-

queno o suficiente para termos certeza se o resultado final é multiplo ou nao de

0 =13.

00834796 60.801 (repetimos o processo)

0029 6 071

6079
=

608.374

598

B3

Como —13 é multiplo 13, entdo 608.374 também é.



Capitulo 2

Elementos da teoria dos numeros

Neste capitulo apresentaremos alguns conhecimentos basicos da teoria dos
nimeros que serao necessarios nos capitulos seguintes. Usaremos como referéncia

Hefez (2016), Santos (2011), Camelo (2018) e Sousa (2016).

2.1 Adicao e multiplicacao

Axioma 1. (Adi¢cao) Em 7, estd definido uma operac¢ao bindria denominada de
adi¢ao que associa um unico valor a + b para cada inteiro a e b. FEssa opera¢do

possui as sequintes propriedades:
1. Fechamento: a +b € Z;
2. Comutatividade: a +b = b+ a para todo a,b em Z;
3. Associatividade: (a +b) +c=a+ (b+ ¢) para todo a,b,c em Z;

4. Elemento neutro da soma (elemento nulo): 30 € Z tal que a+0=0+a =a

para todo a em Z;
5. Inverso da soma (elemento oposto): 3 —a € 7Z tal que a+(—a) = (—a)+a = 0.

Axioma 2. (Produto) Em Z, estd definido uma opera¢ao bindria denominada de
produto que associa um unico valor a-b para cada inteiro a e b. Essa operacdo possui

as sequintes propriedades:

1. Fechamento: a-b € Z;



2. Comutatividade: a-b="0-a para todo a,b em Z;
3. Associatividade: (a-b)-c=a-(b-c) para todo a,b,c em Z;

4. Distributividade: a- (b+c¢)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c para todo

a,b,c em 7Z;

5. Elemento neutro do produto (elemento unidade): 31 € Z tal quea-1 = 1-a = a

para todo a em 7

6. Cancelamento do produto: a-x = a-y = x =y para todo a em Z\{0}

2.2 Principio da boa ordenacao

Axioma 3. (Tricotomia) Dados a,b € Z., vale uma das sequintes possibilidades e

somente uma delas
e a=1"b
e b—acZy
e —(b—a)€eZ,
Assim, pela tricotomia, uma e apenas uma, das condi¢oes € verificada:
e a=1b
e a<b
e b<a

Defini¢ao 1. (Principio da boa ordenagao) Se S é um subconjunto nao-vazio de Z

e limitado inferiormente entao S possui um menor elemento.
Proposicao 4. Nao existe nenhum numero inteiro n tal que 0 <n < 1

Demonstracao. Suponha por absurdo que exista n com essa propriedade. Logo, o
conjunto S = {z € Z;0 < z < 1} é ndo vazio, além de ser limitado inferiormente.
Portanto, S possui um menor elemento a, com 0 < a < 1. Multiplicando esta tltima
desigualdade por a, obtemos 0 < a? < a < 1, logo a® € S e a® < a, uma contradicao.

Portanto, S = @. [



Corolario 5. Dado um numero inteiro n qualquer, ndo existe nenhum nimero in-

teiro m tal que n <m <n+ 1.
Corolario 6. Sejam a,b € 7Z. Se ab=1 entdo a = b= +1.
Corolario 7. Se a,b € Z com b # 0 entao |ab| > |al.

Corolario 8. (Propriedade arquimediana) Sejam a,b € Z, com b # 0 entdo existe

n € 7Z tal que nb > a.

2.3 Principio da inducao matematica

Uma das consequéncias imediatas do principio da boa ordenagao, é o principio

de indugao matematica.

Teorema 9. (Principio da indugdo matemdtica) Sejam S um subconjunto de Z e

a € 7 tais que
(i) a €S;

(ii) S € fechado com respeito a operagio de “somar 1”7 a seus elementos, ou seja,

VneS=n+1€eS.
Entio, {x € Z;x > a} C S

Demonstra¢ao. Ponhamos S' = {x € Z;x > a} e suponhamos por absurdo que
S" ¢ S, logo S'\S # @. Como esse conjunto ¢ limitado inferiormente (por (7)),
existe um menor elemento ¢ € S\ S. Pelo fato de ¢ € S e ¢ ¢ S, temos que ¢ > a.
Portanto, c—1 € S’ e c—1 € S. Pela hipdtese sobre S, temos que ¢ = (¢c—1)+1 € S,

como ¢ € S', obtemos uma contradi¢gdo com o fato de ¢ € S"\S. |

Teorema 10. (Prova por indugdo matemdtica) Seja a € Z e seja p(n) uma sentenca

aberta em n. Suponha que:
(i) p(a) é verdadeiro, e que
(i) ¥ n > a, se p(n) é verdadeiro entiao p(n + 1) € verdadeiro.

Entdo, p(n) € verdadeiro para todo n > a.

10



Demonstracao. Seja V= {n € Z;p(n)}, ou seja, V é o subconjunto dos elementos
de Z para os quais p(n) é verdadeiro. Usando o item (i) temos que a € V e por
(7i) temos que para todo n, n € V.= n+ 1 € V| segue pelo principio da indugao
matematica que {z € Z;x > a} C V.

Como (por (7)) a € V e (por (ii)) Vn,n € S = n+1 &V, segue o principio
de indugdo que {z € Z;z > a} C V. |

Teorema 11. (Prova por indugdo completa) Seja p(n) uma sentenca aberta tal que:
(i) p(a) é verdadeiro, e que
(ii) ¥n, p(a),p(a+1),---p(n) sio verdadeiros entio p(n + 1) é verdadeiro.
Entdo, p(n) € verdadeiro para todo n > a.

Demonstrag¢ao. Considere o conjunto V' = {n € a+ N;p(n)}. Queremos provar que
o conjunto W = (a + N)\V é vazio. Suponha, por absurdo, que vale o contrario.
Logo, pelo principio da boa ordenacao, W teria um menor elemento k, como sabemos
(por (7)) que a ¢ W, segue-se que existe n tal que k = a +n > a. Portanto,
a,a+1,....k—1¢ W;logo a,a+1,...,k—1€ V. Portanto, (por (7)) conclui-se
que k=k—1+1¢€V o que contradiz o fato de que k£ € W. [ |

2.4 Divisibilidade em 7

Definigao 2. Dados dois niimeros inteiros a e b, diremos que a divide b (representado
por a | b), quando existir ¢ € Z tal que b = ca. Neste caso diremos também que a
é um divisor ou um fator de b ou b é maltiplo de a ou que b é divisivel por a. Por
outro lado, se a nao divide b (representado por a 1 b), quando nao existir ¢ € Z tal

que b = ca.
Propriedades. Sendo a,b € Z, tem-se:
(i) 1]a,alaeal0;
(ii)) 0| a = a=0;
(iii) @ |b<al(=b),(=a)[be (=a) | (=b);
(iv)a|beb|lc=a]ec.
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2.5 Algoritmo da divisao

Teorema 12. Sejam a e b dois numeros inteiros com b # 0. Existem dois unicos

nimeros inteiros q e r tais que a = bq+1r com 0 < r < |b|.

Demonstragao. Considere o conjunto S = {z = a — by;y € Z} N (N U {0}).
(Existéncia) Pela propriedade arquimediana, existe n € Z tal que n(—b) > —a,
logo a —nb > 0 o que mostra que s # @. O conjunto S é limitado inferiormente por
0, logo, pelo principio da boa ordenagao, temos que S possui um menor elemento
r Suponhamos entao que r = a — bq. sabemos que r > 0. vamos mostrar que
r < |b|. Suponhamos por absurdo que r > |b|. Portanto, existe s € NU {0} tal que
r=1b| + s, logo 0 < s < r. Mas isso contradiz o fato de r ser o menor elemento de
S,poiss=a—(qx1)be S, coms<r.

(Unicidade) Suponha que a = bq +r = b’ + ', onde q,¢',r,r" € Z,0 < r < |b| e
0 <7 < |b]. Assim temos que —|b| < —r < 7' —r <1’ < |b]. Logo, |r' —r| < |b|.
Por outro lado, b(q — ¢') =r —r = |bll¢ — ¢'| = |r' —r| < b o que s6 & possivel se

q = ¢ e, consequentemente, r = r’. [ |

Defini¢ao 3. (Numero par) Um ntmero inteiro a é par quando ele é multiplo de 2,

isto é, a € Z é par < a = 2k, com k € Z.

Defini¢ao 4. (Numero impar) Um ndmero inteiro a é impar quando ele nao é
multiplo de 2, isto é, a € Z é impar < a # 2k, com k € Z, ou seja, a = 2k + 1, com
keZ.

2.6 Maximo divisor comum

Definicao 5. Sejam dados dois inteiros a e b, distintos ou ndo. Um nimero inteiro

¢ é chamado de um divisor comum de a e b quando ¢ | a e ¢ | b.

Defini¢ao 6 (Méximo divisor comum (mdc)). Um nimero inteiro d > 0 é chamado

de maximo divisor comum dos inteiros a e b, se possuir as seguintes propriedades:
1. d é um divisor comum de a e b;

2. d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

12



2.6.1 Algoritmo de Euclides

Apresentaremos a prova construtiva do algoritmo de Euclides que também
¢ chamado de processo de divisdes sucessivas.

Dados a,b € N, podemos supor b < a . Seb=10oub=0, ouainda b | a, ja
vimos que mdc(a,b) = a. Suponhamos, entéo, que 1 < b < a e que bt a. Logo, pela
divisao euclidiana, podemos escrever

a="bq +1ry, com0<ry <b.

Temos duas possibilidades:

a) r | b.

Em tal caso, 11 = mdc(b,r1) e pelo Lema de Euclides, temos que

ry = mdc(b,r1) = mde(b,a — ¢;b) = mde(b, a) = mde(a, b),

e o algoritmo termina.

b) Tl'i'b.

Em tal caso, podemos efetuar a divisao de b por r1, obtendo

b=1ri1qs + 19, com 0 < 1y < 1y.

Novamente, temos duas possibilidades:

a’) ro | 1.

Nesse caso, ry = mdc(ry,r2) e novamente, pelo Lema de Euclides,

ro = mdc(ry, ro) = mde(ry, b—qory) = mdc(ry, b) = mdc(a—q1b,b) = mdc(a,b),

e paramos, pois termina o algoritmo.

b’) T9 'f .

Nesse caso podemos efetuar a divisao de r; por 79, obtendo

r1 = T9q3 + 13, com 0 < rg < ro.

13



Devemos continuar esse procedimento até que pare. Isto sempre ocorre,
pois, caso contrario, teriamos uma sequéncia de nimeros naturais b > ry > ry > - --
que nao possui um menor elemento, o que nao é possivel pelo principio da boa
ordenagao. Logo, para algum n, temos que 7, | r,_1, 0 que implica que mdc(a, b) =
T

Podemos sintetizar o algoritmo acima, utilizando o dispositivo abaixo:

q1 |92 |43 | - | dn—1 | 4n n+1
a [b |ry|ry| o | ru_a | Tho1 | Tn = mdc(a,b)
Ty | T | T3 | Tg |- | Tn

Teorema 13. Sejam a,b € Z ndo simultaneamente nulos (a # 0 ou b # 0). Além

disso, existem inteiros u e v tais que mdc(a,b) = au + bv.

Demonstracao. Seja S = {au+bv > 0 com u,v € Z} o conjunto de todos os inteiros

positivos. Caso a # 0 tem-se que um dos inteiros.

a=a-14+b-0ou —a=a-(=1)+b-0

é positivo, logo S # . Pelo p.b.o., existe e é Unico o elemento minimo de S, que
vamos chamar de d > 0. Por definicao de .9, existem inteiros u, v tais que d = au+bwv.

Afirmamos que d = mdc(a,b). Com efeito, pelo algoritmo da divisao:

a=df +rcom0<r<d

r=a—df =a— (au+bv)f =a(l —uf)+b(—vf)

isto é, o resto r é uma combinacao linear de a e b. Como 0 < r <ded >0¢o
elemento minimo de S, segue que 7 = 0 e a = df, ou seja, d | a.

Com raciocinio inteiramente andlogo podemos concluir que também d | b.
Logo d é um divisor comum de a e b.

Finalmente, se ¢ é um divisor comum de a e b (¢ | a e ¢ | b), entdo

clau+bv=d=c|d=c<d,
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isto é, d é o maior divisor comum positivo de a e b, ou seja,
mdc(a,b) = d = au + bv, para u,v € Z.

Proposicao 14. Sejam a,b,c inteiros nao simultaneamente nulos. Se a | bc e

mdc(a,b) =1 entdo a | c.

Demonstracao. Se a | be entdo be = ra para algum r € Z. Se mdc(a,b) = 1 existem
inteiros m,n tais que ma + nb = 1, o que implica em mac + nbc = ¢ ou, ainda,

¢ = mac + nra = a(mc + nr). Portanto, a | c. |

2.7 Numeros primos

Defini¢ao 7. (Ntmero primo) Seja p um ntmero inteiro. Se p possuir exatamente

4 divisores inteiros distintos entao p é chamado de ntimero primo.

Defini¢ao 8. (Numero composto) Seja p um nimero inteiro. Se p possuir mais que

4 divisores inteiros distintos entao p é chamado de niimero composto.

Proposicao 15. Sejam os a,b, p inteiros a,b, p, com p primo. Se p | ab, entao p | a

oup | b.

Demonstragao. Se p | a, entdo nao ha nada a provar. Vamos supor que p nao divide
a, entdo a e p sdo coprimos, ou seja,(a,p) = 1. Logo, pela proposi¢do 14 temos

p|b. |

2.7.1 Teorema fundamental da aritmética

Teorema 16. (Teorema fundamental da aritmética) Todo inteiro maior do que 1
pode ser representado de maneira unica (a menos da ordem) como um produto de

fatores primos.

Demonstracao. (Existéncia) Se n é um nimero primo ndo hd nada a ser demons-

trado. Suponhamos entdo que n é composto. Seja p; (com p; > 1) o menor dos
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divisores positivos de n. Afirmamos que p; é niimero primo, caso contrario existiria
p tal que 1 < p < p; com p | n, contradizendo a escolha de p; entdo n = pin;.

Se n; for nimero primo a prova estd completa. Caso contrario, tomamos
p2 como o menor fator de n;. Pelo argumento anterior, py ¢ nlimero primo e temos
que n = p1pa2na.

Repetindo este procedimento, obtemos um sequéncia decrescente de intei-
ros positivos ni,ng,...,n,. Como todos eles sdo inteiros maiores do que 1, este
processo deve terminar. Como os nimeros primos da sequéncia pi, ps, ..., Pr NAO

sdo, necessariamente, distintos, n tera, em geral, a forma:
— 102 (833
n=pi Py P

(Unicidade) Usando a indu¢ao em n. Para n = 2 a afirmagao é verdadeira.
Assumimos que ela se verifica para todos os inteiros maiores do que que 1
e menores que n.
Vamos provar que ela também é verdadeira para n. Se n é niimero primo,
nao ha nada a provar. vamos supor, entao que n seja composto e que tenha duas
fatoragoes, isto é,

n=pip2---Ps =q192" " qr

vamos provar que s = r e que cada p; ¢ igual a algum ¢;. Como p; divide o produto
0192 - - - gr ele divide pelo menos um dos fatores ¢;. Sem perda de generalidade
podemos supor que p; | ¢;. Como ambos sdo nimeros primos, isto implica p; = ¢
Logo n/p1 =pa+-ps=qa-+-q-. Como 1 <n/p; <n, a hipétese de indugao nos diz
que as duas fatoragoes sdo idénticas, isto é, s = r a menos da ordem, as fatoragoes

PiP2 - Ps € q1Q2 - * - ¢r SA0 iguals. m

Teorema 17. Se n = p* - pi2 - -p&r, o conjunto dos divisores de n é conjunto

r o .. r

de todos os numeros da forma pSt -p? ... pir,0< ¢ < i=1,2,...7.

Demonstracdo. E 6bvio que se ¢; nao estiver no intervalo mencionado, o produto

acima nao sera um divisor de n. [ |
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2.8 Sistema de numeracao de base b

Um sistema de base b, é um conjunto de b simbolos {0,1,2,...,b — 1} que

utilizamos para representar quaisquer nimeros.

Teorema 18. Seja b um nimero inteiro positivo e M = {0,1,2,...,b — 1} com
b > 1. Todo numero inteiro positivo n pode ser representado, de modo unico, da
sequinte maneira: n = ag + aib + ab® + -+ + a,b", onde r > 0,a; € M, com

1=0,1,2,...,r ea, #0.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar a existéncia por indugao.

(Existéncia) Se n < b, basta tomar n = ag e a representagao estd definida. Suponha
agora, n > bV q € Z%, com 1 < g < n esteja definida. Pela divisao euclidiana
temos que n = bg + ag, com ag € M, observe que ¢ < n, caso contrario teriamos:
n=bq+ay > bg > q>n (Absurdo). Pela hipdtese de inducdo, podemos escrever ¢
na base b, ou seja, ¢ = ay + asb + azb® + -+ + a,b""!, com al € M e a; # 0. Logo,
n = bla; + ash + azb® + - -+ + a,b"" 1) + ag = ag + a1b + asb® + azb®- - - + a,b", o que
conclui a existéncia da representacao.

(Unicidade) é facil ver que para n < b a unicidade é 6bvia. Suponhamos n > b, e
que a unicidade é valida para todo ¢, com 1 < g < n. Suponhamos que n tenha
duas representagoes em b: n = b(a; + ash + azb® + - -+ + a,b" 1) + ag = b(cy + c2b +
c3b? 4+ -+ b 1) 4+ ¢p. Sendo b > ag e b > cp, pela unicidade da divisdo euclidiana,
temos que ag = ¢ € a1 + agb+azb®> 4+ -+ a, b =y F b+ ez 4 bt =g
Como g < n, pela hipétese de indugao obtemos r =s e a; = cy,...,a, = cs. Logo a

representacao é unica. [ |
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Capitulo 3

Critérios de divisibilidade:

métodos classicos

Como decidir se um niimero A é divisivel por um nimero B? Por exemplo
48727 é divisivel por 1317 Uma maneira de responder questoes como essa é fazer
a divisdo e verificar se sobra resto, caso o resto for igual a zero é divisivel, caso
contrario nao é. Mas e se forem ntimeros muito grandes?

Desta forma iremos apresentar neste capitulo os critérios de divisibilidades
classicos, ou seja, testes de divisibilidade que normalmente sao apresentados nas
escolas. O leitor interessado em mais detalhes deve consultar Costa (1866) e Papa

Neto (2020)

Proposicao 19. Um numero inteiro escrito no sistema decimal é divisivel por 2 se
seu ultimo algarismo for divisivel por 2, isto €, se o numero termina em um niumero

par.

Demonstragao. Seja N € Z entao existe k € Zeb € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} tal que
N =10k + b, como 2 | 10k, entao se 2 | b, temos que 2 | N. [

Exemplo 4. O ntimero 738 é divisivel por 2, pois o seu tltimo algarismo 8 ¢é divisivel

por 2.

Proposicao 20. Um numero inteiro escrito no sistema decimal é divisivel por 3
quando a soma dos valores absolutos de seus algarismos resultar em um niumero

divisivel por 3.
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Demonstracao. Seja N € Z entao

N = zn: 10%ay,
k=0

=ap+ Y _(10F — 1+ 1)ay
k=1

n
ag + Z [(10’“ — Dag + ak]
k=1

=ao+ Y ap+ Y (10" —1)ay
k=1 k=1

=> ap+ Y (10F —1)ay
k=0 k

=1

Como 3 | Z(lOk —1)ay, entao se 3 | Zak, temos que 3 | N. [ |
k=1 k=0

Exemplo 5. O nimero 609 ¢é divisivel por 3, pois 6+ 0+9 =15¢ 3| 15.

Proposicao 21. Um numero inteiro escrito no sistema decimal é divisivel por 4 se

os dois ultimos algarismos forem divisiveis por 4.

Demonstra¢ao. Seja N € Z entdo existe um k € Z e b € {0,1,...,98,99} temos
que N = 100k + b, como 4 | 100k, entao se 4 | b, temos que 4 | N. [

Exemplo 6. O nimero 7258 nao é divisivel por 4, pois 4 1 58, pois 58 =4 - 14 + 2.

Proposicao 22. Um niumero inteiro escrito no sistema decimal é divisivel por 5 se

o ultimo algarismo for 0 ou 5.

Demonstracao. Seja N € Z entao um k € Z e b = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 tal que
N = 10k + b, como 5 | 10k, entdo se 5 | b, temos que 5 | N e isso ocorre se

be{0,5}. [ |
Exemplo 7. O ntimero 9766 nao é divisivel por 5, pois o ultimo algarismo é 6.

Proposicao 23. Um niumero inteiro escrito no sistema decimal é divisivel por 6
quando for divisivel por 2 e 3 ao mesmo tempo, ou seja, o numero deve ser par e a

soma dos seus algarismos deve ser divisivel por 3.

Demonstracdo. Seja N um numero divisivel por 6 entao ele é da forma N = 6k para

algum k € Z, entao N = 2 - 3k, temos que N ¢ divisivel por 2 e por 3. [ |
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Exemplo 8. O ntimero 995 nao ¢ divisivel por 6, pois nao ¢é divisivel por 2.

O ntmero 8812 nao é divisivel por 6, pois 8+ 8+ 1+2 =19 e 31 19.

Definicao 9. Iremos chamar de nimeros de classes o nimero formado por trés

algarimos, a partir da direita.
4a 3@ ga e
AN AN AN AN
Exemplo 9. N = 14 .356.728.913 dizemos que 913 ¢é a 1 classe, 728 é a 2% classe,

356 é a 3% classe e 14 é a 4% classe.

Proposicao 24. Um niumero inteiro escrito no sistema decimal é divisivel por 7
quando a diferenca entre a soma dos numeros de classes impares (Se;) € a soma dos

numeros das classes pares (Sep) € um nimero divisivel por 7.

Demonstracao. Seja N € Z% entao

k
N = Za31‘+2a3i+1a3i103i
=0
k
= Z a3i1203i+103i10% + azarag
i=1
k k
= Za3z‘+2037¢+1a3i [10% + (=1)""] + agarao — Za3i+2a3i+1a3i (=)
i=1 i=1
k k
= Za3i+2a3i+1a3i [10% + (=1)"*'] - Za3i+2a3z‘+1a3i [(=1)*]

i=1 i=0
Temos que a primeira somatéria é divisivel por 7, pois quando

e Sei=2tVtcZ

—1
=999999 Y (10%)
=0
t—1
= 7142857 (10°)".
=0

-+
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e Sei=2t+1,VteZ

10943 +1=10%-10% + 1

= (105 — 1) - 10 + (1 + 10%)

t—1
= [7. 142857 - 10° > " (10°)*| + (1001)

=0

t—1
- [7- 142857 - 10° > " (10°)*| + (7 - 143)

1=0

t—1
=7 [142857 +10° ) 2(10°)" 4 143
1=0

k
Logo basta saber verificar Z (3i4203i+103; [(—1)“'1] [ |
i=0

Exemplo 10. O ntmero 1.565.503.436 ¢ divisivel por 77
4e 3¢ @ qe

AN S AN
1 .565.503.436 = (436 + 565) — (503 4+ 1) = 1001 — 504 = 497 = 7 - 71, logo o
namero 1.565.503.436 é divisivel por 7.

Proposicao 25. Um niumero inteiro escrito no sistema decimal é divisivel por 8 se

0s trés ultimos algarismos forem divisiveis por 8.

Demonstragao. Seja N € Z entao existe um k € Z e b € {0,1,...,998,999} temos
que N = 1000k + b, como 8 | 1000k, entdao se 8 | b, temos que 8 | N. [ |

Exemplo 11. O nimero 76197813 ¢ divisivel por 87
813 = 8- 101 4 5, logo o nimero 76197813 nao ¢ divisivel por 8.

Proposicao 26. Um numero inteiro escrito no sistema decimal é divisivel por 9
quando a soma dos valores absolutos de seus algarismos resultar em um niumero
divisivel por 9.

Demonstracao. Seja N € Z entao

N = i 10%ay,
k=0

=ap+ Y _(10F — 1+ 1)ay
k=1

=ag+ Z [(10]“ — Dak + ax]
k=1

=ao+ Y ap+ Y (10" — 1)ay
k=1 k=1

=> ap+ Y (10F —1)ay
k=0 k

=1
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Como 9 | Z(lOk — 1)ay, entao se 9 | Zak, temos que 9 | N. [ |
k=1 k=0

Exemplo 12. O ntimero 501669459 ¢é divisivel por 97
5404+1464+64+94+44+5+9 =45. Como 9 | 45 entao 501669459 ¢ divisivel por 9.

Proposicao 27. Um niumero inteiro escrito no sistema decimal é divisivel por 10

se o ultimo algarismo for 0.

Demonstracdo. Seja N € Z, entao um k € Z e b =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 tal que
N = 10k + b, como 10 | 10k, entao se 10 | b, temos que 10 | N e isso ocorre se
b e {0}. |

Exemplo 13. O ntimero 304498212 nao ¢ divisivel por 10, pois o tultimo algarismo

é 2.

Definicao 10. A posi¢ao de cada algarismo de um ntmero, contada a partir da

direita, é chamada de ordem do algarismo.

Exemplo 14. Por exemplo o niimero N = 23437 as ordens sao as seguintes

5% 4e 3¢ 20 19
N=34 U 4 U 4
2 3 4 3 7

Proposicao 28. Um numero inteiro escrito no sistema decimal é divisivel por 11
quando a diferenca entre a soma dos nimeros de ordem impar (S,;) e a soma dos

numeros de ordem par (S,,) € um nimero divisivel por 11.

Demonstragao. Seja N € Z entao

N =ag + a110 + a210” + a310® + a410* + a510° + ...
= (@110 + a310% + a510° +...) + (ao + a210? + a4 10* +...)
:(a110—|—a3103+a5105+...+a1+a3—|—a5+...)—(a1+a3+a5+...)+
(a0+a2102+a4104—|—...—ao—ag—a4—‘..)+(a0+a2+a4+...)
=(11a; + 1001az + 100001las +...) — (a1 +ag +ab+...) +
(

99as +9999ay + ...) + (ag +ag +as +...)
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e Veja que (99as + 9999a4 + . ..) é multiplo de 11

(99a5 + 9999ay + ...) = 11 (9az + 909ay + . ..)

=11-t, onde t = (a2 +909a4 + .. .)

e Veja que (a1l + a31001 + a5100001 + .. .) é multiplo de 11

(a111 + a31001 + a5100001 + ...) =11 - (a1 + a391 + a59091 + .. .)

=11k, onde k = - (a1 + a391 + a59091 + .. .)

Logo para N ser divisivel por 11, basta verificar se (ag+ a2+ a4+ ...) — (a1 +az+adb+...) é
divisivel por 11. |

Exemplo 15. O nimero 94651 é divisivel por 117
5% 4* 3¢ 2% 1¢
U 4 U U 4=0+6+1)—(4+5)=16—-9=Tell{7.

9 4 6 5 1
Logo 94651 nao ¢ divisivel por 11.
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Capitulo 4

Um critério geral de divisibilidade

Nesse capitulo serda apresentado um critério de divisibilidade geral para
nimeros primos maiores ou iguais a 7 baseado na ideia de Chika (Torres, 2005;
Guedes, 1988; Ellis, 2019b).

Como saber se um nimero é divisivel por 77

Pegue o ultimo digito de qualquer ntimero inteiro, multiplicando-o
por 5 e adicionando ao restante do niimero obtera um novo niimero
e se este for divisivel por 7 o ntimero original o serd (Chika Offli,
Estudante Nigeriano).

34 2a%eE o S
2% 8 multiple of 7, 50 513 it & multigie of 7

wmmmgu

e
+3x8= i
I8 bs » muitiple of 7, s both

Figura 4.1: Chika Offili mostrando para a sua turma 8E a sua ideia.

Exemplo 16. Pegue o niimero 532, entao pelo método de Chika 3242 x5 =63 e
sabemos que 63 é multiplo de 7, logo 532 é também muiiltiplo de 7.
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4.1 Critério geral

Seja N € Z,a € Zebe {0,1,...,8,9} tal que N = 10a+ b e p um niimero
primo (com p > 7) entdo N = 10a + b = 10(a + kb) + b(1 — 10k), entdo precisamos
garantir que exista algum k € Z tal que p | (1 —10k) ou p | (10k —1). Logo teremos

que p | a+ kb= p| N. Chamaremos esse k de constante de decisdo.

4.2 Determinado o valor da constante de decisao

Daremos algumas demonstragoes de como determinar o valor da constante

de decisdo.

Proposicao 29 (Teste de Chika). Seja N € Z tal que a € Z e b € {0,1,...,8,9}
tal que N = 10a + b e nidmero primo p = 7 entio se 7 | a +5b = 7 | N e
7la—2b=T7|N.

Demonstragao. Temos N = 10a + b = 10(a + kb) + b(1 — 10k),
7|1—10kparak=5=7|1—-10-5=—49,logose 7T|a+5b=T| N e
7|1—10k para k=—-2=7|1—-10-(—2)=21,logose 7|a—2b=T| N. [

Proposicao 30. Seja N € Z tal quea € Z eb € {0,1,...,8,9} tal que N = 10a+b
e um numero primo p = 11, entdo se 11| a+10b= 11| N e1ll |[a—b=- 11| N.

Demonstra¢ao. Temos N = 10a + b = 10(a + kb) 4+ b(1 — 10k),
11|1—10k parak=10=11|1—-10-10=—-99, logose 11 | a+10b=T7| N e
11|1—-10kparak=—-1=11]1-10-(—1)=11,logose 11 [a—b=11|N. R

Proposicao 31. Seja N € Z tal que a € Z eb € {0,1,...,8,9} tal que N = 10a+b
e um numero primo p = 13, entdo se 13| a+4b= 13| N e13|a—9b= 13| N.

Demonstragao. Temos N = 10a + b = 10(a + kb) + b(1 — 10k),
13|1—10k parak=4=13]1—-10-4= —39,logose 13 |a+4b= 13| N e
13|1—10kparak=-9=13|1-10-(-9) =91, logose 13 |a—9 =13 | N. R

25



Efetuando o processo para varios ntiimeros primos, podemos construir uma
tabela de critérios de divisibilidade que podemos separar em formas aditiva e sub-

trativa para cada niimero primo p.

Tabela 4.1: Critério de divisibilidade.

Ntmero primo | Forma aditiva | Forma subtrativa

7 a+bb a-2b
11 a+10b a-b
13 a+4b a-9b
17 a+12b a-bb
19 a+2b a-17b
23 a+7b a-16b
29 a+3b a-26b
31 a+28b* a-3b
37 a+26b a-11b
41 a+37b a-4b
43 a+13b a-30b
47 a+33b* a-14b
53 a+16b a-37b*
59 a+6b a-53b
61 a+bH5b a-6b
67 a+47b a-20b
71 a+64b a-7h
73 a+22b a-51b
79 a+8b a-71b
83 a+25b a-58b
89 a+9b a-80b
97 a+68b a-29b

*28, 33, 37 podemos, respectivamente, os seguintes valores 90, 80 e 90, porque dao

maior agilidade ao processo. Fonte: (Guedes, 1988, p. 24)

26



4.3 Encontrando um padrao

Na tabela 4.1 pode-se perceber que o valor da constante de decisao varia
muito, o que da muito trabalho para descobri-la, entao agora iremos encontrar uma

formula padrao para como achar o valor dela separando em 4 casos:

Tabela 4.2: Critério de divisibilidade para ntimeros primos terminados em 7.

Numero primo | Forma aditiva | Forma subtrativa

7 a+5b a-2b
17 a+12b a-bb
37 a+26b a-11b
47 a+33b a-14b
67 a+47b a-20b
97 a+68b a-29b

podemos verificar na tabela 4.2 que existe uma progressao aritmética na constante
de decisao em relagdo ao nimero primo dado de razoes 7 para a forma aditiva e

razao —3 a cada 10 nimeros.

Proposicao 32. Seja N € Z tal quea € Z eb € {0,1,...,8,9} tal que N = 10a+b,
entdao o critério de divisibilidade para os numeros primos que termina com 7 e maior
ou igual que 7, chamemos esse numero primo de Pr, é dado pelo sequinte teste a+kb,

sendo na forma aditiva k = (P%j) -7+ 5 e forma subtrativa k = (Pi—j) (=3)—2.

Demonstra¢ao. Pr | N < P; | 10a+b < P; | 10(a + kb) + (b — 10kb),

P P —7
sek:—( - )-7+5:>P7|b—10[( - )-7+5]b

@P7|—7bp7

,esek:<P71;7>-(—3)—2:>P7|b—10[(P71;7>-(—3)—2}()

& P |b— (=3P +21—20)b< P |b— (=3P, +1)b

@P7|3bp7

Pr—7
10

P -7
10

Logo Pr | (a+kb) = P; | N para k = ( >-7+5 ouk = < >-(—3)—2. |
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Tabela 4.3: Critério de divisibilidade para ntimeros primos terminados em 1.

Numero primo | Forma aditiva | Forma subtrativa

11 a+10b a-b

31 a+28b a-3b
41 a+37b a-4b
61 a+bH5b a-6b
71 a+64b a-7h

podemos verificar na tabela 4.3 que existe uma progressao aritmética na constante
de decisao em relagdo ao nuimero primo dado de razoes 9 para a forma aditiva e

razdo —1 a cada 10 niimeros.

Proposicao 33. Seja N € Z tal quea € Z eb € {0,1,...,8,9} tal que N = 10a+b,
entao o critério de divisibilidade para os nimeros primos que termina com 1 e maior

ou iqual que 7, chamemos esse nimero primo de Pyq, € dado pelo sequinte teste a+kb,

sendo na forma aditiva k = (131117611> 9410 e forma subtrativa k = (P“lig”> (—=1)—1.

Demonstra¢ao. Py | N < Py | 10a + b < Py | 10(a + kb) + (b — 10kb),

P —11 Py —11
sek::<“10)-9+10=>P11\b—10{<1110)-94—10}1)

<:>P11’b—<9P11—99+100)b<:>P11‘b—(gpll‘i‘l)b

<:>P11 | —gbpll

(P —11 P, —11
,esek—( = >.(—1)—1:P11\b—10[( = )4-1)-1}1)

&Py b—(=Py+11-10)b< Py |b— (=P +1)b

< Py | 0Py

Py —11 Py —11
Logo Pi1 | (a +kb) = Py | N para k = <1110>-9+100uk‘: <H10>

(—1) — 1. m
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Tabela 4.4: Critério de divisibilidade para ntimeros primos terminados em 3.

Numero primo | Forma aditiva | Forma subtrativa

13 a+4b a-9b
23 a+7b a-16b
43 a+13b a-30b
23 a+16b a-37b
73 a+22b a-b1b
33 a+25b a-b8b

podemos verificar na tabela 4.4 que existe uma progressao aritmética na constante
de decisao em relacao ao numero primo dado de razoes 3 para a forma aditiva e

razdo —7 a cada 10 nimeros.

Proposicao 34. Seja N € Z tal quea € Z eb € {0,1,...,8,9} tal que N = 10a+b,
entao o critério de divisibilidade para os nimeros primos que termina com 3 e maior

ou iqual que 7, chamemos esse numero primo de Pi3, é dado pelo sequinte teste a+kb,

sendo na forma aditiva k = (%) 344 e forma subtrativa k = (%) (=7)-9.

Demonstragao. P3| N < P3| 10a + b < P3| 10(a + kb) + (b — 10kb),

P13_]-3 P13—13
(3TN 3y pa b0 (B0 30y
se k ( - )3+ ~ Py | b 0[( - )3+ ]b

& P3| b—(3P3—39+40)b< P3| b— (3P +1)b

<:>P13 ‘ —3bP13

<:>P13|b—(—7P13+91—90)b<:>P13|b—(—7P13+1)b

,esek:<

<:>P13|7bP13

Pz —1 P31
LOgOPB‘(a+kb):>P13‘Nparak:(13103).34_4011]€:<13103>.

(=7)—09. m
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Tabela 4.5: Critério de divisibilidade para ntimeros primos terminados em 9.

Numero primo | Forma aditiva | Forma subtrativa

19 a+2b a-17b
29 a+3b a-26b
59 a+6b a-b3b
79 a+8b a-71b
89 a+9b a-80b

podemos verificar na tabela 4.5 que existe uma progressao aritmética na constante
de decisao em relagdo ao numero primo dado de razoes 1 para a forma aditiva e

razdo —9 a cada 10 niimeros.

Proposicao 35. Seja N € Z tal quea € Z eb € {0,1,...,8,9} tal que N = 10a+b,
entdo o critério de divisibilidade para os numeros primos que termina com 9 e maior
ou iqual que 7, chamemos esse niimero primo de Pyg, € dado pelo sequinte teste a+kb,

sendo na forma aditiva k = (131917619) +2 e forma subtrativa k = (131917619) (=9)—17.

Demonstra¢ao. Pyg | N < Py | 10a + b < Pyg | 10(a + kb) + (b — 10kb),

/Py 19 P — 19
sek-(lo >+2;»P19\b—10[<10 )-+2}b

S P |b—(Pog—19+20)b< Py |b— (Po+1)b

<:>P19|—bP19

P19_19 P19—19
m)-(—g)—n;»Plg\b—mK10).(—9)—17%

& Prg | b— (—9Pig + 171 — 170)b < Pig | b— (—9Pye + 1) b

,esekz(

<:>P19‘9bP19

Py —19 Py —19
Logo Pig | (a+ kb) = Py | N para k = <1910> +2ouk = (1910) -(—=9) —

17. |
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4.4 Como aplicar em sala de aula

Anteriormente vimos e comprovamos algebricamente que o critério funciona,
mas como podemos aplica-lo em sala de aula de forma que o préprio aluno desenvolva
e crie o proprio critério?

Iremos dar uma ideia pode ser dada uma aula para que o aluno possa ir

criando os critérios:

Exemplo 17. Por exemplo para o ntmero primo 11, pense em um nimero que
multiplicado por 10 e logo apés subtraido por 1, seja multiplo de 11. Temos que o
numero 10 satisfaz esse critério, pois 10-10 —1 =99 =9 - 11.

Logo o critério de divisibilidade para o ntimero primo 11 sera: pegue o
ultimo digito de qualquer ntimero inteiro, multiplicando-o por 10 e adicionando ao
restante do niimero obtera um novo niimero e se este for divisivel por 11 o ntimero

original o sera.

Exemplo 18. Por exemplo para o nimero primo 13, pense em um numero que
multiplicado por 10 e logo apds subtraido por 1, seja miultiplo de 13. Temos que o
numero 4 satisfaz esse critério, pois 4-10 —1 =39 =3 - 13.

Logo o critério de divisibilidade para o ntmero primo 13 sera: pegue o
ultimo digito de qualquer ntimero inteiro, multiplicando-o por 4 e adicionando ao
restante do ntimero obterd um novo nimero e se este for divisivel por 13 o niimero

original o sera.

Exemplo 19. Por exemplo para o ntmero primo 17, pense em um nimero que
multiplicado por 10 e logo apds subtraido por 1, seja multiplo de 17. Temos que o
numero 12 satisfaz esse critério, pois 12-10 —1 =119 =7-17.

Logo o critério de divisibilidade para o ntmero primo 17 sera: pegue o
ultimo digito de qualquer ntimero inteiro, multiplicando-o por 12 e adicionando ao
restante do ntimero obtera um novo nimero e se este for divisivel por 17 o niimero

original o sera.
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Consideracoes finais

Neste trabalho apresentamos que a maioria dos critérios de divisibilidade
que normalmente sdo estudados nas escolas, sao de dificil memorizacao, pois os
processos sao todos distintos o que dificulta a sua memorizacao ou mesmo a de-
monstracao de cada critério é um tanto complicado para os alunos, o que inviabiliza
a sua aplicacao em sala de aula. Portanto, resumimos em 4 casos que é de facil me-
morizacao, quando é divisivel por 2, 3,5 e para nimero primo p, com p > 7. Sendo
que este Ultimo sé é necessario calcular o valor inteiro de k para que p | 1 — 10k.

Assim podemos criar uma afirmacao como Chika fez com os seus colegas, in-
centivando os alunos a perceber em como ¢ aplicado os testes de divisibilidade através
da afirmacao: “Pegue o ultimo digito de qualquer ntimero inteiro, multiplicando-o
por k e adicione ao restante do niimero obtera um novo nimero e se este for divisivel
por p o ntmero original o sera.”

Mostrando que os educadores tém a oportunidade de instigar os alunos a
aprender sobre como funciona o teste de divisibilidade fazendo parecer um truque de
magica. Afinal quem nao quer entender como uma magica funciona? Desse ponto
de vista o teste de divisibilidade tém um uso pratico continuo como uma ferramenta
pedagodgica cativante para o ensino de matematica séria.

Vale lembrar que um critério de divisibilidade s6 é ttil quando for mais

simples que a prépria divisao como dito por Guedes (1988).
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