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RESUMO

Esta dissertacdo teve o objetivo de apresentar o problema de Fermat e sua generalizacdo, o
Problema de Steiner Euclidiano (PES), bem como sua origem, resolucdes, demonstracdes,
construcdes geometricas propostas ao longo da historia e suas aplicagdes em diversas areas do
conhecimento tais como matematica, engenharia e biologia. Além disso, desenvolveu
algoritmos de determinacdo geométrica do Ponto de Fermat, resolucdo para o problema com
trés pontos, e o Algoritmo de Melzak para construgdo de arvores relativamente minimas de
Steiner, que sdo grafos como redes de comprimento minimo que conectam n pontos inicias.
Foram construidas arvores com n = 4, 5 e 6 pontos iniciais para uma determinada topologia. A
Base Nacional Curricular Comum (BNCC), apresentada em sua versao final em 2017 pelo
Ministério da Educacao (MEC) do Brasil, enfatiza o uso das tecnologias digitais para se adquirir
algumas habilidades propostas para a area da Matematica e suas Tecnologias, no intuito de
buscar a construcdo da aprendizagem em sala de aula. Como os assuntos desta producao
cientifica ndo sdo abordados no curriculo do ensino médio, este trabalho surgiu da necessidade
de ensinar geometria mediante a sugestdo de um produto educacional de construcoes
geométricas elementares, assim como construcdes do Ponto de Fermat, Arvores Relativamente
Minimas e os Pontos de Steiner correspondentes. Tal produto foi uma sequéncia didatica,
subsidiada pela abordagem pedagdgica de Guy Brosseau, a Teoria das Situacdes Didaticas,
utilizando como ferramenta educacional o software de matematica dindmica, GeoGebra. O
publico alvo desta sequéncia didatica constituiu-se de alunos do ensino médio, uma vez que ha
diversos trabalhos para o ensino fundamental. Foram preparadas atividades dispostas em
blocos, prontas para uso com o0s alunos contendo objetivo, descricdo, sugestdes ao professor e
resultados esperados da atividade, expondo imagens produzidas com o software, por intermédio
de algoritmos, e sugerindo perguntas norteadoras dos processos com o intuito de ensinar
conceitos e elementos geométricos, bem como construir algumas figuras planas, mediante as
atividades. A metodologia de pesquisa, voltada aos contedos e produto educacional, se
constitui de um levantamento bibliografico de trabalhos cientificos como de Matos (2013),
Coelho (2016), Neto (2013), Cruz (2017), Costa (1989), Wagner (1989) e Oliveira (2013).

Palavras-chave: Ponto de Fermat. Arvores de Steiner. GeoGebra. Sequéncia Didatica.



ABSTRACT

This academic paper aims to show about Fermat problem and its generalization, the Euclidean
Steiner Problem (ESP), as well as its source, resolutions, demonstrations, geometric
constructions proposed throughout history and its applications in several areas of knowledge
such as math, engineering and biology. it developed algorithms for geometric determination of
Fermat point, three-points problem solving, and Melzak Algorithm for construction of
relatively minimal Steiner trees, which they are graphs with minimum length networks that
connect at starting points. Trees were built with n = 4, 5 and 6 start points for a specific
topology. The National Common Curricular Base (BNCC), presented in its final version in 2017
by the Ministry of Education (MEC) from Brazil, enphansizes the use of the digital technologies
to get some abilities proporse to Mathematics and their technologies, in order to seek the
construction of learning in the classroom. As the subjects of this scientific production are not
addressed in the high school curriculum, this study emerged from the need to teach geometry
by suggesting an educational product of elementary geometric constructions, as well as Fermat
Point buildings, Relatively Minimal Trees and the corresponding Steiner Points. This product
was a didactic sequence, subsidized by Guy Brosseau's pedagogical approach, the Theory of
Didactic Situations, using the dynamic mathematics software GeoGebra as an educational tool.
The target audience of this didactic sequence consisted of high school students, since there are
several jobs for elementary school. The activities were divided in parts and they are ready-to-
use for students. Besides the didactic sequence it presents goals, descriptions, suggestions for
teachers, and expected results of the activity, exposing pictures produced by software through
algorithms and suggesting guiding questions of the process to teach concepts, elements and
geometric figures constructions through the activities. The research methodology, focused on
content and educational product, consists of a bibliographic survey of scientific works as well
as de Matos (2013), Coelho (2016), Neto (2013), Cruz (2017), Costa (1989), Wagner (1989)
and Oliveira (2013).

Keywords: Fermat Point. Steiner Tree. GeoGebra. Didactic Sequence.
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1 INTRODUCAO

1.1 Ambientacéo e motivacéo

A Otimizagdo é um ramo da Matematica que estuda e constr6i modelos matematicos
representativos de problemas reais com o objetivo de minimizar ou maximizar determinada
funcdo através da selecdo apropriada de pardmetros e valores de variaveis reais ou inteiras
dentro de um conjunto possivel. Apos a consolidagcdo do modelo de otimizacgdo é necessaria sua
validagdo com o intuito de verificar qudo proximo o comportamento do seu sistema esta da
realidade.

Comumente é possivel encontrar problemas de otimizacdo nos campos de Engenharia e
Ciéncias. Segundo Coelho (2016. p. 1), o problema “de minimizar uma soma de distancias é
um dos mais antigos na Matematica e, consequentemente, foi estudado por matematicos
renomados ao longo da Historia, tais como Euler e Gauss™.

O fascinio pelo tema desta dissertacdo surgiu da analise de um problema interessante de
otimizagdo, em que se pretende minimizar soma de distancias, apresentado no livro de
Geometria da colecdo PROFMAT (NETO, 2013). O problema trata da seguinte situa¢do: um
governo de um certo pais desejava determinar a localizacdo geografica mais favoravel em uma
dada microrregido para a construcdo de um complexo escolar, de forma que este atendesse a
trés cidades de populacBGes aproximadamente iguais, cujas quantidades de alunos fossem
proporcionais a elas, e pudesse minimizar os custos dos transportes dos estudantes oriundos de
cada cidade. Ao elaborar o projeto das novas instalagdes, o governo precisaria escolher a
localizacdo ideal. E como todo problema de otimizacdo demanda certo nimero de idealizacdes,
com o intuito de tornar a solu¢do matematicamente possivel, pode-se inferir que a variavel a
ser reduzida pelo governo, na escolha da localizagdo geogréfica do complexo escolar é a soma
das distancias deste as trés cidades (NETO, 2013).

Podemos observar que, na verdade, esta é uma aplicagdo do Problema de Fermat (1607-
1665) que diz: dados trés pontos, encontre um quarto ponto cuja soma de suas distancias aos
pontos dados € minima. Fermat propds esse problema no inicio do século XVII a comunidade
cientifica da época, cuja solugdo é um ponto que carrega seu nome. O Ponto de Fermat resolve
0 problema da localizagdo do complexo escolar.

O estudo do Problema de Fermat despertou-me o interesse por sua generalizagdo que
consiste no Problema de Steiner (1796-1863) Euclidiano, popularizado no livro de Courant e
Robbins (2000), cuja solugéo era uma rede de comprimento minimo, chamada de arvore de
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Steiner, para n pontos ou Vvértices iniciais, sendo n natural, os quais poderiam ser conectados
por pontos extras chamados de Pontos de Steiner. Neste contexto, o Algoritmo de Melzak
(1926-) descreve a construcéo de Arvores Relativamente minimas através de passos finitos para
pontos iniciais e topologia especifica.

As aplicagdes das arvores de Steiner sdo diversas e interessantes. Na Biologia e
Quimica, podem ser encontradas na Biologia da Conservacdo, inferéncia filogenética e no
Problema de Enovelamento de proteinas e DNA. Nas Engenharias e Telecomunicagfes, por
exemplo, as arvores de Steiner estdo presentes na modelagem dos problemas de minimizar
ligacBes entre pontos fixos de diversas redes, tais como: uma rede elétrica, rede de irrigacéo e
distribuicdo de &gua, rede de minas subterraneas, rede de dutos de ventilacdo e redes Opticas.
Ainda encontramos pesquisas relacionadas ao uso das arvores de Steiner na confeccgéo de téxteis
a prova de explosdo, na area de Informatica, no que diz respeito a estrutura de redes dos chips
(Circuitos VLSI) e em outras &reas. Essas informacbes podem ser encontradas em Coelho
(2016), Neto (2007), Matos (2013), MCGregor Smith (1998), Oliveira (2005), Wu e He (2012),
(CRUZ, 2017), Andrade (2016).

Um dos motivos para a producdo desta dissertacdo foi a tentativa de desenvolver as
estratégias de trabalhos futuros de Coelho (2016) que consistiam em:

e Utilizacdo do GeoGebra como aplicacdo para nivel médio, para encontrar o ponto
de Steiner no caso de trés pontos no plano;
e SituacOes problemas nas quais se necessitam determinar os pontos de Steiner.

O objetivo geral desse trabalho é propor uma sequéncia didatica que possa subsidiar
uma proposta pedagdgica de construcdes geométricas com o software GeoGebra para alunos
do ensino médio. Esta sequéncia didatica ainda néo foi aplicada, mas esta pronta para tal.

Essas construcdes perpassam conceitos fundamentais da geometria até construcées de
grafos, denominados arvores, buscando nelas redes de comprimento minimo que possam
modelar alguns problemas de otimizacao.

A Base Nacional Curricular comum (BNCC), apresentada em sua versao final em 2017
pelo Ministério da Educacdo do Brasil (MEC), enfatiza o uso das tecnologias digitais com o
intuito de buscar a construcdo da aprendizagem em sala de aula. Além disso, “a BNCC orienta-
se pelo pressuposto de que a aprendizagem em Matematica esta intrinsecamente relacionada a
compreensdo” e os softwares educacionais de geometria dindmica “tém um papel essencial para
essa compreensao e utilizagdo das nogdes matematicas” (BRASIL, 2017. p. 278).

O GeoGebra foi o software educacional escolhido por ser o programa de matematica

dindmica mais conhecido atualmente, de facil usabilidade, gratuito, multiplataforma, cuja
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interatividade leva o usuério, que pode ser desde uma crianga a um estudante de pds graduacao,

a estudar, aprender e aplicar conhecimentos de geometria, algebra, célculo e estatistica. O

GeoGebra desperta nos alunos uma grande capacidade de investigacao, através do uso de suas

ferramentas, tornando o estudo de matematica mais acessivel, tangivel, divertido e interativo.

Além disso, ele permite ao professor ter uma aula mais dindmica, despertando o interesse dos

estudantes, sua conectividade se estende a todo o mundo.

Os objetivos especificos da dissertacdo seguem listados:

Apresentar um breve histérico sobre o Problema de Fermat para trés pontos e sua
solucdo, bem como a evolucdo através dos tempos de uma generalizacdo deste
problema que é o Problema de Steiner e suas construcdes geométricas
correspondentes.

Desenvolver demonstragcdes e métodos de determinacdes da localizacdo do Ponto
de Fermat, assim como experiéncias envolvendo principios da mecanica.

Evocar o Problema de Steiner Euclidiano, as arvores de Steiner e o algoritmo de
Melzak para a construcdo de arvores relativamente minimas para 4, 5 e 6 pontos
iniciais considerando uma determinada topologia arborea.

Modelar matematicamente alguns problemas de otimizacéo utilizando o ponto de
Fermat.

Apresentar as aplicacbes das arvores de Steiner em diversas areas, como
matematica, engenharia, biologia, industria e telecomunicacgoes.

Realizar um breve estudo da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) do Ensino
Médio relativo a area de Matematica e Suas Tecnologias, buscando encontrar em
suas Competéncias Especificas e Habilidades fomentos para o uso dos recursos
tecnoldgicos e digitais que ajudem no processo de ensino-aprendizagem.

Utilizar o software GeoGebra como uma ferramenta educacional para estudantes e
professores na introducdo, visualizagdo, assimilacdo e consolidacdo de alguns
contetdos matematicos.

Elaborar uma sequéncia didatica que pode ser utilizada por professores com o
intuito de ensinar geometria para alunos do ensino médio;

Trabalhar conceitos basicos, elementos e figuras geométricos fundamentais, a partir
de contetidos novos que instigam grande interesse nos alunos devido a sua

aplicabilidade.
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A metodologia de pesquisa, voltada aos conteudos e produto educacional, se constitui
de um levantamento bibliogréfico de trabalhos como de Matos (2013), Coelho (2016), Neto
(2013), Cruz (2017), Costa (1989), Wagner (1989) e Oliveira (2013). O levantamento destes
trabalhos foi realizado procurando em dissertacOes, teses e periodicos pelo Problema de
Fermat/Steiner e suas diversas aplicagdes, interessantes ao professor e ao aluno; buscando por
trabalhos que apresentasse melhor conceitos, exemplos e imagens. Como alguns autores
divergiam em determinadas ideias, o compilado de informacdes aqui apresentado expde
argumentacdes e conceitos comuns dos seus trabalhos. Alem disso, houve uma preocupacéo de
se trabalhar esses assuntos no ensino médio, uma vez que eles ndo compdem o seu curriculo, a
partir de conhecimentos proprios desta etapa de ensino, com o intuito de fortalecer o ensino de
Geometria nas escolas utilizando ferramentas da Tecnologia da Informacdo, neste caso o
software GeoGebra, ja que 0s jovens apreciam o uso deste tipo de ferramenta pelo seu facil

manuseio e interatividade, seja pelo computador ou pelo smartphone.

1.2 Publicacdes decorrente desta dissertacao

Em Silva, Maia e Andrade (2019) encontramos uma aplicacdo do ponto de Fermat como
modelagem matematica, utilizando o software GeoGebra, na resolucdo de um problema de
otimizacdo que é a construcao de um complexo escolar para atender a trés populacbes de uma
microrregido de um pais. Sdo apresentados trés métodos de determinacdo desse ponto que é a
solucdo do Problema de Fermat que também resolve o problema da construcdo da escola com
um certo numero de idealizages.

Em Silva e Andrade (2019) é apresentado o Problema de Steiner Euclidiano que consiste
em encontrar a rede de comprimento minimo que ligue pontos dados, formando uma linha
poligonal convexa, considerando a distancia euclidiana entre os pontos. Essas redes,
denominadas Arvores de Steiner sio construidas através do Algoritmo de Melzak que se baseia
num conjunto de passos para obtencdo de uma Arvore Relativamente Minima, dados os pontos
iniciais e uma topologia correspondente. Todas as constru¢es geométricas do Algoritmo de
Melzak sdo realizadas no GeoGebra em virtude de ser o software de matematica dindmica mais
conhecido, constantemente atualizado, que possui uma interface e ferramentas autoinstrutivas.

Em Maia, Silva e Andrade (2019) ¢é apresentada, atraves de uma solugdo do Problema
de Fermat utilizando principios de Mecénica, a diferenca entre o Centroide que consiste no
ponto de equilibrio do sistema de pontos e forgas e 0 Ponto de Fermat que minimiza a soma das

distancias dele a trés outros pontos dados. Este ultimo é um caso especifico do primeiro. As
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divergéncias de significado de ambos sdo demonstradas mediante modelagem de um problema
por uma experiéncia com objetos de massas distintas conectadas por cordas e de construcoes

geométricas utilizando o software GeoGebra.

1.3 Organizacao da dissertacao

A organizacdo da dissertacdo € dada como seguem os paragrafos.

No Capitulo 2, apresentaremos um breve historico sobre os assuntos a serem abordados
ao longo desse trabalho: o Problema de Fermat e sua generalizagdo, o Problema de Steiner.
Serdo apresentados os principais matematicos colaboradores, a evolucdo do problema e dos
métodos de solucdo, e ainda, ligeiramente, os diversos contextos da época em que foram
lancados e solucionados. Sera dedicada uma secéo para apresentacdo de cada problema e elas
serdo referenciadas por um caudaloso compilado de obras (CRUZ, 2017; MATOS, 2013;
SARTINI, 2013; EVES, 2011; COURANT e ROBBINS, 2000).

No Capitulo 3 serdo apresentadas as solucdes e demonstracdes matematicas encontradas

em Matos (2013) e Costa (1990) para o Problema de Fermat considerando n = 3 pontos iniciais,

no R*. Veremos ainda alguns métodos geométricos de determinacdo do Ponto de Fermat, a
saber: métodos de Torricelli (1608-1647), Simpson (1710-1761) e Ptolomeu (Alexandria, séc.
I1). Ademais, seré relembrada uma solugdo mecanica, com conceitos de Fisica, para o problema
Onde Morar, encontrado em Wagner (1990), e para o problema da construcdo de um complexo
escolar, encontrado em Neto (2013).

No Capitulo 4, estenderemos o Problema de Fermat, generalizando-0 para um numero

de pontos n > 3 no plano cartesiano (IR*), gerando o Problema Euclidiano de Steiner (PSE),
onde serdo apresentadas defini¢coes, tipos de arvores de Steiner e suas propriedades béasicas e
um método de construcio geométrica para as Arvores Relativamente Minimas, utilizando o
Algoritmo de Melzak. As principais referéncias deste capitulo sdo Matos (2013), Coelho
(2016), Melzak (1961) e Pollak (1978). O Capitulo finaliza apresentando algumas aplicacfes
interessantes e reais de modelagem do PSE, assim como um modelo fisico e sugestbes de
atividades.

Iniciaremos o Capitulo 5 apresentando a versdo final da BNCC (BRASIL, 2017)
relacionada a Matematica do Ensino Médio e suas Competéncias Especificas. Além disso, sera
discutido quais habilidades espera-se que os alunos do Ensino Fundamental tenham adquirido

para prosseguimento dos estudos, principalmente em Geometria. Em seguida, sera justificado,
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dentro do contexto do uso de tecnologias digitais no ensino de matematica, de que forma as
competéncias compreendem as habilidades especificas e como estas sugerem metodologias de
ensino e aprendizagem. Outrossim, sera apresentado o motivo do publico alvo se constituir de
alunos do Ensino Médio e o software matematico escolhido ser o GeoGebra, seguido de uma
breve descricio da sua funcionalidade e seu uso como ferramenta educacional.
Consecutivamente, abordaremos a Teoria das Situacdes Didaticas (TSD) de Guy Brosseau
(2008; 1996) na qual a sequéncia didatica se fundamenta. O GeoGebra subsidiard o produto
educacional que consiste em atividades dispostas em blocos, facilitando sua organizacao e
aplicagdo. A primeira delas corresponde a uma atividade de sondagem dos conhecimentos
geomeétricos prévios dos alunos. As trés atividades subsequentes sdo baseadas em exercicios
que desenvolvem determinadas competéncias, técnicas e aprendizados, enquanto que a Ultima
equivale a uma atividade avaliativa de verificacdo de aprendizagem. Cada uma delas apresenta
0 que sera construido, os objetivos da atividade, os procedimentos, sugestdes ao professor,
imagens das construcdes realizadas, pois o software apresenta diversos elementos visuais, e por
fim, os resultados esperados que se pretende alcancar com o desenvolvimento das atividades.
Esta sequéncia didatica ainda ndo foi aplicada, mas se configura pronta para uso docente.

O Capitulo 6 é constituido pelas consideracdes finais, nas quais se evoca 0s objetivos
iniciais desta dissertacdo e se foram alcancados no decorrer dele, a sistematizacdo dos capitulos
e 0 que foi apresentado em cada um, bem como a exposicéo de trabalhos futuros decorrentes
desta producéo cientifica.

No préximo capitulo, iremos introduzir o Problema de Fermat e o Problema de Steiner,

abordando um ensaio histérico acerca destes assuntos.
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2 UM POUCO DE HISTORIA

Neste Capitulo, apresentaremos um breve histdrico sobre os assuntos a serem abordados
ao longo desse trabalho: o Problema de Fermat e sua generalizagdo, o Problema de Steiner.
Serdo apresentados os principais matematicos colaboradores, a evolucdo do problema e dos
métodos de solucdo, e ainda, ligeiramente, os diversos contextos da época em que foram
lancados e solucionados. Para tanto, serd dedicado uma secdo para apresentacdo de cada
problema. As informagdes foram organizadas por ordem cronoldgica e o seu levantamento foi
realizado procurando em livros, dissertacOes, teses e periodicos pela origem do Problema de
Fermat e do Problema de Steiner e suas diversas aplicagdes. A metodologia de pesquisa
aplicada se constitui de um levantamento bibliografico de trabalhos cientificos como de Eves
(2011), Matos (2013), Courant; Robbins (2000), Cruz (2017), Sartini (2013), Coelho (2016) e
Brazil et al (2014).

2.1 Problema de Fermat

No inicio do século XVII, um grande estudioso francés da matematica chamado Pierre
Simon de Fermat! (Figura 2.1), mais conhecido como Fermat, propds para a comunidade
cientifica da sua época um desafio que ficou conhecido como Problema de Fermat, encontrado
na sua obra chamada Methodus ad disquirendam maximam et minimam et De tangentibus
linearum curvarum (DE FERMAT, 1891). Esse problema serviu de base para problemas mais
complexos cuja aplicagdo, hoje, pode ser encontrada em diversas areas do conhecimento, tais
como a matematica, a engenharia, telecomunicacdes e biologia (CRUZ, 2017).

O desafio, considerando a geometria euclidiana, enunciava-se: Dados trés pontos,
encontre um quarto ponto cuja soma de suas distancias aos pontos dados € minima.

Atualmente, ha uma quantidade diversa de resoluc@es para esse problema, “no entanto,

a maior parte destas foi inspirada na resolucio de Evangelista Torricelli? que por volta de 1640,

! Pierre Simon de Fermat nasceu na primeira década do século XVII e morreu em 1665, foi um advogado francés
no Parlement de Toulose e um matematico excepcional (0 maior do século XVII) com grandes contribui¢Ges
significativas, por exemplo, as areas de calculo infinitesimal e teoria das probabilidades. Além disso, fundou a
moderna teoria dos nimeros. Embora publicasse muito pouco durante a sua vida, nas horas de lazer dedicava-se a
matematica. Chegava a compartilhar vérias correspondéncias com a comunidade cientifica da sua época,
exercendo consideravel influéncia. Muitos dos seus teoremas foram sendo provados e validados ao longo dos
séculos; destaque para o Pequeno Teorema de Fermat e o Ultimo Teorema de Fermat. (EVES, 2011, p. 390)

2 Evangelista Torricelli foi um fisico e matematico italiano, nasceu em Faenza em 1608 e morreu em Florenga,
1647. Trabalhou em questdes como o valor da aceleracdo da gravidade, a teoria dos projéteis e 0 movimento dos
fluidos. Ficou muito conhecido pela invencdo do bardmetro de mercario. Além disso, contribuiu
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foi o primeiro a propor uma resolucdo geométrica para o Problema de Fermat” (MATOS, 2013.
p. 17).

Figura 1 — Pierre de Fermat a esquerda e Evangelista Torricelli a direita.

Fonte: (EVES, 2011. p 390 e 397)

Supondo A, B e C os pontos dados, a solucéo de Torricelli implicava na construcéo de
trés circunferéncias que circunscreviam os triangulos equilateros esbogados externamente nos
lados do tridangulo ABC. A interseccdo das trés circunferéncias era o Ponto de Torricelli que
resolvia o Problema de Fermat.

Encontramos em Eves (2011. p. 396, 397) que “a solugao de Torricelli foi publicada em
1659 por seu discipulo Viviani®. Esse ponto, chamado centro isogdnico do triangulo, foi o
primeiro ponto notavel de um tridngulo a ser descoberto desde os tempos da matematica grega
antiga”.

Em seu livro Excercitaciones Geometricae, 0 matematico Francesco Bonaventura
Cavaliere provou em 1647 que os angulos formados pelos segmentos de reta que partem dos
veértices do triangulo ao ponto de Torricelli sdo de 120° (SARTINI, 2013). Além disso, Cavalieri
mostrou que a validez do Ponto de Torricelli sé acontece quando o tridngulo formado pelos

pontos dados possui angulos internos menores do que ou iguais a 120°. Por outro lado, quando

significativamente na geometria: determinou o comprimento de um arco de espiral logaritmica; notou que uma
area infinita, se submetida a uma rotagdo em torno de um eixo de seu plano, pode as vezes fornecer um sélido de
revolucdo de volume finito; mostrou que a area sob um arco de cicloide era igual ao triplo do circulo gerador
utilizando métodos infinitesimais positivos etc. (EVES, 2011, p. 396-397)

% Vicenzo Viviane (1622-1703) foi um matematico italiano, discipulo de Galileu e de Torriceli que se dedicou a
fisica e a geometria. Cumulado de honras enquanto vivo, resolveu o problema classico da trisecc¢do do tridngulo
utilizando uma hipérbole equilatera e, assim como outros antes dele, determinou a tangente da cicloide. Viviane
apresentou um teorema muito interessante em triangulos equilateros utilizando sua altura, que pode ser encontrado
em Darrie (1965) e, em 1692, propds um problema de um domo hemisférico que foi resolvido por matematicos
importantes da sua época (EVES, 2011, p. 401).
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0 angulo é maior que 120°, o ponto de Torricelli coincide com o vértice associado a este angulo
obtuso (CRUZ, 2017).

Mais de um século depois da publicacdo de Torricelli, quando o problema de Fermat ja
se demonstrava ter sido esquecido, outro matematico redescobriu o Problema de Fermat bem
como sua solugdo em 1750. O nome desse matemaético teceldo do século XVIII é Thomas
Simpson®,

A solucdo de Simpson consistia em unir os vertices externos dos tridngulos equilateros
formados nos lados do triangulo ABC aos vértices opostos correspondentes. A intersec¢do
desses segmentos consiste no Ponto de Torricelli-Fermat. Tais segmentos sdo também
conhecidos como linhas ou diagonais de Simpson.

Embora sua resolucdo seja bastante semelhante a de Torricelli, foram utilizados, além

de construcdes geométricas, trigonometria e cinematica conforme nos diz Cruz (2017):

[...] as construcbes de Torricelli e de Simpson sdo essencialmente as mesmas,
embora a de Simpson seja um pouco mais resumida. Por outro lado, as
demonstragfes apresentadas eram diferentes. Torricelli utilizou apenas fatos
geométricos, enquanto que Simpson, numa época em que a matematica estava mais
desenvolvida, usou elementos de geometria, trigonometria e cinemética. Ambos,
porém, se basearam em um mesmo principio: a soma das distancias do ponto de
Fermat aos trés pontos dados é minima quando os segmentos unindo esses pontos
ao ponto de Fermat formam entre si angulos iguais. (CRUZ, 2017. p. 3)

O fato de Cavaliere restringir o método de Torricelli a triangulos que possuem angulos
internos menores do que ou igual a 120° é 0 mesmo que descaracteriza 0 método de Simpson
para a classe de triangulos obtusangulos que possuam um angulo maior que 120°, nesse caso 0
ponto de interseccdo das circunferéncias (Torricelli) e o ponto de intersec¢do das linhas de
Simpson séo externos a regido triangular formada pelos trés pontos dados. Segundo Sartini
(2013), isso foi provado em 1834 pelo matematico Franz Heinen e demonstrado por Bertrand
em 1853.

Os estudos de Heinen ainda demonstravam que o vértice associado ao angulo obtuso
maior do que ou igual a 120° é o ponto minimizador da soma das distancias. Além disso,
“completou a solugdo do desafio de Fermat ao demonstrar que os comprimentos das diagonais
de Simpson séo todos iguais a soma das distancias do ponto de Fermat aos trés pontos dados”
(CRUZ, 2017. p. 16).

4 Thomas Simpson foi um matematico e inventor inglés, nasceu em 20 de agosto de 1710 e morreu em 14 de maio
de 1761 em Market Bosworth, Reino Unido. Conhecido como o matematico teceldo, foi epénimo da férmula de
Simpson para aproximagcao de integrais definidas (embora alguns estudiosos questionem isso).
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Existem outras literaturas além das citadas até aqui, que detalham mais acerca da historia
do Problema de Fermat, bem como suas obras. Como exemplo dessas fontes, temos Brazil;
Graham, et al (2014), Gonzalez-Velasco (2011) e Garber; Ayers (2003).

O problema de Fermat foi o pontapé inicial para o estudo de novos problemas, uma vez
que Vvarios matematicos tentaram generaliz&-lo, procurando um ponto no plano ou espago de
dimensdo maior que minimizasse a soma das distancias a n pontos dados. Das inumeras
generalizacBes que surgiram no decorrer dos anos, uma se baseia precisamente no Problema

Euclidiano de Steiner®, o qual sera apresentado na proxima sec&o.

2.2 Problema de Steiner

O matematico suico Jacob Steiner (Figura 2) generalizou o problema de Fermat
permitindo a inclusdo de mais pontos. A maioria dos pesquisadores, como Sartini (2013), Matos
(2013) e Coelho (2016) comentam que o livro What is Mathematics? de Courant e Robbins, foi
guem popularizou essa generalizacdo em 1941, nomeando-a como o Problema de Steiner.

O enunciado do problema € o seguinte: Dado um conjunto finito de pontos num espaco
métrico, encontrar uma rede de comprimento minimo que conecte todos 0s pontos desse
conjunto. (COURANT; ROBBINS, 2000, p. 430).

Figura 2 — Jacob Steiner, jovem (& esquerda) e mais velho (a direita).

Fonte: (EVES, 2011. p. 593)

5 Jacob Steiner nasceu em Utzensdorf (Suica) em 1796 e foi um dos maiores gedmetras e talentoso matematico da
geometria sintética. Aprendeu a escrever somente aos 14 anos de idade (algumas outras literaturas apresentam aos
18 anos) e foi influenciado pelo seu professor a amar matematica. Mais tarde, em 1818, Steiner mostrou todos o0s
seus dons e capacidade matematicos na Universidade de Heidelberg (fundada no século XIV), onde se matriculou.
Trés anos depois em Berlim, comecou a lecionar matematica em aulas particulares e, em seguida, foi indicado para
ser professor da Gewerbe akademi. Tornou-se bem conhecido por publicar seus artigos no recém-fundado Journal
de Crelle. Em 1834, através da influéncia de Jacobi, Crelle e von Humbolt, criou-se para ele uma cadeira na
Universidade de Berlim, onde permaneceu até o fim de sua carreira docente. Passou seus Gltimos anos, com a
saude debilitada, na Suica, vindo a falecer em Berna no ano de 1863 (EVES, 2011. p. 539).



29

Embora outros estudiosos da matemética tenham estudado esse problema que possui
diversas versdes, quem ganhou o nome foi Jacob Steiner, conforme nos diz Sartini (2013):

Jarnik e Kdssler em 1934 propuseram o problema de encontrar a menor rede que
conecta n pontos no plano. Eles estudaram o caso particular em que os pontos dados
sdo vértices de poligonos regulares e encontraram solucfes para n = 3, 4, 5. Courant
e Robbins fizeram referéncias a este problema em 1941 no livro "What Is
Mathematics?", fazendo uma conexao entre o problema de Fermat e encontrar a menor
rede que liga 3 pontos. Eles nomearam a quest&o de [...] Problema da Arvore Minima
de Steiner e pela fama do livro, o problema passou a ser conhecido desta forma.
(SARTINI, 2013. p.6)

Observe que para trés pontos ndo colineares o Ponto de Fermat-Torricelli resolve o
problema, pois a rede formada pelos segmentos que unem os trés pontos dados e o Ponto de
Fermat tem comprimento minimo. Logo, é notorio que o Problema de Fermat € um caso
particular do Problema de Steiner.

Podemos chamar de vértices terminais ou pontos regulares os pontos dados dessa rede.
Tais vértices podem significar, por exemplo, centros de conexdo entre cidades atraves de
estradas e rodovias, elementos de circuito elétrico, redes telefénicas ou de internet, redes de
saneamento, dentre outros. Assim, o problema de otimizacdo visa melhorar a comunicacéo
entre os pontos regulares, caso isto seja simbolizado por uma arvore de comprimento minimo.
O menor comprimento ndo representa necessariamente a otimizacéo, pois ha minimos locais
gue nem sempre sdo minimos globais (COELHO, 2016).

Para um numero de pontos dados maior do que 3 a configuracdo da linha poligonal em
forma de estrela dessa rede ndo minimizara a soma das distancias. Assim, “para encontrar a
extensdo realmente significativa do Problema de Steiner devemos abandonar a busca de um
unico ponto P” e “devemos procurar a ‘rede viaria’ de comprimento total mais curto” que
podemos enunciar matematicamente como: “Considere n pontos, P1, P2, ..., Pn, encontre um
sistema conectado de segmentos de reta de comprimento total mais curto tal que quaisquer
dois dos pontos dados possam ser unidos por uma linha poligonal formada por segmentos do
sistema” (COURANT; ROBBINS, 2000, p. 436).

O sistema formado pelas linhas poligonais e 0s vértices terminais 0s quais elas conectam
podem ser chamadas de Arvore de Steiner (entendamos arvore como um Grafo), Arvore
relativamente Minima de Steiner ou Arvore Minima de Steiner. Esta Gltima foi nomeada assim
por Gilbert e Pollak (1968), pois é a solucdo ideal do Problema de Steiner. Em sua obra,
encontramos um tratamento minucioso deste. Além disso, Gilbert e Pollak nomearam 0s

veértices extras que conectam os pontos iniciais de Pontos de Steiner (S).
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E permitido no problema acrescentar uma quantidade maxima de S pontos para tornar a
rede a menor possivel, sendo S <n — 2, onde n representa a quantidade de pontos dados num
plano (COURANT; ROBBINS, 2000). O peso de uma Arvore, ou tamanho de uma Arvore, é
evidenciado pelo comprimento das arestas que ligam os pontos de Steiner aos terminais dados,
ou das arestas que ligam um vértice aos demais, caso ndo possuam pontos de Steiner.

Para determinar a localizacdo no plano do Ponto de Fermat-Torricelli-Simpson bem
como a sua demonstracdo, utilizamos apenas conceitos basicos de geometria euclidiana.
Entretanto para “a apresentagdo, andlise e discussdo do Problema de Steiner necessita de um
conhecimento béasico de teoria de grafos, de algoritmos e de complexidade computacional”
(MATOS, 2013. p. 33).

A medida em que aumentavam a quantidade de pontos, a dificuldade de resolver o
problema também crescia, para 0os matematicos, e até para os computadores da época. Nao
existe uma forma exata de resolvé-lo, por se tratar de “um problema n&o linear inteiro e NP-
dificil”, dentro da teoria da complexidade computacional, “por isso ha poucos trabalhos na
literatura sobre a solucéo exata do Problema de Steiner Euclidiano” (SARTINI, 2013. p 12).

Um exemplo da aplicacdo do Problema de Steiner pode ser encontrado em um artigo de

Bern e Graham (1989) que apresenta a seguinte situacdo-dilema:

Uma suposta companhia telefonica, chamemos-lhe Steiner, percebeu que poderia
economizar milhdes de euros se descobrisse a rede de linhas telefénicas de
comprimento minimo que interligasse 100 clientes. Na procura da solucdo, Steiner
contratou uma empresa de informatica, a empresa Cavalieri, conhecida mundialmente
pelos seus computadores e programas eficientes. Uma semana depois, Cavalieri
apresentou um programa para resolver o problema colocado por Steiner e mostrou que
0 programa realmente encontrou a rede de linhas telefdnicas mais curta para 15 dos
clientes, tendo demorado somente uma hora para o fazer. Steiner pagou a Cavalieri 1
000 euros pelo programa e comprometeu-se a pagar 1 céntimo por cada segundo que
0 programa iria levar para apresentar a solugdo completa. Quando o programa
terminou os calculos para os 100 clientes, a companhia telefonica devia trilnGes de
euros em despesas informaticas. Sera que Cavalieri vendeu a Steiner um programa
defeituoso? (BERN e GRAHAM, 1989, p.84-89)

O Problema de Steiner pode ser estudado na Teoria de Grafos ou como um problema
geométrico. Suas aplicacdes e métricas serdo melhor detalhadas no Capitulo 4 deste trabalho.
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Joseph Diaz Gergonne (1771-1859), foi um francés estudioso da matematica que deu
origem ao Problema da Arvore de Steiner, assim como apresentou um algoritmo exato para sua
resolucdo, mas foi esquecido pelo tempo, bem como os seus trabalhos (BRAZIL et al, 2014).

Foi em 1961 que Melzak estabeleceu propriedades basicas das arvores e, utilizando
construcdes geométricas, propds um algoritmo (bem semelhante ao de Gergonne) para solugéo
do problema, assim como nos diz Matos (2013):

Melzak foi o primeiro matematico a propor um algoritmo para resolver o Problema
de Steiner Euclideano. [...] para cada topologia, existe no maximo uma arvore
relativamente minima. Notemos que a existéncia de &arvores minimas resulta
facilmente de um argumento envolvendo compacidade. Em todo o caso, o algoritmo
proposto por Melzak procura essa arvore relativamente minima para cada possivel
topologia e depois de obter todas essas arvores compara-as e seleciona a de menor
peso, a Arvore Minima de Steiner. (MATQS, 2013. p. 65)

E possivel encontrar em Coelho (2016) um estudo sobre as arvores de Steiner no plano
euclidiano com uma analise detalhada de aplicacdo do Algoritmo de Melzak, seu trabalho
original On the problem of Steiner, pode ser encontrado em Melzak (1961).

Existem algumas solucdes em que se pode obter A Raz&o de Steiner Otima, que é “uma
medida de qualidade para as solugdes aproximadas”, pois “compara 0 comprimento de uma
solucdo com o de uma arvore geradora minimal” (MATOS, 2013. p .5). Para estudos mais
detalhados ou complementares sobre A Razdo de Steiner, seu calculo e aplicacdo, consultar
Matos (2013, p. 73-104), Cruz (2017, p.14-19), Coelho (2016, p.39-40) e Oliveira (2005, p. 26)

Encontramos em Smith (1992) a demonstragdo do primeiro algoritmo exato para

resolver o problema de Steiner euclidiano tridimensional para uma pequena quantidade de
pontos, mas que serviu como base para desenvolver heuristicas em R® e algoritmos mais

precisos no R" que podem ser encontrados em Smith (1995).

E possivel encontrar uma consistente narrativa do PSE em (BRAZIL et al, 2014) e ainda
referéncias basicas em Gilbert e Pollak (1968) e Hwang; Richards; Winter (1992).

Com o passar do tempo, diversos pesquisadores se esforcaram em estudar o PSE, suas
variagOes e generalizac@es e nas ultimas décadas diversos trabalhos tém sido publicados nessa
area, inclusive sobre as suas mais diversas aplicagdes, que serdo apresentadas no Capitulo 4.

No proximo capitulo, sera apresentado com mais detalhes o Problema de Fermat,
demonstracdes e metodos de obtenc¢do do Ponto de Fermat, sua solucéo.
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3 PONTO DE FERMAT

Neste capitulo serdo apresentadas as soluces e demonstracdes matematicas encontradas em

Matos (2013) e Costa (1990) para o Problema de Fermat considerando n = 3 pontos iniciais, no

IR* . Veremos ainda alguns métodos geométricos de determinacdo do Ponto de Fermat, a saber:
métodos de Torricelli (1608-1647), Simpson (1710-1761) e Ptolomeu (Alexandria, sec. II).
Ademais, serd relembrada uma solucdo mecanica, com conceitos de Fisica, para o problema
Onde Morar, encontrado em Wagner (1990), e para o problema da construgéo de um complexo
escolar, encontrado em Neto (2013).

3.1 Demonstracfes Matematicas

Quando trés pontos sdo colineares o caso € trivial, pois estando, por exemplo, um ponto
B entre A e C, o ponto P que minimiza a soma das distancias AP + BP + CP € o proprio B.

Serd demonstrada a solucéo do problema de Steiner para trés pontos A, B e C quaisquer
ndo colineares. Entretanto, é necessario provar inicialmente que esta solucéo é um ponto P que,
se ndo coincidir com um dos pontos A, B, C, entdo estara na regido interna do tridngulo formado
por eles.

Sejam P’ um ponto qualquer externo ao triangulo ABC e P um ponto pertencente ao
lado do 44BC, de forma que P, P’ e A (caso analogo para qualquer um dos outros veértices do
tridangulo) estejam alinhados. Observe a Figura 3 a seguir.

Figura 3 — O ponto externo P’ ndo ¢ solugo.

B

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.
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Pela desigualdade triangular aplicada no ABCP’, temos que BC < BP’ + CP’. Como 0
segmento BC = BP + CP, entdo BP + CP < BP’ + CP’. Note que AP < AP’, logo podemos
afirmar que AP + BP + CP < 4P’ + BP’ + CP’. Portanto, qualquer que seja o ponto P’ externo
ao 4ABC ndo é solucgdo, pois sempre existird um ponto P que pertenca a regido triangular que
satisfaca a esta Ultima desigualdade. H& uma demonstracdo semelhante em Santos (2013) e
outras bem detalhadas em Silva (2016) e Matos (2013), dividindo o plano em 7 partes.

Agora, que a solucéo P esta restrita a pontos da regido triangular, ou seja, regido formada
pelos seus vértices e pontos interiores, sera feita uma analise desta solucao, subdividida em dois
casos distintos:

i.  Quando os angulos internos do triangulo formado pelos trés pontos A, B e C forem
todos menores que 120°, como podemos ver na Figura 4;
ii.  Quando um dos angulos do triangulo formado pelos trés pontos A, B e C for obtuso

maior do que ou igual a 120°, como ilustrado na Figura 5.

Figura 4 — AABC com angulos internos menores Figura 5 — AABC com um angulo interno maior

que 120° que 120°.

n = 46.34°
)\ o C /' 7=16.21°
B B

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.  Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Considere primeiramente o caso i) em que os angulos do triangulo ABC néo ultrapassam
120°.

Seja P um ponto pertencente a regido triangular ABC. Deseja-se encontrar o valor
minimo para d = AP + BP + CP. Fixando-se o ponto B e girando 60°, no sentido anti-horério,
o triangulo ABP, obtemos o tridngulo A’BP’, conforme a Figura 6.
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Figura 6 — Rotacdo de 60° do AABP, formando o AA’BP’.

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Note que os triangulos ABA " e BPP’ sdo equilateros porque cada um deles possui dois
lados iguais e o angulo entre eles mede 60°. Observe qued =AP +BP + CP = AP’ + BP’ +
PC, ou seja d é o comprimento da poligonal A ’P 'PC. Desta forma, pode-se concluir que d tera
comprimento minimo se os pontos 4°, P, P e C forem colineares.

Entdo, considere o caso em que A’, P’, P e C estdo alinhados, conforme a Figura 7.

Figura 7 — O caso em que os pontos A’, P’, P e C estao alinhados.

A
R
3> ‘
L
|/

B

Fonte: Figura autoral utilizando 0 GeoGebra Classic 5.

Tem-se que o angulo BPC = 180° — P'PB = 180° — 60° = 120°. De forma analoga, o

angulo APB= A'PB' =180°- BP'P =180°-60° = 120°. Logo, 0 angulo APC = 120°.
Portanto, perceba que o ponto para o qual o comprimento d € minimo € o ponto P que

olha para os lados AB, BC e AC com uma abertura angular de 120°, conforme a Figura 8. O

ponto P encontrado € o famoso Ponto de Fermat, que pode sempre ser encontrado nos triangulos

com angulos menores que 120°.
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Figura 8 — Ponto de Fermat.
A

120°

B

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Considere agora, 0 caso ii). Ele pode ser divido em duas situacfes: a primeira em que
um dos angulos do AABC mede 120° e a segunda em gque um deles mede mais que 120°.

Observa-se que quando o angulo £ BAC, por exemplo, mede 120°, os pontos A e P sao
coincidentes, assim como 4’ e P’. Desta forma, 4, A e C ficam alinhados. Logo, a solugéo para
0 problema na primeira situacdo de ii) € P = A, isto €, para um tridngulo que possui um dos seus
angulos igual a 120°, tem-se que o Vvértice desse angulo € o Ponto de Fermat, conforme a Figura
9.

Figura 9 — Ponto de Fermat como um dos vértices.

A Pp

120°

B

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Para a segunda situacéo de ii), considere um tridngulo ABC em que £ BAC é maior que
120°. Seja o AAB’P’ uma rotagdo, no sentido horario, do AAPB, fixando o ponto A, um
quantidade de graus menor que 60° de tal forma que os pontos B’, A e C fiquem alinhados,
como ilustra a Figura 10.
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Figura 10 — Rota¢do do AAPB tornando-se 0 AAB’P.

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Sabe-se que AAPB=AAP'B, logo AP = AP’, mas como 0 £ PAP’ < 60° entdo

podemos afirmar que AP > PP’. Isto implica dizer que d = AP + BP + CP > PP’ + BP + CP,
isto €, d € maior que o comprimento da linha poligonal B’P’PC, que geometricamente € maior
que o comprimento do segmento B'C =B’A + AC = AB +AC, isto é, d > AB + AC.

Com isso, concluimos que qualquer ponto P interno ao triangulo ABC fard com que a
soma AP + BP + CP sempre seja maior que AB + AC. Assim, o ponto de Fermat P que minimiza
a soma das distancias de P aos vértices A, Be C é P = A, sendo £ BAC maior que 120°.

Portanto demonstramos que ha solucdo para os casos i) e ii) concluindo que o lugar
geomeétrico dos pontos de Fermat para i) ¢ no interior do AABC e para o caso ii) é o vértice do
proprio AABC que é maior do que ou igual a 120°.

Na proxima secdo, estudaremos métodos bem praticos propostos por alguns
matematicos para determinar a localizacdo do Ponto de Fermat através de construcdes

geométricas.

3.2 Métodos de Construcdo Geomeétrica

Como vimos na se¢éo anterior, se quaisquer pontos nao colineares A, B e C formam um
triangulo obtusangulo que possua um angulo interno maior do que ou igual a 120°, entdo a
solucgéo para o Problema de Fermat € o vértice que contenha esse angulo. Portanto, para essas
situacOes ndo se faz necessario nenhum metodo geometrico para determinagdo desse ponto.

Os métodos a seguir demonstram de forma geométrica como determinar o Ponto de

Fermat em triangulos cujos angulos sejam menores que 120° e comentam sobre 0s demais casos.
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3.2.1 Evangelista Torricelli

Sejam A, B e C trés pontos que formam um triangulo. Cada lado desse triangulo sera o
lado de um tridngulo equilétero do lado externo do 44BC, conforme Figura 11.

Figura 11 — Construgdo de tridngulos equilateros do lado de fora do AABC

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Construir circunferéncias circunscrevendo cada um dos triangulos equilateros,

conforme Figura 12.

Figura 12 — Construcéo de circunferéncias circunscrevendo os triangulos equilateros.

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.
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O ponto de interseccdo é denominado pelo préprio autor do método de Ponto de
Torricelli, que nos nossos estudos, resolve o problema, sendo também o Ponto de Fermat.

Caso o triangulo possuisse um angulo de 120°, a solucdo também seria Unica, pois a
interseccdo das circunferéncias coincidiria com o préprio vértice do triangulo, como ilustra a
Figura 13. Se fosse maior que 120°, o Ponto de Fermat seria externo, conforme Figura 14, logo
ndo seria 0 ponto-solugdo que minimizaria a soma das distancias AP + BP + CP, pois foi
demonstrado no inicio da se¢do anterior que o Ponto de Fermat é interno ao 44ABC.

Figura 13 — AABC com um dos angulos internos igual a 120°. Figura 14 — AABC com um angulo interno

maior que 120°.

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.  Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

3.2.2 Thomas Simpson

O método de Simpson é semelhante ao de Torricelli, porém nao envolve circunferéncias,
mas segmentos de reta que conectam vértices dos triangulos em questao.

De forma analoga ao método anterior, construa triangulos equilateros do lado de fora do
AABC, assim como vimos na Figura 11.

Em seguida, construa segmentos de reta que unam cada vértice do 44BC ao vértice do
triangulo equilatero oposto construido no lado oposto ao primeiro vértice, conforme a Figura
15. Esses segmentos sdo denominados segmentos de Simpson ou linhas de Simpson.

A interseccdo dos segmentos de Simpson coincide com o Ponto de Torricelli ou Ponto

de Fermat.
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Figura 15 — Segmento que liga o vértice A ao vértice Figura 16 — Encontro dos segmentos de Simpson.
oposto ao lado do AABC.

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra
Classic 5. Classic 5.

Caso 0 44BC possua um angulo de 120°, os segmentos de Simpson se intersectardo no
veértice desse angulo, conforme Figura 17. Se esse angulo for maior que 120°, entdo somente
dois dos trés segmentos de Simpson se intersectardo, e isso serd em um ponto externo ao
triangulo ABC, como ilustra a Figura 18. Este Gltimo caso ndo determina um Ponto de Fermat.

Figura 17 — Intersec¢do dos Segmentos de Simpson.. Figura 18 — N&o h4 interseccdo dos 3

no vértice A do AABC Segmentos de Simpson.

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5. Fonte: Figura autoral utilizando o0 GeoGebra Classic 5.
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Uma observacao acerca dos segmentos de Simpson é que eles possuem 0 mesmo comprimento

e sdo iguais a soma das distancias do Ponto de Torricelli aos vértices do tridngulo ABC.

3.2.3 Claudio Ptolomeu®

Esse método, que pode ser encontrado em Bogomolny (2002) e em Padoc (1970), é uma
juncdo de alguns principios de Torricelli (circunferéncia) e de Simpson (segmento de Simpson).
A demonstracdo de que a interseccdo dessas construcGes geomeétricas é, de fato, o Ponto de
Fermat é dada pela generalizacdo da Desigualdade de Ptolomeu que pode ser encontrada em
Neto (2013) e Silva (2016).

O método consiste em construir externamente sobre um dos lados formados pelo
triangulo ABC (sendo ABC os pontos dados) um triangulo equilatero. Em seguida, construir
uma circunferéncia circunscrita a esse novo triangulo utilizando os seus trés vértices.
Finalmente, conectar o vértice do triangulo equilatero (ponto D) que ndo € vértice do 44BC ao
veértice oposto ao lado que é comum aos triangulos (ponto A). Este tltimo segmento esbocado
é a linha de Simpson. Veja a construcdo na Figura 19.

Figura 19— Construgéo do Ponto de Fermat pela Desigualdade de Ptolomeu.

D

A

Fonte: Bogomolny (2002), disponivel em: <https://www.cut-the-knot.org/Generalization/
fermat_point.shtml#Pedoe>

6 Claudio Ptolomeu foi um matematico e astrénomo grego do século 11 d.C. que contribuiu muito para a Geometria
Euclidiana. Mais conhecido pelos seus trabalhos como astrénomo, principalmente por ter proposto a teoria do
Geocentrismo, hoje obsoleta, responsavel pelo julgamento de Galileu Galilei no Tribunal da Santa Inquisicdo, uma
vez que foi aceita como dogma pela Igreja Catolica por 1400 anos. (NETO, 2013)
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Dos métodos citados anteriormente, esse é o mais rapido e facil de ser feito, uma vez
que ndo ha necessidade de realizar muitas construgdes.
Se forem construidos triangulos equilateros nos outros lados do 4ABC entéo teremos

uma combinacdo dos métodos de Torricelli e Simpson, conforme a Figura 20.

Figura 20 — Combinacdo do Método de Torricelli e de Simpson.

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Na préxima secdo, faremos uma demonstracdo da localizacdo do ponto de Fermat,

usando principios de mecénica, com alguns exemplos contextualizados.

3.3 Solucdo utilizando principios de mecanica

Em Wagner (1990), encontramos uma solucdo utilizando mecéanica bastante interessante
gue associa 0 Ponto de Fermat ao ponto de equilibrio do sistema formado por trés pontos. Esta
solucéo sera relembrada aqui com mais detalhes. Ela foi criada com o intuito de responder,
utilizando principios da mecéanica, um simples problema: Um professor sobrevive lecionando
em trés colégios. Qual é o melhor lugar para ele morar? Este problema é citado em Costa
(1990). Desta forma, deve-se encontrar 0 ponto que minimiza a soma das distancias entre as
escolas e a casa do professor para que este ndo tenha mais prejuizo em seu deslocamento e

possa reduzir o tempo no percurso.
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Considere um plano com trés furos A, B e C e trés cabos com massa desprezivel que
passam pelos furos e se conectam num ponto P interno a regido triangular formada por ABC.
Consideremos que os angulos internos desta sejam todos menores que 120° e que ndo haja atrito
nos furos. Sera colocado em cada extremidade dos cabos um objeto de igual massa (K) de tal
forma que a extremidade A’ sera conectada com A, B’ com B ¢ C’ com C, conforme podemos

observar na Figura 21.

Figura 21 — Sistema equilibrado de 3 pontos com pesos.

Al

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Desta forma, pelos principios de mecanica o sistema formado pelos trés pesos ficard em
equilibrio quando o baricentro do 44 °B’C’ estiver o mais baixo possivel. A distancia desse
baricentro ao plano (ABC) pode ser calculada pela seguinte férmula:

%(AA'+ BB'+CC’) @)

Assim, o sistema ficara em equilibrio quando essa distancia for maxima. Portanto, o fato
da soma dos comprimentos dos cabos (44 '+BB’+CC’+AP+BP+CP) ser constante, implica
que a soma AP+BP+CP é minima quando o sistema estd em equilibrio.

Em uma analise mecanica da situacdo descrita, considera-se que um corpo estd em
equilibrio quando a soma vetorial das forgas que atuam sobre o corpo é zero. Percebe-se que
cada um dos objetos esta suspenso por cabos que detém o mesmo peso (K) sobre os quais agem
duas forcas distintas: o proprio peso (p) que é o produto da massa do corpo pela aceleracao da
gravidade (p = m.qg), e a forca de tracdo (T) que decorre do fato de cada peso esta suspenso por
um cabo (HALLIDAY et al, 1996). Observe a Figura 3.22.
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Figura 22 — Vetores atuando em um objeto de massa K.

4 —
T

O,

—
Y P

Fonte: Figura autoral utilizando ferramentas do WORD.

Perceba que os vetores representantes das forcas tém mesma intensidade (mddulo),
mesma dire¢cdo, mas sentidos opostos, 0 que 0s torna vetores opostos. Algebricamente, a soma
de vetores opostos é zero, concordando com a descri¢do de um corpo em equilibrio. Observa-
se que a situacdo é idéntica para cada um dos pesos, e como a termina¢do dos cabos € no ponto
P, a forca resultante sobre o mesmo também é nula, visto que a forga de tracdo tem mesma
intensidade em ambas as extremidades do cabo e o0 &ngulo entre cada uma das forcas é de 120°
(HALLIDAY et al, 1996). Logo, temos o Ponto de Fermat, que enxerga os lados do triangulo
em questdo com uma abertura de 120°, conforme demonstrado anteriormente.

Se, porventura, o triangulo formado por ABC tivesse um dos seus angulos internos
maior do que ou igual a 120°, nesta experiéncia mecénica, o ponto P de interseccao dos cabos
ficaria em cima do furo que representa o vértice que possui tal angulo.

Ha dois exemplos praticos modificados, apresentados aqui, que ndo possuem uma
solucdo elementar, mas a solucdo mecanica serve perfeitamente para resolvé-los. A versdo
original do primeiro deles se encontra em Wagner (1989) e o segundo, em Neto (2013, p. 246):

e Suponha que A, B e C sejam colégios com quantidades diferentes de alunos e P seja

um ginésio poliesportivo que seré construido para que esses estudantes desenvolvam
suas atividades esportivas. Onde deve melhor se localizar esse ginasio de modo que
a soma das distancias percorridas por todos os alunos desde os seus colégios até P
seja a menor possivel?

e Considere que uma certa microrregido do pais conta com trés cidades de populacdes

aproximadamente iguais e que o governo do estado, em que tal microrregido se
insere, deseja construir um complexo escolar para atender tais populacbes. Ao

elaborar o projeto das novas instalacdes, o governo faz a estimativa razoavel de que
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as quantidades de estudantes oriundos de cada cidade sejam aproximadamente
proporcionais as suas populagdes. A fim de minimizar os custos dos transportes dos

estudantes, qual deve ser a localizacdo geogréafica escolhida pelo governo?

Para ambas as situacdes, pode-se imprimir/desenhar um mapa em uma folha grande e
resistente, demarcar a localizagéo dos trés pontos, representando as escolas no primeiro caso e
as cidades, no segundo. Furar os trés pontos uniformemente no material. Utilizar corddes de
material liso e de menor espessura possivel. Colocar objetos semelhantes nas extremidades dos
corddes, com massa proporcional as populagdes de ambos os problemas (no primeiro, pesos
diferentes e no segundo, pesos iguais). Passar os corddes pelos furos e conecta-los, amarrando-
0s ou colando-o0s. Em seguida, suspender o mapa e deixar o sistema entrar em equilibrio. O
encontro dos corddes serd o ponto P. Este ponto resolve ambos 0s problemas.

Caso seja possivel realizar a experiéncia com materiais mais elaborados, podem ser
utilizados: placa de vidro ou acrilico com alguns furos (os quais poderdo representar os vértices
iniciais do problema), pequenos prumos do tipo face, bases metalicas com altura suficiente para
que a placa fique suspensa, corddes de nailon amarrados nos prumos, roldanas méveis e um
objeto cilindrico (com a superficie decomposta em trés setores circulares coloridos) para ligar
0s nés que tenha a mesma altura das roldanas sobre a placa. Observe uma ilustracdo da

experiéncia na Figura 23 com o sistema ja em equilibrio.

Figura 23 — Sistema mecénico de determinagdo do Ponto de Fermat com materiais mais elaborados.

Fonte: Disponivel em <http://www1.mat.uniromal.it/people/piccinni/TFAQ059-
1415/Esercizi_attachments/Bolle.pdf>
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E bem verdade que em um problema real ha muitas variaveis a serem consideradas, mas

como afirma Neto (2013):

[...] a modelagem de todo problema de otimizagdo sempre requer certo nimero de
idealizacdes, a fim de tornar matematicamente vidvel a obtencéo de uma solugéo; por
outro lado, uma vez que os erros cometidos em tais idealizagBes resultem irrelevantes
em relacdo a escala do problema considerado, o problema modelado fornecera uma
solucdo bastante adequada. (NETO, 2013, p. 246)

Em relacdo ao segundo problema, por exemplo, se considerarmos que 0s custos de
construcdo e manutencdo de um quilémetro de estrada e de transporte de 1000 passageiros por
quilémetro sejam aproximadamente constantes ao longo de toda a microrregido e desprezarmos
quaisquer outros gastos adicionais, pode-se inferir que a variavel a ser reduzida pelo governo,
na escolha da localizacdo geografica do complexo escolar é a soma das distancias deste as trés
cidades (NETO, 2013).

Portanto, podemos concluir que, caso as escolas (primeiro problema) e as cidades
(segundo problema) formem um tridngulo cujos angulos sdo menores que 120° o ponto que
minimiza a soma das distancias AP + BP + CP € o ponto que equilibra o sistema dos pesos, 0
Ponto de Fermat, conforme demonstrado na solu¢do mecanica.

Uma justificativa para esta solucdo mecénica, encontrada em Wagner (1990), pode ser
demonstrada com conhecimentos de calculo de fungdes de duas variaveis. Entretanto, tal
justificativa foge ao escopo deste trabalho, uma vez que o publico-alvo para a sequéncia
didatica no fim desta dissertacdo, baseada neste capitulo, sdo alunos do ensino médio.

No préximo capitulo, iremos apresentar o Problema de Steiner Euclidiano, uma

generalizacdo do Problema de Fermat, e as arvores de Steiner.
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4 PROBLEMA DE STEINER EUCLIDIANO (PSE)

Neste capitulo, estenderemos o Problema de Fermat, generalizando-o para um ndmero de

pontos n > 3 no plano cartesiano (R?), gerando o Problema Euclidiano de Steiner, onde seréo
apresentadas defini¢des, tipos de arvores de Steiner, suas propriedades basicas juntamente com
um método de construgio geométrica para as Arvores Relativamente Minimas, utilizando o
Algoritmo de Melzak. As principais referéncias deste capitulo sdo Matos (2013), Coelho
(2016), Melzak (1961) e Pollak (1978). O capitulo finaliza apresentando algumas aplicacfes
interessantes e reais de modelagem do PSE, assim como um modelo fisico e sugestes de

atividades.

4.1 Conceitos, classificacdo e propriedades

E muito importante definir a métrica que sera abordada neste estudo sobre o Problema

de Steiner, considerando o R, por exemplo, se sera a métrica euclidiana ou a métrica
geométrica. Podemos encontrar uma definicdo bem simples para ambas em Matos (2013, p.

52), seguida da Figura 24, com um exemplo para visualizar a diferenca:

“O Problema de Steiner Retilineo tem como objetivo encontrar um sistema de
segmentos de reta que ligue os pontos dados inicialmente utilizando apenas ligacdes
horizontais ou verticais e tal que a soma dos seus comprimentos seja minima. Ja o
Problema de Steiner Euclidiano tem como objetivo encontrar a rede de comprimento

minimo que ligue os v pontos dados em IR", em que a distancia entre os pontos é
determinada recorrendo a distancia euclidiana” (MATOS, 2013, p. 52)

Figura 24 — Solugdes para o Problema de Steiner baseados na métrica euclidiana (a esquerda) e na métrica
geomeétrica (a direita) para cinco pontos iniciais.
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Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Conforme vimos na secdo anterior, denominamos Vvértices 0s pontos iniciais e

chamaremos de arestas 0s segmentos de reta que conectam dois vértices ou um vertice € um
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ponto de Steiner. Para 0 nosso estudo, é necessario que 0s pontos iniciais aqui abordados
formem uma linha poligonal convexa, de forma a obtermos a menor rede possivel.

Uma aplicacdo da métrica geométrica € utilizada quando as arestas da rede s6 podem
seguir direcdes horizontais e verticais, como € o0 caso dos circuitos elétricos. A métrica que sera
utilizada nesta secdo sera a euclidiana, por isso o problema em questéo é denominado Problema
de Steiner Euclidiano cuja solucéo pertence ao plano cartesiano.

A primeira definicdo importante a ser apresentada, considerando a Teoria de Grafos, é
o conceito de Arvore que é um grafo simples conexo, sem ciclos, que possui n —1 arestas (sendo
n o nimero total de vértices) as quais sdo todas arestas de corte, isto €, se for removida qualquer
dessas arestas, pelo menos algum ponto ficard desconectado. Cada aresta possui um peso e elas
ndo se intersectam. Para um estudo mais denso sobre Teoria dos Grafos, recomendamos a
leitura de Boaventura e Jurkiewicz (2017) e Pereira (2009).

O peso de uma aresta configura-se como um ndmero real que pode representar,
dependendo da modelagem adequada ao problema, o comprimento, o tempo, o custo, ou outra
coisa qualquer. O peso de uma arvore é a soma de todos 0s pesos das suas arestas.

Para calcular a distancia entre dois vértices quaisquer (tamanho da aresta), utilizamos a
férmula euclidiana da distancia entre dois pontos. O tamanho de uma arvore é a soma dos
comprimentos de todas as suas arestas. O PSE consiste em encontrar a rede minima, de menor
tamanho possivel, que conecte todos 0s pontos dados.

Para poder minimizar o peso de arvores é necessario utilizar Pontos de Steiner (S), que
sdo pontos extras adicionados a rede de pontos iniciais, permitindo aumentar o nimero de
veértices na arvore. Cada S possui grau maior ou igual a 3, ou seja, 0 nimero de arestas incidentes
em S é maior ou igual a 3. O ponto de Fermat-Torricelli € um ponto de Steiner para trés pontos
iniciais.

Aumentar o nimero de vértices nao significa necessariamente aumentar o comprimento
da arvore. Isto pode ser feito utilizando a operagdo de “divisdo de um vértice V que consiste
em criar um novo vértice V’ que passara a ser a extremidade de duas ou mais arestas incidentes
em V e unir V a V’ por um segmento de reta. Dizemos que a divisao € uma 4-divisdo, onde 6 >
0,sed (V, V') <8” (MATOS, 2013. p. 53).

Pollak (1978) considera toda arvore como sendo Arvore de Steiner (AS), ainda que a
quantidade de Pontos de Steiner seja nula. Ainda encontramos em Pollak (1978, p. 280) a

formula n" para calcular a quantidade de configuragdes distintas de uma arvore sem pontos

de Steiner para uma determinada quantidade de n pontos iniciais.
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Entretanto, nesta dissertacdo apresentaremos algumas propriedades que definem uma
arvore como sendo de Steiner. Uma definicdo inicial é que uma AS ndo pode ser localmente
melhorada em relacdo ao seu peso, ou seja, qualquer operacdo de divisdo de seus Vvértices e
qualquer deslocamento nos seus pontos de Steiner ndo implicard na diminuicdo do seu peso.

Na Figura 25, temos trés exemplos de Arvores de Steiner para 4, 5 e 6 pontos iniciais.

Figura 25 — Arvores de Steiner para 4, 5 e 6 pontos iniciais (em preto), da esquerda para direita. Os pontos em
cinza sdo Pontos de Steiner.

\
/ S

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Antes de classificarmos as arvores, é necessario conceituar sua Topologia. A topologia
de uma arvore € a estrutura de conexdes entre os vértices devidamente rotulados e fixos e 0s
pontos de Steiner ndo rotulados, ou seja, é “a classe de isomorfismos’ de T” (a arvore em
questdo) “para isomorfismos que fixam os vértices do conjunto V’ (MATQOS, 2013. p. 55) que
representa o conjunto dos pontos iniciais.

Inicialmente note que todas as arvores da Figura 26 possuem a mesma quantidade de
pontos iniciais (quatro) e pontos de Steiner (dois), além disso a posi¢do dos vértices vi, V2, Vz €
vs € fixa, logo sdo todas isomorfas. Observe também que as trés primeiras arvores, (i), (ii), (iii)
possuem a mesma topologia. Perceba ainda que a diferenca entre as arvores (i) e (ii) é a posicao
e o rotulo (etiqueta) dos pontos de Steiner. Os vertices Vi e Va4 Se conectam ao mesmo ponto de
Stein, sz, tanto na arvore (ii) quanto na (iii), de forma analoga os vértices vz e v3 se conectam
ao ponto de Stein s;, em ambas as arvores. A arvore (iv) define uma topologia diferente das
demais, embora seja uma arvore isomorfa com elas, pois 0s vértices que se conectam ao ponto

de Steiner s1, S80 V1 € V2 € em Sy Se conectam V3 € Va.

" Aisomorfia é uma propriedade dos grafos. Dois grafos distintos sdo isomorfos quando existir uma bijecdo
entre os vértices de um grafo e os vértices do outro, assim os vértices sdo homologos e fixos.
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Figura 26 — As Arvores (i), (ii) e (iii) ttm a mesma topologia, enquanto a arvore (iv) tem topologia diferente.

vy Va U1 Uy U1 /’U4 U1 Uy
32/
51 S2
S 82
81 /

S9 51 / \\
V2 . U3 Vo vy V3 .es V3 ’Ug-/ . \’U;5

(4) (i4) (i) (iv)

Fonte: (MATOS, 2013. p. 55-56)

Para melhor identificarmos os tipos de arvores dentro do nosso estudo, observe a Figura
27 e as seis arvores formadas a partir dos 4 vertices vi, V2, V3 € V4, COM 0 numero de pontos de
Steiner variando entre 0 e 2.

Figura 27 — Tipos de Arvores de Steiner para n = 4 pontos iniciais.
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vy U3 Uy U3

(v) (vi)

Fonte: (MATOS, 2013)

Dentre o conjunto de arvores e suas topologias na Figura 30, é possivel concluir que:

e apenas as duas primeiras sdo Arvores de Steiner (AS), pois ndo podem ser encurtadas
por qualquer perturbacdo, enquanto as outras podem se tornar arvores de Steiner ao se
efetuar operacdes de divisGes de vértices, inserindo pontos de Steiner.

e (i), (iv) possuem a mesma topologia, embora com pesos diferentes. A de menor peso
dentre as de mesma topologia é chamada de Arvore Relativamente Minima (ARM),
nesse caso a arvore (i).
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e aarvore (ii) ¢ uma Arvore Minima de Steiner (AMS) para os 4 pontos iniciais, pois
comparando-a com todas as Arvores Relativamente Minimas de todas as topologias é a
que apresenta 0 menor peso.
e comparando as duas arvores relativamente minimas (i) e (ii), a que tem menor peso é a
(ii). Embora elas sejam ARM dentro do grupo de arvores de sua mesma topologia, elas
recebem terminologias diferentes: (i) € Minimo Local, pois € minimal a topologia que
pertence, nesse caso a (i) tem menor peso que a (iv), e (ii) € Minimo Global pois possui
0 menor peso para 0s quatro pontos iniciais de todas as topologias.
e as arvores (i), (ii) e (iv) tém topologias completas, pois para a quantidade de vértices
iniciais, 0 nimero de pontos de Steiner é maximo (neste caso, 2). Quando uma Arvore
Relativamente Minima tem topologia completa ela é chamada de Arvore de Steiner
Completa (ASC). Caso os Vvértices ndo formem uma linha poligonal convexa, ndo é
possivel encontrar uma topologia de Steiner completa.
Doravante, serdo utilizados somente as siglas dos tipos de arvores de Steiner.
Como as ARM, que representam minimos locais para uma determinada topologia, nem
sempre sdo minimos globais, especialmente se a quantidade de pontos iniciais é grande, o
processo de encontrar a AMS se torna muito dificil e de grande complexidade computacional.
Por outro lado, o fato de as ARM serem Unicas dentro da sua topologia — a demonstracao dessa
unicidade pode ser encontrada em Matos (2013, p.64) — e 0 processo de construcao geométrica
ser possivel seguindo alguns algoritmos, torna-as uteis na resolucédo do PSE.
Para resolver o problema de Steiner é necessario:
Q) encontrar uma ARM, minimo local, para uma determinada topologia, dados n
pontos iniciais, e isso pode ser feito, por exemplo, utilizando o algoritmo de
Melzak (que sera estudado na proxima subsecéo) e;

(i)  comparar as ARM de todas as possiveis topologias (nimero finito) para 0s n
pontos dados, verificando qual delas possui 0 menor peso, encontrando assim a
AMS, minimo global.

Para finalizar esta subsecdo, vamos elencar as propriedades basicas das AS. Estas ndo
serdo demonstradas aqui, mas podem ser encontradas em Matos (2013), em Rama (2013) e em
Hwang et al (1992):

e Cada par de arestas da arvore deve formar um angulo cuja amplitude é maior ou igual a

120°. Para as AMS, essa amplitude deve ser exatamente 120°;
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e Cada ponto de Steiner deve ter, no maximo, grau 3, ou seja, nele podem incidir até trés
arestas. Para a ARM, cada ponto S tem exatamente grau 3;

e Para as AMS, cada vértice terminal deve ter grau 1, isto €, ele se liga somente a um
outro ponto, e este € de Steiner;

e A quantidade maxima de pontos de Steiner presentes numa arvore pode ser calculada
por V — 2, sendo V o nimero de pontos iniciais;

e Sendo S a quantidade de Pontos de Steiner, entdo a arvore deve possuir (V + S — 1)
arestas;

e Na&o ha cruzamentos de arestas da arvore, pois elas formariam angulos de, no maximo,
90°, além de formar ciclos;

e Numa topologia completa (nimero méximo de pontos de Steiner), além de os veértices
terminais (V) e os pontos de Steiner terem grau 1 e 3, respectivamente, a quantidade de
arestas da arvore pode ser calculada por 2V — 3;

e Cada ponto de Steiner pode ser adjacente a um ponto inicial ou a outro Ponto de Steiner.

E possivel encontrar uma ARM de determinada topologia com métodos geométricos,
com régua e compasso. Entretanto, embora a quantidade de topologias distintas para n pontos
dados seja um namero finito, a medida que a quantidade de vértices iniciais aumenta, torna-se
impraticavel obter pelo método da exaustdo as AMS, haja visto que a fungdo que calcula a
guantidade de topologias em funcdo dos vértice é superexponencial, crescendo mais
rapidamente que a prépria funcdo exponencial.

Sendo T(v) a quantidade de topologias existentes em funcdo do nimero de vértices
iniciais, temos a seguinte formula:

(2v—-4)!

T =220

1)

E possivel utilizar indugéo finita em v para poder demonstrar essa expressao para todo
v e N . Essa demonstracdo pode ser encontrada em Matos (2013, p. 62).
Para analisar o crescimento dessa funcédo, observe a Tabela 1 a seguir que apresenta a

quantidades de topologias completas T(v) para uma quantidade v de vertices iniciais.
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Tabela 1 — O crescimento da funcdo de topologias completas.
v 34 5 6 7 8 9 10 11 12

T() 1 3 15 105 945 10.395 135.135 2.027.025 34.459.425 654.729.075

Fonte: Figura autoral.

Na proxima secdo, veremos a descri¢do do algoritmo de Melzak para a solucao do PSE.

4.2 O Algoritmo de Melzak

O algoritmo de Melzak descreve o passo a passo de como construir uma ARM para uma
determinada topologia. Até 1961 ndo existiam algoritmos exatos para a solu¢do do PSE,

conforme apresenta Coelho (2016):

Até 1961, apesar de muito estudado, apenas heuristicas eram conhecidas para a
solucdo do problema da arvore minima de Steiner (ou SMT, do inglés Steiner Minimal
Tree). Nesse ano, Melzak desenvolveu o primeiro algoritmo conhecido para a solugéo
do SMT com um ndmero finito de passos, explorando propriedades das arvores, e
baseando-se em construcdes geométricas com régua e compasso. No entanto, esse
algoritmo funciona apenas quando a quantidade de pontos é muito pequena, por ser
de ordem exponencial. Devemos assinalar que persiste a afirmagéo da inexisténcia de
construcdo geométrica para n > 4 pontos, dado o fato que o algoritmo de Melzak ndo

ensina a escolher dentre as 2" solugBes geométricas possiveis qual a melhor. Ou
seja, a melhor solugdo ndo pode ser construida inequivocamente com régua e
compasso sem que todas as outras construcfes possiveis sejam feitas. (COELHO,
2016. p. 10-11)

Desta forma, € possivel encontrar um minimo local (ARM) para uma determinada
topologia, desde que os pontos iniciais formem uma linha poligonal convexa. Entretanto é
necessario realizar a construcdo de todas as topologias existentes para a mesma quantidade
inicial de vértices para saber qual a melhor solucéo, isto é, a AMS (minimo global), que possui
0 menor comprimento.

O algoritmo que sera apresentado foi elaborado por Melzak (1961) e trabalhado por
Gilbert e Pollak (1968) e Pollak (1978), partindo do pressuposto que 0s pontos iniciais sao
conhecidos, assim como a topologia para estes pontos. O que sera encontrado serdo as
localizagOes no plano dos Pontos de Steiner, sendo consideradas apenas arvores onde eles
possuem grau maximo (3).

E importante definir nesse momento o conceito de Ponto Equilatero, que é um terceiro
ponto construido a partir de dois pontos dados de tal modo que os trés vertices formam um

triangulo equilatero.
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Quando a construcdo ndo se baseia em nenhuma topologia pre-determinada para a

arvore, deve-se sempre escolher os pares de vértices mais proximos (no processo de criacdo dos

seus pontos equilateros representantes) a fim de criar uma topologia cuja ARM seja a menor

possivel dentre as demais topologias para estes pontos, gerando eventualmente uma AMS para

aquela configuracdo e quantidade de pontos.

Para o processo de construcdo das ARM para uma determinada topologia, Matos (2013)

divide-o em duas etapas: divisdo e reconstrucao, e detalha-os de forma generalizada. Eis o

Algoritmo de Melzak apresentado em seu trabalho:

Na fase da diviséo, reduz-se continuamente o problema de v pontos iniciais a (v — 1)
pontos. Assim, dado um conjunto de v vértices e a respectiva topologia, consideramos
dois vértices adjacentes a um mesmo ponto de Steiner e substituimos esses dois pontos
por um dos seus Pontos Equiléteros e atualizamos a topologia. O processo € executado
até obtermos apenas dois vértices. Nesta altura inicia-se a segunda fase do processo
de construcdo da arvore relativamente minima, a reconstrucdo. Comegamos por
construir um segmento de reta com os dois vértices. Um desses vértices € um Ponto
Equilatero. Esse Ponto Equilatero é substituido pelos dois pontos que o originaram
(restantes vértices do triangulo equilatero que o originou) e o Ponto de Steiner P é o
ponto de intersecdo do segmento de reta que se construiu com a circunferéncia que
circunscreve o triangulo equilatero referido. Assim, o vértice ndo selecionado e os
outros dois vértices do tridngulo equilatero sdo adjacentes a um mesmo ponto de
Steiner P. Esta etapa é executada continuamente para todos os Pontos Equilateros
criados na fase da divisdo até que se obtenha uma arvore com os v Vértices iniciais.
(MATOS, 2013. p. 66)

O objetivo desta secdo sdo as construcGes geométricas das ARM utilizando esse

algoritmo, para que se possa inferir qual é a AMS dentre todas as topologias. Serdo explicadas

as duas fases desse algoritmo com figuras paran=4,n=5en =6.

Vamos iniciar a construcdo de uma ARM sendo dados os seus quatro pontos iniciais e

sua topologia correspondente. Observe a Figura 28.

Figura 28 — Localizacdo dos vértices iniciais V1, V2, V3 e V. e sua topologia correspondente (a direita).

Vo @

1@

Vi

o V4 V2

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.



54

Selecione pares de veértices e construa pontos equilateros a eles, P e Q, de forma que os
triangulos equiléteros sejam externos ao poligono V1V2VsVa, conforme a Figura 29.

Figura 29 — Construgdo de triangulos equilateros externos ao poligono V1V2V3Va.

Vi
Vi
P
Q
V2 V4

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Agora, conforme vimos no Capitulo 3, vamos utilizar o método de Ptolomeu para
encontrar as localizacBes dos Pontos de Fermat (nesse caso, Pontos de Steiner) dos trios de

pontos V1V2Q e V3V4P. Observe como as Figuras 30 e 31 ilustram essas construcoes.

Figura 30 — Determinag&o do primeiro ponto de Steiner (S1), utilizando o Teorema de Ptolomeu para o AV1V2Q.

V3

V4

vV, V4

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.
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Figura 31 — Determinagéo do segundo ponto de Steiner (S,), utilizando o Teorema de Ptolomeu para o AV3V4P.

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

A reducdo dos quatro vértices iniciais a apenas dois pontos, que sdo extremidades do
segmento de Simpson, finaliza a etapa de divisdo, pois cada par de Vvértices vizinhos foi
substituido pelo seu ponto equilatero representante, veja a Figura 32. Conforme estudamos no
Capitulo 3, o comprimento de cada segmento de Simpson € equivalente a soma das distancias

dos pontos dados ao Ponto de Torricelli. Entdo nesse caso PQ é o tamanho da ARM.

Figura 32 — Segmento de Simpson com o comprimento da ARM.

@]

® o
Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

A interseccdo da linha de Simpson PQ, com as circunferéncias circunscritas aos

triangulos equilateros determinam as localizagdes de S e Sy, veja a Figura 33. Esta é a etapa da

reconstrucao.
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Figura 33 — Construcao da Arvore de Steiner usando o método de Ptolomeu.

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Basta ligar com segmentos de reta os vértices iniciais e os pontos de Steiner (S1 e S»)
para formar uma ARM para essa topologia de n = 4 pontos, como ilustra a Figura 34. Logo,

dada a localizac&o dos pontos S1 e Sp, a ARM procurada seré a apresentada na Figura 35.

Figura 34 — Construgdo da Arvore de Steiner ligando os vértices iniciais aos pontos de Steiner Sy e S,.

V3

Fonte: Figura autoral utilizando 0 GeoGebra Classic 5

Figura 35 — Arvore Relativamente Minima procurada.

Vs

2
Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.
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Para n = 4 vértices iniciais, Matos (2013, p. 67) afirma que “as op¢des para desenhar
um segmento cujo comprimento seja igual ao comprimento de uma determinada arvore de
Steiner completa sdo muitas mais”, isto é, ha na etapa de divisdo uma quantidade maior de
escolhas até se obter apenas dois vértices.

VVamos apresentar 0 passo a passo da construgdo de uma ARM sendo dados 0s seus

cinco pontos iniciais e sua topologia correspondente, ver a Figura 36.

Figura 36 — Localizagdo dos vértices iniciais V1, V2, V3, V. € Vs e sua topologia correspondente (a direita).

eV,

Vi

Fonte: Figura autoral utilizando 0 GeoGebra Classic 5.

De forma analoga ao caso anterior, selecione pares de vertices e construa pontos
equiléteros a eles, P e Q, de forma que os triangulos equilateros sejam externos ao poligono
V1V2V3V4Vs, conforme a Figura 37. Como estamos tratando de 5 pontos, um deles ficara a parte,

inicialmente, suponhamos que este seja Vs.

Figura 37 — Construcdo de triangulos equilateros externos ao poligono V1V2V3V4Vs.

v, Vs

Q

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.
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Em seguida, construa um ponto equilatero R relativo aos dois novos vértices P e Q e,
utilizando o Teorema de Ptolomeu no APQVs, conecte-0 ao vértice Vs, formando um segmento
de Simpson RVs (Figura 41, a esquerda). Como o ponto P é representante de V1 e V2 e 0 ponto
Q é o representante de V3 e V4, de forma analoga, R € o representante de P e Q, logo o

comprimento de RVs é o tamanho da ARM desta topologia (Figura 38, a direita).

Figura 38 — Determinacdo do primeiro ponto de Steiner (S1), utilizando o Teorema de Ptolomeu para o

APQVs, a esquerda e Segmento de Simpson RVs com o comprimento da ARM, a direita.

Fonte: Figuras autorais utilizando o GeoGebra Classic 5.

A interseccdo da circunferéncia construida com o Segmento de Simpson RVs determina
0 Ponto de Steiner S;. Utilize novamente o método de Ptolomeu nos AViV2S: e AV3V4Sy,
construindo circunferéncias que circunscrevem os triangulos equilateros outrora tragados, para

encontrar a localizacéo dos pontos de Steiner Sz e Sz, respectivamente, veja a Figura 39.
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Figura 39 — Método de Ptolomeu aplicado nos AV1V2S; e AV3V.S; para obtencéo dos pontos de Steiner S; e Sa.

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Ao construir as arestas que ligam os grupos de vértices Vi e V2 a Sz, Vae Vaa Sz, €

finalmente Vs, Sy e Sz a S1, obtemos a ARM pretendida para essa topologia, na Figura 40.

Figura 40 — Arvore Relativamente Minima procurada para os n = 5 vértices iniciais.

Figura autoral utilizando o0 GeoGebra Classic 5.

Seguindo os mesmos passos utilizados na construcdo de uma ARM para quatro e cinco

pontos iniciais, € possivel construir uma ARM para n = 6 vértices dados, veja a Figura 43.
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Figura 41 — Arvore Relativamente Minima procurada para os n = 6 vértices iniciais.

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Uma generalizacéo desse algoritmo para n pontos iniciais pode ser encontrada em Matos
(2013, p. 70-72), onde a autora apresenta a area de constru¢do de um ponto de Steiner S’
qualquer em funcgdo das possiveis localizagdes de um dos trés pontos adjacentes dados (A),
sendo dois deles vértices fixos (Vie V;j), conforme a Figura 42. A’ representa o ponto equilatero

relativo a Vie V.

Figura 42 — Construgdo do ponto de Steiner S’ e possiveis localizagdes de A.

\‘-

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5 e o Paint, acessorio do pacote do Microsoft Office.
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Ao analisar as areas coloridas da Figura 45, Matos (2013) afirma que:

Se A se localizasse na zona amarela, entdo teriamos uma situacdo em que os trés
pontos dados (Vi, Vj e A) formariam um tridngulo em que um dos angulos internos
teria uma amplitude superior a 120° e, por conseguinte, [...] a posicdo do ponto de
Steiner S” coincidiria com a posigdo do vértice Vi. Raciocinio andlogo caso A se
localizasse nas zonas azul ou vermelha. Apenas a zona cinzenta (neste caso estamos
a considerar que A’ esta a direita da aresta ViVj) nos permite obter uma posi¢do ndo
degenerada para A. Se A’ substituir S’, Vi ou Vj conclui-se que ndo existe uma arvore
relativamente minima para esta topologia. (MATOS, 2013. p.72) (todos os pontos
foram colocados em caixa alta.)

De posse da ARM de uma determinada topologia, basta fazer uma analise de todas as
ARM para identificar qual dentre elas é de fato a AMS, o que pode ser inviavel para um nimero
elevado de Vvértices iniciais.

Atualmente existem outros algoritmos para sanar esse problema de encontrar a AMS.
Sartini (2013, p. 10 e 11) afirma que “Winter e Zachariensen criaram o melhor algoritmo para
obter solugéo exata para o PSE no plano, o Geosteiner, que resolve instancias com milhares de
nos terminais™, entretanto para dimensfes maiores que 3 tais métodos nao sdo aplicaveis, pois
“sdo consideradas somente 2 possibilidades para localizar o ponto no plano, enquanto que, em
dimensGes maiores, temos infinitas possibilidades de localizagdes”. Para se aprofundar mais
nesse assunto, consultar Winter (1985) e Winter e Zachariensen (1996) e (1997).

A proxima secdo apresentara algumas aplicacdes interessantes da solugdo (Arvores

Minimas de Steiner) do PSE no mundo real.

4.3 Aplicacdes das Arvores de Steiner

O PSE tem uma diversidade de aplicacGes para quaisquer problemas de otimizacéao cujo
objetivo é encontrar uma rede de conexdo de menor tamanho possivel entre pontos que
representam objetos, posi¢cBes macro e microscopicas, localidades etc. Nesta secdo serdo
apresentas algumas aplicagcdes que podem ser modeladas pelo PSE: problemas em bioquimica
e biomatematica (configuracdo molecular), projetos e sistemas de redes (redes opticas, elétricas
e de comunicacgdo, minas e dutos), industria téxtil, e um modelo fisico de bolhas de sab&o que
se utiliza de propriedades das Superficies Minimas.

A maioria dos autores como, por exemplo, MCGregor Smith (1998) transpdem as
propriedades das &rvores de Steiner do plano para o espaco tridimensional para novas e

abrangentes aplicac0es.
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Coelho (2016) cita alguns trabalhos interessantes de aplicacdo do PSE e de notavel
importancia do ponto de vista cientifico. Esta aplicagdo estd relacionada ao Problema de
Configuracao de Energia Minima, “que ¢ a minimizagdo da energia potencial num sistema com
for¢as uniformes em cada vértice terminal” (NETO, 2007, p. 46) equivalente a uma AS por
estas procurarem a rede mais curta possivel. Conforme Neto (2007, p. 19), “a energia potencial
minima de um sistema ocorre quando 0 mesmo estd em equilibrio, sendo chamado estavel
quando sua funcdo potencial ndo puder ser melhorada para atingir um valor minimo ainda
menor que ao ja conseguido”. Este problema esta presente no trabalho de Neto (2007) e é
destacado por Smith (1998) e Smith (1996) que “fornece boas ideias para o trabalho do
Problema de Enovelamento de Proteinas e DNA, sendo muito importante para varios ramos das
Ciéncias na atualidade, principalmente aquelas que buscam a producdo de drogas para curas de
doengas como Cancer e AIDS” (COELHO, 2016. p. 41).

Em Oliveira (2005), é possivel encontrar estudos computacionais sobre a estrutura das
configuracdes biomacromoleculares descritas por Arvores de Steiner. Utilizando um programa
(algoritmo proposto na sua tese) chamado Apol6nio, foi possivel encontrar os pontos de Steiner
e comparar os raios obtidos das hélices internas de duas macromoléculas: o A-DNA (uma forma

menos hidratada do DNA) e o TMV (Virus Mosaico do Tabaco), observe a Figura 43.

Figura 43 — As macromoléculas A-DNA (a esquerda) e Virus mosaico do Tabaco (TMV) (a direita).

Fonte: (OLIVEIRA, 2005, p. 101-102).

Ainda sobre aplicacbes do PSE na area da configuracdo molecular, Matos (2013) faz
referéncia a alguns trabalhos que associam o peso das AMS, formadas por conjuntos de pontos

no espaco, as somas das distancias interatbmicas dos atomos da proteina, ver Figura 44.
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Figura 44 — Arvore Minima de Steiner associada a uma hélice tripla (2 esquerda) e um segmento de uma proteina

(2 direita).

Fonte: (MATOS, 2013, p. 107-108).

Uma outra aplicagdo do PSE no espaco euclidiano é a modelagem do problema de
minimizar ligacGes entre pontos fixos de diversas redes, tais como: uma rede elétrica, rede de
irrigacao e distribuicdo de agua, rede de minas subterraneas e rede de dutos de ventilacdo. O
objetivo dessa aplicagdo é minimizar os custos de construcdo, diminuindo os comprimentos
dessas redes. Do ponto de vista econdmico e de engenharia, essa otimizagdo causa grande
impacto.

Matos (2013) faz referéncia a um trabalho que modela matematicamente as arvores de
Steiner na otimizagao de um projeto de redes de minas, no qual “uma mina subterranea pode
ser vista como um conjunto de rampas e unidades que interligam pontos de cada nivel a um
ponto” e este, por sua vez, se ligue “a superficie” (MATOS, 2013. p. 107). Na Figura 45,
podemos observar 0 projeto otimizado de uma estrutura de tdneis de minas subterraneas
aplicando arvores de Steiner, com o propdésito de obter o menor custo na sua construgao.

Com a mesma finalidade, encontramos em Coelho (2016, p. 42) uma aplicacdo
semelhante, que pode ser observado na Figura 46, a modelagem do PSE numa rede de dutos de
ventilagdo. Note que os circulos brancos sdo os pontos fixos (vértices iniciais), enquanto 0s

circulos pretos sdo 0s pontos extras adicionados, 0s pontos de Steiner.



Figura 45 — Projeto de otimizacdo de rede de minas subterraneas.
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Fonte: (MATOS, 2013. p.107)

Figura 46 — Rede de Dutos de Ventilagao.
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Fonte: (COELHO, 2016, p. 43)

O PSE também pode ser aplicado em Redes Opticas. Coelho (2016) apresenta um desses

exemplos:
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Em um sistema de transmissao de uma rede éptica passiva, o sinal 6ptico é transmitido
por uma Central Office através de uma rede de distribuicdo. Na fibra 6ptica sdo feitas
derivacOes através do uso de splitters (divisores épticos passivos). Estas redes podem
atingir um tamanho razoével e envolver custos significativos, tanto de implementacéo
quanto de operacdo. [...] Conhecidas as posi¢Oes dos splitters (neste caso representam
o0s pontos de Steiner), a otimizacgao da rede pode constituir uma arvore geradora sobre

o0s pontos de demanda. (COELHO, 2016. p. 43)

Veja a Figura 47 que mostra a topologia de distribuicdo de uma rede dptica passiva

(PON) a partir dos splitters (divisores passivos), em vermelho.
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Figura 47 — Arquitetura de uma rede éptica passiva (PON).
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Fonte: Disponivel em <https://slideplayer.com.br/slide/5166951/>

Em um artigo publicado na Thermal Science em 2012, Wu e He (2012) propuseram um
tecido a prova de explosdo com uma estrutura hierarquica da AS, veja Figura 48. Segundo eles,
0 téxtil era estavel (em seu trabalho anterior, publicado em 2010, eles fizeram a anélise disso)
e adequado para essas explosodes porque “na fase inicial de qualquer explosao, a velocidade dos
detritos tendia a zero, e devido a flexibilidade do téxtil, esses detritos podiam ser capturados
facilmente.” (WU e HE, 2012. p.343, traducio nossa)®.

Figura 48 — Téxtil com estrutura de arvore de Steiner.

Fonte: (WU e HE, 2012. p. 343).

Em téxteis quaisquer, adotados em protecoes de explosdo, os detritos voariam para fora

caso estes fossem menores que orificios que formam o tecido. Entdo, para bloquear fragmentos

8 «“At the initial stage of any explosions, the velocity of debris tends to zero, and due to the flexibility of the
textile, the debris can be easily captured”.
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de diferentes tamanhos, foram utilizadas estruturas hierarquicas, ilustradas na Figura 49. Essas
estruturas eram divididas em camadas que continham uma estrutura regular de uma AS. A mais
interna € a malha menor e a mais externa, a maior. Dessa forma, o tecido poderia bloquear

detritos de diversos tamanhos.

Figura 49 — Estruturas hierarquicas dos téxteis com estrutura de AS em camadas.

Fonte: (WU e HE, 2012. p. 344).

H& uma grande aplicabilidade do Problema de Steiner na area de Informaética na métrica

retilinea, no que diz respeito a estrutura de redes dos chips, conforme apresenta Matos (2013):

Em projetos VLSI (Very large scale integration), apds a colocagdo das componentes
num chip, o conjunto de pinos nos limites das componentes devem ser conectados
dentro do espaco livre restante. Para cada conjunto de pinos que partilham o mesmo
sinal elétrico é necessaria uma arvore de Steiner, em que 0s pinos sdo 0s vértices
iniciais e 0s pontos de Steiner sdo 0s pontos que se obtém a partir da grelha com a
posicédo dos pinos e dos limites das componentes. Quando séo dados m conjuntos de
vértices iniciais e se pretende m arvores de Steiner, uma para cada conjunto de
vértices, de tal modo que as ligagcbes ndo se cruzem e o comprimento total seja
minimo, dizemos que estamos perante 0 Problema de Empacotamento da Arvore de
Steiner, [36, 39, 61]. Este problema surgiu a partir de projetos VLSI. (MATOS, 2013.
p. 109) (grifos italicos acrescentados)

Uma ilustracdo de um Circuito VLSI pode ser observada na Figura 50, a esquerda, e
uma rede retilinea minima destacada em linhas mais escuras, a direita, na qual os quadrilateros

cinzas representam os componentes enquanto 0s conectores s8o 0s pontos pretos.
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Figura 50 — Circuito VLSI a esquerda e rede retilinea entre os componentes de um circuito, a direita.

Fontes: Disponivel em <http://graninfor.blogspot.com/2011/10/visi.htm> e
<https://linux.ime.usp.br/~cef/mac499-03/monografias/rec/fmario/form/mono/form.html>, respectivamente.

Ainda encontramos em Matos (2013) uma referéncia de heuristicas na resolu¢do do PSE

no R"com aplicabilidade em inferéncia filogenética que origina arvores evolutivas. Ela
apresenta um dos métodos para encontrar essas arvores filogenéticas chamado Evolucdo
Minima, de E. A. Thompson, o qual utiliza as AMS para encontrar espécies baseando-se nas
suas caracteristicas, sendo os pontos de Steiner 0s supostos ancestrais.

Uma outra aplicacdo bem interessante pode ser encontrada em Bras (2013) utilizando
as AS, na qual ele expbe e compara heuristicas em Biologia da conservacdo, com o intuito de
evitar a fragmentacdo dos habitats (e suas areas de dispersdo), identificando ligactes eficazes
entre as unidades ecoldgicas.

No recente trabalho de Cruz (CRUZ, 2017), é possivel encontrar uma analise sobre uma
conjectura proposta em 1992 por Warren Smith, onde é tratado uma aplicacdo do PSE nos
veértices de um hipercubo n-dimensional. Esta conjectura continua aberta desde sua publicacéo.

Coelho (2016, p. 45) e Rama (2013) ainda apresentam uma lista de casos praticos onde
podem ser utilizadas as ARM para modelagem de problemas:

1. Projeto de redes de computadores e de comunicacgéo;

2. Instalacdes telefonicas, hidraulicas, elétricas, de petrdleo e gés;

3. Anélise de agrupamentos;

4. Analise genética;

5. Anélise de padrdes de distribuicdo espacial de esporos;

6. Astronomia (determinagé@o de agrupamento de quasars);

7. Geragdo de limites de problemas NP-Dificeis;

8. Computacdo movel,
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9. Modelos de localizagdo de interacdo de particulas em fluxo turbulento de fluidos;
10. Planeamento de redes elétricas e desenho de circuitos elétricos;

11. Construcéo de estradas para conectar cidades.

Existe um projeto virtual de um Grupo de Pesquisa em Educagdo neozelandés, da
Universidade de Cantebury, chamado Computer Science Unplugged. Esse projeto é uma
colecdo de atividades para alunos e professores do ensino fundamental e médio, cujo objetivo
é ensinar Ciéncia da Computacéo atraveés de jogos, enigmas, cartdes, cordas, giz de cera e outros
materiais. Uma de suas atividades para o ensino fundamental chama-se ICE ROADS STEINER
TREE, disponivel em Computer Science Unplugged (1998), que se constitui de uma atividade
sobre arvores de Steiner utilizando cordas para criar ligacOes entre estacas, cuja rede tenha
comprimento minimo. Deve ser realizada em dias de sol, em um campo aberto, em grupo de
trés ou quatro pessoas. Ha um passo a passo nas descricdes da atividade, uma explicagédo
matematica e cientifica, uma contextualizacdo do problema relacionado a realidade dos alunos
e, no apéndice, exercicios adicionais para serem feitos em casa ou em classe. Atividades como
essas sao muito importantes no ensino basico, pois desenvolvem no aluno visdo espacial e
raciocinio geométrico, além de trabalhar procedimentos algoritmicos e de complexidade.
Ademais, € uma forma de apresentar estudos mais complexos/profundos para uma esfera mais
simples, isto é, realizando uma transposicdo didatica de saberes, modificando o processo de
forma a adapta-los a criancas e adolescentes do ensino fundamental e médio.

Para finalizar esta secdo, gostariamos de citar um modelo fisico, que exemplifica bem
as AS: as Bolhas/Peliculas de Sab&o. Elas podem ser formadas a partir de duas placas (de
vidro ou acrilico, para ficar mais visivel a experiéncia) paralelas separadas por pinos.

Escolhida a configuracdo (posicdo) dos pinos, que representam os pontos dados, ao
mergulhar o sistema (dispositivo) “numa solu¢do de agua, sabdo e glicerina é criada uma
pelicula de sabdo que une os pinos. Esta pelicula apresenta uma area minima devido as forcas
de tensao superficial, e descreve o padrao de uma arvore de Steiner” (MATOS, 2013. p. 110-
111). Do ponto de vista superior, 0s pontos de Steiner sdo 0s encontros das arestas, como ilustra

a Figura 51.
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Figura 51 — Arvores de Steiner feitas por bolhas de sabdo com n = 3 e n = 4 pontos (pinos) iniciais.

N

Fonte: Disponivel em <http://www1.mat.uniromal.it/people/piccinni/TFA059-1415/Esercizi_attachments/
Bolle.pdf>

Dependendo de como se realiza a experiéncia, podemos ter diferentes arvores de
Steiner, estas podem ser obtidas em uma posi¢do de equilibrio apés emergir o sistema da
solucdo. E possivel que a rede formada n&o seja necessariamente uma AMS. Observe alguns

exemplos na Figura 52 de diferentes topologias para 0s mesmos pontos iniciais.

Figura 52 — Arvores de Steiner feitas por bolhas de sabdo com topologias distintas para n = 6 pontos.

Fonte: Disponivel em <http://www1.mat.uniromal.it/people/piccinni/TFA059-1415/Esercizi_attachments/Bolle.
pdf>

Estas peliculas de sabdo compartilham propriedades de Superficies Minimas. H4 um
trabalho atual e interessante que aborda o estudo de superficies minimas e bolhas de sab&o para
0 ensino medio, com atividades de construgdo utilizando diversos materiais e exemplos
ilustrados de maneira bem informal com os alunos. Para mais detalhes, conferir Andrade
(2016).
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5 SEQUENCIA DIDATICA (SD)

Iniciaremos este capitulo apresentando a versdo final da BNCC (BRASIL, 2017)
relacionada a Matematica do Ensino Médio e suas Competéncias Especificas. Além disso, sera
discutido quais habilidades espera-se que os alunos do Ensino Fundamental tenham adquirido
para prosseguimento dos estudos, principalmente em Geometria. Em seguida, sera justificado,
dentro do contexto do uso de tecnologias digitais no ensino de matematica, de que forma as
competéncias compreendem as habilidades especificas e como estas sugerem metodologias de
ensino e aprendizagem. Outrossim, sera apresentado o motivo do publico alvo se constituir de
alunos do Ensino Médio e o software matematico escolhido ser o GeoGebra, seguido de uma
breve descricdo da sua funcionalidade e seu uso como ferramenta educacional.
Consecutivamente, abordaremos a Teoria das Situacdes Didaticas (TSD) de Guy Brosseau
(2008; 1996) na qual a sequéncia didatica se fundamenta. O GeoGebra subsidiard o produto
educacional gque consiste em atividades dispostas em blocos, facilitando sua organizacao e
aplicacdo. A primeira delas corresponde a uma atividade de sondagem dos conhecimentos
geométricos prévios dos alunos. As trés atividades subsequentes sdo baseadas em exercicios
que desenvolvem determinadas competéncias, técnicas e aprendizados, enquanto que a Ultima
equivale a uma atividade avaliativa de verificacdo de aprendizagem. Cada uma delas apresenta
0 que serd construido, os objetivos da atividade, os procedimentos, sugestdes ao professor,
imagens das construcdes realizadas, pois o software apresenta diversos elementos visuais, e por
fim, os resultados esperados que se pretende alcancar com o desenvolvimento das atividades.
Esta sequéncia didatica ainda ndo foi aplicada, mas se configura pronta para uso docente.

5.1 A BNCC e a Matematica do Ensino Médio

A BNCC relacionado a area de Matematica e suas Tecnologias no Ensino Médio
“propde a consolidagdo, a ampliacdo e o aprofundamento das aprendizagens essenciais
desenvolvidas no Ensino Fundamental” (BRASIL, 2017, p. 527). Desta forma, propde
evidenciar de forma mais interrelacionada, os conhecimentos outrora adquiridos, no intuito de
“possibilitar que os estudantes construam uma visdo mais integrada da Matematica, ainda na
perspectiva de sua aplicagdo a realidade”. Quando se referencia esta realidade, é importante
salientar que hd uma diversidade de vivéncias cotidianas de cada aluno do Ensino Médio,
influenciados pelos “avangos tecnologicos, exigéncias do mercado, pelos projetos de bem viver

dos seus povos, pela potencialidade das midias sociais, entre outros” (ibid, p. 528). Assim, a
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aplicacdo de alguns contetdos de matemaética faz mais sentido para uns alunos do que para
outros e a maioria deles estd imerso no mundo tecnoldgico. Nesse &mbito, “destaca-se ainda a
importancia do recurso a tecnologias digitais e aplicativos tanto para a investigacdo matematica
como para dar continuidade ao desenvolvimento do pensamento computacional, iniciado na
etapa anterior”.

Acerca da Geometria, area especifica a qual esta dissertacdo aborda, as habilidades que
os alunos do Ensino Médio precisam ter assimilado na etapa de ensino anterior quanto ao
pensamento geométrico sdo: “interpretar e representar a localizacéo e o deslocamento de uma
figura no plano cartesiano, identificar transformac@es isométricas e produzir ampliacGes e
reducdes de figuras.” (BRASIL, 2017, p. 527). Ademais, devem conseguir “formular e resolver
problemas em contextos diversos, aplicando os conceitos de congruéncia e semelhanca”. Neste

contexto, Brasil (2017) ainda apresenta que:

[...] a area de Matemética e suas Tecnologias tem a responsabilidade de aproveitar
todo o potencial j& constituido por esses estudantes no Ensino Fundamental, para
promover a¢Bes que ampliem o letramento matematico iniciado na etapa anterior. Isso
significa que novos conhecimentos especificos devem estimular processos mais
elaborados de reflex&o e de abstragdo, que deem sustentagdo a modos de pensar que
permitam aos estudantes formular e resolver problemas em diversos contextos com
mais autonomia e recursos matematicos. Para que esses prop0sitos se concretizem
nessa area, os estudantes devem desenvolver habilidades relativas aos processos de
investigacao, de construcao de modelos e de resolucdo de problemas. Para tanto,
eles devem mobilizar seu modo préprio de raciocinar, representar, comunicar,
argumentar e, com base em discussdes e validagdes conjuntas, aprender conceitos e
desenvolver representacfes e procedimentos cada vez mais sofisticados. (BRASIL,
2017, p. 528-529)

A despeito da Matematica e Lingua Portuguesa serem ofertadas em trés anos no Ensino
Médio, a proposta da BNCC é que os conteudos ndo sigam uma seriacdo, para que haja a
flexibilizac&o do curriculo escolar anual baseado na realidade e na proposta pedagogica de cada
escola. Assim, as habilidades estdo divididas em competéncias, mas estas nao estdo repartidas
em series. Esse fato ndo impede que haja uma relacdo entre as habilidades, nem que uma néo
contribua para o desenvolvimento de outras (BRASIL, 2017). Isto ndo impossibilita que o
publico alvo a ser selecionado para o produto educacional deste trabalho sejam alunos de séries

distintas do Ensino Médio.
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A seguir estdo listadas da BNCC as Competéncias Especificas de Matematica e suas
tecnologias para o Ensino Médio encontradas em Brasil (2017):

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situacoes
em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e
Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de
modo a contribuir para uma formagéo geral.

2. Propor ou participar de acOes para investigar desafios do mundo contemporaneo e
tomar decisOes éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de problemas sociais,
como os voltados a situagbes de saude, sustentabilidade, das implicacfes da tecnologia no
mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos e
linguagens proprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solucgdes propostas, de modo a construir
argumentagdo consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de
solugé@o e comunicacao de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacdo de padrdes,
experimentacdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma
demonstracdo cada vez mais formal na validacéo das referidas conjecturas.

Na préxima secdo sera justificado, dentro do contexto do uso de tecnologias digitais no
ensino de matematica, de que forma as competéncias compreendem as habilidades especificas

e como estas sugerem metodologias de ensino e aprendizagem.

5.1.1 O uso de softwares educacionais

A BNCC propde o uso de tecnologias digitais pelos estudantes, como calculadoras,
planilhas eletrdnicas, aplicativos de algebra e geometria dindmica e demais softwares que
possam servir de suporte a aprendizagem, desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. Esta
“valorizagdo possibilita que, ao chegarem aos anos finais, eles possam ser estimulados a

desenvolver o pensamento computacional, por meio da interpretacdo e da elaboracdo de
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algoritmos, incluindo aqueles que podem ser representados por fluxogramas (BRASIL, 2017,
p. 528).

Das 43 habilidades distribuidas entre as 3 grandes areas da Matematica do ensino médio,
a saber: Numeros e Algebra, Geometria e Medidas e Probabilidade e Estatistica, 14 delas
sugerem o uso de tecnologias digitais e softwares educacionais como sendo uma metodologia
opcional para fixacdo de estudos, anélise de resultados, aplicacéo e producéo de conhecimento.

Seguem as areas supracitadas e suas habilidades, bem como o0 numero da Competéncia
Especifica relacionada, em destaque no seu codigo ap6s o MAT. Além disso, estdo realcadas

as expressoes presentes no texto das habilidades que remetem ao uso dessas tecnologias digitais.

Numeros e Algebra

e (EM13MAT203) Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na execugao e na
andlise de acOes envolvendo a utilizacdo de aplicativos e a criacdo de planilhas
(para o controle de orcamento familiar, simuladores de célculos de juros simples e
compostos, entre outros), para tomar decisoes.

e (EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungdes polinomiais de 1° ou 2°
graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

e (EM13MAT401) Converter representacfes algébricas de funcbes polinomiais de 1°
grau em representacdes geomeétricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos
quais o comportamento € proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos
de algebra e geometria dinamica.

e (EM13MAT402) Converter representacdes algébricas de funcbes polinomiais de 2°
grau em representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo o0s casos nos
quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou
ndo a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dinamica, entre outros
materiais.

e (EM13MATS503) Investigar pontos de maximo ou de minimo de fungdes quadréticas
em contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira ou Cinematica, entre
outros, com apoio de tecnologias digitais.

e (EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem

fendmenos periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre
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outros) e comparar suas representacfes com as fungdes seno e cosseno, no plano
cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de algebra e geometria.
(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de
outras areas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares simultaneas, usando
técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.
(EM13MAT404) Analisar funcdes definidas por uma ou mais sentencas (tabela do
Imposto de Renda, contas de luz, agua, gas etc.), em suas representacoes algébrica e
grafica, identificando dominios de validade, imagem, crescimento e decrescimento,
e convertendo essas representagdes de uma para outra, com ou sem apoio de

tecnologias digitais.

Geometria e Medidas

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da area
de uma superficie (reconfiguracdes, aproximagdo por cortes etc.) e deduzir
expressdes de calculo para aplica-las em situacdes reais (como o remanejamento e a
distribuicdo de plantac@es, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.
(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de areas
totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situacdes reais
(como o célculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos
formatos sejam composicGes dos solidos estudados), com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem
apoio de aplicativos de geometria dinamica, para conjecturar a respeito dos tipos
ou composicdo de poligonos que podem ser utilizados em ladrilhamento,
generalizando padrdes observados.

(EM13MAT509) Investigar a deformacdo de angulos e areas provocada pelas
diferentes projecGes usadas em cartografia (como a cilindrica e a cénica), com ou

sem suporte de tecnologia digital.

Probabilidade e Estatistica

(EM13MAT202) Planejar e executar pesquisa amostral sobre questdes relevantes,

usando dados coletados diretamente ou em diferentes fontes, e comunicar 0s
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resultados por meio de relatério contendo gréficos e interpretacdo das medidas de
tendéncia central e das medidas de dispersdo (amplitude e desvio padréo),
utilizando ou nédo recursos tecnologicos.

e (EM13MAT406) Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com base
em dados obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo ou ndo o uso de

softwares que inter-relacionem estatistica, geometria e algebra.

Observe gue o uso dos recursos tecnologicos, como softwares de geometria dinamica,
estatistica ou &lgebra, aparecem como metodologia facultativa no processo de ensino
aprendizagem. Isso justifica o fato de neste trabalho, o produto educacional se constituir de uma
sequéncia didatica que utiliza um software educacional como ferramenta principal, cuja

apresentacdo se dara na proxima secao.

5.1.2 O GeoGebra®

O GeoGebra é um software de matematica dindmica livre de distribuicdo, escrito em
linguagem Java, por isso multiplataforma, e pode ser utilizado por professores e alunos em
todas as etapas de escolaridade. Este programa combina geometria, algebra e calculo, gerando
gréaficos de funcdes, figura planas e tridimensionais e até mesmo alguns jogos. Pelo seu eficiente
uso e acessibilidade, tem recebido diversas premiacdes como software educacional na Europa
e Estados Unidos. Suas atualiza¢des sao frequentes.

Este software foi escolhido por ser o programa de matematica mais conhecido
atualmente, de fécil usabilidade, gratuito, de grande interatividade com o usuério, que pode ser
desde uma crianca a um estudante de p6s graduacdo. O GeoGebra desperta nos alunos uma
grande capacidade de investigacdo, através do uso de suas ferramentas, tornando o estudo de
matematica mais acessivel, tangivel e até divertido. Além disso, ele permite ao professor ter
uma aula mais dindmica, despertando o interesse dos estudantes; sua conectividade se estende
a todo o mundo.

O GeoGebra foi criado pelo matematico e professor austriaco Markus Hohenwarter em
2001, e tem sido usado em todo o mundo, presente em quase 200 paises. Foi traduzido para 55
idiomas, com milhares de downloads e instalacbes mensais. Além disso, 44 paises possuem

Institutos GeoGebra que assessoram 0s usudrios, disponibilizando capacitacGes para 0 seu uso

9 Nesta dissertagao serd utilizada a versdo GeoGebra Classic 5, disponivel em portugués para download no
endereco eletrdnico <https://www.geogebra.org/download?lang=pt>.
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diverso, além de darem suporte para o desenvolvimento de materiais produzidos por professores
e estudantes, com o intuito de fortalecer e otimizar o processo de ensino aprendizagem, trazendo
aprimoracgdes no ambito educacional, cientifico e tecnoldgico.

E um excelente programa para o ensino da algebra e geometria no ensino béasico, uma
vez que a plataforma é auto instrutiva e a interface, embora bésica, é bem elaborada, assim
como as suas ferramentas que possuem uma usabilidade simples. Além disso, é til para
visualizacdo dos elementos geométricos que instiga e desperta o interesse dos alunos,
corroborando com a compreensao dos assuntos ensinados em sala de aula.

H& um livro auto instrutivo direcionado ao estudante da Editora Exato chamado
Aprendendo matematica com 0 GeoGebra, dos autores Araujo e Nobriga (2010), que ajuda
0 usuario a realizar construcbes geométricas sem a necessidade de o professor ensinar a
operacionalidade do programa. Segundo os autores, cabe ao professor as seguintes acoes:

o A partir das manipulagdes das figuras, auxiliar os alunos na formulagéo de conjecturas,
conclusdes e justificativas.

e Analisar até que ponto os alunos estdo conseguindo perceber e entender o que estéa por
tras das construcdes.

e Auxiliar a transferéncia do conhecimento adquirido com o computador para outros
contextos, como o lapis-papel.

¢ Diante do conhecimento das possibilidades do programa, estimular os alunos a fazerem
novas construcoes.

Para apresentacao da interface do GeoGebra, observe do lado esquerdo da Figura 53, a
Janela de Algebra, do lado direito a Janela de Visualizacio e abaixo, o campo de Entrada. Além
disso, hd uma barra de Menus e uma barra de Ferramentas. Caso seja digitado comandos no
campo de Entrada, se obtera representacdo algébrica e geométrica. Por outro lado, se forem
utilizadas as ferramentas disponiveis no menu, criando constru¢cdes geométricas, se obterdo

automaticamente suas representacdes algébricas em sua janela prépria.
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Figura 53 — Interface do Aplicativo GeoGebra Classic 5
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Fonte: Figura autoral.

A Figura 54 mostra o0 menu de ferramentas que pode ser utilizado para as construcoes
geométricas na Janela de Visualizagdo. A imagem que aparece em cada caixa é apenas um
simbolo representativo para outras opcdes de natureza semelhante. Ao clicar sobre a caixa ou
no canto inferior direito onde ha uma seta para baixo, uma janela com mais ferramentas

aparecera.

Figura 54 — Menu de ferramentas do GeoGebra.

1Y B P B %) (0] [P NNHES! &3

Fonte: Figura autoral.

E possivel que haja adaptacdes das ferramentas em outras versdes do GeoGebra, como
nomenclatura, ordem das ferramentas e interface.
A proxima se¢do abordara conceitos e principios basicos de SD, bem como a teoria de

aprendizagem adotada para esta e a sistematizacdo dos blocos de atividade.
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5.2 A Sequéncia Didatica

5.2.1 Definicdes e principios basicos

Segundo Pinto (2010, p. 8) apud Assumpc¢éo (2011, p. 35) uma SD “é uma forma de
apresentacdo do conteldo e estrutura-se em torno de um conjunto de atividades devidamente
esquematizadas para ministrar o conteido sem que tenha um produto final”, ou seja, sdo
procedimentos pedagadgicos utilizados por professores com o objetivo de ensinar, desenvolver,
aprimorar, ou mesmo introduzir algum contetdo escolar.

Em seu livro, Oliveira (2013. p. 39) define SD como sendo um simples mecanismo que
“compreende um conjunto de atividades conectadas entre si, e prescinde de um planejamento
para delimitacdo de cada etapa e/ou atividade para trabalhar os conteudos disciplinares de forma
integrada para uma melhor dindmica no processo ensino-aprendizagem”.

Segundo Assumpcao (2011), é necessario um processo de preparacdo (planejamento)
do professor, dominio do conteudo a ser tratado, associacdo dos saberes prévios dos alunos aos
novos e conceitos claros do significado do conhecimento recebido pelos alunos, assim toda a
troca de saber ocorrera de forma efetiva com a interagéo aluno-professor.

Embora tenha sido criada na Francga no inicio dos anos 80 onde era subsidiada pela teoria
de Vygotsky (sdcio interacionismo), a SD no Brasil comecgou a ser trabalhada por conta de sua
publicacdo dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) em 1992 (OLIVEIRA, 2013).
Atualmente esse método de SD se baseia em diversas abordagens pedagdgicas e pode ser
aplicada em variadas areas do conhecimento.

Oliveira (2013, p. 40) resume 0s passos basicos de uma sequéncia didatica:
Escolha do tema a ser trabalhado;

Questionamentos para problematizacéo do assunto a ser trabalhado;
Planejamento dos conteudos;

Obijetivos a serem atingidos no processo ensino-aprendizagem;

vV V V V V

Delimitacdo da sequéncia de atividades, levando-se em consideracdo a formacdo de
grupos, material didatico, cronograma, integracdo entre cada atividade e etapas, e

avaliagéo dos resultados.

Vamos apresentar na se¢do seguinte a abordagem pedagdgica que serd utilizada na SD.
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5.2.2 Teoria das Situagdes Didaticas (TSD)

No final da década de 1960, em meio ao movimento da Matematica Moderna, surgiu a
Teoria das Situacdes Didaticas (TSD) de Guy Brousseau, sobre a qual esta subsidiada a SD
desta dissertacdo. Originalmente, o foco dessa abordagem ao ser criada era o Ensino da
Matematica, assim como a Teoria dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud.

Brousseau considera essencial a influéncia do meio sociocultural na aprendizagem,
assim como Vygotsky, e denomina de situacdo esse modelo de interacdo. Além disso, considera
0 professor como um agente participativo nesse processo.

O objetivo da Teoria das Situagdes Didaticas “é de propiciar a reflexdo sobre as relagdes
entre os conteldos do ensino e os métodos educacionais e, de modo mais amplo, abordar a
didatica como campo de investigacdo cujo objeto € a comunicacdo dos conhecimentos
matematicos e suas transformagdes.” (SILVA, FERREIRA, TOZETTI, 2015. p. 12) Assim, a
relacdo didatica se estabelece em dois processos: a aculturacdo e a adaptacdo independente. A
primeira acontece quando dois ou mais individuos de distintas culturas ou saberes entram em
contato direto e continuo, gerando mudancas resultantes do contato. J& a segunda, € um
transcurso no qual o aluno vai se adaptando ao meio naturalmente no transcorrer das atividades
propostas.

Brosseau, em sua teoria, denomina como milieu 0 meio de aprendizagem em que se
insere todos os atores desta e 0 considera como o ponto central de sua abordagem. Segundo
Brousseau (2008 apud SILVA, FERREIRA, TOZETTI, 2015):

[...] os comportamentos dos alunos revelam o funcionamento do meio, logo é o meio
que deve ser modelado, um meio que seja autbnomo e antagdnico ao sujeito. Diz-se
autdbnomo porque o aluno deve se conduzir a partir das situaces propostas pelo
professor. Diz-se antagbnico porque deve haver certo equilibrio entre o que se propoe
e a capacidade de o aluno se conduzir em meio a atividade, ou seja, a atividade
proposta deve ser dosada: ndo deve ser dificil a ponto de o aluno ndo conseguir
avancar; ndo deve ser facil a ponto de o aluno ndo se sentir motivado. Este meio, que
Brousseau (1996) denominou de milieu, deve ser planejado e organizado pelo
professor/pesquisador para que a aprendizagem ocorra em uma interagao baseada em
desequilibrios, assimilacGes e acomodacdes - conforme propds Piaget (1976; 1990) -
permitindo ao aluno refletir sobre suas acles e retroagdes, impondo-lhe restrigdes com
uso de regras que devem ser respeitadas. (SILVA, FERREIRA, TOZETTI, 2015, p.
4)

Brousseau (1996) ainda esclarece que o milieu deve viabilizar a interagdo autbnoma do

aluno em relacdo as situacbes e ao professor. Quanto ao aspecto antagonico, conforme
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apresentado no texto, denota que a situacdo didatica construida, seja por intermédio da
resolucéo de problemas ou por jogos, tem um proposito ndo evidenciado pelo professor.

Segundo Brousseau, 0 planejamento do milieu, em uma situacdo didatica, precisa
possibilitar ao aluno momentos de resolugdo do problema escolhido para que, de uma forma
individual e sem a intervencdo docente, ele possa adquirir um conhecimento novo. Na
perspectiva de Brousseau (1996), uma situacao de ensino adequada se caracteriza pela resposta
auténtica do aluno, em detrimento de uma resposta que o professor pretende ensinar-lhe.

O aluno deve ser instigado a resolver problemas de forma autbnoma, baseada apenas no
seu proprio conhecimento e nas orientagcfes iniciais e ndo com procedimentos e algoritmos
designados de forma direta pelo professor. Momentos como esse sdo denominados por
Brousseau de situacdes a-didaticas, cujo planejamento deve ser fundamentado sob a perspectiva
de se ensinar novos conhecimentos através do desafio de resolver problemas com a bagagem
de conhecimentos do aluno e ndo leva em conta as razdes didaticas para construir esses
conhecimentos, justificados pela ldgica da situacdo. Desta forma, “as situacdes a-didaticas
constituem o momento de grande potencialidade justamente por poder vir a romper as
condenaveis praticas da repeticdo e do modelo.” (SILVA, FERREIRA, TOZETTI, 2015. p. 4).

A BNCC (BRASIL, 2017) corrobora com essa prerrogativa quando diz que:

[...] para o desenvolvimento de competéncias que envolvem raciocinar, é necessario
que os estudantes possam, em interacdo com seus colegas e professores, investigar,
explicar e justificar as solu¢bes apresentadas para os problemas, com énfase nos
processos de argumentacdo matematica. Embora todos esses processos pressuponham
0 raciocinio matematico, em muitas situa¢fes sdo também mobilizadas habilidades
relativas a representagdo e a comunicacao para expressar as generalizag@es, bem como
a construcdo de uma argumentacdo consistente para justificar o raciocinio utilizado.
(BRASIL, 2017. p. 529)

Em algum momento o proprio aluno vai perceber que seus conhecimentos sdo ineficazes
para resolver todos os tipos de problema e no seu trabalho intelectual, vai entender que o fazer
matematico ndo se concentra apenas na aplicacdo de defini¢des e teoremas outrora assimilados,
mas na arte de resolver problemas. Entdo vai precisar da agéo do professor de forma dosada,
posicionando o conhecimento almejado a uma distancia adequada do conhecimento anterior do
alunos, para que o milieu ndo se torne ineficaz (se a distancia for grande) ou inexista (se 0
professor exagerar no auxilio ao aluno e essa distancia for minima), prescindindo a

oportunidade de estimular no aluno o sujeito-pesquisador.
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Se referindo ainda as etapas e aos processos da TSD, Silva, Ferreira e Tozetti, (2015)

apresentam seus quatro principios basicos, afirmando inicialmente que:

[...] no curso do desenvolvimento da situacdo didatica haverd um momento em que
ocorrera a institucionalizagdo, momento em que o professor ordenara e sistematizara
os conhecimentos adquiridos pelos alunos e, até mesmo, redirecionard o
desenvolvimento da situagdo didatica, caso os alunos deem indicios de
impossibilidade de alcance dos objetivos delineados, mesmo que em parte, pela
situacdo didatica. As fases de desenvolvimento da TSD sdo outra particularidade de
destaque: acdo, formulacdo e validacdo. Na acdo, os alunos analisam o contexto e
tomam decisdes, 0 que inclui o desenvolvimento de estratégias. Na formulacdo, o
aluno retoma conhecimentos estabelecidos e envolve outros sujeitos que cooperam
com a atividade. A validacéo é caracterizada pelo apoio dos alunos sobre o conjunto
de dados obtidos ao longo da experimentacdo e observagdes do professor. (SILVA,
FERREIRA, TOZETTI, 2015. p. 12)

Nesse aspecto, fundamentado na classificacdo das situacdes didaticas apresentados em
Oliveira (2013, p.68), em todas as atividades da SD, organizadas na proxima sec¢ao, o aluno tera
o privilégio de desenvolver sua autonomia na resolucdo de problemas dentro de situacdes a-
didaticas, frequente e ligeiramente orientado pelo professor, desafiado na dosagem adequada
de dificuldades baseado no que o aluno j& conhece, onde nestas situacfes de acéo, os alunos
poderdo interagir entre si e com o software GeoGebra. Em seguida, o educador pode explanar
os algoritmos para as construcdes adequadas, explicando o uso das ferramentas e gerando
situacOes de formulacdo. Ao fazer perguntas de reflexdo acerca dos conceitos assimilados e
das propriedades dos elementos geométricos construidos, o professor possibilita uma situacéo
de validacao, ap0s ter estimulado “os alunos a descobrirem e elaborarem argumentos validos
de aprendizagem” que tiveram. Por fim, “tanto o professor quanto os estudantes devem
estabelecer convencBes sociais”, organizar o conhecimento adquirido em cada uma das
atividades, gerando a situacdo de institucionalizacdo e verificando se algum aluno ndo
conseguiu atingir a aprendizagem almejada, redirecionando o desenvolvimento da situacdo
didatica, conforme citado anteriormente.

O TSD esta estratificado na abordagem construtivista, pois foi influenciado pelas teorias
psicogenéticas de Vygotsky e Piaget. Além disso, um dos seus principais pilares é o Contrato
Didatico. Finalizaremos esta subsecdo abordando alguns aspectos deste.

Segundo Oliveira (2013), podemos definir o Contrato didatico como sendo:

0 compromisso que se estabelece entre professor e aluno em relacdo ao
conhecimento/saber. Mais precisamente, é 0 conjunto de comportamentos que o
professor espera dos alunos, e por vez, o que 0s alunos esperam em termos de um
conjunto de comportamento do professor. [...] nada mais é do que estabelecer as regras

do jogo. Numa situacdo didatica, cada participante aceita discutir uma proposta de
atividade sugerida pelo professor e que ambos possam assumir compromissos, e ao
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longo do processo de ensino e aprendizagem serdo realizadas avaliacfes, para
acréscimos de novas regras e/ou reforgar tudo que ja havia sido discutido e assumido
em temos de compromisso, tanto pelo professor como pelos alunos. (OLIVEIRA,
2013. p. 70)

E muito importante que haja entre as partes envolvidas no processo de ensino-
aprendizagem, acordos para defini¢bes de regras para o desempenho das situacdes didaticas,
tais como: definir parametros, determinar cronograma com prazo para entrega das atividades e
apresentacdes de resultados de forma oral ou documentada etc.

Segue na proxima secdo, a organizacao dos blocos de atividades da SD e sua descricéo,
incluindo as justificativas paras as atividades de sondagem e avaliacdo, aplicadas no inicio e

fim da sequéncia, respectivamente.

5.2.3 Sistematizacdo das Atividades

A SD proposta nesta dissertagdo utiliza-se de uma ferramenta educacional de
matematica dindmica, 0 GeoGebra, abordado na se¢do anterior. Outrossim, possui 16 atividades
propostas aos alunos, divididas em 5 Blocos de Atividades, doravante denominados apenas de
BA.

O cronograma de aplicacdo pode ser organizado de forma a ser aplicada em quatro
semanas ou um més, com encontros diarios, com alguns dias extras prevendo eventuais feriados
ou outras situacdes. Desta forma, o professor pode ficar a vontade para escolher os dias de
aplicacdo. Cada encontro deve abordar uma atividade e sua duragdo pode variar de uma a duas
horas, dependendo da atividade a ser desenvolvida, e deve ser realizada em um laboratério de
informéatica. A quantidade ideal de alunos é 25, para que o professor orientador possa
acompanhar o desenvolvimento dos alunos participantes de forma mais individual, sendo
possivel também sua realizacdo em um laboratério de pequeno porte. Caso ndo haja
disponibilidade de tempo do professor com os alunos selecionados para o desenvolvimento das
atividades em um més, a sequéncia pode ser aplicada em dois meses, com dois encontros por
semana. Entretanto os encontros ficam bastante espagados, podendo haver uma influéncia
negativa nos resultados.

Em relagéo aos BA, temos que: o inicial sera de verificagdo dos conhecimentos prévios
dos alunos sobre geometria, 0 BA 1 para construgdes geométricas basicas que serdo necessarias
para as atividades subsequentes deste trabalho, tais como circulos e tridngulos e suas respectivas
classificagbes, o BA 2 abordando heuristicas e métodos de determina¢do geométrica do ponto

de Fermat, o BA 3 sobre as AS com constru¢des de ARM para n = 4, 5 e 6 pontos iniciais
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utilizando o algoritmo de Melzak e concluiremos a sequéncia com um bloco de atividades
avaliativas, verificando quais conhecimentos foram adquiridos, quais foram apenas
aperfeicoados e se as atividades cumpriram seu proposito nos BA anteriores.
A primeira atividade sera de sondagem dos conhecimentos geométricos dos alunos, cuja
importancia é bem destacada por Oliveira (2013):
Também, é importante compreender que a sondagem inicial para a construcdo de um
conceito na primeira atividade, instiga o aluno a descrever um conceito, que é
resultante de um conhecimento que foi construido ao longo de suas experiéncias, cujas
ideias foram assimiladas ao longo de sua existéncia/experiéncias sobre a tematica que
se pretende trabalhar no contexto da sala de aula ou por meio de oficinas pedagdgicas.
Este procedimento, além de facilitar a integracdo entre docentes, discentes, dos
educandos entre si e coordenadores, tem como desfecho final a sistematizacdo de

conhecimentos pré-existentes, e a constru¢do de um novo saber. (OLIVEIRA, 2013.
p. 46)

Os novos saberes, no caso desta SD, resumem-se a construcdo do Ponto de Fermat e
Arvores de Steiner, abordados nas se¢des anteriores deste trabalho, utilizando o GeoGebra.
Além disso, durante o processo de elabora¢es geométricas, os alunos revisitardo conceitos
basicos ensinados nas aulas de matematica tais como ponto, reta, plano, circunferéncia, angulos,
propriedades, caracteristicas e classificacdes de figuras planas e convexas, poligonos, distancia
euclidiana etc.

Quanto ao bloco de atividades avaliativas, Oliveira (2013) ainda destaca a sua
importancia como parte da SD:

A sequéncia didatica é um procedimento para a sistematizacdo do processo ensino-
aprendizagem, sendo de fundamental importéncia a efetiva participag¢do dos alunos.
Essa participacdo vai desde o planejamento inicial informando aos alunos o real
objetivo da sequéncia didatica no contexto da sala de aula, até o final da sequéncia
para avaliar e informar os resultados. (OLIVEIRA, 2013, p. 40)

Nessa fase de finalizacdo da SD, na qual é feita a avalia¢do, o professor podera também
se utilizar de quaisquer meios pedagogicos, desde que Ihe permita a verificacdo da apreensdo
de modo geral feita pelos alunos do conhecimento apresentado durante as atividades.

Tanto as atividades de sondagem quanto as de avaliacGes estardo disponiveis no
Apéndice desta dissertacdo para que o professor possa utilizar a metodologia que ele considerar
mais adequada. Entretanto, sera sugerida uma metodologia de atividades para ambos os BA.

A seguir encontra-se a Tabela 2, que apresenta de forma geral as atividades separadas
em blocos. Cada uma delas é constituida de objetivos, descricdo, sugestdes ao professor e
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resultados esperados. Antes de iniciar as atividades, podem ser escritas em um quadro as

definicdes e conceitos iniciais que serdo utilizados nelas.

Tabela 2 — Atividades da Sequéncia Didatica separadas por blocos com descricao.

BA de Sondagem

Verificacdo de conhecimentos geométricos prévios dos estudantes

utilizando a ferramenta tecnolégica educacional Kahoot.

Atividade Unica

Metodologia aberta. As 20 questdes estdo no Apéndice A.

Atividade 1 Construcéo de regides triangulares a partir de trés pontos nédo colineares
quaisquer utilizando diferentes métodos.

Atividade 2 Construcdo de triangulos: Equilatero, Isosceles e Escaleno.

Atividade 3 Construcéo de triangulos: Acutangulo, Retangulo e Obtusangulo.

Atividade 4 Construcdo de pontos notaveis do triangulo: Baricentro, Incentro,
Circuncentro e Ortocentro.

Atividade 5 Construcéo de Circulos através de seus elementos e de circulos inscritos
(incirculos) e circunscritos a triangulos (circuncirculos).

Atividade 1 Heuristicas para a obtencdo do Ponto de Fermat.

Atividade 2 Meétodo de Torricelli.

Atividade 3 Método de Simpson.

Atividade 4 Método de Ptolomeu.

Atividade 1 Heuristicas para Construcio de Arvores de Steiner e suas topologias.
Atividade 2 Construcdo de ARM para n = 4 pontos iniciais.

Atividade 3 Construcdo de ARM para n =5 pontos iniciais.

Atividade 4 Construcdo de ARM para n = 6 pontos iniciais.

BA de Avaliacéo

Avaliacéo dos conhecimentos adquiridos.

Atividade Teorica

Prova Tedrica. As 10 questdes estdo no Apéndice B.

Atividade Prética

Utilizando o software GeoGebra. As 10 questdes estdo no Apéndice C.

Fonte: Tabela autoral.

A préxima secdo abordard as atividades da SD, dispostas em blocos, que serdo

subsidiadas pelo software educacional GeoGebra.
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5.3 Blocos de Atividades (BA)

5.3.1 BA de Sondagem

Este bloco tem o objetivo de verificar o conhecimento prévio de geometria basica dos
estudantes, assim como alguns conteidos de geometria que serdo utilizados ao longo dos BA.
A forma como o professor ira realizar essa sondagem fica a critério, desde que o método auxilie
o professor a aferir qual a bagagem de conhecimento matematico os alunos trazem de suas
vivéncias e interacdes ao longo da sua vida escolar.

Sugerimos uma ferramenta tecnoldgica educacional bastante interessante que pode
empolgar os alunos durante sua utilizacdo. Trata-se do Kahoot, disponivel no sitio kahoot.com,
gue consiste numa plataforma de aprendizado baseada em jogos que pode ser usada em diversas
instituicdes de ensino. Cada jogo, chamado de Kahoot, consiste em testes de mdultipla escolha
que permitem a geragdo de usuarios e podem ser acessados por meio de um computador, tablet
ou smartphone com acesso a internet através do seu sitio eletrdnico ou do aplicativo Kahoot.

Nesse jogo as perguntas sdo temporizadas e projetadas pelo professor, e os alunos
precisam respondé-las no seu proprio aparelho com o simbolo da sua resposta correspondente.
A medida que alguém responde, ganha-se uma pontuacao caso a resposta esteja correta. Ao
terminar o tempo proposto de cada pergunta é apresentado um podio parcial dos participantes
baseados na sua pontuacdo, quanto mais rapido for marcado a resposta, mais pontos sao ganhos.
Os resultados sdo cumulativos e no fim do questionario, é dado um resultado final.

As 20 atividades dessa avaliacdo diagnostica estdo descritas no Apéndice A deste
trabalho de forma corrida, com questdes subjetivas e objetivas acerca dos assuntos geométricos
que serdo abordados. Assim o professor adapta esse questionario a metodologia que sera
utilizada na Sondagem. Ele pode escolher também somente uma quantidade especifica de

questdes, as que possuem uma habilidade e conhecimento que ele gostaria de verificar.

532BA1

As ferramentas do GeoGebra serdo apresentadas no transcorrer das atividades de cada
BA. Como este é o primeiro deles, a maioria dessas ferramentas sera utilizada aqui. A seguir, a
Tabela 3 apresenta a descricdo detalhada das constru¢Ges geométricas a serem produzidas nas
atividades do BA 1.
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Tabela 3 — Descricdo detalhada da descricdo das atividades do BA 1.

Atividades

Descricédo Geral

Detalhamento das Construgdes Geométricas

Construcdo  de
regides

triangulares a

» Utilizacdo da tecla MOVER

geométricos construidos;

' para deslocar objetos

» Construcdo de trés pontos ndo colineares utilizando a

A
°

ferramenta PONTO ;
» Construcdo de um triangulo ligando trés pontos nédo
reta utilizando a

colineares por segmentos de

1
partir  de  trés ferramenta SEGMENTO < :
pontos nao » Construcdo de um triangulo qualquer utilizando a
colineares. ) ~
ferramenta POLIGONO < «;

» Construcdo de uma regido triangular obtida através da
intersecdo de trés retas concorrentes duas a duas,
utilizando a ferramenta RETA ”'/ :

» Construcdo de um tridngulo equilétero utilizando a
ferramenta POLIGONO REGULAR w2 ;

» Construcdo de um triangulo escaleno, utilizando a

Construcdo dos . ; . >
tridngulos errament~a POLIGOI\-IAO RIGI-Df) o]
5 equiléteros, » Construcdo de um triangulo isésceles com o uso das
isdsceles e ferramentas e MEDIATRIZ X ;
escaleno. » Utilizacao da ferramenta DISTANCIA,
COMPRIMENTO OU PERIMETRO e para exibir
rotulos de segmentos de reta com 0 seu comprimento,
bem como perimetros dos poligonos e circunferéncias.
Construcéo de » Construcdo de um triangulo acutangulo e um triangulo
3 triangulos:

acutangulo,

D

obtusangulo, utilizando a ferramenta POLIGONO | =~
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obtusangulo e

retangulo.

e a ferramenta ANGULO 4;_ para verificar seus
angulos internos;

» Construcdo de um tridngulo equiléatero utilizando as

ferramentas SEGMENTO /-, RETA / e

ANGULO COM AMPLITUDE FIXA “.

Construcgéo de
pontos notaveis
do triangulo:
Baricentro,
Incentro,
Circuncentro e

Ortocentro.

» Construcédo do Baricentro de um triangulo utilizando as

ferramentas PONTO MEDIO OU CENTRO * - e

SEGMENTO < ;

» Construgdo do Ortocentro utilizando a ferramenta

RETA PERPENDICULAR J(

» Construcdo do Circuncentro com o uso da ferramenta

MEDIATRIZ X
» Construcdo do Incentro fazendo uso da ferramenta

BISSETRIZ J%,

» Determinacdo dos pontos notdveis a partir da
ferramenta INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS

>

» Criar legendas utilizando a ferramenta TEXTO -

Construcdo de
Circulos através
de seus
elementos e de
circulos inscritos
e circunscritos a

triangulos.

> Construcdo de circulos utilizando as ferramentas

CIRCULO DADOS CENTRO E RAIO ©,
CIRCULO DADO UM CENTRO E UM DE SEUS

PONTOS @ e CIRCULO DEFINIDO POR TRES

PONTOS O ;

a=2

> Uso da ferramenta CONTROLE DESLIZANTE ' —
para aumentar e diminuir pardmetros das equacdes de
circunferéncia;

> Uso da ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO

OU PERIMETRO / para calcular o comprimento de
uma circunferéncia;
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» Criacédo de Circulos inscrito e circunscrito a partir dos
pontos  notaveis  Incentro e  Circuncentro,
respectivamente, de um triangulo dado.

Fonte: Tabela autoral.

ATIVIDADE 1

Nesta atividade faremos a construcéo de tridangulos quaisquer diretamente na Janela de
Visualizagdo, utilizando acessorios disponiveis na barra de ferramentas do GeoGebra. As
construcdes geometricas dessa atividade, como em todos os BA, serdo realizadas na Janela de
Visualizacdo com a malha e eixos coordenados ocultos.

Objetivos: entender que trés pontos ndo colineares formam um tridngulo; compreender
que a regido triangular correspondente € a regido do plano, delimitada por segmentos de reta
gue unem os trés pontos dois a dois e perceber que trés retas coplanares concorrentes duas a
duas delimitam uma regido triangular.

A
Descricdo: apds iniciar o programa, utilize a ferramenta PONTO * * e clique com o

botdo esquerdo em trés lugares distintos no plano, dentro da Janela de Visualizacdo. A rotulacéo
é automatica (letras maiUsculas). E possivel também fazé-lo, clicando na barra de entrada,
digitando a letra (ro6tulo) do ponto seguido do sinal de igualdade e suas coordenadas. Os trés
pontos sdo A, B e C.

Apos clicar na caixa de ferramentas MOVER 8 , utilize a tecla Ctrl, selecione os trés
pontos criados, copie e cole em outros trés lugares no plano. Os novos trios de pontos serdo (As,
Bi1, C1), (A2, B2, C2) € (As, Bs, Ca).

Cligue sobre a ferramenta SEGMENTO - . Utilize-a para ligar os pontos A, Bie Cy,

formando 0 441B1C1, cujos lados sdo f, g e h. Em seguida, clique na ferramenta POLIGONO

-

clicar no A2 novamente, a linha poligonal nao fechara. O poligono formado é o 442B2C»,

“, a quinta caixa, e selecione como Vvértices Az, B2, C2 e A2 novamente. Note que se ndo

congruente com o triangulo anterior. Dois triangulos sdo congruentes se for possivel mover um

deles, sem deformar, até fazé-lo coincidir com o outro.

Por altimo, escolha a ferramenta RETA / . Em seguida selecione os pares (As, Bs),
(As, C3) e (Bs, C3). As retas concorrentes i, j, k criadas dividem o plano em 7 regides, entre as
quais se encontra a regido triangular AsBzCaz. Tais retas séo chamadas de reta suporte dos lados

do 443B3Ca. Este também é congruente aos demais tridngulos construidos.
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Todas as construgfes citadas anteriormente podem ser observadas na Janela de
Visualizagio do GeoGebra, na Figura 55, bem como a Janela de Algebra mostrando todos 0s
elementos geométricos na ordem em que foram construidos.

Resultados esperados: agucar a percepcdo geométrica do aluno a partir das ideias de
que ndo hé reta que possa conter trés pontos ndo colineares e que o tridngulo € um poligono
convexo, constituido por uma linha poligonal fechada, cujos lados possuem retas suporte. Além
disso, fazer com que o aluno observe que pontos, segmentos de reta e reta possuem,
respectivamente, coordenadas (localizacdo), comprimento (medida) e equacgéo cartesiana que

podem ser visualizados na Janela de Algebra.

Figura 55 — Regies triangulares construidas a partir de trés pontos A, B e C.

€7 GeoGebra Classic 5 - [m] X

Arquivo Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

B] A o0 40N @

» Janela de Algebra = X/|» Janela de Visualizagio X
® A=(-1.28, 5.58)

® B=(-3.1,2.74)

® C=(2.94, 3.02)

® A =(0.46,-0.74)

® B, =(-1.36, -3.58)

® C, =(4.68, -3.3)

® f=3.37

® g=494

® h=6.05

® A, =(10.92, 6.62)

® B,=(9.1,3.78)

® C,=(15.14, 4.06)

® c,=3.37

® a,=6.05

® b,=4.94

® t1=8.32

® A, =(13.65,-0.78)

® B, =(11.83,-3.62)

® C = (17.87,-3.34)

® i: 2.84x - 1.82y = 40.19
® j: 2.56x + 4.22y = 31.65
® k: -0.28x + 6.04y = -25.18

Entrada:

Fonte: Figural autoral.

ATIVIDADE 2
Nesta atividade sera descrito o passo a passo detalhado de como construir os diferentes
tipos de tridangulo quanto aos lados. Observe as seguintes definicdes para cada classificacao.

Definicdo: (NETO, 2013, Defini¢do 1.10) Um triangulo ABC é denominado:
a) Equilatero, se AB = AC = BC.

b) Isosceles, se ao menos dois dentre AB, AC, BC forem iguais.

c) Escaleno, se AB =AC=BC=AB.
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Objetivo: construir os trés tipos de triangulos relativo aos LADOS — Equilatero,
Is6sceles e Escaleno através de diferentes ferramentas do GeoGebra.

Descricdo: inicialmente, para construir um Triangulo Equilatero, clique na ferramenta

POLIGONO REGULAR D . Selecione dois pontos quaisquer e digite a quantidade de lados
que o poligono regular deve ter. Um poligono regular possui lados com o mesmo comprimento
e angulos internos congruentes. Como o tridngulo equildtero possui essas caracteristicas, entao
é regular. O terceiro ponto gerado automaticamente, que possui uma cor diferente dos outros, é
chamado de Ponto Equiléatero.

Para garantir que os lados, de fato, tenham o mesmo comprimento, selecione a

ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO :/ Com ela, é possivel
rotular o comprimento de segmentos ou perimetro de um poligono clicando sobre eles. E
possivel alterar os rotulos de quaisquer objetos geométricos construidos ou configurar para que
0S Novos objetos ndo possuam rétulos, isso pode ser ajustado no menu Opg¢des —> Rotular. Para
mudar os rotulos dos segmentos de reta de forma que fiqgue somente seu comprimento, clique
com o botdo direito sobre o0 objeto e selecione a op¢do Propriedades na janela que se abre. Em
seguida, clique na aba Bésico e configure o Exibir Rétulo para Valor.

Para a construcdo de um Tridngulo Escaleno, selecione a ferramenta POLIGONO

RIGIDO P e construa um tridngulo qualquer. Ha uma grande probabilidade de ele possuir
lados com diferentes comprimentos, uma vez que essa ferramenta deixa livre a sua construcao.

Entretanto faca a verificacdo adicionando o tamanho dos seus lados com a ferramenta

DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO e e configure o rétulo dos seus lados
como Valor. Note que o ultimo ponto selecionado possui cor diferente dos demais, pois ndo é
possivel mové-lo.

Por fim, inicie a construcdo do Tridngulo Isosceles clicando na ferramenta SEGMENTO
* e construa um segmento de reta qualquer que sera a base do triangulo. Em seguida, utilize

a ferramenta MEDIATRIZ >< , clicando nas extremidades do segmento criado. Sera criada
uma reta perpendicular ao segmento, interceptando-o no seu ponto médio. Esta reta mediatriz

é o Lugar Geométrico dos pontos que podem ser vértices do triangulo isosceles em questdo. De

forma analoga, utilize a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO /-

para revelar o comprimento dos lados do triangulo e verificar que suas propriedades foram
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satisfeitas. Por fim, suprima o nome (letra correspondente) dos rétulos dos lados do tridngulo,
deixando apenas seu valor métrico.

Veja a seguir, na Figura 56, as construcdes dos triangulos realizadas no GeoGebra. O
triangulo verde (44BC) representa o tridngulo equilatero, enquanto que o triangulo azul (4DEF)
representa o tridngulo escaleno e por fim, o tridngulo laranja (AGHI) representa o tridngulo

isosceles.

Figura 56 — Triangulo Equilatero ABC, Triangulo Isdsceles DEF e Triangulo Escaleno GHI.

€ Bloco 2 Atividade 2.agb - [u] X

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

DIPEs ISo] (1PN

» Janela de Algebra X/ » Janela de Visualizagao =X
® A=(-0.82,0.58)
® B =(5.68, 0.58)
[ ]
([ ]
® D =(8.66, 6.08)
® G=(17.12,1) o
® H=(226,0.92)
® g=548
h: -5.48x + 0.08y = -108.76
® 1=(19.95,7.22)
®h =683
®g,=683
®i=548
® t2=17.16
® E=(10.34, 0.76)
F,=(14.7, 1.82) Ad o B
®e=739
® d=4.49
® f=5.58
o t1=12.49
® F=(14.7,1.82)

Entrada:

e O

Fonte: Figural autoral.

Sugestdes ao professor: como sugestdo durante a exploracdo dessa atividade, solicite
aos alunos que procurem outras alternativas de construcdo dos triangulos em questdo. Além
disso, podem ser feitos 0s seguintes questionamentos acerca dos triangulos construidos, seja
segundo o algoritmo proposto nesta atividade ou pelos triangulos construidos de forma
alternativa por eles mesmos: O que acontece com os triangulos se, porventura, movermos 0s
seus vertices? Eles se deformam ou ndo? Por qué?

E necessario concluir a atividade informando aos alunos que ao movimentar quaisquer

K

desses triangulos, utilizando a ferramenta MOVER *, clicando sobre eles ou sobre seus
vertices, eles ndo podem deformar, invalidando suas caracteristicas principais. Se isso ocorrer,
a construcdo ndo foi bem elaborada. Caso os triangulos mantenham suas propriedades, sera

possivel mové-los de lugar e aumentar/diminuir a area delimitada por sua regido no plano.
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Aproveite a ocasido e retorne ao conceito de Congruéncia de triangulos, movendo os que foram
construidos e sobrepondo os demais.

Resultados esperados: distinguir os diferentes tipos de triangulos pelas suas
caracteristicas, entender quando um tridngulo é congruente a outro e quando um poligono €

regular. Além disso, entender a usabilidade de algumas ferramentas do GeoGebra.

ATIVIDADE 3
Vamos inicialmente definir as classificacdes de triangulo, levando em consideracao seus

angulos internos:

Definicdo: Um tridangulo ABC é denominado:

a) Acutangulo, se ABC <90°, ACB <90° e BAC < 90°.
b) Retangulo, se um dentre ABC, ACB, e BAC for igual a 90°.

c) Obtusangulo, se um dentre ABC, ACB, e BAC for maior que 90°.

Objetivos: Construir as trés classificacdes de tridngulos relativas aos ANGULOS —

Acutangulo, Retangulo e Obtusangulo.

Descricdo: Utilizando a ferramenta POLIGONO D' crie um tridngulo ABC. Em
<,

angulos internos do triangulo aparecerdo automaticamente com suas respectivas medidas em

seguida, como o auxilio da ferramenta ANGULO | clique sobre o poligono. Os rétulos dos

graus. Os rétulos serdo «, B e ¥, caso o documento seja novo e ndo tenha sido feito nenhum

outro angulo anteriormente. Outra forma de rotular angulos € clicando sobre duas retas ou dois
segmentos de reta.

E possivel classificar o tridngulo construido apenas observando as medidas dos angulos
internos do triangulo. Assim, repita o processo mais uma vez a fim de que se tenha dois
triangulos. Em seguida, utilize a ferramenta MOVER e desloque seus vertices, alterando a
medida dos angulos internos deles. Dessa forma, é possivel criar um Triangulo Acutangulo e
Tridngulo Obtuséngulo que s&o os mais faceis de serem construidos, seguindo as defini¢cGes no
inicio da atividade. Mova os rotulos de forma que eles figuem localizados em lugares adequados

e ndo sobre os vértices.
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A construcdo do Triangulo Retangulo segue um algoritmo diferenciado. E possivel
construi-lo da mesma forma dos anteriores, mas sugerimos um passo a passo de uma construcao
mais apropriada.

Construa um segmento de reta na direcdo horizontal, na direcdo vertical o caso é

analogo. Suas extremidades serdo vértices do tridngulo almejado. Clique na ferramenta

ANGULO COM AMPLITUDE FIXA “* eem seguida clique sobre a extremidade direita,
depois sobre a extremidade esquerda e digite 90 na janela que se abrira (caso tenha escolhido
um segmento na direcdo vertical, clique na extremidade de baixo depois na de cima).

Note que um ponto apareceu sobre a extremidade esquerda e um angulo reto também.
Construa uma reta clicando no ponto da esquerda e no novo ponto. Esta reta sera o lugar
geométrico do terceiro vértice do triangulo. Escolha um ponto sobre esta reta e utilize alguma
ferramenta ensinada nas atividades anteriores para construir um Tridngulo Retangulo. E

possivel ocultar algumas construcdes feitas ao longo do processo, clicando sobre elas com o

botdo direito e em seguida em EXIBIR OBJETO

A Figura 57 apresenta todas as constru¢des dessa atividade realizadas com o GeoGebra:

Figura 57 — Triangulo Acutangulo ABC, Tridngulo Obtusangulo DEF e Tridngulos Retangulos GHI e JKL.

€7 GeoGebra Classic 5 - [m] X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
ps) c
A ®l[l{a=2
(2] & A P OO 4N > o
» Janela de AlgebraX|» Janela de Visualizagdao x

® A=(1.96,4.14) °
® B =(0.9,-0.92)
® C=(9.9,-1.02)
® b=947
®a=9

®c=517

® t1=2282

® y=3238°

® 3 =78.81°

® a=68.81°

® D =(5.28, 8.52)
® E =(8.86, 3.08)
® F =(15.56, 2.86)
®e=11.74

® d=6.7

® f=6.51

® t2=17.83

® 7=26.96°

® ==12523°

® 5=27.82°

® G =(12.3, 0.64)
® H=(12.3, -4.2)
® | =(16.56, -4.2)
® h=6.45

< >

Entrada:

Fonte: Figural autoral.
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Sugestdes ao professor: peca aos alunos para somarem os angulos internos de cada
tridangulo. Aproveite a oportunidade para provar em sala de aula, porque a soma dos angulos
internos de um triangulo é equivalente a 180°.

E possivel mudar as cores dos tridngulos formados, clicando em propriedades ap6s dar
um clique com o botdo esquerdo sobre a figura. Assim como trocar a medida dos angulos de
graus para radianos, ou ainda ocultar a ferramenta. Oriente seus alunos a fazé-lo.

Resultados esperados: entender a funcionalidade das ferramentas de angulos e saber

diferenciar os triangulos quanto a medida dos seus angulos internos.

ATIVIDADE 4

Denominaremos aqui como elementos determinantes as alturas, as medianas, as
mediatrizes e as bissetrizes dos triangulos. A interseccdo entre os elementos determinantes de
mesma natureza determina os pontos notaveis.

Objetivos: construgdo de pontos notaveis do tridngulo: Baricentro, Incentro,

Circuncentro e Ortocentro.

seguida, oculte os rétulos dos lados. Em cada um dos quatro triangulos que serdo construidos,

Descricdo: utilize a ferramenta POLIGONO para construir um triangulo, em
determinaremos um ponto notavel distinto. Utilizaremos 4 tridngulos acutangulos, mas nos
demais tipos o procedimento é analogo. Os demais triangulos podem ser cépias do primeiro.

Para a construgdo do Baricentro do primeiro tridangulo, AABC, selecione a ferramenta

PONTO MEDIO OU CENTRO '* - e clique sobre os vértices de cada lado do triangulo. Os
pontos médios D, E e F serdo criados automaticamente. Utilize segmentos de reta e conectem

0S pontos recém-criados aos seus Vvértices opostos. Esses segmentos sdo denominados

medianas. Utilize a ferramenta INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS X e clique sobre duas
dessas medianas. Renomeie o ponto de intersec¢do G criado como Baricentro.

Agora, vamos construir mais um triangulo, duplicando o anterior. No AA1B1C1 vamos

utilizar a ferramenta RETA PERPENDICULAR )r para criar suas alturas. Basta clicar em
um vértice do triangulo e, em seguida, no lado oposto a eles. Repita 0 processo para os demais
vértices. O encontro desses elementos determinantes constitui o Ortocentro.

Para a constru¢cdo do Circuncentro, ap6s nova duplicacdo do primeiro tridngulo,

selecione a ferramenta MEDIATRIZ X e, em seguida, clique sobre os pares de vértices do
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AA2B,C. Utilize novamente a ferramenta INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS X clicando
sobre as mediatrizes criadas para criar o ponto notavel Circuncentro.

Para finalizar esta atividade, vamos determinar o Incentro do tridngulo AA3B3Cs,

também copia do primeiro. Utilize a ferramenta BISSETRIZ Jé e selecione os trés vértices
do tridngulo, na seguinte ordem: ABC, BCA e CAB. Desta forma serdo criadas
automaticamente trés retas que bissectam os angulos internos do triangulo em gquestdo. Como
jaesperado, a interseccao entre esses elementos determinantes € o Incentro.

Caso todos os elementos determinantes sejam ocultados, seguem as construcdes

conforme a Figura 58.

Figura 58 — Triangulo Acutangulo ABC, Tridngulo Obtusangulo DEF e Tridngulos Retangulos GHI e JKL.

%7 GeoGebra Classic 5 - O x
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..
R AL~ D O O £ [N =2 ) -
» Janela de Algebra|» Janela de Visualizagio X

® A=(-11.17,6.34) °
® B=(-13.41, 1.28) A Ay
® C =(-3.61, 1.32)
® b=907
® a=938
® c=5.53 Baricentro @ Ortocentro
® t1=24.75 o
D = (-12.29, 3.81)
E = (-8.51, 1.3) B (o
F = (-7.39, 3.83) 1 i
® f=553
® g=98
® h=9.07
i=9.03
j=6.54
k=57

® Baricentro = (-9.3
® A =(0.58, 6.41)

® B, =(-1.14, 1.35)

(. C.=(8.66, 1.39) § i

[Neenthe:

Entrada:

Fonte: Figural autoral.

Sugestdes ao professor: orientar os alunos a determinar 0s pontos notaveis do triangulo
nos outros casos, quando o triangulo é retdngulo ou obtuséngulo. Faga a anélise dos lugares
geométricos dos pontos notaveis para esses tipos. Inicie com as seguintes perguntas: Se o

triangulo for retangulo, os pontos notaveis em questéo continuaréo sendo internos a ele? E se
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for um tridngulo obtusangulo? Solicite aos alunos que movimentem os vértices dos triangulos,
modificando os angulos internos deles, para eles observarem o que acontece.

Sugira aos alunos para que facam todos os pontos notaveis em um triangulo so,
ocultando os elementos utilizados nas construcdes. Assim eles poderdo movimentar os vértices
do tridngulo e procurar uma configuracdo na qual todos os pontos notaveis possam convergir.

Oriente também os alunos a elaborar legendas para os pontos em cada tridngulo utilizando a

BC

ferramenta TEXTO 8

A Figura 59 a seguir apresenta tais construces.

Figura 59 — Localizagdo do Baricentro, Circuncentro, Incentro e Ortocentro de tridngulos acutangulo,

obtuséngulo e retdngulo, nessa ordem da esquerda para a direita.

7 GeoGebra Classic 5 - [m] X

Arquivo Editar Exibir Op¢bes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A ° -2

Y B B0 EINNIEIC 3

» Janela de AlgebraX/|» Janela de Visualizagio X

® A=(-0.36,3.48) °

® B =(-2.62, -0.72) Pontos Notaveis do ADEF:

® C=(4.92,-07) Pontos Notaveis do AABC: B, = Baricentro

® b=6.73 B. = Baricentro I, = Incentro

® a=754 1 i

®c=477 I, = Incentro C, = Circuncentro

®tl= 1-5.81 C, = Circuncentro D 0O, = Ortocentro

® D = (4.5, 5.54) O, = Ortocentro

® E=(742,-0.7)

® F=(12.7,-0.7)

® e=103

® d=5.28

® f=6.89

® t2 =16.47

® G =(13.96, -0.62)
H = (19.32, -0.66)
g: 0.04x + 5.36y =

® | =(18.34, -0.66)
h: -5.36x + 0.04y :

Pontos Notaveis do AGIJ:

® J=(18.39, 6.54) B, = Baricentro

® =842 I3 = Incentro

® g, =72 o C4 = Circuncentro
L]

®j=438 o 2 0O, = Ortocentro

< >

Entrada:

Fonte: Figura autoral.

Observe se algum aluno nota que a interseccdo de apenas dois dos trés elementos
determinantes, ja determina o ponto notavel correspondente.

Resultados esperados: desenvolver nos alunos as habilidades de construcéo
geométrica descritas nesta atividade e na assimilagdo de novas ferramentas do GeoGebra

distinguindo diferentes pontos notaveis do tridangulo, bem como seus elementos determinantes.
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Espera-se que os alunos percebam que quando o triangulo é equilatero todos o0s seus pontos

notaveis convergem.

ATIVIDADE 5

Definicdo: (NETO, 2013, Exemplo 3.2) Dados um real positivo r e um ponto O do
plano, o lugar geométrico dos pontos do plano que estéo a distancia r do ponto O é o circulo

decentroOeraior.

Objetivos: construcdo de Circulos através de seus elementos e de circulos inscritos
(incirculos) e circunscritos a triangulos (circuncirculos).

Descricdo: Caso os eixos coordenados ndo estejam sendo exibidos, clique com o botdo
direito sobre a janela de visualizacdo e selecione a opgdo Eixos para exibir 0os eixos
coordenados. E possivel também exibir ou ocultar a Malha.

a=2

Utilize a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE |~ para criar trés parametros: r, a
e b. O primeiro deve ter um intervalo de 0 a 10 com incremento de 0.1, conforme a Figura 60
a sequir:

Figura 60 — Janela de Controle Deslizante para o parametro r.

Controle Deslizante *
@Numero Nome
OAngulo  F
Clnteiro  CAleatério (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animacio

min: 0 max: |10 Incremento: 0.1

OK || Cancelar

Fonte: Figura autoral.

Para os parametros a e b, insira um intervalo de —10 a 10 com incremento de 0.1.

Agora insira no campo Entrada a seguinte equacdo: (x-a)*2 + (y-b)"2 = r que ¢
equivalente a equacdo reduzida da circunferéncia (x— a)2 +(y—b)2 =r’ naqual (a, b) sdo as

coordenadas do centro e r é o raio da circunferéncia em questio. E possivel movimentar 0s
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controles deslizantes automaticamente clicando sobre eles e selecionando a opgdo ANIMAR,
ou ainda fixa-lo no plano ou na tela na mesma janela.

Pode-se criar uma circunferéncia de varias formas. Uma destas formas é fazendo uso da

ferramenta CIRCULO DADO UM CENTRO E UM DE SEUS PONTOS ©
na Janela de Visualizacdo um ponto que sera o seu centro (A) e, em seguida, um ponto que
pertence & sua circunferéncia (B). Outra ferramenta ¢ CIRCULO DADOS CENTRO E RAIO

@

, onde se escolhe

, com a qual digita-se o comprimento do raio apds selecionar o centro do circulo (C).

Para exibir o comprimento dos circulos criados, basta clicar sobre eles utilizando a

ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO /-. Observe todas as
construcdes produzidas até agora na Figura 61:

Figura 61 — Construcdo de circunferéncias pela sua equacdo com controles deslizantes para 0s seus parametros.

€2 GeoGebra Classic 5 - [m] X

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra

®r=5

®a=32

®b=3

® eql:(x-3.2+(y-32=25
perimetroeq1 = 31.42

® Textoeq1 = “Circunferéncia

® A=(11.44, 2.6)
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Circunferéncia de d = 18.85

Fonte: Figura autoral.

Para finalizar esta atividade, vamos produzir o incirculo e circuncirculo de um triangulo
utilizando os pontos notaveis construidos na atividade anterior e usando uma nova ferramenta.

Inicie construindo o Incentro e o Circuncentro de um triangulo. Em seguida, utilize a

©

ferramenta CIRCULO DADO UM CENTRO E UM DE SEUS PONTOS " e clique sobre 0
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circuncentro e depois sobre um dos vertices do tridngulo. O circulo criado automaticamente é

circunscrito ao triangulo. Agora, usando a ferramenta RETA PERPENDICULAR J(

produza uma reta que passa pelo Incentro do triangulo e qualquer de seus lados. Utilize a

ferramenta CIRCULO DADO UM CENTRO E UM DE SEUS PONTOS @, e clique sobre o
Incentro (que sera o centro do incirculo) e a interseccdo da reta perpendicular criada com um

dos lados do triangulo (que sera um dos pontos da circunferéncia inscrita). E possivel criar um

circuncirculo utilizando a ferramenta CIRCULO DEFINIDO POR TRES PONTOS O ao
clicar sobre os vértices do triangulo, mas ndo sendo possivel determinar seu centro, isto €
determinar automaticamente o circuncentro do tridangulo em questéo.

A Figura 62 ilustra estas construgdes.

Figura 62 — Construgdo de circunferéncias inscrita e circunscrita a partir do incentro e circuncentro,

respectivamente, de um triangulo.

€2 GeoGebra Classic 5 - O X
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® k=747

®i=118

® m=10.48

< > < >

Entrada:

Fonte: Figura autoral.
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Sugestdes ao professor: oriente os alunos a movimentarem os controles deslizantes e
pergunte: o que acontece com a circunferéncia quando aumentamos e diminuimos 0s seus
parametros?

Peca que os alunos construam circunferéncias dados seus comprimentos.

Desenvolva os quadrados na equagdo reduzida para encontrar a equacdo geral da
circunferéncia e faca em seguida, se houver tempo, o caminho inverso, construir as equagoes
reduzidas a partir de equacdes gerais.

Antes de sugerir os passos de criacdo das circunferéncias inscrita e circunscrita a um
triangulo, oriente os alunos a desenvolverem heuristicas para que isso aconteca a partir de um

triangulo dado. E possivel que eles descubram com facilidade a ferramenta CIRCULO

DEFINIDO POR TRES PONTOS Q e criar um circuncirculo do triangulo, mas a inscrita
sera mais dificil. Acompanhe o desenvolvimento destas tentativas. Peca aos alunos para que
ndo se esquecam de ocultar alguns elementos das construcGes desenvolvidas durante o
processo.

Resultados esperados: desenvolver no aluno a ideia de circunferéncia como lugar
geométrico de todos os pontos que equidistam de um centro dado. Determinar um circulo
através de diversas construcdes geométricas e sua equacdo algébrica. Relacionar os pontos
notaveis incentro e circuncentro de um triangulo as circunferéncias. Fazer com que os alunos

entendam a funcionalidade dos pardmetros utilizados na equacao reduzida da circunferéncia.
523BA2

A Tabela 4 a seguir apresenta a descri¢do detalhada das construcGes geométricas a serem
produzidas em cada atividade do BA 2:

Tabela 4 — Descricdo detalhada com a descri¢do das atividades do BA 2

Atividades | Descricdo Geral Detalhamento das Construcdes Geométricas

- ABC .
Heuristicas para a » Utilizar a ferramenta TEXTO = paracriar legendas

1 obtencéo do Ponto para as regides: Ry, Roaté Rz;

de Fermat » Construir um ponto que possa solucionar o Problema

de Fermat por tentativa;
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> Utilizar o campo Entrada e a Janela de Algebra para
verificar o comprimento da rede que liga os vértices

do triangulo;

> Utilizar a ferramenta ANGULO ‘{‘ para observar

com que angulo o possivel ponto de Fermat “olha”

para os lados.

Método de

Torricelli

» Construir triangulos: todos os angulos menores que
120°, com um dos angulos igual a 120° e com um dos
angulos superior a 120

> Construir triangulos equilateros sobre os lados de um
triangulo  qualquer utilizando a ferramenta

POLIGONO REGULAR O g
> Fazer uso da ferramenta CIRCULO DEFINIDO POR

TRES PONTOS O, para criar circunferéncias
circunscritas aos triangulos equilateros;

» Calcular o tamanho da rede que liga os pontos dados
e 0 Ponto de Torricelli utilizando o campo
ENTRADA.

> Utilizar a ferramenta ANGULO < para observar
que os angulos formados pelos pares de segmentos AF
e BF, AF e CF, BF e CF tem medida exata de 120°.

Método de

Simpson

» Construir triangulos: todos os angulos menores que
120°, com um dos angulos igual a 120° e com um dos
angulos superior a 120

» Construir triangulos equilateros sobre os lados de um
triangulo  qualquer utilizando a ferramenta

POLIGONO REGULAR D ;

» Utilize a ferramenta SEGMENTO - para criar 0s
Segmentos/Linhas de Simpson;
> Utilizar a ferramenta INTERSECCAO DE DOIS

OBJETOS X para encontrar a interseccdo dos
Segmentos de Simpson que é o Ponto de Torricelli.

Método de

Ptolomeu

» Construir tridngulos: todos os angulos menores que
120°, com um dos angulos igual a 120° e com um dos
angulos superior a 120




102

» Construir um tridngulo equilateros sobre um dos lados
dos diferentes tipos de triangulo, utilizando a

ferramenta POLIGONO REGULAR 2 ;
» Criar uma circunferéncia circunscrita ao triangulo
equilatero (CIRCULO DEFINIDO POR TRES

PONTOS Q=-) e 0 Segmento/Linha de Simpson

correspondente (SEGMENTO /---) e, através da
interseccdo deles, encontrar o Ponto de Torricelli.

Fonte: Tabela autoral.

ATIVIDADE 1

Problema de Fermat: “Dados trés pontos, encontre um quarto ponto cuja soma de suas
distancias aos pontos dados é minima”.

Objetivos: procurar heuristicas que possam solucionar o Problema de Fermat.
Descricdo: construir trés pontos A, B e C ndo colineares e trés retas concorrentes duas

a duas passando por esses pontos, como na primeira atividade do BA 1. Desta forma, tais retas

dividem o plano em sete regides. Utilize a ferramenta TEXTO e para criar legendas para as
regides: R1, R até Ry, utilizando a forma textual “R_17, “R_2” até “R_7” na janela que abre
para inserir o texto.

Crie um quarto ponto e o renomeie de F, para representar o Ponto de Fermat. Mude sua
cor e aumente seu tamanho para diferencia-lo dos demais pontos. Utilize segmentos de reta para
liga-lo aos demais vértices do 44BC. Utilize a op¢do renomear para trocar os rotulos destes
segmentos para AF, BF e CF, mas cligue com o botdo direito sobre eles, depois em
propriedades, na aba basico, e na caixa de exibir rotulos, selecione VALOR.

Insira no campo ENTRADA a seguinte expressao “d = AF + BF+ CF” e aperte Enter.
Verifique se aparece a variavel d na Janela de Algebra. Note que ela aparece seguido do
tamanho da rede que liga os trés pontos A, B e C a F. Movimentem o Ponto F até localizar o

ponto em que d é minimo.

Utilize a ferramenta ANGULO 'é'r e observe 0 que acontece com os angulos formados
pelos pares de segmentos AF e BF, AF e CF, BF e CF quando se encontra a localizagéo

aproximada do Ponto de Fermat.
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Segue a Figura 63 que ilustra todas estas construcoes.

Figura 63 — Heuristicas para determinar o Ponto de Fermat, dividindo o plano em 7 partes.

€7 GeoGebra Classic 5 - a X

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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“R”

Entrada:

Fonte: Figura autoral.

Sugestdes ao professor: explicar aos alunos o0 que sdo pontos colineares e nao
colineares, com exemplos geométricos utilizando ferramentas apropriadas.

Verifique porque a localizacdo do ponto F que minimiza a soma das distancias é interno
ao triangulo, ou seja, é pertencente a R7.

Apo6s encontrarem a localizacdo de d que minimiza a soma das distancias dos vértices
do tridngulo a F, oriente-os a movimentar os veértices do tridngulo a fim de que se tenha
diferentes tipos, quanto aos seus angulos internos: acutangulo, retangulo ou obtusangulo. Peca
para observarem o que acontece com a localizacdo de F quando d é minimo.

Resultados esperados: desenvolver argumentos que possam determinar qual das
regides esta o Ponto de Fermat, além de perceber que ele sempre estad mais proximo do vertice
cujo angulo correspondente tem maior abertura. Ademais, notar que para triangulos
obtusangulos com angulos iguais ou maiores do que 120° o Ponto de Fermat coincide com o
vertice do tridngulo cujo angulo tem maior abertura. Por fim, os alunos devem entender que o
ponto de Fermat olha para os lados dos triangulos formados pelos trés pontos sob um angulo
de 120°.
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ATIVIDADE 2

Objetivos: utilizar o Método de Torricelli para determinar a solu¢do para o Problema
de Fermat que é o Ponto de Torricelli.

Descricdo: construir um triangulo cujos vértices sejam os trés pontos A, B e C dados e
cujos angulos internos sejam menores que 120°. Sera necessario construir, de forma anéaloga,
um triangulo obtusangulo com um angulo interno medindo 120° e um tridngulo cuja medida do
angulo interno exceda 120°.

Construir triangulos equilateros nos lados do 4A4BC, utilizando a ferramenta

POLIGONO REGULAR D‘: , lembrando de sempre clicar nos vértices no sentido horério para
que os triangulos sejam externos a ABC. Apds colorir os tridngulos e criar segmentos de reta

para contorna-los, utilize a ferramenta CIRCULO DEFINIDO POR TRES PONTOS O,_ e
construa um circulo circunscrito a cada triangulo equilatero, clicando nos seus vértices, nesse
caso, (A,DeB),(B,CeE)e(A,CeF).

Utilize a ferramenta INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS X e clique sobre dois
destes circulos. O ponto de Interseccdo sera o Ponto de Torricelli que resolve o Problema de
Fermat. Renomeie-o de T, mude sua cor e aumente seu tamanho para diferencia-lo dos demais
pontos. Utilize segmentos de reta para liga-lo aos demais vértices do 44BC. Utilize novamente
a opcao renomear para trocar os rétulos destes segmentos para AF, BF e CF, mas clique com o
bot&o direito sobre eles e oculte-os.

Como na atividade anterior, insira no campo ENTRADA a seguinte expressao “dist =
AT + BT+ CT” e aperte Enter. Verifique se aparece a variavel dist na Janela de Algebra. Note
que ela aparece seguido do tamanho da rede que liga os trés pontos A, B e C a T. Observe na

Figura 64 todas as construcgdes assim citadas até agora.
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Figura 64 — Método de Torricelli para resolucdo do Problema de Fermat no qual os pontos iniciais

formam um tridngulo cujos &ngulos sdo menores que 120°.
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Entrada:

Fonte: Figura autoral.

Sugestdes ao professor: salve o arquivo e abra um novo documento. Construa
triangulos obtusangulos: um que tenha um angulo interno igual a 120° e outro que tenha um
angulo interno superior a 120°. Repita o processo de construcdo utilizado anteriormente. Apds
a determinacéo da solucdo do problema, dirija para os alunos os seguintes questionamentos: o
que aconteceu com a localizagéo do Ponto de Torricelli em ambas as constru¢des? Serd que no
caso onde o triangulo tem um angulo maior que 120°, o método de Torricelli funciona, uma vez
que o angulo é externo a principal regido triangular? Examinar as Figuras 68 e 69 a seguir
produzidas no GeoGebra que ilustram as duas situacfes, nas quais o Ponto P é o Ponto de

Torricelli:
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Figura 65 — AABC com um dos angulos internos Figura 66 — AABC com um angulo interno

igual a 120°. maior que 120°.

Fonte: Figura autoral utilizando 0 GeoGebra Fonte: Figura autoral utilizando 0 GeoGebra
Classic 5. Classic 5.
Pedir aos alunos que utilizem a ferramenta ANGULO {{'v para observar que os angulos

formados pelos pares de segmentos AF e BF, AF e CF, BF e CF tém medida exata de 120°.
Resultados esperados: espera-se que os alunos notem que o método de Torricelli é
eficiente somente quando o tridngulo possui angulos menores do que ou igual a 120° e quando
0 angulo for maior que 120° o Ponto de Torricelli € o vértice correspondente. Conclui-se que
utilizando os conhecimentos anteriores através de construces geometricas, € possivel encontrar

o Ponto de Torricelli.

ATIVIDADE 3

Objetivos: utilizar o Método de Simpson para determinar, de outra forma, o Ponto de
Torricelli que resolve o Problema de Fermat.

Descricdo: vamos iniciar um processo parecido com o Método de Torricelli. Construir
um triangulo cujos vértices sejam os trés pontos A, B e C dados e cujos angulos internos sejam
menores que 120° Serd necessario construir depois, de forma analoga, um tridngulo
obtusédngulo com um angulo interno medindo 120° e um tridngulo cuja medida do angulo
interno exceda 120°.

Construir triangulos equilateros nos lados do 44BC externos a este, utilizando a

4

ferramenta POLIGONO REGULAR C' . Apos colorir, pelo menos, o triangulo principal, e

criar segmentos de reta para contorna-los, se preciso, utilize a ferramenta SEGMENTO < e
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conecte o vértice externo de cada triangulo equilétero ao veértice de ABC que é oposto ao lado
que origina o tridngulo equilatero. Estes trés segmentos sdo denominados
Segmentos/Linhas/Diagonais de Simpson.

Crie um ponto de Interseccdo com a ferramenta adequada e nomeie-o de T, pois 0
Método de Simpson também encontra a solucdo de Torricelli. Analise todas as construgdes

mencionadas na Figura 67.

Figura 67 — Método de Simpson para resolucéo do Problema de Fermat no qual os pontos iniciais

formam um tridngulo cujos &ngulos sdo menores que 120°.
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Entrada:

Fonte: Figura autoral.

Sugestdes ao professor: observe se 0s alunos percebem que os Segmentos de Simpson
tém comprimentos iguais. Confirme isso pela Janela de Algebra com eles. Como na atividade
anterior, oriente aos alunos a calcular o tamanho da rede que liga o Ponto de Torricelli aos
pontos A, B e C. Caso ndo consigam ou ndo lembrem, oriente-os que construam segmentos de
reta nomeando-os de AT, BT e CT, insiram no campo ENTRADA a seguinte expressdo “d = AT
+ BT+ CT” ¢ aperte Enter. Esta variavel d criada é a soma das distancias de T aos vértices do
AABC e seu comprimento aparece na Janela de Algebra. Note que ela tem o mesmo

comprimento dos Segmentos de Simpson.
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<

Pedir aos alunos que utilizem a ferramenta ANGULO < para observar que os angulos
formados pelos pares de segmentos AF e BF, AF e CF, BF e CF tem medida exata de 120°.
Salve o0 arquivo e abra um novo documento. Construa tridangulos obtuséngulos: um que
tenha um angulo interno igual a 120° e outro que tenha um angulo interno superior a 120°.
Repita o processo de construcdo utilizado anteriormente. Apos a determinacdo da solucdo do
problema, dirija para os alunos os seguintes questionamentos: 0 que aconteceu com a
localizacdo do Ponto de Torricelli em ambas as construgdes? Sera que no caso onde o tridngulo
tem um angulo maior que 120° o método de Simpson funciona ou tem as mesmas
caracteristicas do Método de Torricelli? Examinar as Figuras 68 e 69 seguintes produzidas no

GeoGebra utilizando o Método de Simpson que ilustram as duas situacgdes:

Figura 68 — Intersec¢do dos Segmentos de Simpson Figura 69 — Ndo h4 interseccéo dos 3

no vértice A do AABC. Segmentos de Simpson

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra
Classic 5. Classic 5.

Resultados esperados: com esta atividade pretende-se obter uma nova percepcao dos
alunos ao resolverem o problema de Fermat utilizando um método diferente. Além disso, fazer
com que os alunos relembrem das ferramentas utilizadas em atividades anteriores para resolver
0s novos desafios, tais como calcular o tamanho da rede que liga o Ponto de Torricelli aos
pontos A, B e C dados. Espera-se que o aluno possa concluir que os segmentos de Simpson sdo
iguais entre si e ao tamanho dessa rede.
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ATIVIDADE 4

Objetivos: utilizar o Método de Ptolomeu para determinar, de outra forma, o Ponto de
Torricelli que resolve o Problema de Fermat.

Descricdo: sabendo que o Método de Ptolomeu é uma juncéo de elementos dos Métodos
de Torricelli e Simpson, entdo facamos novamente o processo de construcdo dos triangulos de
trés tipos: (i) todos os angulos internos sao menores que 1200, (ii) um angulo interno é igual a
120° e (iii) um angulo interno é superior a 120°.

Para a construcdo do triangulo que possui 120° em um dos seus angulos, utilize a

ferramenta ANGULO FIXO “*~ , clicando sobre um ponto no plano e sobre um Vvértice e, em

D

seguida, digitando 120° na janela que abre. Utilize a ferramenta POLIGONO ou a de

SEGMENTO < para conectar os Vvértices criados. Faca uso também da ferramenta

ANGULO 4‘ para rotular os angulos internos dos triangulos, de modo a diferencia-los uns
dos outros.

Construa apenas um triangulo equilatero externo em um dos lados de cada triangulo,

utilizando a ferramenta POLIGONO REGULAR Q Em seguida, trace um Segmento de
Simpson ligando o vértice externo de cada tridngulo equilatero ao vértice oposto do tridngulo.
Repita o processo, escolhendo outro lado do triangulo para cada um dos seus diferentes tipos,

conforme as Figuras 70, 71 e 72.

Figura 70 — Método de Ptolomeu para tridngulos que possuam angulos menores que 120°. Para este tipo, 0
método torna-se ineficaz, pois o Ponto de Torricelli é externo ao tridngulo principal.

B c
34.07° 68.05°
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Figura 71 — Método de Ptolomeu para triangulos que possuam um dos angulos sendo de 120°. Para este tipo, 0

método torna-se ineficaz, pois o Ponto de Torricelli fica duplicado

Figura 72 — Método de Ptolomeu para tridngulos que possuam um angulo maior que 120°. Para este tipo, 0
método torna-se ineficaz, pois o Ponto de Torricelli é externo ao tridngulo principal.

G

159

)

Fonte: Figuras 70, 71 e 72 sdo autorais.

Sugestdes ao professor: pergunte aos alunos em quais tipos de tridngulos (relativo aos
angulos) o Método de Ptolomeu é eficiente.

Solicitem aos alunos que calculem o tamanho da rede formado pelos pontos iniciais e 0
Ponto de Torricelli e sonde qual seria a solucdo nos casos em que os triangulos possuem um
angulo igual ou maior do que 120°. Caso eles ndo saibam responder, nem consigam calcular,
explique que a resposta € o vértice cujo angulo correspondente é igual ou maior do que 120°.
Oriente-os a realizar essas verificacdes pela Janela de Algebra.

Resultados esperados: com esta atividade pretende-se que o aluno identifique o método
mais apropriado para determinar o Ponto de Fermat, utilizando inclusive ferramentas que foram
usadas nas atividades anteriores. Espera-se que o aluno possa concluir que quando o triangulo

possui todos os angulos internos menores que 120° o ponto de Fermat/Torricelli pertence a
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parte interna da regido triangular, e no caso em que tridngulo possui um angulo interno igual
ou maior do que a 120° o ponto de Fermat/Torricelli é equivalente ao vértice cujo angulo

correspondente € igual ou maior do que 120°.

524BA3

A Tabela 4 apresenta a descricdo detalhada das construgdes geométricas a serem

produzidas em cada atividade do BA 3:

Tabela 5 — Descricdo detalhada das atividades do BA 3.

Atividades | Descricao Geral Detalhamento das Construcdes Geométricas

» Construcdo de 3 conjuntos de 4 pontos e adicdo de
pontos extras, tracando segmentos de reta para 0s
conectar;

o » Utilizagdo do campo Entrada para inserir formulas para
Heuristicas para ] _
y o calculo do comprimento das redes;
construcédo de N ]
i » Adaptacdo das redes para se tornarem arvores de
1 Arvores de _ )
) Steiner, obedecendo suas propriedades;
Steiner e suas o 3 " )
_ » Heuristicas para construgdo de Arvores de Steiner para
topologias.
4 e 5 pontos;

» Uso da janela de propriedades para alterar a cor e
tamanho dos pontos, bem como a cor e espessura das
arestas.

» Construcdo de vértices iniciais da arvore e pontos

equilateros correspondentes as duplas de pontos

Construgio de utilizando a ferramenta POLIGONO REGULAR D’: :

2 ARM paran = 4 » Utilizacdo do Método de Ptolomeu para encontrar 0s

pontos iniciais Pontos de Steiner da topologia;

» Reducdo dos quatro Vvértices iniciais a apenas dois
pontos, P e Q, finalizando a etapa de Divisdo do

Algoritmo de Melzak;
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» Uso da ferramenta SEGMENTO < para ligar os
Pontos de Steiner aos vértices e construir a ARM,
finalizando a etapa de Reconstrucdo do Algoritmo de
Melzak.

» Uso da janela de propriedades para alterar a cor e
tamanho dos pontos, a cor dos tridngulos, bem como a

espessura das arestas e o tracejado nos circulos.

» Construcdo de vértices iniciais da arvore e pontos

equilateros correspondentes as duplas de pontos

utilizando a ferramenta POLIGONO REGULAR Q :
» Utilizacdo do Teorema de Ptolomeu no AEGV3
utilizando as ferramentas CIRCULO DEFINIDO POR

TRES PONTOS Or-, SEGMENTO - e

INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS Rt para

Construgao de encontrar o primeiro ponto de Steiner.

ARM paran=5

pontos iniciais

» Utilizacdo do método de Ptolomeu no A71V2S1 e no
AV3V4Sy, construindo circuncirculos para encontrar a
localizacdo dos pontos de Steiner S, e Ss,

respectivamente.

» Uso da ferramenta SEGMENTO < para ligar os
Pontos de Steiner aos vértices e construir a ARM.

» Uso da janela de propriedades para alterar a cor e
tamanho dos pontos, a cor dos triangulos, bem como a

espessura das arestas e o tracejado nos circulos.

» Construcdo de vértices iniciais da &rvore utilizando o
Construcdo de campo Entrada para inserir suas coordenadas;
ARM paran = 6 » Construcdo de pontos equilateros correspondentes as

pontos iniciais duplas de pontos iniciais utilizando a ferramenta

POLIGONO REGULAR Q ;
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» Utilizacdo do Teorema de Ptolomeu nos triangulos
adequados utilizando as ferramentas CIRCULO

DEFINIDO POR TRES PONTOS O , SEGMENTO

- e INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS X

para encontrar os pontos de Steiner;

» Uso da ferramenta SEGMENTO < para ligar os
Pontos de Steiner aos vértices e construir a ARM,;

» Uso de uma férmula de comprimento inserida no
campo Entrada para calcular o tamanho das ARM

construidas;

» Uso da ferramenta TEXTO ABC para rotular o
comprimento de cada ARM.

» Uso da janela de propriedades para alterar a cor e
tamanho dos pontos, a cor dos triangulos, bem como a

espessura das arestas e o tracejado nos circulos.

Fonte: Tabela autoral.

ATIVIDADE 1

Problema de Steiner Euclidiano: “Dado um conjunto finito de pontos num espaco
métrico, encontrar uma rede de comprimento minimo que conecte todos os pontos desse

conjunto”.

Objetivos: construir redes que ligam os pontos dados inicialmente, utilizando as
propriedades das Arvores de Steiner, com diferentes topologias.

Descricdo: insira na Janela de visualizagdo quatro pontos ndo colineares que possam
formar uma linha poligonal convexa. Duplique duas vezes esses pontos, copiando-os e colando-
0s em outros locais, de forma que tenhamos trés conjuntos de quatro pontos visiveis ha mesma
tela. Chamaremos esses pontos de terminais, vértices ou pontos iniciais. Todos 0s pontos

inseridos além destes, serdo denominados pontos extras.
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No primeiro conjunto, superior esquerdo, insira um ponto extra no meio dos 4 ja
existentes, no segundo conjunto, superior direito, insira dois pontos extras. Repita o Ultimo
processo no terceiro conjunto. Em seguida, conecte com segmentos de reta o ponto extra do
primeiro conjunto aos vertices iniciais. Em relagdo as duplas de pontos extras dos demais
conjuntos, faga com que cada um deles ligue um par de pontos iniciais distintos com segmentos

de reta e depois se liguem entre si. Analise a Figura 73 para acompanhar as construcoes:

Figura 73 - Construcdes de Arvores com 4 pontos iniciais e diferentes topologias.

C

Fonte: Figura autoral utilizando o software GeoGebra.

Os pontos vermelhos na Figura 73 (E, F, G, H e 1) sdo os pontos extras e Sdo
denominados Pontos de Steiner. Como os Pontos de Steiner ttm no méaximo grau 3, cada uma

das arestas que os ligam aos vértices de uma AS, formam entre si um angulo de 120°. Entdo

utilize a ferramenta ANGULO 4‘ para calcular esses angulos. Mova os pontos de Steiner de
forma a obedecer a essa angulagdo entre as arestas.

Utilize os conhecimentos das atividades anteriores e escolha varidveis que contenham a
soma dos comprimentos dos segmentos que formam a rede, inserindo as formulas no Campo
Entrada. Em seguida, analise qual destas topologias apresenta 0 menor comprimento, ja que a

configuracdo de pontos é a mesma.
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Sugestdes ao professor: antes de iniciar a atividade, apresente o PSE e explique o que
sdo arvores de Steiner e quais as suas principais caracteristicas, propriedades e classificacdes.
Utilize o Capitulo 4 desta dissertagdo como fonte de pesquisa para essa apresentacao.

Durante o processo de insercdo dos angulos entre as arestas que conectam os vertices a
cada Ponto de Steiner, reproduza as seguintes perguntas: E possivel encontrar uma localizagio,
na qual os angulos sejam exatamente 120°? E possivel encontrar uma Arvore Relativamente
Minima (ARM) para uma determinada topologia utilizando passos finitos, isto é, é possivel
encontrar arvores de Steiner de menor comprimento possivel para determinada topologia? Tais
perguntas motivam os alunos a quererem descobrir um método apropriado, aproveite para
anunciar que nas proximas atividades utilizaremos um passo a passo eficiente chamado
Algoritmo de Melzak.

Oriente os alunos a construirem arvores de Steiner para 5 pontos iniciais, produzindo
diferentes topologias e calculando seus comprimentos.

Resultados esperados: com esta atividade pretende-se construir arvores de Steiner e
diferentes topologias para elas, dados 4 e 5 pontos iniciais, calculando seus comprimentos.
Espera-se que o aluno possa concluir que a inclusdo de Pontos de Steiner nas redes, dentro de
um limite, minimiza o seu comprimento. Além disso, embora se encontre um ponto de
equilibrio de um conjunto de n pontos, sendo n maior que 3, a rede que 0 conecta aos vértices

ndo € minima, por isso € necessario a inser¢do de pontos extras.

ATIVIDADE 2

Definicdo: Ponto Equilatero é um terceiro ponto construido a partir de dois pontos

dados, de tal que forma os trés vértices formam um tridngulo equilatero.

Objetivos: Construcdo de ARM para n = 4 pontos iniciais, considerando uma topologia
especifica para a arvore.

A
Descrigdo: Utilize a ferramenta PONTO | * * e crie 4 pontos, renomeando-os de Vi,

V2, V3 e V4. Vamos iniciar a construgdo de uma ARM pelo Algoritmo de Melzak para quatro

pontos iniciais e sua topologia correspondente escolhida na Figura 74.
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Figura 74 — Localizacdo dos vértices iniciais V1, V2, V3 e V4 e sua topologia correspondente (a direita).

V
v o /2 3
Te

Vo e o V4 V2

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Vamos iniciar a primeira fase do Algoritmo de Melzak, a fase da divisdo. Utilize a

ferramenta POLIGONO REGULAR Q e crie tridngulos equilateros cujos lados sejam V1V»
e V3V, de forma que os pontos equilateros destes sejam externos a linha poligonal convexa

V1V2V3V4, conforme a Figura 75.

Figura 75 — Construgdo de triangulos equilateros externos ao poligono V1V,V3Va.

V3

Vi

V2 V4

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Agora, utilize o método de Ptolomeu (mais rapido) para encontrar as localiza¢fes dos
Pontos de Steiner dos triangulos Vi1V2Q e V3V4P. Observe como as Figuras 76 e 77 ilustram

€ssas construgﬁes.
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Figura 76 — Determinagdo do primeiro ponto de Steiner (S1), utilizando o Teorema de Ptolomeu para o AV1V2Q.

Vi

V4

Vs, V4

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Figura 77 — Determinag&o do segundo ponto de Steiner (S2), utilizando o Teorema de Ptolomeu para o AV3V4P.

Vs

\Y

Fonte: Figura autoral utilizando 0 GeoGebra Classic 5.

Oculte todos os elementos construidos até agora com excecdo do Segmento de Simpson
PQ e suas extremidades. A reducdo dos quatro vértices iniciais a apenas dois pontos, P e Q
finaliza a etapa de divisdo, pois cada par de vértices vizinhos foi substituido pelo seu ponto

equilatero representante, veja a Figura 78. Nesse caso PQ é o tamanho da ARM.

Figura 78 — Segmento de Simpson com o comprimento da ARM

O]

o o)

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.
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Este passo é importante somente para podermos visualizar o0 comprimento da arvore.
Pressione o atalho de teclas Ctrl + Z, para as construgdes voltarem a ser exibidas. Caso seja

pressionado uma quantidade além do suficiente, refaca apertando Ctrl + R.

Utilize a ferramenta INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS X clicando sobre a linha
de Simpson PQ e em cada um dos circuncirculos individualmente, para determinar Sy e S, veja

a Figura 79. Esta é a etapa da reconstrucdo.

Figura 79 — Construgio da Arvore de Steiner usando o método de Ptolomeu

3

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Utilize a ferramenta SEGMENTO - para ligar com segmentos de reta os vértices
iniciais e os pontos de Steiner (S1 e Sz) e aumente a espessura deles em Propriedades, na Janela
de Preferéncias, como ilustra a Figura 80. Logo, dada a localizacdo dos pontos Si e Sy, oculte
as demais construcdes, deixando somente a ARM dados os pontos iniciais e a topologia
correspondente, conforme apresentado na Figura 81.

Figura 80 — Construgdo da Arvore de Steiner ligando os vértices iniciais aos pontos de Steiner S; e S,.

Vi

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.
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Figura 81 — Arvore Relativamente Minima procurada.

Vs

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Sugestdes ao professor: apresentar aos alunos brevemente em que consiste o Algoritmo
de Melzak, detalhando suas duas fases: divisdo e reconstrugdo. Utilize como fonte de pesquisa
para apresentacao desse conteido a secdo 4.2 desta dissertacao.

Pode ser escolhida outra topologia para a AS. Caso o aluno queira fazer, oriente-o a
repetir 0s mesmos processos de construcdo. Oriente os alunos a observarem os angulos
formados pelas arestas que ligam os pontos de Steiner aos pontos iniciais.

Mostrar aos alunos a forma de se calcular a quantidade de topologias completas para
uma determinada quantidade de vértices.

Resultados esperados: Com esta atividade pretende-se que o aluno construa uma ARM
de 4 pontos iniciais, sendo especificada uma topologia, utilizando um dos métodos de obtencao
do Ponto de Fermat, o de Ptolomeu, por exemplo. Espera-se que o aluno conclua que ha
diferentes topologias para uma mesma configuracdo de pontos e que somente uma delas

caracteriza a estrutura de Arvore Minima de Steiner para aquela quantidade de pontos.

ATIVIDADE 3
Objetivos: construcdo de ARM para n = 5 pontos iniciais, considerando uma topologia
especifica para a arvore.

A
Descricdo: utilize a ferramenta PONTO ' ® * e crie 5 pontos, renomeando-os de V1, V2,

V3 e V4 e Vs. Vamos iniciar a construgdo de uma ARM pelo Algoritmo de Melzak para cinco

pontos iniciais e sua topologia correspondente escolhida na Figura 82.
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Figura 82 — Localizacdo dos vértices iniciais V1, V2, V3, Va4 € Vs € sua topologia correspondente (a direita).

vy ®

LAY,

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Como na atividade anterior, vamos iniciar com a fase da divisdo do Algoritmo de

Melzak. Utilize a ferramenta POLIGONO REGULAR o e crie triangulos equilateros cujos
lados sejam V1V e V3V4, pois estes sdo 0s pares de vértices mais proximos além de estarem
conectados ao mesmo ponto de Steiner, de forma que os pontos equiléateros deles, P e Q, sejam
externos a linha poligonal convexa V1V2V3V4Vs, conforme a Figura 83. Como estamos tratando

de 5 pontos, um deles ficara a parte a principio, consideremos que este seja Vs.

Figura 83 — Construcdo de triangulos equilateros externos ao poligono V1V2V3V.Vs.

V
V1 .5

Q

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Em seguida, repita o processo anterior, criando um ponto equilatero R relativo aos dois

novos Vvértices P e Q. Utilize o Teorema de Ptolomeu no APQVs utilizando as ferramentas

./-

CIRCULO DEFINIDO POR TRES PONTOS O , SEGMENTO ' - e INTERSECCAO DE

DOIS OBJETOS X para encontrar o primeiro ponto de Steiner, que ¢ a intersec¢do entre o
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Segmento de Simpson RVs e o circuncirculo de PQR, conforme a Figura 84, a esquerda. Como
0 ponto P é representante de V1 e V2 e 0 ponto Q é o representante de V3 e V4, entdo R € 0
representante de P e Q. Portanto, o comprimento de RVs é o tamanho da ARM desta topologia,

veja Figura 84, a direita.

Figura 84 — Determinagdo do primeiro ponto de Steiner (S;), utilizando o Teorema de Ptolomeu para o

APQVs, a esquerda e 0 Segmento de Simpson RVs com o comprimento da ARM, a direita

Vs

Fonte: Figuras autorais utilizando o GeoGebra Classic 5.

Utilize novamente o método de Ptolomeu no A4V1V.S1 e no AV3V4S;, construindo
circunferéncias que circunscrevem os triangulos equilateros outrora tracados, para encontrar a

localizacdo dos pontos de Steiner S, e Ss, respectivamente. Veja a Figura 85.
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Figura 85 — Método de Ptolomeu aplicado nos AV1V3S: e AV3V4S; para obtencdo dos pontos de Steiner S, e Ss.

Fonte: Figura autoral utilizando 0 GeoGebra Classic 5.

Utilize a ferramenta SEGMENTO - para construir arestas que ligam os grupos de
vertices Vi e V2 a Sy, Vs e Vs a S, e finalmente Vs, Sy e Sz a S1. Em seguida, oculte todos os
elementos geométricos construidos com excecdo da arvore formada. Aumente o tamanho dos
pontos iniciais para 7 e dos S para 9, distinguindo-os também pela cor. Além disso aumente a

espessura das arestas que compdem a rede. Esta é a ARM almejada para essa topologia, como
ilustra a Figura 86.

Figura 86 — Arvore Relativamente Minima procurada para os n = 5 vértices iniciais.

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.
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Sugestdes ao professor: oriente os alunos a escolher uma outra topologia para a AS,
com a mesma configuracdo de pontos, de forma que os pares de vértices iniciais escolhidos
para obter o ponto equilatero estejam o mais distante possivel.

Ap0s utilizarem férmulas para calcular o tamanho das duas ARM. Peca para que eles
identifiquem qual dentre as arvores tem menor custo, isto €, menor comprimento. Se houver
tempo, solicite que escolham outra topologia, construa outra AS e analisem também o seu peso
ao final da construcdo. Observe se os alunos utilizam as férmulas ensinadas nas atividades
anteriores para calcular o tamanho das redes ou se baseiam-se apenas no comprimento do
Segmento de Simpson que representa a ARM.

No fim de todas as construgdes faga 0s seguintes questionamentos: VVocés perceberam
gue quanto mais se aumenta os pontos iniciais, mais demorado é o processo de determinar uma
ARM para determinada topologia? Qudo demorado sera para analisar o tamanho das ARM de
todas as topologias e identificar dentre elas uma AMS? Para uma configuragdo de 100 pontos
iniciais, seria factivel encontrar pelo menos uma ARM de uma certa topologia? Por qué?

Resultados esperados: com esta atividade pretende-se que o aluno construa uma ARM
de 5 pontos iniciais, sendo especificada uma topologia, utilizando um dos métodos de obtencéo
do Ponto de Fermat. Espera-se que o aluno conclua que quanto mais se aumenta a quantidade
de pontos iniciais, a quantidade de topologias completas cresce de forma superexponencial e
que embora seja possivel construir com passos finitos uma ARM para uma certa topologia, fica

inviavel a obtencdo de uma AMS para uma quantidade de pontos muito grande.

ATIVIDADE 4
Objetivos: construcdo de ARM para n = 6 pontos iniciais, considerando uma topologia
especifica para a arvore.

A
Descricdo: utilize a ferramenta PONTO ° * e crie 6 pontos, renomeando-os de V1, V2,

V3 e V4, Vs e Ve. Para que as construgdes sejam idénticas as que serdo apresentadas aqui, utilize

as seguintes coordenadas para 0s pontos iniciais:

Tabela 6 — Coordenadas dos 6 Pontos iniciais para a construcdo da ARM.

Rotulo dos Pontos | Coordenadas
Vi (4.76, 4.86)
V2 (3.42,3.1)
Vs (5.32, -1.14)
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Va (11.38, -0.98)
Vs (13.02, 2.01)
Vs (9.46, 5.34)

Fonte: Tabela autoral.

Vamos iniciar a construcdo de uma ARM pelo Algoritmo de Melzak para os seis pontos

Iniciais e uma topologia correspondente, conforme vemos na Figura 87.

Figura 87 — Localizacdo dos vértices iniciais V1, V2, V3, V4, Vs e Ve e sua topologia correspondente (a direita).

V3. V4.

Fonte: Figura autoral utilizando 0 GeoGebra Classic 5.

Para que o rétulo dos elementos geométricos a serem criados seja oculto, clique em

Opcdes, na barra de menus, selecione ROTULAR A e clique em Menos para os Objetos
Novos. Essa é uma excelente saida para ndo ter que ocultar posteriormente todos estes rétulos.

Quando a construcdo nao se baseia em nenhuma topologia para a arvore, deve-se
escolher os pares de vértices mais proximos a fim de criar uma topologia cuja ARM seja a
menor possivel dentre as demais topologias para estes pontos, gerando eventualmente uma
AMS para aquela configuracdo e quantidade de pontos.

Para iniciar a fase da divisdo do Algoritmo de Melzak, se baseando na topologia
escolhida, tome os seguintes pares de veértices: V1V e V4Vs, pois hd um mesmo ponto de Steiner

para cada par. Em seguida, crie os pontos equilateros que os representa, utilizando a ferramenta

POLIGONO REGULAR Q , de forma que os triangulos equilateros criados sejam externos
a linha poligonal convexa ViV2V3V4VsVe, conforme a Figura 88. Os rotulos dos pontos

equilateros devem ser renomeados para E e F.



Figura 88 — Construcdo de triangulos equilateros externos ao poligono V1V2V3V4Vs.

- Vg @

Vi

V3 ) V4 F

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

novamente isso na Figura 88.

como ficaram as construcdes até agora na Figura 89.

Figura 89 — Construcéo dos 4 pontos equilteros E, F, G e H.

Va @ Vy F

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra.
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Como o ponto F é representante dos veértices V4 e Vs, iremos considerar como se fosse
uma arvore de 5 pontos: Vi, Va2, V3, F, Vs e criar a ARM utilizando os mesmos passos da
atividade anterior. A fim de continuar buscando a ARM de menor comprimento possivel,
selecione o par de vértices FVs, pois eles sdo 0s mais proximos, e crie um ponto equilatero G
relativo a esse par. Note que selecionando o par FVe 0 Ponto de Steiner conectado em Vs e Vs

estara conectado unicamente com o Ponto de Steiner que conecta Ve € ndo Vs, observe

Repita 0 mesmo processo e crie 0 ponto equilatero H, relativo aos pontos E e G. Veja
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Como os pontos equilateros E e F sdo originados de dois vértices iniciais, os tridngulos
equiléateros correspondentes devem possuir a mesma cor, selecione marrom (transparéncia 10).
Ja o ponto equilatero G é derivado de um vértice inicial e outro ponto equilatero, portanto devem
possuir uma cor diferente da anterior, insira a cor magenta (transparéncia 60). Finalmente, o
ponto equilatero H origina-se de outros dois pontos equilateros, logo o triangulo correspondente
também difere dos demais pela cor, selecione para ele a cor ciano (transparéncia 80).

Utilize o Teorema de Ptolomeu no AEGV3 utilizando as ferramentas CIRCULO

e

DEFINIDO POR TRES PONTOS O, SEGMENTO e INTERSECCAO DE DOIS

OBJETOS X para encontrar o primeiro ponto de Steiner, que é a intersec¢do entre o
Segmento de Simpson HV3 e o circuncirculo de EGH, conforme ilustra a Figura 90. Como 0s
pontos equilateros representam os vértices iniciais, podemos verificar o tamanho total da arvore
através do comprimento de HV3, pois este é o tamanho da ARM desta topologia (Figura 90, a
direita). Pela Janela de Algebra esse comprimento é 20.35.

Figura 90 — Determinag&o do primeiro ponto de Steiner (S1), utilizando o Teorema de Ptolomeu para o

AEGV3, a esquerda e o Segmento de Simpson HV3 com o comprimento da ARM, a direita.

Fonte: Figuras autorais utilizando o GeoGebra Classic 5.
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Utilize novamente o método de Ptolomeu no A4V1V2S: e no AFVeS1, construindo
circunferéncias que circunscrevem os tridngulos equilateros outrora tragados, para encontrar a
localizagdo dos pontos de Steiner S» e Sz, respectivamente. Em seguida, repita o processo

utilizando Ptolomeu no 4V4VsSs, para encontrar 0 Sa.

Utilize a ferramenta SEGMENTO < para construir as arestas VsSi, S1S2, S1S3, SaSa,
V1So, VoS, VeS3, VsSa e VaSa. Em seguida, oculte todos os elementos geométricos construidos
com excecdo da arvore formada. Caso néo tenha feito antes, aumente o tamanho dos pontos
iniciais para 7 e dos S para 9, distinguindo-os tambeém pela cor. Além disso, aumente a
espessura das arestas que compdem a rede selecionando o valor maximo.

Veja todas essas construgdes na Figura 91.

Figura 91 — Uso do Método de Ptolomeu para determinacéo dos pontos de Steiner e construcdo das

arestas que os ligam aos Vvértice iniciais.
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Fonte: Figura autoral.

Ocultando todos os elementos geométricos construidos, deixando apenas 0s Vértices
iniciais, 0s pontos de Steiner e as arestas que os ligam, obtemos a ARM procurada para os n =
6 pontos iniciais, veja a Figura 92.
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Figura 92 — Arvore Relativamente Minima procurada para os n = 6 vértices iniciais.

Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra Classic 5.

Sugestdes ao professor: note se os alunos percebem que quando se cria um ponto
equilatero a partir de dois pontos quaisquer, ele se torna um representante dos outros dois,
podendo reduzir o Algoritmo de Melzak na criacdo de uma ARM com uma quantidade de
pontos inferior.

Sugira aos alunos para produzir uma ARM utilizando outras topologias, inserindo
pontos conforme as coordenadas da Figura 93, utilizando o campo Entrada para inserir as
coordenadas. Na figura 93 é também apresentado exemplos de topologias distintas da utilizada

na atividade.

Figura 93 — Coordenadas para os vértices iniciais e exemplos de duas topologias para a mesma
configuracdo de pontos.

» Janela de Algebra
® V, = (4.76, 4.86)
® Vv, =(3.42,3.1)

® Vv, =(5.32,-1.14)
® Vv, =(11.38, -0.98)
oV, =(11.74,1)

® V, = (9.4, 5.34)

Fonte: Figuras autorais utilizando o GeoGebra Classic 5.
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Peca para que os alunos calculem o tamanho das &rvores e, utilizando a ferramenta

ABC . . ,
TEXTO -, cologuem o comprimento abaixo da ARM construida.

Resultados esperados: com esta atividade pretende-se que o aluno construa uma ARM
de 6 pontos iniciais, sendo especificada uma topologia, utilizando o Método de Ptolomeu.
Espera-se que o aluno conclua que quanto mais escolhemos vértices adjacentes de menor
distancia possivel para criar os pontos equilateros durante a primeira fase do Algoritmo de
Melzak, menor serda o comprimento da ARM para aquela configuragdo de pontos, se

aproximando da AMS.
5.2.5 BA de Avaliagéo

Este bloco tem o objetivo de verificar o conhecimento adquirido durante todas as
atividades desde os conhecimentos basicos de geometria as construgdes de ARM pelos
estudantes utilizando o GeoGebra.

Essa avaliagdo devera ser dividida em duas etapas:

e Aplicacdo de um teste escrita com 10 questdes objetivas e subjetivas para testar
conhecimentos acerca dos conceitos, propriedades e classificagdes dos
elementos geométricos estudados — Apéndice B;

e Aplicacdo de uma lista de 10 exercicios para que o aluno desenvolva construcdes
geométricas solicitadas no GeoGebra. Esta deve ser realizada em um laboratério
de informatica da escola, cujos computadores tenham o software instalado —
Apéndice C.

A primeira etapa deve durar, no maximo, 50 minutos e a segunda, no maximo, 100
minutos. Além do mais, € necessario que estas avaliacdes acontecam no mesmo dia e ndo devem
ser aplicadas depois de muitos dias do término das atividades, uma vez que esse tempo pode
fragilizar o processo, ndo sendo eficaz para diagnosticar.

As questdes desta avaliacdo de verificacdo de aprendizagem serdo descritas nos
Apéndices B e C deste trabalho de forma corrida, com perguntas objetivas e subjetivas e

solicitacGes de construcGes geométricas que foram abordadas ao longo dos BA.



130

6 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresentou inicialmente um breve histérico acerca do Problema de Fermat
para trés pontos e sua solucéo, bem como a evolugéo através dos tempos de uma generalizacdo
deste problema que é o Problema de Steiner e suas construgdes geométricas correspondentes.
Para isto foi realizado um levantamento bibliografico de teses, dissertacGes e livros, apresentado
pontos e informacgdes convergentes. Embora as fontes historicas utilizadas nesta producao
tenham sido cléssicas, ha uma gama de bibliografia moderna abordando histéria da matematica
que ndo foi esplanada.

No capitulo seguinte desenvolveu-se demonstracGes e métodos de determinacdo da
localizacdo do Ponto de Fermat, assim como experiéncias envolvendo principios da mecanica,
modelando alguns problemas de otimizagcdo geométrica. Para alcangar esse objetivo especifico,
nos baseamos nos periodicos da Revista do Professor de Matematica, descritos nas referéncias
bibliogréficas, que apresentavam demonstracdes consistentes sobre o Problema de Fermat e
algumas dissertacdes e teses que traziam de forma detalhada os métodos propostos. Além disso,
encontramos também em livros a modelagem matemaética de alguns problemas de otimizacgao
utilizando o Ponto de Fermat.

Consecutivamente, evocamos o0 Problema de Steiner Euclidiano, definicdes,
propriedades e classificacdo das arvores de Steiner, e 0 algoritmo de Melzak para a construcéo
de arvores relativamente minimas para 4, 5 e 6 pontos iniciais, considerando topologias
especificas. Ndo ha um vasto material cientifico que aborda detalhadamente as construcgdes do
Algoritmo de Melzak, mas o Capitulo 4 foi majoritariamente baseado num compilado de
informacdes de duas dissertacdes, principalmente porque houve divergéncias de informacdes
entre os autores acerca das Arvores de Steiner. Além disso, para tornar o estudo interessante,
apresentamos as aplicacdes das arvores de Steiner em diversas areas, como matematica,
engenharia, biologia, industria e telecomunicages, sugerindo a leitura de diversos trabalhos
relacionados. Embora essas aplicagdes ndo constituissem o escopo desta dissertacdo, um grande
esforgo foi empreendido no levantamento bibliogréfico desses dados.

O principal objetivo desta dissertacdo foi a apresentacdo de um produto educacional que
se constituiu de uma proposta de sequéncia didatica, fundamentada na Teoria das Situacdes
Didaticas de Guy Brosseau, que utilizasse como subsidio o software GeoGebra, que é uma
ferramenta educacional de matematica dindmica que pode ser usada por estudantes e
professores. Esta sequéncia didatica ndo foi aplicada em sala de aula, mas se constitui de um

roteiro que pode ser seguido por um professor de matematica e desenvolvido em oficinas com
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alunos do ensino médio. Na sua elaboracdo prezamos por desenvolver 13 atividades que
colocassem o0s estudantes como sujeitos ativos na constru¢gdo do conhecimento, sempre
orientados pelo professor. Tais atividades consistem em realizar construcbes geometricas
utilizando o GeoGebra, ensinando conceitos basicos, elementos e figuras geométricos
fundamentais, a partir de conteddos novos que instigam grande interesse nos alunos devido a
sua aplicabilidade, envolvendo os alunos de maneira que o conhecimento seja construido de
forma ciclica.

Foi realizado um estudo da BNCC do Ensino Médio relativo a area de Matemaética e
Suas Tecnologias. Nele foi apontado o uso dos recursos tecnoldgicos como softwares de
geometria dindmica, estatistica ou algebra, como metodologia facultativa no processo de ensino
aprendizagem. Além disso, foram apresentadas as Competéncias Especificas da area e suas
habilidades correspondentes, cujas descricdes apresentam sugestdes de como elas podem ser
trabalhadas nas aulas incentivando os alunos a fazerem uso de tecnologias digitais. 1sso justifica
o fato de neste trabalho, o produto educacional se constituir de uma sequéncia didatica que
utiliza um software educacional como ferramenta principal.

Esperamos que este trabalho ajude a despertar nos nossos alunos o fascinio pela
matematica e que as ferramentas tecnoldgicas sejam mais um suporte para aperfeicoar o
processo de ensino aprendizagem, conectando a matematica a situac@es reais e instigando os
alunos a desenvolverem o raciocinio l6gico dedutivo, compreendendo melhor o mundo em que
vivem.

Seguem sugestbes de trabalhos que podem ser desenvolvidas futuramente com base
nesse estudo:

() Aplicar a Sequéncia Didatica com alunos do ensino médio, no laboratorio de sua

escola.

(1) Localizar o Ponto de Fermat e construir Arvores de Steiner, através de métodos

algébricos;

(111) Utilizar Arvores de Steiner no processo de elaboracio de projetos de plantas baixas

de pragas ou lugares semelhantes, analogo ao encontrado no trabalho de Brito
(2013).
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APENDICE A - Atividade de Sondagem

01 — Qual a diferenca entre segmento de reta, semirreta e reta?
02 — Qual o conceito de poligono?

03 — Classifique um poligono de acordo com a quantidade de lados que ele possui:

Tabela 7 — Nome dos poligonos pela quantidade de lados.
Quantidade de lados Nomenclatura

Fonte: Tabela autoral.
04 — Relacione a classificacdo dos triangulos com sua principal caracteristica abaixo.

| — Tridngulo Equilatero

Il — Triangulo Isdsceles

Il — Triangulo Escaleno

IV — Tridngulo Acutangulo
V — Triangulo Retangulo

VI — Tridngulo Obtusangulo

) E caracterizado por possuir um angulo reto.

) E caracterizado por possuir os trés lados iguais.

) E caracterizado por possuir os trés angulos internos agudos.

) E caracterizado por possuir os trés lados diferentes.

) E caracterizado por possuir um angulo interno maior que 90°.
) E caracterizado por possuir pelo menos dois lados iguais.

NN NN NN

05 — Observe dois tridngulos congruentes abaixo e, ap6s analise, conceitue congruéncia de
triangulos.
Figura 94 — Os tridngulos ABC e DEF séo congruentes.

o~ =

=] I F E

Fonte: Disponivel em <http://clubes.obmep.org.br/blog/sala-para-leitura_024-um-pouco-sobre-congruencia-de-
triangulos/> Acesso em 30/12/2019.


http://clubes.obmep.org.br/blog/sala-para-leitura_024-um-pouco-sobre-congruencia-de-triangulos/
http://clubes.obmep.org.br/blog/sala-para-leitura_024-um-pouco-sobre-congruencia-de-triangulos/
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06 — Analise a figura do triangulo a seguir, em seguida conceitue 0s seguintes elementos:

Figura 95— Elementos determinantes dos pontos notaveis de um triangulo.

mediana

bissetriz

mediatriz

altura

ponto médio do lado

Fonte: Disponivel em <https://www.todamateria.com.br/mediatriz/> Acesso em 30/12/2019.

a) Altura

b) Bissetriz
c) Mediana
d) Mediatriz

07 — Em cada um dos triangulos abaixo identifique a nomenclatura adequada do seu ponto
notavel: Baricentro, Circuncentro, Incentro ou Ortocentro.

Figura 96 — Pontos notaveis de um triangulo.

E

B ] c =« : :
h1 / |
Fonte: Disponivel em <https://essaseoutras.com.br/pontos-notaveis-do-triangulo-mediatriz-e-circuncentro-bari-
orto-inc/pontos-notaveis-de-um-triangulo/> Acesso em 30/12/2019.

08 — Qual dos seguintes quadrilateros ndo possui dois pares de lados paralelos?
a) Paralelogramo

b) Losango

c¢) Retangulo

d) Quadrado

e) Trapézio
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09 — (VUNESP) A figura adiante mostra a planta baixa da sala de estar de um apartamento.
Sabe-se que duas paredes contiguas quaisquer incidem uma na outra perpendicularmente e que
AB=25mBC=12m EF=40m,FG=0,8m, HG=35me AH =6,0 m.

Figura 97 — Planta baixa da sala de estar de um apartamento.

A B
25m (M2 m D
C
6.0 m
35 m G
H 0.8 m

F 40m E
Fonte: Disponivel em < https://docero.com.br/doc/n11lcvl> Acesso em 07/01/2020.

Qual o perimetro dessa sala, em metros?
10 — Qual a area da figura seguinte?

Figura 98 — Pentadgono ndo regular no plano cartesiano.

7

64

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1
. Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra.

a) 13 cm? b) 24cm?  ¢) 26 cm? d)30cm? &) 36 cm?

11 — A figura seguinte representa o trajeto que uma formiga faz para ir de A até B, utilizando o
caminho indicado com setas. Qual o dobro da distancia que ela percorre?

Figura 99 — Percurso circular da formiga.
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Fonte: Disponivel em <http://www.colegionomelini.com.br/midia/arquivos/2013/10
/ffe25bfd810508dbb5ca5dd552430278.pdf> Acesso em 07/01/2020.
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a)15nt+20m
b) IS5t+25m
¢)15n+30m
d)30xr+25m
e)30n+50m

12 — Em um torneio de esportes recreativos realizados em uma escola, foi realizado uma disputa
de langamento de dardos a um alvo inserido em um plano cartesiano:

Figura 100 — Alvo de langamento de dardos.

' ordenada

x 1000 pontos
B 300 pontos

100 pontos
B 50 pontos

Fonte: Figura autoral criada com o0 GeoGebra e o Paint.

O vencedor era declarado aquele que conseguisse a maior pontuacdo de acordo com a area
pintada. Se atingisse o centro do plano ganharia 1000 pontos, se atingisse a primeira area
ganharia 300 pontos, se atingisse a segunda area ganharia 100 pontos, se atingisse a terceira
area ganharia 50 pontos e se atingisse a area ndo pintada ndo pontuaria.

O vencedor acertou os dardos nos pontos (1, 1), (2,—4), (—6,6), (—6,—6) e (4,2). Sendo
assim qual foi a pontuacgdo que o fez vencedor desse torneio?

a) 300 pontos

b) 350 pontos

c) 400 pontos

d) 1350 pontos

e) 1400 pontos

13 — O GPS (Global Positioning System) nos permite obter uma localizacdo exata no planeta a
partir das informacGes da longitude e da latitude referentes a posi¢éo na qual nos encontramos.
Essas informacdes sdo fornecidas por satélites programados para encontrar as coordenadas de
um ponto de acordo com a divisao do planeta em faixas de latitude e longitude preestabelecidas.
Essa divisdo esta representada a seguir. (Longitude: Eixo das Abscissas — Linha do Equador;
Latitude: Eixo das Ordenadas — Meridiano de Greenwich)
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Figura 101 — Latitudes e longitudes mundiais (Projecdo cilindrica).

Latitudes e longitudes mundiais (Projecéo cilindrica)
longitude ceste (negativas) longituds leste (positivas)

latituda
norte
(positivas)

Fonte: Banco de questdes da editora FTD.

Uma pessoa, ao utilizar um aparelho de GPS, foi localizada na latitude —33° e na longitude 18°,
entdo é provavel que ela esteja:

a) na Cidade do Cabo, na Africa do Sul.

b) em Moscou, na Russia.

¢) na cidade de S&o Paulo, no Brasil.

d) em Paris, na Franca.

e) em Camberra, na Australia.

14 — (UEA-2013) Em uma cidade, limitada por uma regido triangular, delimitada por trés
estradas chamadas de E1, E2 e E3, interceptando-se entre si e formando os vértices A, Be C
dessa regiéo:

Figura 102 — Area reservada triangular de uma plantac&o.

A
y (km)
E, E,
B
area reservada
A Cc E
7 N
0 x (km)

Jfora de escala
Fonte: Disponivel em <https://www.tutorbrasil.com.br/forum/viewtopic.php?t=56789> Acesso em 08/01/2020.

A prefeitura dessa cidade pretende criar uma estrada ligando o veértice B ao ponto médio do
lado AC. Sabendo que os Vvértices da regido triangular sdo: A(0, 2), B(7, 8) e C(14,2). Determine
0 comprimento dessa estrada, em km.

a) 2v/29 km b) 24/58 km ) 3 km d) 6 km e) 10 km
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15 — Chamamos de eclipse o obscurecimento (parcial ou total) de um astro pela interposicao de
outro, ou seja, um astro fica posicionado entre um observado e outro astro, projetando uma
sombra. Os eclipses mais conhecidos sdo o lunar e o solar, que acontecem quando o Sol, a Lua
e Terra ficam alinhados.

Esse alinhamento acontece em duas fases da Lua: na fase nova, quando a Lua fica posicionada
entre o Sol e a Terra; e na fase cheia, quando a Terra fica entre o0 Sol e a Lua. No entanto, o
plano de rotacdo da Lua ao redor da Terra tem uma inclinacdo em relagdo ao plano de rotacéo
da Terra ao redor do Sol, o que impossibilita um eclipse lunar e um eclipse solar a cada mudanca
de fase da Lua.

Figura 103 — Alinhamento entre a terra, a lua e o sol.

Lua na
fase cheia !

Fonte: Disponivel em <www.planetario.ufrgs.br/eclipselunar.html> Acesso em 07/01/2020.

Esses planos de rotacdo possuem dois pontos em comum, e o eclipse acontece quando a Lua
estd proxima a um desses pontos, pois assim o0s trés astros encontram-se alinhados em um
mesmo plano, fazendo que um projete sombra no outro. A sombra circular que a Terra projeta
na Lua durante um eclipse lunar foi, para Pitagoras e Aristételes, a prova de que a Terra era

esférica.
Figura 104 — Eclipse Lunar (adaptado).

Eclipse lunar

Bustrago slaborada com base em: MOURAD, Fonaido Rogério de Froitas. D)
enciciopédico de astronomia  astrondutica. 2. ed. Rio do Janeiro: Nova Frontei

Fonte: Disponivel em <http://www.iejusa.com.br/cienciaetecnologia/fisica3.php> Acesso em 07/01/2020.

Figura 105 — Eclipse solar (adaptado).

Lua na

fase nova

Fonte: Disponivel emf '<‘Httbs://fisicanaveia.blogosfera.uol.com.br/2017/02/24/ec|ipse-solar-carnavalesco/>
Acesso em 07/01/2020.
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Utilizando a posi¢édo do Sol (S) como origem, foram construidos dois planos cartesianos, I e 11,
que representam a posicdo da Lua (L) e da Terra (T) em dois momentos.

Figura 106 — Planos cartesianos com as posicOes da Terra e da Lua.

y T
v G S SR M
L
124 ---mmm e - e
Y
7 L
i S g e e -
11 L
? i
5 a 14 X S 9 x X
plano cartesiano | plano cartesiano Il

Fonte: Disponivel em <https://brainly.com.br/tarefa/2367754>. Acesso em 07/01/2020.

De acordo com as informacg0des apresentadas e considerando que o plano cartesiano | representa
a posicdo dos astros durante um eclipse lunar, calcule o valor da abscissa a da posi¢éo da Terra.
a) 9,5

b) 10

¢) 10,5

d) 11

e) 12

16 — Na situacdo da figura, mostra-se a sombra de um prédio e de um poste préximo ao prédio,
em um mesmo instante. As medidas estdo dadas em metros.

Figura 107 — Prédio e poste e suas sombras.

_;f‘:‘(_ sol
O
O ™.
prédio % ‘ poste
[ ™
16 3
Fonte: Disponivel em: <https://profwarles.blogspot.com/2016/10/quiz-07-mat-3-serie-ens-medio.html> Acesso

30/12/2019.
Nessa situacdo, das medidas seguintes, aquela que mais se aproxima da altura real do prédio é
a27m b)29m ¢)31lm d)33m e)35m

17 — Nos principios da TABELA PERIODICA existem algumas lacunas, pois nem todos os
elementos eram conhecidos. Fazia-se a precisdo de certas propriedades desses elementos
desconhecidos, pois acreditava-se que elas variavam linearmente. Um dos casos mais famosos
é o do Eka-silicio, hoje germanio, que teve algumas de suas propriedades previstas por
Mendeleiev, o criador da tabela periodica. Veja o grafico abaixo, cujo eixo das abcissas contém
valores de massa atbmica do elemento e eixo das ordenadas contém valores do niumero atémico:
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Figura 108 — Grafico que relaciona o nimero atdmico dos elementos em funcdo do sua massa atémica.
)1

5(

Ge”
y Dados:
Si-silicio
Si/ Ge-Germano
14 Sn-estanho
28 73 118

X

Fonte: Disponivel em <https://www.passeidireto.com/arquivo/60678277/geometria-analitica-equacao-geral-da-
reta-e-equacao-reduzida-da-reta> Acesso em 07/01/2020.

Entdo, qual o nimero atdmico do elemento germanio?
a) 20
b) 24
c) 28
d) 32
e) 36

18 — O Futebol de Saldo ou Futsal, desde que passou a ser chancelado pela FIFA segue as
normas e medidas estabelecidas pela mesma. A area da meta é delimitada por dois segmentos
de reta (de comprimento 11m e 3m) e dois quadrantes de circulos de raio 4m, conforme a figura

a sequir:
Figura 109 — Area de meta e suas dimensoes.

Sosoesss £
N

3m

im

3m
Fonte: Disponivel em < https://www.todaquestao.com/questoes/8329> Acesso em 08/01/2020.

Considerando = = 3,14, a superficie da area da meta mede, aproximadamente:
a) 25 m? b) 34 m? c) 37 m? d) 41 m2 e) 61 m?

19 — Uma piscina de um clube foi projetada para as criangcas menores de 6 anos, por seguranga
a profundidade da mesma néo ultrapassava 50 cm. Apo6s um estudo acerca do melhor formato
que propiciasse seguranca ainda maior as criancas ficou definido que seria no formato circular.
Sabendo que o piso da piscina apresenta diametro igual a 10 metros, qual sera a area que o clube
devera dispor para a construcdo da nova piscina? (Considere © = 3,14)

a) 15,7 m?2

b) 25 m?

c) 78,5 m?

d) 100 m2

e) 314 mz?
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20 — Durante uma aula de matematica, o professor Hermanoteu sugere aos alunos que seja
fixado um sistema de coordenadas cartesianas (X, y) e representa na lousa a descric¢ao de cinco
conjuntos algébricos, I, 11, 111, IV e V, como se segue:

| — circunferéncia de equacéo de equagédo x> + y? — 16

Il — é a pardbola de equagdo y = — x? — 2, com x variandode —1a 1;
I11 — segmentos de reta cuja reta-suporte tem como equacgéo y — 2 = 0, com x variando de — 2 a
—ledela?

IV — tridngulo formado pelos pontos (-5, 2), (0,6), (5,2)
V — ponto na origem do plano

A seguir o professor representa corretamente 0s cinco conjuntos sobre uma mesma malha
quadriculada, composta de quadrados com lados medindo uma unidade de comprimento, cada,
obtendo uma figura: Qual destas figuras foi desenhada por Hermanoteu?

a) | d)

b)

Figura 110 — Conjuntos algébricos desenhados pelo
C) professor Hermanoteu.

Fonte: Figuras autorais utilizando o GeoGebra.
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APENDICE B — Atividades de Avaliagio (Teérica)

01 — Classifique um poligono de acordo com a quantidade de lados que ele possui:

Tabela 8 — Nomenclatura dos poligonos pela quantidade de lados que possuem.

Quantidade de lados Nomenclatura

Fonte: Tabela autoral.
02 — Relacione a classificacdo dos triangulos com sua principal caracteristica.

| — Tridngulo Equilatero

Il — Triangulo Isdsceles

Il — Triangulo Escaleno

IV — Tridngulo Acutangulo
V — Triangulo Retangulo

VI — Triangulo Obtusangulo

) E caracterizado por possuir um angulo reto.

) E caracterizado por possuir os trés lados iguais.

) E caracterizado por possuir os trés angulos internos agudos.

) E caracterizado por possuir os trés lados diferentes.

) E caracterizado por possuir um angulo interno maior que 90°.
) E caracterizado por possuir pelo menos dois lados iguais.

NN NN NN

03 — Analise a figura do triangulo a seguir, em seguida conceitue 0s seguintes elementos:

Figura 111 — Elementos determinantes dos pontos notaveis de um triangulo.

mediana
bissetriz

mediatriz

ponto médio do lado

Fonte: Disponivel em <https://www.todamateria.com.br/mediatriz/> Acesso em 30/12/2019.



a) Altura

b) Bissetriz
¢) Mediana
d) Mediatriz
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04 — Em cada um dos triangulos seguintes, identifique a nomenclatura adequada do seu ponto
notével: Baricentro, Circuncentro, Incentro ou Ortocentro.

Figura 112 — Pontos notaveis de um triangulo.

ol
B
h1l

E

A C

pdl

Fonte: Disponivel em <https://essaseoutras.com.br/pontos-notaveis-do-triangulo-mediatriz-e-circuncentro-bari-
orto-inc/pontos-notaveis-de-um-triangulo/> Acesso em 30/12/20109.

05 — (VUNESP) A figura adiante mostra a planta baixa da sala de estar de um apartamento.
Sabe-se que duas paredes contiguas quaisquer incidem uma na outra perpendicularmente e que
AB=25m,BC=12m,EF=40m,FG=08m, HG=35me AH=6,0m.

Figura 113 — Planta baixa da sala de estar de um apartamento.

A B
29 m |1,2 m D
C
6,0 m
35 m G
H 0,8 m
F 40m E

Fonte: Disponivel em < https://docero.com.br/doc/n11cvl> Acesso em 07/01/2020.

Qual o perimetro dessa sala, em metros?
a) 37,2
b) 38,4
c) 40,2
d) 41,2
e) 42,2
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06 — Qual a &rea da figura adiante?

Figura 114 — Pentagono n&o regular no plano cartesiano.

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-1
. Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra.

a) 13 cm?
b) 24 cm?
C) 26 cm?
d) 30 cm?
e) 36 cm?

07 — A figura seguinte representa o trajeto que uma formiga faz para ir de A até B, utilizando o
caminho indicado com setas. Qual a da distancia que ela percorre?

Figura 115 — Percurso circular da formiga.
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Fonte: Disponivel em <http://www.colegionomelini.com.br/midia/arquivos/2013/10
/ffe25bfd810508dbb5ca5dd552430278.pdf> Acesso em 07/01/2020.

08 — Calcule o valor de x e y nos seguintes casos:

Figura 116 — Triangulos com vértices opostos pelo vértice

A

B

a) D E
Fonte: Disponivel em <http://maniadecalcular.blogspot.com/2015/11/atividade-de-geometria-para-0-8-ano-
7_8.html> Acesso em 08/01/2020.
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Figura 117 — Tridngulos com angulos internos desconhecidos.

b)
Fonte: Disponivel em <https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-matematica/exercicios-sobre-soma-
dos-angulos-internos-um-triangulo.htm> Acesso em 08/01/2020.

09 — Na circunferéncia ao lado, identifique: F
a) o centro;

b) os raios;

C) as cordas;

d) os diametro.

Figura 118 — Centro, raio e cordas de uma circunferéncia. Fonte: Figura autoral utilizando o GeoGebra.

10 — (CP2-MEC-RJ) Na figura seguinte, os quatro circulos séo tangentes dois a dois. Os raios
dos circulos menores medem 4 cm cada um. A altura do trapézio ABCD mede 12 cm.

Figura 119 — Quatro circulos tangente entre si cujos centros formam um trapézio.

Fonte: Disponivel em <Acesso em: http://files.matematicavillare.webnode.com.br/200000772-
c7flccadeb/AtividadeO4PlantaoDirigido9ano-2015.docx> Acesso em 08/01/2020.

a) Simbolizando o raio da circunferéncia maior por X, determine esse valor, aplicando o
Teorema de Pitagoras aos lados do triangulo ADE.

b) Calcule a medida da area do trapézio ABCD.
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APENDICE C — Atividades de Avalia¢io (GeoGebra)

1 — Crie regi0es triangulares de diferentes formas, utilizando ferramentas distintas.

2 — Construa os triangulos: equilatero, isosceles e escaleno, com cores diferentes e os lados
rotulados somente com o seu comprimento.

3 — Construa os triangulos: acutangulo, retangulo e obtusangulo, com cores diferentes e os
angulos rotulados somente com sua angulacao.

4 — Criar 0s seguintes pontos no plano cartesiano, utilizando suas coordenadas:

Figura 120 — Coordenadas dos pontos A, B, C, D, E, F, G, He l.

» Janela de Algebra>
® A=(2,1)
® B=(4,6)
®C=(92
® D= (12, 8)
® E=(12,1)
® F=(17,1)
® G=(16,9)
® H=(21, 3)
® 1=(25, 2)
Fonte: Figura autoral feita no GeoGebra.

5 — Utilizando a ferramenta Poligonos, construa os triangulos: ABC, DEF, GHI. Em seguida,
mude a cor do 44BC para vermelho (255, 0, 0). Faga a mesma coisa para 0 4ADEF utilizando
azul (0, 0, 255) e no AGHI a cor verde (0, 255, 0). Todos com transparéncia 75. Utilize
segmentos para criar uma borda preta em cada triangulo.

6 — Utilizando 0 44BC, 0 ADEF e 0 AGHI, encontre 0s pontos notaveis de cada um, inserindo
um incirculo e um circuncirculo nos trés triangulos.

7 — Construa um poligono cujos Vértices estejam situados nas coordenadas (2, 3), (10, 5) e
(17,0). Encontre o Ponto de Fermat desses trés pontos utilizando simultaneamente os métodos
de Torricelli e de Simpson.

8 — Construa um quadrado de lado 7. Crie uma Arvore Minima de Steiner (AMS) que possa
conectar todos 0s seus vertices.

9 — Utilize os 5 pontos iniciais a seguir e construa uma Arvore Relativamente Minima (ARM),
utilizando qualquer topologia.
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Figura 121 — Coordenadas dos pontos A, B, C, D e E.

» Janela de Algebra X

®A=(22)
® B=(2-1)
® C= (8, -4)
® D = (10, 1)
® E=(6, 6)

Fonte: Figura autoral feita no GeoGebra.

10 — Crie os seguintes pontos e construa pelo Algoritmo de Melzak uma ARM para 6 pontos
iniciais utilizando a topologia correspondente.

Figura 122 — Coordenadas dos pontos A, B, C, D, E e F (a esquerda) e topologia correspondente de ARM com o0s
6 pontos iniciais (a direita).

» Janela de Algebra<
®A=(22)
®B=(2 1)

® C=(8,-4)

® D=(12,0) Comprimento = 24.62
® E=(6, 6)

® F=(10, 4) C
Fonte: Figura autoral feita no GeoGebra.




