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Resumo

O principal objetivo do presente trabalho é estudar o comportamento dos semigru-
pos numéricos com profundidade ¢ < 3 e género fixado por meio das caracteristicas
do conjunto de suas lacunas (gapsets). Em 2008, Maria Bras-Amor6s [1] apresentou
trés conjecturas sobre semigrupos numeéricos, quais sejam: 1) O nimero de semigru-
pos numéricos de género g fixado, denotado por n,, satifaz a seguinte relacao para
todo g > 2, ny, > ng_1 + ng_9; 2) glgglo ng/Ng—1 = @, em que @ é a razao aurea; e 3)
glgilo (ng—1 + nyg—2)/ng = 1. Zhai [2] demonstrou que as duas ultimas conjecturas real-

mente procedem usando o fato de que a maioria dos semigrupos numéricos de género
fixado sao tais que ¢ < 3. A primeira conjectura segue em aberto. Mesmo uma versao
mais fraca dela, n, > ny_1, ainda nao foi provada (Zhai [2] demonstrou que essa de-
sigualdade vale para géneros suficientemente grandes). No presente trabalho, vamos
apresentar os principais resultados de Eliahou e Fromentin [3] para o caso em que
q < 3. Esses autores demonstraram, entre outras coisas, que a primeira conjectura
de Bras-Amoros vale quando sao considerados apenas os semigrupos com ¢ < 3. Esse
resultado permite avancar na busca pela demonstracao da conjectura e amplia os ho-
rizontes dessa area da Teoria dos Niimeros.

Palavras-chave: semigrupos numéricos, gapset, género, profundidade, lacunas.



Abstract

The main objective of this work is to study the behavior of numerical semigroups
with depth ¢ < 3 and genus fixed through the characteristics of the set of their gaps
(gapsets). In 2008, Maria Bras-Amords [1] presented three conjectures about nume-
rical semigroups, namely: 1) The number of numerical semigroups of the genus fixed
g, denoted by n,, satisfies the following relation for all ¢ > 2, n, > ny,_1 + ny_s; 2)
glgglo ng/ng—1 = ¢, where ¢ is the golden ratio; and 3) gli_)rgo(ng_l +ng_s)/ngy = 1. Zhai
[2] demonstrated that the last two conjectures really proceed using the fact that most
numerical semigroups with fixed genus are such that ¢ < 3. The first conjecture re-
mains open. Even a weaker version of it, n, > n,_1, has not yet been proven (Zhai
[2] demonstrated that this inequality holds for sufficiently large genus). In the present
work, we will present the main results of Eliahou and Fromentin [3] for the case where
q < 3. These authors demonstrated, among other things, that the first Bras-Amorés
conjecture holds when only semigroups with ¢ < 3 are considered. This result allows
us to advance in the search for demonstrating the conjecture and broadens the horizons
of this area of Number Theory.

Keywords: numerical semigroups, gapset, genus, depth, gaps.
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Introducao

Um Semigrupo Numérico (S) é um subconjunto de Ng = {0, 1,2, ...} que satisfaz
trés propriedades: P1) 0 € S; P2) S é um conjunto fechado para a adigao, ou seja, se
reSey€eS entdao xr+y € S; e P3) o conjunto Ny \ S é finito. O género de S é a
quantidade de elementos de Ny \ S. Neste trabalho, objetivamos contar a quantidade
de semigrupos nimericos de género dado.

Semigrupos numeéricos sao importantes nao sé na Teoria dos Numeros, mas para
muitas outras areas da matemadtica, como curvas algébricas, por exemplo. Além
disso, considerando que semigrupos numéricos nao demandam, em geral, mateméatica
avancada, mas tao somente raciocinio légico e construcao de boas ideias, é bastante
factivel trabalhar tais conceitos desde o ensino da matematica bésica, para desenvolver
nos alunos a criatividade e o pensamento légico, até em nivel de doutorado. Frise-se que
nao ha muitos trabalhos em lingua portuguesa sobre semigrupos numéricos, inclusive
talvez esse seja o primeiro a trazer especificamente a ideia de gapsets. Nesse sentido,
espera-se que o presente trabalho possa ser de grande valia para a disseminacao e a
evolucao do conhecimento na &rea.

Nas tltimas duas décadas, muitos autores como em [1], [3, 4, 5, 6] encontraram
varias relacoes e propriedades dos semigrupos numéricos. No entanto, hd, ainda, diver-
sas questoes em aberto, o que promoveu também a formulacao de varias conjecturas
nesses mesmos trabalhos. Trataremos, nesse trabalho, mais especificamente dos resul-
tados encontrados por Eliahou e Fromentin [3] para o caso em que a profundidade dos
semigrupos numericos é de no maximo 3.

Algumas notagoes, bastante comuns em Teoria dos Niumeros, serao empregadas no

presente trabalho. Seguem elas:

Notacao 0.1. Todas as representacoes de intervalos numeéricos, a menos que seja indi-
cado o contrdrio, se referem a conjuntos de numeros inteiros. Assim, para uma escrita

mais enzuta, vamos representar conjuntos de numeros inteiros da sequinte forma:

{re€Z:a<z<b} =]a,lb
{r€Z:2>a} =la,00)

comaebeZ.



Notagao 0.2. Usaremos a soma de um nimero com um conjunto para indicar que

cada elemento daquele conjunto estd somado desse numero, da sequinte forma:

r+A={r+a:ac A}
comx ea € Z.

Dividimos o nosso trabalho em trés capitulos, a saber:

e Capitulo 1: Preliminares. Nesse capitulo, definimos o que sao semigrupos
numéricos de duas formas diferentes, uma que usa as propriedades P1 - P3, apre-
sentadas acima, e outra que se vale de seus geradores. Também determinamos
que a definicao por meio das propriedades serd a mais usada no presente trabalho.
Na sequéncia, apresentamos as principais invariantes dos semigrupos nimericos
(multiplicidade, condutor, nimero de Frobenius, género, dimensao, profundidade
e peso) e provamos algumas propriedades interessantes entre elas. Por fim, apre-
sentamos a arvore de semigrupos numéricos representados pelo conjunto minimal
de seus geradores. A arvore apresentada dessa forma é usada por Maria Brés-
Amoros [4] para demonstrar vérios resultados importantes.

e Capitulo 2: Gapsets. No capitulo 2 introduzimos a nocao de gapsets, que nada
mais sao do que conjuntos cada qual com as lacunas de determinado semigrupo
numérico. Com isso, passa-se a trabalhar com os semigrupos por intermédio
do seu conjunto de lacunas. A vantagem é que o conjunto de lacunas de um
semigrupo numérico é sempre finito e, com isso, a manipulacao algébrica pode
se mostrar mais facilitada, como podemos verificar nos trabalhos de Zhao [6]
e Eliahou e Fromentin [3]. Na sequéncia é reapresentada a arvore de todos os
semigrupos numéricos, mas agora por meio de seu conjunto de lacunas. Segue-se
com a defini¢ao de particao canonica de um gapset. Também sao definidas as m-
extensoes e as m-filtracoes, para se chegar as filtracoes de gapsets, que encerram

esse capitulo.

e Capitulo 3: Semigrupos Numéricos de ¢ < 3. O capitulo 3 é o coracao
do trabalho e vai desenvolver os principais resultados demonstrados inicialmente
por Eliahou e Fromentin [3] sobre as cotas inferior e superior para a quantidade
de semigrupos numéricos existentes com profundidade ¢ < 3. Esses resultados
sao importantes porque indicam caminhos possiveis de serem trilhados para se
chegar as demonstracoes de conjecturas mais fortes e ainda nao provadas feitas
anteriormente. O capitulo se inicia com o caso ¢ < 2 e sua relacao com os
nimeros da sequéncia de Fibonacci, para chegar, finalmente, ao caso ¢ < 3,
que representa os melhores resultados encontrados até o momento na teoria dos

semigrupos numeéricos.



Capitulo 1
Preliminares

O objetivo deste capitulo é definir os semigrupos numéricos, apresentar suas prin-
cipais invariantes e algumas de suas propriedades, e apresentar a arvore de todos os

semigrupos numéricos e como ela é construida usando recursividade.

1.1 Semigrupos Numéricos

Ha algumas formas de definir semigrupos numéricos, uma delas é por suas propri-
edades. Essa é a forma que serd mais utilizada no decorrer desse trabalho e pode ser
colocada assim:

Defini¢ao 1.1. Considerando que N = {1,2,3, ...}, um Semigrupo Numérico S € um
subconjunto de Ng = NU {0} ={0,1,2,...} que satisfaz trés condi¢oes:

P1. 0€S;
P2. S € um conjunto fechado para a adicdao, ou seja, sex € S ey € S, entao x+y € S;

P3. o conjunto Ng \ S € finito.

Essa definicao é equivalente a dizer que um Semigrupo Numérico S é um sub-

mondide aditivo de Ny em que Ny \ S é finito.

Vejamos dois exemplos:
Exemplo 1.1. Seja o conjunto Sy definido da sequinte forma:

com g € N. Perceba que S satisfaz as condicoes para ser um Semigrupo Numérico, uma
vez que 0 € Sy, Sy € claramente fechado para a adigao, e que Ny \ S1 ={1,2,3,...,9}.
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Observacgao 1.1. Semigrupos Numéricos com essa caracteristica de conter apenas o (
e todos 0s naturais maiores que um natural g sao chamados de Semigrupos Numéricos

Ordindrios.

Exemplo 1.2. Seja o conjunto Sy definido da sequinte forma:
Sy =40,2,4,...,29g — 2} U [2g, )

com g € N. Novamente, Sy satisfaz as condi¢oes de Semigrupo Numérico, uma vez
0 € Sy, Sy € fechado para a adicao e seu complemento em relacdo aos naturais € finito,
com Ng \ S = {1,3,5,...,2g — 1}.

Observagao 1.2. Semigrupos Numéricos com essa caracteristica de nao conter todos
0s naturais impares menores que um natural 2g sao chamados de Semigrupos Numéricos

Hiperelipticos.

Outra forma de definir tais conjuntos é por meio de seus geradores. A exposi¢ao
de forma mais rigorosa desse modo de defini¢ao sera feita mais adiante. Para entender
melhor esse conceito, fazemos uso do exemplo das moedas de Frobenius [7]. Imagine
uma nacao em que o dinheiro é constituido por apenas dois tipos de moedas, uma
de valor a e outra de valor b, com mdc(a,b)= 1. Quais poderiam ser os valores dos
produtos nesse pais caso nao fosse possivel devolver troco? O conjunto desses valores
formaria um semigrupo numérico e, nesse caso, dizemos que o semigrupo ¢é gerado por
a e b. O nimero de geradores pode ser, obviamente, maior que 2 desde que o mdc entre
todos os geradores seja 1, para garantir que o conjunto complementar de S em relacao
a Ny seja finito, que é uma das condi¢oes para que S seja um semigrupo numeérico.

Essas duas formas de definir semigrupos numéricos sao equivalentes, cada uma
sendo mais indicada para algum tipo de desenvolvimento da teoria. Para o presente
trabalho, como ja destacado, vamos usar a primeira defini¢cao, que identifica os semi-

grupos numéricos por meio de suas propriedades.

1.2 Invariantes de um Semigrupo Numérico

Ha algumas invariantes que sao importantes para o desenvolvimento da teoria dos

semigrupos numéricos. Vamos as suas defini¢oes.

Definicao 1.2. Seja um semigrupo numérico S. A mutiplicidade m de S € seu menor
elemento diferente de zero. O condutor c, por sua vez, € o menor elemento pertencente
a S tal que todos os numeros naturais maiores que ou iguais a ele também pertencem
a S. O numero de Frobenius f € o maior natural nao pertencente a S. Por essa razao,
o numero de Frobenius é sempre dado por f = ¢ — 1. No caso particular em que o

semigrupo coincide com Ny, temos, por convencao, que f = —1.



1.2 Invariantes de um Semigrupo Numérico )

Defini¢ao 1.3. Como todo semigrupo numérico S € tal que o conjunto Nog\ S € finito,
chamamos esse conjunto finito de numeros naturais de conjunto das lacunas de S.
Denotaremos esse conjunto por G(S). Os elementos de G(S) sao chamados de lacunas
e os elementos de S de nao-lacunas do semigrupo numérico. O nimero de elementos

de G(S) € o género do S e nés o denotaremos por g.

O género de um semigrupo numérico sera de fundamental importancia para o pre-
sente trabalho, uma vez que o objetivo aqui é justamente procurar o niimero de semi-
grupos numéricos com genero g fixado.

Como dissemos na se¢ao anterior, todo semigrupo numérico pode ser definido por

meio de seus geradores. Donde temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.4. Dizemos que um semigrupo numérico S € gerado pelo conjunto
{ai, a2, ,a,} se, dado s € S, ezvistem Xy, X, -+, X, € Ny tais que s = a; X; +
asXo+ -+ a,X,. Nesse caso, escrevemos S = {a1 Xy +asXo+ -+ a, X, : X; € No}
e denotamos por S = (ay,...,ay,).

No Lema 2.1 do livro [8], os autores mostram que, dados os inteiros positivos
aj,as, ...,a,, o conjunto (aj,...,a,) é um semigrupo nidmerico se, e somente se,
mdc(ay, as, ...,a,) = 1, para garantir que o conjunto complementar de S em relacdo
a Ny seja finito. Se ndo existe um subconjunto préprio de {aq,as, ...,a,} que gera
S, dizemos que aquele é um conjunto minimal de geradores. E possivel provar que o

conjunto minimal de geradores de um semigrupo numérico é Uinico.

Definicao 1.5. Damos a quantidade minima de geradores de um determinado semi-

grupo S o nome de dimensdao de S, normalmente denotada por e.

Outras duas invariantes dos semigrupos numeéricos sao o que vamos chamar de

profundidade (do inglés depth) e o peso (do inglés weight).

Definicao 1.6. Seja um semigrupo numérico S de multiplicidade m e condutor c. A

profundidade, aqui denotada por q, € definida por:

c

-T2
m

Ou seja, a profundidade é o menor inteiro maior que ou igual a c¢/m.

Por sua vez, o peso, comumente denotado por w, € definido por:

g

w(s) =30 — i),

i=1

em que l; € o i-ésimo elemento de G(S), com ly < ly < --- <y, e g € 0 género do

semigrupo numérico S.

Para clarificar um pouco as coisas, vamos fazer um exemplo.
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Exemplo 1.3. Seja S ={0,7,10} U[14,00). Nesse caso, temos que S € um semigrupo
nuUMErico em que:

(a) A multiplicidade de S é m = T7;

(b) O condutor é ¢ = 14, logo f = 13;

(¢c) O género de S é g=11 e G(S) ={1,2,3,4,5,6,8,9,11,12,13};
(d) A profundidade é q = (%-‘ =2;

(e) O peso de S serd dado por:

I
NE

w(S) (li—i)=(1—1)+(2—2)+ (3—3)

1

—4)+(5—=5)+(6—-6)+(8—-7)+(9—-28)
1—9)+ (12— 10) + (13 — 11)

oo — / .
=

(f) Para determinar a dimensao de S, precisamos encontrar o conjunto minimal de
geradores. No caso, esse conjunto seria {7,10,15,16,18,19}. Uma forma de se
encontrar esse conjunto € procurando pelos menores numeros em S para cada resto
distinto de 7 (multiplicidade de S). Por exemplo, se s € S e s = Tk (ou seja,
s deiza resto zero na divisao por 7), com k € Ny, o menor valor possivel para s
¢7. Paras e S es =147k, comk € Ny, o menor valor possivel para s é
15. Repetindo esse procedimento, encontramos todos os geradores. Note que, para
seSes=6+7Tk, comk € Ny, temos que s > 20 e s = 10+ 104 T7k. Desse modo,
nao € necessario encontrar um s € S que deixe resto 6 na divisdo por 7. Portanto,
a dimensao de S € e = 6.

1.3 Algumas Relagoes entre as Invariantes

Passamos agora a apresentar algumas relacoes entre as invariantes de um semigrupo

numérico S. Essa se¢ao ¢ baseada no trabalho de Bernardini [9].

Proposicao 1.1. Seja S um semigrupo numérico de condutor c. Se k € S, entao

c—1—k¢S.

Demonstracao: Temos, por hipdtese, que k£ € S. Suponha, por absurdo, que
¢c—1—Fk e S. De acordo com (P2), terfamos que (c—1—k)+k=c—1€ S, 0 que é

claramente uma contradicao.
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Proposicao 1.2. Seja um Semigrupo Numérico S de género g, entao [2g,00) C S.

Demonstracgao: Se g = 0, entao S = Nj, o que garante a implicacao dada. Se
g > 1, entdao ha pelo menos g nao-lacunas no conjunto {1,2,..,2¢g}, pois, do contréario,
S teria mais de g lacunas, o que contradiz o enunciado. Chamemos essas nao-lacunas
de p1 < p2 < --- < py e vamos supor que existe alguma lacuna [ > 2g. Sendo assim,
terfamos que todos os nimeros [ — p; com 1 < ¢ < g seriam lacunas, porque cada p;
¢é nao-lacuna e S é fechado para adi¢ao. Assim, caso existisse alguma lacuna [ > 2g,
terfamos no minimo g + 1 lacunas. Uma contradi¢ao. Portanto, todas as lacunas de S

sao menores que 2g.
|

Corolario 1.1. Seja ng o nimero de semigrupos numéricos de género g. Se g > 1

entao:

Demonstragao: Seja S um semigrupo numérico com g > 1. Perceba que 1 é
uma lacuna de S. Além disso, como disposto na Proposicao 1.2, todas as lacunas sao
menores que 2g. Portanto, temos 2g — 2 possiveis lacunas e temos que escolher, entre
essas, as g — 1 restantes, o que garante a desigualdade dada.

E facil perceber que essa cota superior nao é 6tima, como deixa claro o seguinte

exemplo.

Exemplo 1.4. Sejam g = 3 e o conjunto R = {0,2,5} U [6,00). Temos um conjunto
em que foram escolhidas 2 lacunas (g — 1) dentre as 4 possiveis (29 —2). No entanto,
R nao é semigrupo numérico, uma vez que 2 € R, mas 4 = 2+ 2 ¢ R. Portanto,
n3 < (;1) De fato, n3 =4 e (;1) = 6.

Na verdade, essa cota superior é bastante “ruim”. J& foram definidas cotas me-
lhores, como em [2], [4], [6], [10] e [11]. Todas, ainda, bastante distantes do valor
exato.

Na sequéncia, vamos desenvolver um pouco mais o conceito dos geradores dos se-
migrupos numeéricos. Geradores sao importantes em varios momentos, e serao especi-
almente tteis no presente trabalho mais a frente, quando apresentarmos a arvore dos

semigrupos numeéricos.

Proposicao 1.3. Todo semigrupo numérico € finitamente gerado.
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Demonstragao: Seja S um semigrupo numérico com género g. Escreva S N
{1,---,29 — 1} = {p1,p2, - ,pg}. Afirmamos que I' := {p1,p2, -, py, 29,29 +
1,---,4g — 1} é um conjunto de geradores de S. De fato, para todo s € S tal que
s < 4g, temos que s € I'. Para s > 4g, usando o algoritmo da divisao de Euclides e
fazendo uma pequena manipulagao algébrica, podemos escrever s = (k — 1) - 29 + [,
em que k = L% >2e2g<1[<4g—1. Portanto, s ¢ uma combinacao linear de dois
elementos de I' (quais sejam, 2¢ e ), com coeficientes positivos, de modo que podemos

concluir que I'" é um conjunto de geradores, nao necessariamente minimal, de S.
[

Como ja dito, o nimero de elementos de um conjunto minimal de geradores de S é

chamado de dimensao e(S). A Proposigao 1.3 nos assegura que e < 3g.

Observacao 1.3. E possivel provar a Proposi¢ao 1.3 utilizando conjuntos de Apéry.
Nesse caso, demonstra-se que e < m < g+ 1, ou seja, uma cota Superior um pouco

melhor que 3g.

Corolario 1.2. Todo semigrupo numérico ordindrio S de género g tem como conjunto

minimal de geradores [g+ 1,29 + 1].

Demonstragao: Se S é ordinario de género g, temos que G(S) = [1, g]. Assim, se
seSeg+1<s<2g+1, temos que, se s =x + y, com x < y € N, necessariamente
r < g e portanto x ¢ S, o que faz com que s tenha que ser um gerador. Por outro
lado, se s; > 2g 4+ 1, s; sempre pode ser escrito como s; = 2g+ 1+, com [ € N.
Podemos escrever s; usando a divisao euclidiana por g + 1 da seguinte forma: s; =
(g+1)-g+r,comr e |0,g] e q>2uma vez que s; > 2g + 2. Reescrevemos s; como
s1=(g+1)-(¢g—)+(g+1+r),comg+1+reg+1,2g+1eq—1>1. Veja que,
assim, s; pode ser escrito como a soma de dois inteiros em S, portanto, s; nao pode

ser um gerador minimal de S.

A préxima proposicao define fronteiras para o valor do condutor de um semigrupo

numérico em funcao de seu género.
Proposicao 1.4. Seja S um semigrupo numérico de condutor ¢ e género g, entdao:
g+1<c<2

Demonstragao: A segunda desigualdade é decorréncia imediata da Proposicao
1.2. Para determinarmos a primeira desigualdade, suponha que exista um semigrupo
numérico com condutor ¢ e género g tais que ¢ < g. Mas, desse modo, o nimero

méximo de lacunas seria g — 1 (porque 0 nunca é lacuna e nao hé lacunas maiores que
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ou iguais a ¢), o que é uma contradi¢ao e, portanto ¢ > g. De fato, é facil ver que a
maior quantidade de lacunas ocorre quando G(S) = {1,2,..,¢ — 1}, ou seja, quando
g=c—1e, portanto, g+ 1 < c.

Essas duas cotas para o condutor ¢ em fungao do género g sao as melhores possiveis.
De fato, podemos construir dois exemplos simples que nos garantem isso.

Exemplo 1.5. Sejam os Semigrupos Numéricos S1 e Sy, com condutores e géneros,

respectivamente, c1 € Ca, g1 € ga, taisS que:
S1 = {0} U[2019, c0)

Sy =4{0,6,7,12,13,14, 15,18, 19, 20,21, 22} U [24, o0)
No primeiro caso, temos que g1 + 1 = ¢ = 2019. Jd no sequndo, co = 299 = 24.

Observagao 1.4. Todo semigrupo numérico S em que ¢ = g+ 1 € ordindrio. De fato,
basta notar que a unica possibilidade para o conjunto de lacunas de S é G(S) = [1, g],
ou seja, S ={0} U [g+1,00).

Observacgao 1.5. Semigrupos numéricos em que ¢ = 2g sao chamados de semigrupos

numeéricos simetricos.

Observacao 1.6. Todo semigrupo numérico hipereliptico € simétrico, mas a volta nao

vale, como fica claro no FExemplo 1.5.

E f4cil ver que todo semigrupo numérico hipereliptico pode ser escrito como (2, 2g+
1). Temos também outros semigrupos simétricos, ndo hiperelipticos, com apenas dois
geradores. E o caso, por exemplo, do semigrupo numérico (3,4), j& que, nesse caso,
c =6 e g = 3. Para semigrupos numéricos cujo conjunto minimal de geradores possui
apenas dois elementos, foram demonstrados em [7] vérios resultados. Se S = (a,b),
entdo ¢(S) = (a —1)(b—1) e g(S) = (a — 1)(b — 1)/2. Com isso, temos que todo
semigrupo numérico gerado por apenas dois geradores é simétrico. A volta nao vale,
como podemos ver no Exemplo 1.5, em que o conjunto minimal de geradores é {6, 7,15}.

Também podemos encontrar um limitante para a multiplicidade de um semigrupo
numérico em funcao de seu género, como podemos ver na proposicao a seguir.

Proposicao 1.5. Seja S um semigrupo numérico com género g e multiplicidade m.
Entaom < g+ 1.

Demonstragao: Se m > g + 2, teremos que S tem, no minimo, g + 1 lacunas, o
que é claramente uma contradi¢ao, de modo que segue o resultado.
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Observacao 1.7. Os semigrupos numeéricos ordindrios sao os com multiplicidade mdzima,

em relacao ao género, uma vez que, nesses casos, m = g+ 1.

Proposicao 1.6. Seja S um semigrupo numérico com género g > 1 e profundidade q.
Entao 1 < q<g.

Demonstragao: Sejam m e ¢ a multiplicidade e o condutor de S, respectivamente.
Se g > 1, temos que m > 2, porque caso m = 1, temos necessariamente que g = 0.
Assim
1-Mefo[f] B,
m- m m 2

onde a ultima relacao é resultado da Proposicao 1.4 e do fato de que m > 2. Portanto,
1<[g]=q<y

1.4 A Arvore de Semigrupos Numeéricos

Vamos introduzir agora a arvore de semigrupos numéricos. Inicialmente ela sera
apresentada com a exposi¢ao dos geradores do semigrupo. Posteriormente, no préximo
capitulo, veremos sua versao em funcao das lacunas. A arvore de semigrupos numéricos
foi apresentada formalmente por Bras-Amorés [4], em 2009. Cada semigrupo numérico
¢ apresentado uma unica vez e a construcao da arvore se mostra bastante intuitiva.
Cada nivel da arvore explicita todos os semigrupos numéricos com mesmo géenero.

Sigamos com uma ideia de como construir a arvore, baseado em [4]. O conjunto
minimal de geradores e o nimero de Frobenius do semigrupo numérico representam
um papel fundamental. Na arvore, os geradores minimais maiores que o nimero de
Frobenius aparecerao, assim, em negrito. A “raiz”da arvore (na verdade, é uma arvore
invertida) é o conjunto Ny, uma vez que esse conjunto é o inico semigrupo numérico
de género 0 e pode ser escrito como (1). Nesse caso, convencionamos que o nimero de
Frobenius desse semigrupo é —1. Para o préximo nivel, retira-se o elemento 1 (gerador
maior que o numero de Frobenius), criando-se o semigrupo (2,3). Fica da seguinte

forma:
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Para os semigrupos numeéricos ordinarios, o procedimento é retirar o menor gerador
do semigrupo numérico ordinario anterior. Essa parte da arvore é feita em separado
porque o conjunto minimal dos geradores dos semigrupo numéricos ordinarios aumenta
em um elemento de um nivel da arvore para outro, os outros ramos da arvore preservam
o numero de elementos do conjunto de geradores minimais ou diminuem esse ntimero
em uma unidade, dependendo do caso.

Assism, para os semigrupos numéricos ordinarios, temos o seguinte lema:

Lema 1.1. Considere o semigrupo numérico ordindrio de género g: S = (g+1,--- , 29+
1). Entao:
§'=5\{g+1}=(9+2,---,29+3)

€ um semigrupo numérico ordindrio de género g + 1.

Demonstragao: Veja que, pelo Corolario 1.2, S’ é um semigrupo numérico or-
dinério e que o género de S" é g+ 1. Ouseja, 8" = ((¢9+1)+1,---,2(g+ 1)+ 1) =
(g+2,--+,2g + 3).

Assim, o ramo que contém todos os semigrupos numéricos ordindrios na arvore fica

dessa forma:

(5.6,7,8,9)

Para a construcao do restante da arvore, o procedimento consiste em retirar, um
de cada vez, os geradores maiores que o numero de Frobenius, quando houver algum,

do nivel anterior para criar o préximo nivel. Para tanto, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.7. Seja S = (1 < -+ < pi—1 < ptg < -+ < [lg) WM SEMIGrupo numérico
de género g de forma que os geradores de S que sao maiores que o nimero de Frobenius,

quando existirem, sejam [, - , . Assuma que S € nao-ordindrio ou S € ordindrio e
2<1<j5<keN. Entao:
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S/:S\{u]}: <:u17"' s Hj—1y Bj41, - 7/’%7”1—’_“‘7)

¢ um semigrupo numérico (nao-ordindrio) de género g + 1.

Demonstragao: Inicialmente é possivel concluir que todos os elementos que eram
geradores minimais de .S, com excecao de p;, continuam sendo geradores minimais de
S’, j& que nao podem ser escritos como a soma de dois elementos de S’. O nimero de
Frobenius de S’ passa a ser p;. Além disso, o novo gerador minimal, caso necessario,
deve ser da forma p; + ps, com s € {1,--- ,k} e s # j, pois, do contrario, tal elemento
de S" pode ser escrito como a soma de outros dois elementos desse semigrupo numérico
e, portanto, nao pode ser um gerador minimal de S’.

Mas se pts > fu1, entao pu; + fus — pt1 > pr; € S’ ou seja, pj + pis = pg +x com x € 5,
logo f1; + s ndo pode ser um gerador minimal de S” se s > 1. A conclus@o é que o
unico novo gerador minimal de S’, quando existir, serd p; + p.

Observacao 1.8. Nem sempre o gerador pu + p; € necessdrio no conjunto minimal de
geradores. Por exemplo, dado o semigrupo numérico (3,4,5), ao se retirar o gerador
5, nao € ncessdario incluir o gerador 3 +5 = 8, uma vez que 8 =4+ 4 e 4 ja é gerador
no novo semigrupo numérico. Nesse caso, o novo semigrupo fica sendo (3,4).

Realizando o procedimento descrito na proposicao acima, chegamos a arvore com-
pleta de semigrupos numeéricos. A seguir, temos a arvore até o nivel g = 4. Em negrito,
o geradores maiores que o numero de Frobenius em cada nivel, que serao retirados para

dar origem ao nivel seguinte.

(2,3)
/ X
(3,4,5) (2,5)
(4,5,6,7)  (3,5,7) (3,4) (2,7)




Capitulo 2
Gapsets

Neste capitulo apresentamos os gapsets e suas propriedades. Uma das motivagoes
para tanto ¢ mostrar que pensar em termos de gapsets ao invés de semigrupos numéricos
pode ajudar no desenvolvimento dessa area da Matematica. Gapsets podem ser ma-
nipulados e transformados de maneiras nao permitidas para semigrupos numéricos. A

base desse capitulo é o trabalho de Eliahou e Fromentin [3].

2.1 Definicao de Gapsets

Definicao 2.1. Um gapset é um conjunto finito G C N que salisfaz a sequinte propri-
edade: para todo z € G, se z=x +y com x,y €N, entago x € G ouy € G.

Lema 2.1. Seja S um semigrupo numérico. Entdo G = N\ S é um gapset. Recipro-

camente, seja G um gapset. Entao S = Ny \ G € um semigrupo numérico.

Demonstragao: De fato, se S é um semigrupo numérico e G = N\ §, com S C Ny
e G C N e G finito, entdo se z ¢ S é um nimero natural (ou seja, z € G) e z =x +y
com z e y inteiros nao negativos, temos que ter que x € S ouy ¢ S, ja que S é fechado
em relacao a soma. Ou seja, x € G ou y € G e, portanto, G é um gapset. Do mesmo
modo, se G é um gapset, seja S = Ny \ G. Se z ¢ G é um nimero inteiro ndo-negativo
(ou seja, z € S) e z = x + y com x e y inteiros nao negativos, temos que ter x ¢ G e
y ¢ G. Logo x € Sey e S. Além disso, como 0 ¢ G, temos que 0 € S. Desse modo,

S é um semigrupo numeérico.
|

Vamos transferir agora parte da terminologia usada para semigrupos numéricos

para os gapsets.

Definigao 2.2. Seja um gapset G C N. A multiplicidade m de G € o menor inteiro
maior que zero tal que m ¢ G. O nimero de Frobenius de G € dado por f = maz(Q)
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seG#Def=—-1seG=10. O condutor c de G é c= f+1. O género de G é sua
cardinalidade. Por fim, a profundidade q de G é dada por q = (%w

Ou seja, todas as invariantes (multiplicidade, nimero de Frobenius, condutor,
género e profundidade) de G coincidem com as de um semigrupo numérico S tal que

S=N\G.

2.2 A Arvore de Semigrupos em termos de Gapsets

E possivel representar a arvore de semigrupos numéricos em termos de gapsets.
Essa forma de representacao €, inclusive, mais simples de entender do que a construcao
por meio dos geradores. Para entender essa nova forma de representar a arvore, vamos

enunciar o seguinte lema.

Lema 2.2. Sejam o conjunto G et € N, tais que G' = GN[1,t]. Se G é um gapset,

entio G' é também um gapset.

Demonstragao: Sejam G um gapset e t € N, tais que G’ = G N [1,]. Estamos
afirmando que G’ é um gapset. De fato, seja z € G, fazemos z = x + y com z e y
inteiros positivos e x < y. Se z € G, pela construcao de G’ temos que z € G. Se
z € G, entdo, pela definicao de gapset, segue que {x,y} N G # (. Lembremos ainda
que, pela construgao de G’, temos que x, y < z < t, ou seja, z,y € [1,t]. Conclusao:

{z,y} N G" # 0, o que prova que G’ é também um gapset.
[ |

Em particular, se G é um gapset nao vazio, temos que G \ {max(G)} ¢ também um
gapset. Com isso, podemos chegar nos gapsets “pais” retirando o elemento maximo
dos gapsets “filhos”.

Reciprocamente, temos que todos os gapsets “filhos” H de um gapset G dado sao
tais que H = G U {a}, sendo a > max(G).

Perceba que os valores de a sao limitados. De fato, sendo m e ¢ a multiplicidade e o
condutor de G, respectivamente, é necessario (mas nao suficiente) que ¢ < a < m+c—1.
Isso porque se a > ¢+ m, H = G U {a} ndo pode ser um gapset, uma vez que contém
a=m+ (a—m) e nem m, nem a —m > c estdo em H.

Dessa forma, chegamos a arvore de semigrupos numeéricos representada pelo seus

gapsets, até o caso em que g = 4, como segue:
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/\
/\\

123 124 135
1234 1235 1236 1237 1245 1247 1357

2.3 A Particao Canonica

Nesta secao vamos definir o que é a particao candnica de um gapset. Para tanto,

comecamos com o seguinte Lema.

Lema 2.3. Seja G um gapset de multiplicidade m. Entao:

[I,m—-1CG
GNnmN=1(

Demonstragao: Pela definicdo de multiplicidade, G contém [1,m — 1], mas nao
contém m. Vamos fazer a demonstracao da segunda igualdade por inducgao finita,
provando que am ¢ G, para todo a > 2 com a € N. Fazendo a = 2, temos que
am = 2m = m + m, como m ¢ G, concluimos que am = 2m ¢ G. Supondo que
am ¢ G para algum a > 2 com a € N, vamos mostrar que (a + 1)m ¢ G. De fato,
basta verificar que (a + 1)m = m + am. Um vez que m ¢ G pela defini¢ao de m e
am ¢ G por hipé6tese de inducao, concluimos que (a + 1)m ¢ G, encerrando a prova.

[
Com base nisso, podemos utilizar a seguinte notacao.

Notagao 2.1. Seja G um gapset de multiplicidade m. Vamos denotar Gy = [1,m — 1]

€, generzcamente.
Gi=GN[im+1,6G+1)m—1] (2.1)

com 1 € Ny.

Proposicao 2.1. Seja G um gapset de multiplicidade m e profundidade q. Seja G;
como definido acima. Entdo:

G:G()UGlU"'UGq,l
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Gipn Cm+G;
para todo i >0 e Gy1 # 0.

Demonstracao: Provamos anteriormente que G NmN = (). Portanto, G é a uniao
disjunta de G; para todo ¢ > 0. Seja ¢ o condutor de G. Pela definigao de condutor,
G C [1,c¢—1]. Pela definigao da profundidade ¢, temos que (¢ —1)m < ¢ < gm. Temos
que G, = GNlgm+1,(¢+ 1)m — 1]. Como ¢ < gm, concluimos que G; = () para
todo i > ¢. Além disso, f =c—1. Como f € G e f > (¢— 1)m + 1, concluimos que
[ € G4 e, portanto, G,—1 # . Falta agora somente mostrar que G;+1 C m+ G; para
todo i > 0. Seja x € G41. Como x € Gy =GN [t +1)m+ 1, (i + 2)m — 1], temos
que:

x—mé€[im+1,(Gi+1)m—1].

Além disso, como z = m+ (x —m), z € G e m ¢ G, concluimos que z —m € G. Logo,
x —m € G, 0 que encerra a prova.

Definicao 2.3. Seja G um gapset de multiplicidade m e profundidade q. A particao
canonica de G € dada por G = GoUG1U-- UG,y com G; = GN[im+1, (i+1)m—1]
el e No.

Observagao 2.1. A multiplicidade m, o género g e a profundidade q de um gapset
G # () podem ser facilmente identificados a partir de sua particao candnica da sequinte
forma:

m = max(Gy) + 1,

9:Z|Gi|,

q:#{iiGi%@}

2.4 m-Extensoes e m-Filtracoes

Nesta secao vamos definir as m-extensoes e as m-filtracoes. Uma m-extensao é um
conjunto mais geral de subconjuntos finitos dos niimeros naturais do que os gapsets,
como se pode depreender da seguinte defini¢ao:

Definigao 2.4. Seja m € N. Uma m-extensao é um conjunto finito A C N que contém
[1,m — 1] e admite a parti¢ao:

A=A UAU---UA

para algum t >0, em que Ag = [1,m — 1] e A;x1 C m+ A; para todo i > 0.
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Note que, em particular, uma m-extensao A satisfaz ANmN = (). Além disso, pela

forma como A foi construido, temos que:
A;=AN[im+1,(+ 1)m — 1] com i € Ny
uma vez que A; é unicamente determinado por A.

Observacao 2.2. Todo gapset de multiplicidade m € uma m-extensao. Isso decorre

diretamente da Proposi¢ao 2.1.

Observacao 2.3. Por outro lado, nem toda m-extensao é um gapset de multiplicidade
m. Para um contraezemplo, seja A = AgU Ay U Ay ={1,2} U{5} U{8} ={1,2,5,8}.
Repare que 8 € A, mas 8 =4+4 ed ¢ A. Logo, A é uma 3-extensdo de acordo com a

Definicao 2.4, mas nao € um gapset.

Agora vamos para a definicao de m-filtragao, que é intimamente relacionada com a

de m-extensao.
Definigao 2.5. Sejam € N. Uma m-filtragio é uma sequéncia finita F' = (Fo, Fy, -+ | F})
de subconjuntos de N tais que:
FtC"'CFl CFOZ[]_,’I?’L—]_]
Para m € N, ha uma bijecao direta entre m-extensoes e m-filtracoes.

Proposicao 2.2. Seja A = Ay U Ay U --- U A; uma m-extensao. Facamos F; =
—im+ A; para todo i. Entao (Fo, Fy,--- , F,) é uma m-filtragao. Reciprocamente, seja
(Fy, F1,- -+, Fy) uma m-filtragdo. Facamos A; = im + F; para todo i, e seja A a unido
dos A;. Entao A € uma m-extensao.

Demonstracao: A demonstracdo decorre imediatamente do fato de que F; =

—im + A; se, e somente se, A; = im + F}.
[ |

Notagao 2.2. Se A é uma m-extensao, vamos denotar por F' = p(A) sua m-filtragio
associada. Da mesma forma, se F' é uma m-filtracdo, nés denotamos por A = 7(F)

sua m-extensao associada.

Pela Proposicao 2.2, as fungoes e 7 sao a inversa uma da outra.
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2.5 Filtracoes de Gapsets

Nesta secao vamos definir o que sao filtragoes de gapsets.

Definigao 2.6. Seja G C N um gapset de multiplicidade m. A filtracdo de gapset
associada a G é a m-filtragao F' = ¢(G).

De acordo com a Observacao 2.3, todo gapset G de multiplicidade m é uma m-
extensao. Por essa razao, ¢(G) é bem definido.

Assim, seja G um gapset de multiplicidade m e profundidade ¢q. Como na Equacao
2.1, seja G; =GN im+1,(i+ 1)m — 1] para todo ¢ > 0. Entao Gp = [1,m — 1] e

G: GoUG1 U ...UGqfl.

A m-filtrac@o associada F' = ¢(G) é, entdo, dada por F' = (Fy, Fy, -+, F,_1) onde
F; = —im + G, para todo i > 0.
Vamos, pois, transferir parte da terminologia usada para gapsets para as filtragoes

de gapsets.

Definigcao 2.7. Seja F' uma filtragao de gapset. Sua multiplicidade, seu género, sua
profundidade, seu condutor e suas demais invariantes sao definidas como aquelas do
correspondente gapset G = 1(F).

Sendo F' = (Fy, Fy,- -+, F,—1) uma filtracao de gapset, e sendo G = 7(F) = U;G;
seu correspondente gapset, temos, da Observagao 2.1, que vale |F;| = |G| para todo 1,
de modo que o género de F' é dado por g =), |F;| e sua profundidade é o niimero de
F; diferentes do conjunto vazio.

Exemplo 2.1. Vamos dar um exemplo simples do que seriam as filtracoes de gapset
para o caso em que g = 4. Vamos exibir todos os 7 semigrupos de género 4 de duas
formas diferentes. A primeira € uma forma usual, por meio de seus geradores. A

sequnda € usando filtracoes de gapsets.

(a) Usando os geradores:

(2,9), (3,5), (3,7.8), (4,5,6), (4,5,7), (4,6,7,9) € (5,6,7,8,9)

(b) Usando as filtra¢oes de gapset associadas:
(1), (12)(1)%, (12)2, (123)(3), (123)(2), (123)(1) e (1234)

A notacao acima, para o caso de filtracoes de gapsets, é bastante intuitiva. Por
exemplo, peguemos o quarto elemento de cada lista. Usando as filtragoes de gap-
sets, temos a representagao (123)(3), que significa que F = (Fy, F1) = ({1,2,3},{3}).
Temos, pois, que a multiplicidade é dada por m = 4 (uma unidade a mais que o
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maior valor do primeiro elemento da sequéncia). Para chegar ao gapset correspon-
dente, basta somar a cada nimero a multiplicidade multiplicada pela posi¢ao do ele-
mento na sequéncia. Como sé temos Fy e Fy, o gapset fica sendo G = Gy U G, =
{1,2,3} U{7} = {1,2,3,7}. Portanto, o semigrupo numérico correspondente é S =
No\ G =1{0,4,5,6,8,9,10,--- } = (4,5,6).

Observagao 2.4. As duas formas de representar os semigrupos numéricos (por meio
de seus geradores e por meio da filtracao de gapset associada) fornecem sua multipli-
cidade. Os geradores também fornecem a dimensao do semigrupo, jd a filtracdo do
gapset fornece o nimero de Frobenius (e, por consequéncia, o condutor), o género e a

profundidade do semigrupo.

Notagao 2.3. Vamos chamar de T o conjunto de todos os gapsets. Assim, I'(g) serd
o subconjunto de todos os gapsets de género g. Do mesmo modo, vamos chamar de F
o conjunto de todas as filtragoes de gapsets, e F(g) o subconjunto de todas as filtra¢oes
de gapset de género g. Veja que as fungoes ¢ e T fornecem bijecoes entre I'(g) e F(g)
para todo g > 0, de modo que

ng = |T(g)| = |F(g)]

para todo g > 0.

Além disso, dado um b € N, vamos chamar de T'(q < b) o subconjunto de todos
os gapsets de profundidade ¢ < b, e de F(q < b) o correspondente subconjunto de
filtragoes de gapsets. Para um género dado, denotemos por I'(g,q < b) e F(g,q < b)
os subconjuntos de I'(q < b) e F(q < b) dos elementos de género g, respectivamente.
Os casos em que b =2 e b = 3 sao de especial importancia para os resultados que serao

mostrados no proximo capitulo.



Capitulo 3

Semigrupos Numeéricos e Gapsets
de ¢ <3

O objetivo deste capitulo é apresentar os principais resultados encontrados para o
conjunto de semigrupos numéricos com profundidade menor que ou igual a 3. Inici-
amos o capitulo com o caso em que a profundidade é no maximo 2 e evoluimos para

determinar cotas inferior e superior para o caso de profundidade maximo 3.

3.1 O caso g <2 usando contagem

Inicialmente vamos mostrar o resultado, apresentado pela primeira vez por Zhao
[6], para o nimero de semigrupos numericos existentes de um género g dado e com
g<2.

Para tanto, vamos primeiramente demonstrar uma identidade ja bastante conhecido

sobre a sequéncia dos nimeros de Fibonacci.

Definicao 3.1. Um numero de Fibonacci F,, € o n-ésimo termo da sequéncia
(0,1,1,2,3,5,8,13,---).

Assim, paran > 2, com n € N, a sequéncia dos nimeros de Fibonacci seque a relag¢ao

de recorréncia F, = F,_1 + F,,_o, com F; =0 e F} = 1.

Ha varios resultados ja provados para a sequéncia dos numeros de Fibonacci, um
desses resultados é apresentado no lema a seguir. Vamos considerar que (Z) = 0 para
todob>a e Nyeparab<0.

Lema 3.1. Sejam n, k € Ny, com n > k, e seja F,,.1 o numero de Fibonacci na
posicaio n + 1 da sequéncia (0,1,1,2,3,5,8,13,21,--+). Entao:

> (n;k) o

k>0
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Demonstragao: A prova dessa identidade pode ser feita por inducgao finita em n.
Para n = 0, 1 e 2, a verificagdo pode ser direta. Consideremos que a identidade vale
para {0, 1, ---, n} para algum n € Ny, vamos provar que isso implica que ela também

vale para n + 1.

TGP PO Bl )

- _ g(nk>+§<(n1]zgkl))
-2 )= ()
= F,,+F,
= F,..

Em que a primeira igualdade decorre da Identidade de Stiefel. Portanto, se a
identidade vale para {0, 1, ..., n} para algum n € Ny, ela vale para n+ 1, o que encerra

a prova.
|

Agora estamos prontos para demonstrar os resultados de Zhao [6].

Proposigao 3.1. Seja m um inteiro positivo. O conjunto de semigrupos numéricos S
em que a profundidade q de S € tal que q < 2 é exatamente a colecao de conjuntos da

forma:

S ={0,m}UAUI[2m,c0) (3.1)
onde m € a multiplicidade de S e A C [m+ 1,2m — 1].

Demonstragao: Para provar que S é de fato um semigrupo numérico, basta notar
que, sendo a e b elementos nao nulos de S, entao, a, b > m e, consequentemente,
a+b > 2m, o que garante que a+b € S. Temos também que 0 € S e que o complementar
de S com relacao aos naturais é finito. Disso concluimos que S construido dessa
forma é um semigrupo numérico. Por outro lado, seja S um semigrupo numérico
com multiplicidade m, condutor ¢, e profundidade ¢ < 2. Entao, pela definicao de
multiplicidade de um semigrupo numérico, temos que [0, m|NS = {0, m}. Pela definigdo
de profundidade, temos que (¢ — 1)m < ¢ < gm < 2m. Donde concluimos que

[2m,00) C S e que, portanto, todo semigrupo numérico com ¢ < 2 é da forma de S.
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Corolario 3.1. Sejam m e g inteiros positivos. Os semigrupos numéricos S com
multiplicidade m, género g e profundidade q < 2 sdo exatamente os conjuntos da
forma da Equagdo 3.1 com A C [m+ 1,2m — 1] e |[A| = 2m — g — 2. A quantidade

. .. . m—1
desses SEMIGrupos NuUIMeEricos € de exatamente ( )
2m—2—g

Demonstracgao: Veja que sao 2m — g — 2 nao-lacunas em A para serem escolhidas
dentre m — 1 nuimeros inteiros. Disso, segue o resultado.

Observacao 3.1. Também ¢é possivel olhar para o mesmo problema pensando nas
lacunas. Em A, sdo m — 1 niumeros inteiros. Desses, temos que escolher g — (m — 1)
lacunas, porque sao g lacunas no total e o conjunto [1,m—1] € todo de lacunas. Assim,
a quantidade de semigrupos numéricos de multiplicidade m, género g e profundidade

q < 2, € de exatamente (gf‘ﬂ;lrl). Perceba que (27:1”:2175{) = (ng;lrl).

Variando m chegamos ao principal resultado apresentado por Zhao para ¢ < 2,

CcOomo se segue.

Teorema 3.1. Para qualquer inteiro positivo g, o numero de semigrupos numeéricos de
género g e profundidade g <2 € Fy .

m—1

2m—2—g> semigrupos numeéricos

Demonstracgao: Do Corolario 3.1, hé exatamente (
com multiplicidade m, género g e profundade ¢ < 2. Fazendo a soma em m, concluimos

que o numero de semigrupos numéricos com género g e profundade ¢ < 2 é dado por:

> (oan 2 y) "X, i) =B 2

Onde a ultima igualdade é decorréncia imediata do Lema 3.1.

3.2 O caso g <2 usando gapsets e bijecoes

Nessa segao, vamos demonstrar o mesmo resultado acima encontrado por Zhao [6],
mas sem a necessidade de argumentos de contagem, apenas com as bijecoes desenvol-
vidas entre os gapsets e suas filtragoes, como apresentado por Eliahou e Fromentin [3].
Lembremos que toda filtracao de gapset de multiplicidade m e profundidade ¢ < 2 é
do tipo (Fy, F}).

Lema 3.2. Seja m > 1. Toda m-filtragdo (Fy, F1) é uma filtragdo de gapset de multi-
picidade m e profundidade q < 2.
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Demonstracao: Seja F' = (Fp, Fi) uma m-filtragao, entao Fy = [1,m — 1] e
Fy C Fy. Seja G = 7(F) = Gy U Gy, ou seja, Gy = Fy e Gy = m+ Fy. Dado z € G,
com z = x +y e x < y inteiros positivos, temos duas possilidades, z € Gy ou z € Gj.
Se z € Gy, temos que x e y € Gy. Se z € G, entao z < 2m — 1 e, portanto, z < m —1,
donde concluimos que x € Gy. Assim, se z € G, entao z € Gy, o que prova que G é
um gapset.

Observacgao 3.2. Para algumas demonstragoes, separamos os casos em que max(Fy) =
m—1emazx(F;) <m—2. A fim de evitar que a notacao fique carregada nas demons-

tragoes, vamos considerar que o caso max(Fy) < m —2 engloba o caso em que Fy = ().

Proposicao 3.2. Para todo g > 2, temos que:
79,9 <2)|=|F(g—1,g<2)|+|F(g—2,q <2) (3.3)

Demonstragao: Seja F € F(g,q < 2) e seja m > 1 sua multiplicidade. Entao
F = (Fy, Fy), onde Fy = [1,m — 1] e F; C Fy. Temos também que g = |Fy| + |Fi].
Inicialmente vamos verificar a identidade para g = 2. Para g = 0, temos que Fj =
F; = 0. Esse é o caso em que m = 1. Logo, |F(0,q < 2)| = 1. Para g = 1, temos
que Fy = {1} e F; = 0. Logo, |F(1l,q < 2)| = 1. Para g = 2, temos que Fy = {1,2}
e F1 =0 ou Fy = {1} e F; = {1}. Logo, |F(2,9 < 2)| = 2. Portanto, a identidade é
valida para g = 2.

Agora, vamos supor que g > 3. Como g = |Fy| + |Fi|, segue que necessariamente
|Fo| > 2 e, portanto, m > 3, pois Fy = [1,m — 1]. Para provar a igualdade, vamos
mostrar que |F(g,q < 2)| < |F(g — 1,9 < 2)| + |F(g — 2,9 < 2)| e, depois, que
| F(g9:¢ <2)[ > |[Flg—Lg <2)[+|F(g— 2,9 <2)|.

Vamos separar em dois casos: o caso em que maz(F;) = m — 1 e o caso em que
max(Fy) <m — 2.

Se max(Fy) < m — 2, vamos fazer F) = Fop \{m — 1} = [I,m — 2|, F| = F} e
F' = (F}, F|). Como F| C F{, entao F’ ¢ uma filtragao de gapset pelo Lema 3.2 e seu
género é g — 1. Sendo assim, F' € F(g—1,q < 2).

Se max(Fy) = m — 1, vamos fazer F/ = Fy \ {m — 1}, F' = F; \ {m — 1} e
F" = (F{,F]"). Como F/' C F{, entdo F' é uma filtracdo de gapset pelo Lema 3.2 ¢
seu género é g — 2. Sendo assim, [ € F(g—2,q < 2).

E possivel notar que as aplicagoes que levam F — F' e F — F”, conforme o
caso, sao injetivas. Além disso, o dominio conjunto dessas aplicacoes cobre todo o
F(g,q < 2). Vejamos, para facilitar a compreensao, a Figura 3.1.

Disso, concluimos que:

1F(g,¢<2)| <|F(g—1,g<2)|+|F(g—2,q <2)
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Figura 3.1: Imagens de F(g,q < 2)

Flg—1l.q9=2

mar{F}) < m —2

mazr(F) =m—1

Flg—2,9=<2)

Agora, vamos demonstrar que |F(g,q < 2)| > |F(g—1,9 <2)|+|F(g —2,q9 < 2)|.
Seja F' = (Fy, F1) uma filtragao de gapset de profundidade ¢ < 2. Seja, ainda, m
sua multiplicidade, de modo que Fy = [1,m — 1]. Vamos fazer:

FQ = F() U {m}, Fl = F1 U {m}, F = (ﬁo, F1>, F = (Fo,ﬁl)

E facil ver que F e F sao filtragoes de gapsets pelo Lema 3.2. Além disso, temos
que g(F) = g(F)+1 e g(F) = g(F) + 2. Por fim, as aplicacoes F +— F ¢ F +— F
sao injetivas e possuem imagens disjuntas em F(g,q < 2), isso porque as filtra¢oes
de gapset da forma F sao caracterizados pela propriedade de que os dois termos da
sequéncia tém como maior elemento m, e F tem os dois termos da sequeéncia com
diferentes maiores elementos. Veja que F — F levAa elementos de F(g — 1,¢ < 2) em
elementos de F(g,q < 2). Do mesmo modo, F' F' leva elementos de Flg—2,9<2)
em elementos de F(g,q < 2). Podemos verificar essas afirmagoes na Figura 3.2.

Concluimos, assim, que:
1 F(9,0 <2)| > |F(g— 1,9 <2)|+|F(g - 2,9 <2)|

e a prova esta completa.
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Figura 3.2: ITmagens em F(g,q < 2)

Flg—2.9=2) Flg.q < 2).

maz(Fy) = max(F)

mazx(Fy) > maz(F)

Flg—1l.9=2)

Para deixar mais claro, vejamos um exemplo das aplicacoes F' e F"

Exemplo 3.1. Seja F = (Fo, F1) = ({1,2},{1,2}) uma 3-filtracdo. Logo F é uma
filtragao de gapset de multiplicidade 3 pelo Lema 3.2. Entao F e F sio da sequinte

forma:
F=({1,2,3},{1,2})

F=({1,2,3},{1,2,3}).
Perceba que F e sdo filtragoes de gapset de multiplicidade 4 pela Lema 3.2.

Corolario 3.2. Para todo g > 0, temos que |F(g,q < 2)| = Fy41, onde F,, corresponde

ao n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci.

Demonstracao: A identidade vale para ¢ = 0 e ¢ = 1, como mostrado acima.
Além disso, os numeros |F(g,q < 2)| satisfazem a mesma relagdo de recorréncia da
sequéncia de Fibonacci. Portanto, a identidade vale para todo g > 0.
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/

3.3 Uma cota inferior para n,

Nessa se¢ao, vamos apresentar uma cota inferior para a quantidade de semigrupos
numéricos de género g dado e profundidade ¢ < 3 usando gapsets, baseado no trabalho
de Eliahou e Fromentin [3]. O caminho para se chegar a tal cota inferior é muito
semelhante aquele desenvolvido na segunda parte da Proposigao 3.2.

Inicialmente vamos relembrar que estamos denotando por n; a quantidade de se-
migrupos numeéricos de género g dado e profundidade ¢ < 3. Também relembremos
que denotamos por F o conjunto de todos os gapsets, e por F(g) o conjunto de todos
os gapsets de género g. Além disso, dado um conjunto de condi¢oes C, denotamos
por F(C) e F(g,C) os subconjuntos dos elementos de F e F(g) que satisfazem C,
respectivamente.

Como vamos usar, para nossa cota inferior no caso de ¢ < 3, uma construcao
semelhante a utilizada para o caso em que ¢ < 2, vamos definir duas funcgoes de
F(qg < 3) em F(q < 3) aumentando a multiplicidade em uma unidade e o género em

uma e duas unidades, respectivamente.
Defini¢ao 3.2. Sejam m € N, e F = (Fy, Fi, Fy) uma m-filtragao, de modo que
F, C Fy C Fy = [1,m — 1]. Vamos denotar por
ar(F) = (Fou{m}, F1, F»)
O[Q(F) == (FO U {m}, F1 U {m}, Fg)

Definidos dessa forma, a; (F') e as(F') sao (m+1)-filtragoes, ja que o primeiro termo
da sequéncia é [1,m] em ambos os casos.
Vejamos um exemplo:

Exemplo 3.2. Seja F' = (Fy, F1, Fp) = ({1,2},{1,2},{1}) uma 3-filtracao, entdio

a1 (F) e ay(F) sdo da sequinte forma:
al(F> = ({17273}7 {172}7 {1})
az(F) = ({1,2,3},{1,2,3}, {1}).

Perceba que a1(F) e as(F) sao 4-filtragoes.

A seguir, vamos demonstrar que, se F' = (Fy, F1, Fp) é uma filtragdo de gapset,

entdao a1 (F') e ay(F') também sao filtragoes de gapset.

Proposicao 3.3. Seja F' = (Fy, Fi, Fy) uma filtragio de gapset de género g, entdo
a1 (F) e ag(F) sao filtragoes de gapset de género g+ 1 e g + 2 respectivmente.
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Demonstragao: Seja m a multiplicidade de F, entao Fy = [1,m — 1]. Seja
G:T(F>:GOUG1UG2

o correspondente gapset associado a F', ou seja, Gog = Fy, G1 = m+F| e Go = 2m+ F.
Dessa forma, temos que Gy = [I,m—1], Gy C [m+1,2m—1] e Gy C [2m+1,3m —1].

Vamos chamar de H = HyU H; U Hy a (m + 1)-extensdo correspondente a «a;(F),
o que significa que H = 7(ay(F')). Disso, segue que

Hy = Fyu{m} =1[1,m],

le(m+1)+F1,
H2:2(m—|—1)+F2,

donde concluimos que H; =1+ G; e Hy = 2 + GG5. Por essa razao, segue que
H, C [m+2,2m)| (3.4)

Hy C [2m+ 3,3m + 1] (3.5)

Perceba que |G| =g e |[H| = g+ 1. Estamos afirmando que H é um gapset. Ou seja,
dado z € H, e sendo z = x + y com x e y inteiros positivos tais que z < y, temos que
provar que

r€ Houye€H. (3.6)

Ha trés possibilidades: ou z € Hy ou 2 € Hy ou z € Hy. Vamos analisar cada caso.
a) Se z € Hy, entdao = e y € Hy também. Portanto z e y € H.

b) Se z € Hy, entao z < 2m pela Equacao 3.4. Isso implica que x < m e, portanto
x € Hy, ou seja, v € H.

c¢) Falta, portanto, o caso em que z € Hs. Se z € H,, entdo z < 3m + 1 pela
Equacao 3.5. Se v < m, entao x € Hy C H e esta resolvido. Vamos supor, entao, que
x > m+ 1. Nesse caso, temos que y < 2m uma vez que z < 3m + 1.
Vamos fazer
d=z-2=(x-1)+(y—1).

Construido dessa forma, temos que 2z’ € G3. Como G é um gapset, temos que x—1 € G
ouy—1€G Umavezquem<z—1<y—1<2m—1, concluimos que x — 1 € G4
ouy — 1 € G;. Mas isso implica que z € H; ou y € Hy, de modo que z ouy € H.
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Portanto, H é um gapset e tem género g + 1.

Agora, vamos chamar de H' a (m + 1)-extensao correspondente a as(F'), o que
significa que H' = 7(ay(F)).

Pela construgao de «a;(F) e de ay(F), percebemos que H = H U {2m + 1}. Das
Equagoes 3.4 e 3.5, temos que 2m + 1 ¢ H e, portanto, |H'| = |H|+1 =g+ 2.

J& mostramos que H é um gapset. Para provar que H' também é um gapset,
precisamos mostrar ainda que para qualquer decomposi¢ao em inteiros positivos de
2m+1=x+y, com z < y, temos que x € H' ou y € H'. Mas isso é bastante simples,
porque temos = < m, o que garante que x € Hy C H'. De modo que H' é também um

gapset e de género g + 2.

Concluimos, portanto, que a1(F) e as(F') sao filtragoes de gapsets de género g +
1 e g + 2 respectivamente. Ambas as filtracoes apresentam profundidade ¢ < 3 e

multiplicidade m + 1 uma vez que ambas contém [1, m| mas nao contém m + 1.
[

Observacao 3.3. E/'possz/vel notar que a Proposi¢cao 3.3 nao vale sempre quando q < 4.
Vejamos um contraezemplo simples. Seja, por exemplo, a filtracdo de gapset F =
(Fy, Fy, By, F3) = (1)*, de multiplicidade 2 e profundidade 4. Nesse caso, ay(F) = (FyU
{m}, Fy, By, F3) = (12)(1)® nao é uma filtracio de gapset, jd que H = 7((12)(1)?) =
{1,2} U {4} U {7} U {10}. E facil notar que H nio é um gapset, porque contém o
elemento 10 =545, mas 5 ¢ H.

A Proposicao 3.3 permite inferir que a4 (F') e aq(F) representam duas fungoes in-

jetivas bem definidas

a,az: F(g<3) — F(qg<3)
Proposigao 3.4. Temos que Im(cay) N Im(ay) = 0.

Demonstragao: Seja F' = (Fy, Fi, F5) € F(q < 3). Pela forma com que oy (F)
e ag(F) foram construidos, caso F' € Im(ay), temos que max(Fy) > max(F;). Por
outro lado, caso F' € Im(az), entdo max(Fy) = max(F;). Portanto obviamente F' nao

pode pertencer ao mesmo tempo a Im(ay) e Im(az).
[
Corolario 3.3. Para todo g > 2, temos n; > n;,l + n’972.

Demonstragao: Os resultados apresentados pelas Proposicoes 3.3 e 3.4 nos dizem
que, fixado um género g, o conjunto F(g,q < 3) possui, no minimo, um elemento
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para cada elemento de F(g — 1,¢q < 3) quando aplicamos a; e um elemento para cada
elemento de F(g — 2,q < 3) quando aplicamos ay. Além disso, Im(ay) N Im(agz) = 0,
ou seja, elementos em F(g —1,qg < 3) e em F(g —2,q < 3) produzem, por meio de o
e ay, respectivamente, imagens distintas em F(g,q < 3). Donde se conclui que:

|F(g9,9<3)|>|F(g—1,¢<3)|+|F(g—2,q <3)|

!

3.4 Uma cota superior para n,

/
g

vamos agora apresentar uma cota superior para a quantidade de semigrupos numéricos

Nessa secao, depois de determinarmos uma cota inferior para n/ na segao anteior,

de género g dado e profundidade ¢ < 3 usando gapsets, baseado também no trabalho
de Eliahou e Fromentin [3]. A cota superior é da forma: nj, <n_, +n;_, +n;_ 5 para
todo g > 3.

Observacao 3.4. Novamente, para algumas demonstracoes, separamos em casos em
que mazx(Fy) < m —1 e mazx(Fy) < m — 1. A fim de evitar que a notagdo fique
carregada nas demonstragoes, vamos considerar que o caso max(F;) < m — 1 engloba

o caso em que F; =0, parai=1,2.

Vamos inicialmente determinar as respectivas imagens em F(g,q < 3) das fungoes
a1 € ag como expostas na Definicao 3.2.

Proposicao 3.5. Seja F = (Fy, Fi, F3) € F(g,q9 < 3), com g > 2. Entao
F e Im(ay) <= max(Fy) > max(Fy)
F € Im(as) <= maz(Fy) = mazx(Fy) > max(F)

Demonstragao: Seja F' = (Fy, Fy, F5) um filtracao de gapset de género g. Pela
forma como as fungdes o e ay sdo construidas, temos de imediato que a ida (=) é

garantida. Vamos, pois, demonstrar a volta (<).

(«<=) Seja m a multiplicidade de F, logo:
F,CFL CFk= [1,m—1]

Assim, max(Fy) = m — 1 e temos que considerar dois casos:
a) Caso 1: max(F)) <m —1
b) Caso 2: max(Fy) < max(F)) =m —1
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Perceba que o caso max(F,) = max(F;) = m — 1 nado faz parte da proposigao.

Assim, maz(F,) < m — 1 nos dois casos. Estamos afirmando que F' € I'm(a;) no
Caso 1 e F € Im(as) no Caso 2. Seja G = 7(F) = GoU Gy UGy, onde G; = im + F;
para ¢ = 0,1,2. Portanto, G é um gapset por hipdtese, ja que F' é uma filtracao de
gapset. Vamos construir a (m — 1)-filtracao F' = (Fj, F|, F}), onde:

Fo=F\{m-1}=[1,m-=2]; Ff=FK\{m—-1}; F; = F,

Perceba que, no Caso 1, F] = Fj. Seja G’ a correspondente (m — 1)-extensdo, ou seja,
G =71(F") = GLUG, UG, onde G, = i(m — 1) 4+ F! para i = 0,1,2. Desse modo,
temos que

Go=Fy=[1m—-2];Gi=(m—-1)+ F;, Gy=2(m—1)+ F,.

Veja que |G'| = g — 1 no Caso 1 e |G'| = g — 2 no Caso 2. Afirmamos que G’ é um
gapset em ambos os casos. Inicialmente, segue do Lema 3.2 que G, U G} é um gapset
de profundidade méaxima 2. Seja, entdo, z € G, e z =z +y com 1 <z < y. Devemos
mostrar que z ouy € G'.

a) Se x < m — 2, entdo x € Fjj = G{) C G’ e esta resolvido para esse caso.

b) Assumindo agora que x > m — 1. Veja que z € G, = 2(m — 1) + F», ou seja,
z=2(m—1)+tcomt € Fy. Uma vez que max(Fy) < m —2 tanto no Caso 1 como no
Caso 2, temos que z < 3m — 4. Portanto, uma vez que x +y = z e x > m — 1, segue

que y < 2m — 3. Temos, pois, até agora que:
m—1<x<y<2m-—3.

Sendo (x + 1)+ (y +1) = 2+ 2 = 2m + ¢, temos que 2m +t € Gy, pois t € F.
Portanto, z + 1 ou y + 1 pertence a GG, porque G é um gapset. Mais precisamente,
x+1ouy+ 1 pertence a Gy, uma vez que m < x+1 < y+1 < 2m—-2eo0
max(Gy) = m — 1 e o min(Gy) > 2m + 1. Segue, dai, que = ou y pertence a
Gi—1=(m+F)—1=(m—1)+ F,. Vejamos o que acontece no Caso 1 e no
Caso 2.

b.1) Caso 1. Temos que F| = F} e, assim, z ou y pertence a (m—1)+F| = G} C G
e estd resolvido. A conclusao aqui é que F’ é uma filtracao de gapset de género g — 1

e, como F' = a;(F") por construgao, segue que F' € I'm(ay).

b.2) Caso 2. Temos aqui que F| = F} \ {m — 1}. Perceba que, se x ou y pertence
a (m—1)+ Fy, temos que x — (m — 1) ou y — (m — 1) pertence a Fj. Por outro lado,
r <y <2m—3, o queimplicaque z — (m—1) <y— (m—1) <m—2. A conclusao
necessaria é que z — (m — 1) ou y — (m — 1) pertence a F; \ {m — 1} = F|. Donde
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temos que x ou y pertence a (m — 1) + F; \ {m — 1} = (m — 1) + F] = G. Eis que
x ou y pertence a G’ como queriamos. A conclusao aqui é que novamente F’ é uma
filtracao de gapset, mas com género g — 2, e F' = ay(F") por construgao, de modo que
F e Im(ag).

Nosso proximo objetivo para chegar a uma cota superior para n’g ¢ demonstrar
que, ao retirarmos os elementos maximos dos termos de uma filtracao de gapset de

profundidade ¢ = 3, temos uma nova filtragao de gapset.

Proposicao 3.6. Seja F' = (Fy, F1, Fy) uma filtragdo de gapset de multiplicidade m +
1 > 2 e profundidade 3, de modo que ) # F» C Fy C Fy = [1,m]. Seja a; = max(F;) e
F! = F;\ {a;} para todo i. Seja

F' = (F;, F|, F).
Entao F' é uma filtracao de gapset de multiplicidade m.

Demonstracao: Temos que m = ag > a; > as > 1. Seja G = 7(F) e G' = 7(F"),
entao
Gi=i(m+1)+ F,

G, =1im+ F;

para 0 < ¢ < 2 por construcao. Por hipdtese, temos que G é um gapset. Nossa
afirmagao é que G’ também é um gapset. Veja que, caso Fy = (), nao hd o que provar,
uma vez que F’' = (Fj, F]) é uma sequéncia de no maximo dois termos nao nulos e o
Lema 3.2 garante que G’ é um gapset.

Considerando, entao, que Fy # (), seja z € GS. Temos que z = 2m + r para algum
r € F), com r < as < m por constru¢do. Assumindo que z = z + y para algum z
e algum y inteiros tais que 1 < z < y, é suficiente provar que {z,y} NG’ # () para
concluir a prova. Temos duas possibilidade: * < m — 1 ou z > m.

a) Se x < m — 1, é facil ver que z € Fj; = G = [1,m — 1]. Portanto = € G’, como
queriamos provar.

b) Assumindo agora que z > m, uma vez que z +y = z = 2m +r < 3m — 1, segue
que y < 2m — 1. Temos que z+2 =2(m+1)+r € G5. Como G é um gapset e, ainda,
z42=(r+1)+ (y+1), segue que {z + 1,y + 1} NG # (. Ainda mais precisamente,
perceba que o maz(Go) =meomin(Gy) >2m+3;em+1<z+1<y+1<2m,de
modo que temos que {x + 1,y + 1} NGy # 0. Subtraindo m + 1 de todos os elementos
dos conjuntos, temos que

{r—m,y—m}nNF #0 (3.7)

Temos, novamente, duas possibilidade: ou {x — m,y — m} N F] # 0 ou {x — m,y —
m} N F =0.
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b.1) No primeiro caso, em que {x —m,y —m} N F| # (), nao h& mais o que provar,
jd que {z,y} NG =0e G, CG.

b.2) Falta, entao, apenas o caso em que {x—m,y—m}NF] = (). Mas nessa situagao,
perceba que, por 3.7, podemos concluir que {x —m,y —m} N F; = {a;}, o que significa
que x —m = a; ou y —m = ay. Perceba que, com isso, resulta que y —m > a; porque
y > x. Mas se assim for, entao

2m+r=z=x+y>x+a; +m.

Isso implica que * < m + (r — a;) < m porque r < az < a;. Chegamos a uma
contradicao, ja que estamos tratando do caso em que x > m. A contradicao surge da
hipétese absurda de que {x —m,y —m} N F| = 0.

Concluimos que, para qualquer caso, {z,y} NG’ # 0 e a prova estd completa.

Observacao 3.5. Novamente, € facil ver que a Proposicao 3.6 nao vale sempre quando
q < 4. Vejamos um contraexemplo. Seja, por exemplo, a filtracao de gapset F =
(Fy, By, Fy, F3) = (123)(13)3, de multiplicidade 4 e profundidade 4. Essa filtragao cor-
responde ao gapset {1,2,3} U {5,7} U {9,11} U {13,15}. Suprimindo os elementos
mdximos de cada termo da sequéncia, ficamos com a filtracio (12)(1)3, que, como vi-
mos na Observagdo 3.3, nao é uma filtracio de gapset, ji que H = 7((12)(1)3) =
{1,2} U {4} U {7} U {10}, e H nao é um gapset porque contém o elemento 10 =5+ 5,
mas 5 ¢ H.

Corolario 3.4. Seja F' = (Fy, F1, Fy) uma filtragcao de gapset tal que max(Fy) =
max(Fy) = max(Fy) = m. Seja F! = F; \ {m}. Entao (F}, F{, Fy) € uma filtracao de
gapset.

Demonstragao: Esse resultado é um caso particular da Proposicao 3.6.

Com isso, ja temos condigoes de enunciar o principal resultado dessa segao.
o , . . .
Teorema 3.2. Seja ny o numero de gapsets de género g e profundidade ¢ < 3. Entao
/ / / / / /
Ng_q+Ng_og <Ny <Ny +ny_o9+n, 5
para todo g > 3.

Demonstragao: A cota inferior foi demonstrada no Corolario 3.3. Vamos agora
provar a existéncia dessa cota superior. A afirmacao vale para ¢ = 3,4,5, ja que

ng=1n =1, n, =2 n, =4, n) =6, n, =11 e ng = 20. Sejam g > 6 e o
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conjunto X = F(g,q < 3). Vamos considerar a particio X = X; U X, U X3, onde para
F = (Fy, F1, Fy) € X, temos que

F € X| <= max(Fy) > max(Fy)

F € Xy <= max(Fy) = max(Fy) > max(F3),
F € X3 <= max(Fy) = max(F\) = max(Fy).

Segue da Proposigao 3.5 que F' € X, se, e somente se, F' € Im(ay), e F € X, se, e

somente se, I’ € Im(az). Assim [Xi| = nj_;, e |[Xp| = n,_,. Além disso, segue do
Corolario 3.4 que a quantidade de elementos em X3 é menor que ou igual aquela em
F(g—3,q < 3), porque removendo o elemento maximo de Fy, F} e Fy quando F' € X3,

temos uma filtragao de gapset de género g — 3, ou seja,
X\ (X1 UXo)| < |F(g—3,0 <3)] = ny_g
e isso encerra a prova.

!/
9
an, ;| +mny 5 +mn, 5 Os valores de n; sao baseados em [3], usando um algoritmo

Apresentamos na Tabela 3.1 os valores para n/ em comparacao a n’g,1 + n’gf2 e
desenvolvido em [12].

Com base nessas cotas é possivel chegar a duas outras cotas, como veremos a seguir.
Sao cotas piores que as ja apresentadas, mas possuem a vantagem de apresentarem
férmulas explicitas para seus valores para cada g, diferente do que acontece com nj_; +

/ / / /
Mg_9 €MNg_1 +Ng_g+Ny_3.

Corolario 3.5. Para todo g > 2, temos que
2F, < n;.

Demonstragao: Vamos usar inducao forte em g. Temos que para g =2 e g = 3
vale a igualdade, pois n), = 2 = 2F, e ny = 4 = 2F}, logo 2F, < nj, e 2F3 < n}. Seja
g € N, com g > 3. Suponha que 2F < nj, para k € [2,g]. Em particular, 2F, < nj e
2Fy; 1 < ny_;. Com isso, temos que

2F, 1+2F, < n'g_l—l—n'g = 2(F,_1+F,) =2F,;; < n’g_1+n; < n’g+1 = 2F, 1 < n'g+1.

Portanto, se vale para k € [2, g|, para algum g > 3, a relagao vale para g + 1, o que
garante, por indugao, que a relacao vale para todo g > 2.

Para a cota superior, precisamos antes definir a sequéncia de “tribonacci”.
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g |y oty o | ny | g +ng o+ ng g
0 * 1 *

1 * 1 *

2 2 2 *

3 3 4

4 6 6 7

) 10 11 12
6 17 20 21
7 31 33 37
8 53 57 64
9 90 99 110
10 156 168 189
11 267 287 324
12 455 487 254
13 e 824 942
14 1311 1395 1598
15 2219 2351 2706

. / 5 /! / / !/ /
Tabela 3.1: Valores de n, em comparagao a nj_; +n;_, e ang_; +ny_o+ny ;.

Definicao 3.3. Um niumero de Tribonacci T,, € o n-ésimo termo da sequéncia
(0,1,1,2,4,7,13,---).
Assim, paran > 3, comn € Ny, a sequéncia dos numeros de Tribonacci seque a relag¢ao
de recorréncia T, =T, 1+ T, o+ T, 3 comTy=0,T, =1, eTy=1.
H&a também alguns resultados ja bem conhecidos e o nome da sequéncia faz re-

feréncia a sequéncia de Fibonacci. Com essa definicao podemos demonstrar o proximo

colorario.
Corolario 3.6. Para todo g > 0, temos que
n; S Tg+1.

Demonstracao: Vamos usar novamente indugao forte em g. Temos que (ng, nj, n,) =
(1,1,2) = (11,15, T5), logo ni < Ty, nf < Ty eny <Tj. Sejage N, comg > 3. Su-
ponha que nj, < Ty para k € [0,g — 1]. Em particular, n;_g < T, o, n’g_2 <T,1e

, .
ng_1 < Ty. Com isso, temos que

ng <y g+ oty STy o+ Ty g+ Ty =Ty,
Portanto, se vale para k € [0, g — 1], para algum g > 3, a relagao vale para g, o que

garante, por inducao, que a relagao vale para todo g > 0.
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Assim, concluimos que, para g > 2,
/
2Fg S ng S Tg+1.

Na Tabela 3.4 apresentamos os valores para essas cotas para g € [0, 15], para efeito

de comparagcao.

g | 2F, | ny | Tyn
0 * 1 1

1 * 1 1

2 2 2 2

3 4 4 4

4 6 6 7

5 | 10 11 13
6 | 16 20 24
7| 26 33 44
8 | 42 57 81
9 | 64 99 | 149
10| 110 | 168 | 274
11| 178 | 287 | 504
12 | 288 | 487 | 927
13 | 466 | 824 | 1705
14 | 754 | 1395 | 3156
15 | 1220 | 2351 | 5788

Tabela 3.2: Valores de nj, em comparagao a 2F, e a Tjy;.



Capitulo 4
Consideracoes Finais

A abordagem dos problemas com semigrupos numéricos por meio de gapsets tem a
vantagem de permitir que se trabalhe com conjuntos finitos. Nesse sentido, é possivel
aplicar tal método mesmo em nivel de educagao basica, como por exemplo no ensino
médio.

Uma proposta de atividade, seria, por exemplo, ensinar as caracteriscas de um
gapset para os alunos e procurar as melhores formas de se identificar se determinado
conjunto é ou nao um gapset. Algo no seguinte formato: Seja G um subconjunto finito
e nao-vazio de Ny com g elementos. Quantas verificagoes sao necessarias para saber se
GG é ou nao um gapset? A resposta trabalha com conceitos de combinatéria.

Algumas dicas podem ser trabalhadas na mesma atividade, por exemplo:

e Se x € GG, com x > 2¢, entao GG nao é um gapset.
e Se 1l ¢ G, entao G nao é um gapset.

e Se x é inteiro e 2z € G, entao x deve pertencer a G. Do contrario, G nao é
gapset.

Para solucionar o problema, pensemos em dois exemplos. Suponha que 15 € G,
temos quantas combinagoes de somas de inteiros nao negativos cujo resultado é 157
Sao os pares: (1,14);(2,13);---;(7,8), ou seja, sao L%J possibilidades. E no caso em
16 € G7 Sao os pares: (1,15);(2,14);---;(8,8). Veja que sao L%J possibilidades.
Com esses exemplos, é possivel perceber que para cada z € (G, temos que testar L%J

casos de somas de inteiros nao negativos.

Desse modo, se G = {1l = 21 < 2o < -+ < 2,4}, com 2z, < 2g — 1, entdo, para cada
Z;, ha L%J formas de se escrever z; = x;; + y;;, com x;5,v;; € N e x;; < y;;. Logo, o
total de testes ¢ de:
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Nesse trabalho, buscamos cotas para a quantidade de semigupos numéricos de
género ¢ fixado e profundidade ¢ < 3. Uma das razoes da importancia de se de-
terminar cotas inferior e superior para n; estd no fato de que a grande maioria dos
semigrupos numéricos, dado um género fixado, possuem profundidade ¢ < 3. Tal fato
pode ser enunciado assim /

lim g _ 1.

g—00 Ny
Esse limite foi inicialmente conjecturado por Zhao [6] e posteriormente demonstrado
por Zhai [2].

A fim de visualizar melhor o resultado apresentado acima, temos a Figura 3.3, a qual
foi retirada de [3]. Nela, visualiza-se os primeiros doze niveis da drvore de semigrupos
numéricos representada por pontos. Os pontos em preto representam os semigrupos
em que ¢ < 3, ja os pontos em cinza representam semigrupos numéricos em que q > 4.
Em razao do resultado exposto acima, é esperado que, no limite, os pontos em preto

preencham quase todo o nivel.

Figura 4.1: Arvore Esquematizada de Semigrupos Numéricos.

------------------------------
L e T R T R It St I R R e R I T e T S I I S S T S I S S I S I S *

---------------------------------------------------------------------------------------------------

A cota inferior para ng, qual seja n,_1+n4_2 < ny para todo g > 2, foi conjecturada
por Bras-Amorés [1] em 2008, mas ainda ninguém conseguiu demonstrar tal resultado.

De fato, mesmo a desigualdade n, > ny_;, uma versao mais fraca que a cota
conjecturada por Bras-Amorés, ainda nao foi demonstrada. Zhai [2] demonstrou que
a desigualdade n, > ng,_; vale para géneros suficientemente grandes, mas a questao se
tal resultado vale para todo g > 1 ainda estd totalmente aberta.

Outra duas conjecturas foram propostas por Bras-Amorés [1] em 2008 e posterior-
mente provadas por Zhai [2], dando origem ao seguinte teorema:

Teorema 4.1. Seja ¢ = (1 ++/5)/2 a razdo durea. Entio valem os sequintes limites:
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Ny

1. lim
9= Ng_1

=¥

2 lim Ng—1+ Ng—2

g—00 Ng

=1

Interessante notar que a primeira afirmacao implica a segunda, uma vez que:

. Ng_1+Ng 9 . Ngq . Nga MNg1
lim 42— *%—= = lim 42— + lim 2= . 2
g—o0 Ng g—oo Mg g=00 Ng_1 My
. 2 Ng—1
= — 4 lim -2 | g
©  gooNg g Ny
1 1
— 54__2
. p+1
- 2
2
= 1

A conjectura que deu origem ao Teorema 4.1 se baseia no comportamento dessas
fragoes a medida que o valor de g aumenta. Iniciamente Bras-Amoros [1] plotou alguns
valores dessas razoes e posteriormente Kaplan [5] aumentou a quantidade de pontos
para até g = 67. Os resultados constam das Figuras 3.4 e 3.5. Ambos os resultados
foram demonstrados por Zhai, usando o fato de que a maioria dos semigrupos numéricos
sao tais que q < 3.

Os resultados de Eliahou e Fromentin [3] sdo muito importantes porque conse-
guem resolver um problema relacionado a conjectura ainda em aberto proposta por
Bras-Amorés. Mesmo que seja uma versao mais fraca que a original, os casos em que
q < 3 sao extremamente relevantes, como pode ser constatado no Teorema de Zhai.
Esses resultados, portanto, permitem avancar nesse campo, com a vantagem de se-
rem alcancados ao se trabalhar com os gapsets, que sao conjuntos finitos, em vez de
trabalhar com conjuntos infinitos, como é o caso dos semigrupos numéricos em si.

Usando o pacote “numericalsgps” [13] do software livrte GAP [14], construiu-se a
Tabela 3.3 apresentada a seguir com a quantidade de semigrupos numéricos para cada
combinacao do género g e da profundidade g, com ambos variando de 0 a 18. H4,
ainda, uma coluna com os valores de n) para uma comparagao com os valores de n, na
ultima coluna.

A partir da Tabela 3.3 é possivel pensar em algumas conjecturas que envolvem, por
exemplo, a distribuicao de 2°s, de 1‘s e de zeros na tabela. Ha, também, por exemplo,
uma estranha proximidade entre os valores | F(g,4)|, da coluna ¢ = 4, e de ny_4. Todas

essas questoes podem ser melhor exploradas em um préximo trabalho.
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Figura 4.2: Comportamento do quociente
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1 2 3 ny 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 Ng
0 1 1
1 1 1 1
2 1 1 2 2
3 1 2 1 4 4
4 1 4 1 6 1 7
5 1 7 3 11 0 1 12
6 1 12 7 20 2 0 1 23
7 1 20 12 33 4 1 0 1 39
8 1 33 23 57 7 2 0 0 1 67
9 1 54 44 99 11 ) 2 0 0 1 118
10 1 88 79 168 24 8 2 1 0 0 1 204
11 1 143 143 287 37 11 5> 2 0 0 0 1 343
12 1 232 254 487 71 9 10 2 2 0 0 0 1 292
13 1 376 447 824 124 3 10 6 2 1 0 0 0 1 1001
14 1 609 785 1395 | 209 57 16 11 2 2 0 0 O 0 1 1693
15 1 986 1364 | 2351 353 104 26 11 7 2 0 O 0 O 0 1 2855
16 1 1596 2357 | 3954 || 612 158 48 16 12 2 2 1 O O O O 4806
17 1 2583 4052 || 6636 | 1028 254 79 23 13 7 2 2 0 O O O 1 8045
18 1 4180 6935 | 11116 || 1739 409 132 37 13 14 2 2 2 0 0 O 0 1 |13467

Tabela 4.1: Alguns valores para |F(g,q)|
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