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RESUMO

Diante das dificuldades relacionadas a compreensao dos conteidos de matemética por grande
parte dos estudantes que ingressam no ensino médio, propdem-se neste trabalho algumas ati-
vidades voltadas para o ensino de funcdes quadréticas com o auxilio do software winplot. A
principio essas atividades foram elaboradas para as turmas do primeiro semestre dos cursos do
PROEIJA do Instituto Federal do Tocantins, entretanto este trabalho pode ser ttil a qualquer
aluno que esteja estudando funcdo quadratica. As atividades propostas ndo t€m a finalidade de
substituir o tratamento algébrico e formal do ensino de funcdes, mas oferecer ao professor e
ao aluno uma opg¢do interessante para constru¢do de grificos de forma mais 4gil e interativa.
Por meio do recurso de animacdes de gréficos, pretende-se conjecturar algumas relagdes entre
os parametros e o comportamento do grafico, apresentando sempre ao final das atividades uma
justificativa matematica para as relagdes obtidas.

Palavras-chave: funcio quadratica, software winplot, parametros.



ABSTRACT

In the light of the difficulties most first-year students at high school face regarding the learning
of mathematics contents, this study proposes some activities aiming at teaching quadratic func-
tion using the winplot software as a tool. At the beginning these activities were designed to be
applied in the first year of the PROEJA course (a high school course integrated to a technical
one for adult learners) at Instituto Federal do Tocantins, however it can be useful for any student
who is learning square function. The activities proposed do not intend to replace the formal and
algebraic teaching of the subject, yet they aim to offer teachers and students an interesting op-
tion to build graphs in an interactive and agile way. Through graph animation tools, we intend to
make some relations between the parameters and the behavior of the graph, always presenting
the mathematics explanation of the relation observed at the end of the activity.

Keywords: quadratic function, winplot software, parameters.
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1 INTRODUCAO

O processo de ensino e de aprendizagem referente a disciplina de matemadtica tem sido
objeto de pesquisa em trabalhos de conclusdo de curso, dissertacdes de mestrado e teses de
doutorado. Essas pesquisas resultam em metodologias inovadoras para esse processo. O ensino
de matematica por meio de jogos matemadticos, materiais manipuldveis, modelagem matematica

e uso de recursos computacionais sdo alguns exemplos dessas metodologias.

Entre as matérias do curriculo bédsico, a matemdtica tem ocupado uma posi¢ao des-
favordvel em relacdo as demais disciplinas no que diz respeito ao desempenho escolar. As
justificativas para o fato sdo vdrias, entre as quais destaca-se a necessidade de concentragdo,

dedicacdo, organizacdo nas ideias e proibicao de ambiguidades.

Em uma entrevista realizada para a TV Educativa do Rio de Janeiro e concedida no
capitulo 1 do livro Matemdtica e Ensino, o professor Elon Lages Lima destaca que o conhe-
cimento matemadtico €, por natureza, encadeado e cumulativo. Diz ainda que esse aspecto de
dependéncia acumulativa dos assuntos matematicos leva a uma sequéncia necessaria, que torna
dificil pegar o bonde andando e muitas vezes provoca uma sindrome conhecida como ansiedade

s 1 . . . o .
matemadtica'. Dessa forma, os primeiros anos do ensino fundamental podem ser decisivos na

formagdo da opinido dos estudantes em relagdo a matemaética.

A transi¢do do estudante do ensino fundamental para o ensino médio pode evidenciar
ainda mais as distor¢des do conhecimento matematico acumulado ao longo de todo ensino
fundamental. Esse fato pode se agravar em alguns casos, principalmente quando houver uma

lacuna entre o término do ensino fundamental e o inicio do ensino médio.

Em geral, uma crianga ingresssa no ensino fundamental aos sete anos de idade e con-
clui aos 14 ou 15 anos. Em alguns programas nacionais, como o PROEJA, os estudantes podem
ingressar no ensino médio aos 18 anos de idade. Porém, segundo informacdes repassadas in-

formalmente pela secretaria escolar do Campus Palmas, em julho de 2013, o cendrio € ainda

!Segundo Lima (2007), ansiedade matematica é o medo que algumas pessoas tém da matematica. E a tentativa
de aprender um assunto sem estar preparado para ele.



mais preocupante. Verificou-se que, nas turmas do primeiro ano do PROEJA no IFTO - Cam-
pus Palmas, os estudantes ttm em média 28 anos de idade. Esse intervalo de 13 a 14 anos,
compreendido entre o término do ensino fundamental e o inicio do ensino médio, acrescido do
fato desse programa reduzir a dois anos a conclusdao do ensino médio, pode tornar ainda mais

evidente os problemas com a aprendizagem dos conteidos de matematica.

Nesse sentido, pretende-se com este trabalho apresentar ao professor uma proposta di-
ferenciada para o ensino de funcdo quadratica nas turmas do 1° ano do PROEJA com o objetivo
de contribuir na reducdo das distor¢des do conhecimento matematico.

O Programa Nacional de Intergracao da Educagao Profissional com a Educagdo Bésica
na Modalidade de Jovens e Adultos (PROEJA) € oferecido para estudantes com mais de 17 anos

que tenham concluido o ensino fundamental. De acordo com o Documento Base (2007, p. 57)
disponivel no potal do Ministério da Educagdo, poderdao adotar cursos, no ambito do PROEJA,

[...] instituicdes publicas dos sistemas de ensino federal, estaduais e municipais, en-
tidades privadas nacionais de servigo social, aprendizagem e formacdo profissional
vinculadas ao sistema sindical e entidades vinculadas ao Servico Nacional de Apren-
dizagem Industrial (Senai), Servico Nacional de Aprendizagem Comercial (Senac),
Servigo Social da Indistria (Sesi), Servigco Social do Comércio (Sesc), Servigo So-
cial do Transporte (Sest), Servigo Nacional de Aprendizagem Rural (Senar) e Servigo
Brasileiro de Apoio as Micro e Pequenas Empresas (Sebrae).

Dessa forma, o Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Tocantins
(IFTO) se credencia a ministrar educagdo profissional integrada ao ensino médio na modali-
dade de PROEJA. De acordo com a Organizacdo Didatica Pedagégica do PROEJA no Campus
Palmas, a organizacdo curricular consolidada no projeto de cursos de educagao profissional de
nivel médio na modalidade de educacao de jovens e adultos obedece ao disposto na Resolugdo
CBE/CBE n. 1, de 5 de julho de 2000, que estabelece as Diretrizes Curriculares Nacionais
para e Educacdo de Jovens e Adultos, no Decreto n. 5.840, de 13 julho de 2006, e na legis-
lacdo complementar expedida pelos 6rgaos competentes. A organizacdo curricular dos cursos
conduz o aluno a uma habilitacdo profissional de nivel médio que também lhe daré o direito a

continuidade de estudos na educag¢do superior.

No Campus Palmas, sdo ofertados dois cursos: curso de qualificagdo em manutengao
e operacdo de microcomputadores e curso de qualificacdo em atendimento, ambos estrutura-
dos em regime semestral e composto de quatro semestres, totalizando uma carga horaria de
1.466 horas. Ao completar os quatro semestres, o aluno recebe o certificado de conclusdo de
ensino médio integrado a manuten¢do e operacdo de microcomputadores ou qualificacdo em

atendimento.



Este trabalho tem como tema especifico: Funcdo Quadratica. O estudo de fungdes €
um assunto de grande impotancia na matemdtica e, de acordo com as Orientacdes Educacionais
Complementares aos Parametros Curriculares (PCN+),

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a lin-
guagem das ciéncias, necessdria para expressar a relacdo entre grandezas e modelar
situacdes-problema, construindo modelos descritivos de fendmenos e permitindo va-
rias conexdes dentro e fora da prépria matemadtica. Assim, a énfase do estudo das
diferentes fungdes deve estar no conceito de funcdo e em suas propriedades em rela-
¢do as operagdes, na interpretacao de seus graficos e nas aplicacdes dessas funcdes.
(BRASIL, 2000, p. 121)

De acordo com a Resoluc¢@o n° 002/2010 do Conselho Superior do IFTO, o profissional
qualificado em manuten¢do e operacdao de microcomputadores tem por caracteristicas e perfil
a capacidade de compreender manuais técnicos, configurar um computador, instalar softwares

computacionais, operd-los, entre outras caracteristicas.

O winplot € um software matemaético, desenvolvido por Richard Parris da Phillips Exe-
ter Academy, em New Hampshire - EUA. E um software livre, ndo requer o pagamento por sua
licenca, que constréi graficos de funcdes matematicas em 2D (duas dimensdes) e 3D (trés di-
mensoes), tornando-se, assim, um grande aliado do professor no processo de ensino e de apren-
dizagem em matemadtica.

Seu download pode ser feito na plataforma Windows (95/98/ME/2K/XP/Vista/7) por
meio do link http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html, podendo ser baixado em portugués. O

software ocupa 1,86 MB de espaco.

E importante que o usudrio tenha dominio na operacionalizacio e conhecimento dos
recursos disponiveis no software. Usado de forma adequada, o computador torna-se um im-
portante aliado do professor nas aulas de matematica. Fazer o esboco de graficos de funcdes
quadraticas pelo método tradicional, em geral, costuma ser trabalhoso para o professor e tam-
bém para os alunos. Com o auxilio do software winplot, estima-se que as constru¢des sejam

mais rdpidas e precisas.

Com o auxilio do computador e do software winplot, o trabalho sugere uma série de
atividades para o ensino de funcdes quadraticas nas turmas do PROEJA, tendo como objetivo
principal apresentar ao professor e ao aluno um texto de facil compreensdo e com atividades

que descrevam passo-a-passo a construcdo do grafico de uma familia de fung¢des quadréticas.

Em cada atividade, serdo explorados alguns recursos disponiveis no software com o
intuito de agilizar as construgdes graficas, apresentando ao usudrio uma solug¢ao nao apenas do

ponto de vista algébrico, mas também geométrico. De acordo com Giraldo (2012), o papel



fundamental do computador é o de motivar conjecturas e indicar caminhos para a solucio do
problema e para a generalizacdo desta solucdo, além de enriquecer a compreensao desta solugdao

por meio da articulagio entre as representacdes algébrica e gréfica.

Pretende-se também explorar os recursos graficos disponiveis no software, variando-se
os parametros de uma mesma fungdo pré-definida e analisando-se as relacdes entre o grafico de

uma func¢do quadrética e os seus respectivos coeficientes (parametros).

Para atingir os objetivos propostos, o trabalho estd estruturado em mais trés capitulos
e um apéndice. No capitulo 2, apresentam-se algumas definicOes necessdrias para o desen-
volvimento e compreensdo das atividades. Em cada definicdo buscou-se preservar o rigor da

linguagem matemadtica e valorizar a representacdo grafica por meio do winplot.

No capitulo 3, propdem-se seis atividades praticas, com o auxilio do software winplot,
em que o leitor € levado a seguir uma série de comandos com o objetivo de construir graficos
de funcdes quadraticas e avaliar o comportamento deles em relac@o as variacdes de seus para-
metros. A quinta e sexta atividades sdo aplicagdes do conceito de valor méximo e valor minimo

de uma funcdo quadratica.

As consideragdes finais sdo colocadas no capitulo 4 e a demonstragdo de uma propo-
sicdo formulada a partir da atividade 3 é dada no apéndice do trabalho. E importante observar
que a proposicao € o resultado da visualizacdo do gréfico das fun¢des quadréticas para diferen-
tes valores dos parametros na plataforma do winplot. O mesmo resultado pode ser encontrado

também em Giraldo, Matos e Caetano (2012)? (cf. capitulo 3, p. 39).

*Material didatico da disciplina Recursos Computacionais no Ensino Médio (MA36) do curso de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT).



2 DEFINICOES PRELIMILARES

Neste capitulo, sdo apresentadas as defini¢des necessdrias para a compreensao da lin-

guagem matemaética adotada no decorrer do trabalho.

2.1 DEFINICAO DE FUNCAO QUADRATICA

Definicao 2.1. "Uma funcgdo f : R — R chama-se quadrdtica quando existem niimeros reais a,

b, ¢, com a # 0, tais que f(x) = ax*> + bx + c para todo x € R."(LIMA, 2006, p. 114).

Exemplo 2.1. De acordo com a defini¢cdo anterior, sdo exemplos de funcdes quadrdticas as

fungoes:
a)f(x) = —3x2+5x—1
b)f(x) =x*—4

c)f(x) =x>—5x+6
O gréfico de uma funcdo quadratica € uma parabola.
2.2 SISTEMA DE COORDENADAS NO PLANO R?

Definicao 2.2. Um sistema de coordenadas cartesianas é constituido pela reunido dos eixos

ortogonais OX, chamado de eixo das abcissas (x), e OY, chamado de eixo das ordenadas (y).
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Figura 1: Representacio do eixo das abcissas (x) e do eixo das ordenadas (y)
Definicao 2.3. "Um par ordenado P = (x,y) é formado por um objeto x, chamado a primeira
coordenada de P e um objeto y, chamado a segunda coordenada de P."(LIMA, 2006, p. 78).

Exemplo 2.2. A Figura 2 ilustra o par ordenado (2,3) no plano R,

(xv) = (2,3
segmente (2,3)--(2,0)
segmento (2, 3)—— (0, 3)

< ’
spagar | dupl | copiar | tabels | famila
asfico | equscta | nome | v | wen | fechar

Figura 2: Representacio do par ordenado (2,3)

O conceito de produto cartesino serd muito importante nas atividades do capitulo 3.
Lima (2006) define produto cartesiano X X Y de dois conjuntos X e Y como o conjunto X X Y
formado por todos os pares ordenados (x,y), cuja primeira coordenada é x € X e cuja segunda

coordenada € y € Y. Simbolicamente:

XxY={(x,y); xeX,ye¥Y}.



Um exemplo de produto cartesiano é o R = R x R.
2.3 PONTOS NOTAVEIS DO GRAFICO DE UMA FUNCAO QUADRATICA

Definicao 2.4. Uma fungcdo quadrdtica admite valor mdximo se, e somente se, existe x, € R tal
que:

flxy) > fx),vx e R.

O niimero f(x,) é chamado de valor maximo da fungo f.

Definicao 2.5. Uma funcdo quadrdtica admite valor minimo se, e somente se, existe x,, € R tal
que:

flxy) < fx),vxeR.

O nimero f(x,) é chamado de valor minimo da funcao f.

Nomeamos de vértice, o ponto mdximo ou ponto minimo do grafico de uma fungao

quadrdtica. Suas coordenadas sdo representadas pelo par ordenado (x,,y,), em que y, = f(x,).

Definicao 2.6. Chama-se de forma canonica de uma funcdo quadrdtica toda fungcdo do tipo

fo)=al(x+ 5

b\* A
(x + —) — 4—2] , onde /\ (lé-se: delta) é determinado por b* —4.a.c.
a

Da forma canénica, pode-se afirmar que a funcdo quadrética assume valor maximo

b
quand0a<Oex+2— = 0. Dai
a

+b 0= b
X+—= X=—=—— =Xy.
2a 2a Y

Portanto, o valor maximo da func¢do é

f<—%> = a[(‘%*ﬁ)z_%l

- A
- |l
— A_
= T =

Analogamente, o valor minimo da fun¢do quadrética ocorre para valores de a > 0 e

b
x+ — =0. Dai
2a



+b—0=> = b—
o 2a = 2a_xv'

Portanto, o valor minimo da funcgéo é
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Pode-se estimar se uma fun¢do quadratica terd o valor maximo ou valor minimo de
acordo com o sentido da concavidade de seu grafico, que por sua vez fica determinado a partir
do valor do coeficiente a. Essa relacdo entre o sentido da concavidade e o valor do coeficiente

a serd explorada na atividade 1 do capitulo 3.

Chamamos de pontos notdveis do grafico de uma fungao quadrética os pontos de inter-

seccao com o eixo das abcissas, o ponto de intersec¢do com o eixo das ordenadas e o vértice.

Exemplo 2.3. A Figura 3, construida com o auxilio do winplot, ilustra os pontos notdveis de
coordenadas (0,3), (1,0), (3,0) e (2,—1), da fungdo f(x) = x*> —4x+ 3.

Arquivo Equaggo Ver Mouse Um Dois Anim Outros
\ ordenadas

(1,0
4

T : (3,0)
3\

<[ 8
edtar | apagar | cupl | copiar | tabela | familia
2T aiico | eauagio | nome | deivar | web | fechar

Figura 3: Representacio dos pontos notaveis da fun¢io f(x) = x> —4x+3

Dada uma fungéo quadrética f(x) = ax? + bx+ c, os pontos de intersecciio da pardbola
com o eixo das abscissas, também chamados de zeros da fun¢@o quadratica, sdo os valores de
x € R tais que f(x) =0.



Exemplo 2.4. Os pares ordenados (1,0) e (3,0) representam os zeros da fungdo f(x) = X% —

4x 4 3, conforme ilustra a figura 4.

18 | BT (r——

Arquive Equagto Ver Mouse Um Dois Anim Outros
| \ ordenadas zero da fungdoy (x,v) = (1,0)
zero da fungloM(x,v) = (3,0)
at

34

»
spagar | cupl | copiar tabela || famila
e web char

2T quacio | nome

Figura 4: Representaciio dos zeros da fun¢io f(x) = x> —4x+3

Os pontos de intersec¢do do grifico da fun¢do quadrdtica com o eixo das abcissas

podem ser obtidos a partir da forma canoénica

b\> A
fx)=a (x—l—g) ~ iz

Para f(x) = 0, tem-se:

a x+b Z—A =0
2a 402 |

Dividindo-se ambos os membros da equacio por a, tem-se:

A R
T 402

.. A
Adicionando 12 em ambos os membros da equagdo, obtém-se:

a2
LAY
To) T

bi\/ﬁ

2 2a’

Dai,
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. b .
Subtraindo-se a em ambos os membros da equagdo, obtém-se:
a

 —bEVE

Y 2a

Dessa forma, tém-se trés casos a considerar:

b+ A

1. para A > 0, a equagdo x = fornece dois pontos de interseccdo, dados por

2a
—b+vA —b—+/A
Xj=—F——exn=—7——};
2a 2a
—bEt VA
2. para A =0, a equagdo x = B fornece um ponto de intersec¢do, dado por x; =
a
—b
Xy = —;
2 20’

3. para A < 0, ndo hd ponto de intersecgdo, pois /A ¢ R.

Dada uma funcao quadrética, o ponto de intersec¢do da pardbola com o eixo das orde-

nadas é o ponto do plano de coordenadas (0, £(0)).

Portanto, para x = 0, tem-se:

f(0)=a.0> +b.0+c= f(0)=c, Ve € R.

Exemplo 2.5. O ponto de coordenadas (0,3), conforme ilustrado na Figura 5, representa o

ponto de intersec¢do da pardbola com o eixo das ordenadas.

Figura 5: Representacio grafica do ponto de interseccio com o eixo das ordenadas

Definicao 2.7. Dizemos que reta x=k é um eixo de simetria do grdfico de uma funcao f, se e
somente se, f{k+x)=f(k-x), ¥V x € D(f).
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Proposicao 2.1. A reta x = 54 € o eixo de simetria do grdfico da fungdo quadrdtica
a

f(x) = ax*>+bx+c.

b b
Demonstracdo: Deve-se mostrar que f <—— +x> =f (—— —x) ,Vx € D(f).

2a 2a
b b 2 b
_Z — _Z bl ——=
f( 2a+x> a( 2a+x) + ( 2a+x>+c
b? b?
= E—bx%—axz—z—kbx—kc
2
= —i——i—axz—i—c
a
b? , b
= E+bx+ax —Z—bx+c
b? b b?
= ~Z_490. . 2) 2
a(4a2+ 2 x~|—x> P bx+c

b 2 b b
= (,l(—Z—X) +b<—%—X>+C—f(—Z—X)
2.4 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Antes de definirmos a distancia entre dois pontos sobre um eixo, faz-se necessario

definir mdédulo de um nimero real x.

Definicao 2.8. O mddulo de um niimero real x, indicado pela notagdo |x|, € definido como segue

—x,5e x <0
x| =
x,sex>0.

Definicao 2.9. Se x e y sdo respectivamente as coordenadas dos pontos X e Y sobre o eixo E,
entdo a distdncia do ponto X ao ponto Y, indicada pela notacdo d(X,Y), € igual a | x - y

(LIMA, 2006).
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3 PROPOSTAS DE ATIVIDADES PARA O ENSINO DE FUNCOES
QUADRATICAS

3.1 RELACAO ENTRE A VARIACAO DOS COEFICIENTES E O COMPORTAMENTO
DO GRAFICO DE UMA FUNCAO QUADRATICA

Neste capitulo, serdo apresentadas algumas atividades com o objetivo de investigar
o comportamento do grifico de uma funcdo quadritica em relagdo a variacdo dos coefici-
entes a, b e ¢, também chamados de pardmetros da fungdo quadritica f(x) = ax® + bx + c.

Pretende-se com o auxilio do software winplot construir grificos de fungdes quadrati-
cas, buscando maior precisdo e agilidade nas construgdes.

Todas as atividades serdo precedidas dos comandos bdésicos: Janela — 2-dim —

Equacao — Explicita, conforme ilustra a Figura 6.

j juda

Janela  Ajuda

Figura 6: Visualizacio dos comandos basicos

3.1.1 VARIACAO NO PARAMETRO «

Atividade 1. Construa o gréfico da familia de fun¢des quadrdticas f : R — R do tipo
f(x)=ax®>+bx+c,YacZ, beR, ccRe —4<a<4.

Objetivos da atividade

* Avaliar o comportamento do gréifico da fun¢do quadritica em relagdo as variagdes no

parametro a.



1°)

2°)

3°)
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Usar o recurso de animacgdes de gréficos disponibilizado no winplot, por meio da op¢ao

Anim, para avaliar a concavidade e a abertura do gréfico da fun¢do quadritica.

Plotar em um mesmo sistema de coordenadas cartesianas diversos grificos de fungdes

quadraticas.

Apresentar uma justificativa geométrica, por meio do comando Anim, do pérque o para-
metro a da fungdo quadratica ser definido para valores de a # 0. Uma justificativa formal

serd apresentada no final dessa atividade.
Procedimento para construcao do grafico no winplot

Use os comandos de acordo com a sequéncia: Janela — 2-dim — Equa¢do — Ex-

plicita.

Digite na caixa de texto o trindmio ax? + bx + ¢ e clique no botio ok, conforme indicado

na Figura 7.

,
oo ==
[ havar inten tornar periddica |

wmin |-5.00000
wmé: [5.00000

espessura dalinha |1 densidade de platagem |1

o | suda | ok, cancelar |

Figura 7: Caixa de texto

Um recurso disponivel no software que pode ser muito util nas observagdes e na possi-
bilidade do usudrio arbitrariamente escolher os valores dos parametros € a animacdo de
grdficos. Esse recurso pode ser utilizado por meio da opcdo Anim. Clique nesse botao
e, em seguida, no botdo Individuais. Escolha a opcao B. Vai aparecer uma caixa de co-
mandos em que o usudrio deverd clicar nas setas que estdo nas extremidade, conforme

indicado na Figura 8, e fixar um valor arbitrario para B.
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{4 semnomel o
Arquive Eguagdo Ver Mouse Um  Doid | Anim utros
Pardmetros A-W ... I
Awaliar pardmetros
»
Janela ligada ...

Unidades da barra ...

Simultnea ...
Ajuda ... valor corrente de B [semnomel] ‘
[0.o0aa
»o
defl | automy| auncic| deiR |
%
t = .
4 _3 2 1 1 2 ™ automastrar [23 slides ﬂl

34

EFCT'?’?“O.“OZZ!_?‘?T'IQT“.’"UneI'

Figura 8: Caixa de comandos

4°) Clique novamente no botdo Anim seguido da opcao Individuais e escolha o parametro C.

Use as setas que estdo nas extremidades e fixe um valor arbitrario.

Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros
¥

44

< [om b

edter | apager | cupl | copiar | tabela | famila

aréfico equacéol nome derivar web fechar

[ Valor corrente de

|1 00000 da!nr arEl&um !

[} = |

defl | auorev| auociol| defR |

[ automostar |23 slides fechar

[ctor corente de ¢ Bemnomer '
2.00000 w
il | |

def L I autorevl autocicll def R |

I™ automostiar |23 slides fechar

314

Figura 9: Valores arbitrarios para os parametros b e ¢

5°) Conforme mostra a Figura 9, o grafico obtido assemelha-se a uma reta. A justificativa
para o fato € porque o parametro a fica definido inicalmente como igual a zero e, portanto,
nao define um funcdo quadratica. Dessa forma, é necessario usar novamente o comando

Anim para atribuir valores para a. Use esse comando para variar o parametro a e observar
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o comportamento do grafico para valores positivos, negativos e proximos de zero. Geo-
metricamente, € possivel ilustrar ao aluno que, aproximando-se os valores de a de zero, o

grafico aproxima-se de uma reta. Em seguida, feche a caixa de comandos.

fretor
alor corrente de K Jyemnome2]

[0.00000

o

def L ‘ autolev‘ aulocicl| def At ‘

[ automostiar [23 slides

Figura 10: Caixa de comandos

6°) Na caixa de comandos inventdrio, o software disponibiliza alguns recursos para edi¢ao
da funcdo e do gréfico. Clique na opg¢do editar e substitua o valor do coeficiente a para

valores —4 < a < 4, conforme o enunciado da atividade 1.

r B o]
flx] = ‘ 3" 2+bwre '
[ travar i tomar periddica [

xmin |6.00000

’ wméx [5.00000

4 [am | »

m‘ dupl | coiar | tabela | tamile | espessura ds inhs |1 densidads de plotagem [1
oidfico | equagdn | rnome | desiver | web | fechar | w | | [ ] oo |

Figura 11: Inventario

7°) Procure no ambiente inventdrio a opcao nome. Clique nesse botdo e d€ o nome a funcao

de acordo com a cor do grafico.

~

Gererpernncre2 S

< [y r

edta | apager | dupl | copi | tebela | famila |

agréfico | equagE Eenvar web fechar

Figura 12: Inventario

8°) Em um mesmo sistema de coordenadas cartesianas, clique na op¢do equacdo seguido
da opcdo explicita. Digite novamente o trinomio ax? + bx + ¢ substituindo o coeficiente
a por um novo valor, de modo que —4 < a < 4. Para cada novo trindmio, repita os

procedimentos desse item substituindo a pelos demais valores —4 < a < 4.
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9°) A Figura 13 representa os graficos das fun¢des quadrdticas para valores de a € Z, b €
R, ce Re —4 < a < 4. Observe os graficos e estabeleca uma relagdo entre as variagdes

no parametro a com a abertura e concavidade das pardbolas.

e NI

Arquive Equacdo Ver Mouse Um  Dois Anim  Qutros

Figura 13: Grificos das funcées quadriticas f(x) = ax?> + bx + ¢ para valores —4 < a < 4

Resultados esperados: ao final dessa atividade, espera-se que o aluno compreenda
que o parametro a € responsavel pela concavidade e abertura do grafico da fun¢do quadratica.
Em relacdo a concavidade, consideram-se duas possibilidades: voltada para cima, para valores
de a > 0, ou voltada para baixo, para valores de a < 0. Em relacdo a abertura do grafico, quanto

maior o valor absoluto de a, menor serd a sua abertura.

Uma justificativa matematica: nessa atividade, realizaram-se diversos comandos
com o objetivo de conjecturar algumas relagdes entre o parametro a € o comportamento do

gréfico. Essas relagdes podem ser justificadas, formalmente, como segue.

Em relacdo a abertura da pardbola

Dada a fungio quadritica f(x) = ax®> +bx+c e areta y = ¢, conforme ilustra a Figura

14, os valores de x tais que f(x) =y sdo:

ax> +bx+c=c=
ax* +bx=0=
x(ax+b) =0=
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x1=0o0uxy;=-b/a

b | | b
_(l

Portanto, d(x;,x;) = ‘—— -0
a

Dessa forma, d(x;,x;) é inversamente proporcional ao pardmetro a, ou seja, quanto
maior o valor de a, em médulo, menor serd d(x,x;) e, consequentemente, menor serd a abertura
do grafico. Reciprocamente, quando menor o valor de @, em mddulo, maior seréd a abertura do

grafico.
oIS e

Arquive Equagic Ver Mouse Um Dois Apim Outros

(0= + (L)y = 2

34

Figura 14: Grificos das funcdes f(x) = ax’ +bx+cey=c

Em relagdo a concavidade da pardbola

A partir da forma candnica de uma funcao quadratica, podem-se determinar os valores

de f(x) = y. Tomemos inicialmente a func¢éo na forma candnica:
A b\* A
= — ) —-=|= = — ) ——.
fx)=a (x—l— Za) 1 fx)=a (x+ 2a> 1

2
b . R . .
Como <x+ 2—) € sempre positivo para todo x € R, tém-se dois casos a considerar:
a

1°caso: a >0
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b 2
Dessa forma, a (x—l— 2—) > 0 e, portanto:
a

( b)2 A
y=al|x+— >
2a

Dessa forma, a fun¢do assumird valores sempre maiores do que ou igual ao valor mi-

nimo da func¢do (y,). Portanto, o grafico da func¢do terd concavidade voltada para cima.

2°caso: a <0

b 2
Nesse caso, a (x+ 2—) < 0 e, portanto:
a

b\* A A
y=a x+% —— < —— =y,

Nesse caso, a funcdo assumird valores sempre menores do que ou igual ao valor ma-

ximo da funcdo (y,). Portanto, o grafico da func¢ao terd concavidade voltada para baixo.

3.1.2  VARIACAO NO PARAMETRO b

Atividade 2. Utilizando o winplot construa em um mesmo sistema de coordenadas
cartesianas os graficos das fungées f : R — R definida como f(x) = x*>+bx+1para—4 <b <4
ebcZ.

Objetivos da atividade

* Com o auxilio do winplot, analisar o comportamento do grafico da fun¢do quadrética.

* Fixados os valores dos parametros a e ¢, conjecturar a influéncia do parametro b sobre o

comportamento do gréfico.

* Estabelecer uma relac@o entre o parametro b e as coordenadas do vértice do grafico da

funcdo quadrética.
Procedimento para construcao do grafico no winplot

1°) Use os comandos de acordo com a sequéncia: Janela — 2-dim — Equagdo — Ex-

plicita.
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2°) Digite na caixa de texto o trindmio x> 4 bx + 1 e clique em no botio ok.

i) =
I wavarintervalo tomar periédica [ ¥
wmin [-500000
wmax [5.00000
T <[m ’
espessura dalinha [1 densidade de piotagem [T agar | dupl | copiar | tobela | famila
. i [] p—— T ordfico | equagdio | nome | dervar | web fechar

Figura 15: Representaciio da caixa de texto e do grafico da funcio f(x) = x*> + bx+ 1

3°) Em seguida, use a ferramenta Anim para fazer algumas animagdes do grifico em fungao
do parametro b. Para isso, deve-se clicar em: Anim — Individuais — B. Vai aparecer uma
caixa de comandos em que o usudrio devera clicar nas setas que estdo nas extremidade
para variar os valores do parametro b. Faca alguns testes e analise o comportamento da

pardbola para valores diferentes de b.

i~} semnomel o=
Arquive Equagio Ver Mouse Um Doid | Anim | Dutros
Pardmetros A-W ... I
Awvaliar pardmetros
»
Janela ligada ...

Unidades da barra ...

Simulténea ...

Ajuda ... valor corrente de B [semnomel] ‘

A.

fa
D..
E..
F..
8= |

o -
.
e ! defl | aorey | auocicl| delR |

4 _“3 2 ~1 1 5 K. 1 I automostrar [23 slides fechar

L.
M.

s
N..
0.

-2 P..
Q.
R

=T 5..
T..

L u..
v..
W =

Figura 16: Caixa de comandos

4°) Apds os testes preliminares, o objetivo agora € construir o grafico das fungdes quadréticas
definida no enunciado. Para isso, deve-se atribuir valores para b, tais que —4 < b <4 e
beZ.
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5°) Na caixa de comandos inventdrio, conforme Figura 17, clique na op¢ao editar € atribua
—3 para o coeficiente b da fungio f(x) = x>+ bx+ 1 definida no enunciado. Em seguida,

clique em ok.

| -

I~ travar
xmin | 5.00000

tomar periddica [

‘ xmé [5.00000
m b
editar Epagal dupl | copiar | tabela | familia | sspessura dalinha [1 dersidade de plotagem [1
géico | equagio |[[neme| detvar | web | fecha o | o | ﬁwmhr |
el
e

Figura 17: Representacio dos comandos do item 5

6°) Para construir os demais gréficos, para valores de —4 < b <4 e b € Z, em um mesmo
plano cartesiano, devem-se seguir os seguintes comandos: Equacdo — Explicita. Digite
na caixa de texto o trindmio x> — 2x + 1 e clique em ok. Repita os comandos desse item

para os demais valores de b.

7°) A Figura 18 ilustra os gréficos da fungdo f : R — R definida como f(x) = x*> +bx + 1
para —4 < b <4 e b € Z. Observe o comportamento do grafico no intervalo —4 <b <4 e
conjecture uma relacdo entre as variacdes no paradmetro b em relagdo ao comportamento

do gréafico para valores fixos de a e c.

verde: y = x™2+3x+1
azul: y = x"2+2x+1
Dy = XTZ4x+l

editar | apagall dupl | cuplarl tabelal fam\'llal

aréfico | equagio | nome | derivar [ web | fechar |

Figura 18: Variacao no parametro »
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Resultados esperados: espera-se que o aluno compreenda que a variagdo no parame-
tro b determina a posic¢ao do vértice, indicando se o ponto de interseccdo do grafico da fungdo

quadratica com o eixo das ordenadas ocorre em seu trecho crescente ou decrescente.

Uma justificativa matematica: a justificativa esta nas coordenadas do vértice que es-

~ ~ . b b* —4ac .
tao em fungdo de b, visto que x, = % ey, = B No caso especifico do x,, podem-se
analisar cinco casos:
1° caso
b . .
Para valoresdea >0e b >0,0x, = ~a assumird valores negativos e, consequente-
a

mente, o eixo de simetria do grafico da fun¢@o quadratica estard a esquerda do eixo das ordena-
das. Dessa forma, conforme ilustra a Figura 19, o ponto de intersec¢do do grifico com o eixo

das ordenadas ocorre no trecho crescente do grafico ou a direita do eixo de simetria.

(1)x + (0)y = -0.5

eixo de simetria:

« L »
editar I apagall dupl | capiar | tabela I familia |
ordfco | equagio | nome | dervar | weh | fechar |

Iy = xr2ax+l

prdximo extremo de | Y -

«=-0.50000
y = 0.75000

El

|

2t

salvar I>< -

coma IE fechar

Figura 19: Grifico da funciio quadritica f(x) = x> +x+ | para valoresdea >0eb > 0

2° caso

b . .
Para valoresdea >0e b <0,0x, = 54 assumird valores positivos e, consequente-
a

mente, o eixo de simetria do gréfico da funcao quadratica estard a direita do eixo das ordenadas.
Dessa forma, conforme ilustra a Figura 20, o ponto de intersec¢@o do grafico com o eixo das

ordenadas ocorrerd no trecho decrescente do grafico.



-/ semnome

=[O

22

Arquivo  Equacdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Qutros

eixo de simetria: (1)x + (0)y = 0.5

¢ [omg 3

editar | apagall dupl I coplarl tabelal lamillal

aidfico | eauaio | nome | deiver | ven | fechar |

Iy = xrzox+l -
proximo extiema de | Y

34

«= 050000
= 075000

salvar || -
coma m fechar

Figura 20: Grifico da fun¢do quadratica f(x) = x> — x4 1 para valoresde a >0e b <0

3° caso

Para valoresdea <0e b >0,0x, = my assumira valores positivos €, consequente-

a

mente, o eixo de simetria do grifico da funcao quadratica estard a direita do eixo das ordenadas.

Dessa forma, conforme ilustra a Figura 21, o ponto de intersec¢do do grafico com o eixo das

ordenadas ocorrera no trecho crescente do gréfico.

Arquivo Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

v

[ inventario [semnomel]

eixo de simetria: (1)x + (0)y = 0.5

< [ama '
editar | apaper | cupl | copiar | tabela | familie
wifico | equagio | nome | deivar | web | fechar

El

Iy = —x"2+x+l

préximo extiemao de I v

x= 050000
y=1.25000

salvar ||x -

oomo 5 =] fechar

Figura 21: Grafico da funcio quadratica f(x)

= —x>+x+1paravaloresdea<0eb >0



23

4° caso

b ) .
Para valoresdea <0eb <0,0x, = % assumird valores negativos e, consequente-
a
mente, o eixo de simetria do grafico da funcdo quadratica estard a esquerda do eixo das ordena-
das. Dessa forma, conforme a ilustra Figura 22, o ponto de intersec¢ao do grafico com o eixo

das ordenadas ocorrera no trecho decrescente do grafico.

inventario [semnomel] ' |
Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros
: ¥ eixo de simetria: (1)x + (O)y = -0.5

Dat

< [Lm r

cdta | apager | dupl | copiar | reels | ramila |
i 2T gla’hcol aquacéol nome denvall web | lechall

Iy = —x"2-x+1 j

préwimo extiemo de | [ -

» =-0.50000
y=1.25000

1 2 3 4

Lot [
como m fechar

et

Figura 22: Grifico da fun¢io quadratica f(x) = —x*> —x+ 1 para valoresdea < 0eb <0

5° caso

b .
Para valores de a € R— {0} e b =0, 0 x, = —5, sempre serd igual a zero e, con-
a
sequentemente, o eixo de simetria do grifico da funcdo quadrética coincidird com eixo das
ordenadas. Dessa forma, conforme ilustra a Figura 23, o ponto de intersec¢io do grafico com o

eixo das ordenadas serd o préprio vértice.



24

M

oy eixo de simetria: (1)x + (D)y = 0

Arquivo  Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

k] n L3
coter | apagar | dupl | copiar | bei | famla

aréfico equacéol nome derivar web fechar

Iy = x*2+1 -

préwima extrema de IY vI

= 0.00000
y=1.00000

sabvar IX -
como m fechar

24

a4+

Figura 23: Grifico da funciio quadritica f(x) = x> + 1 para valoresdea € R — {0} e b =0

Atividade 3. Intuitivamente pode-se conjucturar uma relacdo entre os vértices da fa-
milia de fungdes f: R — R do tipo f(x) = x> +bx+1e b € Z para —4 < b < 4, conforme

representado na Figura 18. Que relacao € essa?

Objetivo da atividade

* Marcar os vértices da cada pardbola construida na atividade 2, a partir de seus valores

extremos, com o objetivo de estimular o aluno a encontrar uma relag@o entre eles.
Procedimento para determinar os vértices e construir o grafico no winplot

1°) O winplot disponibiliza um recurso que fornece ao usudrio os valores extremos (x,y,) do
grifico da funcdo quadrética. Para usar esse recurso, devem-se usar os seguintes coman-
dos: Um — Extremos. A partir das sete pardbolas construidas na Atividade 2, determine

0s seus respectivos pontos extremos com o auxilio do software.

2°) Selecione, com um clique simples, alguma das sete funcdes que aparecem na caixa de

comandos inventdrio, conforme mostra a Figura 24.
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x"2-2x+1

x"2-x+1

®OZ+L

x"Z+x+l

x"2+2x+1

x"2+3x+1

AT '

PRI ]

cdier | apagar | dupl | copiar | tabelta | famiia

arsfica equa;éul name derivar web fechar

Figura 24: Caixa de comandos inventdrio

3°) O objetivo agora é determinar os valores extremos da fun¢do, também chamados de co-
ordenadas do vértice (x,,y,). Para isso, clique no botdo Um seguido da opc¢ao Extremos,

conforme ilustra a Figura 25.

Arquivo Equacio Ver Mouse [Um | Pois Anim Outros

Trago ...

Zeros ...

Medidas 3
Problemas de Valor Inicial 3
Trasladar ...

Refletir ...

Girar ...

Ciclgides ...

Evoluta ...

Superficie de revolugdo ..

+ + + Plotar lista ... + +
-4 E -2 El 4
Ajuda
a4

Figura 25: Visualizacdo dos comandos Um — Extremos...

4°) Apo6s o comando anterior, vai aparecer uma nova caixa de comandos indicando os valores
extremos da fun¢do selecionada no item 2, conforme indicado na Figura 26. Com esses

valores (coordenadas), pode-se marcar o ponto na parabola.

Ehm&e:ﬂrﬂnﬂs i 5
0
0

-

praximo extremo de | Y -
»=1.60000
v =-1.25000

salvar |>< -
como A v fechar

Figura 26: Visualizacao dos valores extremos
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5°) Para marcar o ponto na parabola, devem-se seguir os comandos: Equag¢do — Ponto —

(x,y). Vai aparecer uma nova caixa de comandos em que o usudrio deve atribuir valores

para x e y de acordo com os valores extremos obtidos no item 4. Para uma melhor visu-

alizagc@o do ponto, selecione nessa mesma caixa de comandos a op¢ao solido, conforme

ilustra a Figura 27.

{4 semnomel

Arquivof] Equagio

er Mouse Um Dois Anim

E=E =5

Outros

Explicita ..
2. Paramétrica ...
3. Implicita ...

4. Polar ...

&2
Reta ...

Recursiva ...
Diferencial
Polinomial ...

Intrinseca ...

Inventario ...

Desigualdades explicitas ...

Desigualdades implicitas ...

F1
F2
3
4

(cy) o
[

Lista ...

Ctrl+I

(

P

=15

tamarho do ponta |2 @M " circuln
I™ &ncoras "

ok cancelar ‘

oar ‘ ajuda ‘

Tamanho do inventario ...
Biblioteca ...
Definir fungéc ...

Ocultar/mostrar tude 3

Ajuda

Figura 27: Visualizacao dos comandos descritos no item 5

6°) Clique na seta que aparece no canto superior da caixa de comandos Valores extremos e
escolha outra funcdo, conforme ilustra a Figura 28. Repita os passos descritos no item

anterior para marcar os demais pontos extremos nas pardbolas.

valores extremos .

BT

salvar |4 -

coma (4 | fechar

Figura 28: Visualizaciao dos comandos descritos no item 6

7°) Ao final de todas as etapas anteriores, obtém-se uma figura semelhante a Figura 29. Faca

uma andlise sobre a disposi¢do dos sete pontos e tente conjecturar alguma relacao entre

eles.
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Figura 29: Pontos de extremos

8°) Conhecendo-se as coordenadas de cada ponto extremo, € possivel escolher arbitraria-
mente trés deles, substituir na forma geral da fungio quadritica f(x) = ax> +bx+c e
resolver um sistema de tr€s equagdes e trés varidveis (a, b e c¢). A solugdo desse sistema
da origem & fungdo quadritica g : R — R, definida por g(x) = —x? 4 1. Substituindo-se
os demais pontos extremos na funcio g(x) = —x?+ 1, conclui-se que todos os sete pontos

de extremos pertencem ao grafico da funcgao g.
9°) A Figura 30 representa o gréfico da familia de fungdes do tipo f(x) = x> +bx+ 1 para
—4 < b < 4eo grifico da funcio g(x) = —x>+ 1.

v R - ==

Arquivo Equaggo Ver Mouse Um Dois Anim Qutros

y

Figura 30: Grifico da funcio g : R — R definida como g(x) = —x> + 1

Uma justificativa matematica: uma demonstracio formal para a relagdo obtida esta
disponivel no APENDICE A.
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3.1.3 VARIACAO NO PARAMETRO ¢

Atividade 4. Dada uma fungio f : R — R do tipo f(x) = x*> —4x+c, com ¢ € Z, cons-
trua o grafico das fungdes quadraticas para valores —4 < ¢ < 4 e faga algumas consideracdes

sobre o comportamento do grifico em relacio ao seu eixo de simetria.

Objetivos da atividade

* Avaliar o comportamento do grifico da fung¢do quadritica em relagdo as variagdes no

parametro c.

* Observar a relagdo entre o pardmetro ¢ e o ponto de maximo (x,) do grifico da fungéo

quadratica.

* Usar o recurso de animacdes de graficos disponibilizado no winplot, por meio da op¢ao

Anim, para realizar algumas simulacOes em relacdo a variacdo no parametro c.

* Observar o comportamento do grafico da fun¢c@o quadréitica em relacdo ao seu eixo de

simetria.
Procedimento para construcao do grafico no winplot

1°) Use os comandos de acordo com a sequéncia: Janela — 2-dim — Equagdo — Ex-

plicita.
2°) Digite na caixa de texto o trindmio x> — 4x + ¢ e clique no op¢io ok.

3°) O winplot disponibiliza um recurso muito util que informa ao usudrio os valores extremos
(coordenadas do vértice) do grafico da funcio quadrética. Para obter essas informacoes,

efetue os comandos: Um — Extremos

valores extremos -
v = x"2-4x+c

prcwimo extemo de | |y -

w=2.00000
y = -4.00000

sabvar ||x «
coma m fechar

Figura 31: Valores extremos

4°) Com as informagdes do x, = 2 e y, = —4 da fungio f(x) = x> —4x +c, é possivel obter

o eixo de simetria (reta x = —%). Para isso, devem-se efetuar os seguintes comandos:
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Equagdo — Reta. Digite na caixa de texto os valores para os coefientes a, b e ¢ de acordo

com os dados representados na Figura 32.

{4 semnol [w{=a
Arquivay | Equagdo [fMVer Mouse Um  Deis  Anim  Outros
1. Explicita .. F i
2. Paramétrica ... F2 (]
3. Implicita ... F2
4. Polar ... F4
Ponto 3
Segmento 3
-
Recursiva ... a= F —
Diferencial » b= |D
Palinomial ... ‘ c=1{p
Intrinseca ...
x espesiia da linha [1 cor
] Desigualdades explicitas ... j i N N P m,ﬁdn haceiado
Desigualdades implicitas ...
cancelar ajuda
Inventario ... Ctrl+1

Tamanhe do inventdric ...
Biblioteca ...
Definir fungdo ...

Ocultar/mastrar tudo 3

Ajuda

Figura 32: Coeficientes da equacio da reta

5°) O eixo simetria do grafico da fungdo f(x) = x> —4x+c é a reta x = 2, coordenada do x, .

{2 semnome3 EE
Arquive Equagio Ver Mouse Um  Deois  Anim  Outros
¥ : I
(I)x + (O)y = 2 H f
4T :
E
21
14
®
t i
—4 -3 -2 -1 1 2 3 4
14
24
2t
41

Figura 33: Representacao do eixo de simetria

6°) Para realizar algumas simulagdes do comportamento do gréafico para valores distintos do

parametro ¢, pode-se utilizar o recurso de animagdes de acordo com os comandos: Anim
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— Individuais — C. Vai aparecer uma caixa de comandos em que o usudrio devera

clicar nas setas que estdo nas extremidade.

7°) Para plotar os grificos da fungio f(x) = x?> — 4x -+ ¢ para valores de —4 < ¢ < 4, deve-
se prosseguir como: Janela — 2-dim — Equag¢do —Explicita. Digite o trindmio
x*> —4x+ 4 e clique em ok. Procure no ambiente inventdrio a opcio nome. Clique nesse

botdo e dé o nome a funcio de acordo com a cor do gréfico.

<« [Lm r
cdtar | apagar | dupl | copiar | tabela | famila |
gréfica I equagi web fechar

Figura 34: Inventario

8°) Em um mesmo sistema de coordenadas cartesianas, clique nas op¢des Equacdo —Explicita
e repita os comandos do item anterior para os demais valores de —4 < ¢ < 4. Para cada

novo gréfico, escolha uma nova cor para diferenciar dos anteriores.

-
inventario [semnomi

Arquive Equagie Ver Mouse Um Dois Anim Outros laranja: vy = x°2-4x+3
rosa: ¥ = XT2-4x+2 B
o wrndnes marrom: ¥ = x“2-4x+1 N
B o _ azul: ¥ = ®"2-4x
¥ = x72-4x+2 Py = xT2-4x-1
¥ = x"2-dx+1 preto: ¥y = x"2-4x-2
verde: y = x"2-4x-3 B

D
¥ = x"2-4x-2

editar | apagall dupl | cuplarl tabelal laml’llal
¥ = X"2-4x-3

grdfco | equagia | nome | deiva [ wen | techar |

Figura 35: Representaciio grifica das funcées do tipo f(x) = x> —4x-+c para —4 < c < 4

Resultados esperados: espera-se que o aluno compreenda que o pardmetro ¢ indica o

ponto onde o grifico da fungio quadritica intersecta o eixo das ordenadas (y). E importante
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também que ele percebd que, para valores de a e b fixos, o deslocamente do x, ocorre ao
longo do eixo de simetria, de forma que o valor mdximo ou minimo da fun¢do ocorre para

um determinado y,,.

Uma justificativa matematica: conforme visto no capitulo 2, o ponto de intersec¢ao

da pardbola com o eixo das ordenadas é o valor de f(x) parax = 0.

Portanto, para x = 0, tem-se:
f(x) =a.0>+b0+c=y=c, VceR.

Outro resultado importante estd no deslocamento do vértice sobre o eixo de simetria.
b

Isso acontece porque o valor de x, = ~5a ndo depende de c. Para valores de a e b fixos e ¢ € R,
a

0 X, permanece o mesmo, mudando apenas os valores de y,,, conforme ilustra a Figura 35.
3.2 APLICACOES DAS FUNCOES QUADRATICAS

H4 determinados problemas do nosso dia a dia que podem ser representados por meio
de uma equacdo ou de uma fun¢do. No caso especifico das fun¢des quadréticas, pode-se usar o
processo de modelagem matemética ! para resolvé-los e interpretar os resultados. Com o auxilio

do winplot, pode-se determinar os zeros € os valores extremos de uma func¢ao quadratica.

Atividade 5 (Receita Maxima). As refei¢oes do restaurante académico do IFTO -
Campus Palmas sdo vendidas por 5 reais para servidores. Por dia o restaurante atrai em média
40 servidores. Se cada variacdo de 1 real no preco das refeicdes fizer variar o nimero de
servidores em 10 pessoas, dado a concorréncia de restaurantes proximos ao local, qual deve ser

o preco das refeices para que a receita seja maxima?

Uma Solucio algébrica
Receita(R) = nimero de refei¢cdes(nr) x valor de cada refei¢ao(vr).". R=(nr).(vr)
Seja x o valor correspondente a variacdo do preco da refeicao para mais ou menos. Tem-se que

nr=40—10xevr=5+=x.

ISegundo Bassanezi (2009, p. 16), "modelagem matemdtica consiste na arte de transformar problemas da
realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solugdes na linguagem do mundo real”.
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Dai:
R(x) = (40—10x)(5+x)
— 200+ 40x — 50x — 10x?
= —10x% — 10x+ 200.
O modelo matematico para esse problema € uma fungdo quadritica em que a receita é
funcdo de x e, portanto, a receita maxima ocorre para um determinado x, = —%.
Dai:
—10
W 10
2(—10)
10
=20
= —0,5.

Dessa forma, a receita maxima ocorre quando houver uma reducao de 0,50 centavos
no preco da refei¢do. Portanto, a receita maxima = y, = —10(—0,5)?> — 10(—0,5) 4 200 =
vy, = 202,50 reais.

Solucdo geométrica
Um vez obtido o modelo matemadtico para o problema, nesse caso, uma fun¢ao quadra-

tica, pode-se, com o auxilio de winplot, plotar o grafico e calcular os valores extremos da fun¢ao.

Procedimento para construcao do grafico no winplot

1°) Use os comandos: Janela — 2-dim — Equacdo — Explicita.

2°) Digite o trindmio obtido no modelo matematico: —10x> — 10x 4200 e clique em ok. O
gréafico que serd plotado ficard distorcido por conta da escala. O ponto de intersec¢do com

o eixo das ordenadas ocorre para y = 200.
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[ inventsrio [semnome1]
Arquivo  Equagio Ver Mouse Um Dois Anim  Outros v = —-10x"2-10x+200
¥y

44

+ [ >

editar | apagarl dupl | cop\all tabe\al fam\'l\al

ardfco | equa;an| derivar | web | fechar |

Figura 36: Grifico da funcio R(x) = —10x? — 10x + 200

3°) Outra ferramenta muito util disponivel no software € a op¢ao Zeros. Por meio dessa op-
¢do, é possivel determinar os zeros da fungio R(x) = —10x? — 10x +200. Para determina-
los, clique na op¢cdo Um e em seguida na op¢ao Zeros. Para encontrar o outro zero da

funcao (se houver), clique na op¢do proximo, conforme ilustra a Figura 37.

Arquivo Equagio Ver Mousd [Um | Pois Anim Outros |Y ——tons 10200 5| [v = owo-tonrzeo 3]

Traco ... =
@ 4.00000 § présimo -5.00000 )

EXtTemnos ... salval & Gomo | A 'I marcal ponto salvalxt:umnl & v|  marcar ponta
Medidas v Chechai fechar
Problemas de Valor Inicial 3

I Trasladar ...
Refletir ...
Girar ...
Ciclides ...

Evoluta ...

Superficie de revolugdo ...

Plotar lista ...

Ajuda

24

Figura 37: Representacio dos zeros da funcio R(x) = —10x? — 10x 4200

4°) Para uma melhor visualiza¢do do grafico construido no item 2, clique na op¢ao Ver em

seguida clique novamente na op¢do Ver... . Marque a op¢do canto e preencha as opcdes



34

(esquerdo, direito, inferior e superior), conforme os dados especificados na Figura 38.

Em seguida, clique em aplicar. A escolha desses dados deve-se ao pontos notdveis ja

conhecidos.

semnomel EE

Arquivo  Equacal | Ver ouse Um Dois  Anim  Qutros
Ver ... Ctrl+V
Zoom »
Mover 3
Janela anterior Crl+L
Enquadrar janela Home - . 1
Restaurar Ctrl+R
Redesenhar F5 garis © )
Redesenhar implicitas esauerdn 6

diraita ‘5

Grade ... Ctrl+G infeior 310§
Eixos 3 superion §220
Ajuda R ‘ centro

+ + i I T + ; hariz 0.00000
—4 -3 -2 -1 1 2 3 4 vert 0.00000
espessura [10.00000

T fachar

Figura 38: Visualizacdo dos comandos descritos no item 4

5°) Para determinar os valores extremos (x,,y,) da funcdo R(x) = —10x*> — 10x+200, devem-

se usar os comandos: Um — Extremos.

valores extremos .

v = -10x"2-10x+200 -
prowino extremo de | [y -

« = -0.50000
y = 20250000

salvar [ -
COrmo m fechar

Figura 39: Valores extremos da funcdo R(x) = —10x> — 10x+ 200

6°) E possivel também determinar o ponto de interseccdo do grifico com o eixo das ordena-
das. Para obté-lo, clique na opcao Um, seguido da op¢do Trago. Marque x = 0. A Figura
40 ilustra o grifico da fungio R(x) = —10x% — 10x 4200 apés a execugio de todos os
comandos. O usudrio tem ainda a opcao de nomear os eixos de acordo com as varidveis

envolvidas no problema. Para isso, clique na op¢do: Ver — Eixos — Nome.
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Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim  Outros = - ~3—
q quaca L 2 v 10x"2-10x+200 Iy = —10x~2-10x+200 j
| receifa trago pt {y = -10x~2-10x+200} @ x = 0.0
x:ID.DUDDU
v =200.00000
<G N | _ 2
d |l | copi bela | tamil zo
ediar | apagar upl copiar | tebels amilia apros Taylor | m marcr punlul
rafico | equagdo | nome | dervar e fechar
= S | [” demosecanteem  ponto de base
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™ demo reta tangente

I:I = -10x"2-10x+200 j

500000 présime ™ tangente espessa fechar
sabvar xcomo [[6 =] marcar ponto

fechar

cantas
esquerdo |-5.00000
v = -10x"2-10x+200 - dieie  [g00000
inferior  |-10.00000
résimo extramo de - . —_—
p—l i superior (22000000
= -0.50000
y=202.60000 centro
horiz 0.00000
wert 105.00000
I 4 4 et B
_,5 _‘4 _.3 _.2 salvar m espessura [12.00000
como |4 w fechar aplicar fechar

Figura 40: Visualizacao aproximada do grafico

Avaliacao do resultado em fun¢io dos parametros

A Receita Médxima foi calculada a partir do produto entre o nimero de refei¢des e o

valor de cada refei¢do, ambos determinados em func¢do da variac@o no preco da refeicao (para

mais ou para menos).

Em geral, considerando:

k1 a quantidade inicial (em média) de servidores que almog¢am no restaurante do IFTO,

Vk €N,

* kr a variagdo no nimero de pessoas que almogam em funcdo da variagdo no preco da

refei¢do, V ky € Z,

k3 o valor inicial da refeicdo, V k3 > Se k3 € R,

* x o valor correspondente a variacdo do preco da refeicdo para mais ou para menos, V x €
R,

temos:

b
XV:__,VXER

2a

R(x) = (k1 —ky-x)(ks+x)
= ky-ky+kiox—ko-kyox—ko-x
= —k -x2+ (k1 —k2k3) -x+kiks.
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Portanto:

* para valores fixos de (k; — k»k3), quanto maior o valor da variagdo do nimero de pessoas,
em moédulo, menor serd a variagdo no preco da refeicdo para obter receita méxima. E,
quanto menor for o valor da variacdo do nimero de pessoas, em moédulo, maior serd a

variagdo no prego da refeicdo para obter receita maxima;

* em relagdo ao coeficiente (k; — kok3), t€m-se dois casos a considerar: quando kyks > k;
e quando kyk3 < k. No primeiro caso, o valor de (k; — kpk3) < O e, portanto, o valor
correspondende a variacdo do preco da refei¢do serd negativo. No segundo caso, o valor
de (k; — kzk3) > 0, portanto, o valor coorespondende a variagdo do preco da refeicdo serd

positivo;

* o produto kg - k3 indica a receita inicial. Portanto, para valores fixos no preco da refeicao,
quanto maior o produto entre o nimero de pessoas € o valor inicial da refeicdo, maior

sera a receita inical.

Atividade 6 (Orcamento). Uma turma de 20 alunos do médulo IV do PROEJA esté organi-
zando uma viagem para Caldas Novas (GO) em comemoracdo a formatura. Na viagem, serd
permitido levar algum parente ou amigo. Um Onibus de uma determinada empresa, com capa-

cidade para 50 passageiros, apresentou a seguinte proposta para cada passageiro (ida e volta):

e valor fixo: 70 reais

* valor varidvel: 5 reais por cada assento vago

Nessas condicdes, se empresa fretar o 6nibus para essa turma buscando alcangar a receita ma-

xima, quantas pessoas deverdo viajar e qual o valor correspondente a cada passagem?

Uma Solucio algébrica

Capacidade do Onibus: 50 assentos.

Numero de assentos ocupados: x.

Quantidade de assentos vagos no Onibus: 50 — x.

* Preco por passageiro: valor fixo de 70 reais + valor varidvel de 5.(50 — x) reais por cada

assento vago.
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Como a Receita (R) € funcdo do nimero de assentos (x), tem-se que:

R(x) = 70.x+[5.(50—x)].x
= 70x+ (250 — 5x).x
= 70x+250x — 5x°
= —5x?+320x.

Nesse caso, o problema € modelado por uma func¢ao quadrédtica em que o nimero de

b
passageiros que deverdo viajar, com receita maxima, € determinado pelo x, = 2
a
Portanto:
—320
—
’ 2.(-5)
=320
=10

= 32 passageiros.

Com 32 passageiros, a receita serd maxima e o nimero de assentos vagos serdao de 18.

Portanto, o valor correspondente para cada passageiro serd de: 70+ 18.(5) = 160 reais.

Solucao geométrica

O modelo matematico para esse problema € a funcdo quadratica. A partir da fungdo
R(x) = —5x> +320x, em que a receita (R) é funcdo de x, podemos represetar graficamente o
problema e obter geometricamente os pontos extremos (x,,y,) da fun¢éo que, nesse problema,
representam, respectivamente, o nimero de passageiros € a receita mixima para a empresa res-

ponsdvel pelo transporte.

Procedimento para construcao do grafico no winplot

1°) Use os comandos: Janela — 2-dim — Equacdo — Explicita.

2°) Digite o trinémio —5x% +320x e clique em ok. O gréfico que serd plotado ficard distorcido
por conta da escala e do y, ser um nimero muito grande. Em um primeiro momento
ndo serd possivel determinar os valores extremos e o(s) zero(s) da funcdo por meio do
software. Essa é uma de suas limitagdes. Sugerimos ao leitor que faga esses cdlculos
algebricamente para depois editar o grafico anterior por meio da op¢do Ver. Apds algunas
manipulagdes algébricas, obtém-se: as coordenadas do ponto maximo, (320,5120), os

zeros da funcdo, 0 e 34, e o ponto de intersecao com o eixo das ordenadas que ocorre em



y=0.

38

3°) Conforme fizemos na atividade anterior, o objetivo agora € ajustar o grafico construido no

item 2. Dessa forma, devemos, por meio da opcao Ver, marcar a opcao canto. Devem-se

preencher as op¢des (esquerdo, direito, inferior e superior), conforme os dados especifi-

cados na Figura 41. Em seguida, clique em aplicar. A escolha desses dados deve-se ao

pontos notdveis ja determinados algebricamente pelo leitor.

cantos &+

esquerdo §-16

direito 0

inferior  §]-4000

superior N8200

horiz 27.00000
vert 210000000
espessura |86 00000

fechar

centio

Figura 41: Indicacido dos dados para preencimento

4°) Pode-se também construir o eixo de simetria do grifico da fungdo R(x) = —5x® + 320x

por meio dos comandos Equacdo — Reta. O eixo de simetria € a reta x = 32. Portanto,

devem-se preencher os dados com a = 1, b = 0 e ¢ = 32. Em seguida, clique em ok.

{4 semnomel

Arquiv

Equagao

r Mouse Um Dois  Anim

Qutros

T, Explicita ..
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Ctrl+1

[E=E =

—2000 1
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5°) A Figura 42 representa o grafico da func¢do R(x)

vers 0

a=f

Figura 42: Representacao dos comandos do item 4.

eixo de simetria.

5x% +320x, os pontos extremos € o
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ool splicar fachar
-2854+
—3805

Figura 43: Representacio grafica da fungdo R(x) = —5x% + 320x.

Avaliacao do resultado em funcao dos parametros

Em geral, considerando:

k1 o nimeros de assentos em um Onibus, k; € N e 50 < k1 < 80;

ko o valor fixo para cada passageiro, k, € R™;

k3 o valor correspondente a cada assento vago no Onibus, k3 € N e 50 < k; < 80;
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* x o ndmero de assentos ocupados (quantidade de passageiros que deverdao viajar em con-

dicdes de receita maxima), x € N e 50 < x < 80;

* (k; —x) a quantidade de assentos vagos no onibus;

tem-se:

Portanto:

[ka + k3 - (k; — x)] o preco final corresponte a cada passageiro,

ky-x+lks- (k1 —x)]-x
kox + (ksk; —k3x) - x
kox + kskix — k3x?
—kax? + (ko + k3ky )x.
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* para valores fixos de (ky + k3k;), quanto maior o valor correspondente a cada assento
vago no Onibus, em médulo, menor deverd ser o nimero de passageiros no 6nibus para a
empresa obter receita maxima. E, quanto menor for o valor correspondente a cada assento

vago no Onibus, em mddulo, maior deveré ser o nimero de passageiros;

* como as varidveis envolvidas no problema, ki, k> e k3, sdo sempre positivas € 0 nimero
de assentos ocupados (x) também é sempre positivo, entdo, pode-se afirmar que, quanto
maior o valor de (k, + k3k1 ), maior serd o nimero de assentos ocupados em condi¢des de

receita maxima;

* no caso particular desse problema, o coeficiente ¢ assume sempre valor zero, visto que s

ha receita se houver passageiros, ou seja, inicialmente a receita € zero.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Ao final do trabalho, observou-se que a insercao do computador no processo de ensino
e de aprendizagem, em conjunto com o software winplot, configura-se como um recurso dida-
tico para as aulas de mateméatica na medida em que o professor conhega os recursos disponiveis
no software. Seu uso pode possibilitar ao aluno a formulagdo de conjecturas do comportamento
do grafico de uma funcdo quadrética em relacdo as variagdes nos parametros. Geometrica-
mente, pode-se mostrar ao aluno que, quando os valores da a se aproximam de zero, o grafico

da fun¢do quadratica se aproxima de uma reta e, portanto, de uma fungao afim.

Em cada atividade proposta ao longo do capitulo 3, percebeu-se que o uso do winplot
favorece o trabalho do professor e do aluno nas constru¢des, na vizualizagdo e nas simulacdes
de gréficos para valores diferentes a, b e ¢ da fungdo quadritica f(x) = ax?> + bx + c. Seu modo
interativo para animacdes de gréficos e a possibilidade de construir, simultaneamente, graficos
de uma familia de funcdes sdo os recursos de destaque do software. Entretanto o computador
ndo pode ser usado como critério unico e absoluto para validagdao dos resultados matematicos.
Ressaltamos que o software possui algumas limitacdes no arredondamento € na representacao
dos resultados em forma fraciondria. Portanto, sugere-se a manutencao do tratamento algébrico

no decorrer das aulas.

De modo geral, o software winplot revelou-se como uma op¢ao para a insercao no
planejamento do professor, visto que apresenta as seguintes caracteristicas: € de livre dominio,
possui uma boa interface gréfica, é de facil manuseio e possibilita ao usudrio construir grafi-
cos variados em um mesmo eixo de coordenadas. Dessa forma, espera-se que as atividades
propostas motivem os alunos, favorecendo o desenvolvimento da capacidade de observacao,

compreensao e construgdo gréfica de funcdes quadraticas.
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APENDICE A - DEMONSTRACAO

Na Atividade 3, estabeleceu-se uma relacdo entre os vértices da familia de funcdes

f:R — R, definida como f(x) =x*>+bx+1 (—4 < b < 4), e o grifico da fungio g: R — R do

tipo g(x) = —x%+ 1, corforme a Figura 40. Pretende-se com a Proposicdo A.1 formalizar essa
propriedade.
—— T

Figura 44: Grifico da funcio g : R — R definida como g(x) = —x> + 1

Proposiciao A.1. Todo vértice do grdfico de uma familia de fungoes f : R — R do tipo f(x) =
ax’> +bx+c, a,b,c € R com a e c fixos, pertence ao grdfico da fungdo g : R — R definida por

g(x) = —ax’ +c.

Demonstragdo:

Deve-se mostrar que todo vértice do grafico de f, que € um ponto de coordenadas
b A

(xy,yv), com x, = —— ey, = ——, pertence ao gréfico da fungio g.
2a da



Assim,
b b 2+
- — —ad- _— C
J 2a 2a
b2
- gt
12
= 4 ¢
B —b%+4ac A
N da " da
Portanto,

b AN
2a’ 4a

Isto €, o ponto (—— ——) pertence ao grafico da func¢ao g.
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