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“O maior inimigo do conhecimento
nao é a ignorancia,
é a ilusao.”

Stephen Hawking
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Resumo

Este trabalho traz uma fundamentagao tedrica sobre o determinante de uma matriz.
Apresentamos as propriedades, as regras, os teoremas e algumas aplicagoes no contexto
da matematica. Também foram reunidos conceitos e enunciados sobre matrizes, grupo
de permutacgoes e sistemas lineares. Na dissertacao, sao discutidos alguns topicos usa-
dos equivocadamente, além de um algoritmo capaz de, sob certas hipdteses, resolver sis-
temas possiveis e indeterminados por meio de determinantes. Teoremas historicamente
importantes, como o de Laplace e o de Binet, sao demonstrados de formas alternativas.
Este trabalho conta ainda com o aporte de alguns artigos da Revista do Professor de

Matematica (RPM).

Palavras-chave: Determinante; Matriz; Permutacgao; Sistema Linear.
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Abstract

This work is a theoretical foundation about matrix determinant. Some properties,
rules, theorems and applications on maths context are presented. We collected matrix
concepts and statements, permutation groups and linear systems. In the dissertation,
some of the topics that are usually used mistakenly are discussed, moreover an algorithm
that is able, in certain hypotheses, to solve possible and indeterminate systems through
determinants. Historical important theorems, such as Laplace’s and Binet s ones, are
demonstrated in alternative ways. This work also includes some articles from Revista do

Professor de Matematica (RPM) digital magazine.

Keywords: Determinant; Matrix; Permutation; Linear system.
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Introducao

Para qualquer matriz quadrada associa-se um niimero real por meio de somas e produ-
tos de seus elementos. Tal nimero é dito determinante e carrega consigo caracteristicas
da proépria matriz, o que proporciona grande importancia tedrica. Por exemplo, se o de-
terminante de uma matriz for nao nulo, entao existirda sua matriz inversa, e vice-versa.
Este resultado permite resolver sistemas de n equagoes lineares com n incognitas que pos-
suem Unica solugao. Mas, isso é apenas um dentre tantos empregos praticos. A teoria de
determinante é muito rica, no sentido de que ela implica e explica intimeros teoremas e
proposicoes na matematica.

Entretanto, raciocinios equivocados sobre alguns tépicos chave sao usualmente cometi-
dos. Como o caso da Regra de Cramer em relacao a classificacao de sistemas lineares com
infinitas solugoes, que estudamos em nosso trabalho, e além de vérios enunciados descon-
hecidos por grande parte dos alunos e até mesmo dos professores. Sob essa perspectiva,
redigimos um texto com o objetivo de estudar o contetiido de determinante, fornecendo
uma base tedrica solida onde apresentamos conceitos, justificamos resultados e propomos
exemplos e aplicagoes que enriquecem o processo de aprendizagem.

No primeiro capitulo, trazemos defini¢oes e proposicoes sobre matrizes, com o objetivo
de munir o leitor com pré-requisitos para os resultados ao longo do nosso trabalho.

No segundo capitulo, redigimos a teoria de grupos de permutagoes que, por se tratar de
um ramo especificamente matematico, nao é abordada nos curriculos do Ensino Médio.
Entretanto, com essa teoria podemos desmistificar a ideia de que um determinante é
simplesmente uma conta que gera um numero sobre matrizes. Em seguida, com uma
abordagem diferente do que se observa nas escolas, tratamos do nosso tema central, por
meio das permutacoes. Demonstramos todas as propriedades de determinante, as regras
praticas, e principalmente o Teorema de Laplace, este 1ltimo realizado sem usar os passos

de indugao, como comumente ¢é feito.



No terceiro capitulo, estudamos os resultados sobre sistemas de equagoes lineares uti-
lizando uma andlise totalmente matricial, nao com o objetivo de discutir a melhor forma
de demonstrar as proposi¢oes e teoremas, mas a fim de motivar o conhecimento sobre
as aplicacoes de determinantes. Dedicamos uma se¢ao para interpretar os determinantes
nulos, onde enunciamos um teorema que, com base na pesquisa feita, nao encontramos
registros em livros didaticos do Ensino Médio, e que muito contribui para a teoria de
sistemas lineares.

Como ja supracitado, também corrigimos alguns equivocos e exploramos propriedades
que por vezes sao omitidas em sala de aula, bem como um algoritmo que, sob algumas
hipodteses, fornece o conjunto solucao de um sistema com infinitas solugoes pelo calculo
de determinante. Destinamos ainda uma secao para os sistemas lineares com solugoes
inteiras, observando algumas particularidades.

No quarto capitulo, por fim, apresentamos uma colecao de artigos sobre tépicos re-
levantes que foram publicados no portal da Revista do Professor de Matemética (RPM)
e que complementam o nosso trabalho. Sao curiosidades e possibilidades que favorecem
o ensino e a aprendizagem de determinante. Dentre esses, selecionamos um artigo sobre
matrizes em blocos, a fim de reproduzir a demonstracao do Teorema de Binet de um modo

consideravelmente mais simples, diferente do que os livros apresentam.



Capitulo 1

Matrizes

Neste capitulo desenvolvemos o contetiido de matrizes de forma sucinta. O foco é a
apresentacao de seus conceitos, suas operacoes e as principais propriedades. Utilizamos

como referéncia [1], [2], [6] e [8].

Definicao 1.1 Sejam m e n numeros naturais nao nulos. Damos o nome de matriz real
A, m porn, ou simplesmente matriz A,,xn, a uma tabela de m-n elementos reais dispostos
em m linhas e n colunas, enumeradas de cima para baizo e da esquerda para a direita,

respectivamente.

A simbologia m x n é dita a ordem da matriz e representamos por a;; o elemento da

linha 7 e coluna j, sendo 1 <i <m e 1 < j <n. Uma notagao usual ¢ A = [a;;]mxn-

Exemplo 1.2 Uma matriz A = [a;;]mxn arbitrdria é:

13 Q12 Az aiga -+ Aip
Q21 Q22 Q23 Q24 +-° Q2p
A= as31 QA32 A33 A34 - A3p
Am1 Om2 Qm3 Ama - Amn

Definicao 1.3 Sao matrizes notdveis:

i) Matriz Linha, do tipo A = [a1]1xn-

A= 11 a2 @13 - aln]
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it) Matriz Coluna, do tipo A = [a;1]mx1-

a11

21

A= a31

Qm1

iii) Matriz Nula, 0%, = |aij] onde a;; = 0 para todo i e j.

000 ---0

000 -0
0=

000 ---0

i) Matriz Quadrada de Ordem n, do tipo A = [aj|nxn, ou simplesmente A, isto é, a

quantidade de linhas € igual a quantidade de colunas.

a1; a2 @13 -+ Qip
Q21 Q22 A23 --° Q2n
A= aszp Q32 a3z -+ A3p
an1 Ap2 Apz - Ann

Nota. Sobre matrizes quadradas de ordem n definimos que os elementos a;; tais que
i = j formam a diagonal principal da matriz. Por outro lado, os elementos a;; tais que

i1+ j =n+ 1 formam a diagonal secunddria da matriz.

Definigao 1.4 Damos o nome de Matriz Triangular Superior ¢ A = [a;;] de ordem n tal

que a;; = 0, para todo © > j, ou Matriz Triangular Inferior se a;; = 0, para todo 1 < j.

apn a2 a1z 0 Gip an 0 o - 0
0 agp axy --- agp azy axp 0 --- 0
Superzor = O 0 ass - asn ]nfeTZOT = asy ase ass L 0

0 0 0 Tt Qpn Gp1 Qnp2 Gp3 -+ Gpp
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Definicao 1.5 Damos o nome de Matriz Diagonal a A = [a;j] de ordem n quando esta

for simultaneamente triangular superior e inferior, isto €, se a;; = 0 sempre que 1 # j.

a1 0 0 cee 0
0 929 0 0
0 0 ass 0
0O 0 0 - apy

Definicao 1.6 Damos o nome de Matriz Identidade, ou Unidade, de ordemn a I,, = [7;]

quando esta for diagonal e v;; =1 para i = j.

1 00 0
010 0
Li=10 0 1 0
000 1

E ainda sobre matrizes quadradas, temos o seguinte conceito.

Definig¢ao 1.7 Dada uma matriz A = [a;j] de ordem n, o tragco de A € o nimero real
determinado pela soma dos elementos da diagonal principal, e indicado por tr(A).

n

tr(A) :Zaii:all+a22+"'+ann

=1

Note que tr(l,) = n.

Definigao 1.8 Dadas as matrizes A = [aijlmxn € B = [brilpxq, definimos a igualdade de

matrizes como:
A= B se, e somente se, m=p, n=gq e a;; =by, comi=kej=1I

Definicao 1.9 Dadas A = [a;j] e B = [b;j| matrizes de mesma ordem m x n, definimos

a soma de matrizes como:

A+ B = [a;; + bijlmxn, para quaisquer i,j
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Proposicao 1.10 Sejam A, B e C' matrizes de mesma ordem. Sao wvdlidas as pro-

priedades:
i) Associativa: A+ (B+C)=(A+ B)+C;
i1) Comutativa: A+ B =B+ A;
i11) Elemento Neutro: é a matriz 0,5, de mesma ordem que A, pois A+ 0= A;

i) Elemento Oposto: é a matriz —A cujos elementos sio —a;;, pois A+ (—A) = 0.
Observe que, pelo item i) da proposi¢ao anterior, temos tr(A + B) = tr(B + A).

Definicao 1.11 Dados o € R e a matriz A = [a;;| de ordem m x n, definimos o produto

de matriz por escalar como:
a-A= [04 : aij]me para quaisquer i, j

Proposicao 1.12 Sejam A e B matrizes de mesma ordem e o, € R. Sdo vdlidas as

propriedades:
i) 1-A=A;
i) (a+pP)-A=a-A+[-A;
iii) a- (A+B)=a-A+a«a- B;
w) a-(B-A)=(a-f)- A
v) tr(a- A) = a-tr(A).
Definig¢ao 1.13 Dadas as matrizes A = [aik)mxps B = [bkjlpxn € C = [Cijlmxn, definimos

o produto de matrizes como:

p
C=A-B < Cijzzaik'bkj
k=1

ou seja

Cij = aﬁblj + aingj + aigbgj + -+ az-pbpj

para todo i € {1,2,....m} ej € {1,2,....,n}.
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Note que para o produto A - B existir, a quantidade de colunas da matriz A deve ser
igual a quantidade de linhas da matriz B. Ora, nao é para qualquer par de matrizes que
esta condicao se verifica, e se m # n nao seria possivel calcular B - A. Todavia, mesmo

que fosse possivel calcular B - A, nao hé garantia quanto ao resultado. Observe o exemplo.

1 3 2
Exemplo 1.14 Considere as matrizes A = e B = . Repare que existem

5 7 6

A-BeB-A, porém seus elementos sao distintos.

20 28 22 34
22 76 46 74

Definigao 1.15 Seja k um nimero natural nao nulo. Para qualquer matriz A de ordem

n definimos a poténcia de A, com o expoente k, como sendo

AF=A- A A

kwvezes

Claramente, se A = B entao A-B = B-A = A2 De fato, além deste, existem
casos especificos que estudamos neste trabalho no qual a ordem das matrizes nao altera o
produto. Ainda assim sao particularidades, o que nos leva a concluir que a multiplicagao

de matrizes nao é comutativa.

Proposicao 1.16 Dadas as ordens indicadas das matrizes A, B e C', e mesmo se forem

quadradas com ordens iguais, sao validas as propriedades:
i) (Amxn - anp)  Cpxq = Amxn * (BnXp ) Cqu){
i) (Amxn + Bmxn) - Crxp = Amxn - Crxp + Bmxn - Crxps
i11) Cpxm * (Amxn + Bmxn) = Cpxm - Amxn + Coxm - Bmxn;
) (o Apxcn) * Busp = Amxn * (@ Buxp) = @ (Amxn - Baxp), @ € R;
V) Amsn - In = Amxn € L - Amsen = Amxcns

Ui) ZfT(Aan : anm) = tr(BnXm ) Aan)'

Demonstracgao:
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i) Sejam A = [au)mx

matrizes, temos:

(A-B)-C =

A-(B-O) =

ny B = [bup|nxp € C = [cyjlpxq- Pela defini¢ao do produto entre

i (i aiubuv> Cvj
v=1 u=1
p
Z (ainbry + -+ + @inbny) cuj
v=1

p
§ a'ilblvcvj 4+ ainbnvcvj
v=1

(aﬂbnclj + -+ ambnlclj) + -+ (ailblpcpj + -+ Gmbnpcpj)

n p

E Ay g buv Cvj
u=1 v=1

n

Z iy (byrcij + -+ + bupCypj)

u=1

n
E aiubulclj + -+ aiubupcpj
u=1

(ailbllclj + -+ aﬂblpcpj) + -+ (&mbnlClj + -+ ambnpcpj)

Portanto (A-B)-C =A-(B-C).

v) Sejam A = [apg)mxn, B = A I, = [bijlmxn € In = [Yuw]. Por definigao, segue que

= Qi1 Tt G2 T QY T GinTng
= a”il.0+ai2'0+“'+aij'1+”'+a‘in'0

para todos 7 e j, 1 <i < mel < j <mn. Portanto, A- I, = A, e analogamente

I,-A=A.

vi) Se Ayxn € Bpxm, entao A-B =

de ordem n. Logo,

Cij = Z aikbkj] deordemme B-A =
k=1

dij = Z bikakj]
k=1

segue:
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tr(A-B) =

o

-~ -~
I Il
— =
i
—_

I
NE
M-
2
&
N—————

s
Il
—

[
NE
AL
=
2
x5
N————

—_

I
M=
%t
z
£
-
SN—

bl

S |l

Sobre o produto de matrizes, é valido complementarmos que se A- B = 0 nao podemos
concluir que A =0 ou B = 0. De fato, temos que A =0 ou B =0 implica A- B =0. Do
contrario, nada é preciso. Além disso, se A - B = 0 também nada podemos afirmar sobre

B - A. Observe os exemplos.

_ 10 00
Exemplo 1.17 Seja A = e B= , Seque que:
0 0 2 3
0
A-B= e B-A=
0 0 2 0
1 -1
Exemplo 1.18 Seja A = , Seque que:
1 -1
42— 0 0
0 0

Na secao 4.1, apresentamos o contexto historico sobre o produto de matrizes, com o

objetivo de melhor compreender essa operacao, de como se deu a definicao.
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Definicao 1.19 Seja A = [a;;] uma matriz de ordem m x n. Damos o nome de Ma-
triz Transposta de A para At = M’i] de ordem n X m, que € obtida de A invertendo

ordenadamente suas linhas pelas suas colunas, ou vice-versa.

_ _ t t L t
ayp Qg A1m
@113 Q12 Az - Qin
at at .. at
21 22 2m
Q21 Q22 A23 -+ Q2
_ t _ t t t
A= . . ) . ) > A= aszy Qzg A3pm
Am1 Am2 Qm3 - Amn
B i at at at
L nl n2 nm |

Note que desta forma temos a;; = a?i para quaisquer i, j.
Proposicao 1.20 Sobre matrizes transpostas sao vdlidos os itens:
i) A= (AN, para qualquer A = [aij|mxn;
i) Se A = [ailmxn € B = [bijlmxn, entio (A+ B)! = A" + Bt;
iii) Se a € R e A= [ajj]lmxn, entio (- A)f = o - A;
w) Se A= [ai)mxn € B = [brjlnxp, entdo (A- B)" = B*- A";
v) tr(A) = tr(A"), para qualquer A = [a;j],.
Demonstragao:

i) Note que a;; = a!

b = (a')}; para quaisquer i e j. Portanto A = (A")" para qualquer

ordem m X n.
ii) Considere C' = [¢ij]mxn tal que C' = A + B. Note que para quaisquer i e j segue:
Cji = Cij = ai; + by = aj; + bl

Portanto (A + B)! = A" + B'.

s . _ . _ 7 t _ t
iii) Consideremos B = «a - A, ou seja, b = « - a;;. Dal, segue que B* = [a - aj,]. Por

outro lado, observe que o - A" = [ - a};]. Portanto (a - A)" = o~ A"
iv) Considere C' = [¢;j|mxp tal que C' = A - B. Segue que:
C;i = Cij = Z a'ik:bkj = Z bkjaik = Z bﬁka};
k=1 k=1 k=1

Portanto (A - B)! = B* - A*.
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v) Em A = [a;], e A* = [a;],, note que para i = j os elementos a;; e af; pertencem

a mesma linha e mesma coluna respectivamente, isto é, numa transposicao os ele-

mentos da diagonal principal nao se alteram. Portanto tr(A) = tr(A").

Definicao 1.21 Uma matriz A de ordem n € dita simétrica quando A* = A, e serd dita

antissimétrica quando At = —A.

Proposigao 1.22 Sejam A e B matrizes de mesma ordem n. Sao vdlidos os itens:
i) Se A e B sdao simétricas, entao A+ B também € simétrica;
ii) Se A e B sao antissimétricas, entdo A+ B também é antissimétrica.

Demonstracgao:

i) Dados que A" = A e B' = B, pelas propriedades da transposta temos que (A+B)" =
A'+ B!, e entao (A+ B)' = A+ B.

ii) Dados que A' = —A e B' = —B, também pelas propriedades da transposta segue
que: (A+B)f=A"+B"'=—-A—-B=—(A+B). u

Definigao 1.23 Uma matriz A de ordem n € dita inversivel quando existe uma matriz

B, também de ordem n, tal que:
A-B=B-A=1,

Caso nao exista nenhuma matriz B que satisfaca tal condicao, a matriz A € dita singular,

isto €, nao inversivel.

Teorema 1.24 Se uma matriz A, € inversivel, entdo € unica a matriz B, tal que:
A-B=B-A=1,

Demonstracao:  Suponha outra matriz C,, tal que A-C = C - A = I,,. Observe que

segue as igualdades: C' = C-I,, = C-(A-B) = (C-A)-B = I,,-B = B. Portanto, B é tinica.m

Se a matriz A de ordem n é inversivel, denotamos por A~! a Matriz Inversa de A.
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Proposicao 1.25 Sobre matrizes inversiveis, sao vdlidos os itens:
i) I,, é inversivel, e [7' = 1I,,;
ii) Se A, possui uma fila (linha ou coluna) nula, entao A, € singular;
ii) Se A, e B, sio matrizes inversiveis, entio (A- B)™' = B~1. A~1;
w) Se A, € inversivel, entio (A1)~ = A;
v) Se A, € inversivel, entio (A")~! = (A71)".
Demonstracgao:

ii) Seja nula a linha i, 1 < i < n (andlogo se for nula a coluna j, 1 < j < n). Para
qualquer matriz B,,, pela definicao do produto de matrizes, A- B terd a linha ¢ nula.

Portanto, A- B # I,,.
iii) Segue que:
(A-B)-(B"AY=A-(B-BY A'=A.-1, A=A A1 =1,
Analogamente, temos (B~!- A™!). (A - B) = I,. Portanto, (A-B)"!=B~1. A™%

v) Como A-A"! = I,, entdao (A- A™')" = I, ou ainda (A1) - A® = I, pelas pro-
priedades de transposta. Por outro lado, temos que A™*- A = I, edai (A™1-A)t = I,
ou ainda A’ - (A™')* = [,,. Portanto (A")~! = (A1) ]

Sobre o produto de matrizes, dado que A- B = A - C nao podemos concluir que
B = C, ou seja, a lei do cancelamento com relagao a multiplicacdo de matrizes nem

sempre é valido.

2 -1 -1 5 —3
Exemplo 1.26 Considere A = , B = e C = . Note que
3 6 3 =3 0 -2
5 =7
A-B=A-C= , entretanto B # C.
15 —21

A lei do cancelamento sé é valida se estivermos cancelando uma matriz inversivel.
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Proposicao 1.27 Sejam A, B e C' matrizes de mesma ordem n. Se A-B = A-C, ou
B-A=C-A, e A ¢ inversivel, entao B = C'.

Demonstracao: Por hipdtese, existe A~1. Dai, segue as implicacoes:
A-B=A-C= (A1 A).-B=A"'A4).C=1,-B=1,-C= B=C.

Analogamente segue que B- A =C- A. |

Definicao 1.28 Uma matriz A, é dita ortogonal quando for inversivel e A=t = A

. cosf) —senf
Exemplo 1.29 A matriz R = , com 8 € R ¢é ortogonal. Note que:
senfl cosb
cos —senf cosf senf cos? @ + sen? 0 cos@ -senf —senf - cost

senf cosf —senf cosf senf - cosf — cosf - sen b sen? 6 + cos? 6

= 1I,. De fato, R~! = R'.

Proposicao 1.30 Sejam A e B matrizes de mesma ordemn. Se A e B forem ortogonais,

entao A - B € ortogonal.

Demonstracao:  Temos que A~ = A ¢ B! = B!. Pela propriedade da inversa,
sabemos que (A- B)™!' = B71. A7l ou ainda (A- B)™' = B! - A’. Mas, pela propriedade
da transposta sabemos que (A - B)! = B' - A'. Portanto, (A- B)™! = (A- B)". n



Capitulo 2

Teoria de Determinante

Neste capitulo, tratamos do tema central de nosso trabalho. Inicialmente apresenta-
mos os grupos de permutacgoes para entao enunciar a definicao de determinante, e a partir

daf elencar todas as suas propriedades. Utilizamos como referéncia [1], [2], [4], [6], [8] e [14].

2.1 Grupo de Permutacoes

Estudamos aqui a teoria que permite compreender e definir o calculo do determinante.

Reunimos os resultados mais relevantes ao nosso assunto.

Definicao 2.1 Seja G um conjunto ndo vazio munido de uma operacao *. Dizemos que

a dupla (G,*) é um grupo se sio vdlidas as sequintes propriedades:
i) Associativa: (a*b) *c=ax* (bxc), para quaisquer a,b,c € G;
it) Elemento Neutro: eziste um unico e € G tal que ax e = exa = a, para todo a € G;

iii) Elemento Simétrico: para cada a € G, existe um tnico a=' € G de modo que

axa t=alxa=ce¢.

Em alguns casos a operacgao * ainda é comutativa em G, e assim dizemos que o grupo
(G, %) é comutativo. Além disso, se em (G,*) o conjunto G for finito, entdao o grupo é
finito.

A cardinalidade de G ¢é dita a ordem do grupo.

14
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Exemplo 2.2 Sao grupos:

i) Miysn(R) munido da adi¢do, onde M, x,(R) € o conjunto das matrizes reais de

ordem m X n;

it) GL,(R) munido da multiplicacio, onde GL,(R) é o conjunto das matrizes reais

quadradas inversiveis de ordem n.

Dos exemplos citados, o item i) é comutativo, j4 o item 4i) nado, sendo conhecido
também como grupo linear real.

Um dos principais exemplos de grupos é o de permutacgoes. Entretanto, precisamos
formalizar o conceito permutacao de um modo mais requintado do que o estudado em

analise combinatéria no Ensino Médio. Para isso, lembremos da definicao de uma bijecao.

Definigao 2.3 Sejam A e B conjuntos nao vazios. Uma bijecao de A em B € uma func¢ao

f: A— B que satisfaz duas condi¢oes simultaneamente:
i) f € injetora: para quaisquer ay,as € A, se a; # ay entdo f(ay) # f(az);

i1) f € sobrejetora: para todo b € B temos que b = f(a) para algum a € A.

Definicao 2.4 Para qualquer funcdo bijetora f : A — B definimos f~' : B — A
também bijetora, onde f~1(b) = a se, e somente se, f(a) =b. Essa fungio f~' € dita a

mversa de f.

Da composicao de funcoes, fo f~! : B — B é a funcao identidade em B, onde
(fof™1)(b) = b, para todo b € B. Por outro lado, f~ o f: A — A ¢ a fungao identidade
em A, onde (f~' o f)(a) = a, para todo a € A.

Definicao 2.5 Uma permutagao é uma bijecao de um conjunto nao vazio e finito em si

mesmo.

Considere E # @ um conjunto finito. A permutacao € é uma bijecao tal que

e: F — F

xr — e(x)

para todo x € E.
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Denotaremos S(E) o conjunto de todas as permutagoes € em E. A composi¢ao de
fungoes é uma operacao sobre S(FE), pois se €1 : E — E e ey : E — E sao bijegoes,
entao €5 0¢7 : E — F também é uma bijecao.

Além disso, como a composicao de funcgoes é associativa, essa propriedade é valida em
S(E). Por outro lado, ndo vale a comutatividade, pois essa propriedade nao se verifica
na composicao. Ademais, existe o elemento neutro que é a permutagao €9 : £ — F
onde g;4(x) = z, para todo x € E, e para cada ¢ € S(F) sempre ha e~! : E — FE onde
e(z) — z para todo x € E. Portanto, (S(E), o) é um grupo, e ndo comutativo.

Nosso interesse estd nas permutacoes sobre os subconjuntos finitos de N do tipo

E,=1{1,2,3,...,n}. Assim, denotaremos S(FE,,) simplesmente por S,,, e se o € S,, entao:
c: FE, — FE,
i — o(1)
Uma maneira usual de representarmos uma permutagao é da forma:

1 2 3 - n
o(l) o(2) o(3) -~ o(n)

g =

onde os elementos da primeira linha sao os de partida e os elementos da segunda linha

sao os de chegada, e em cada coluna fica explicita a correspondéncia biunivoca entre os

elementos.
_ ~ 1
Exemplo 2.6 Em S; existe apenas uma permutacao, que € a identidade: o;q =
1
_ ~ 1 2 1 2
Exemplo 2.7 Em S, existem duas permutacgoes: o;q = eo =
1 2 2 1
, _ B 1 2 3 1 2 3
Exemplo 2.8 Em S; existem seis permutacoes: 0,4 = , 01 = ,
1 2 3 1 3 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
02 = , 03 = ; 04 = €05 =
21 3 2 31 31 2 3 21
. _ ~ 1 2 3 4
Exemplo 2.9 Em S, existem vinte e quatro permutacoes: o;q = ,
1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
01 = , O2 = , 03 = , 04 = ’

1 2 4 3 1 3 2 4 1 3 4 2 1 4 2

w
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1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
05 = ; O = , 07 = ; 08 = )

1 4 3 2 21 3 4 2 1 4 3 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
09 = ; 010 = ; 011 = ; 012 = ;

2 3 41 2 41 3 2 4 31 31 2 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
013 = ; 014 = , 015 = , 016 = ’

3 1 4 2 3 2 1 4 3 2 41 34 1 2

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
017 = ; 018 = , 019 = ; 020 = ’

34 21 4 1 2 3 4 1 3 2 4 2 1 3

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
021 = ; 022 = € 023 =

4 2 3 1 4 3 1 2 4 3 2 1

Nessa representagao, nao faz diferenca a ordem das colunas, uma vez que o principal
objeto dessas permutacoes sao as correspondéncias em si. Por exemplo, considerando

o17 € Sy temos que

1 2 3 4 2 4 1 3 4 3 1 2
3 4 21 41 3 2 1 2 3 4
pois as colunas sao as mesmas, apesar de estarem trocadas, e entao a permutacao em si

¢ a mesma. Para qualquer representacao, segue que:

(

o17(1) =3
017(2) = 4
017(3) = 2

o (4) =1

Entretanto, para que nao haja confusao e que fique formalizada a linguagem, deno-
taremos sempre com a primeira linha em ordem crescente, como foi feito nos exemplos
supracitados.

Para qualquer o € S, sua inversa é

que também serd escrita ordenando os elementos o (i), 1 <i < n.

Ainda sobre o7 € Sy, note que:

34 21 1 2 3 4
1 2 3 4 4 3 1 2
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Proposicao 2.10 A cardinalidade de S,, € n!.

Demonstragao: Note que cada ordem diferente dos ntimeros 1,2, 3, ..., n, refere-se a
uma permutacao diferente. Dai, temos n modos de escolher o primeiro elemento, donde
para cada escolha teremos n — 1 modos de escolher o segundo elemento e assim sucessi-
vamente até uma escolha para o tltimo elemento. Portanto sao n-(n—1)---2-1 = n!

permutagoes. [

E valido observar que se fixarmos o(p) = k, com p, k € {1,2, ..., n}, existirdao (n — 1)!
permutacoes o € S5, desse tipo. De fato, pois ja escolhida a relagao p em k, restam n — 1
escolhas para a préxima, e para cada uma destas escolhas restarao n — 2 para a proxima,
e assim sucessivamente até a ultima.

A seguir, uma relevante definicao a respeito de permutagcoes.

Definicao 2.11 Considere uma permutacao o € S,. Sejar € N, r > 0, a quantidade
de pares (i,7) com 1 < i < j < n tais que o(i) > o(j). Damos o nome de sinal da

permutacdo o o nimero inteiro Sgn(co) definido como:
i) Sgn(o) =1, ser € par;
ii) Sgn(c) = —1, ser é impar.

O valor r é a quantidade de inversoes da permutacao o € S,. Além disso, diremos que

o é par (resp. fmpar) se, e somente se, tivermos Sgn(c) =1 (resp. Sgn(o) = —1).

Exemplo 2.12 A permutac¢ao identidade sempre € par, em qualquer S,, isto porque nao

hd inversoes.

123 -+ n=1mn
Oid =
123 -+ n-1mn
1 2 3 45
Exemplo 2.13 Tome a permutacao o = em Ss. Note que existem
215 3 4

3 inversoes, dadas pelos pares (1,2), (3,4) e (3,5), pois o(1) > o(2), 0(3) > o(4) e

o(3) > a(b). Portanto Sgn(c) = —1, ou ainda, o é impar.

Repare que podemos definir o sinal de qualquer bijecao f entre dois subconjuntos de

N com cardinalidade n, pois basta considerarmos a quantidade r de pares (i, ), sendo

i < j,tal que f(i) > f(4).
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Outra coisa é que se f for estritamente crescente, entao f é claramente par, porque
nao haverd nenhuma inversao. Ja se f for estritamente decrescente, por uma simples
recorréncia linear de primeira ordem, pode-se concluir que f tera % inversoes. Dali,
se n for da forma 4k ou 4k + 1 entao f é par, e se n for da for 4k + 2 ou 4k + 3 entao f é

impar, onde k£ é um inteiro positivo.

Definicao 2.14 Dizemos que uma permutagcao T € S, € uma transposicao se existe um
unico par (i,j) tal que (i) = j, 7(j) = i e 7(x) = x, para qualquer x # i,j, com

1<z <n.

1 2 3 4
Exemplo 2.15 Por 2.9, 014 = em Sy € uma transposicao, pois apenas

321 4
para (1,3) tem-se que 014(1) = 3 € 014(3) = 1, ademais 014(2) = 2 e 014(4) = 4. Também

as permutacoes g1, 09, 05, Og € o1 SA0 transposicoes.
Proposicao 2.16 O sinal de uma transposicao T € sempre —1, em qualquer S,,.

Demonstracao: Tome 7 € S,, uma transposicao considerando o par (i, j) com 1 <i <
j <mntal que 7(i) = 7, 7(j) =i e 7(x) = z, para qualquer x # i, j, com 1 <z < n. Fixe

(u,v) com 1 <u < v <n e note que:
i) se v <7 nao ha inversoes para (u,v);
ii) se wu =1 ewv < jhd j— i inversoes para (u,v);
iii) se u =1 e v > j nao hé inversoes para (u,v);
iv) sei <wu < jhad j—i—1 inversoes para (u,v);
v) se u = j nao ha inversoes para (u,v);

Portanto no total ha 2 - (j — i) — 1 inversoes, e como j — ¢ > 0 é natural, temos uma

quantidade impar de inversoes, isto é, Sgn(r) = —1. ]

Em diante, uma importante proposicao sobre o estudo do sinal de uma permutacao.

... /,’L
Proposicao 2.17 Seja 0 = € S,. O sinal de o € dado
o(1) o(2) o(3) --- o(n)
por

sanlo) =11 757 =om

para todos os pares (i,7) com 1 <1< j <mn.
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Demonstracao:  Primeiramente, note que para qualquer (i,7) com 1 < i < j <n
tem-se que j —i € {1,2,...,n — 1} e como o é uma bijegao segue que |o(j) — o(i)| €
{1,2,...,n — 1}. Além disso, tomando k € {1,2,....,n — 1}, a quantidade de pares (3, j)

tal que j — i = k é igual a quantidade de pares (p,q) tal que |o(q) — o(p)| = k, onde
j—i
o(j) —o(i)

Dai, se tivermos uma quantidade par de sinais negativos para o(j) — o(7), entao o pro-

1 <p<q<n Logo [] = +1, dependendo dos sinais de o(j) — o(i).

dutério é igual a 1. Mas, isto quer dizer que existe uma quantidade par de (i, j) tais que

1<i<j<neo(i)>o(j), donde Sgn(c) = 1. Por outro lado, se tivermos uma quan-

tidade fmpar de sinais negativos, o produtério serd igual a —1, e Sgn(o) = —1. Portanto
Jj—i .
Sgn(c) = ———=, paratodo 1 <i < j <n. u
o(j) —o(i)
_ 1 2 3 45
Exemplo 2.18 Em S5, seja o0 = e note que
1 3425

2—-1 3-1 4-1 5-1 3-2 4-2 5-2 4-3 5—-3 5—
Sgn(o) = i

o—4
. . . . . . . =1
3—1 4-1 2-1 5-1 4-3 2-3 5-3 2-— 5—2

e de fato, observando que o possui duas inversoes: (2,4) e (3,4).
Proposigao 2.19 Para quaisquer o,¢ € S, tem-se que Sgn(p o a) = Sgn(p) - Sgn(c).

Demonstracao: Sejam o, ¢ € S, no qual podemos escrever de forma conveniente

ay a9 as -+ Qp bl b2 bg tee bn
€ Y=
b1 bg b3 s bn Ci Cp C3 -+ Cp

Q
I

, a, Qag ag --- Qg a; — Q; bj — bz a; — a;
Dai segue que poo = . Note que = - para
€1 Cy C3 -+ Cp G —6G G —CG 0;j—0

qualquer par (i,7) tal que 1 <7 < j < n. Entao, temos que Sgn(poo) = H % "%

i<j GG
bj — bz a; — a; ,

H : . Portanto, por 2.17 concluimos Sgn(¢ o o) = Sgn(yp) - Sgn(o). =

C._C. b,_b,
;] ? i<j J ?

Corolario 2.20 Para quaisquer o, € S, tem-se que Sgn(p o) = Sgn(o o p).

Demonstracao:  Note que, pela proposicao anterior, Sgn(¢ o o) = Sgn(p) - Sgn(o) =
Sgn(o) - Sgn(p) = Sgn(o o ¢). m

Perceba que mesmo tendo @ o 0 # 0 o ¢ o sinal destas composigoes serd o mesmo.
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Corolario 2.21 Sejam o,7 € S,, onde T €é uma transposi¢ao. E wdlido que

Sgn(c oT)=—Sgn(o).

Demonstracao: Por 2.16 e 2.19 segue que Sgn(oc o 7) = Sgn(o) - Sgn(r) =
Sgn(o) - —1 = —Sgn(o). u

Corolario 2.22 Sejo o € S,. E vdlido que Sgn(o~) = Sgn(o).

! = 0;4. Logo, por 2.19, segue que:

Demonstragao: Temos que 0 oo™
Sgn(ococo™t) = Sgn(ciq) = Sgn(c) - Sgn(c™) =1 = Sgn(c™*) = Sgn"'(0).
Mas como (+1)~! = +1, concluimos que Sgn(c~') = Sgn(c). n

Note que este corolario nos fornece um importante resultado a respeito de permu-

tacoes. O sinal de uma o € S,, é sempre igual ao sinal de sua inversa o~! € S,,.

Um conjunto qualquer S,,, n > 1 natural, de permutagoes possui ainda algumas pro-

priedades relevantes.

Proposigao 2.23 A funcdo F : S, — S,, que associa 0 — o1, para cada o € S, €

bijetora.

Demonstragao:

i) De fato, F' é sobrejetora, pois (.S, 0) é um grupo, logo toda permutagao possui sua

inversa e (07!)~! = o, para todo o € S,,.
ii) Por outro lado, F' é injetora, pois para quaisquer o1, 09 € S,, segue que:

F(oy) = F(oy) = Uflzagl

— 0y0(0; 00y) = (0200;") 00y
= 0200;0 =000
—> 0‘2:0'1
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Portanto, por i) e ii), a I é bijetora. [ |

Observe o lema a seguir, que fornece uma funcao auxiliar importante para o proximo

teorema.

Lema 2.24 Fizado uma transposicao 7 € S,, a funcao F : S, — S, que associa

e —¢corT, para todo € € S, € bijetora.

Demonstragao:
i) Observe que F' é injetora, pois segue que:

F(e1) =F(eg) = e10T7 =607
= g o(ror ) =go(ror™)
= £10E&jq =E20¢&

ii) Por outro lado, F' é sobrejetora, pois tomando uma d € S, temos que d o771 € S,

e (ot )=dorlor=0.

Portanto, por ) e ii), temos que F' é bijetora. [ |

Teorema 2.25 O conjunto S, contém a mesma quantidade de permutagoes pares e im-

pares.

Demonstracao: A respeito de S, considere A o conjunto de todas as permutacoes
pares e B o conjunto de todas as permutacoes impares. Temos entao que S, = AU B
e AN B = &. Suponha p e g as cardinalidades de A e B respectivamente. Fixe uma
transposicao 7 € S, e tomemos a funcao F': .S, — S,, que associa € — £ o T para todo
e € S,. Por 2.21 temos que F(A) C B e F(B) C A, e por 2.24 a cardinalidade de F'(A)
épeade F(B) éq. Logo, p < ¢ e também ¢ < p. Portanto p = gq. [ |

Consideremos o exemplo 2.9, onde S, apresenta 24 permutacoes. De fato, temos que

sao 12 permutacoes pares: 0,4, 03, 04, 07, Og, 011, 012, 015, 016, 019, 0209 € O93; € sa0 12
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permutagoes impares: 01, 02, 05, 0¢, 09, 010, 013, 014, 017, 018, 021 € T22.

Sobre os grupos de permutacoes, ainda temos o seguinte resultado.

Teorema 2.26 Toda e qualquer o € S, pode ser escrita como composicoes de trans-

posigoes, isto €, sempre existem Ty, Ta, ..., T, transposigoes em S, tais que o = T 0T90- - -0T),.

A demonstracao deste teorema exige outros conceitos, os quais nao sao consideraveis
para nosso trabalho. Entretanto, o leitor pode ter acesso a justificativa na integra em [4],

no capitulo IV-6, secao 20.

Proposicao 2.27 Seja o € S, tal que 0 = T 0790---07,. Se existem outros T, Ty, ..., T,

tais que 0 = T 0Ty 0 -+ 0T, entdo p e q tém mesma paridade.

Demonstracao:  Por 2.16 e 2.19, segue que Sgn(o) = Sgn(m)---Sgn(r,) = (—1).
Por outro lado, se ¢ = 7 0 --- o 7, entdo Sgn(c) = Sgn(r)--- Sgn(7;) = (1) Logo,

devemos ter (—1)? = (—1)4. Portanto, p e ¢ possuem a mesma paridade. u

2.2 Determinante de uma Matriz

Nesta secao, bem como nas proximas duas secoes, enunciamos desde a definicao e as

regras praticas basicas até as propriedades e teoremas mais relevantes.

Definicao 2.28 Damos o nome de Determinante da Matriz A = [a;;] de ordem n o

numero real:

det(A> - Z Sng(O') T Q1g(1) © A20(2) * * * Qno(n)

Note que em cada parcela do somatério figuram apenas um elemento de cada linha e
de cada coluna, pela prépria definicao das permutagoes o € .S,,. Vejamos alguns exemplos

algébricos.
Exemplo 2.29 Sen =1, entdo A = [an} , e dai:

det(A) = ZSgn(U) CO1p(1) = G11

ogES]
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" a1l aig .
Exemplo 2.30 Sen =2, entdo A = , e dai:
ag1  A22
det(A) = g Sgn(o) - ais(1) - A202) = Q11022 — 12021
gES2
ailr a2 ais
Exemplo 2.31 Sen =3, entdo A = |ay as ass|, € dai:
a31 32 Q33
det(A) = E Sgn(a) . alo(l) . agg(g) : agg(g)
o€ES3
= Q11022033 + G12G23031 + 13021032 — Q11023032 — Q12021033 — Q13022031
ailz aiz aiz Qaiq
" G21 Q22 Q23 24 ,
Exemplo 2.32 Sen =4, entio A = , e dai:
azyp azz az3 as4
Aq1 Q42 Q43 Q44
det(A) = E Sgn(a) *A1o(1) * A20(2) © A35(3) * Qdo(4)
oESy
= (11022033044 + 11023034042 + 11024032043 + 12021034043
+a12023031044 + Q12024033041 + G13021032044 + A13G22034041
+a13024031 042 + A14Q21 033042 + A14022031 043 + Q14023032041
—a11G22A34043 — A11A23032044 — Q11024433042 — A12021A33044
—Q12023034041 — A12024031043 — A13A21034042 — 13022031044
—Q13024032041 — A14A21032043 — A14A22033041 — A14023031A42
Nota. Para qualquer matriz A = [a;;] de ordem n o célculo de det(A) apresenta

sempre n! parcelas devido a cardinalidade de S,,.

Proposicao 2.33 Se A = [a;;] € uma matriz diagonal de ordem n qualquer, entao

det(A) = ai1 a2 " * App-

Demonstracgao:

Pela definicao de determinante, a parcela correspondente a o;y é

1 a1 -ag -+ ayy € ainda se 0 # 04 existird pelo menos um p € {1,...,n} tal que o(p) # p

e em A diagonal teremos @,y = 0. Logo, as parcelas correspondentes as o # 0;q sao

sempre nulas, e det(A) = a1 - agy -+ App.
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Corolario 2.34 Temos que det(I,,) = 1, para qualquer n.

Demonstracao: Ora, I, é uma matriz diagonal, e pela sua definicao e a proposi¢ao

anterior segue que det(/,) =1---1=1. n

Especificamente para os calculos dos determinantes de matrizes de ordens 1, 2 e 3, é
possivel resumi-los em estratégias simples e de facil memorizagao. Sao regras mnemonicas
estudadas no Ensino Médio e muito utilizadas nas resolucoes de exercicios.

Para n = 1, o determinante da matriz é o proprio, e tinico, elemento que ela contém.

Para n = 2, o determinante da matriz é a diferenca entre os produtos dos elementos
da diagonal principal e da diagonal secundaria, nesta ordem.

Para n = 3, o matematico francés Pierre Frédéric Sarrus (1768 — 1861) desenvolveu
um dispositivo pratico a fim de calcular o determinante, conhecida como Regra de Sarrus.
Considere a matriz A = [a;;] de ordem 3 abaixo. Para se calcular o det(A) podemos seguir
0S Passos:

ain a2 ai3
Qg1 Q22 Qg3

a31 32 a3z

i) Repete-se as duas primeiras colunas apds a terceira coluna da matriz.

11 Q12 CL13| ail a2
Q21 Q22 6l23| a21 A2

a3; a3z 033’ a3y as2

ii) Para as parcelas com o sinal (+) multiplicam-se os trés elementos em cada uma das

trés diagonais no sentido da diagonal principal: 4aj1a92a33 + a12a23a31 + A13021a32

iii) Para as parcelas com o sinal (—) multiplicam-se os trés elementos em cada uma das

trés diagonais no sentido da diagonal secundaria: —ai3as9a31 — a11023032 — G12G21033

Somar todos os 6 resultados com seus respectivos sinais gera de fato o determinante

da matriz A, podendo ser verificado pela prépria definicao de determinante.

det(A) = 11022033 + 12023031 + Q13021032 — A11023032 — Q12021033 — A13022031
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A Regra de Sarrus também funciona perfeitamente caso repita-se as duas primeiras

linhas logo abaixo da terceira linha da matriz.

a1 G12 A13
Q21 Q22 Q23
as1 432 A3
a1 Q12 013

Q21 Q22 Q23

Para as parcelas com o sinal (4) também multiplicam-se os trés elementos em cada
uma das trés diagonais no sentido da diagonal principal: +aq1a20a33+ a21a32a13+ 31012093
Para as parcelas com o sinal (—) também multiplicam-se os trés elementos em cada uma
das trés diagonais no sentido da diagonal secundaria: —aj3as2a31 — A3a32011 — G33012021

Entao, de fato, a soma destes resultados gera o determinante de A.

Para o ensino de determinantes no Ensino Médio a Regra de Sarrus é bem adequada,
uma vez que a maioria dos problemas é sobre matrizes de ordem 3. A desvantagem deste
dispositivo é que ele s6 serve para estes determinantes, o que induz muitos estudantes ao
erro, desenvolvendo raciocinios analogos ao de Sarrus em matrizes de ordem diferente de

3. Vejamos a seguir como isto falha.

. air a2 . L
Exemplo 2.35 Para n = 2, considere A = ' . Repetindo a primeira coluna

Q21 G22
apos a sequnda, temos:

ai CL12| ai

21 6122’ 21

Fazendo as multiplicacoes dos elementos nos sentidos das diagonais principal e secunddria,

com 0s respectivos sinais, teriamos:
det(A) = a11022 + A12021 — A12021 — G11022 = 0

Isto nao ¢ verdade porque nem toda matriz de ordem 2 possui o determinante nulo.

11 Q12 A1z Aaiq

a a a a
Exemplo 2.36 Para n =4, considere A = 21 Q22 Q23 Q24

a3; Aazz 33 A3q

Q41 Q42 Q43 Q44
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Repetindo as trés primeiras colunas apds a quarta coluna da matriz, temos:

ailz aiz Az Cl14| ailz aiz as
Q21 Q22 (23 6124’ G21 Q22 (23

azp azz Aass CL34| a31 a3z G33

aq1 Q42 A43 CL44| aq1 Q42 A43

Fazendo as multiplicacoes dos elementos nos sentidos das diagonais principal e secunddaria,

com 0s respectivos sinais, teriamos:
det(A) = a11a22a33044 + Q12093034041 + Q13024031042 + Q14021032043

—a14G23032041 — Q11024033042 — 12021434043 — A13A22A31 044

Isto nao € verdade porque existem apenas 8 parcelas, quando o correto € 24. Ainda as-
sim, note que quatro destas parcelas figuram de fato no cdlculo do determinante de uma
matriz de ordem 4, que $40 +a11022033044, +013024031 A2, — 011024033042 € — (13022031044,

e curiosamente, as outras quatro parcelas também figuram, porém com o sinal trocado.

Analisando por este lado, para nenhuma outra ordem diferente de 3 seria possivel
calcular o determinante da matriz usando um raciocinio andlogo ao de Sarrus, até pela
quantidade de parcelas geradas. Portanto, é uma regra de fato especifica para matrizes
de ordem 3.

Por outro lado, é notavel que o calculo torna-se trabalhoso a medida que n cresce.
Perceba que para calcular o determinante de uma matriz de ordem 4 sao necessarios 72
multiplicagoes e 23 somas, e regras praticas especificas que sirvam para calcular cada de-
terminante de ordem 4, 5, etc., nao existem. Todavia, temos resultados interessantes que
facilitam (e muito!) essas contas, e que sao pouco explorados no Ensino Médio. Estu-

damos a seguir.

2.3 Propriedades do Determinante
Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n, e iremos considerar a i-ésima linha como sendo

A(i) = (%1;@@'2, "'7ain)
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e assim a matriz A escreve-se:

_A(l)_
A@)

A
Proposicao 2.37 O determinante de uma matriz € dito uma func¢ao linear por serem

validos os itens a sequir:

AM A A

i) det | B® + @ | =det | BO | +det | 0D |;

Am) Am) Am)

AM AWM

ii) det |a- AW | =a-det | A® |, onde o € R.

AM) An)

Demonstragao:

i) Pela defini¢ao de determinante e aplicando a propriedade da distributiva temos que:

— A .
det B(l) + C’(l) = Z Sgn(o’) CQig(1) (bza'(z) + Cio‘(i)) “t Opg(n)
. o€Sn
A
- Z Sgn(a) *Q1g(1) bza(z) © Qo (n) +
o€Sn
Z Sgn(a) A1o(1) Cio (i) Qno(n)
o€Sh
[ A0 [ A0 ]

= det | B®| +det | c®
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ii) Pela defini¢do de determinante e fatorando a expressao segue que

~ 46 -
det o A(l) = Z Sgn(o) : ala(l) e QX aw(i) te am(n)
oESy
A)
— Z Sgn(0) - 1001 -~ Gio(s) * * Gnon)
oESy

[ 4

= a-det | A®

Aln)

Corolario 2.38 Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n. Para qualquer oo € R € vdlido

que
det(ar- A) = o™ - det(A)
a- A
Demonstracao: Repare que a-A = : . Dali, aplicando o item #i) da proposicao
a- A
anterior em cada linha, concluimos que det(a - A) = Qo det(A) = a" - det(A). u

N VeEZES

Para o préximo resultado, vejamos primeiro um exemplo algébrico para identificar o

que acontece com um determinante de ordem 3 cuja matriz possua duas linhas iguais.

Exemplo 2.39 Seja A = [a;;] de ordem 3 a segquinte matriz real com a primeira e a

sequnda linha iguais:

a b c

a b c

d e f
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Dai temos que det(A) = abf + bed 4 cae — ace — baf — cbd, ou seja, det(A) = 0. Observe
que as parcelas se anulam duas a duas, pois para cada parcela figuram suas respectivas

opostas.

Essa caracteristica das parcelas se anularem ocorre em qualquer determinante que

possua linhas repetidas.

Teorema 2.40 Se em uma matriz A = [a;;] de ordem n tivermos AW = AD isto ¢,

i-ésima linha igual a l-ésima linha, entdo det(A) = 0.

Demonstragao: Seja 7 € S, uma transposigao por i e [, ou seja, 7(i) =1, 7(l) =i e
7(k) = k para qualquer k diferente de i e [. Por 2.21, temos que Sgn(c o 1) = —Sgn(o)
para todo o € S,,. Por 2.25, o conjunto S, pode ser particionado da seguinte forma:

{o1,01 07} U {o9,0007} U -+ U {0},0, 0 7}, onde 01,09, ...,0, sdo permutagoes de
: : . : L n! )
mesmo sinal, os conjuntos sao binarios, dois a dois disjuntos, e p = 5 Dali, segue:

det(A) = Z Sgn(0)aisq) -+ Ano(n)

O'GSn
= Sgn(01)a15,11) * * * Gnoy (n) + SgN(T1 0 T)A1(0107)(1) * * * An(oror)(m) +

Sgn(o'2)alo_2(1) e ano’g(?’b) + Sgn(O'Q @) T)a/l(o-QoT)(l) e an(@m—)(n) +
. +

Sgn(0p)a16,(1) ** * Unay(n) T SGNU(0p © T)a1(0,0r)(1) * * * An(apor)(n)

p
= > 891(0,)(@16,(1) ** * Gnoym) = A(a,0m)(1) " An(ornor)(m)
r=1
onde para cada r = 1,2, ..., p vale a igualdade
A15,.(1) " * " Qno.(n) = Al(oror)(1) * " An(oror)(n)-
De fato, a hipétese A® = A® implica que

Qig (i) = Gi(gor)(l) = Ql(oor)(l) € Alo(l) = Al(cor)(i) = Gi(oor)(i)-

Além disso, para qualquer £ diferente de ¢ e [ vale apy(r) = Gi(oor)k). Logo, temos

det(A) = zp: Sgn(o,) - (0) ou ainda det(A) = 0. u
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[ A0 ] [ A0 ]
A AD
Coroléario 2.41 Sejam A= | + | e B=| : |. Temos que det(B) = —det(A).
AW A®)
Am) A
- 0 -
A@D 1+ A0
Demonstracao: Consideremos det : que ¢ nulo por ter linhas iguais. Por
AW L A0
Aln)
[ 4] [ A [ 4] [ 4]
A A AD A0
ser uma funcao linear, segue det | : + det | + det | + det | : =0
A AWD A A0
A A A Am)
implica 0 + det(A) 4 det(B) + 0 = 0 e portanto det(B) = — det(A). T m

Note que, desse dltimo corolario, se uma matriz B = [b;;] de ordem n é obtida trocando-

se r vezes as linhas, duas a duas, de uma matriz A = [a;;] também de ordem n, entdo:
det(B) = (—=1)" - det(A)

Observe que apesar das trocas de linhas, as matrizes sempre terao o mesmo determi-

nante em moédulo.

Proposicao 2.42 Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n onde AV = a- AD, com o € R

ei#1, 4,0 €{l,..,n}, isto é a linha 1 € miltipla da linha l. Temos que det(A) = 0.
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0] [ 40 ]
A®) A
Demonstragao: Temos que A = : = : . Dai, pelos resultados até aqui,
AD a- A®
An) An)
[ A ] [ 4]
A®) A
temos que det : =qa-det | : = a -0 = 0. Portanto, det(A) = 0. n
a- A® A
A®) A

O enunciado a seguir é conhecido como o Teorema de Jacobi, em homenagem ao

matematico alemao Carl Gustav Jakob Jacobi (1804 — 1851).

Teorema 2.43 Dado uma matriz A = [a;;| de ordem n, seu determinante ndo se altera

se somarmos a alguma linha uma maltipla de outra linha, isto €,

A A

det | AD | =det |AD £ 37 - AD| onde | #i.

Am) A

Demonstragao:  Dado que [ # i, pelos resultados vistos até aqui, segue:

A A A A A

det | AD + 30 a-AO| =det | AO) | +det |S°7 o AD| =det | AD | +a-det | AD |+

A Am) Am) A A
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A0 [ A0 ] A

ta-det |AM| =det | AD| +a-0+---+a-0=det | A® |, como querfamos. =

O teorema a seguir tem relevante utilidade na resolugao de sistemas lineares com

infinitas solugoes, assunto que estudamos em nosso trabalho no proximo capitulo.
Teorema 2.44 Seja A = [a;j] uma matriz de ordem n, onde
A® =4 AD oy AP o AGTD o AGED paAM)

COM Y1y ey Vi1, Vitl, - Yn € R, isto €, a linha v € combinacao linear das outras linhas,

diferentes de i, da matriz A. Deste modo, temos que det(A) = 0.

A

Demonstracao:  Note que, por ser uma fungao linear, segue: det(A) = det | AD | =

[ 4] [ 40 ] [ A0 ] AW

1 - det AD | + o+ i1 - det AG=D [ Yig1 - det AGD | oo 4 Y - det Am)

A A A Am)
Observe que, no célculo desses n — 1 determinantes, ha sempre duas linhas iguais, o que

implica det(A) =~ -0+ --- 47, -0 =0, como querfamos. u

Um dos teoremas mais caracteristicos é sobre o determinante das matrizes transpostas.
Teorema 2.45 Para qualquer matriz A = [a;;] de ordem n temos que det(A) = det(A").

Demonstragao:  Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n e A* = [a};] sua transposta,

também de ordem n. Pela definicao de determinante temos

det(A") = Z Sgn(o al ---at

o no(n)
o€Sp
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ou ainda, pela definicao de transposta e por 2.22, segue que

det(At) = Z Sgn(a_l) *Qg(1)1 " Ao(n)n

ogESy

donde por 2.23
det(A") = det(A).

Esse teorema garante que, a respeito do determinante, qualquer resultado obtido para

as linhas de uma matriz também sao validos para suas respectivas colunas.

Logo, tudo o que escrevemos utilizando a matriz A = [a;;] de ordem n na forma
A

A= : podemos concluir na forma A = [ AL A(n)] considerando cada AW a
A

coluna j-ésima da matriz A.

Definig¢ao 2.46 Damos o nome de cofator do termo a;; de uma matriz A = [a;;] de ordem
n o sequinte numero

Ay = (=1)"7 - det (A )
de modo que A;; € a matriz de ordem n — 1 obtida a partir de A suprimindo a linha i e

a coluna j.

O resultado a seguir é um dos mais relevantes para a teoria, uma vez que fornece
uma férmula para se calcular o determinante de qualquer matriz de ordem n, n > 2. Foi
desenvolvido por Pierre-Simon Laplace (1749 — 1827) e, assim, ¢ conhecido como Teorema

de Laplace.

Teorema 2.47 Seja A = [a;;] wma matriz de ordem n, n > 2. Tome uma coluna j desta

matriz, 1 < j <n. O determinante de A é dado por:

det(A) = Z aijkj
k=1

Pode-se também tomar uma linha © desta matriz, 1 < @ < n, e o determinante de A €

dado por:

n

det(A) = Z aikA,-k

k=1
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Vejamos alguns exemplos.

11 Aaiz2 i3

Exemplo 2.48 Considere A = |ay a9y ags| € tome a coluna j = 2. Temos que:

31 Aaz2 a3s3

3
det(A) > arli
=1
212 Aig +agy Doy +azg Nszg
arg - (—1)"2 - det(Ayg) + ago - (—1)*"? - det(Ags) + aze - (—1)*T2 - det(Asz)
arz - (—1) - (az1a33 — agzazi) + asz - (1) - (ar1a33 — azas;)
+asy - (—1) - (a11a23 — ai3a21)
(11022033 + Q12023031 + Q13021032 — (11023032 — 012021033 — 113022031
[ o 1 -2 3 ]
Exemplo 2.49 Considere A = e e tome a linha i = 3. Temos que:
8§ -9 0 1
2 3 4 =5
4
det(A) > agls

k=1
as1 Ns1 +ass Ngo +azs Ngg +azs Nsy

8- (=1)* - det(Az;) + (—=9) - (=1)*"% - det(Asz2) + 0 (=1)*" . det(Az3)
+1-(—=1)*" - det(A;.4)

1 -2 3 0 -2 3 0 1 =2
8-det |6 5 4| +9-det|-7 5 4| +0—det|-7 6 5

3 4 =5 2 4 =5 2 3 4
8- (=98)+9-(—60)+0— (104)

—1428

Perceba que calcular o determinante pelo Teorema de Laplace pode ser exaustivo a

medida que a ordem n aumenta. Entretanto, note que se desenvolvermos por uma linha, ou

coluna, que contenha o maior niimero de elementos zeros, menos contas serao necessarias.

Ora, se a matriz nao possui uma linha, ou coluna, com muitos zeros, podemos intro-

duzir zeros por meio do Teorema de Jacobi. Tomando a mesma matriz A do exemplo
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anterior, faremos da seguinte forma: somar a coluna 3 a coluna 2 previamente multipli-
cada por a = 2; somar a coluna 4 a coluna 2 previamente multiplicada por a = —3. Dali,

temos que:

0 1 0 0
-7 6 17 -14
8§ -9 —18 28
2 3 10 -14

det(A) = det

Aplicando o Teorema de Laplace pela linha 1, temos que:

-7 17 -14
det(A) = a1oA1p=1-(—=1)"?.det | 8 —18 28 | = —1428
2 10 —-14

Essas manipulacoes sao usadas no Ensino Médio com o objetivo principal de resolver
determinantes de matrizes de ordem maior ou igual a 4, apesar de nao ser um calculo
especifico para isso.

Para demonstrar o Teorema de Laplace (2.47), abordamos uma perspectiva diferente
da demonstracao que é comum entre os livros de algebra linear. Mas, para isso se faz
necessario enunciar outros resultados.

Consideremos oy, € S, tal que o(1) = k para algum k € E,, e seja € o conjunto das
bije¢oes w : E, \ {1} — E, \ {k}. Assim, podemos associar cada o), € S,, & um w € €,

onde

1 2 3 .. 5 3 ...
o = ew=
Ew(2) w3) -+ wn) w(2) w3) - wn)

Observe a sequéncia de resultados.

Lema 2.50 Se fixarmos um k, com 1 < k < n, tomando o, € S, associado d w € )

seque que Sgn(og) = (=1)1** . Sgn(w).

Demonstracao: Note que, pelo modo como definimos, o possui k— 1 inversoes a mais
que w, dadas pelos pares (1,1) tais que w(i) < k. Dal, segue que se k é par, entdo k — 1 é
fmpar, logo Sgn(ox) = —Sgn(w). Por outro lado, se k é fmpar, entdo k — 1 é par , logo

Sgn(or,) = Sgn(w). De todo caso, Sgn(oy,) = (=1)1+* . Sgn(w). n
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Proposicao 2.51 Seja A = [a;;] uma matriz de ordemn. Temos que det(A) = Z a1 Nk
k=1

Demonstragao:  Temos que Ay, = (—1)'* - det(A; 1) e
det(Ay ) Z Sgn(w) - Q2u(2)@3u(3) * * * Gnws(n)-
weN

Sendo assim

(]Jlkﬂlk = Qir (—1)1+k . det(ALk)

= Z( )Hk Sgn(w) - A1k A2 (2)A3w(3) * * * Anw(n)-

wEN

Dai, pelo lema anterior, segue que a1\ = Z Sgn(oy) - A1 024(2)A30(3) ** * Anw(n)- LOZO,
O'kGSn
variando k£ em FE, teremos que

n n
Z a1 Dy = Z ( Z Sgn(Uk) CA1EA20(2) T anw(n))
k=1

k=1 Ukesn

= Z Sgn *Q15(1)A26(2) * * * Gno(n)
UESn

= det(A)

como queriamos. [ ]

n
Proposicao 2.52 Seja A = [a;;] uma matriz de ordemn. Temos que det(A) = Z i N,
para qualquer i € {1,2,...,n}. =

Demonstracao: Considere A = [a;;] uma matriz de ordem n. Pela proposigao anterior,
tomando ¢ = 1 nada teremos a demonstrar. Porém, se tomarmos a linha i, com 1 < 7 < n,
podemos realizar as seguintes acoes: troca-se a linha ¢z com a linha 7 —1; em seguida, troca-
se a linha i — 1 (agora com os elementos de i) pela linha i — 2; e assim sucessivamente
até que os elementos da linha 4 estejam na linha 1, apds ¢+ — 1 trocas. Desta forma,
comparando a nova matriz A’ resultante das trocas com a matriz A inicial, temos que
Aip = A}, Podemos entdo aplicar a proposigao anterior e, considerando as trocas, segue
que: se i for impar, entdo det(A’) = det(A), e se i for par, entdo det(A’) = — det(A).

Logo:

det(A) = (—1)"*. (Z aly, )
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Perceba que (—1)"1 - (=1)1F = (—=1)"+2 = (1) também que a;, = a},, e det(A; ;) =

det(A) ;). Temos Ay = (—1)"% - det(A;x) e Afy, = (—=1)"*% - det(A] ), portanto segue

det(4) = (—U””(Z%Aﬂ)

= (=D d - (1)1 det(A] )

k=1

= ) ag - (—1)F - det(Ay)
k=1

n
= E aikAik
k=1

com ¢ € {1,...,n}, como querfamos. [

Corolario 2.53 Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n. Temos que det(A) = Z agj Dij,
k=1

para qualquer j € {1,2,...,n}.

Demonstracao:  Sabemos que det(A) = det(A?) e se tomarmos uma linha j de A’

com 1 < j < n, pela proposicao anterior, segue:

det(A") = Zaékﬂﬁk = Z apj Ag; = det(A)
k=1

k=1

Portanto, seguindo os passos dos resultados 2.50, 2.51, 2.52 e 2.53, fica demonstrado
o Teorema de Laplace (2.47).

A seguir, estudamos o determinante de matrizes triangulares.

Proposigao 2.54 Seja A = [a;;] uma matriz triangular superior de ordem n, n > 1.

Temos que det(A) = ay1 - agg - - App-

Demonstracao: Faremos por indugao sobre n. Suponha n = 2. Seja a matriz trian-
gular superior a seguir
aix a2

0 929
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e note que seu determinante é aq; - ase. Agora, suponha que para algum n, n > 1, seja
valido o teorema e tome uma matriz A também triangular superior de ordem n + 1.
Calculando seu determinante com o Teorema de Laplace pela coluna 1, temos:

n+1

det(A) = ZamAm
k=1
Mas, por definicao, temos que ag; = 0 para k # 1. Assim, segue que:

det(A) = a1 All
= ai1- (—1)1+1 . det(Alyl)

= a1 det(ALl)

Porém, A;; é uma matriz triangular superior de ordem n, e pela hipétese da indugao

temos que det(Ay1) = ag2 - a3z - - - A(nt1)(n+1). Dai:
det(A) = a1y - ag - ass - An+1)(n+1)

Portanto, o teorema ¢é valido para qualquer matriz triangular superior de ordem n > 1. m

O resultado se estende para matrizes triangulares inferiores.

Corolario 2.55 Seja A = [a;;] uma matriz triangular inferior de ordem n, n > 1. Temos

que det(A) = ayq - age -« Gpy-

Demonstragao: Lembremos que det(A) = det(A"). Seja A = [a;;] uma matriz triangu-
lar inferior e consideremos a matriz At. Note que os elementos da diagonal principal sao os
mesmos para A e A?, e como por hipdtese a;; = 0 quando i < j segue que aéi =0comj > 1,
isto é, A* é triangular superior. Concluimos entao que det(A") = ay; - agg - -+ Ay = det(A)

como queriamos. m

Observamos o caso particular da matriz diagonal em 2.33, e os resultados de fato sao
iguais, uma vez que esse tipo de matriz é triangular superior e inferior, simultaneamente.
Além do mais, é possivel estudarmos o determinante de matrizes A de ordem n,

n > 1, onde os elementos abaixo, ou acima, da diagonal secundaria sao nulos.
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air - Ai(n—2) G1(n-1) 0in 0 0 0 ce Q1n

asr -+ A(n—2) G(n—1) 0

asy v a3(n-2) 0 0O [oufoO0 0 An-2)3 " Qn-2)n
0 am-12 AGnm-13 " A@n-1)n

Ap1 -+~ 0 0 0 Ap1  Qp2 Apg =+ Qnp

Nao é dificil notar que, seguindo os passos das demonstracoes de 2.54 e 2.55, temos
det(A) = Sgn(o,) - @in - Ao(n—1) "+ An—1)2 * Gn1

1 2 oon—1n o, )

onde o, = . Essa permutacao ¢é estritamente decrescente e,
n n—1 --- 2 1

como estudado apds 2.11, segue que Sgn(o,) = (—1)n'(n271). Portanto

n-(n—1)

det(A) = [(_1) 2 } “Qlp - A2(n—1) " * " A(n—1)2 * Anl-

O resultado também ¢é valido para matrizes onde apenas os elementos da diagonal

secundaria sao diferentes de zero.

Felice Chié (1813 — 1871) foi um matemadtico italiano que desenvolveu uma técnica
para calcular o determinante de uma matriz A de ordem n através do determinante de
uma matriz obtida a partir de A de ordem n — 1. Este processo é vélido para qualquer
n > 2 e é resultado direto de proposicoes e teoremas listados até aqui.

Conhecido como a Regra de Chid, na maioria dos livros do Ensino Médio é estudada
para resolver determinantes de matrizes de ordem 4, apesar de valer para qualquer ordem
maior que 1. Existem ainda textos que nem apresentam o Teorema de Laplace, resumindo-
se apenas a Regra de Chié. Vejamos como funciona este abaixamento de ordem de um
determinante.

Seja A = [a;j] uma matriz de ordem n, com n > 2, onde ay; = 1. Se ayy # 1, é possivel
aplicarmos o Teorema de Jacobi para que seja gerado o elemento a;; = 1, ou ainda se
existir em A algum elemento a;; = 1, com ¢ # 1 ou j # 1, basta aplicarmos i+ j — 2 trocas
ordenadas, duas a duas, entre as linhas e as colunas respectivamente de A, de modo que
se tenha a;; = 1. Nesse ultimo caso, perceba que o determinante ficara multiplicado por
(—1)" | devido as trocas.

Iremos suprimir a primeira linha e a primeira coluna de A. De cada elemento restante,

subtraimos o produto dos elementos que se encontram nas extremidades das perpendi-
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culares tracadas do elemento considerado, na primeira linha e na primeira coluna. Assim
constréi-se uma matriz A’ de ordem n — 1 cujo determinante é igual ao da matriz A.

Considere, a matriz A = [a;;] de ordem n a seguir:

I a2 a3 -+ aip
Q21 Q22 Qg3 -+ Q2n
A= lag as ass -+ as,
an1 Gp2 Gp3z - Qpp
Vamos obter uma matriz B = [b;;] também de ordem n a partir de A, adicionando a

n-ésima linha a primeira linha previamente multiplicada por (—a,;). Observe:

1 12 ais tee A1n

0 agy — aipas agg — aizagy -+ A2p — A1p021
B=10 azz — Q1231 agz —ai13a31r - A3p — A1pA31

0 ap2 — a12ap1 A3 — A13Ap1 *° Gpp — A1n0pl

Temos que det(A) = det(B). Vamos entdo calcular o determinante de B utilizando o

Teorema de Laplace, desenvolvendo pela coluna 1. Entao:
n
det(B) = ZbklAkl
k=1
Porém, na coluna 1 apenas o elemento by; é diferente de zero. Portanto, segue que:

det(B) = b11A11 =1- (—1)1+1 . det(BLl) = det(Bl,l)

onde: _ _
Q22 — Q12G21 A23 — A13d21 -+ d2p — A1p0d21
32 — Q1231 A3z — Q13a31 - A3p — A1pA31
By =
Ap2 — Q1201 Ap3 — A13Ap1  *° ¢ App — A1plnpl

Note que By; de ordem n — 1 é a matriz A’ obtida aplicando a Regra de Chié e, pelo

nosso desenvolvimento, concluimos que det(A) = det(A’), de fato.

Alexandre-Thedphile Vandermonde (1735 — 1796) foi um matemadtico francés que é

homenageado na teoria de determinante. Conhecida como a matriz de Vandermonde, seu
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determinante possui um calculo especifico e tem uma aplicagao relevante que estudamos

em 3.11.

Definig¢ao 2.56 Uma matriz A = [a;j] de ordemn, comn > 2, € dita matriz das poténcias

de Vandermonde se for do tipo:

1 1 1 1

a a2 as Ap

_ 2 2 2 2

A= aj as as an,
a’f_l ag_l ag_l aﬁfl

A matriz A é tal que os elementos de cada coluna formam uma progressao geométrica
cujo primeiro termo é 1. Os elementos da segunda linha sao ditos caracteristicos da matriz
e sao as respectivas razoes dessas progressoes. Uma notagao usual é A = V(ay, as, as, ..., a,).

Existem livros que definem uma matriz de Vandermonde de modo que em cada linha
forma-se uma progressao geométrica de primeiro termo 1. Neste caso, trata-se da matriz
transposta a qual enunciamos, e isto é possivel porque o foco no estudo dessas matrizes é

o seu determinante, e sabemos que det(A) = det(A") para qualquer A de ordem n.

Proposicao 2.57 Seja V' uma matriz de Vandermonde de ordem n, com n > 2. O
determinante de V', conhecido como Determinante de Vandermonde, € o produto de todas

as diferencas possiveis entre os elementos caracteristicos:

det(V) = [J(a; — ay)
onde i > j, comi,j € {l,...,n}.

Demonstragao:  Faremos por inducao sobre n. Tomando n = 2, temos a seguinte

matriz de Vandermonde:
1 1

V=

ap az
Logo, segue que det(V) = as —ay, e de fato é o determinante de Vandermonde, pois as —ay
¢ a unica diferenca possivel. Portanto o resultado é valido para n = 2. Suponhamos agora

que ele seja vélido para alguma matriz de ordem n — 1, com n > 3, e considere uma

matriz V'(ay, as, as, ...,a,). Sendo 2 < i < n, adicionamos a i-ésima linha a respectiva
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linha anterior previamente multiplicada por (—a;), obtendo uma nova matriz que pelo

Teorema de Jacobi terd o mesmo determinante que o da inicial. Observe:

1 1 1 1
aq a9 as (07%
det[V(ay,...,a,)] = det| o> a2 a2 -+ a
ay™t ayt oad! an!
1 1 1 1
0 as — aq as — aq a, — ai
= det [0 ag(az —ay) azlaz—ay) - ap(a, —ap)
0 a3 (a2 —ar) a;(az—a1) - ap*(an — a1)]

Dai, pelo Teorema de Laplace, desenvolvido pela primeira coluna, segue que:

a9 — Ay as — aq a, — aq
az(G2 — a as(as — a v ala —a
det[V(ar, . a,)] = det | 227wl maw) = 1)
_a§*2(a2 - a1) a§72(a3 — a1) . a2_2(an _ a1)_

Entao, pelo determinante ser uma funcao linear, implica que

1 1 1
Q9 as Qp,
det[V(ay,...,a,)] = (ag — a1) - (a3 — ay) -+ - (a, — ay) - det
ag“Z a§*2 aZ_Q

ou ainda
det[V(ay,...,a,)] = (a2 — a1) - (a3 — a1) - - - (a, — ay) - det[V'(ag, ..., a,)]

onde V'(as, ..., a,) é uma matriz de Vandermonde de ordem n — 1, cujo por hipdtese de
inducao o determinante é H(ai —a;) com 4,5 € {2,...,n}. Logo, segue que

i>j

det[V(ay,...,an)] = (ag —a1) - (a3 — a1) -+ (a, — ay) - H(ai —a;)

1>7
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sendo 4,7 € {2,..,n}, e isto implica que det[V(ay,..,a,)] = H(ai—aj)

onde i,j € {1,...,n}, como queriamos. [ |

A seguir, sao enunciados outros dois resultados, desenvolvidos pelos franceses Augustin-
Louis Cauchy (1789 — 1857) e Jacques Philippe Marie Binet (1786 — 1856), respectiva-

mente, nao concomitantemente.

Teorema 2.58 Considere uma matriz A = [a;;] de ordem n e tome duas de suas linhas

r e s distintas, r,s € {1,...,n}. Temos que:

En: a'rkAsk =0
k=1

A
Ar)
Demonstracao: Tome r < s, sem perda de generalidade. Dai, temos A =
Al
A
-A(l)-
A
e considere a matriz A" = : obtida a partir de A pela substituicao da linha A®)
A
A

pela linha A" Note que A’ poséui linhas iguais, por isso det(A’) = 0. Se tomarmos o
Teorema de Laplace desenvolvido pela linha A", segue que det(A’) = Z Ny, = 0.
k=1

Mas claramente a,, = a,; e pela construcao de A’ temos que A, = Ag.. Portanto

i arkAsk = 0. |
k=1

Teorema 2.59 Dadas A e B matrizes de ordem n, temos que:

det(A - B) = det(A) - det(B)
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Para a demonstracao deste Teorema de Binet vamos utilizar outros recursos sobre
matrizes, os quais estudamos e os demonstramos em 4.4. Por hora, vamos demonstrar de

forma direta para o caso de n = 2.

. . ap a2 bi by
Considere as matrizes A = e B= de ordem 2. Temos que

a3 a4 by by

albl + CL2b3 CL1b2 + a2b4
azby + asbs  azby + asby
e dai
det(A . B) = (a1b1 + agbg) . (a3b2 + a4b4) — (albg + a2b4) . ((Igbl + a4b3) =
a1b1a3b2 + albla4b4 + nggagbg + a2b3a4b4 — a1b2a3b1 — albga4bg — a2b4a3b1 — agb4a4b3

ou seja

det(A . B) = a1b1a4b4 + (Igbg&gbg - a1b2a4b3 — CLQb4CL3b1.
Por outro lado, temos que
det(A) = a1a4 — o0z € det(B) = b1b4 — b2b3

e dai

det(A) . det(B) = ((11614 — agag) . (blb4 - b2b3)

ou seja

det(A) . det(B) = a1a4blb4 — a1a462b3 — a2a3b1b4 + &Qagbgbg.

Portanto, perceba que de fato det(A - B) = det(A) - det(B) para n = 2.

O Teorema de Binet resulta em um corolédrio interessante.
Corolario 2.60 Dadas A e B matrizes de ordem n, temos que:
det(A- B) =det(B - A)

Demonstracao:  Temos que det(A - B) = det(A) - det(B). Como o determinante de
uma matriz é um numero real, entao det(A) - det(B) = det(B) - det(A). Mas det(B - A) =
det(B) - det(A), portanto det(A - B) = det(B - A). n

Note que mesmo o produto de matrizes sendo nao comutativo, o determinante é igual.

Isto ¢, tanto A- B = B - A como A- B # B - A implicam que det(A - B) = det(B - A).



2.4. ADJUNTA DA MATRIZ 46

2.4 Adjunta da Matriz

Definigao 2.61 Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n. Damos o nome de matriz dos

cofatores de A a sequinte matriz:

VANERRVANDRRVAN P! VAR
Do Doy Aog AT
A(A) = | A3 Az Agg VAT
Anl AnZ An?) T Ann

onde A\;; € o cofator do elemento a;; da matriz A.

Definicao 2.62 Seja A = [a;;] wma matriz de ordem n. Damos o nome de matriz adjunta

de A a transposta da matriz dos cofatores de A:

VAN TRRVAV BVAV I RVAVS
Nig Doy Azg o Dpy
adj(A) = [A(A)]t = | A1z Doy Azz - Apg
Aln AQn Adn e ATm

Em relacao as matrizes de ordem 2, podemos resumir o célculo de sua adjunta da
seguinte maneira: trocam-se os elementos da diagonal principal e invertem-se os sinais
dos elementos da diagonal secundaria. Esta regra é facilmente verificada pela prépria

definicao anterior.

a b , d —b
A= =  adj(A) =

c d —Cc a

Proposicao 2.63 Sobre a matriz adjunta, sio vdlidos os itens:
i) adj(I,) = I,;
ii) adj(A") = [adj(A)]*, para qualquer matriz A de ordem n;
iii) Se A = [a;;] € de ordem 2, entdo adjjadj(A)] = A.

Demonstragao:
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i) Note que A(I,) = I,,, pois se i = j entao (—=1)"*7 = 1e I, = I,_; e portanto cada

Ay = 1; por outro lado, se i # j entdo det(/,, ;) = 0 e portanto cada Ay = 0.

Como I! = I,,, entao adj(l,,) = I,.
ii) Note que [adj(A)]* = A(A). Além disso, temos que A(A") = (A(A))Y, pois:
Ny = (=1 det(Ayy) e Aj = (=1)" - det(4],) = (1) - det(Ay)

Logo, adj(A") = ((A(A))")' = A(A). Portanto, adj(A') = [adj(A)]".

T
iii) Considere A = /. Seguindo a regra que enunciamos, temos que adj(A) =
w oz
< 7Yy Py r -y ,
e daf adjladj(A)] = = A, como querfamos.
—w w oz

O resultado mais expressivo a cerca de matrizes adjuntas é o seguinte teorema.
Teorema 2.64 Dada uma matriz A = [a;;] de ordem n, temos que:
A-adj(A) =adj(A) - A=det(A) - I,

Demonstracao: Seja B = A - adj(A). Pelo produto de matrizes e a definicao de

adjunta, temos que:
n
bij = Z aikAjk
k=1

Note que se i = j, pelo Teorema de Laplace segue b;; = det(A). Por outro lado, se

i # j, pelo Teorema de Cauchy (2.58), segue b;; = 0. Portanto:

[det(4) 0 0 - 0 |
0 det(4) 0 -~ 0
B=1| 0 0  det(4) --- 0 | =det(4)-I,
0 0 0 - det(A)

A demonstracao é andloga caso consideremos C' = adj(A) - A. [ ]
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Corolario 2.65 Uma matriz A de ordem n € inversivel se, e somente se, det(A) # 0.

Demonstracao:  Por um lado, se A é inversivel, entdo existe A~! tal que A- A~! =
A7l A=1,. Dali,

det(A- A™Y) =det(A™" - A) = det(I,,)
que implica det(A) - det(A™') = 1, pelo teorema de Binet e o determinante de I,,. Por-

tanto, det(A) # 0 e det(A™') # 0. Por outro lado, se det(A) # 0, pelo teorema anterior,
: adj(A)} A =1,

segue que A - [ . adj(A)} = I,,, e analogamente, temos {

1
det(A) det(A)
Portanto, A é inversivel. [ |

Observe entao que a demonstracao deste tltimo corolario nos fornece dois resultados
notaveis. Primeiro que o determinante da inversa ¢é o inverso do determinante, isto ¢, para

qualquer matriz A de ordem n inversivel, vale:

1
~ det(A)

det(A™1)

Ademais temos uma férmula para calcular essa matriz inversa. Cada elemento de A~!

corresponde ao seu cofator transposto dividido pelo determinante de A. Portanto:

1

A7l = ~adj(A
det(A) adj(4)
ou ainda
[ A JAVT . AV i
det(A) det(A) det(A)
AP A E Lna
A1 = det(A) det(A) det(A)
AAln JADTS Anpn
| det(4)  det(A) 7 det(A) |

Ainda sobre o teorema 2.64, seguem duas consequéncias.
Corolario 2.66 Dada uma matriz A de ordem n singular, temos que:
A-adj(A) =adj(A)- A=0,

Demonstragao: Como A nao é inversivel, temos que det(A) = 0. Dai segue que

A-adj(A) =adj(A)- A=det(A)- I, =0- 1, =0,. n
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Proposigao 2.67 Se A = [a;;] é uma matriz inversivel de ordem n, entdo:
det[adj(A)] = [det(A)]"*

Demonstracao: Como A-adj(A) = det(A)- I, entao por propriedades de determinante

segue as igualdades
det[A - adj(A)] = det[det(A) - I,] = [det(A)]" - det([,) = [det(A)]"

ou ainda, pelo Teorema de Binet, temos que det(A) - det[adj(A)] = [det(A)]". Mas, A é
inversivel, e assim det(A) # 0. Portanto, det[adj(A)] = [det(A)]"~L. n



Capitulo 3

Sistemas Lineares

Neste capitulo, justificamos conceitos, proposicoes e teoremas sobre sistemas de equagoes
lineares, utilizando uma abordagem matricial. Exploramos erros comuns com relagao a
teoria e estudamos algumas propriedades e caracteristicas pouco conhecidas. Utilizamos

como referéncia [1], [2], [6], [7], [8], [9] e [10].

3.1 Equacoes e Sistemas Lineares

Uma das grandes aplicagoes de matrizes e determinantes, estudamos principalmente

as classificagoes dos sistemas lineares.

Definicao 3.1 Seja n um niumero natural nao nulo. Dados numeros reais ay, as, as, ..., Gy

e b, uma equacao € dita linear se for da forma
a1y + asxo + aszxs + -+ apr, = b

onde x1,%a,T3, ..., T, SG0 incognitas reais. Dizemos ainda que aq,as,as, ..., a, SAo coefi-

cientes e b € o termo independente.

Uma n-upla ordenada de nimeros reais (a1, ag, s, ..., ;) € solugdo de uma equacao
linear quando estes niimeros satisfazem a equacao, isto é, substituindo as incognitas por

estes nimeros obtemos uma sentenga verdadeira.

apcontaz-agtaz-aztoocta,a, =0

20
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Exemplo 3.2 A equacio 2z — y — 4z + 3t = 10 € linear com 4 incdgnitas (x,y, z,1),
seus respectivos coeficientes sao 2, —1, —4 e 3 e o termo independente € 10. Note que
(5,—4,1,0) € solugao da equagao, pois 2 - (5) — (—4) —4- (1) +3-(0) = 10. Por outro
lado, (—1,0,2,7) nao € solugdo, pois2-(—1) —(0) —4-(2)+3-(7) =11 # 10.

Definicao 3.3 Sejam m e n numeros naturais maiores que um. Um sistema linear S de
ordem m x n (lé-se: m por n) € um conjunto de m equagoes lineares em n incdgnitas,

consideradas simultaneamente.

(
a11T1 + 122 + a13T3 + -+ ALy = bl

a91T1 + 99X 9 + 2313 + -+ AonTy = bg

| Am1 %1 4 Ao T2 4 A3 T3 4 -+ -+ G Tn = b

Uma n-upla ordenada de nimeros reais (g, as, as, ..., ;) é solugdo de um sistema
linear quando estes nimeros satisfazem simultaneamente todas as m equacoes do sistema.

Também damos o nome de conjunto solucdo do sistema a reuniao de todas as solucoes.

Definicao 3.4 Um sistema linear m x n é dito homogéneo quando todos os termos inde-

pendentes sao nulos, isto é, by = by =--- =10, = 0.

Todo sistema linear homogéneo é satisfeito pela solugao (0,0, 0, ..., 0), na qual chamamos

de solucao trivial, uma vez que para quaisquer aj, as, as, ..., a, tem-se que:
a;-04+ay-0+a3-0+---+a,-0=0

Definicao 3.5 Um sistema linear € dito quadrado quando o numero de equacgoes € igual

ao numero de incognitas, isto €, quando for de ordem n X n, ou simplesmente ordem n.

Observe que, pelas definicoes de igualdade e de produto entre matrizes, qualquer sis-

tema linear S, m X n, pode ser expresso em uma forma matricial, por equacoes do tipo
Amxn : Xn><1 - Bmxl

onde A é dita a matriz de coeficientes, X é a matriz coluna das incognitas e B é a matriz

coluna dos termos independentes.
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Portanto, um sistema linear S de ordem m x n fica escrito como:

a1 Q2 Qi3 -+ Aip X by

Q21 Q22 A23 -+ Q2 X2 by
S . =

Am1 Am2 Qm3 - Amn Tp bm

Cada solucao do sistema, se existir, também pode ser representada por uma matriz.

Por exemplo, se a n-upla (aq, ag, ..., a;,) for uma solucao, entao é escrita como:

631

&%)

Um sistema linear sempre pode ser classificado quanto ao seu conjunto solucao, e

concluiremos que existem trés tipos. Para isso, temos os seguintes resultados.

Lema 3.6 Se um sistema homogéneo A-X = 0 de ordem qualquer possuir uma solu¢ao

nao trivial, entao o sistema tém infinitas solucoes.

Demonstragao: Seja X; # 0 uma solucao de A - X = 0. Logo, temos que A - X; = 0,

e para qualquer a € R segue que a - X; também é solucao de A - X = 0, pois
A(a-X))=a-(A-X))=a-0=0

e portanto o sistema tem infinitas solucoes. [

Proposicao 3.7 Seja A- X = B um sistema linear de ordem qualquer e A- X = 0 seu
sistema homogéneo associado. Considere S e Sy 0s conjuntos solugao desses sistemas,
respectivamente. Se X' é uma solu¢ao particular de A- X = B entdao S = X' + S, onde

X/—FS}L:{X/—'—XO’XQGSh}.

Demonstracao: Tome X” € S. Temos que A - X” = B e, por hipétese A - X' = B,
donde segue A- X" — A- X' = B — B ou ainda A - (X" — X’) = 0, o que significa que
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X" — X" € S,. Mas, note que X" = X' + (X" — X’). Desta forma, X" € X' + 5.
Por outro lado, sendo Xy € S;, e tomando Y = X' + X, isto é, Y € X' + 5}, segue as
igualdades

AY=A X+X)=4A-X'+A-Xo=B+0=B8B.

Logo Y € S. Portanto, S = X' + 5,. [ |

Como consequéncia, temos o seguinte teorema, considerando os conjuntos S e S

definidos na proposicao anterior.

Teorema 3.8 Seja A- X = B um sistema linear de ordem qualquer. Se existirem X e

Xy solugoes distintas que o satisfaga, entao o sistema possui infinitas solugoes.

Demonstracao: Sejam X; e X, solugoes distintas de A - X = B, isto é, X, X5 € S.
Temos que A- X; = Be A- Xy = B implica A- (X; — X3) =0, ouseja, X1 — Xy € S e
X1 — X5 # 0. Logo, por 3.6, o S;, ¢é infinito, e por 3.7, 0 .S também ¢ infinito. Portanto,

A - X = B tém infinitas solugoes. [ |

Perceba entao que o conjunto solucao de um sistema linear pode ser categorizado de
trés formas: ou existird apenas uma n-upla, ou existirao infinitas, ou nao as existirao.

Portanto, um sistema linear de ordem qualquer serd dito:

i) SPD (Sistema Possivel e Determinado) quando possuir solucao e for tinica;

ii) SPI (Sistema Possivel e Indeterminado) quando possuir solugao e forem infinitas;
iii) SI (Sistema Impossivel) quando nao possuir solucao.

A partir daqui, discutiremos como obter o conjunto solu¢ao de um sistema linear, o
que significa como resolvé-lo. Resumimo-nos aos sistemas quadrados, porque geralmente
sao mais explorados pela resolucao de problemas no Ensino Médio.

Reconhecemos o Método de Eliminacao de Gauss (Johann Carl Friedrich Gauss, 1777 —
1855), conhecido como Escalonamento, porém nao o estudamos em nosso trabalho, porque
o objetivo ¢é investigar as contribuigoes das teorias de matriz e determinante na resolucao
de sistemas lineares. Desta forma, também nao pontuamos qual é o melhor procedimento,

uma vez que ambos tém suas vantagens.
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A seguir um relevante teorema desenvolvido pelo matematico suico Gabriel Cramer

(1704 — 1752), conhecido como a Regra de Cramer.

Teorema 3.9 Seja A-X = B um sistema linear quadrado de ordem n. Se o determinante
de A € nao nulo, entao o sistema A- X = B € possivel e determinado.
Considerando A (1 < i < n) como sendo a matriz A substituida a coluna i pelos

elementos da matriz coluna B, a solucao do sistema €

[ det(A(l) )
det(A)

det(A<2) )
X, = det.(A)

det(A(n) )
[ det(4)

Demonstragao:  Temos que det(A) # 0 se, e somente se, existe sua inversa A~!. Das

propriedades matriciais, segue as equivaléncias:
A-X=B < (A" A) X=4"B <= [, X=A"B < X=A"8

Logo Xy = A~!- B é solucao tinica e o sistema é possivel e determinado. Lembremos que

1
ATl = dot(A) -adj(A) e daf observe:
1
Xy = -adj(A) - B
0 det(A) a ]( )
VASTRVAV S I A WS by
B 1 ' ANig Doy -+ Ay . by
~ det(A)
A177, AQn Ann bn
i A11b1+A21bo 4+ A1 by i
det(A)
A12b1+Agoba+4+Anoby

det(A)

A1pbi+Aopbo+-+Apnby
det(A)

Perceba que

A1by + Dorby + -+ + Dby, = Z A1 by,
k=1
¢ o célculo do determinante de Ay desenvolvendo o Teorema de Laplace pela primeira

coluna. Além disso, note que

N1aby + DNogbs + -+ -+ DNpoby, = Z Apaby

k=1
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¢ o cédlculo do determinante de Ay desenvolvendo o Teorema de Laplace pela segunda
coluna. Entao, seguindo o raciocinio analogo para as demais, concluimos que

[det(A()) ]
det(A)
det(A<2))

X() — det'(A)

det(A(n) )
| det(4) |

Observe um exemplo pratico da Regra de Cramer.

Exemplo 3.10 Considere o sequinte sistema linear 3 X 3:

p
r+y+z=1

20 —y — 3z =2

2v+y—2z=1
(
Sua forma matricial A- X = B €
1 1 1 T 1
2 -1 3| |y| = |2
2 1 -1 z 1
onde
1 1 1 11 1 1 1 1
Apn =12 -1 =3, Ay =12 2 —3| edg =|2 -1 2
1 1 -1 2 1 —1 2 1 1

Note que det(A) = 4 # 0 e assim o sistema é SPD. Desenvolvendo os cdlculos temos

det(Agy) = 6, det(A(g)) = =5 e det(Ag)) = 3. Portanto, seque que

: 3 3 3 unto solucio do sist , 3 953
ou seja, x ==, y=—— e z=— e o conjunto solugcao do sistema é — ==, = |7
Ja, 5 Y 1 1 ] ¢ > 11
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Em 2.57 estudamos um caso de determinante que possui uma aplicagao relevante, que
¢ sobre as matrizes de Vandermonde. Lembremos que, dados ag,aq, as, ..., a, nimeros

reais, um polinomio P de grau n na variavel z real, ¢ uma expressao da forma:

Plx)=a, 2" +ap- 2" '+ +a-v+ay, a, #0
Observe o teorema a seguir.
Teorema 3.11 Dados n+ 1 numeros reais distintos xq, X1, Ta, ..., T, € fixados arbitraria-
mente 0s valores Yo, Y1, Y2, ---, Yn, existe um polinomio P de grau menor ou igual a n tal
que P(x9) = yo, P(z1) = 1, P(x2) =2, ..., P(Ty) = Yn.

Demonstragao: Pela hipotese podemos escrever o seguinte sistema

(
n n—1 _

apZy + Gp_1Ty ~+ -+ a1To+ ag = Yo

n—1
anTy + apax] 4+ arr +ag =Y
n—1

ATy + ap 1Ty + -+ a1xe + ag = Yo

\anxﬁ + an,lx?jl 4+ a1y + a0 = Yn

onde a matriz de coeficientes é de Vandermonde

an ah xo 1
L xy 1
_ —1
V(zo, 21, T2, ooy ) = |2 2B oo @y 1
A S O |
n n n

se considerarmos r trocas ordenadas entre as colunas, duas a duas, da direita para a
esquerda. Assim, pelo determinante de Vandermonde, segue que
det(V) = (—1)"- l_I(xZ —xj), com i,j € {0,...,n}.

i>j
Porém, independe do valor de (—1)", pois pela hipétese z; # x; para quaisquer i e j
distintos, e desta forma temos que H(ZE, — ;) # 0 e entdo det(V) # 0. Dai, pela Re-

i>j
gra de Cramer o sistema é SPD, existindo tunicos ag, a1, as, ..., a, reais que o satisfacam.

Portanto, existe um polinémio P(x) = a, - 2" + ay_1 - 2" ' + -+ + a; - ¥ + ag de grau no

maximo n, tal que P(xg) = yo, P(x1) = y1, P(22) = 2, ..., P(Tn) = Yn. ]
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3.2 Determinante Nulo

A Regra de Cramer (3.9) é uma ferramenta que garante a existéncia de uma tnica
solugao quando o determinante da matriz dos coeficientes é diferente de zero. Porém,
se este determinante for igual a zero, nada de preciso pode-se concluir, apenas que ou o
sistema é possivel e indeterminado ou o sistema é impossivel.

Observemos o que ocorre especificamente com um sistema linear homogéneo A- X = 0,
que por sua vez ja possui a solugao trivial e portanto caso det(A) # 0 ela é tinica e temos
um SPD. Se det(A) = 0 a solugao trivial ndo é tnica e temos um SPI. Demonstramos
também este fato, parcialmente, em 3.17.

Um erro comum entre estudantes e professores, e até mesmo presente em livros didati-
cos, é afirmar se um sistema linear A - X = B que possui det(A) = 0 é SPI somente pelos
valores obtidos no célculo dos determinantes de Ay, A), ..., Ay Afirma-se, equivo-
cadamente, que se det(An)) = det(Aw)) = -+ = det(A,) = 0, entdo se tem um SPL

Segundo Elon Lages Lima [10], isso acontece porque pela Regra de Cramer, sob essas
0

. . . . . 0 . : .
hipoteses, a solugao do sistema seria Xg = || e como 0 ¢ uma indeterminada diz-se,

olo

erroneamente, que o sistema é possivel e indeterminado. O exemplo a seguir verifica a

falsidade de tal afirmacao.

Exemplo 3.12 Considere o sistema linear A- X = B abaizo:

(

r+y+z=1

20 +2y+22=2

3r+3y+3z2=4
\

Note que det(A) = 0 por possuir linhas iguais. Pelo mesmo motivo, seque que det(Agny) =
det(A(z)) = det(Ay) = 0. Porém, esse sistema € impossivel, pois

(

r+y+z=1 1

1
2r4+2y+2:=2 = [2| -(z+y+z)=|2
3 4

3r+3y+32=4
\

e nao existe x +y + z € R que satisfaca tal igualdade.
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Entretanto, é possivel explorarmos um pouco mais o fato de det(A) = 0, uma vez que
se um sistema linear tem solucdo, entao sempre ocorrerd det(A;;)) = 0, 1 <@ < n, porque

isto é uma condigao necessdaria, porém nao suficiente. Observe o teorema a seguir.

Teorema 3.13 Seja A- X = B um sistema linear de ordem n tal que det(A) = 0. Se

A- X = B tem solugdo, entao det(An)) = det(Apy) = -+ = det(Awy) = 0.
631

Demonstracao: Seja X, = | : | uma solucdo de A - X = B. Consideremos AY) a
Qp

coluna j, 1 < j < n, da matriz A. Assim, temos que a;- AWM +ay-A® +.. . 4a,,- AW = B.

Dai, pelo determinante ser uma funcao linear, segue:

det(Aq)) = det [B A .. A(n)]
= det [al-A(l)—|—042-A(2)+---+an-A(”) A@ .. A(”)}
= a-det [AD A® ... AW +ay-det [A® 4D . A0 4o
oy - det [Am) A A(’”}

Assim, por hipdtese e pela propriedade sobre colunas iguais, temos que det(A(;)) = 0.

Analogamente, concluimos que det(A)) = --- = det(A(,)) = 0 como querfamos. n

O teorema anterior nos fornece uma ferramenta em sua forma contra-positiva, onde o

antecedente é a negacao do consequente, e vice-versa.

Corolario 3.14 Seja A- X = B um sistema linear de ordem n e det(A) = 0. Se existir

pelo menos um i € {1,...,n} tal que det(Agy) # 0, entao A- X = B nao tem solucao.
Repare que este resultado é um modo de verificar se um sistema linear é SI.

Exemplo 3.15 Considere o sistema linear A- X = B abaizo:

.

r+2y+z2=1

2r+y—3z=4

—3r -3y +22=0
\

Temos que det(A) = 0 e det(An)) = —35. Portanto, pelo coroldrio 3.14, isto jd € o

suficiente para concluir que o sistema linear € impossivel.
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Na secao 2.2 estudamos o teorema 2.44 garantindo que se uma matriz quadrada possui
uma linha (resp. coluna) como combinacao linear das outras linhas (resp. colunas) entao
seu determinante é nulo. A reciproca também é verdadeira e pode ser encontrada na inte-
gra em [7] no capitulo 1, teorema 13. A seguir, apresentaremos um resultado parcial que

sera relevante para a resolugao, por meio de determinantes, de alguns sistemas possiveis

e indeterminados, que muitas vezes acredita-se ser irrealizavel.

Teorema 3.16 Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n tal que det(A) = 0. Se para algum

A, 1,7 €{1,...,n}, odet(A; ;) #0, entdo a linha i (resp. coluna j) é combinagdo linear

das outras linhas (resp. colunas).

Demonstracao:  Vamos supor i = j = n. Desta forma, partimos de det(4,,) # 0, e

pela Regra de Cramer existem tnicos A, Ao, ..., A,,_1 reais tais que

e desta forma temos:

ai Q12 T A1(n—-1) A1
21 22 T a2(n—1) A2 .
(An-1)1 Gm-1)2 * Om-1)n-1)| [An-1]

a1 = G11A1 + @pAe + 0+ Qrn-1)Ano1

Azn = 11+ Ay + - + Ag(n—1)An—1

A1n

Q2n,

An—1)n = Q1)1 T Qn—1)2A2 + *** + Q(n—1)(n—1) An—1

Queremos, entao, que an, = ApiA1 + ApaA2 + -+ + Gp—1)A\p—1. Primeiramente, como

det(A) = 0, aplicando o Teorema de Laplace pela linha n segue que:

D apk - (1) det(Apg) =0 (%)

Vamos agora analisar o determinante da primeira parcela deste somatorio. Note que

a2 ais

a2 a23

det(AnJ) =

_a’(n—l)Q A(n—-1)3

A1n

Q2n,

A(n—1)n




3.2. DETERMINANTE NULO 60

ou ainda
@12 O apAi + apAs + -+ ar-1)An-1
det(A, 1) = a2 agz v a1 A1 + G222 + - -+ Ao(n—1)An—1
[Gn-1)2 Gm-1)3 **° Om-11AL T Gm-12Ae T+ A1) A1

Dai, pelo determinante ser uma funcao linear e pela propriedade de colunas iguais, temos:

a2 a3 T A1(n—-1) a1l
a a cee A9 (n— a
det(Aml) — A, - det 22 23 2(n—1) 21
_G(n71)2 An-1)3 " O(n-1)(n-1) a(n71)1_

Podemos entao realizar n — 2 trocas ordenadas entre as colunas, duas a duas da direita

para a esquerda, de modo que, considerando tais trocas:
det(An1) = A - (=1)" 2 - det(A,,)
Seguindo o mesmo raciocinio, e fazendo os ajustes necessarios, concluimos que:

det(Anvg) = /\2 . (_1)n—3 . det(AnJJ
det(A,3) = Ag-(=1)""*-det(A,,)

det(Ann-1)) = An-1-(—1)"-det(4,,)
Logo, de (*) temos

Ay - (—1)" A - (=1)"2 - det (A, )
Az - (—1)"T2 Mg (=1)"7 - det(A,,)

g - (—=1)"T3 Ay (=)™ det(A,,)

+ o+ o+ 4+ o+

an(n_l) . (_1)n+n71 . >\n71 . (—1)0 . det(An’n)

Apn - (—1)" " det(Ann) = 0
donde, juntando as poténcias de (—1) e por det(A, ) # 0, implica

Ant - A (=D G Ao (D) ey At (D) G - (1) =0
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2n—1 _

e como (—1) —1e (—1)* =1, concluimos:

Unn = QAL + ApaAo + -+ + an(n—l))\n—l

Portanto, a coluna j = n é combinacao linear das outras colunas da matriz A. Analoga-
mente, concluimos que a linha i = n é combinacao linear das outras linhas da matriz A.
Caso tenhamos det(4; ;) # 0 com i # n ou j # n podemos trocar ordenadamente, duas
a duas, na matriz A as linha ou as colunas, respectivamente, de modo que a linha i fique

na linha n ou a coluna j fique na coluna n, o que transformara A em A’, onde A}, , = A, ;

e det(A’) = det(A) = 0. n

Como consequéncia, justificamos o caso dos sistemas homogéneos que possuem infinitas

solugdes quando o det(A) = 0.

Corolario 3.17 Seja A-X = 0 um sistema linear homogéneo de ordemn. Se det(A) =0,

entao o sistema € possivel e indeterminado.

Demonstracao:  Temos que se det(A) = 0 entdo uma das colunas de A ¢é combi-
nacao linear das demais. Seja, sem perda de generalidade, a coluna n. Logo, existem
A1, A2y e, A1 € R tais que

Qin = Qi1 * A1+ iz = Ao+ -+ Ain—1) * An—1

para qualquer i € {1,...,n}. Desta forma, concluimos que (A1, Ag, ..., A\,_1,—1) é uma

solucao, nao nula, de A - X = 0. De fato

- - A1 0
a11 @12 - Ai(n—1) Qin
A2 0
Q21 Q2 -+ A2(n-1) A2n o
An_1 0
Aip  A2n " OGpn—1) Onn
- - —1 0
e por 3.6 segue que A - X = 0 possui infinitas solugao, ou seja, é SPI. [ ]

Utilizando o resultado de 3.16, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.18 Seja A - X = B um sistema linear de ordem n tal que det(A) = 0.
Com i,j € {1,...,n}, se para algum A;; tenhamos det(A;;) # 0 e det(A(;)) = 0, entdo

A- X = B € um sistema possivel e indeterminado.
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Demonstragao: Suponha, sem perda de generalidade, ¢ = 7 = n. Entao, temos
que det(A,,) # 0 e det(Aw)) = 0. Deste modo, pelo teorema 3.16, existem reais
)\1, )\2, ey /\n—l tais que

an a2 A1(n—-1) by
D I VR R o IR (R WS

Qn1 (07%

[\

An(n—1) bn

Logo, concluimos que (Ay, Ag, ..., Ay—1,0) é uma solugao do sistema A - X = B, que tem

det(A) = 0. Portanto, pelos resultados de 3.17 e 3.7, A- X = B é um SPL [ ]

H& de se observar que para os sistemas lineares de ordem 2 x 2 o resultado falso que
fora comentado no inicio dessa secao sera verdadeiro, mas trata-se de uma excegao. Pos-
sivelmente isso também leve um estudante, ou até mesmo um professor, a tencionar uma
generalizacao, que ja vimos ser incorreta. Para justificar esse caso particular, utilizamos

0 teorema anterior.

Corolério 3.19 Seja A- X = B um sistema linear de ordem 2. Se det(A) = 0 e ainda
det(Agy) = det(A)) = 0, entdo o sistema é SPL

Demonstracao: Note que as matrizes Ay, A2, Az; ou Ays sao de ordem 1 e pelo
menos uma sera nao nula, e seu determinante também, para que haja pelo menos uma
equacao no sistema. E para qualquer que seja, como det(A) = 0 e det(A(y)) = det(A()) =

0, por 3.18 segue que o sistema ¢ possivel e indeterminado. [ ]

Os respectivos passos de demonstracao dos teoremas 3.16 e 3.18 nos garante, sob certas
hipoteses, uma maneira de resolver sistemas lineares quadrados que sao SPI através do
calculo de determinante, usando inclusive a Regra de Cramer. Pela nossa pesquisa, uma

ferramenta que nao é apresentada em livros de matemaética. Observe o exemplo.

Exemplo 3.20 Considere o sistema linear A - X = B abaizo:

(

dx +6y+72z=38

St -3x—2y—2=0

r+2y+3z2=4
\

Temos que
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- det(A) =0

5 6
- det(A373) = det =38 7é 0
-3 =2

5 6 8
- det(A@)) =det | -3 —2 0] =0

1 2 4

Desta forma, por 3.18, o sistema é SPI. Resolveremos, pela Regra de Cramer, o sistema
auxiliar a sequir

or + 6y =8 -7z

—3r—2y==z

que € possivel e determinado pois det(Asz) # 0, considerando z uma incdgnita real livre.

Calculando:
8§—Tz 6
det(A373(l>) = det =8z —16
Z -2
5 8—7Tx
det(Az3,) = det =24 — 162
-3 z

Logo, temos que

det(A373(l)) o 8z — 16

- — =22

o det(Ai),,g) 8 :
det(A —

y = (Ass,) _ 24-162 _ 5 o
det(Ag’g) 8

¢ a solugao de S' e, de fato, o terno (z — 2,3 — 2z, z) € solugao da primeira e da sequnda
equagao de S, para qualquer valor de z. Por fim, a demonstra¢ao do teorema 3.16 garante

que serd também solucao da terceira equacgao, pois:

5 6 T7z-8 5 6 7 5 6 8
det |-3 -2 —z | =z-det|—-3 —2 —1| —det|—-3 —2 0| =0
1 2 32—-4 1 2 3 1 2 4

Portanto, o conjunto solugao de S é {(z —2,3 —2z,2) |z € R}.
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Enunciamos entao um algoritmo usando determinantes para resolver sistemas lineares
quadrados que sejam possiveis e indeterminados, e que atendam condigoes iniciais. Tal
procedimento é adequado para a discussao de sistemas de ordem 3 ou até mesmo 4, que

inclusive sao os mais propostos no Ensino Médio.

Seja A - X = B um sistema linear de ordem n com det(A) = 0.

i) Verifique se existem 7,7 € {1,...,n} tais que det(A;;) # 0 e det(A(;)) = 0, o que

garante ser SPI o sistema.

ii) Monta-se entao um sistema linear associado, eliminando de A- X = B a linha i, e

para cada linha [ restante adicione (—ay;z;).

iii) Use a Regra de Cramer para determinar a solu¢ao deste sistema associado em fungao
de z;, que serd algo do tipo

()

To(7;)

zj-1(z;)

Tj1(z;)

xn(xj)

iv) Por fim, conclui-se que a soluc¢ao do sistema inicial A- X = B é

()

zj1(zy)
Lj

Tj1(z;)

xn($j>

Pelos passos deste algoritmo, resolvemos o exemplo a seguir.
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Exemplo 3.21 Considere o sistema linear A- X = B a seguir, onde det(A) = 0.

¢

r+y+2z2=4

20 —y+z2=2

—Br+y—22=-4
\
i) Verifica-se que o sistema € SPI, pois det(Ay;) = —4 e det(A(q)) = 0.

- . - . y+2z2=4—-x
it) O sistema auxiliar associado é:

y—2z=—4+3x
ii) Entdo, temos que det(Azy,,) = —4x e det(Az1, ) = 4o — 8 ¢ assim:

—4x 4dr — &
=x e z=

- —9_
4 —4 v

y —=
iv) Portanto, a solu¢do do sistema linear inicial é: {(z,z,2 — z) |z € R}.

A escolha de A;; é livre, desde que esteja de acordo com as hipéteses. Portanto,
o mesmo sistema pode ser resolvido com determinantes distintos, entretanto a classe de

solugoes é sempre a mesma. Observe o mesmo exemplo anterior, resolvido de outra forma.

Exemplo 3.22 Considere o sistema linear A- X = B a seguir, onde det(A) = 0.

(

r+y+2z2=4

2r—y+z2=2

Sty —2:= 4
\
i) Verifica-se que o sistema € SPI, pois det(Azz) = —3 e det(A()) = 0.

- . - . rT+2z2=4—y
it) O sistema auxiliar associado é:

20 +2=2+4y
i) Entdo, temos que det(Azz,,) = —3y e det(Azz, ) = 3y — 6 e assim:

—3y 3y —6
= — = (& = =

—3 Y *T T3

2—y

iv) Portanto, a solug¢do do sistema linear inicial é: {(y,y,2 —y) |y € R}.
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Podemos estudar ainda situagoes quando, em um sistema linear, o nimero de incégni-
tas é superior ao numero de equacoes. Uma ideia errada é afirmar que, apenas com isso,
o sistema seja possivel e indeterminado. Por exemplo

3r+2y+2=0 1
= -Br+2y+2) =

6r +4y +22=1 2 1

claramente nao tem solugao. Porém, se tratando dos sistema lineares homogéneos, temos

o seguinte teorema.

Teorema 3.23 Se S : A- X =0 € um sistema linear homogéneo de ordem m X n, com

m < n, entao S € possivel e indeterminado.

Demonstragao: Temos que

4
a11x1 + 122 + a13T3 + - + a1, T, = 0

A21T1 + Q2279 + A23T3 + *** + ATy = 0

\amlxl + Ap2To + Ap3T3 + -0+ QT = 0

e, considerando que m < n, podemos reescreve-lo como

(
1171 + -+ QT = —O1(m+1)Tmt+1 — 0 — Q1pTy
a91%1 + -+ + Aoy, = —A2(m+1)Tm4+1 — **° — A2y
S
Am121 + + QmmTm —Am(m+1)Tm+1 — Qn Ty
a1 A1m
Seja A= | ¢ -, : | . Dai temos duas possibilidades:
Am1 - Gmm

i) se det(A’) # 0 entdo para quaisquer que sejam T, 1, ..., T, existirdo valores para

X1, ..., Ty que satisfacam S

ii) se det(A’) = 0 entdo fixados @41 = -+ = x, = 0 existirao infinitos valores para

X1, ..., Ty que satisfacam S.



3.3. SISTEMAS COM SOLUCOES INTEIRAS 67

De todo caso, sao infinitas as n-uplas (21, ..., Tm, Timt1, ..., Tn) que satisfazem A - X = 0,

que por sua vez é SPI. (]

Note que, pelo resultado 3.7 e como consequéncia também do teorema anterior, qual-
quer sistema linear com menos equagoes do que incégnitas, e que tenha solucao, sera

possivel e indeterminado.

3.3 Sistemas com Solucoes Inteiras

Pela Regra de Cramer (3.9), se um sistema linear de ordem n é SPD entao qualquer
incognita é dada por um quociente cujo denominador sempre é o determinante da matriz
A dos coeficientes do sistema. Ora, é relevante estudarmos entao quando estes quocientes
geram numeros inteiros, isto é, quando a divisao é exata.

Note que sempre quando det(A) = £1 e para todo Ay o det(A(,) for inteiro, isso
ocorrera. Em situacoes assim as contas podem se tornar relativamente mais faceis. Deste

modo, enunciamos o seguinte teorema.

Teorema 3.24 Seja A-X = B um sistema linear de ordem n, onde a;j,b; € Z para todos
i, € {1,....,n}. Sedet(A) = %1, entdo a solu¢ao X,y do sistema possui apenas elementos

nteiros.

Demonstracao: Lembre-se que Z é fechado para soma e produto, e pela definicao de
determinante concluimos que este sera um ntmero inteiro quando a matriz possuir ape-

nas inteiros. Portanto, por hipétese, temos que det(A(;)) € Z para todo i, e dai sempre

det(Ag))
= —"" =4 Ay
xT; det(A) det( (@)) [ ]

H4 outra forma de verificar este teorema. Perceba que se a;; € Z, entao A;; € Z.
1 1
Além disso, se det(A) = +1, entao existe A~! = det(4) -adj(A), onde dot(A) =+le

adj(A) possui apenas elementos inteiros. Portanto, como Xy = A™!- B e b; € Z, a solugio

do sistema também possui apenas inteiros.
Logo, para se obter um sistema linear com solucoes inteiras basta tomarmos a;;, b; € Z

de modo que a matriz dos coeficientes tenha determinante igual a +1.
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Exemplo 3.25 Considere o sistema linear A- X = B abaizo:

;

—Br+y—z=7

2r+y+z2=—0

8r+3y+4z= -5
\

Temos que det(A) = —1, e ainda det(Ay) = 39, det(Ap)) = 19 e det(A) = —91.

Portanto, a solucdo unica do sistema é:

39

2 —39
Xy = i_91 = |-19

s 91

-1

E preciso observar que det(A) = £1 é uma condicao suficiente, porém nao necessaria,
para que um sistema linear de coeficientes e termos independentes inteiros tenha solugao

apenas inteira.

Outra maneira de se obter um sistema linear com solucoes inteiras, com a;;,b; € Z, é

se cada termo independente for multiplo de det(A). Observe o teorema a seguir.

Teorema 3.26 Seja A-X = B um sistema linear de ordem n, onde a;j,b; € Z para todos
i,7€{1,...,n}. Sedet(A) #0 eb; =k;-det(A), k; € Z, entao a solu¢ao Xo do sistema
possut apenas elementos inteiros.
1
Demonstracao:  Se det(A) # 0, entao o sistema é SPD e Xy = m ~adj(A) - B.
e
Ora, como a;; € Z, temos A\;; € Z, e por hipdtese ainda segue que cada b; ¢ divisivel por

det(A). Portanto, X, tem apenas elementos inteiros. |

Exemplo 3.27 Considere o sistema linear A- X = B abaizo:

(

20 +3y — 2= -9

3r+2y+22=0

—3r —4y — 2= 36
\



3.3. SISTEMAS COM SOLUCOES INTEIRAS 69

Temos que det(A) =9, e note que

Logo, a solugao serd composta apenas por numeros inteiros. FE de fato, temos que
det(Apy) = 234, det(Ap) = —225 e det(Az)) = —126, donde pela Regra de Cramer

a solucao unica do sistema é:



Capitulo 4

Artigos RPM

Neste capitulo, apresentamos cinco textos da Revista do Professor de Matematica
(RPM) que complementam o que estudamos, além de justificar alguns pontos que ficaram
em aberto. Outros ainda sao interessantes resultados que podem ser trabalhados em sala

de aula.

4.1 O Produto de Matrizes

Esta secao foi redigida com base no artigo de Possani [12].

O ensino nas escolas segue uma ordem partindo de Matrizes, depois os Determinantes
e em seguida Sistemas Lineares, o que logicamente faz sentido. Porém, historicamente,
o desenvolvimento dessas teorias nao ocorreu nessa sequéncia. O matematico Cauchy ja
usava o termo determinante em 1812, mas ele dizia determinante de um sistema linear e
nao de uma matriz. Apenas em 1858, o matemaético britanico Arthur Cayley (1821 — 1895)
usou o termo matriz sobre transformagoes no plano, que sao praticamente mudancas de
variaveis.

Considere as duas transformacoes T} e T, abaixo.

u=ax + by r = Au+ Bv
Tli TQI

v=cr+dy s =Cu+ Dv

Como seria possivel escrever r e s em termos de x e y? Ora, basta substituir 77 em 75,

70



4.2. A QUESTAO DA UNICAMP 71

isto é, compor 15 o T;. Dai temos:

r=A-(ax+by)+ B-(cx+ dy) r=(Aa+ Bc)-x+ (Ab+ Bd) -y
=
s=C"(ax+by)+ D - (cx + dy) s=(Ca+ Dc)-xz+ (Cb+ Dd) -y
a A
Cayley chamava de matriz de T} a e de matriz de T5 a . Assim, se definia:
c d C D

A B a b Aa+ Be Ab+ Bd

O =

C D c d Ca-+ Dc Cb+ Dd

Com o tempo, essa composicdo de matrizes se torna a multiplicacao de matrizes, e
como Ty o T} # T7 o Ty, segue que o produto entre duas matrizes nao é comutativo, e
surgem as condicoes de existéncias deste produto, no qual exploramos em nosso trabalho.

O século XIX foi de grande desenvolvimento da &dlgebra, principalmente pelo estudo
de estruturas abstratas. Além de Cayley, os matematicos americanos Benjamin Peirce
(1809 — 1880) e Charles Sanders Peirce (1839 — 1914) criaram a Algebra de Matrizes, um

dos primeiros exemplos de estrutura algébrica com uma operagao nao comutativa.

4.2 A Questao da Unicamp

Esta secao foi redigida com base no artigo de Machado [11].

Trata-se de uma interessante questao presente em um dos vestibulares da Universidade

Estadual de Campinas/SP (Unicamp), cujo enunciado era:

Sejam A e B duas matrizes de ordens n X m e m X n, respectivamente, com m < n.

Prove que det(A-B) = 0, baseado em propriedades do sistema linear de equagoes lineares.

T 0

T2 0

(-8)-| 7| =

T 0
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Para solucionar o problema, considere as matrizes abaixo:

I 0

i) 0
anl - . € 0n><1 -

T, 0

Note que (A - B) - X = 0 é um sistema linear homogéneo de ordem n. Logo, temos
que det(A - B) = 0 se, e somente se, (A- B) - X =0 for SPL.

Analisando, o sistema linear B - X = 0 é homogéneo de ordem m X n, com m < n, e
portanto é SPI, por 3.23.

Por outro lado, toda solucao Xy de B - X = 0 é também solucao de (A- B) - X =0,

pois seguem as igualdades
(A-B)- Xg=A-(B-X9)=A-0=0

e como B - X =0 é SPI concluimos que (A- B) - X =0 ¢ também SPI.

Portanto, det(A - B) = 0 como querfamos.

4.3 Usando Determinantes para Fatorar

Esta secao foi redigida com base no artigo de Garbi [5].

Apresenta-se um problema de uma Olimpiada Juvenil de Matematica, de muito tempo

atras. Os participantes deveriam fatorar a expressao:
a® 4+ b + ¢ — 3abe

Nao é uma tarefa facil até mesmo para um professor de matematica, se nao conhecer
algumas manipulagoes algébricas. Entretanto, a teoria de determinantes fornece uma
solugao préatica.

Pela Regra de Sarrus, segue:

a b c
det |¢ a b| = a®+ b+ —abc—abc—abc = a® +b* + ¢* — 3abe

b ¢ a
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Pelo Teorema de Jacobi, temos

at+b+c at+b+c at+b+tec
det c a b = a®+ b + & — 3abe

b c a

e como o determinante é uma funcao linear, chegamos a:

111
(a+b+c)-det ¢ a b| = &+ +c —3abe
b ¢ a
Ainda temos que
111
det |¢ a b| = a* +b*°+c* —ab—bc—ac
b ¢ a

e concluimos
a4+ b +c* —3abc = (a+b+c)-(a* +b* +c — ab— be — ac)

solucionando o problema.

4.4 Matrizes em Blocos

Esta secao foi redigida com base no artigo de Tamarozzi [13].

Lembremos que matrizes triangulares (1.4) sdo aquelas em que os elementos abaixo (ou
acima) da diagonal principal sdao nulos, e que seu determinante corresponde ao produto

dos elementos da diagonal principal (2.54). Por exemplo:
apl Gz Ay
Asxs = | 0 ayp as| = det(A) = ay; - ag - ass
0 0 as33

Toda matriz pode ser reduzida a forma triangular, a fim de facilitar o cdlculo do

determinante. Para isso, utilizamos as trocas entre linhas ou colunas e o Teorema de
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Jacobi, pois esses dois resultados preservam o determinante original, ou pelo menos o seu
modulo.

Desta forma, apresentamos a definicao de matrizes em blocos, uma vez que o objetivo é
mostrar que também podemos triangularizar uma matriz em blocos, de modo a simplificar

as contas com o determinante.

Definicao 4.1 Uma matriz A de ordem n € dita matriz em blocos se estiver particionada
em submatrizes, também chamadas de blocos, de ordem r x s, com 1 < r,s < n, obtidas

de A pela exclusio de n — r linhas e n — s colunas.

As submatrizes cujas diagonais principais sao partes da diagonal principal de A sao

chamadas de blocos diagonais de A. Observe o exemplo abaixo.

a11 Qa2 | a13 a4 Q15 \ 16
Q21 QA22 | Q23 Q24 Q25 ‘ 26
az1 ass | az3 az4 35 | 36
A=
Q41 Q42 \ (43 Q44 Q45 \ Q46
51 Aas2 | as53  ap4 G55 \ a56
Qg1 ae2 | ag3 Qg4 Qg5 \ Q66
@33 az4 G35
. . - a11 A2
Os blocos diagonais neste caso sao » lass agn ass| € |ags|-
Q21 Q22

as3  As4 0As5
Assim sendo, uma matriz estd na forma triangular em blocos se todas as submatrizes

abaixo (ou acima) dos blocos diagonais sao nulas, e para obté-la basta aplicar as operagoes

basicas. Tomando o exemplo anterior, devemos ter:

/ / ! ! ! !
ay  ayp | g Q4 Q15 | Q16
/ / / / / /
ay; Gy | Q93 Qgq  Gog | Qag
! ! ! !
A — 0 0 | a3 a3y ay | ag
/ / / !
0 0 | Qu3 Qg  Gys | Qyg
/ / / /
0 0 | asy ag afy | akg
I 0 0 | 0 0 0 | age
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O objetivo do estudo é mostrar que se uma matriz esta triangularizada em blocos,
entao o determinante da matriz ¢é igual ao produto dos determinantes dos blocos diagonais.
Essa propriedade facilita os calculos porque para triangularizar em blocos introduz-se uma

quantidade menor de zeros do que se fosse triangularizar a matriz toda.

Teorema 4.2 Seja M a matriz triangular em blocos abaizo, de ordem (m+mn) x (m+mn),

m,n > 1, onde seus blocos sao as matrizes A, B, 0 e D com as ordens indicadas.

M _ Ame Ban

Onxm  Dnxn

Entao det(M) = det(A) - det(D).

Demonstragao: Note que podemos triangularizar a matriz A operando nas m primeiras
linhas e colunas, o que transformard B em B’. Em seguida, triangularizamos a matriz
D operando nas ultimas n linhas e colunas, o que transformara B’ em B”. Perceba que
a matriz 0 nao se alterara. Dai, a matriz M gera uma matriz M’ totalmente triangu-
larizada, onde det(M) = +det(M’) dependendo das trocas entre linhas ou colunas que

forem feitas.

ap; e e
0 | B"
0 0 a .. |
M=|_-_ __ __ _ __ __ __
| dy
0 | 0
I | 0 0 d;m_

Consideremos entao A’ a matriz triangularizada de A apds k trocas entre linhas e colunas,

e respectivamente D’ de D apds [ trocas. Temos que:

det(A) = ayy -+ - agyy,, det(D) = dyy - -y, € det(M') = ayy - -y, - dyy -y
Observe que:

i) se k for par, entao det(A) = det(A’), e se [ for par, entao det(D) = det(D’)

ii) se k for impar, entao det(A) = —det(A’), e se [ for impar, entao det(D) = — det(D’)
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De todo caso, teremos que k + [ é par. Logo:
det(M) = det(M') = det(A’) - det(D') = det(A) - det(D)
ou
det(M) = det(M') = det(A") - det(D') = [— det(A)] - [— det(D)] = det(A) - det(D)

Entretanto:

iii) se k for impar, entao det(A) = —det(A’), e se [ for par, entao det(D) = det(D")
Deste modo, teremos k + [ impar. Logo:

det(M) = —det(M') = — [det(A") - det(D')] = — [— det(A)] - det(D) = det(A) - det(D)
Anélogo para:

iv) se k for par, entao det(A) = det(A’), e se [ for impar, entao det(D) = — det(D’)

De qualquer forma, concluimos que det(M) = det(A) - det(D). u

O resultado ainda se estende caso os blocos da matriz M estejam deslocados. Primeira-

mente, lembremos que o determinante é invariante por transposic¢ao. Logo

A 0 At Ct
M = — M'=

C D 0 Dt
e dafl: det(M) = det(M?') = det(A") - det(D") = det(A) - det(D).
Todavia, se
Oan Bme

M=
Cnxn DnXm

pode-se trocar B por 0, e consequentemente D por C, efetuando m - n trocas ordenadas
entre as colunas, duas a duas. Logo: det(M) = (—1)™" - det(B) - det(C).

Analogamente, se

M _ Aan Bme

Can OnXm
temos: det(M) = (—1)"" - det(B) - det(C).
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O teorema 4.2 é verdadeiro para qualquer niimero de blocos diagonais, pois podemos
particionar de varios modos distintos uma mesma matriz triangularizada. Por exemplo,

se tivermos a matriz

(2 1 | 95 | -23 0,5 V2
3 4 | 47 | 26 -7 0
9
0 0 | 8 | -5 - &4
M = 7
o o0 | 0 | 7 -1 9
o 0 | o0 | 2 4 1
(0 0 | 0 | 1 2 3]
temos que
7 -1 9
2 1
det(M) = det - det [g} “det |2 4 11| = —6600
3 4
1 2 3

Apresentamos, entdao, uma justificativa para o Teorema de Binet (2.59), de modo
pratico e utilizando a teoria de matrizes em blocos, diferentemente de outros modos pre-
sentes nos diversos livros de matematica. Tal demonstragao completa nosso trabalho a

respeito de propriedades de determinantes.

Teorema 2.59 Dadas A e B matrizes de ordem n, temos que:
det(A - B) = det(A) - det(B)

A 0

Demonstragao:  Considere a matriz em blocos M = de ordem 2n x 2n,

-1, B
e temos que det(M) = det(A) - det(B). Utilizaremos n vezes o Teorema de Jacobi da

seguinte forma: multiplicar cada coluna k, 1 < k < n, por by e adicioné-las a coluna
n+ 1; em seguida, multiplicar cada coluna k por bys e adiciona-las a coluna n + 2; e assim
sucessivamente, até previamente multiplicar cada coluna k por by, e adiciona-las a coluna

2n. Desta forma, pelo produto de matrizes, a matriz M gerara

A A-B
—-I, O
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e ainda det(M) = det(M'). Mas, temos que

det(M') = )™ - det(—1,) - det(A - B)

(_

= (=1)™ . (=1)"-det(A- B)
(=1)"+1 . det(A - B)
1

~det(A- B), poisn(n+1)=2p, peN
= det(A- B)

Portanto det(A - B) = det(A) - det(B). n

A seguir, exemplificamos como funciona a transformacao da matriz M para M’, pro-

posta na demonstracao anterior.

3 -1 2 1 5 =2
Exemplo 4.3 Considere as matrizes A= |—9 1 7| eB= |2 —1 3 |. Temos,
1 0 1 6 —4 8
entao, a sequinte matriz em blocos:
(3 -1 2 | 0 0 0]
-9 1 7 | 0 0 0
1 0 1 | 0 0 0
M=|—-—- - __ - __ __ __
-1 0 0o | 1 5 =2
o -1 0 | 2 -1 3
0 o -1 | 6 -4 8 |

Previamente multiplicando cada coluna k, 1 < k < 3, por by, e adicitonando a coluna 4:

(3 1 2 | 1.34+2.(-1D46-2 0 0|
—9 1 7 | 1-(=942-146-7 0 0
1 0 1 | 1-142:0+6-1 0 0
-1 0 0 | 1-(=1)+1 5 —2
0 -1 0 | 2. (=1)+2 -1 3
(0 0 -1 | 6-(—1)+6 —4 8 |
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Agora, previamente multiplicando cada coluna k, 1 < k < 3, por byy e adicionando a

coluna 5:
(3 1 2 | 13 5-3+(-1)-(-D+(-4)-2 0|
9 1 7T | 35 5-(-9) 4+ (-1)-14+(-4)-7 0
10 1 | 7 5 1l4(-1)-0+(-4)-1 0
10 0 | 0 5-(—1)+5 2
0 -1 0 | o0 (—1) - (=1) + (~1) 3
0 0 -1 ] o0 (—4) - (—4) + (—4) 8 |

Por fim, previamente multiplicando cada coluna k, 1 < k < 3, por bz e adicionando a

coluna 6: ) )
3 -1 2 | 13 8 (-2)-3+3-(-1)+8-2
-9 1 7 | 3 =7 (-2)-(-9)+3-14+8-7
1 0 1 |7 1 (—2)-14+3-0+8-1
-1 0 o | 0 0 (—2)- (1) + (—2)
o -1 0 | O 0 3-(-1)+3
| 0 o -1 | 0 0 8-(—1)+8 |

Portanto, chegamos a

(3 -1 2 | 13 8 7]
9 1 7 | 35 —74 77
10 1 | 7 1 6
M=_-—- - __ _ __ __ __
1 0 0 | 0 0 0
0 -1 0 | 0 0 0
(0 0 -1 | 0 0 0

onde det(M) = det(M'). Note que, de fato:

13 8 7 3 -1 2 1 5 =2
3 —74 7T7|=1-9 1 7|-|2 -1 3|=4A-B
7 1 6 1 0 1 6 —4 8
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4.5 Uma Representacao Matricial para o Algoritmo

de Euclides

Esta secao foi redigida com base no artigo de Carvalho [3].

O Algoritmo de Euclides calcula o maximo divisor comum (m.d.c.) entre dois nimeros
inteiros a e b através do método das divisdes sucessivas. Além disso, ainda é possivel
calcular valores inteiros r e s tais que mdc(a,b) =a-r+b-s.

Pelo algoritmo, dividimos um nimero pelo outro, e em seguida dividimos o divisor
desta tltima divisao pelo seu resto, e assim sucessivamente até que o resto seja zero.
Afirma-se, entao, que o mdc é o ultimo resto nao nulo. Vejamos um exemplo, calculando

o maior divisor comum entre 36 e 14 pelas divisoes sucessivas:

36 = 14-2+8

14 = 8-1+6
8§ = 6-1+2
6 = 2:-3+40
Logo, mdec(36,14) = 2. Em seguida, para calcular os inteiros r e s tais que

36 - r 4+ 14 - s = 2 substitui-se as equagoes encontradas uma nas outras, da tultima para a
primeira. Essas manipulagoes podem ser confusas muitas vezes, mas note como o produto

de matrizes e a matriz inversa organizam essas contas. Podemos escrever:

36 o 1| [1a
|l 10| |8
[14] 11| [s]
8] |1 o] |
8| 1] 6]
6| |1 o] |2

e dai, segue que

36 21 11 1 1] |6
14
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ou ainda
36 5 3 6 .
= : ()
14 2 1 2
Note que ¢é inversivel, pois seu determinante é igual a —1, e sua inversa é:

Logo, de (*), temos

2 =5 14 2
e portanto 36 - (2) + 14 - (=5) = 2, ou seja, r =2 ¢ s = —b.

Equagdes do tipo 36 - 7 + 14 - s = mdc(36,14) com coeficientes e varidveis inteiras
sao ditas equacoes diofantinas, e elas possuem infinitas solugoes inteiras a partir de uma
solucao inicial, que pode ser determinada por esse método. A seguir, explicitamos o algo-

ritmo de modo geral.

E preciso calcular
@ 1) ¢ 1 G 1
1 0 10 1 0

P =

onde q1, o, ..., g, sao todos os quocientes das divisoes sucessivas, exceto o ultimo. Assim,

segue que
a _p. d,
b mdc(a, b)
onde d,, é o ultimo divisor logo antes do préprio mdc(a, b).
Pelo Teorema de Binet, temos det(P) = %1, pois cada matriz de P tem determinante
igual a —1. Assim, P sempre admitird inversa e, por 3.24, P~! possuira apenas elementos

inteiros.

Segue entao que

a d,
b mdc(a, b)

e portanto os valores 7 e s estao presentes na segunda linha da matriz P~!.



Conclusao

Esperamos que o nosso trabalho venha a contribuir para toda a comunidade de pro-
fessores, e também de alunos que gostam ou pretendem estudar a matematica. O texto
investigou a teoria de determinante e pontuou aplicacoes dentro da propria matematica,
trazendo até mesmo possibilidades para a sala de aula. O objetivo era desenvolver uma
base sélida, e assim foi feito.

Resumimos a teoria de grupos de permutacoes em uma linguagem acessivel, que por
vezes nao é contemplada pelos curriculos dos cursos de formagao de professores. Enun-
ciamos a definicao de determinante com suas propriedades fornecendo um material rico
para estudo préprio ou até mesmo para planejamento de aulas. Apresentamos os sistemas
lineares sob um olhar matricial, mostrando como, e o quanto, a teoria de determinante in-
fluencia nesse tépico. Corrigimos erros, ensinamos ferramentas, redigimos teoremas pouco
conhecidos, tudo a favor do processo de ensino e aprendizagem. Além de trazer artigos
importantes que caminham junto a proposta do nosso texto.

Evidentemente é impossivel dizer que esgotamos o assunto. Entretanto, temos um
minucioso trabalho desenvolvido como forma de engrandecer o conhecimento matematico

especifico sobre o determinante de uma matriz.
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