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RESUMO

MIGON, Bruno dos Santos. A Utilizacao de Problemas Olimpicos, Memes e GIFs
como Recurso Didatico em Matemética. 2020. 165 f. Dissertacdo (Mestrado) —
Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Pos- Graduagao, Pesquisa, Extensao e Cultura, Programa

de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2020.

O Ensino da Matemética através da Resolucao de Problemas busca desenvolver no aluno
um raciocinio mais légico e interpretativo, tendo em vista que ao longo de sua vida sera
necessario interpretar e solucionar diversos problemas. Solucionar problemas como busca
de alternativas para a transmissao de conhecimento pode colaborar com a motivacao e
aprendizagem dos estudantes, e proporcionar o prazer da descoberta inerente ao estudo
da Matematica. Um conceito de matematica pode nao fazer sentido para o aluno ou
pode ser compreendido de maneira incorreta, gerando uma confusa associacao entre
o objeto matematico e seu real significado. Surgiram, com o advento da informéatica,
objetos tecnologicos presentes no dia-a-dia daqueles que estao conectados na internet
e nas redes sociais: os Memes e os GIFs. Podemos utilizar Memes e GIFs que estao
presentes em larga escala na internet para ajudar a explicar assuntos matematicos e
elucidar nossas aulas, trazendo conceitos necessarios e aproximando a matematica para
a realidade que o aluno vive hoje. Assim, o presente trabalho que, apds apresentar um
mapeamento das dissertagoes do PROFMAT sobre esta tematica, vai em busca de diferentes
resolugoes para alguns Problemas Olimpicos de Matematica (OBMEP, IMO), visando
atingir um maior potencial pedagégico com um mesmo problema. Em seguida, passamos
pelas possibilidades pedagdgicas que podemos explorar utlilizando alguns Memes e GIFs
nas aulas e, finalizamos com a proposta de algumas atividades, visando concatenar a
Resolucao de Problemas, Memes e GIFs em aulas. As Figuras apresentadas neste trabalho
(imagens, Memes e GIFs) encontram-se organizadas por ordem numérica e disponiveis para
visualizagao/download no seguinte link: <https://drive.google.com /backup-figuras-

dissertacao-profmat2020>.

Palavras-chave: Resolu¢ao de Problemas; Olimpiada de Matematica; IMO; OBMEP;
Meme; GIF; Recurso Didatico.
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ABSTRACT

MIGON, Bruno dos Santos. The Use of Olympic Problems, Memes and GIFs as
a Didactic Resource in Mathematics. 2020. 165 f. Dissertacao (Mestrado) — Colégio
Pedro II, Pré-Reitoria de Pés- Graduacao, Pesquisa, Extensao e Cultura, Programa de

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2020.

The Teaching of Mathematics through Problem Solving seeks to develop in the student
a more logical and interpretative reasoning, with a view throughout his life it will be
necessary to interpret and solve various problems. Solving problems such as searching for
alternatives for the transmission of knowledge can collaborate with students’ motivation
and learning, and provide the pleasure of discovery inherent in the study of Mathematics. A
math concept may not make sense to the student or it may be misunderstood, generating
a confused association between the mathematical object and its real meaning. With
the advent of informatics, technological objects present in the day-to-day lives of those
who are connected to the internet and social networks have emerged: Memes and GIFs.
We can use Memes and GIFs that are present on a large scale on the internet to help
explain mathematical subjects and clarify our classes, bringing necessary concepts and
mathematics closer to the reality that the student lives today. Thus, the present work,
which, after presenting a mapping of PROFMAT’s dissertations on this theme, seeks a
different resolution for some Olympic Mathematical Problems (OBMEP, IMO), aiming
at reaching a greater pedagogical potential with the same problem. Then, we go through
the pedagogical possibilities that we can explore using some Memes and GIFs in classes
and, we end with the proposal of some activities, aiming to concatenate Problem Solving,
Memes and GIFs in classes. The Figures presented in this work (images, Memes and GIFs)
are organized in numerical order and available for viewing/downloading at the following

link: <https://drive.google.com/backup-figuras-dissertacao-profmat2020>.

Keywords: Problem solving; Mathematics Olympiad; IMO, OBMEP; Meme; GIF; Di-

dactic Resource.
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1 INTRODUCAO

A génese deste trabalho ocorreu no bairro de Bangu (Rio de Janeiro), na Escola
Municipal Leonidas Sobrino Porto e possui uma data, um registro por foto e uma questao

motivadora, conforme se ilustra na Figura 1:

Figura 1 — Projeto Turma Preparatéoria OBMEP

(b) 1° Problema apresentado

P 1. Ome ‘estao colocadas em um plano, arrumadas em uma cadeia,
2

como ilustrado na Figura 6. Todas as podem rodar simult

Fonte: (a) O autor, 2019 ; (b) Fomin, Genkin e Itenberg (2017, p. 5)

Na primeira aula preparatéria para a OBMEP, em 16 mar. 2019 (Figura 1a), propus
aos alunos o problema presente na Figuralb, que versa sobre o funcionamento efetivo
de um sistema de 11 engrenagens girando em conjunto. Trata-se de um problema tipico
de paridade que foi apresentado aos alunos e os mesmos tiveram grande dificuldade em
visualizar todo o sistema de engrenagens em funcionamento. Na ocasiao, fui ao quadro
tentar desenhar o sistema de engrenagens para sanar a duvida dos alunos, mas nao obtive
éxito e a duvida permanecia ainda com os jovens. Num dado momento da aula, tive a
ideia de pesquisar no celular algo que expusesse o funcionamento de algum sistema de
engrenagens, pois acreditava que a visualizagdo de um sistema desse tipo iria sanar as
duvidas e que conduziria ao entendimento sobre o conceito de paridade que esta por tras
do problema. No retorno dessa pesquisa, surgiu o GIF! (Graphics Interchange Format ou

Formato de Intercambio de Graficos) da Figura 2.

Figura 2 — GIF animado sobre engrenagens

O

Fonte: Disponivel em: <https://gifimage.net/engrenagens-gif/>. Acesso em: jan. 2020

L Para ser direcionado aos GIFs animados deste trabalho, basta clicar na legenda da Figura correspon-

dente.


https://gifimage.net/engrenagens-gif/
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Os alunos apés visualizarem o GIF das engrenagens em funcionamento, conseguiram
associar que o sistema fechado travaria se houver um nimero impar de engrenagens, e
como 11 é impar, o sistema nao funciona. Nesse momento, percebi que seria possivel
utilizar alguns recursos tais como GIFs e Memes para elucidar alguma duvida ou até
mesmo utiliza-lo como ponto de partida para solucionar problemas de matematica ou
mesmo ensinar a parte tedrica, ja que esses instrumentos fazem parte do dia-a-dia das

pessoas que possuem algum acesso a internet.

Dessa possibilidade, surgiu a razao para elaborar este trabalho, no qual propomos
resolugoes de Problemas de Matematica (de Olimpiadas) e utilizaremos, sempre que
for possivel, Memes e GIFs como meio auxiliar de ensino, vinculados as habilidades e
competéncias previstas na Base Curricular Nacional Comum (BNCC). O presente trabalho,
além da Introdugao, estd estruturado em mais 4 (quatro) Capitulos e a Concluséo, e 1

(um) Apéndice.

No segundo Capitulo, procederemos ao mapeamento dos trabalhos de conclusao
de curso do Mestrado PROFMAT relativamente aos assuntos OBMEP, Olimpiadas de
Matematica, Memes e GIFs, visando com isso nao s6 conhecer o estado da arte, mas
também evitar a sobreposicao de assuntos e abordagens; sera discorrido também sobre a

metodologia de pesquisa e, de uma forma geral, sobre a bibliografia utilizada.

No terceiro Capitulo, serao abordados alguns aspectos sobre o histérico da BNCC
(BRASIL, 2018) e a sua importancia no que diz respeito a orientar o Ensino de Matematica;
abordaremos a relevancia do ensino de matematica sob a oOtica da resolucao de problemas,
aonde solucionaremos 12 problemas oriundos de Olimpiadas de Mateméatica (OBMEP,
IMO, etc) por métodos diversificados buscando uma maior riqueza e potencial pedagdgico
do problema, tecendo comentarios sobre os métodos e enquadrando os conceitos utilizados
nas resolugoes sob a luz da BNCC (BRASIL, 2018).

No quarto Capitulo, comentaremos inicialmente sobre as Teorias das Representagoes
de Duval, com foco na conversao de representacoes semidticas, passando pela identificacao
do perfil do jovem aluno que integra os bancos escolares (Geracao Z) e culminando
com algumas catalogagoes por assunto sobre as potencialidades pedagogicas de Memes e

GIFs para o Ensino de Matematica, tendo sempre que possivel um equadramento desses

potenciais pedagdgicos sob a égide da BNCC (BRASIL, 2018).

No quinto Capitulo serdo apresentadas 5 propostas para Atividades a serem desen-
volvidas em sala de aula, planejadas com foco em alunos a partir do 8 ano do Ensino
Fundamental (preferencialmente em Turmas de Olimpiadas de Matemética), e fazendo
uma culmindncia entre as exposigdes dos capitulos anteriores (Teoria das Representa-
¢oes de Duval + Utilizacao de Memes e GIFS + Resolugoes de Problemas Olimpicos de

Matematica).
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Na Conclusao serao expostas as consideragoes finais acerca da reflexao, impressao

e objetivos deste trabalho, sob a ética deste autor.

H4, ainda, um Apéndice. Ele sera reservado para solugoes do que foi proposto a
titulo de desafios e atividades no decorrer do trabalho. A cada um dos Memes-desafios que
foram propostos no terceiro Capitulo e a cada uma das 5 atividades propostas no quinto

Capitulo serao apresentadas as respectivas solugoes no Apéndice.

As Figuras apresentadas neste trabalho (imagens, Memes e GIFs) encontram-se
organizadas por ordem numérica e disponiveis para visualizagao/download no seguinte

link: <https://drive.google.com/backup-figuras-dissertacao-profmat2020>.


https://drive.google.com/open?id=18E0WhBIqQXsul1IOQgBYjV4kiKjKJARu
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2 METODOLOGIA DE PESQUISA E O MAPEAMENTO DE DISSERTA-
COES PROFMAT SOBRE OLIMPIADAS

Neste capitulo comegaremos por apresentar algumas consideragoes acerca da Meto-
dologia de Pesquisa utilizada, tendo por ponto de partida um levantamento efetuado por
intermédio do banco de dados do site do PROFMAT utilizando a ferramenta de busca das

Dissertagoes referentes as Olimpiadas de Matematica.

2.1 Classificacao Metodologica deste Trabalho

2.1.1 Finalidade e Objetivos

Este trabalho tem por finalidade aprofundar o conhecimento sobre o tema Ensino
por Resolucao de Problemas e utilizagdo de Memes e GIFs como meio de apoio ao Ensino de
Matematica, enquadrando ambos a luz da BNCC, visando motivar e facilitar a compreensao

pelos discentes da relagao entre os objetos matematicos e seu real significado.

Trata-se de uma pesquisa descritiva, voltada para a apresentacao de aspectos
tedricos, como a Resolugdo de Problemas Olimpicos feita de formas diferentes ou também
a interpretagdo do conteido matematico presentes em GIFs. Sobre as fontes utilizadas, nos
baseamos, a titulo de revisao bibliografica, em livros nacionais e estrangeiros, em artigos
publicados em revistas cientificas, em dissertacoes de mestrado, em sites confidveis da

internet e em canais de midias sociais do Instagram e do Telegram.

2.1.2  Abordagem

Esta pesquisa possui uma abordagem do tipo qualitativa, onde iremos analisar
criticamente os dados coletados, de maneira valorativa, os quais serao lidos, interpretados
e analisados para, apés isso, podermos chegar a conclusoes e enquadramentos; por exemplo
quando separamos algum Meme, o apresentamos, o interpretamos e concluimos sobre

o teor da mensagem a ser repassada pela imagem e enquadramos esse teor em face da
BNCC.

2.1.3 Método

No que diz respeito ao método, seguimos o hipotético-dedutivo onde temos basica-
mente um problema, que consiste na dificuldade que os alunos revelam em compreender
alguns contetidos mateméaticos. E nossa conviccio que uma das oportunidades apresenta-
das para resolvé-lo, passa pela resolucao de problemas, e pela utilizagao de recursos do

cotidiano dos estudantes, como os Memes e GIFs e, quando possivel, todos combinados.
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2.1.4 Procedimentos

Quanto aos procedimentos, foi utilizado o bibliografico, tendo sido lidos os materiais
constantes na Referéncia deste trabalho, a partir dos quais foi estabelecido o referencial

tedrico do mesmo.

2.2 Mapeamento das Dissertagcoes do PROFMAT e desenvolvimento da Pes-

quisa

Nesta secao, sera apresentado um mapeamento das Dissertagoes do PROFMAT que
versam sobre OBMEP e Olimpiadas de Matematica, motivacao inicial deste Trabalho, com
o objetivo de as agrupar segundo Andlise de Resultados, Projeto de Olimpiadas, Proposta

de Ensino e Resolugio de Problemas por Tema/Nivel.

Nesse sentido, foram pesquisadas as Dissertagoes disponibilizadas no site Banco de
Dissertacoes do PROFMAT!, através da ferramenta de pesquisa utilizando a palavra-chave
obmep, resultando em 47 registros; ao utilizarmos a palavra-chave olimpiada através da
ferramenta de pesquisa no referido site, o resultado foi de 30 registros e, ao utilizarmos o

filtro de palavras-chave com Meme ou com GIF, o resultado foi de nenhum registro.

Apés analisar cada um dos trabalhos, elaboramos uma planilha os catalogando
por nome, autor, data de defesa, tema e um hiperlink que reporta diretamente ao site do
PROFMAT para que a dissertagao nos seja disponibilizada on line. Pudemos perceber
que 4 Dissertagoes se repetiram no resultado das duas buscas feitas, reduzindo o universo
de 77 (setenta e sete) para 73 (setenta e trés) Dissertagoes tabuladas. Pode-se verificar,
por intermédio do grafico da Figura 3, o panorama de Trabalhos disponibilizados na
plataforma do PROFMAT acerca dos temas que versam sobre OBMEP e Olimpiadas
(data da pesquisa: 15 set. 2019):

Figura 3 — Gréafico Analise das Dissertacoes do PROFMAT

ASSUNTO: OBMEP/OLIMPIADAS DE MATEMATICA

PERIODO: 2013-2019 DISSERTACOES: 73
3

Projetode
Olimpiadas;
12 Anélise de

Resultados; 24

Resolugdo de
Problemas; 34

Fonte: O autor, 2019

1 Pesquisa realizada no site de busca de dissertagdes PROFMAT (2019).
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Nesse levantamento, nao foi encontrada alguma Dissertagao versando sobre potenci-
alidades pedagbgicas de problemas olimpicos, conectando suas resolugoes com habilidades
e competéncias delineadas pela BNCC, tao pouco trabalhos que utilizassem Memes ou
GIFs. Acerca da proposta de ensino por Resolugao de Problemas, foram encontrados 34

resultados com possibilidade de serem referenciaveis.

Apés o mapeamento das Dissertagoes PROFMAT, foi revisada a bibliografia
necessaria para a consecuc¢ao do terceiro Capitulo, que propoe a Resolugdo de Problemas
Olimpicos sob diferentes 6ticas, objetivando maximizar o potencial pedagogico do problema.
Em termos de revisao bibliografica, os aspectos tedricos sobre o ensino por resolugao de
problemas e o que foi desenvolvido sobre a BNCC, apresentados no inicio do Capitulo,
foram obtidos principalmente a partir das leituras da BNCC (BRASIL, 2018), Polya
(1995), Posamentier (1996) e Onuchic (1999). Apéds essa fundamentacao foram selecionados,
resolvidos e comentados dentro do que delineia a BNCC, 12 problemas olimpicos de
matematica nacionais e internacionais, obtidos a partir de leitura das obras do romeno
Titu Andreescu, do norte-americano Samuel Greitzer e dos Bancos de Questoes da OBMEP
e das provas de 1* fase da OBMEP, ocorridos nos anos de 2013 a 2019. Para apoiar as
resolugoes dos problemas olimpicos e/ou aprofundar conhecimentos, serdo disponibilizadas

citacoes e notas de rodapé, referenciando livros, artigos, revistas e teses de mestrado.

No que tange ao quarto Capitulo, que trata da potencialidade pedagogica de Memes
e GIFs, para introduzir o assunto, foi necessario buscar literatura externa ao PROFMAT
sobre Memes e GIFs, dentre as quais destacamos as obras de Kellner (2001) e de Flusser
(2010) e a tese de Nadal (2014). Fez parte também dentro do escopo deste capitulo, uma
introdugao sobre a Teoria das Representagoes, onde nos baseamos em Duval (1993). Com
relacdo aos Memes e GIFs apresentados, foram selecionados a partir de uma pesquisa
iniciada em jul. 2019 e concluida em jan. 2020, tendo como meio de busca os mais diversos
canais das midias sociais, Telegram e Instagram. Apds a selecdo dos Memes e GIFs, os
mesmos foram catalogados por assunto, tiveram suas fontes referenciadas, foram explicados

pelo teor de suas mensagens e, sempre que foi possivel, comentados sob a perspectiva da
BNCC.

Com relacao ao quinto Capitulo, a construcao das varias Atividades propostas
para sala de aula foi pensada de modo a obedecer a um padrao que concatenasse os
dois capitulos principais desta dissertacao. Foi elaborado um roteiro padrao de aula e as
diferencas consistem nas atividades propriamente ditas, as quais envolvem Memes, GIFs e
problemas olimpicos, tendo o principal objetivo de conectar a Teoria das Representagoes de
Duval, o Ensino por Resolucao de Problemas e os aspectos tecnolégicos dos Memes e GIFs.
Em apéndice apresentam-se as resolucoes passo-a-passo, de todos os 6 Memes-desafios que
propusemos no quarto Capitulo e também das 5 atividades propostas para serem aplicadas

em sala de aula, que foram apresentadas no quinto Capitulo.
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3 EXPLORANDO O POTENCIAL PEDAGOGICO DE PROBLEMAS
OLIMPICOS

3.1 Introducgao

Desde a apresentacao das quatro etapas para se chegar a solu¢ao de um problema
descritas por Polya, em seu livro intitulado How to Solve It, cuja primeira edi¢ao data
de 1945, muito ja se pesquisou. A tendéncia da Educacao Matematica por “resolucao de
problemas” avanca hoje para além das fronteiras de um método de resolucao e passa a ser

desenvolvida como uma perspectiva metodolégica para o ensino da Matematica.

Onuchic (1999) faz uma retrospectiva do desenvolvimento dessa tendéncia, evi-
denciando o trabalho realizado por Schroeder e Lester (1989) que aponta para diferentes
modos de aborda-la. Pode-se adotar uma atitude educativa que corresponda a ensinar
resolugao de problemas. Nessa abordagem, os modelos de resolugao constituem o foco
da atividade. Pode-se, por outro lado, ensinar a resolver problemas, o foco nesse caso é
concentrar-se no ensino de matematica e no que dela pode ser aplicado na resolucao de
problemas rotineiros ou nao; e, por ultimo, pode-se assumir uma conduta de ensinar a

matematica por meio da resolucdo de problemas, na qual

(...) os problemas sdo importantes ndo somente como um propésito de
se aprender matematica, mas também, como um primeiro passo para
se fazer. O ensino-aprendizagem de um tépico matemdtico comeca com
uma situacao-problema que expressa aspectos-chave desse tépico e sao
desenvolvidas técnicas matemadticas como respostas razoaveis (...), deste
modo, pode ser visto como um movimento do concreto (um problema do
mundo real que serve como exemplo do conceito ou da técnica operatdria)
para o abstrato (uma representacao simbolica de uma classe de problemas
e técnicas para operar simbolos). (ONUCHIC, 1999, p. 207)

Para Onuchic, essa abordagem é a mais coerente com as indica¢oes apresentadas
nos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) e estendemos aqui essa coeréncia & BNCC,
pela qual se espera que os alunos “desenvolvam a capacidade de indentificar oportunidades
de utilizacao da matematica para resolver problemas, aplicando conceitos, procedimentos e
resultados para obter solugoes e interpreta-las segundo os contextos das situagoes” BNCC
(BRASIL, 2018, p. 265). Onuchic afirma ainda que nessa abordagem “o aluno tanto aprende
matemética resolvendo problemas com aprende mateméatica para resolver problemas” (p.
211). Antes de prosseguirmos sobre o Ensino de Matemética por Resolugao de Problemas
e relacionarmos esses problemas as competéncias elencadas na BNCC, iremos comentar,

inicialmente, aspectos sobre a Base Nacional Curricular Comum e o Ensino de Matemaética.
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3.2 A BNCC e o Ensino de Matemaéatica

Para que possamos iniciar nossas abordagens e reflexdes acerca da Base Nacional
Curricular (BNCC) e suas indicagoes, principalmente na drea da Matematica, julgamos
interessante realizar uma breve apresentagao dos movimentos que precederam a sua

homologacao.

Nao podemos desprezar a dimensao do nosso pais, seja em territorialidade ou
em diversidade, nem ignorar a desigualdade social ainda presente em todo territério e
evidente em iniimeras pesquisas e dados estatisticos. Um de nossos desafios, na area da
educacao, ¢ propiciar oportunidades iguais para todos os nossos estudantes sem perder a

particularidade e singularidade de cada regiao ou grupo.

Desde 1988, a Constituicao Federal determina o direito a educacao e apresenta os
conteudos minimos a serem a serem desenvolvidos em todo o territério nacional. Nesse
mesmo documento, podemos encontrar indicagoes da necessidade de resguardar os valores

culturais e artisticos, nacionais e regionais.

Quase dez anos depois, no ano de 1996, a Lei de Diretrizes e Bases (LDB) estabelece
as competéncias e diretrizes para a Eduagao Infantil, o Ensino Fundamental e o Ensino
Médio, que deveriam nortear os curriculos e seus contetidos minimos, de modo a assegurar
formacao basica comum salientando que os contetidos deveriam ser complementados com

a parte diversificada que garantiria as caracteristicas locais e regionais.

No Plano Nacional de Educagao (PNE), de 2014, essa necessidade é reafirmada,
ou seja, em parceria, a Unido, os estados, o Distrito Federal e os municipios deveriam
criar uma Base Nacional Comum Curricular (BNCC) que garantisse a todos os alunos
do territorio nacional as aprendizagens essenciais preservando-se as identidades étnicas,
culturais e linguisticas. Para isso, cada Secretaria de Educacgao teria autonomia para pensar

e planejar as agoes de suas unidades escolares a partir das necessidades locais.

Desta forma, a BNCC, homologada em dezembro de 2017, é um documento que
define um conjunto de aprendizagens essenciais que os alunos devem desenvolver durante
a Educacao Basica, independentemente da regiao onde moram. O principal objetivo é
garantir que todos os alunos brasileiros tenham a mesma oportunidade de aprender o
que é considerado essencial. O documento ¢é exclusivo a educacao escolar e esta orientado
por principios que visam uma formac¢do humana integral e uma sociedade mais justa,

democratica e inclusiva.

Além da equiparacao das oportunidades de aprendizagens, buscando reduzir as
desigualdades historicas estabelecidas, o desenvolvimento de uma base comum curricular
visa outros fatores, como assegurar aprendizagens essenciais definidas para cada etapa
da Educacao Basica, orientar a elaboracao de um curriculo especifico de cada escola ou

rede escolar, ptblica ou privada, e instruir as matrizes de referéncia das avaliagoes e dos
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exames externos.

Com foco no desenvolvimento de competéncias e no compromisso com a educa-
¢ao integral, o documento apresenta uma abordagem bastante clara no que diz respeito
ao desenvolvimento integral dos estudantes (cognitivo e emocional) e a importancia da
experimentacao, articulacao e aplicabilidade dos conhecimentos e ao acesso e utilizacao
da informacao e da tecnologia. Uma das caracteristicas desse documento é que ele nao
define 0 modo como ensinar nem impede que sejam contempladas no dia a dia escolar
as especificidades regionais. Assim, a BNCC (BRASIL, 2018) estabelece um conjunto de
conhecimentos basicos que devem ser assegurados, sem interfirir na diversidade cultural
e regional e na autonomia dos educadores. Essas aprendizagens essenciais devem coexis-

tir para assegurar aos alunos o desenvolvimento de dez competéncias gerais tendo em
consideracao que, segundo a BNCC (BRASIL, 2018, p. 8):

(...) competéncia é definida como a mobilizagao de conhecimentos (concei-
tos e procedimentos), habilidades (préticas, cognitivas e socioemocionais),
atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana,
do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.

A seguir, estao listadas as dez competéncias gerais da Educacao Béasica definidas
pela BNCC (BRASIL, 2018, p. 9-10):

1. Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o
mundo fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade,
continuar aprendendo e colaborar para a construcido de uma sociedade
justa, democratica e inclusiva.

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem proépria das
ciéncias, incluindo a investigacao, a reflexao, a analise critica, a imagina-
¢ao e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipoteses,
formular e resolver problemas e criar solugoes (inclusive tecnolégicas)
com base nos conhecimentos das diferentes areas.

3. Valorizar e fruir as diversas manifestagoes artisticas e culturais, das
locais as mundiais, e também participar de praticas diversificadas da
producao artistico-cultural.

4. Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como
Libras, e escrita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como conheci-
mentos das linguagens artistica, matemaética e cientifica, para se expressar
e partilhar informacoes, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes
contextos e produzir sentidos que levem ao entendimento mutuo.

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao e
comunicacao de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas
praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e
disseminar informagdes, produzir conhecimentos, resolver problemas e
exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva.

6. Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias culturais e apropriar-se
de conhecimentos e experiéncias que lhe possibilitem entender as relagoes
proprias do mundo do trabalho e fazer escolhas alinhadas ao exercicio da
cidadania e ao seu projeto de vida, com liberdade, autonomia, consciéncia
critica e responsabilidade.
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7. Argumentar com base em fatos, dados e informagdes confidveis, para
formular, negociar e defender ideias, pontos de vista e decisdes comuns
que respeitem e promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambi-
ental e o consumo responsavel em ambito local, regional e global, com
posicionamento ético em relacdo ao cuidado de si mesmo, dos outros e
do planeta.

8. Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua saude fisica e emocional,
compreendendo-se na diversidade humana e reconhecendo suas emogoes
e as dos outros, com autocritica e capacidade para lidar com elas.

9. Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucao de conflitos e a cooperagao,
fazendo-se respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos direitos
humanos, com acolhimento e valorizagdo da diversidade de individuos e
de grupos sociais, seus saberes, identidades, culturas e potencialidades,
sem preconceitos de qualquer natureza.

10. Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade, fle-
xibilidade, resiliéncia e determinagao, tomando decisoes com base em
principios éticos, democraticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios.

Na BNCC, a matematica é destacada como uma area do conhecimento essencial
para os alunos da Educagao Basica tanto por suas aplicagoes como também por suas
potencialidades na formagao de cidadaos criticos e engajados. Nesse sentido, o documento
explicita que a Matematica nao se restringe a qualificacao de fenémenos deterministicos e

a técnicas de calculo, mas envolve, ainda, o estudo de fenémenos de carater aleatorio.

Outro aspecto da BNCC em relagdo a Matemaética consiste em estender a ideia dessa
area como uma ciéncia hipotético-dedutiva. Na Educacao Bésica, é importante considerar
o papel heuristico dessa area, pois sao fundamentais as experimentacoes matematicas

feitas pelos alunos.

O documento também apresenta o compromisso que se deve ter no Ensino Funda-

mental com o letramento matematico, definido como:

(...) as competéncias e habilidades de raciocinar, representar, comunicar e
argumentar matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de
conjecturas, a formulacao e a resolucao de problemas em uma variedade
de contextos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas
mateméticas. (BRASIL, 2018, p. 266)

Nesse compromisso, fica evidente a preocupacao em utilizar os conhecimentos mate-
maticos para compreender o mundo e nele atuar. Para o desenvolvimento desse letramento
e do pensamento computacional, a BNCC cita os processos matematicos de resolugao
de problemas, de investigagao, de desenvolvimento de projetos e da modelagem. Esses
processos podem ser tomados como formas de organizagdo da aprendizagem matematica e
levam em consideracgao a anélise de situacgoes do cotidiano, de outras areas do conhecimento

e da propria matematica.
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Com base no que foi exposto anteriormente, a BNCC (BRASIL, 2018, p.267)
delimita as seguintes competéncias especificas para a area de Matematica para o Ensino

Fundamental:

1. Reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humana, fruto das neces-
sidades e preocupagoes de diferentes culturas, em diferentes momentos
histéricos, e é uma ciéncia viva, que contribui para solucionar proble-
mas cientificos e tecnolégicos e para alicercar descobertas e construgoes,
inclusive com impactos no mundo do trabalho.

2. Desenvolver o raciocinio l6gico, o espirito de investigacao e a capacidade
de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos
mateméaticos para compreender e atuar no mundo.

3. Compreender as relagoes entre conceitos e procedimentos dos diferentes
campos da Matemdtica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e
Probabilidade) e de outras dreas do conhecimento, sentindo seguranga
quanto a prépria capacidade de construir e aplicar conhecimentos ma-
teméaticos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranca na busca de
solugoes.

4. Fazer observacoes sistematicas de aspectos quantitativos e qualitativos
presentes nas praticas sociais e culturais, de modo a investigar, organizar,
representar e comunicar informacoes relevantes, para interpreta-las e
avalid-las critica e eticamente, produzindo argumentos convincentes.

5. Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias
digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais
e de outras areas de conhecimento, validando estratégias e resultados.

6. Enfrentar situacoes-problema em multiplos contextos, incluindo-se si-
tuacoes imaginadas, nao diretamente relacionadas com o aspecto pratico-
utilitario, expressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utilizando
diferentes registros e linguagens (graficos, tabelas, esquemas, além de
texto escrito na lingua materna e outras linguagens para descrever algo-
ritmos, como fluxogramas, e dados).

7. Desenvolver e/ou discutir projetos que abordem, sobretudo, questdes de
urgéncia social, com base em principios éticos, democraticos, sustentaveis
e solidarios, valorizando a diversidade de opinides de individuos e de
grupos sociais, sem preconceitos de qualquer natureza.

8. Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletiva-
mente no planejamento e desenvolvimento de pesquisas para responder
a questionamentos e na busca de solugoes para problemas, de modo a
identificar aspectos consensuais ou ndo na discussdo de uma determinada
questao, respeitando o modo de pensar dos colegas e aprendendo com
eles.

No que tange ao Ensino Médio, a BNCC preconiza que a drea de Matemaética e
suas Tecnologias objetive consolidar, ampliar e aprofundar as aprendizagens trabalhadas
no Ensino Fundamental, dando énfase a uma constituicdo de uma visdo mais integrada da
Matematica aplicada a realidade em diferentes contextos, tendo como aspecto relevante o
cotidiano vivido pelo aluno. H& o foco em aperfeicoar o letramento matematico obtido no

Ensino Fundamental visando uma maior abstracao e reflexao.

Para que esses objetivos sejam alcangados, ¢ imperativo que o estudante desenvolva

habilidades relativas a processos de investigacao, de construcao de modelos e de resolucao
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de problemas. Com isso, nesta etapa serao desenvolvidas e aperfeicoadas competéncias que
abranjam raciocinio, representacao, comunicac¢ao e argumentacao. Temos entao, conforme
delimita a BNCC (BRASIL, 2018, p. 531), as seguintes competéncias especificas da area

de Matematica e suas Tecnologias para o Ensino Médio:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matemaéticos para in-
terpretar situacdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioe-
condmicas ou tecnolégicas, divulgados por diferentes meios, de modo a
contribuir para uma formacao geral.

2. Propor ou participar de agoes para investigar desafios do mundo
contemporéaneo e tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis, com
base na andlise de problemas sociais, como os voltados a situagoes de
saude, sustentabilidade, das implicagoes da tecnologia no mundo do tra-
balho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos
e linguagens préprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢gdes e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao das
solucdes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes regis-
tros de representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagao de resultados de
problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
e propriedades mateméticas, empregando estratégias e recursos, como
observacao de padroes, experimentagoes e diferentes tecnologias, identifi-
cando a necessidade, ou nao, de uma demonstracdo cada vez mais formal
na validagio das referidas conjecturas.

3.3 Importancia do Ensino por Resolugdao de Problemas

Um dos pioneiros em pesquisa sobre resolucao de problemas foi George Polya!. Em
sua publicagdo A arte de resolver problemas, ele apresenta um modelo tedrico em que
classifica as etapas que ocorrem na resolucao de um problema: compreensdo do problema,
elaboracao de um plano e retospecto ou exame da solucao produzida. O autor também
identifica tipologias de procedimentos (analogia, observagao, experimentagao e indugao) e

de problemas (de determinagdo e de demonstracao).

Ao abordar a nogao de problema em seus estudos, Polya (1995) afirmou que s6
existe um problema quando ha uma dificuldade que se deseja vencer. Com essa mesma
abordagem, Saviani (1999) trata problema como uma questao cuja resposta nao é conhecida,

mas que se deseja conhecer.

A palavra problema é formada pelo prefixo prd, que significa “diante, a frente”, e
o complemento bdllein, que significa “colocar, lancar”. Assim, o sentido etimolégico do

termo problema pode ser interpretado como “langar-se a frente”. No contexto do ensino

1 George Polya (1887-1985), matemético hingaro.
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de Matematica, Onuchic e Allevato (2004, p.221) consideram que problema consiste em

“tudo aquilo que nao sabemos fazer, mas que estamos interessados em fazer”.

Lange (2003) ressalta ser essencial que o professor propicie aos alunos situagoes
dos contextos sociocultural, escolar, familiar, pessoal, entre outros, de tal maneira que a
Matematica seja vista como um conhecimento que nos ajuda a resolver problemas. Nesse

sentido, Sadovsky corrobora essa afirmagao quando ressalta a esséncia da pratica docente:

Destacamos o papel do docente numa funcao essencial: a de formular
problemas que emergem da producéo especifica da classe, mas que levanta
tendo como referéncia a atividade matematica. Exigir mais precisdo nas
formulacdes dos alunos, reperguntar, discutir e interpelar sdo questoes
que fazem parte dos intercAmbios com os alunos. (SADOVSKY, 2007, p.
55)

Ainda sobre a importéncia que o professor tem, acerca da sisteméatica por resolugao

de problemas, segundo Polya tém-se que:

Um professor de matemética tem, assim, uma grande oportunidade. Se ele
preenche o tempo que lhe é concedido a exercitar seus alunos em operagoes
rotineiras, aniquila o interesse e tolhe o desenvolvimento intelectual dos
estudantes, desperdicando, dessa maneira, a sua oportunidade. Mas se ele
desafia a curiosidade dos alunos, apresentando-lhes problemas compativeis
com os conhecimentos destes e auxiliando-os por meio de indagacoes
estimulantes, podera incutir-lhes o gosto pelo raciocinio independente
e proporcionar-lhes certos meios para alcancar este objetivo (POLYA,
1995, p. 5)

O professor que utiliza a resolu¢ao de problemas em suas aulas como veiculo de

ensino, oportuniza a aprendizagem aos seus alunos. Sadovsky esclarece que:

Para aprender, os estudantes, por sua vez, precisam assumir a tarefa
de reconstrugdo matematica como um projeto pessoal. Isso implica que
considerem suas resolugées como objeto de reflexdo e que possam pro-
duzir teoria com base nelas (por exemplo, que estejam em condigdes
de sintetizar o que sabem até um certo momento, com relacdo a um
determinado tema); que possam voltar atrds, e revisar e modificar ideias
ja elaboradas; que admitam a possibilidade de deixar pendentes, em dado
momento, questoes ainda nao compreendidas por inteiro, mas que possam
ser recuperadas depois; que tomem consciéncia de seus aprendizados e
reconhegam, no presente, sua capacidade de resolver algo que antes nao
sabiam; e que enfoquem a resolucdo de um problema com ideias que
contribuam para sua abordagem. (SADOVSKY, 2007, p. 55)

Na perspectiva da resolugao de problemas, o aluno deixa de apresentar um desen-
volvimento fragmentado, mecanico e reprodutivo de habilidades para se tornar alguém que
utiliza a matematica em um movimento que possibilite analises, discussoes, conjecturas,
construcao de conceitos e formulagao de ideias. Com esse movimento, o aluno é capaz de

compreender o papel da matemética na sociedade.
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Acreditamos que a pratica de resolucao de problemas oferece aos alunos a oportuni-
dade de “fazer matematica”, ou seja, desenvolver habilidades de construcao e reconstrucao
de propriedades matematicas, bem como comunicar ideias, resultados e experiéncias. A
respeito de resolucao de problemas, o tamanho do desafio depende da pessoa que o esta
resolvendo, pois o que pode ser um problema para uma pessoa, para outra pode nao ser.
Uma condicao determinante é que o aluno sinta vontade de encontrar uma solucao para o
problema, e nao tenha, de imediato, caminhos 6bvios a seguir, sendo importante que ele
pare para pensar e buscar ideias, pois se solucionar o desafio com rapidez e precisao, o

problema nao deveria ter sido tao desafiador.

A partir da préxima secgao, tendo em vista a importancia acerca de ensinar por
intermédio de resolugao de problemas, pretende-se abordar alguns problemas de forma
a extrair o maximo de seu potencial pedagogico aliado a sua catalogacao enquadrada
nas habilidades norteadas na BNCC. A titulo de uma simples exemplificacdo, ao nos
depararmos com um problema tipicamente classificado como de algebra, serd que nao
podemos resolvé-lo utilizando outros topicos da propria algebra, ou as ferramentas da
geometria, ou de trigonometria, atingindo, assim, mais habilidades tabeladas na BNCC,

conseguindo, deste modo, a maximizacao pedagogica do mesmo problema.

Os problemas selecionados a seguir, foram retirados de diversas fontes, com foco
principal naqueles ja ocorridos em provas de Olimpiadas de Matematica e no Banco de
Questoes da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (BANCO OBMEP),

todos classificados como problemas a nivel da Escola Basica, fundamental e média.

3.4 Problema 1: Tridngulo da Olimpiada de Matematica de Moscou (1952)

Apresentaremos, em primeiro lugar, um problema quase sempre presente em listas
de exercicios preparatorios para Olimpiadas de Matematica, o Problema do Tridngulo
Russo, conhecido como the hardest easy geometry problem of the world, ou o problema

mais dificil de geometria facil do mundo.

3.4.1 Um Problema bem antigo... um pouco de historia

Popularmente conhecido no Brasil como problema do “Triangulo Russo”, fez parte
da Olimpiada de Matemética da Cidade de Moscou - URSS, de 1952, (Figura 5). Este
famoso problema de geometria plana, ainda hoje, intriga a quem investe preciosos minutos
— ou talvez até horas, dias — para tentar soluciona-lo devido a sua aparente facilidade.

Podemos verificar seu enunciado em Jiagu (2010, p. 58)

Em outubro de 1922, E. Langley? publica na pagina 173 do Volume 11 da Revista

Gazeta Matematica, o problema n° 644, de geometria (Figura 4), que mais tarde ficaria

2 Eduard Mann Langley (1851 - 1933), matematico britanico e fundador da Revista Mathematical
Gazette.
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conhecido como o “Problema de Langley” ou também “Angulos Adventicios de Langley”

mas no Brasil, seria o popular “Triangulo Russo”.

Figura 4 — Revista Mathematical Gazette, out. 1922

Fonte: Disponivel em: <https://www.cambridge.org/>. Acesso em: 15 ago. 2019.

Figura 5 — Olimpiada de Moscou (URSS) - 1952

58 Lecture 9. Sides and Angles of a Triangle

8. (AHSME/I977) In AABC, AB = AC,ZA = 80°. If the points D, E, F
are on the sides BC, C'A and AB respectively, such that CE = C'D, BF =
BD, then ZEDF, in degrees, is

(A)30°, (B)40°, (©)50°, (D) 65°, (E) none of preceding.

©

If the lengths of three sides of a triangle are consecutive positive integers, and
its perimeter is less than or equal to 100, how many such acute triangles are
there?

10. (AHSME/1996) Triangles ABC and ABD are isosceles with AB = AC =
BD, and AC intersects BD at E. If AC is perpendicular to BD, then
4C+£Dis

(A)115°, (B)120°, (€)130°, (D)135° (E)notuniquely determined.

Testing Questions (B)

1. (CHINA/I99I) In AABC, ZA = T0°. D is on the side AC, and the angle
bisector of ZA intersects BD at H such that AH : HE = 3 : 1 and
BH : HD =5 3. Then ZC in degrees is
(A)45°, (B)55°, (C)75°, (D) 80°.

2. (CHINA/1998) In wiangle ABC. ZA = 96°. Extend BC to an arbitrary
point D. The angle bisectors of angle ABC and ZACD intersect at Ay,
and the angle bisectors of ZA; BC and ZA,CD intersect at Ay, and 50 on.
‘The angle bisectors of ZA; BC and ZA,CD intersect at As. Find the size
of ZAj in degrees.

3. In AABC, AB = AC,D.E.F are on AB, BC,CA, such that DE =
EF = FD. Prove that ZDEB = %(AADF + LCFE).

4. Inright-angled AABC, ZC = 90°, E is on BC such that AC' = BE. D is

on AB such that DE L BC. Given that DE + BC = 1, BD = % find
2B in degrees.

5. (MOSCOW/1952) In AABC, AC = BC, ZC = 20°, M is on the side AC'
and N is on the side BC, such that ZBAN = 50°, ZABM = 60°. Find

ZNMB in degrees.

Fonte: (JTAGU, 2010, p. 58)

Ao longo da histéria, provavelmente o nome “Tridngulo Russo” tenha surgido
através do problema 348 presente em Lidski et al. (1972), (Figura 6a), que é a versao em
espanhol do livro russo que é conhecido no Brasil por LIDSKI — talvez seja pelo fato de
um dos seus autores, o mais famoso, ser o matematico Viktor Borissovich Lidski, a quem
se deve o Teorema de Lidski®. Cabe ressaltar que este livro ganhou versao traduzida para
o portugués através da editora Vestseller, em 2014 (Figura 6b):

3 Para saber sobre o Teorema de Lidski, descoberto por Viktor Borissovich Lidski (1924 - 2008)
matemadtico soviético/ucraniano, consultar Parado (1986).



https://www.cambridge.org/core/journals/mathematical-gazette/article/mag-volume-11-issue-160-cover-and-front-matter/73D87041E2AD34CD6FB543552B23BC0E
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Figura 6 — Edi¢oes do livro Problemas de Mateméatica Elementar, MIR
(a) Em espanhol (1972) (b) Em portugués (2014)

V.LIDSKI Y OTROS
PROBLEMAS DE MATEMATICAS ELEMENTALES PROBLEMAS DE
MATEMATICAS ELEMENTALES

V.LIDSKI Y OTROS

EDITORIAL MIR MOSCU EDITORIAL MIR MOSCU

Fonte: Disponivel em: <https://www.vestseller.com.br/problemas-de-matematica-elementar-lidski>.
Acesso em: 15 ago. 2019.

3.4.2 Diversas apari¢oes ao longo do tempo

Ha diversas citagoes e solugoes deste problema em diversos artigos, livros e provas

espalhados pelo mundo. Nao queremos — e nem podemos — esgotar todas as ocorréncias ao

longo do tempo, mas citaremos algumas, presentes em obras conhecidas:

. Em Coxeter e Greitzer (1975, cap.1, p. 26) é apresentado o problema, seguido da
solucao em Coxeter e Greitzer (1975, p. 159);

. Em Honsberger (1976, cap. 2, p. 16-18), hd uma variagao do problema original, com

4

o autor referindo-se ao mesmo como sendo “uma das quatro pequenas gemas da

geometria”, acompanhada de solucao;
. Em Morgado e Wagner (1990, p. 66), o problema de n° 63 é o “Tridngulo Russo”;

. Em Honsberger (2001, cap.2, p. 9-13), sdo apresentadas trés variagdes para o problema,
com as respectivas solugoes. O autor refere-se ao problema original como sendo “uma

antiga castanha;

. Em Rufino e Pinheiro (2016, p. 53, p. 217, p. 414 e p. 521), sdo apresentadas 4

resolugoes distintas para o problema.

. Em Knop (1994, p. 46-49), uma versao americana da a revista russa Kvant, sdo

apresentadas nove solugoes para o problema do tridngulo russo (Figura 7).


https://www.vestseller.com.br/matematica/matematica-aprofundamento/problemas-de-matematica-elementar-lidski-nova-edic-o-em-portugu-s
https://www.vestseller.com.br/matematica/matematica-aprofundamento/problemas-de-matematica-elementar-lidski-nova-edic-o-em-portugu-s
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Figura 7 — Revista Quantum Magazine, Jun/Jul 1994

MAYAUNE 1904 VOLUME 4, NUMBER'S

H FEATURES

Fonte: Knop (1994)

As Figuras 8 até 14 ilustram algumas das possiveis solugdes para o problema do
tridangulo russo, utilizando ferramentas basicas da geometria plana. A resolucao utiliza a

técnica de tracar segmentos auxiliares.*

PROBLEMA 1

(The Mathematical Gazette Vol.11 — E. M. Langley — Out/1922)
ABC ¢é um tridngulo isésceles. B = C' = 80°. C'F a 30° de AC corta AB em
F. BE a 20° de AB corta AC em E. Prove que BEF = 30°.

3.4.3 Resolugoes para o Problema 1

1% resolucao - Geometria Plana

Na Figura 8 temos a interpretagao geométrica
do enunciado classico do Tridngulo Russo.
Note que pelo fato do AABC' ser isosceles Figura 8 — Interpretacio do problema
de base BC' , temos AB = AC', e com isso,
seus angulos da base serao B=0C=280°c¢
consequentemente, A = 20°.

A demonstracao de BEF = 30° é 0 nosso
problema e, a partir de agora, chamaremos
BEF =z

Nesta solucao, buscaremos encontrar, dentro

da figura, tridngulos isésceles e equilateros,

para ir identificando angulos e lados congru-
entes, conforme forem aparecendo. Fonte: O autor, 2019
Para isso, utilizaremos a técnica de tragar

linhas auxiliares.
Recomendamos Orihuela (2007) para aprofundar a técnica de tragar segmentos auxiliares.

4



34

~_____ Figura9 - Tragado de um segmento au-
Na Figura 9, perceba que FCB + FCA = xiliar

C e como pelo enunciado, nos foi dado que
@ = 30° e que C = 80°, consequentemente
teremos FOB = 50°.

Agora, iremos tracar o segmento auxiliar BD
com D € AC de tal forma que CBD = 20°.
Isso fara com que B = 80° seja partido nos
angulos CBD = 20°, DBE = 40° ¢ ABE =
20° (este pelo enunciado), pois CBD+DBE+
ABE = B.

Fonte: O autor, 2019

Iremos identificar (Figura 10) o maximo de
angulos possivel, apdés usar o fato de que a
soma dos Angulos internos em um triangulo Figura 10 - Identificagdo de angulos
qualquer vale 180°.

No ABCD, como ji temos C = 80° e
C’/B\D = 20°, consequentemente teremos
BDC = 80°, pois é sabido que C + CBD +
BDC = 180°.

No ABCF, como jé temos B = 80° e FCB =
50°, consequentemente teremos glf\C = 50°,
pois é sabido que B+ FCB + BEC = 180°.
No AEBC, como jé temos C = 80° e CBE =
60°, consequentemente teremos BEC = 40°,
pois é sabido que C+ CBE + BEC = 180°.

Fonte: O autor, 2019

Iremos identificar (Figura 11) alguns segmen- Figura 11 — Segmentos congruentes
tos congruentes, apos usar o fato de que um
triangulo isésceles possui os angulos da base
congruentes e lados opostos a esses angulos,
também congruentes.

O ABCD é isosceles, pois possui C =
BDC = 80° e, portanto BC = AD.

O ADBE é isosceles, pois possui DBE =
BED = 40° e, portanto BD = ED.

O ABCF é isosceles, pois possui FCB =

BFC = 50° e, portanto BD = BF. Fonte: O autor, 2019




Na Figura 12, podemos observar que, ao tra-
carmos o segmento auxiliar DF estaremos
criando um ABDF isésceles de base DF,
pois 0 mesmo possui BD = BF.

Isso trard algumas implicacdes como se vera

a seguir.

Apéds construirmos o ABDF isésceles (Fi-
gura 13), poderemos verificar que, pelo fato
do ABDF possuir os lados BD = BF forma-
dores do angulo DBF = 607, que ¢ o angulo
do vértice B do ABDF, o referido triangulo

sera também equilatero e, com isso, teremos:

- Angulos BDF = BDF = BFD = 60°

- Lados BD = BF = DF

- Como BFD = 60° e sabemos que
BFC = 50° ¢ também que BFC +
C/@ = B/F\D, teremos C/F\D = 10°.

Observamos (Figura 14) que :

- BDE = 100°, pois é angulo suplemen-
tar do BDC = 80° e, por outro lado,
comoﬁ = 60° eB/D\F+F/Z)\E:
@, concluimos que FDE = 40°.

- Note que o ADF'E é isésceles e como

—

seu vértice F'DE = 40°, seus angulos

da base FE serio DFE = DEF = 70°.

- Como BEF + BED = ﬁE\F, teremos:
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Figura 12 — O segundo segmento auxi-
liar

Fonte: O autor, 2019

Figura 13 - O ABDF

Fonte: O autor, 2019

Figura 14 — A Solugao

——— Fonte: O autor, 2019
x+40° =70° = 2 =30° = |BEF = 30° |m
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PROBLEMA 1

(The Mathematical Gazette Vol.11 — E. M. Langley — Out/1922)
ABC ¢é um tridngulo isésceles. B = C' = 80°. C'F a 30° de AC corta AB em
F. BE a 20° de AB corta AC em E. Prove que BEF = 30°.

22 resolucgao - Trigonometria

Na Figura 15, apresentamos a interpretacao classica do

Problema do Triangulo Russo e, antes de tecermos uma

abordagem trigonométrica para solucionar o problema, Figura 15 — Interpretacio do pro-
blema

faremos as seguintes observagoes:
—_—
- Chamaremos BEF = x.

- O AABC é isosceles, entao pelo fato de A = 20°,
teremos B = C' = 80°.

- EBF =20°, FCE = 30°, BOF = 50°, AFC =
130° ¢ EBC = 60°.

- Note queB/F\C: 50°, pois §+ﬁ+ﬁ:

180° e sabemos que B =80° e BOF = 50°.
Fonte: O autor, 2019

- Com isso, 0o ABCF é isésceles, portanto, BF =
BC.

1. Utilizando a Lei dos Senos no AEAB, teremos:

AC sen(AFC) _ senl30°  AC  sen(180° — 50°) N
=% T

AF sen(A/C\F) T Sen3oc | AF 3

AC AC
= 7 = 2 - senb0° o que equivale dizer que T = 2 - cos40° (3.1)

2. Utilizando a Lei dos Senos no AEBC, teremos:

~

BE sen(C') sen80°  BE  sen(40° +40°)

= = — = =
BC  sen(BEC)  send0° BC sen 40°

iﬁ_2~sen40°'cos40°éﬁ_lM‘“cosélOo
BC sen 40° BC sen40°

BE
= = = 2 cos40° (3.2)
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3. Observando que os resultados das equagoes 3.1 e 3.2 sdo equivalentes, podemos
dizer que:
AC BFE

Pela ocorréncia de 2 - sen 40° =

= Teremos a semelhanca: AEAB ~ ACAF = BEF = FCA = 30° =

= |BEF =30°| u

PROBLEMA 1

(The Mathematical Gazette Vol.11 — E. M. Langley — Out/1922)
ABC ¢é um tridngulo isésceles. B = C' = 80°. C'F a 30° de AC corta AB em
F. BE a 20° de AB corta AC em E. Prove que BEF = 30°.

3? resolucao - Geometria Analitica

A resolucgao a seguir, terd uma abordagem baseada em geometria analitica. Mas

antes, teceremos algumas consideragoes:

- A Figura 16 mostra o tridngulo conforme interpretagao do enunciado enquadrada
num sistema de coordenadas cartesianas Oy conveniente, onde o vértice B ¢é a
origem do sistema, o ponto (0,0), o segmento BC' corresponde a 1 unidade padrao

de medida e, consequentemente, o ponto C' possuird coordenadas (1,0).
. <
- Prolongamos o segmento E'F' tal que EF N eizo v = {G}

- Para concluir a demonstragao, levaremos em conta que no ABFEG temos BEF +

EGB = ﬁB\C’, ou seja, queremos encontrar BEF = a na equagao a + 5 = 60° .

Figura 16 — O tridngulo num referencial cartesiano

A
y

0

7 60° 50°

G B c
©,0) 1,0

Fonte: O autor, 2019
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Observando o ABCF, percebemos que BCF = BFC = 50°, portanto, o referido

triangulo ¢ isdsceles, consequentemente teremos BC' = BF = 1.

— —
Pelo fato de passar pela origem do sistema xzOy, as retas BA e BFE terao suas

equagoes, respectivamente, dadas por por y =z -tg 80° e y = x - tg 60°.

<
Como a reta BA passa por F' como BF = 1, o ponto F pertencerd ao circulo

trigonométrico, logo tem coordenadas (cos 80°, sen 80°).

—
Por outro lado, como a reta C'A tem como equacao y = tg 80° — x - tg 80° e como
< <
CAN BE= {FE}, entao as coordenadas de E serao (cos 40°,2 - sen 40°).

— <«
Das equacoes das retas BA e BE resulta que

tg 80°
-tg 60° =tg 80° — x - tg 0° = =
e g e ¥ 19 60° 1 tg 80°
sen 80° cos-80° - cos 60° sen 40° - cos 40°

==

= x= =
cos80° sen 140° v 2 - sen 70° - cos 70°
sen 40° - cos 40° sen40° - cos 40°
— —= _: 4 °
- 2~sen20°-00320°:> o sen40° = m

= Com isso, teremos ’y =2-sen 60° - cos 40°

Podemos saber agora o valor de (3, atendendo a que tg3 é o coeficiente angular da
<

reta BA e que possuimos as coordenadas de F' e E:

tof = 2 - 5en60° - cos40° — sen80° = tgh = 2 - 5en60° - cos40° — 2 - send0° - cos40° N
9P = c0s40° — cos80° 9P = 2 - senb0° - sen20°
196 = 2 - send0°(sen60° — send0°) ~ tgf— 2 - send0°(2 - senl0° - cos50°)
9° = 2 - sen60° - sen20° 9° = 2 - senb0° - sen20°
2 - sen 40°(2 - cos 80° - sen 40°) sen—160

tgfh = tgp =

2 - sen 60° - sen 20° V3 - sen20°
1
t = —— t = :300
= tgp 3 98 =

o[

Observe que no ABEG, podemos usar o teorema do angulo externo para descobrir
BFC = a, logo:

BEF+EGB=EBC = a+[=60°= a-+30°=060°

—a=30°= |BEF=30"| g




39

Embora a abordagem sobre Memes, GIFs e suas potencialidades pedagdgicas se
faca em capitulo posterior, pareceu-nos oportuno mostrar o Meme da Figura 17, que trata

de forma humorada, a dificuldade para solucionar o Problema do Tridngulo Russo®:

Figura 17 — Meme sobre o Triangulo Russo.

CoisAs aue Dip Hevo &)

MONTANHA RUSSA mm,uau:o RUSS0

Fonte: Disponivel em: <https://www.instagram.com/prof-curti/>. Acesso em: 20 set. 2019

3.4.4 Analise pedagbgica do Problema 1: Tridngulo da Olimpiada de Matematica de
Moscou (1952) a luz das solugoes apresentadas ¢ da BNCC

Apoés apresentar as resolugoes, podemos constatar que foram utilizadas ferramentas
especificas dos assuntos de geometria plana, trigonometria e geometria analitica, sendo que
este tltimo assunto nao possui habilidades delimitadas pela BNCC no Ensino Médio. De
acordo com a BNCC (BRASIL, 2018), segue o rol apresentando competéncias e habilidades
respeitantes aos Ensinos Fundamental e Médio, utilizadas nas resolugdes do problema. As

habilidades referentes ao Ensino Fundamental sio:

(EFO6MA16) Associar pares ordenados de ntimeros a pontos do plano
cartesiano do 1° quadrante, em situagoes como a localizagao dos vértices
de um poligono.

(EF06MA19) Identificar caracteristicas dos tridngulos e classificd-los
em relacdo as medidas dos lados e dos angulos.

(EF06MA26) Resolver problemas que envolvam a nogao de angulo em
diferentes contextos e em situacoes reais, como angulo de visdo.

(EF07MAO05) Resolver um mesmo problema utilizando diferentes algo-
ritmos.

(EF07MA24) Construir tridngulos, usando régua e compasso, reconhe-
cer a condicao de existéncia do tridngulo quanto a medida dos lados e
verificar que a soma das medidas dos dngulos internos de um tridngulo é
180°.

(EFO8MAO07) Associar uma equagéo linear de 1° grau com duas incdg-
nitas a uma reta no plano cartesiano.

5 Para aprofundamento na resolucdo do Problema do Tridngulo Russo, recomendamos a leitura de
Honsberger (2001, p. 9-13).
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As competéncias e habilidades respeitantes ao Ensino Médio sdo:

(Competéncia 3): Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e proce-
dimentos matemaéaticos para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos re-
sultados e a adequagdo das solugbes propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

(Competéncia 4): Compreender e utilizar, com flexibilidade e preciséo,
diferentes registros de representagdo matematicos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagéo de
resultados de problemas.

(EM13MAT105) Utilizar as nogoes de transformagoes isométricas
(translacdo, reflexdo, rotagdo e composicoes destas) e transformacoes
homotéticas para construir figuras e analisar elementos da natureza e
diferentes produgoes humanas (fractais, construgoes civis, obras de arte,
entre outras).

(EM13MAT308) Aplicar as rela¢des métricas, incluindo as leis do seno
e do cosseno ou as nogoes de congruéncia e semelhancga, para resolver e
elaborar problemas que envolvem tridngulos, em variados contextos.

3.5 Problema 2 : Banco de Questoes OBMEP Nivel 1/2018 (balde ou bacia)

O segundo problema escolhido faz parte das propostas do nivel 1 do BANCO
(OBMEP, 2018a, p. 12, exercicio 3), pois consideramos o mesmo como um desafio bem
acessivel, que podemos propor para alunos do 6° ano do Ensino Fundamental, que por
raciocinio logico serao capazes de soluciona-lo. Trata-se de um “desafio” bem popular e

presente em alguns sites de enigmas.

O interessante deste problema é que podem ser trazidos conceitos introdutérios de

Teoria dos Grafos, topico nao presente de maneira expressa no curriculo da Escola Basica.

PROBLEMA 2 (Banco de Questdes OBMEP Nivel 1/2018)
Dois recipientes, um balde e uma bacia, possuem 3 e 5 litros de volume,
respectivamente. Retirando dgua de um lago, como podemos deixar a bacia

com exatamente 4 litros de dgua usando somente esses dois recipientes?.

Figura 18 — Balde ou bacia

ALAAANANAN
AAAAAAA.

Fonte: BANCO (OBMEP, 2018a, p. 57)
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3.5.1 Resolugoes para o Problema 2

1? resolugao - Abordagem usando o raciocinio l6gico

Para solucionar o problema proposto usando o raciocinio légico, partiremos do
pressuposto de que o balde e a bacia nao sao graduados e utilizaremos as possiveis
estratégias: abastecer algum dos recipientes com a agua do rio, despejar agua para fora do
recipiente ou ficar transferindo agua de um recipiente para o outro. Essa logica é concluida

até que reste na bacia os 4 litros pretendidos. Segue que:

- Primeiro, iremos encher de dgua a bacia completamente (ficam 5/ na bacia e o balde

fica vazio) e encher o balde utilizando a dgua da bacia (ficam 2l na bacia e 3/ no

balde);

- Apds isso, iremos jogar fora a dgua do balde (ficam 2l na bacia e o balde fica vazio)

e despejar o que houver na bacia no balde (ficam 2/ no balde e a bacia vazia);

- Por fim, iremos encher a bacia completamente (ficam 5/ na bacia e 2] no balde) e
completar a agua que falta no balde utilizando com o que hé na bacia, ou seja, a

bacia perde 1l de seus 5[ e nela ficam os 4l pretendidos.

22 resolucgao - Utilizando conceitos de Teoria dos Grafos

Antes de solucionarmos a questao utilizando Grafos, cabe o seguinte comentario:

“Teoria dos grafos: ferramentas para resolver problemas mateméticos” é
uma tentativa de demonstrar como esse ramo relativamente moderno da
matematica pode ser usado para resolver problemas tipicamente tentados
por outros meios, para topicos como combinatéria, jogos e teoria dos
nimeros. Uma das vantagens do uso de grafos como ferramenta de solucdo
de problemas é que eles permitem a visualizagdo de idéias que, de outra
forma, permanecem muito abstratas. (POSAMENTIER, 1996, p. 12)

Neste tipo de solugao, onde faremos uma sintese do proposto como solucao oficial no
BANCO (OBMEP, 2018a, p. 57-58), utilizaremos conceitos de Teoria dos Grafos, assunto
um pouco mais avancado de matematica e ndo contemplado no curriculo da Escola Basica

atualmente.
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Figura 19 — Grafo da quantidade de agua no balde e na bacia

(a) Grafo inicial (b) Grafo final

2,3) 4,3)
.

] L L L L
(0,3)
® ]
(0’2). . . .
BALDE
©, 1). . ] . * .

(0,0) 1,00 T (20 TG0 TE0 TG0
BACIA

Fonte: 19a - O autor, 2019 ; 19b - BANCO (OBMEP, 2018a, p. 57)

Vamos inicialmente, interpretar as quantidades inteiras de agua nos recipientes
como sendo coordenadas de pares ordenados do plano como na Figura 19a, onde o eixo
x (primeira coordenada do par ordenado) refere-se a bacia e o eixo y refere-se ao balde
(segunda coordenada do par ordenado), ou seja, por exemplo, se tivermos 51 de 4gua na
bacia e 3l no balde, isso significa o par ordenado (5,3) ou se tivermos a bacia e o balde

vazios, isso significa o par ordenado (0,0).

Por outro lado, note que se estabelece uma coneccao entre pares ordenados, quando
existe algum tipo de manobra (despejar dgua de um recipiente para o outro, encher algum
recipiente ou esvaziar algum recipiente) que faz a transformacdo de um par ordenado em
outro. Por exempo, a conexao (0,0) — (0, 3) significa encher o balde por completo e

deixar a bacia vazia.

Apds compreendermos o exposto, a solucdo do problema consiste em efetuar
conecgoes entre os pares partindo do (0,0) até chegarmos no par (4,y), onde y é uma

quantidade inteira de d4gua no balde.

Perceba que na Figura 19b encontra-se um caminho partindo de (0,0) até chegar

em (4, 3), que apresentamos abaixo:

(0,0) 15 (5,0) 25 (2,3) =35 (2,0) -5 (0,2) 25 (5,2) -85 (4,3)

significando que a configuracao final é a seguinte: ficam 3l no balde e 41 na bacia, sendo

esta, a solugdo para o problema utilizando Teoria dos Grafos.
Uma generalizacao para o Problema da Bacia e Balde que foi apresentado

Iremos abordar neste ponto, uma solu¢ao do problema abaixo, que é uma generali-

zacao do problema proposto nesta secao:
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Dois recipientes, R e Ry, possuem a e b litros de volume, respectivamente,
(a,b € Z% com a > b e 2b > a). Retirando-se dgua de um lago, como

podemos deixar a o recipiente Ry com exatamente (3b — a) litros de dgua

usando somente esses dois recipientes?

Resolucao:

Utilizaremos a Teoria dos Grafos, com o intuito de construir um caminho inicial, a
partir do par ordenado (0,0), sendo feitas conecgoes até que se evidencie a configuragao

final, ou seja, um par ordenado do tipo (3a — b, y), que serd a resposta do problema.

Primeiramente, vamos adotar a interpretacao de que as quantidades inteiras de
agua nos recipientes serao coordenadas de pares ordenados do plano cartesiano, onde o
eixo x (primeira coordenada do par ordenado) refere-se ao recipiente R; e o eixo y refere-se
ao recipiente Ry (segunda coordenada do par ordenado), ou seja, por exemplo, se tivermos
a litros de dgua em R e b litros em Ry, isso significa o par ordenado (a,b) ou se tivermos

ambos, Ry e Ry vazios, isso significa o par ordenado (0, 0).

Uma conexao entre pares ordenados é quando existe algum tipo de manobra, que
pode ser despejar dgua de um recipiente para o outro, encher algum recipiente ou esvaziar
algum recipiente, o que faz um par ordenado se transformar em outro, atentando-se para
o fato de a > b, ou seja, Ry > Ry (capacidades). Sao exemplos: a conexao (0,0) — (a,0)
significa encher R; por completo e deixar Ry vazio; a conexao (0,b) — (b, 0) significa
despejar toda a dgua de Ry em Ry, a conexao (b,b) — (a,2b — a), que significa retirar a

quantidade (a — b) de 4gua de Ry despejando-a em Rj, que ja possui b litros anteriormente.

Perceba que no caminho abaixo, encontra-se um caminho iniciado em (0, 0) que
chega em (3b — a,0), ou seja, a configuragao final é que ficam (3b — a) litros de dgua no
recipiente R, e o recipiente R, fica vazio, sendo esta, a solucdo para uma abordagem

genérica apresentada para o problema desta secao, utilizando Teoria dos Grafos.

0,05 (0,003 (a—b5) 3 0,6) % 6,002 5,5) 8 (0,26 — a)
(@2 —a) 5 0,20-a) 8 2-a.002 @—ab) 19 @3- a0

Curiosamente, caso fixemos que a quantidade de dgua a restar em R; seja a média
aritmética entre as capacidades a e b, ao observarmos o resultado a seguir, encontraremos
como solucgao particular os parametros a = 5 e b = 3, que representam os dados do

problema original proposto nesta secao:

a+b
3b—a=——=6b—2a=a+b=5 =3a= a=5eb=3|
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3.5.2 Analise pedagdgica do Problema 2 : Banco de Questoes OBMEP Nivel 1/2018

(balde ou bacia) a luz das solugoes apresentadas e da BNCC

Podemos constatar que foram utilizadas ferramentas especificas ao raciocinio logico-
dedutivo e a Teoria dos Grafos. sendo que o primeiro assunto é basilar para a resolucao de
problemas (raciocinio) e o segundo assunto nao possui habilidades delimitadas pela BNCC.
De acordo com a BNCC (BRASIL, 2018), segue o rol apresentando as competéncias e a
habilidade referentes aos Ensinos Médio e Fundamental, respectivamente utilizadas nas

solugoes do problema:

(Competéncia 3) Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e proce-
dimentos matemaéaticos para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos re-
sultados e a adequagdo das solucbes propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

(Competéncia 4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representagio matematicos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicacao de
resultados de problemas.

(EFO8MA20) Reconhecer a relagdo entre um litro e um decimetro
cubico e a relagdo entre litro e metro ciibico, para resolver problemas de
calculo de capacidade de recipientes.

3.6 Problema 3: Banco de Questées OBMEP Nivel 1/2016 (Agrupando bo-

linhas de gude e o Teorema Chinés dos Restos)

O problema a seguir é o 10° exercicio do nivel 1 do BANCO (OBMEP, 2016, p.
12). E um problema tipico de aritmética e solucionavel por alunos a partir do 6° ano do

Ensino Fundamental utilizando conceitos de Minimo Miltiplo Comum e de divisibilidade.

Iremos aborda-lo, primeiramente, através de um aspecto mais tradicional utilizando
M.M.C e divisibilidade, para posteriormente, soluciona-lo utilizando o Teorema Chinés

dos Restos, assunto de Teoria dos Numeros e nao presente no curriculo da Escola Basica.

PROBLEMA 3 (Banco de Questdes OBMEP Nivel 1/2016)

Juca possui menos do que 800 bolinhas de gude. Ele gosta de separar as

bolinhas em grupinhos com a mesma quantidade de bolinhas. Ele percebeu
que se formar grupinhos com 3 bolinhas cada, sobram exatamente 2 bolinhas.
Se ele formar grupinhos de 4 bolinhas, sobram 3 bolinhas. Se ele formar
grupinhos de 5 bolinhas, sobram 4 bolinhas. E, finalmente, se ele formar
grupinhos com 7 bolinhas cada, sobram 6 bolinhas.

(A) Se Juca formasse grupinhos com 20 bolinhas cada, quantas bolinhas

sobrariam?

(B) Juca possui quantas bolinhas de gude?
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3.6.1 Resolugoes para o Problema 3

1? resolugao - Multiplos e a identificagao de padroes em sequéncias

Observe as sequéncias numéricas abaixo:

2,5, 8, 11, 14,...
3, 7, 11, 15, 19, ...
4, 9, 14, 19, 24, . ..
6, 13, 20, 27, 34,...

Note que a primeira sequéncia numérica é formada pelos multiplos de 3 subtraidos
de 1. A segunda sequéncia forma-se a partir dos multiplos de 4 subtraidos de 1. Na terceira
sequéncia temos os multiplos de 5 subtraidos de 1 e, seguindo o mesmo raciocinio, a quarta
sequéncia apresenta multiplos de 7 subtraidos de 1. Ao somarmos 1 a cada elemento de

cada sequéncia, teremos o seguinte:

241, 5+ 1, 8+ 1, 11+1, 14+1,...
341, 741, 11+1, 1541, 19+1,...
441,9+1, 1441, 1941, 24+1,...
6+1, 13+1, 20+1, 2741, 34+1,...

ou seja, as sequéncias sao:

3, 6,9, 12, 15,... — sequéncia dos multiplos de 3
4, 8, 12, 16, 20,... — sequéncia dos multiplos de 4
5, 10, 15, 20, 25,... — sequéncia dos multiplos de 5
7, 14, 21, 28, 35,... — sequéncia dos multiplos de 7

A partir dai, devemos encontrar o nimero menor que 801 e simultdneo em todas as
sequéncias acima. Com isso, faz-se necessario encontrar os multiplos comuns a 3, 4, 5 e 7,
ou seja, os multiplos de 3 x4 x5 x 7 = 420, sendo eles a sequéncia 420, 840, 1260. .. e existe
apenas um deles que é menor do que 801, que é o 420. Retornando as sequéncias originais,
vamos ter que subtrair 1, com isso o niimero de bolinhas que Juca tem ¢é 420 — 1 = ,
o que responde a assertiva (A). Para responder a assertiva (B), basta calcular o resto da
divisao de 419 por 20, que é .

22 resolucgao - Utilizando MMC e Divisibilidade

Designando a quantidade de bolinhas por x , com x < 800, e podemos reescrever x

da seguinte forma:
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$:3k1+2
. ki ko, kse ky €Z
ZE:5]{73—|—4 1, 2, 3 4 +

Adicionando 1 em cada membro de cada uma das equacoes, teremos x + 1 multiplo

de 3, 4, 5 e 7 como segue:

r+1=3k+2+1 r+1=3k+3 z+1=3ks
x+1:4]~c2+3+1:s x+1:4b+4:)x+1:4%
t+1=>5ks+4+1 t+1=5k;+5 z+1="5k
r+1=T7Tks+6+1 c+1="Tks+ 7 z+1="Tkg

k5,k6,k7 e kg € Z+

Assim, a quantidade x 4+ 1 de bolinhas é um multiplo de 3, de 4, de 5 e de 7, entao
podemos utilizar como parametro o calculo do Menor Multiplo Comum:
M.M.C (3,4,5,7) — x4+ 1 =420-k— x = 420-k—1, como x < 800, teremos

=420

k=1, entdo
Portanto, a quantidade de bolinhas ¢ z = 419.

Para saber quantas bolinhas sobram apoés Juca formar grupos de 20 bolinhas, basta

saber o resto da divisao de 419 por 20, que é .

Perceba que pelo fato de x 4+ 1 ser um miiltiplo de 420, o proximo valor possivel
seria 840, o que acarretaria em x + 1 = 840 = x = 839, absurdo pois z < 800. Logo, o

unico valor possivel é z = 419.
32 resolucao - Utilizando Teorema Chinés dos Restos

[remos apenas enunciar o Teorema Chinés dos Restos, e apds, o problema em tela

sera resolvido utilizando este topico de Teoria dos Ntimeros.

Teorema 3.6.1 (Teorema Chinés dos Restos). Sejam ny,ng, ng, -+, ng nimeros positivos
tais que M DC(n;,n;) =1, para i # j. O sistema de congruéncias lineares:
x = ay (mod ny)
x = ag (mod ny)
)

x = az (mod ng

x = ay (mod ny,)
Admite uma solugcdo simultanea, que € unica mddulo inteiro n = ny - ng - Ng -+ - Ny,
Demonstracio. A demonstracao do Teorema Chinés dos Restos é construtiva e indica o

algoritmo de determinacao da solucao que pretendemos apresentar. Para uma demonstracgao

formal deste Teorema, sugerimos a leitura de Hefez (2016, p. 217). O]
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Iremos escrever um sistema de congruéncias que admita o niimero de bolinhas x

como solucao (0 < x < 800):

x =2 (mod 3)
x = 3(mod 4)
x =4 (mod 5)
x=6(modT)

Como 3, 4, 5 e 7 sao numeros primos entre si dois a dois, usaremos o Teorema

Chinés dos Restos para determinar a solucao geral do sistema.

Tomemos M =3-4-5-7T=420, My =4-5-7=140, My =3-5-7=105, M3 =
3-4-7=84, e My=3-4-5=060

Continuando, pondo m; = 3, my =4, mz =5 e my = 7 e ainda, ¢; = 2, ¢ =

3, c3 =4 e cy = 6, temos que a solugao geral do sistema é dada por:
r=M-yr-cr+My-ys-co+ Ms-ys-c3+ My-yy-cq(mod M)

onde cada y; é solugao de M; - y; = 1 (mod m;), com i = 1,2, 3, 4.

Calculo dos valores de y1, Y2, Y3 € yu:

140 - y; = 1 (mod 3) 2-y; =1 (mod 3)
105 - yo = 1 (mod 4) e ) »= 1 (mod 4)
84 -y3 = 1(mod 5) 4-y3 =1(mod 5)
60 - ys = 1 (mod 7) 4.y, =1(mod7)

Portanto, y; = 2,9y, = 1,y3 =4 ey, = 2 e, assim:
x=140-2-24105-1-34+84-4-4+60-2-6 = 2939 (mod 420) .

Com isso, temos que x = 2939 + 420¢, com t € Z. Como 0 < x < 800, obteremos:

x = 2939 + 420 - (—6) =

Como encontramos a quantidade de bolinhas, para saber quantas bolinhas sobram

ap0s Juca formar grupos de 20 bolinhas, basta saber o resto da divisao de 419 por 20, que

¢ [19]

3.6.2 Analise pedagégica do Problema 3: Banco de Questoes OBMEP Nivel 1/2016
(Agrupando bolinhas de gude e o Teorema Chinés dos Restos) a luz das solugoes
apresentadas e da BNCC

As solugoes apresentadas para o problema 3, utilizam conceitos basicos de multiplos,
de divisibilidade e de menor miltiplo comum (M.M.C), que estao presentes na BNCC e o

Teorema Chinés dos Restos, que nao é previsto na BNCC.
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De acordo com a BNCC (BRASIL, 2018), segue o rol apresentando as competéncias
e a habilidade atinentes aos Ensinos Fundamental e Médio, utilizadas nas solugoes do

problema:

(EFO6MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de
multiplo e de divisor.

(EFO7TMAO01) Resolver e elaborar problemas com ntimeros naturais,
envolvendo as nogoes de divisor e de multiplo, podendo incluir maximo
divisor comum ou minimo multiplo comum, por meio de estratégias
diversas, sem a aplicacao de algoritmos.

(EFO07MAO05) Resolver um mesmo problema utilizando diferentes algo-
ritmos.

(Competéncia 3) Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e proce-
dimentos matemaéticos para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos re-
sultados e a adequagdo das solucbes propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

(Competéncia 4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representagio matemadticos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicacao de
resultados de problemas.

3.7 Problema 4: Banco de Questées OBMEP Nivel 1/2016 (Somando peci-

nhas em Progressao Aritmética)

O problema a seguir foi retirado do BANCO (OBMEP, 2016, p.14, exercicio 15).
Inicialmente, é um problema tipicamente proposto a alunos de 6° e 7° anos, para ser

solucionado utilizando raciocinio e identificacao de regularidades e padrdes nas sequéncias.

E possivel também, serem utilizados conceitos de Progressao Aritmética para

aborda-lo, dando assim, uma maior abrangéncia pedagdgica a questao.

PROBLEMA 4 (Banco de Questées OBMEP Nivel 1/2016)
Considere a seguinte sequéncia de pecinhas, conforme a figura 20, em que a
pecinha de niimero 1 é um quadradinho.

(A) Quantos quadradinhos formam a pecinha de nimero 507

(B) Quantos quadradinhos existem na unido das pecinhas de ntimero 1 a 50
(C) Observando o resultado do item (B), calcule
2+4+6+---+96+ 98 + 100.

(D) Calcule

1+2+3+4++---+97+ 98 + 99 + 100.
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3.7.1 Resolugoes para o Problema 4

12 resolucao - Utilizando raciocinio e identificando padroes

Figura 20 — Sequéncia de quadradinhos

Fonte: BANCO (OBMEP, 2016, p.74)

Ao observar a sequéncia de figuras, pode-se perceber um padrao definido.

Observe que, a partir da segunda peca, podemos saber a quantidade de quadradinhos
somando aqueles que compdem a linha vertical da pega com aqueles que compdem a
linha horizontal da peca e descontando 1 quadradinho, pois ele é contado duas vezes, pois

aparece na linha e na coluna da peca ao mesmo tempo.

Perceba que a pega nimero 2 possui 2 + 2 — 1 = 3 quadradinhos, pois possui 2
quadradinhos na sua linha e 2 quadradinhos na sua coluna e o 1 é descontado por aparecer
nas duas contagens. A peca niimero 3 possui 3 + 3 — 1 = 5 quadradinhos, pois possui 3
na linha, 3 na coluna e o 1 é descontado por aparecer nas duas contagens. Esse padrao é

repetido em qualquer pega, a partir da segunda.

Portanto, para saber a quantidade de quadradinhos que aparecem na peca 50, basta

efetuarmos \50 +00—-1= 99\ quadradinhos, que é a resposta da assertiva (A).

Na assertiva (B) devemos perceber que, ao encaixarmos todas as pecas uma na
outra, desde a primeira, ou seja, a peca nimero 1 encaixar na pega nimero 2, esse conjunto
na pega nimero 3 e assim consequentemente até o encaixe final na peca niimero 50, o
conjunto total serd um quadrado com o lado de medida a quantidade de quadradinhos da

ultima peca.

No caso, como a ultima é a peca numero 50, para sabermos a quantidade de

quadradinhos que ha no quadrado de 50 x 50, basta efeturamos \50 - 50 = 2500 \, que ¢ o

total de quadradinhos do conjunto.

Ao solucionarmos o item anterior, podemos perceber que efetuamos a seguinte
soma:
1+34+5+7T4+94---+95+ 97+ 99 = 2500 (3.3)

Para calcular a soma dos 50 niimeros pares de 2 até 100, basta considerar que cada

uma das parcelas da soma 2 + 4 + ... + 100 excede as parcelas da soma anterior (Equagao
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3.3) em 1 unidade. Como temos 50 parcelas, esta segunda soma vai ser igual a primeira

mais 50. Ou seja, 2500 + 50 = |2550|.

Perceba uma forma diferente de contar somas grandes de nimeros mas que possuem
um certo padrao, basta reorganiza-la de maneira conveniente e contar a quantidade de
parcelas iguais:

1+3+5+7+94+---+95+97+99 = 7 (3.4)

(1+99) + (34 97) + (5 +95) + (T +93) + -+ + (47 + 53) + (49 + 51) =
—_— Y Y Y
=100 =100 =100 =100 =100 =100

25 parcelas

25100 = (3.5)

Baseados no raciocinio realizado para obter a soma dos ntimeros impares da Equacao

3.4, iremos efetuar a soma dos niimeros pares abaixo:
24+4+6+8+104---4+96+98 4100 = 7 (3.6)

(2 4+ 100) + (4 4 98) + (6 + 96) + (8 + 94) + - - - + (48 + 54) + (50 + 52) =
G2 2 NG N —
=102 =102 =102 =102 =102 =102

25 parcelas

25102 = (3.7)

Com isso, o resultado Equacao 3.7 é a resposta da assertiva (C) e para encontrar
o resultado da assertiva (D), basta efetuar a soma entre o resultado da Equagao 3.5 com
o da Equagao 3.7, ou seja, iremos somar os nimeros pares e impares de 1 até 100, que é
2500 + 2550 = 5050 |

22 resolucgao - Utilizando Progressao Aritmética

Antes de solucionarmos o problema utilizando progressao aritmética, cabe a seguinte
defini¢ao, retirada de Neto et al. (2009, p. 72):

Definicao 1. Chamamos de Progressao Aritmética - P.A qualquer sequéncia onde
cada termo, a partir do sequndo, é igual ao anterior somado com uma constante denominada
razdo da progressdo. Em outras palavras, uma progressao aritmética de razao r é uma
sequéncia tal que

ap=ap_1+7r, (n>1)

Numa acepcao utilizando progressoes aritméticas, cada peca representa um termo
da progressao aritmética e o seu valor serd a quantidade de quadradinhos que a peca

possui.
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Devemos explorar o exercicio identificando que se trata de uma sequéncia de pecas
que seguem um padrao no qual para se saber a quantidade de quadradinhos de uma peca,
basta saber a quantidade de quadradinhos da pega de ordem anterior e somar 2 unidades,

isto ocorre a partir da primeira peca.

Da interpretacao do problema, temos que a; = 1 é o primeiro termo e a razao ¢é
r = 2. Desejamos saber, conforme ¢é solicitado pela assertiva (A), o valor de asg, ou seja, o
termo da progressao de ordem n = 50. Ao utilizar a expressao do termo genérico de uma

progressao aritmética para encontrar o valor de asy. Entao:
ap=a;+(n—1)-r

a50:a1+(50—1)~2

aso =1+49-2 = |as = 99 (3.8)

Para encontrar o que solicita a assertiva (B), devemos perceber que a quantidade
de quadradinhos da uniao das pecinhas de niimero 1 a 50 significa saber a soma dos termos

da progressao aritmética do primeiro termo ao termo de ordem 50.

Para se chegar a esse resultado, podemos utilizar a formula da soma dos termos
consecutivos de uma progressao aritmética e para isso, devemos saber o primeiro e o ultimo
termos da soma pretendida. No caso, queremos saber a soma dos 50 primeiros termos da
progressao, que € a; + as + ag + - - - + asy. Pela expressao da soma dos termos de uma

progressao aritmética, teremos:

(ar + an) n

Sp = 5

Do enunciado, temos a; = 1 e a ordem do ultimo termo n = 50. Pela Equacao 3.8,

que aso = 99. Entao:

Sy = L1 as0) g
2
1499

550_(2 ) 50

100
Sk = (2) - 50 = [ S50 = 2500 (3.9)

Na assertiva (C), queremos saber a soma dos termos de uma progressao aritmética
onde o primeiro termo é a; = 2, a razao é r = 2 e o ultimo termo é a,, = 100. Para
saber a ordem desse ultimo termo, utilizaremos a féormula do termo genérico da progressao

aritmética e encontraremos n:
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ap=a;+(n—1)-r
100 =2+ (n—1)-2

100=2+2-n—2

2-n=100=|[n=50] (3.10)

Agora, temos os dados necessarios e podemos utilizar a formula da soma dos termos

da progressao aritmética, com a; = 2, r = 2 asg = 100 e n = 50:

S — <a1+2a> n
S = Lt ) J;QE’O) 50
Seo = (2 +100) .50

2

(102)

Na assertiva (D), queremos a soma dos 100 primeiros termos de uma progressao
aritmética, onde o primeiro termo é a; = 1, a razao é r = 1 e o ultimo termo é a199 = 100,

com n = 100. Pela férmula da soma dos termos da progressao aritmética, teremos:

g — (lmtan)
2
Sio0 = 7(611 + @100) - 50
2
1+1
Sho0 = w .100
(101)

Si00 = T =100 = | S199 = 5050 (312)

3.7.2 Anadlise pedagégica do Problema 4: Banco de Questoes OBMEP Nivel 1/2016

(Somando pecinhas em Progressao Aritmética) a luz das solugdes apresentadas e
da BNCC

As solugbes apresentadas possuem caracteristicas semelhantes no tocante a necessi-
dade de se identificar um padrao. Foram utilizadas ferramentas relacionadas aos assuntos
raciocinio logico, sequéncias e progressoes aritméticas, todos possuindo habilidades delimi-
tadas pela BNCC. De acordo com a BNCC (BRASIL, 2018), segue o rol apresentando as
competéncias e as habilidades relativas aos Ensinos Fundamental e Médio, utilizadas nas

solugoes do problema:
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(EF07TMA14) Classificar sequéncias em recursivas e ndo recursivas,
reconhecendo que o conceito de recursao esta presente ndo apenas na
matematica, mas também nas artes e na literatura.

(EF07MA15) Utilizar a simbologia algébrica para expressar regularida-
des encontradas em sequéncias numeéricas.

(EF07MA16) Reconhecer se duas expressoes algébricas obtidas para
descrever a regularidade de uma mesma sequéncia numérica sdo ou nao
equivalentes.

(EF08MA10) Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica ou
figural néo recursiva e construir um algoritmo por meio de um fluxograma
que permita indicar os nimeros ou as figuras seguintes.

(EFO8MA11) Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica
recursiva e construir um algoritmo por meio de um fluxograma que
permita indicar os nimeros seguintes.

(Competéncia 4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representagdo matematicos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagéo de
resultados de problemas.

(Competéncia 5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias
e recursos, como observacdo de padroes, experimentagoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragao
cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas.

(EM13MAT507) Identificar e associar progressdes aritméticas (PA) a
fungoes afins de dominios discretos, para andlise de propriedades, deducao
de algumas férmulas e resolugdo de problemas.

3.8 Problema 5: OBMEP /2013 1* Fase Nivel 2 (Progressiao Geomérica e

Repunits)

A seguir, propomos um problema retirado da 1* fase do nivel 2 da prova OBMEP

(2013). Refere-se a uma soma sequencial de niimeros formados apenas pelo algarismo 7, em

que a quantidade de algarismos vai aumentando. E proposto, a priori, a alunos a partir do

8° ano, mas acreditamos que alunos de séries inferiores com uma base matematica sélida

consigam resolvé-lo.

Inicialmente iremos propor uma solug¢ao mais simples, utilizando reciocinio l6gico e

verificacao de padroes e, posteriormente, o problema sera solucionado usando conceitos de

Progressao Geométrica e Repunits®

PROBLEMA 5 (OBMEP /2013 1* Fase Nivel 2)
Qual ¢é o algarismo das dezenas da soma
\7/%—\7/7_/4—17/_7/—# A R N R A N RN

(A)5(B)6(C) 7 (D)8 (E)9

trés setes quatro setes setenta e seis setes setenta e sete setes

6

Para um maior entendimento sobre Repunits, recomendamos a leitura dos artigos de Pereira (2009, p.
27-31) e de Brito (2006, p. 35-42).
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3.8.1 Resolugoes para o Problema 5

1? resolucgao - Identificando padroes e usando Raciocinio

Podemos observar que ha uma soma onde os niimeros sao compostos por alguma
quantidade do algarismo 7 nao havendo outro tipo de algarismo na formagao dos ntimeros.
H&4 uma sequéncia de ntimeros onde o menor deles possui um digito 7 e o maior possui
setenta e sete digitos 7. Para efetuarmos esta soma com setenta e sete parcelas, fariamos o

seguinte:

e TITT
77T
T 7T
setenta e sete parcelas
T

T

7

+ 7

Note que o algarismo que ocupara a casa das unidades sera obtido quando somarmos
T+T7+7+7+ - +7+7+7="77-7=539]

setenta e sete

Com isso, permanece como resultado na posicao das unidades o algarismo @ mas
seguirdao para a préoxima etapa da adicao as 53 unidades de dezena restantes, que irao se

agregar ao resultado conforme veremos abaixo:

Perceba que o algarismo que ocuparda a casa das dezenas resultarda da soma
THT7T+T7+T 4 +T+T+HT+53="T76-7+53 =532+53 =55]

setenta e seis

Note que nao é necessario calcular a soma inicial ja que | 5| serd o algarismo que

ocupard a casa das dezenas. O gabarito a assinalar ¢ a assertiva (A).
22 resolucgao - Utilizando Progressao Geomeétrica e os Repunits

Nessa segunda abordagem, buscaremos obter uma expressao matematica corres-

pondente a soma

\7/ + \72/ + w + 7T 4+ ITTTT 0 TT7 7T
um sete dois setes trés setes quatro setes setenta e seis setes setenta e sete setes

utilizando as ferramentas Progressoes Geométricas e os Repunits, mas antes disso, defini-

remos o que elas sao.

Segundo Neto et al. (2009, p. 107), temos:



95

Definicao 2. Chamamos de Progressao Geométrica - P.G qualquer sequéncia onde
cada termo, a partir do sequndo, é igual ao anterior multiplicado por uma constante
denominada razao da P.G. Em outras palavras, uma progressio geométrica de razao q €
uma sequéncia tal que

Ap =0ap_1-q, (n>1)

Uma outra informagao, temos em Beiler (1966, p. 83-87), que aglutinou os termos

Repeat (repetir) e Unit (unidade) numa sé palavra, e dai, seguimos para:

Definicao 3. Chamamos de Repunits’ a representagio de nimeros monodigitos consti-

tuidos apenas pelo digito 1. E a representacdo numérica € a sequinte:

10" -1

1111...1111 =
| —
n termos

, (n€N)

Agora, retomando o problema, a soma ai apresentada pode ser reescrita sob novo
prisma. Todas as parcelas da soma sao divisiveis por 7, podendo ser escritas como um
produto de 7 por um Repunit. Apds colocar o fator 7 em evidéncia, aparecerao diversos

Repunits® que podem ser reescritos, dando origem ao que segue:

\7/%— ZZ + w + 7T A ITTTT 0 JTT- - TTT =
um sete dois setes trés setes quatro setes setenta e seis setes setenta e sete setes
=7 (\1//+d\1/1/+£1/l+ 1t111 +---+ t11t1~--11 + 111---111)—
um um ois uns  trés uns  quatro uns setenta e seis uns  setenta e sete uns,

- 101—1+102—1+1o3—1+1o4—1+ +1076—1+1077—1 B
N 9 9 9 9 9 9 N

:7‘<101—1+102—1+103—1+104—1+---+1076—1+1077—1)
9
77 parcelas = T7-(—1)
10" +102+10° +10* +--- +10°+10"—-1—-1—-1—-1---—1—1

9

E soma de P.G com a1=10' , n=77 e a razio g=10

100" +102 4+ 102 + 10 + - -+ 10" + 107" +77 - (—1
_7 +10° +10° + +9+ +10"+77- (1) | _ (3.13)

Para um aprofundamento sobre os Repunits, sugerimos a leitura de Andreescu e Gelka (2009, p. 74-77).
8  Sugerimos a questdo sobre Repunits presente no BANCO (OBMEP, 2018a, Problema 25, Nivel 2, p.
120), para aprofundamento.
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Devemos agora, calcular a Soma dos Termos da P.G finita destacada acima, usando

g, = (¢" - 1):
qg—1
(g — 1
Sn:al(ql), onde a; = 10", ¢ =10en =177
q_
101 - (1077 — 1)
ST/
101 (1077 — 1) 10 — 10
S — |G = 3.14
77 10-1 i 9 (3.14)

O préximo passo sera substituir resultado encontrado em 3.14 no lugar da PG

destacada na Equacao 3.13:

1078-10 1078 —104-9-77-(—1) 78
4+ 77 (—1 10 —-104+9-77- (-1
7‘( : 9 ( )> 7.< Sg) ) 7'< 81 ( )>

10" — 703
e 1
S| < o1 ) (3.15)

Podemos perceber que, pelo fato de 81 =9 x 9 e 7 serem ntimeros primos entre si,
10" — 703

o resultado numérico de 7 - ( 31

) sera construido ao efetuarmos, primeiramente,

10™ — 703
9

por objetivo encontrar o algarismo das dezenas do niimero k. Procederemos a alguns passos

1
= ky, ap6s efetuarmos 9= ks e, por ultimo, calculando 7 X ky = k. E temos

para atingir esse objetivo:
75 algarismos 9
Note que 999999 ...99999 297 é divisivel por 9, pois a soma de seus digitos é obtida
pela expressao 75-9+2+4+947 = 693 , que é divisivel por 9 e 693+9 = 77. Teremos entao:

Calculo de kq:

9999....9297 9
0 1111...1033
0
0 75 algarismos 1
0.. = ky=111111...11111033
0
29
27
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75 algarismos 1

Note que 1111111...11111033 ¢ divisivel por 9, pois a soma de seus digitos ¢ obtida
pela expressao 75-14+ 0+ 3+ 3 =81, que é divisivel por 9 e 81 =9 = 9. Teremos entao:

Calculo de ko:

1111111111111 ...1033 9
21 123456789012. .. 12337
31
41
51
61
71
81 -
011
21...21
30
33
63
0
8 grupos

= ko = 12345678012...80 12337

Segue entao que:
8 grupos
k=7-112345678012...80 12337 |.

Como desejamos obter o algarismo das dezenas de k, basta multiplicar 7 pelos
ultimos digitos de k, ou seja:
8 grupos
k= 7-112345678012...8012337 | = k = ...76359 = | o algarismo das dezenas é 5.

Segue que o algarismo das dezenas da soma

\7/4— \7/7_/ + w + 70T A4 TTTeTT 77777 €05,

um sete dois setes trés setes quatro setes setenta e seis setes setenta e sete setes
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3.8.2 Analise pedagégica do Problema 5: OBMEP /2013 1* Fase Nivel 2 (Progressao

Geomérica e Repunits) a luz das solugbes apresentadas e da BNCC

Observando as resolugoes apresentadas, a primeira ¢ bem acessivel a alunos a partir
do 6° ano, pois utiliza raciocinio l6gico na operacao de adigao; ja a questao alternativa
requer, na sua resolucdo, o uso de progressoes geométricas, assunto abarcado pela BNCC,
e Repunits, assunto fora do escopo do curriculo da Escola Béasica. Segue o rol apresentando
as competéncias e as habilidades presentes na BNCC (BRASIL, 2018) e relativas aos

Ensinos Fundamental e Médio, utilizadas nas solugoes do problema:

(EF07TMA14) Classificar sequéncias em recursivas e ndo recursivas,
reconhecendo que o conceito de recursao esta presente ndo apenas na
matematica, mas também nas artes e na literatura.

(EF07MA15) Utilizar a simbologia algébrica para expressar regularida-
des encontradas em sequéncias numéricas.

(EF07MA16) Reconhecer se duas expressoes algébricas obtidas para
descrever a regularidade de uma mesma sequéncia numérica sao ou nao
equivalentes.

(EF08MA10) Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica ou
figural ndo recursiva e construir um algoritmo por meio de um fluxograma
que permita indicar os niimeros ou as figuras seguintes.

(EF08MA11) Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica

recursiva e construir um algoritmo por meio de um fluxograma que
permita indicar os nimeros seguintes.

(Competéncia 4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representagio matemaéticos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicagao de
resultados de problemas.

(Competéncia 5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias
e recursos, como observacao de padroes, experimentacoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragao
cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas.

(EM13MATS508) Identificar e associar progressoes geométricas (PG) a
fungdes exponenciais de dominios discretos, para analise de propriedades,
deducao de algumas férmulas e resolugdo de problemas.

3.9 Problema 6: OBMEP /2018 1* Fase Nivel 2 (Frac¢Ges continuas)

O problema que iremos resolver, esteve presente na 1* Fase, Nivel 2 da prova
OBMEP (2018b) mas tinha sido proposto anteriormente em uma competigao internacional
de matematica, o Tournament of the Towns 1989 (Torneio das Cidades 1989), (Figura
21):
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Figura 21 — Olimpiada Torneio das Cidades 1989

TOURNAMENT 11

JUNIOR QUESTIONS
Autumn 1989 (O Level)

1. Three runners, X, Y and Z, participated in arace. Z got held up at
the start and began running last, while Y was second from the start.
During the race Z exchanged positions with other contestants 6
times, while X did that 5 times. It is known that Y finished ahead
of X. In what order did they finish? (3 points)

2. The lengths of the sides of an acute angled triangle are successive
integers. Prove that the altitude to the second longest side divides
this side into two segments whose difference in length equals 4.

(3 points).

3. A set of 1989 numbers is given. It is known that the sum of any
10 of them is positive. Prove that the sum of all these numbers is

positive. (Folklore, 3 points)
4. Find the positive integer solutions of the equation
sy L _I0
T =
vz T
z

(G. Galperin, 3 points)

Fonte: (TAYLOR, 1994, p.11)

Abordaremos, a seguir, uma forma de resolucao do exercicio e depois, teceremos

alguns comentarios sobre Fracoes Continuas.

PROBLEMA 6 (OBMEP /2018 1* Fase Nivel 2)

Na igualdade abaixo, a, b e ¢ sdo nimeros inteiros positivos. Qual é o valor

(A)2(B)3(C)4 (D)5 (E)7

3.9.1 Resolucao para o Problema 6

Resolucao do problema usando comparacao entre niimeros

10
Comecemos por observar que o nimero - estd compreendido entre os inteiros

1 e 2. Assim, podemos reescrevé-lo como a soma de 1 com uma fragao positiva, tendo

10 3 1
—=14+—-=14 —, ouseja, a=1. Observe
7 7 7

3
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Isso nos deixa com

—_
wl | =

b+ -
C

Ora, — é menor que 3 e pode escrever-se como a soma de um inteiro positivo com
uma fragao positiva de duas maneiras. Assim, as tnicas possibilidades inteiras positivas

para os valores de b sdo 1 e 2. Caso b = 1 teriamos:

3
Teriamos ¢ = 7 ou seja, ¢ ¢ Z, absurdo.

~ / . . R K . 1 1 .
Nos resta entao como a unica possibilidade, e isso leva a — = 3 ou seja,
c

|c = 3| Portanto, a tinica solucdo inteira positiva é | (a, b, ¢) = (1,2,3)|.

Gabarito: assinalar a assertiva (B).

Questdao da OBMEP e uma abordagem sobre Fracoes Continuas’

Apoés resolver questoes como as do problema anterior, podemos fazer referéncia as
Fragoes Continuas, exemplificando outras maneiras de representar os ntimeros racionais.

Segue a Definicao abaixo:

Definicao 4. Chamamos de Frag¢do continua a expressio que possui a forma

by
ba

a +
CL2+

bs

as + ——

&4—1‘"

tais que a; € Z e ag,az, -+ ,a, € by, by, -+ b, € Z,'°. (OLDS, 1963, p.7)

Em particular, quando uma Fragao continua tiver a seguinte forma

Para um maior entendimento e aprofundamento acerca de Fracoes Continuas, sugerimos a leitura de
Beskin (1996), Posamentier e Salkind (1988, p. 34, p. 149-150) e de Yaglom, Shklarsky e Chentzov
(1993, p. 40 e p. 273).

10 A notagdo Z, refere-se ao conjunto dos niimeros inteiros nao negativos, ou seja, Z, = {0,1,2,...}.
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ai + , (com a; € Z e as,az, - ,a, € L)

CL2+
CL3+

ag+ -+
1
an—1 + —
a,
ela é chamada de Fracao continua finita simples. Prova-se que todo nimero

racional pode ser expresso sob esta forma de fracao. Vejamos os casos seguintes:

Para se entender como se chega ao resultado acima, cuja forma é chamada de

expansao de fragoes racionais, faremos os procedimentos a seguir:

- Inicialmente efetua-se a divisao de 10 por 7, obtendo quociente 1 e resto 3, o que

o 10 3
significa - = 14 -
- Apbs isso, efetuamos a inversao da fragao que figura na segunda parcela, ficando:
10 1
ol
7
3

- Efetuamos a divisao de 7 por 3, obtendo quociente 2 e resto 1, o que significa

10 ) 1
7ot
5 1
T3

- Deste modo, conclui-se o procedimento de expansao em fragoes racionais do niimero

10
7
10 10
Podemos também reescrever = utilizando a seguinte notagao: == [1,2,3], onde

a1 =1, ay=2¢ag=3.
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67

Vejamos o exemplo da expansao de fragdes racionais do niimero E:

67 9 1 1 1 1
=24+ —=—=24+—=24 ——=2+ ——=|2+
29 29 29 5. 2 gy L gy 1
— + - + - +—
9 9 9 1
z 44—
2 + 2
1
Assim, podemos reescrever o racional 2 sob esta forma 2 + ——— e também
1
3+ ——
1
4+~

sob esta forma [2,3,4,2], com as =1, a3 =2, a3 =4 e a4 = 2.

A seguir, mostraremos alguns resultados histéricos interessantes, conforme consta
em Olds (1963, p. 134-139). Apresentaremos justificativas e indicagoes para os resultados,
os quais podem ser usados em um possivel debate sobre niimeros irracionais (por exemplo
nimeros primos sob radicais, 7 e o nimero e), pois serdo exibidas fragoes continuas

originadas de ntimeros irracionais:

1. Sem utilizar a notacdo que conhecemos atualmente, Bombeli !, em 1572, sabia

essencialmente que:

V13 =3+
6+
6

4
_l_ -
6+

Justificativa 1. Note que pelo fato de 9 < 13 < 16, sabe-se que 3 < /13 < 4. Entao

podemos reescrever \/13 como:

1
V1I3=3+—| , comz € R, (3.16)
z
Desta forma, teremos:
1 1 A 1 4
VIB=34 - = =33 e Do D 3.17
T T r 3++V13 ( )

11 Rafael Bombelli (1526 — 1572), matematico italiano.
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Substituindo o resultado de — da equagdo 3.17 na equacdo 3.16, teremos:
x

1 4

VI3=34+- = |VI3=3+——F—+= 3.18
x 3+ V13 (3.18)

Substituindo o resultado de /13 da equagdo 3.16 na equagao 3.18, teremos:
13=3 ! 13=3 ! 13=3 ! (3.19)

VI3=34+—rn = —34+——— = |VI3=3+—| (3.

3+ V13 1 1

3+ |3+ — 6+ —

x x

Podemos perceber que hd um padrdao ao substituirmos, ora o resultado de — da equacao
x

3.17, ora o resultado de /13 da equacao 3.16, em sequéncia, nos resultados gerados.

Do exposto, chegamos ao raciocinio abairo, que conclui a justificativa:

VI3—34— — 3 : T 13=3 -
e —l——: —‘—7: —|—7:---:> = +
x 3++V13 1 4
6+ — 6+ ——
x 4
6 R
+6-‘r-_

2. Em 1613, Cataldi'? expressou em fracoes continuas, a expansdo de v/18:

Justificativa 2. Note que pelo fato de 16 < 18 < 25, sabe-se que 4 < /18 < 5.

Entao podemos reescrever \/18 como:

1
V18 =4+ —| , comxz € R} (3.20)
T

A partir daqui, procedendo de maneira andloga a anterior, chega-se ao resultado

pretendido.

12 Pietro Antonio Cataldi (1548 — 1626), matemético italiano.
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3. O resultado de Lambert!®, em 1770, expressou o valor de m em fracoes continuas:

T=3+

7+

1
2921

Justificativa 3. Note que pelo fato de m ~ 3,1415926535897932.. .., podemos rees-

CTever m como:

1
T=a+—| ,coma =3 ex; €RY (3.21)

xy

Desta forma, teremos:
3 ! ! 3 =10,141592 ! 7,062513
=34+ — = —=71-3= .= = = =
e T T ! T 041592, . Tl
1 1
=21 =740,062513... & z1=ay+ —= |ay =7 e —=10,062513...
T2 T2

Segquindo o mesmo raciocinio, teremos:
1 1 1
— =0,062513... = x5 = 15,99659%4... & x5 = ag+— = |az =15 e — = 0,996594...
) xs3 I3
Prossegquindo com a mesma ideia:
1 1 1
— =0,996594... = x5 = 1,003417... & 23 = ay+— = |ay =1 e — = 0,003417...
T3 Ty T4
Continuando no mesmo sentido, tem-se:
1 1 1
— =0,003417... = x4 = 292,634598... & x4 = az+— = |a5 = 292 e — = (,634598...
Ty s L5

Se dermos prossequimento ao processo anterior, chegaremos a aproximacoes cada
vez mais precisas do numero irracional w, sob a forma de fragées continuas. Diante
do exposto, seque o raciocinio abairo, que nao é uma demonstragio matemdtica mas

justifica o resultado obtido por Lambert em 1770:

1 1
T=a;+ & T=3+

as + 7‘|‘
ag + —————— 15+ ———
1 1
as+ 202+

CL4+

13" Johann Heinrich Lambert (1728 — 1777), matemético suico.
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4. O ntmero e, a base dos logaritmos naturais, teve a seguinte expressao por fragoes

continuas publicada por Euler'*, em 1737:

14—
+4+‘

Justificativa 4. Note que pelo fato de e ~ 2, 71828182846 . .., podemos reescrever

e como:
1
e=a+—| ,coma =2ex €RY (3.22)
T
Desta forma, teremos:
2 ! ! 2 =10,71828182846 !
R ’ 170, 71828182846 ..
1 1
=x1=1,392211... &S x1=a+—= |ag=1e —=0,392211...
i) i)
Sequindo o mesmo raciocinio, teremos:
1 1 1
— =0,392211... = x5 = 2,549646... & x5 = az3+— = |az =2 e — = 0,549646...
) T3 T3
Prosseguindo com a mesma ideia:
1 1 1
— =0,549646... = x5 = 1,819350... & 23 =ay+—= |ay =1 e — = 0,819350...
T3 Ty L4
Continuando no mesmo sentido, tem-se:
1 1 1
— =0,819350... = x4 = 1,220479... S 4y = a5+—= |a5 =1 e — = 0,220479...
Ty T L5
Dando continuidade ao processo, teremos:
1 1 1
— =0,220479... = x5 = 4,535573... & x5 = ag+— = |ag =4 e — = 0,535573...
Ts T L6

Se dermos prossequimento ao processo anterior, chegaremos a aproximacoes cada

vez mais precisas do numero irracional e, sob a forma de fracoes continuas. Diante

14 Leonhard Euler (1707 — 1783), matemético alemdo.
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do exposto, seque o raciocinio abaixo, que nao € uma demonstragdo matemdtica mas

justifica o resultado obtido por Euler em 1737:

e=aj+ S e=2+4

as + 2+
ag +— 1+

1+ ——
CL6—|—. 4+

1+/5
5. No GIF da figura abaixo, tem-se ¢ =

como uma fracao continua:

, 0 conhecido nimero de ouro, escrito

Figura 22 — GIF sobre Fun¢oes Continuas

P= L

Fonte: Disponivel em: <htpps://www.mathmajik.tumblr.com>. Acesso em: 20 set. 2019

Justificativa 5. Fica como sugestao para o leitor efetuar o procedimento apresentado

nos itens 3 e 4 para construir a representacio do niumero de ouro, o nimero irracional

1+V5
b = 5 ~ 1,61803398875. .., sob a forma de fracoes continuas.
4
6. Lord Brouncker'®, em 1658, expressou em fracoes continuas o ntimero —:
s
4 12 4 1
—=1+ — —=1+
™ 32 ™ 9
2+ 2+
52 25
24 —m—— 24+ ——
72 49
2+ ——— 24—
9 81
2+ 2+ —

2+ 2+

15 William Brouncker (1620 — 1684), mateméatico inglés.


https://br.pinterest.com/pin/321655598356969856/
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Justificativa 6. Apresentamos nesta pesquisa o resultado de Brouncker em 1658,
devido a sua relevancia historica, mas desconhecemos uma justificativa elementar,
a nivel de matemdtica do Ensino Bdsico, para o resultado. Diferente das justi-
ficativas apresentadas nos itens anteriores, como esta foge ao escopo desta pes-
quisa, sugerimos a um leitor interessado em compreender o resultado de Brounc-
ker, a leitura dos artigos de Jacques Dutka (matemdtico norte-americano, 1919-
2002), que versa sobre produto de Wallis, fra¢io continua de Brouncker e séries
de Leibniz, disponivel em: <http://personal.colby.edu/wallisbrouncker.pdf/>, acesso
em: 20 mar. 20 e de Thomas J. Osler (Rowan University-EUA), entitulada “A
sequéncia esquecida de Lord Brouncker de fracoes continuas para w”, disponivel
em: <https://www.researchgate.net/lord-brounckers-forgotten-sequence-of-continued-

fractions-for-pi/>, acesso em: 20 mar. 20.

3.9.2 Analise pedagégica do Problema 6: OBMEP /2018 1* Fase Nivel 2 (Fragoes conti-

nuas) a luz das solugdes apresentadas e da BNCC

A primeira das resolucoes apresentadas é bem acessivel a alunos a partir do 6°
ano, pois envolve o conceito de fracido e a operacao de adi¢gdo. De acordo com a BNCC
(BRASIL, 2018), segue o rol apresentando as competéncias e as habilidades atinentes aos
Ensinos Fundamental e Médio, que podem ser abordadas durante ou na sequéncia da

resolucao:

(EF06MAOQ7) Compreender, comparar e ordenar fragoes associadas as
ideias de partes de inteiros e resultado de divisao, identificando fragoes
equivalentes.

(EF06MA10) Resolver e elaborar problemas que envolvam adigdo ou
subtragdo com nimeros racionais positivos na representacao fracionaria.

(EF07MAO08) Comparar e ordenar fragoes associadas as ideias de partes
de inteiros, resultado da divisdo, razao e operador.

(EF07MA12) Resolver e elaborar problemas que envolvam as operagoes
com numeros racionais.

(EF07MA33) Estabelecer o nimero como a razao entre a medida de uma
circunferéncia e seu didmetro, para compreender e resolver problemas,
inclusive os de natureza histérica.

(EFO9MAO01) Reconhecer que, uma vez fixada uma unidade de compri-
mento, existem segmentos de reta cujo comprimento ndo é expresso por
nimero racional (como as medidas de diagonais de um poligono e alturas
de um triangulo, quando se toma a medida de cada lado como unidade).

(EF09MAO02) Reconhecer um niimero irracional como um nimero real
cuja representacao decimal € infinita e ndo periddica, e estimar a locali-
zacdo de alguns deles na reta numérica.

(Competéncia 4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representagio matemadticos (algébrico, geométrico,


http://personal.colby.edu/personal/g/gwmelvin/past/122bf17/WallisBrouncker.pdf
https://www.researchgate.net/publication/233049641_Lord_Brouncker's_forgotten_sequence_of_continued_fractions_for_pi
https://www.researchgate.net/publication/233049641_Lord_Brouncker's_forgotten_sequence_of_continued_fractions_for_pi
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estatistico, computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicagao de
resultados de problemas.

(Competéncia 5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias
e recursos, como observacio de padroes, experimentagoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragao
cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas.

3.10 Problema 7: OBMEP /2014 1* Fase Nivel 3 (Fatores primos e o Teorema
de Legendre)

O problema a seguir, retirado da prova OBMEP (2014b), é voltado para alunos
do ensino médio, mas devido a forma clara e objetiva como, no enunciado, é definido o
fatorial de um nimero maior que 1, o problema pode ser resolvido com éxito por alunos

do ensino fundamental, utilizando raciocinio l6gico e regras de potenciagao.

Iniciaremos a resolucao, utilizando conceitos simples de raciocinio e de potenciacao,
para apos, tecermos comentarios acerca do Teorema de Legendre, assunto estudado na

Teoria dos Ntimeros (ndo presente no curriculo da Escola Bésica):

PROBLEMA 7 (OBMEP /2014 1* Fase Nivel 3)

O simbolo n! é usado para representar o produto dos ntimeros naturais de
lan,istoé, nl=n-(n—1)---1. Por exemplo, 4! =4-3-2-1 = 24. Se
n!=21%.36.5%.72.11.13, qual é o valor de n ?

(A) 13 (B) 14 (C) 15 (D) 16 (E) 18

3.10.1 Resolucoes para o Problema 7

1? resolugao - Utilizando regras basicas de potenciacao e o raciocinio légico

Utilizando o conceito definido pelo enunciado, deveremos reagrupar o nimero
n! =215.36.5%.72.11-13 de forma que tenhamos n! =1-2-3----(n—1)-n, dai, n serd

a nossa resposta procurada.

Note que n é um nimero par porque 2 figura na sua expansao e 13 < n < 17, pois
13 é nimero primo e aparece na expansao e 17 é um nimero primo mas nao aparece na
expansao desenvolvida no n! do enunciado. Por outro lado, n > 13 ja que na expansao
o fator 7 aparece duas vezes. Assim, n serd 14, 15 ou 16. Entao, podemos iniciar uma

organizacao de n! conforme segue:

nl=1-2-3-(22)-5-(2x3)-7-(2%)-(3%)-(2x5)-11-(22x3)-13-(2x 7)- (3 x 5)- (2%

Pode verificar-se que todos os fatores primos da expansao de n! foram utilizados,

ou seja, reorganizamos os quinze fatores 2, seis fatores 3, trés fatores 5, dois fatores 7, um
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fator 11 e um fator 13. Efetuando os produtos da equacao acima, teremos:

n'=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14-15-16 = 16! = [n = 16|
E a resposta correta a ser assinalada é (D).
22 resolucao - Utilizando o Teorema de Legendre

Antes de iniciarmos a préxima resolucao, faz-se necessario apresentar as definigoes
de parte inteira de um nimero real e de funcao de Legendre, provenientes, res-
pectivamente de Rufino e Pinheiro (2010, p. 250 ) e e de Andreescu e Andrica (2009, p.
135-140), como segue:

Defini¢do 5. A parte inteira de um nidmero real x é denotada por |x| que é o

maior inteiro menor ou igual a x.

Definicao 6. Seja um nimero primo p, denota-se por V, (a) o expoente de p na decompo-

si¢ao em fatores primos do niumero a

Definicao 7. Para qualquer inteiro positivo n, definimos a funcao aritmética E, como
fungdo de Legendre associada ao primo p, estando relacionada com a fungio V, através
da relagio E, (n) =V, (n!).

Pelo fato do enunciado do problema apresentar a notagao de fatorial (n!), podemos
resolvé-lo utilizando o teorema a seguir, denominado Teorema de Legendre!®, advindo
de Hefez (2016, p. 153):

Teorema 3.10.1 (Teorema de Legendre). Sejam n um nimero natural e p um nimero

E,(n!) = {ZJ + L:;J + L?BJ T (3.23)

Note, inicialmente que o resultado da equacio 3.23 é finita, pois existe um niumero

primo. Entdo

natural v tal que p' > n para todo i > r; portanto ﬁ =0,sei>r.

p’L
Demonstracio. A demonstracdo do Teorema de Legendre foge ao escopo deste trabalho.
Para uma demonstragdo formal do mesmo, sugerimos a leitura de Hefez (2016, p. 153-
154). m

Atendendo a que n! = 215 .3%.53%.72.11 .13, devemos utilizar o Teorema de

Legendre da seguinte forma:

16 Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833), matemaético franceés.



70

Determinar n tal que Fs (n!) = 15, ou seja, n é o menor nimero natural tal que

215 divide n!. Com isso, teremos:

n n n n
2 (n) o) Tl Tzl T
Note que 2* = 16 > 15 e as parcelas restantes seriam nulas. Devemos perceber que

a soma das partes inteiras dos quocientes é menor que a soma desses mesmos quocientes.

Assim,

n n n n>15 n n n n
st ats T 62 —bJ*MﬂsJﬂmJ

A seguir, desenvolveremos a desigualdade:

n n n n 15-n
—t — -+ —>1 —>1 > 1
yt Tt 2 8= g 2 15=[n>16]

Agora, devemos analisar que necessariamente, n < 17, senao constaria algum fator
primo de 17 ao decompor n!. Diante do exposto, conclui-se que |n = 16].

3.10.2 Anélise pedagdgica do Problema 7: OBMEP /2014 1* Fase Nivel 3 (Fatores primos

e o Teorema de Legendre) a luz das solugoes apresentadas e da BNCC

Com base na primeira resolucao apresentada, entendemos que, pelo fato da boa
clareza do enunciado mesmo em se tratando de um contetdo inserido no curriculo de
Ensino Médio (a ideia de Fatorial de um nimero), alunos do Ensino Fundamental, prefe-
rencialmente do 9° ano, estao aptos a desenvolverem-na, pois utilizam-se conhecimentos
de fatoracao e de potenciagao; ja na segunda resolucao, utilizamos conteidos de Teoria
dos Numeros, o Teorema de Lagrange, que nao ¢é delimitado pela BNCC, estando fora
do curriculo da Escola Bésica. Em conformidade com a BNCC (BRASIL, 2018), segue o
rol apresentando as competéncias e as habilidades referentes aos Ensinos Fundamental e

Médio, utilizadas nas resolugoes do problema:

(EFO6MAO05) Classificar ntimeros naturais em primos e compostos,
estabelecer relagoes entre nimeros, expressas pelos termos “é multiplo
MW

de”, “é divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio de investigagoes,
critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000.

(EFO08MAO01) Efetuar cdlculos com poténcias de expoentes inteiros
e aplicar esse conhecimento na representacao de ntimeros em notagao
cientifica.

(Competéncia 4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representagio matematicos (algébrico, geométrico,
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estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e comunicacao de
resultados de problemas.

(Competéncia 5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias
e recursos, como observacao de padroes, experimentacoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma demonstragao
cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas.

3.11 Problema 8: Banco de Questoes OBMEP Nivel 3/2018 (Radicais de

Ramanujan)

O problema a seguir foi extraido do nivel 3 do BANCO (OBMEP, 2018a, p. 51).
Pode ser trabalhado utilizando a identificagdo de padroes nas sequéncias de radicais junto
da racionalizacao de denominadores. Também podemos apresentar o assunto da assertiva
(B), que em 1911 foi proposto por Ramanujan'”, como uma oportunidade para solucionar

radicais infinitos, conhecido como Radicais de Ramanujan®®.

PROBLEMA 8 (Banco de Questoes OBMEP Nivel 3/2018)
(A) Qual o valor de

1 1 1 1 1 1
TE T VEnE T VaE T VinE T Ee T T Vv

(B) Se z = 1+2-J1+¢3-\/1+4-\/1+5-\/--- ¢ um ndamero

real, qual o seu valor?

3.11.1 Resolucoes para o Problema 8

12 resolugao - Observando os padroes, racionalizando e eliminando simétricos

A resolugao da assertiva (A) utiliza conceitos de racionalizacao e cancelamento de
termos simétricos e devemos identificar o padrao das fragdes. Observe a reorganizacao dos

denominadores das fragoes e a racionalizacao dos dois primeiros termos:

1 V2 -1 V2 -1 V2 -1
ﬁﬂ'(ﬁ—l)z L (Ver-1z V2ot

17" Srinivasa Aiyangar Ramanujan (1887 — 1920), matematico indiano.
18 O problema da assertiva (B) ja teve ocorréncia no torneio mateméatico Harvard-MIT (2000).
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Vieve \vicve) T I

! (f—ﬁ) CVBVE VBVE

Observando o padrao gerado acima e efetuando a racionalizacao em todas as fragdes
da sequéncia, teremos o seguinte:

A (o) v () v (oo m)

= V2-1+V3-V2+Vi-V3+V5—Vi+-- + V99— 098+ V100 — V99 =
= V2 L3 =2+ NI N3+ N5 — I+ /00 — VI8 + /100 —+/90 =

14 VIO = [9]

Para a assertiva (B), iremos utilizar, com adaptagoes, a forma de resolugao apre-
sentada no BANCO (OBMEP, 2018a, p. 156), que usa a identificagdo/anélise de padroes.

Observe a seguinte sequéncia de quadrados de inteiros positivos

FP=1+8=1+2-4

42=14+15=1+3-5 = 4=+1+3-5
52=1+24=1+4-6 = d=+1+4+4-6
62=1+35=1+5-7 = 6=+v1+5-7

n=l+n?-1=1+n-1)-(n+1) = n=1+n-1) (n+1)

Podemos entao iterar cada uma das equagodes anteriores de modo a obtermos

3?=1+2-4
3¥=1+2-V1+3-5
32=1+2/1+3-VIT46

210148114 VIT5 7

A partir do padrao apresentado no processo para a construcao de novos radicais,
sequencialmente, no interior de expressoes anteriores, podemos conjecturar que sera
produzido a direita da igualdade, uma quantidade infinita de radicais sobrepostos e isso

nao alterard o valor que esta a esquerda da igualdade (o valor 3), sendo este valor o limite
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da sequéncia cujo termo geral se apresenta no segundo membro, evidenciando o seguinte

raciocinio:

32:1+2\/1+3-\/1+4.\/1+5-\/-~<:>3: 1+2\/1+3-\/1+4-\/1+5~\/~~;»

=3=[14+2\|1+3-\1+4- 1+5-\/1+6-\/1+7-\/1+8-\/--- =

Observacgao: A titulo de informagdo, uma demonstracao formal e rigorosa sobre a
convergéncia desta sequéncia infinita de radicais, possui como pré-requisitos necessarios a

compreensao, topicos de Ensino Superior, portanto, foge ao escopo desta pesquisa.
22 resolucgao - Falar sobre os radicais de Ramanujan

Antes de solucionarmos o radical infinito de Ramanujan'®, devemos observar o
comportamento de uma sequéncia infinita de radicais em soma, para a partir dai, utilizarmos
o raciocinio adequado. Antes disso, apresentaremos algumas definigoes e resultados (sem
demonstragoes) sobre séries infinitas de radicias em soma®”, visando familiarizacio com os

termos exibidos nesta resolucgao:

Definicao 8. Define-se uma série infinita de radicias em soma simples como o

sequinte resultado, com x > 0

1++1+4+4x
\/x+\/x+\/x+\/x—|—...oo:2.

Definicao 9. Define-se uma série infinita de radicias em soma com termo fora

da raiz como o sequinte resultado, com x >0 ey > 0

+Vy* + 4z
\/x+y x—l—y\/x—l—y\/:v—i—...oo:%.

Definicao 10. Define-se uma série infinita de radicias em soma com termos em

produto e um termo fora da raiz como o sequinte resultado, V xy € R7

Z+ 22+ 4y
5 .

\/a:y—l—Z\/xy%—z\/xy—Fz\/xy—i-...oo—

19 Uma solucdo do problema consta no Blog norte-americano Mind your Decisions, de Tawalkar (2016),
disponivel em: <https://mindyourdecisions.com/ramanujans-nested-radical/>. Acesso em: 5 dez. 2019.

20 Recomendamos a leitura do artigo “Ramanujan’s route to roots of roots” de B. Sury, disponivel em:
<https://www.isibang.ac.in/ sury/ramanujanday.pdf>. Acesso em: 5 dez. 2019 .



https://mindyourdecisions.com/blog/2016/05/01/ramanujans-nested-radical-sunday-puzzle/
https://www.isibang.ac.in/~sury/ramanujanday.pdf
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Definicao 11. Define-se uma série infinita de radicias em soma com produto

de termos consecutivos como o sequinte resultado, ¥V x(x 4+ 1) € R,

\lx(x+1)+\/x(x+1)+\/x(:p+1)+\/x(x+1)—|—...oo:x+1.

Definicao 12. Define-se uma série infinita de radicias em soma com termos

consecutivos e com termo fora da raiz como o sequinte resultado, ¥V x(z+1), (z+2) €
*

RY

(x—2)+\/5x2+4'

\/:E(x—l—1)+(:E+2)\/x(m+1)—I—(x+2)\/x(x—|—1)+...oo: 5

Definicao 13. Define-se uma série infinita de radicias em soma com termo ao
quadrado e com termo fora da raiz em progressao aritmética como o sequinte

resultado, ¥ x,y >0

\/x2+y-\/m2+(x+y)-\/x2+(2x+y)m:x+y

Iremos apresentar uma demonstragao construtiva do tltimo resultado, a série

infinita de radicais em soma com termos em PA, afim de endossarmos esta resolucgao.

Teorema 3.11.1 (Radicais em Soma com termos em Progressdo Aritmética). Para
uma série infinita de radicais em soma com termo ao quadrado e termos em Progressao

Aritmética, temos o sequinte resultado:

\/a2+b-\/a2+(a+b)~\/a2+(2a+b)m:a+b (3.24)

Demonstragio. Partindo da seguinte identidade, a + b = y/(a + b)?, teremos:

a+b=\/(a+b)? = a+b=vVa?+2a+b = |a+b=1/a®+b(2a+0D)

Seguindo o mesmo raciocinio, a partir de (2a + b) = 1/(2a + b)?, teremos:

(2a4+0) =/(2a+0)? = (2a+b)=y/(a+(a+D))? =

= 2a+b= /a2 +2a- (a+b)+(a+b? =

= 2a+b= a2+ (a+b)-2a+a+b) = |2a+b= /a2 +(a+b)-(3a+Db)
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Prosseguindo com o mesmo raciocinio, a partir de (3a + b) = 1/(3a + b)?, teremos:

(Ba+b)=/(3a+b)? = (Ba+b)=/(a+(2a+b)? =

= 3a+b= /a2 +2a-(2a+0)+ (20 +0)? =

= 3a+b:\/a2+(2a—|—b)-(2a+2a—l—b) = 3a+b:\/a2+(2a+b)-

Com isso, teremos o seguinte:

a+b=/a?+b2a+b) = a+b:\/a2+b\/a2+(a+b)-(3a+b) =

a—i—bz\/a2+b\/a2+(a+b)-\/a2—|—(2a+b)- =

O que significa que:

\/a2—|—b-\/a2—|—(a—|—b)-\/a2+(2a+b)m:a+b (3.25)
[

Utilizaremos o resultado demonstrado acima para solucionar o problema da assertiva
(B), entao:

x:J1+2\/1—|—3-\/1+4-\/1+5-\/---:\J12+2\/12+3-\/12+4-\/12+5-\/--- =

onde a’=1’=a=1¢e¢ b=2

l':\ll+2\/1—|—3-\/1—|—4-\/1+5'\/"':(I+b:1+2 = |z=3

Com isso, concluimos o problema que que trata de radicais infinitos.?!

3.11.2  Analise pedagdgica do Problema 8: Banco de Questoes OBMEP Nivel 3/2018

(Radicais de Ramanujan) a luz das solugbes apresentadas e da BNCC

A primeira resolucao, pelo fato de utilizar a visualizacdo dos padroes de uma
sequéncia e racionalizacao, ¢ acessivel a alunos a partir do do 9° ano do Ensino Funda-
mental e contempla diversas habilidades elencadas na BNCC. Ja a segunda resolucao, em
que se utiliza progressao aritmética como ferramenta principal, estd conforme algumas
competéncias e habilidades expressas na BNCC no Ensino Médio. Em conformidade com
a BNCC (BRASIL, 2018), segue o rol apresentando as competéncias e as habilidades

relativas aos Ensinos Fundamental e Médio, utilizadas nas solugoes para o problema:

2l Para exercicios de aprofundamento sobre esse tema, sugerimos a leitura de Andreescu, Dospinescu e
Mushkarov (2017, p. 44-48), de Araujo (2018, p. 61-81) e de Honsberger (1991, p. 140-144).
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(EF07MA15) Utilizar a simbologia algébrica para expressar regulari-
dades encontradas em sequéncias numéricas.

(EFO08MAO02) Resolver e elaborar problemas usando a relagdo entre
potenciacgao e radiciagdo, para representar uma raiz como poténcia de
expoente fraciondrio.

(EF09MA09) Compreender os processos de fatoragdo de expressoes
algébricas, com base em suas relagbes com os produtos notaveis, para
resolver e elaborar problemas que possam ser representados por equagoes
polinomiais do 2° grau.

(Competéncia 4): Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representagio matemaéticos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo de
resultados de problemas.

(Competéncia 5): Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matemaéticas, empregando estratégias
e recursos, como observacao de padroes, experimentacoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma demonstragao
cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas.

(EM13MATS507) Identificar e associar progressoes aritméticas (PA) a
fungoes afins de dominios discretos, para andlise de propriedades, deducao
de algumas férmulas e resolugdo de problemas.

3.12 Problema 9: Banco de Questées OBMEP Nivel 3/2016 (Desigualdade

das Médias, balanga e equagéo)

Esta questdao, extraida do BANCO (OBMEP, 2016, p. 45, exercicio 1), remete-se
ao uso de uma balanca de pesos e pratos. Ha nela o conceito de pesos representados por
nimeros inversamente proporcionais ao comprimento de cada braco da balanca para se
obter o equilibrio do sistema. Verificaremos a solucao utilizando esses conceitos e uma

possibilidade de utilizar a balanga de pratos para o ensino de equagao do 1° grau.

PROBLEMA 9 (Banco de Questées OBMEP Nivel 3/2016)

Arquimedes possui uma balanca de dois pratos com bracos de comprimentos diferentes.
Objetivando pesar dois quilos de acgtcar, ele procedeu da seguinte forma: colocou um
peso de um quilo no prato da esquerda e agiicar no outro lado até que a balanca ficasse
equilibrada. Em seguida, ele esvaziou os dois pratos, colocou o peso de um quilo no prato
da direita e ac¢ticar no prato da esquerda até que os dois pratos ficassem equilibrados.
Somando as duas quantidades de ag¢ticar nestas pesagens, ele obteve menos de dois quilos,
mais de dois quilos ou exatamente dois quilos?

Observacao: Para que ocorra o equilibrio, os pesos nos pratos devem ser inversamente

proporcionais aos comprimentos dos bragos correspondentes.
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3.12.1 Resolucoes para o Problema 9

1? resolugao - Proposta pela OBMEP

Figura 23 — Balanga de Arquimedes (I)

Fonte: BANCO (OBMEP, 2016, p. 135)

De acordo com a Figura 23, denotamos o comprimento do brago da esquerda por p,
o da direita por g e por x e y as quantidades pesadas de agliicar na primeira e na segunda

pesagem, respectivamente. Em virtude do equilibrio, podemos escrever
l-p=x-q
y-p=1-g¢

Portanto, a quantidade total de actcar pesado foi de

§+Z:<£—£>2+2>2

2
pois como os bracos possuem comprimentos diferentes, temos (% — %) >0

22 resolucgao - Utilizando Desigualdade das Médias

Antes de iniciarmos a resolugao, cabe ser mencionado o Teorema da Desigualdade

das Médias Aritmética-Geométrica:

Teorema 3.12.1 (Desigualdade das Médias Aritmética-Geométrica). Se xq,xa, - , Ty,
sao numeros positivos, entao

T+ To+ -+ Ty
n

> 1 X - Ty, (3.26)

Além disso,

1+ x4+
n

n
= YT Xy Ty & X =Ty = =Ty

Demonstracio. A demonstracao da Desigualdade das Médias foge ao escopo deste trabalho.

Para uma demonstracao formal da mesma, sugerimos a leitura de Morgado e Carvalho
(2014, p. 183). O
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Figura 24 — Balanga de Arquimedes (II)

P P

AT AAT &

Fonte: O autor, 2020

Na Figura 24 estao representadas as situagoes da 1* e da 2* pesagens, onde z e
y sdo as quantidades de agiicar nas pesagens, p e ¢ sao os comprimentos dos bragos da

balanca esquerdo e direito, respectivamente e, 1 é o peso de 1Kg.

Como em ambas pesagens, o sistema ficou em equilibrio, podemos entender que:

l-p=2.-q = ==

y-p=1lq=y=

[V QI3

Portanto, utilizando o Teorema (3.12.1), a Desigualdade MA-MG, teremos que a a

quantidade total de ac¢tucar pesado foi de :

x;yzy/:c'y = x;—yz Z}Z = x;LyZ\/T:> r+y=>2

Como s6 teriamos a igualdade = + y = 2 caso p = q e, devido ao fato de termos

p # q, segue que , que é a resposta do problema.

Uso do Problema para o ensino de Equacgoes de 1° Grau

Apobs examinarmos o problema acima resolvido, podemos nos utilizar do equilibrio
da balanca para obter uma abordagem pedagogica para ensinar conceitos de equacoes do

1° grau. Sobre essa ideia tem-se por Goldsmith que:

Uma &4rea da matemadtica chamada de &lgebra pode ser usada para
calcular quantidades quando vocé ja possui parte das informacoes de
que precisa. Tudo o que vocé tem de fazer é equilibrar a equacao - um
célculo que equilibra os dois lados de uma balanga. (GOLDSMITH, 2016,
p. 123)
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Figura 25 — Uso da balanca para resolver equagoes de 1° grau

MATEMATICA DE MESTRE 123
Fonte: (GOLDSMITH, 2016, p.123)

Sobre a Figura 25, temos a seguinte orientagao, por parte de Goldsmith:

Uma equagao, como x = 2 + 1, pode parecer estranha num primeiro
momento, mas hd uma maneira ficil de enxergar as equacbes que o
ajudard a resolvé-las. Imagine uma balanca antiga, daquelas com um
prato pendente em cada extremidade, e que em cada um deles esteja
um dos lados da equagdo. Tudo o que estd a esquerda do sinal de igual
precisa estar em equilibrio com o que estd a direita. A solu¢do — o valor
de x — terd que ter o mesmo valor de tudo o que esta do outro lado.Vocé
sabe que 2+ 1 é igual a 3, entao, para que as escalas estejam equilibradas,
x também precisa ser 3. (GOLDSMITH, 2016, p.123)

3.12.2  Analise pedagdgica do Problema 9: Banco de Questoes OBMEP Nivel 3/2016
(Desigualdade das Médias, balanga e equagao) a luz das solugoes apresentadas e
da BNCC

A primeira resolucao, a oficial proposta pela OBMEP, possui conceitos abrangidos
pela BNCC, tais como razao e fracoes. Ja a segunda resolugao utiliza conceitos fora do
escopo da BNCC, a Desigualdade das Médias Aritmética-Geométrica. Na terceira parte,
apresentam-se comentarios de uma possibilidade pedagodgica com balancgas de pratos e
pesos para explicar o conceito de equacoes do 1° grau. Em conformidade com a BNCC
(BRASIL, 2018), segue o rol apresentando as competéncias e as habilidades relativas aos

Ensinos Fundamental e Médio, utilizadas nas solugoes e comentarios para o problemas:

(EF06MA14) Reconhecer que a relacio de igualdade matemadtica nao se
altera ao adicionar, subtrair, multiplicar ou dividir os seus dois membros
por um mesmo numero e utilizar essa no¢ao para determinar valores
desconhecidos na resolugao de problemas.

(EF07MAO09) Utilizar, na resoluciao de problemas, a associacdo entre
razdo e fragdo, como a fracdo 2/3 para expressar a razao de duas partes
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de uma grandeza para trés partes da mesma ou trés partes de outra
grandeza.

(EFO07TMA1T) Resolver e elaborar problemas que envolvam variagio
de proporcionalidade direta e de proporcionalidade inversa entre duas
grandezas, utilizando sentenca algébrica para expressar a relacdo entre
elas.

(EF07MA18) Resolver e elaborar problemas que possam ser represen-
tados por equagdes polinomiais de 1° grau, redutiveis a forma ax + b =
¢, fazendo uso das propriedades da igualdade.

(EF07TMA29) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de
grandezas inseridos em contextos oriundos de situagoes cotidianas ou de
outras areas do conhecimento, reconhecendo que toda medida empirica é
aproximada.

(EF08MA13) Resolver e elaborar problemas que envolvam grandezas
diretamente ou inversamente proporcionais, por meio de estratégias
variadas.

(EF08MA25) Obter os valores de medidas de tendéncia central de uma
pesquisa estatistica (média, moda e mediana) com a compreensdo de
seus significados e relaciona-los com a dispersdao de dados, indicada pela
amplitude.

(Competéncia 3) Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e proce-
dimentos matemadaticos para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos re-
sultados e a adequagdo das solucbes propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

(Competéncia 4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representagdo matemadticos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicacao de
resultados de problemas.

(Competéncia 5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias
e recursos, como observagao de padroes, experimentacoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma demonstragao
cada vez mais formal na validacao das referidas conjecturas.

(EM13MAT314) Resolver e elaborar problemas que envolvem gran-
dezas determinadas pela razao ou pelo produto de outras (velocidade,
densidade demografica, energia elétrica etc.).

3.13 Problema 10 : Olimpiada Internacional de Matemética (IMO/1959 P.1)

(Questao sobre Teoria dos Nimeros acessivel ao Ensino Basico)

Embora problemas constantes da Olimpiada Internacional de Matematica (I.M.O)
sejam considerados de dificuldade bem elevada, julgamos pertinente trazer para este
trabalho alguns deles, com o intuito de desmistificar o fato de que nossos alunos, de
um modo geral, ndo estao aptos a compreender problemas no “estilo IMO”. O primeiro
desse estilo de problemas, é o que serd apresentado a seguir, oriundo da 1* Olimpiada
Internacional de Matemadtica??, realizada no més de julho de 1959 na cidade de Brasov

(Roménia).

22 Sugerimos a bibliografia Greitzer (1978) que trata das provas IMO de 1959 a 1977.
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PROBLEMA 10 (IMO/1959 P.1)
2In+ 4

14n + 3

Prove que a fracao ¢ irredutivel para todo inteiro positivo n.

3.13.1 Resolugoes para o Problema 10

1? resolugao - Utilizando propriedades do Maximo Divisor Comum

Apresentaremos o Lema de Euclides, resultado importante sobre o MDC e necessario

para a sequéncia que sera trabalhada nesta resolucao:

Lema 1. (Euclides) Sejam a, b, n € Z. Se existe MDC(a , b—n-a), entao MDC(a , b)
existe e

MDC(a , b) = MDC(a, b—n-a)
(HEFEZ, 2016, p. 75)

Demonstragio. Seja d = MDC(a , b—n-a). Como d|a e d|(b—n - a), segue que d divide
b=b—n-a+n-a. Logo, d é um divisor comum de a e b. Suponha agora que ¢ seja um
divisor comum de a e b. Logo, ¢ é um divisor comum de a e b — n - a e, portanto, c|d. Isso
prova que d = MDC(a , b). ]

Sabemos que uma fragao é irredutivel quando o maximo divisor comum entre
o numerador e o denominador vale 1. Posto isso, iremos aplicar duas vezes o Lema de
Euclides no MDC entre (21n + 4,14n + 3) e se ao final, resultar em 1, a prova estara

concluida. Teremos:
MDC(21n + 4, 14n + 3) = MDC(21n + 4 — 14n + 3,14n + 3) = MDC(7n + 1,14n + 3) =

MDC(7n+1,14n+3—[2 - (Tn+ 1)]) = MDC(7Tn+1,1) = 1 = MDC(21n+4,14n+3) =1
22 resolucgao - Utilizando propriedades de divisibilidade

Vamos utilizar a propriedade de divisibilidade de um inteiro d. Caso d divida dois
nimeros inteiros, entao ele divide os multiplos desses dois niimeros, somas entre esses

multiplos e também diferencas. Tem-se que:

d|A e d|B = d|3B —2A. Entao ao tomarmos A = 21n+4 e B = 14n+ 3, teremos

que:
d3-(14n+3)—2-2ln+4)=42n+9—42n—8=1 = d|I =

Segue o numerador e o denominador sao primos entre si, pois d é um divisor
comum do numerador e do denominador e, ainda, divide 1, portanto, a fracao nao pode

ser simplificada.
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3? resolucao - Utilizando propriedades de simplificagcado de fragoes

a c
Note que se 7= e+ R com (a,b,c,e) inteiros entdao ¢ = a — be e a = ¢ + be,

consequentemente os divisores comuns de a e b também dividem c. Da mesma forma, os

a c
divisores comuns de c e b dividem a. Por essa razao, 7 pode ser simplificado se, e s6 se 5
a b
puder ser simplificado; e o mesmo vale para 7 e — . Teremos:
a
2In+4 . m+1 14n + 3 5 1
nt3 1+ 3 C Tnrl o Tnil

e o ultimo termo ndo pode ser simplificado, o0 mesmo se aplicando a nossa expressao

original, ou seja, é irredutivel.

3.13.2 Analise pedagogica do Problema 10 : Olimpiada Internacional de Matematica
(IMO/1959 P.1) (Questao sobre Teoria dos Numeros acessivel ao Ensino Bésico) a

luz das solucoes apresentadas e da BNCC

Além de ser um problema oriundo da IMO /1959, foi também proposto na Avaliacao
Nacional n° 1 da disciplina Aritmética do Mestrado PROFMAT em 2012 (AV1-MA14 2012
Profmat). Refere-se aos assuntos divisibilidade, nimeros primos, maximo divisor comum e
irredutibilidade de fragoes, com uma abordagem mais profunda. Em conformidade com
a BNCC (BRASIL, 2018), segue o rol apresentando as competéncias e as habilidades

referentes aos Ensinos Fundamental e Médio, utilizadas nas solugoes para o problema:

(EF06MAO05) Classificar niimeros naturais em primos e compostos,
estabelecer relacdes entre niimeros, expressas pelos termos “é multiplo
” 113

de”, “é divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio de investigagoes,
critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000.

(EF06MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de
multiplo e de divisor.

(EFO7TMAO01) Resolver e elaborar problemas com ntimeros naturais,
envolvendo as nogoes de divisor e de multiplo, podendo incluir maximo
divisor comum ou minimo multiplo comum, por meio de estratégias
diversas, sem a aplicacao de algoritmos.

(Competéncia 3) Utilizar estratégias, conceitos, defini¢coes e proce-
dimentos matemaéticos para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos re-
sultados e a adequacao das solugoes propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

(Competéncia 4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representagio matemadticos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicacao de
resultados de problemas.
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(Competéncia 5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias
e recursos, como observacao de padroes, experimentagoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragao
cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas.

3.14 Problema 11 : Olimpiada Internacional de Matemética - IMO /2005 P.1

(Solugao geométrica, acessivel ao Ensino Basico)

O problema a seguir foi extraido da Olimpiada Internacional de Matematica (I.M.O)
de 2005, competigao realizada em julho daquele ano na cidade de Mérida (México). Como
é habitual, problemas de matematica de nivel IMO? apresentam um grau de dificuldade
bem elevado. Mas como a matematica sempre pode nos apresentar abordagens novas,
faremos uma apresentacao utilizando contetiidos e ideias totalmente acessiveis aos alunos

da escola basica, no nivel fundamental.

PROBLEMA 11 (IMO/2005 P.1)
Seis pontos sao escolhidos sobre os lados de um triangulo equilatero ABC": Ay,
Ay sobre BC'; By, Byno AC e Oy, Cy em AB, de tal modo que Ay Ay By BoCLCy

sao os vértices de um hexdgono convexo com todos os lados iguais.

Prove que que os segmentos A1 By, B1Cs e (1 Ay sdo concorrentes.

3.14.1 Resolucao para o Problema 11

Uma resolucgio acessivel de geometria %

Antes de uma abordagem mais conceitual de matematica, induziremos o leitor a
um exercicio imaginativo no qual observando-se a Figura 26, a partir do maior triangulo,

deslizaremos os vértices dos tridngulos congruentes coloridos (o , 0 azul e o vermelho),

como se os triangulos fossem pecinhas de madeira, através dos lados AB, BC' e AC, de
modo que em cada um desses lados, a medida x (lado do hexdgono) sera nula, resultando
assim, na construcao de um triangulo equilatero menor, de lado AB e que tem no seu

interior um triangulo equilatero de lado medindo .

Em uma abordagem mais conceitual, a primeira parte da Figura 26 mostra a

configuracao inicial do problema, ou seja, temos um hexagono convexo de lados A;Cy =

ByCy = AyBy = C1Cy = B1By = A1 Ay = x, cujos vértices pertencem aos lados de um

triangulo equiléatero.

A segunda parte da Figura 26 mostra a ideia descrita anteriormente e que iremos
utilizar para a demonstragao do problema. Vamos fazer o seguinte procedimento: iremos

“deslizar” o ponto A; sobre o lado BC de tal forma que A; coincida com A, fazendo com

2 Sugerimos a compilacio feita por Djukic et al. (2011) que trata das provas IMO de 1959 até 2009.
24 A resolugdo apresentada é uma adaptacdo da proposta em Shine (2009, p. 145-155).
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que o segmento A; A; = = se reduza a um ponto e que, assim, o segmento BC' diminua a
sua medida inicial. Faremos o mesmo processo com os pontos By e By do lado AC e com

os pontos C; e Cy do lado AB. Com isso, geramos a segunda parte da Figura 26.

Note que, ainda continuamos com A=B=C=60°o0 triangulo ABC' ¢ equilatero
e surgiu um tridngulo equilatero menor, inscrito nele, cujo lado mede = (a mesma medida

do lado do hexdgono A; Ay By BoChCs).

Figura 26 — IMO 2005 problema de geometria plana (I)

Fonte: O autor, 2020

Repare que no tridngulo ABC obtido por supressao dos segmentos A, Ay, BBy e
C,C, existem trés triangulos nos vértices, representados a colorido na figura e um triangulo,
central, equilatero. Observe a Figura 27, nela tem-se que CPR + R/% + @ = 180°,
designando Q/P\A por a e CPR por 3, como @ =60° = ];Q\R = P/R\Q, decorre, entao,
que @ = [ e que CRP=ae que B/Q\R =ae @ = (. Note ainda, que todos os
tridngulos possuem os dngulos cujas medidas sdo a (em vermelho), § (em azul) e 60°,
além de um lado medindo z. Assim, os tridngulos coloridos sdao todos congruentes pelo

caso LAA,, (lado x (x = QP = QR = RP), angulo « (em vermelho) e angulo oposto

a o (=60°) ). Observando a primeira parte da Figura 26, vemos que sdo congruentes os
AABQCD ABAlCQ e ACBlAQ

Figura 27 — IMO 2005 problema de geometria plana (II)

Fonte: O autor, 2020
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Observando a Figura 26, note que serao congurentes os AC 1 ByBy, AA1C5C e
A A1 Ay By, pois todos eles possuem dois lados de medida x e o angulo formado por eles
medindo 3 + 60° (note que LA1C,Cy = LC1BaBy = £B1AyA; = 5+ 60°, que é a mesma
medida de um dos angulos externos dos ABQR, AAQP e ACPR da Figura 26) , decorre
dessa conguéncia que A;C = B,C, = A1 By, ou seja, o AA; B,C} é equilatero.

Perceba, pela Figura 28, que C Ay é mediatriz do segmento A; B; devido ao fato de
termos A1 A; = B1As e C1 Ay = (1 B;. De modo inteiramente analogo, temos A; By sendo

mediatriz do segmento C B; e o segmento B;C5 sendo mediatriz do segmento C1A; .

Figura 28 — IMO 2005 problema de geometria plana (III)

Fonte: O autor, 2020

Como A1 Bs, B1Cy e C1 A, sao todas mediatrizes no AA; B;Ch, elas concorrem num

unico ponto, chamado circuncentro do AA; B1(CY, e isso conclui a demonstracao. m

3.14.2 Analise pedagogica do Problema 11 : Olimpiada Internacional de Matematica -
IMO/2005 P.1 (Solucao geométrica, acessivel ao Ensino Bésico) a luz das solugoes
apresentadas e da BNCC

O problema acima, que é o P.1 oriundo da IMO /2009, abarca assuntos predominan-
temente de geometria plana. Em resumo, sdo utilizados como ferramentas para a resolucao,
conceitos de classificacao de triangulos, congruéncia de tridngulos e pontos notaveis em
tridngulos. Em conformidade com a BNCC (BRASIL, 2018), segue o rol apresentando as
competéncias e as habilidades atinentes aos Ensinos Fundamental e Médio, utilizadas na

solugao do problema:

(EF06MA26) Resolver problemas que envolvam a nogio de angulo em
diferentes contextos e em situagdes reais, como angulo de visao.

(EF07MA24) Construir tridngulos, usando régua e compasso, reconhe-
cer a condic¢do de existéncia do tridngulo quanto a medida dos lados e
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verificar que a soma das medidas dos dngulos internos de um triangulo é
180°.

(EF09MA12) Reconhecer as condigbes necessérias e suficientes para
que dois tridngulos sejam semelhantes.

(Competéncia 3) Utilizar estratégias, conceitos, defini¢coes e proce-
dimentos matemdticos para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos re-
sultados e a adequacao das solugdes propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

(Competéncia 4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representagdo matematicos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo de
resultados de problemas.

(Competéncia 5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades mateméaticas, empregando estratégias
e recursos, como observacao de padroes, experimentacoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma demonstragao
cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas.

3.15 Problema 12 : Olimpiada Internacional de Matemética (IMO/1963 P.5)

(Problema demonstravel por diversas formas)

O problema a seguir, retirado da IMO de 1963, realizada em Breslavia (Polonia)

¢ aparentemente enquadrado como sendo de trigonometria. Trata-se de um problema

ocorrido na 5* edicao da Olimpiada Internacional de Matematica cuja abordagem pode

ser feita conforme veremos a seguir:

PROBLEMA 12 (IMO/1963 P.5)

s
Prove que cos - c0S — +cos— =

27 3 1
7 7 2

3.15.1 Resolugoes para o Problema 12

12 resolugao - Utilizando Nimeros Complexos?

5

Seja z = cosT +i-sen Z. Entdo 2" +1=0,como z # 1 e z"+1 = (24+1)(2° - 2° +

2t — 234+ 22 — 24 1) = 0, tem-se que o segundo fator do produto anterior é zero. Essa

1
condicdo é equivalente a 23 — 22 4+ z = T
-z
A soma dada é
m 2m 3T 1
= — — — = Re(2% — 22 =Re | ——
cos = = cos - + cos - e(z® —2° + 2) e\ 15
1 1
Temos que demonstrar Re [l Rl E essa relagdo decorre do seguinte lema:
—z

25 Solugao traduzida de Andreescu e Andrica (2006, p. 218).
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1 1
Lema 2. Se z =cosf +i-sen § e z# 1, entio Re (1 )—

Demonstragao.
I 1 B 1
1—2z 1—(cos@+i-senf)

(1—0039)—2'-56719:

1 1
B 2-sen2% — Qi-sen%-cosg_ 2-8671%(3671% — §-cos g) N
0 4 4. 0 6 1 1
:sen2+z 0082:1_’_2,. cos 5 = Re _ -
2-86”% 2 2-seng 1—2z 2
O]
22 resolucao - Utilizando Identidades Trigonométricas
Inicialmente, devemos perceber que:
21 om 67 T
—cos — =cos — |1| eque sen — =sen — |2
= cos (1] eque sen = sen = [2
s 2 31
Queremos mostrar que cos - cos - + 0037 = —. Note que:
s cos 27r+ 7r+ T n us 7T+ 3T n o 3
cos — — — +c0S— = c0S — + C0S — + C0S — = C0S — + C0S — + cO0S —
7 7 7 7 7 7 7 7 7

(1]

[remos utilizar a seguinte identidade trigonométrica, com os parametros n = 3 e

0 T
==
sen (2-n-60
cos@+cos39+cos59+---—|—cos(2n—1)0:¥
2-sen 6
2]
——
T o6
- 3 5 sen<2-3-7> sen7 se 7 1
cos — +cos — +cos — = = = =

T T 9
7 7 7 2-8671? 2-8671? 2.% Z

(3]

T 3 5%
cos —+cos — +cos — =

7 7 7

T 27 3
= cos?—cos—+cos—:

7 72

N | —
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32 resolucao - Utilizando Equagoes Trigonométricas e Relagoes de Girard

T T 3 3 5% 5m T 3T
Noteque3-?+4-?:7r,3-7+4-7:37re3-7+4-7:57r,entéo?,7
5%
e - sao solugoes da equacao
Tx T
cos 4x = —cos 3x = cos dx +cos 3x =0 = 2-cos — - cos 5:0 =
Tx T
= coSs ?:()oucos—:().
Tx
Parte 1: Resolver a equacao cos 5= 0 em [0, 27]:
Tx 7T+k N 7T+2]€7T:> T 37 57 97 11w 137
g — o T 777 A R
Perceba que
T 137 3 117 5% 97
COS ?:COS ?, CcOS 7:COS? e CoS 7:(3057

) , ~ o T 3w om
Com isso, héa 4 solugoes distintas: —

7 o7

x
Parte 2: Resolver a equacao cos 5= 0 em [0, 27

r 7
§:§+k7r = x =7+ 2km = x = m ¢ a tnica solugao

Por outro lado, temos que:

cos 4x =8 cos* © — 8 cos®> x+1 e cos 3x =4 cos® © — 3 cos x

cos 4o = —cos 3x = S8cos* r+4cos>x —8cos’r—3cosxr+1=0=

= 8t* +4t3 — 8> —3t+1 =0, onde t = cos z.

Claramente —1 é raiz desse polindmio. Temos entdao que 8t* + 4¢3 — 82 — 3t + 1 =

s 3T om
(t+1)(8t3—4t2 —4t+1) e o polinomio 8> —4t* — 4t +1 tem como raizes cos —, cos s €08 —
Pelas Relagoes de Girard, temos:
T 37 b —(—4) 1 T 27 3r 1
— _ _ = = — = —_— _ _— =
cos 7+cos - + cos - 3 5 cos - cos 7 + cos - 5
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42 resolugao - Utilizando Exponencial Complexa (Cosseno de Euller) e

Progressao Geométrica

e—ia +62a . )
Sabemos que cos a = — A partir disso, temos que:
7 27T+ 3n 1 - 67%W+€%+6# +e%%+e# +e 1 (3.27)
co0s — —c0S — + 0§ — = — =— (3
7 7 7 2 2 2 2 2
Fazendo w = e%ﬁ, temos que:
-1 1 —2 2 -3 3 1
v 2+w v 2~|—w —I—w 2—|—w 25@w‘1+w1—w_2—w2+w_3+w3:1(:)

1+ w? 1+ w? 1+ wb
— — + — =1& -vwtuv' -+’ -w+1=0 &
w w w

Note que o primeiro membro da utima equacao é a soma dos termos de uma

progressao geométrica. Pela soma dos termos da progressao geométrica, teremos:

1l [(~w) =1 —w'—-1 —(-1)—-1 ,
& o= (—w)—-1  —w-1  —w-1 =0, poisw

7

Entao a identidade da Equacao 3.27 é verdadeira.

52 Solugdo - Uma segunda abordagem utilizando niimeros complexos?®

Seja?”
271 2r . 27
¢ +
= exp — = coS— + isen—.
P 7 7

Temos 1 —("=0donde 1+ (+ 2+ G+ ¢+ + ¢ =(1-¢")/(1—-¢) =0 e portanto
CHCHCHC+ 4= —1. Temos

2km 1, . g
cos—- = (" + ¢

26 Esta solucdo foi apontada pelo Prof. Dr. Nicolau Cor¢do Saldanha, da PUC-R.J, membro convidado
para compor a banca examinadora desta pesquisa. O Professor Nicolau, quando aluno, foi o primeiro
brasileiro a conquistar uma medalha de ouro perfect score na Olimpiada Internacional de Matemaética
(IMO), nos EUA, em 1981. Disponivel em: <https://www.imo-official.org/hall-of-the-fame/>. Acesso
em: 20 mar. 2020.

27 Notacdo exponencial para nimeros complexos utilizada nesta questao:
¢ =-exp(f-i) =cos 0 +isen 6, com 0 < 6 < 2km.

=" =cosmt+i-senm = —1


https://www.imo-official.org/participant_r.aspx?id=10437
https://www.imo-official.org/participant_r.aspx?id=10437
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em particular

1 2 1
cosg = —0036; = —5({'3 + Y, cos% = 5((’ +¢9%),
4 1
005377r = —cos% = —§(C2 +¢°)
donde
2 1 1
cosg — cos% + 00577T = —§(C +C+C++HCHO) = 5>

3.15.2 Analise pedagogica do Problema 12 : Olimpiada Internacional de Matematica
(IMO/1963 P.5) (Problema demonstravel por diversas formas) a luz das solugoes
apresentadas e da BNCC

O problema foi solucionado de 5 formas distintas, ele foi proposto na 5* Olimpiada
Internacional de Matematica, em 1963. A principio, ¢ um problema de trigonometria,
mas possui uma riqueza tao grande, que podemos soluciona-lo utilizando ferramentas de
trigonometria (identidades trigonométricas e equagoes trigonométricas), utilizando niimeros
complexos, utilizando equagdes polinomiais (relagdes de Girard), utilizando Progressoes
Geométricas e Exponencial Complexa (Cosseno de Euler). A maioria desses assuntos
elencados nas solugoes, mesmo ja tendo sido pertencentes ao curriculo escolar, nao sao
mais delineados pela BNCC. Em conformidade com a BNCC (BRASIL, 2018), segue a
lista apresentando as competéncias relativas aos Ensinos Médio, utilizadas nas solugoes

para o problema:

(Competéncia 3) Utilizar estratégias, conceitos, defini¢coes e proce-
dimentos matemaéticos para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos re-
sultados e a adequagao das solugoes propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

(Competéncia 4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representagio matemadticos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicacao de
resultados de problemas.

(Competéncia 5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias
e recursos, como observacao de padroes, experimentacoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma demonstragao
cada vez mais formal na validacdo das referidas conjecturas.
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4 EXPLORACAO DO POTENCIAL PEDAGOGICO DE MEMES E GIFS
PARA O ENSINO DE MATEMATICA

4.1 Uma breve introducao acerca da Teoria das Representacoes de Duval

Segundo Duval (1995, p. 15)!, ensinar matemédtica é, antes de tudo, propiciar
situacoes para o desenvolvimento geral das capacidades de raciocinio, de analise e de

visualizacao.

No campo da analise do conhecimento, ha uma grande discussao entre a diferenca
intrinseca um de objeto matematico e a sua representagao. Nesse campo de estudos, o
aprendizado é estudado por meio de uma abordagem cognitiva que leva em considera-
cao a importancia das representacées semidticas® na matemaética e a variedade destas

representacoes que nela sao utilizadas.

A compreensao matematica requer a associacdo de varios desses registros de
representagao citados e como bem sabemos, ha uma grande dificuldade para compreendé-
la, por parte de alunos, o que é, em parte devido a confusao entre o objeto matemético e

sua representacdo. Segundo Duval (1993):

O ponto comum a grande maioria dos bloqueios dos alunos, quaisquer
que sejam os dominios de atividade matemética e qualquer que seja o
nivel do curriculo, é a incapacidade de converter a representacdo de um
objeto em uma outra representacdo do mesmo objeto. (DUVAL, 1993, p.
53)

Para Duval (2009), existe a possibilidade para solucionar esse problema e, con-
sequentemente, corroborando com a compreensao correta entre o objeto matematico e
a sua representacao. Para isso seria a realizagao da conversao, que é tratada pelo autor
como uma transformacao que se faz de uma representagao semidtica para outra, fazendo
referéncia ao mesmo objeto, ou seja, é mudada a forma (representante), mas nao se muda

o objeto (representado). Veremos a seguir, como seria essa possibilibade de solugao.

Podemos usar, a titulo de exemplo para essa conversao, o ensino dos produtos
notaveis e fatoracao, assunto em que os alunos revelam manifesta dificuldade. Trata-se de
um assunto que tem uma acepcao preponderantemente algébrica e abstrata, mas podemos
representa-lo sob um prisma geométrico, utilizando areas de quadrados e de retangulos,

abordagem que possui um aspecto completamente visual. Com isso, efetuamos uma

1 Antes de iniciarmos o assunto propriamente dito do presente capitulo, iremos ressaltar algumas ideias

de Raymond Duval, Professor Emérito da Université du Littoral Cote d’Opale — Dunquerque (Franga).
Segundo Duval (1993), um registro de representacio é um sistema semidtico que tem as fungdes
cognitivas fundamentais no funcionamento cognitivo consciente. Sdo considerados trés tipos de registros
de representacao: o figural, o simbélico e o da lingua natural. As representagdes semidticas tém dois
aspectos: a forma (representante) e o contetido (representado).
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transformacao que se faz de uma representacao semiotica para outra, fazendo referéncia
ao mesmo objeto (representado), os produtos notaveis e fatoracdo, mas alterando a forma

(representante), da algebra para a geometria.

4.2 O aluno da Geragao Z, os Memes e os GIF

O jovem nascido a partir do ano 2000 é classificado como “jovem da geracao 7Z”,
ele faz parte de uma geracao nascida quando a internet era uma realidade presente no
seu cotidiano. Segundo pesquisa realizada por Dado Shneider?, em 20174, esses jovens
sao praticamente conectados a rede. Esse ¢ o mundo dessa nova geragao, aonde um fato
ocorrido em outro pais, uma viagem de um parente, uma festa de aniversario de um
colega, entre muitas outras coisas, sdo fatos compartilhados em tempo real. E um mundo
globalizado e tecnolégico no qual a informacao viaja a uma velocidade surpreendente e os
acontecimentos estao a distancia de um clique. O jovem da geracao Z traz consigo essa

velocidade para consumir informacao.

Nesse contexto, tudo se torna muito rapido e alguma informagao um pouco mais
lenta ou que requeira um pouco mais de paciéncia para ser entendida se torna, muitas das
vezes chata e enfadonha. Esse é o perfil de massa do jovem atual, dos 11 aos 17 anos, que
se senta nos bancos escolares no segundo segmento do Ensino Fundamental e no final do

Ensino Médio. E o aluno da “Geracao Z”.

Assim, em tempos atuais, temos informagcoes trazidas por uma curta imagem que
circula velozmente pelas redes sociais, a figura do Meme. Segundo Silva (2014), o termo
“Meme” foi criagao do bidlogo britanico Richard Dawkins, no livro O Gene Egoista, cuja
intencao era nomear uma unidade de informacao cultural — assim como “gene” é uma
unidade de informacao genética. Numa busca por uma palavra que lembrasse gene, o autor
reduziu o termo grego mimesis (imitacado). O mundo hoje em dia se apropriou, e muito,
dos Memes, pois sao informacgoes rapidas trazidas no contexto de uma simples foto. O

aluno da geracao Z adora Memes.

A seguir, na Figura 29, tem-se um Meme onde recorrendo a uma cena do filme Os
Vingadores Ultimato, 2019, em que um personagem recebe altas cargas de Radiacao Gama,

se satiriza o tempo de espera da publicagdo de resultados pela comunidade cientifica.

3 Dado Schneider é Graduado em Comunicacio e Pés-Graduado em Marketing pela Universidade Federal

do Rio Grande do Sul, além de Mestre e Doutor em Comunica¢ao pela PUC/RS. Trabalhou em grandes
ageéncias de publicidade nacionais, como MPM, Ogilvy e DM9. Foi considerado pelo site BuzzFeed
como “um dos palestrantes imperdiveis da Campus Party”, de onde passou a ser embaixador. Campus
Party é o maior festival de inovagao e tecnologia do mundo, contando com 22 anos de historia.
Disponivel em: <https://gauchazh.clicrbs.com.br/comportamento/noticia/2017/10/geracao-2000-
professor-detecta-mudancas-radicais-nos-ultimos-anos>. Acesso em: 10 ago. 2019.


https://gauchazh.clicrbs.com.br/comportamento/noticia/2017/10/geracao-2000-professor-detecta-mudancas-radicais-nos-ultimos-anos-cj8n6jm7a01cb01olfo54vnpf.html
https://gauchazh.clicrbs.com.br/comportamento/noticia/2017/10/geracao-2000-professor-detecta-mudancas-radicais-nos-ultimos-anos-cj8n6jm7a01cb01olfo54vnpf.html

Figura 29 — Meme do Filme Os Vingadores Ultimato

MARIE CURIE MORRENDO POR
EXPOSICAO A RADIACAO

o)

il

e
COMUNIDADE CIENTIFICA
AGUARDANDO OS RESULTADOS

Fonte: Canal <https://www.instagram.com/humorquantico/>. Acesso em: jan. 2020.
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Um outro formato de imagem bastante utilizado na internet e nas redes sociais,

foi lancado pela CompuServe, em 1987, visando disponibilizar um formato de imagem

com cores para substituir um formato mais antigo o RLE, que usava apenas o preto e

branco. Esse é o formato GIF (Graphics Interchange Format ou formato de intercambio

de graficos), que possui como caracteristicas, além de outras, ser utilizado para armazenar

icones e pequenas animagoes. Dentre diversos tipos de GIF, iremos destacar o comumente

chamado de GIF animado. Na verdade ele é composto de varias imagens do formato GIF,

compactadas em um s6 arquivo. Essa variante ¢ utilizada para compactar objetos em jogos

eletronicos e para usar como fonte de pequenas animagoes.

Na figura seguinte (Figura 30) vemos as imagens do GIF que ilustram que a soma

dos angulos externos de um poligono vale 360°.

Figura 30 — GIF quadro a quadro

Q % % ~k

Fonte: Blog <https://amandagirao.wordpress.com/>. Acesso em: jan. 2020

Partindo da premissa de que o jovem aluno que atualmente integra nossas escolas

necessita de uma informacao rapida, util e de facil assimilagao, associado ao fato de que

muitos contetidos constantes do curriculo de matematica da escola basica possuem uma


https://www.instagram.com/p/B7ZRmFfFQD8/
https://amandagirao.files.wordpress.com/2016/06/exterior-angles-of-polygons.gif?w=333&zoom=2
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dificuldade de assimilagao por parte do aluno, lancaremos mao dos recursos associados
a tecnologia, e nas préximas sec¢oes, daremos enfoque a utilizagdo de Memes e GIFs,
encontrados em diversas fontes da internet, bem como em postagens nas redes sociais, que
permitam elucidar conceitos, exemplificar exercicios e fazer abordagens diversificadas em

aula.

4.3 Potencial Pedagégico de Memes nas aulas de Matematica

A discussao sobre o uso de recursos digitais e do seu potencial pedagbgico vem
sendo feita por diversos autores. Sobre o surgimento e massificagdo da cultura digital, é

importante recordar Nadal (2014), que afirma:

A cultura digital, processo continuo resultante da inser¢ao das tecnolo-
gias digitais nos processos comunicacionais, comecgou a dar sinais de sua
existéncia a partir da digitalizagdo da informacao: o desenvolvimento
da microinformatica e das tecnologias de rede possibilitou uma conver-
sdo macica dos dados analdgicos para codigos bindrios, aumentando a
compatibilidade entre plataformas e a conexao entre individuos. Tal inter-
conexao, potencializada no ambiente digital, proporcionou uma imensa
integracdo das notacoes visuais, estimulando o fluxo de informacoes e
imagens no interior da sociedade. (NADAL, 2014, p. 3)

Reforgando a ideia anterior e a importancia da influéncia da midia e do uso da
imagem na sociedade, tem-se que:

Com o advento da cultura da midia, os individuos sdo submetidos a um
fluxo sem precedentes de imagens e sons dentro de sua prépria casa, e um
novo mundo virtual de entretenimento, informacao, sexo e politica esta
reordenando percepgoes de espago e tempo, anulando distingdes entre
realidade de imagem, enquanto produz novos modos de experiéncia e
subjetividade. (KELLNER, 2001, p. 27)

Aproveitando esse fluxo intenso de imagens, dentre elas os Memes, podemos intro-
duzir assuntos de matematica, ou mesmo incrementar uma aula, usando a potencialidade

da Figura que o Meme carrega.

De acordo com Flusser (2010), a imagem funciona como um modelo para a a¢ao
humana e apresenta-se como superficie que conserva a realidade material de forma bidimen-
sional. A compreensao das imagens ocorre por meio da imaginacao, capacidade humana
de sintetizar o mundo em cenas e de transformar cenas em acontecimentos a partir da
decodificagao de seus simbolos. E é por esse motivo, que achamos valido utilizar Memes
nas aulas de matematica, devido a simplicidade do seu uso e facilidade de compreensao,

podendo se tornar em algo eficiente no ensino.

A seguir, apresentaremos diversas situacoes nas quais sdo exploradas algumas
capacidades pedagbgicas de Memes para ensinar matematica, sem ter o intuito de esgotar

a pesquisa sobre o assunto.
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4.3.1 Memes que envolvem Trigonometria

O primeiro exemplo a ser abordado (Figura 31) podera ser utilizado em uma aula
de Trigonometria, e envolve a Relacao Fundamental da Trigonometria. Conforme a BNCC
(BRASIL, 2018), no Ensino Médio, dentro da Competéncia 3, tem-se a seguinte habilidade:

(EM13MAT308) Aplicar as relagbes métricas, incluindo as leis do seno
e do cosseno ou as nogoes de congruéncia e semelhancga, para resolver e
elaborar problemas que envolvem tridngulos, em variados contextos.

Figura 31 — Memes a serem utilizados em aula de Trigonometria

(a) Canal Matematica da Depressiao (b) Canal Matemética Curiosa

SENROFOR
PRACASAR/ASSIM

Se nao for assim eu nem caso.

Fonte:® Canais de Matematica no Instagram, 2019

Observando os dois Memes, vemos que eles tém algo em comum. Ambos recorrem
a linguagem matemadtica, exibindo as expressoes sen’r e cos?z e apresentam uma frase
em lingua portuguesa que tem o mesmo sentido e traduz a ideia de uma relagdo una entre

duas pessoas. Sendo assim, teremos:

- No Meme da Figura 31a, temos a percepcao de uma relagao afetuosa entre duas
pessoas ao se casar, na qual uma delas tatuou em sua perna a inscricdo sen’z,
j4 a outra tatuou o cos?z. Conforme sabemos pelo dito popular, quando duas
pessoas se casam, elas se tornam uma pessoa so, e partindo desse pressuposto, é
possivel estabelecer o resultado sen?z + cos?z = 1, que ¢ a Relacdo Fundamental da
Trigonometria, que envolve o seno e o cosseno de um mesmo angulo, representam as
duas parcelas que ao serem somadas, vao dar origem a 1, concluindo a analogia feita

entre a relacao afetiva entre duas pessoas com a relagao trigonométrica fundamental.

- O sentido do Meme da Figura 31b é o mesmo que o do Meme anterior, s6 que aqui

estamos perante duas aliancas de casamento, uma contendo a gravacio sen’z e a

Fig. 31a Disponivel em: <https://instagram.com/matematicadadepressao/>. Acesso em: ago. 2019.

® Fig. 31b Disponivel em: <https://instagram.com/matematicacuriosa/>. Acesso em: out. 2019.


https://www.instagram.com/p/BXaqZxZlA6B/
https://www.instagram.com/p/B24spkBApyj/
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outra contendo o cos?z. Pela unido simbolizada pelas duas aliancas, duas pessoas
se tornam em uma s6 pessoa, e partindo desse pressuposto, é possivel escrever o
resultado sen’z + cos’x = 1, a Relagdo Fundamental da Trigonometria que envolve
0 seno e o cosseno de um mesmo angulo, pois a uniao das duas aliancas representa a
soma que sera igual a 1, concluindo a analogia feita entre duas aliangas de casamento

com a relagao trigonométrica fundamental.

A discussao deste Meme poderia ser, entao o ponto de partida de uma aula inicial

ou de revisao de trigonometria.

4.3.2 Memes em uma aula de Funcgao Inversa

Vejamos um exemplo (Figuras 32 e 33) a ser utilizado em uma aula sobre Funcao
Inversa, assunto necessario para completar o entendimento sobre Fung¢oes Exponenciais e

Logaritmicas.

Conforme a BNCC Brasil (2018), encontra-se descrita dentro da da Competéncia

4, a seguinte habilidade:

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagoes, com ou sem apoio
de tecnologias digitais, entre as representagoes de fungdes exponencial e
logaritmica expressas em tabelas e em plano cartesiano, para identificar
as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, crescimento) de cada
funcao.

Figura 32 — Memes sobre Fungao Inversa (I)

(a) Canal Engenheiro Sincero (b) Canal Equaciona Matemaética

Fonte:® Canais de Matematica no Instagram, 2019

Fig. 32a Disponivel em: <https://instagram.com/engsincero/>. Acesso em: ago. 2019.

5 Fig. 32b Disponivel em: <https://instagram.com/equacionamatematica/>. Acesso em: out. 2019.


https://instagram.com/p/BytUZ1FjhJX/?igshid=nspavgcwurx0
https://www.instagram.com/p/BzdMwB2niFh/?igshid=1cgryeoz83t1g
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Figura 33 — Memes sobre Funcao Inversa (II)

(a) Canal Matematica sem Duvidas (b) Canal Matemética da Depresséo

f@ | |r@

,[\ T— 7
W D
JFL;; .ﬁw

f‘l({(;))

BLOG MANIA DE
MATEMATICA

Fonte:” Canais de Matematica no Instagram, 2019

Em cada um dos Memes presentes nas Figuras 32 e 33, ha uma comparagao entre
duas figuras. Em uma delas, ha a identificacdo em linguagem matematica de uma funcao
qualquer f(z); na outra figura, hd a identificacdo com a funcao inversa de f(zx), ou seja, a

funcdo f~!(z). As Figuras tém, em todos os exemplos, algo que as contrapdem.

Vamos, agora, tentar perceber as semelhancas e as diferencas em cada foto, ou seja,

entender o confronto que ha entre elas. Sendo assim, teremos:

- No Meme da Figura 32a, temos a imagem de dois homens que aparentam ser irmaos
)

gémeos, onde um deles, o homem relacionado a f(x), possui apenas 1 dente na boca;

jé o outro homem, relacionado a inversa f~!(x), possui todos os dentes na boca,

exceto um 1 tnico dente, sendo exatamente o que o outro homem possui.

- Observando o Meme da Figura 32b, temos a imagem de duas mulheres que aparentam
ser irmas gémeas, em que uma delas, a irma relacionada a f(z) possui a parte superior
de sua roupa na cor preta e a parte inferior, em azul; ja a outra mulher, a relacionada
com f~!(z), apresenta a parte superior de sua roupa na cor azul e a parte inferior,
em preto. H4 uma ideia nitida da inversao de cores nas pecas de roupa em uma

pessoa so, pois ha o uso da figura de “irmas gémeas”.

- No Meme da Figura 33a, temos a contraposicao da imagem de 2 mulheres, onde a
funcao f(z) refere-se a mulher que apresenta o rosto coberto por um tecido azul,
exceto uma faixa descoberta aonde aparecem os olhos; ja a mulher referenciada por

f7(x), é representada apenas com uma faixa feita de tecido azul cobrindo os olhos

Fig. 33a Disponivel em: <https://instagram.com/matematicasemduvidas/>. Acesso em: ago. 2019.

" Fig. 33b Disponivel em: <https://instagram.com/matematicadadepressao/>. Acesso em: set. 2019.


https://www.instagram.com/p/BsYcgJtBuLn/?igshid=1vfqnkrkehh1a
https://www.instagram.com/p/B1kkmptnEMw/
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mas com o restante do rosto descoberto. A imagem da mulher com os olhos vendados
¢ uma referéncia ao filme Bird Box, NETFLIX, de 2018 .

- Observando o Meme da Figura 33b, temos a imagem de um centauro, um ser
mitologico que é um misto de homem/cavalo, a qual se associa f(x); ja a funcdo
inversa f~!(x) refere-se a figura composta pela cabeca de um cavalo com o corpo de

um homem. Ha a ideia latente de Figuras inversas.

. S0 iy

Em todos estes Memes temos presente a ideia de “operacao inversa” o que uma das
uncoes faz, a outra “desfaz”. Assim, estes Memes podem ser usados para definir inversa
f faz, tra “desfaz”. A , estes M d d defi

de uma fungdo, isto é, aquela que composta com f(z) vai originar a fungao identidade,

que ¢ f71 (f(x)) = x.

4.3.3 Memes em uma aula de Numeros Complexos

O terceiro exemplo, (Figuras 34 e 35), podera ser utilizado em uma aula sobre
Ntimeros Complexos. Embora a BNCC (BRASIL, 2018) nao tenha contemplado o tema
Numeros Complexos entre os contetidos obrigatérias no curriculo minimo de matematica
no Ensino Médio, trazemos uma proposta de exemplo para introduzir o referido topico,

que faz parte do 3° Ano do Ensino Médio.

A titulo de exemplificacdo, podemos citar que o estudo dos Complexos é importante
para descrever um campo eletromagnético, onde ha uma componente elétrica e outra
magnética e por isso, é preciso um par de ntimeros reais para a sua descri¢do. Este par
pode ser visto como um ntmero complexo e encontramos, assim, uma aplicacao direta na

Fisica, para a regra da multiplicacao de niimeros complexos.

Figura 34 — Memes sobre Numeros Complexos (I)

(a) Canal Matematica com a Ju (b) Canal Meme for Mathematicians

LO'REAL LO'IMAGINARY
p s PARIS PARIS

f Matemiticacoma Ju

Fonte:® Canais de Matematica no Instagram, 2019
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Figura 35 — Memes sobre Numeros Complexos (II)

(a) Canal Meme for Mathematicians (b) Canal Meme for Mathematicians

you

v -1

your crush

Fonte: Canais de Matemaética no Instagram, 2019

Em cada um dos Memes anteriores ha presente uma mesma ideia: a representagao

simultanea do simbolo matematico v/ , que representa a raiz quadrada com o nimero

—1.

Para uma correta interpretacao do que os Memes anteriores traduzem sobre Nimeros

Complexos, temos que ter presente o significado da expressao que se obtém ao juntarmos

as / e —1, ou seja, o que significaria v/—1 matematicamente. Diante disso, temos:

- No Meme da Figura 34a, ha um didlogo entre os simbolos v/ e —1, sendo que

ha uma indagacao sobre o que ocorre se houver a juncao de ambos, ou seja, o que
representa \/—1, e tendo como explicacao matematica que decorre da definicao de
unidade imaginaria, denotada por 7, que ¢ i> = —1, onde uma das raizes quadradas

de —1 sera i.

No Meme da Figura 34b, ha um jogo de palavras com o nome de um produto
cosmético para cabelos. O jogo de palavras consiste na dicotomia entre o conjunto
dos nameros reais, R, e 0 o conjunto dos nameros imagindrios, C \ R. A expressao
LO’ REAL PARIS estd associada ao nimero 1, unidade do conjunto dos nimeros
reais; enquanto que a imagem da embalagem do cosmético LO’ IMAGINARY
PARIS esta associada ao ntimero i, unidade imaginaria do conjunto dos numeros

complexos, ao inserirmos a embalagem do produto antecedida do sinal — no interior

da v .

© © 0w

Fig. 34a Disponivel em: <https://instagram.com/matematicacomaju/>. Acesso em: ago. 2019.

Fig. 34b Disponivel em: <https://instagram.com/memeformathematicians/>. Acesso em: nov. 2019.
Fig. 35a Disponivel em: <https://instagram.com/memeformathematicians/>. Acesso em: jan. 2020.
Fig. 35b Disponivel em: <https://instagram.com/memeformathematicians/>. Acesso em: set. 2019.


https://www.instagram.com/p/Bx-ioq8pePj/?igshid=1xf8sfkk1vn4i
https://www.instagram.com/p/B4K304-pVvL/?igshid=1hkejum2198ym
https://instagram.com/p/B7H90TZJ4u2/?igshid=z4emokm4imeu
https://www.instagram.com/p/B7WkYgQJ5zK/?igshid=jlc7cl4rhh1a
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- Nos Memes 35a e 35b, os simbolos v/ e —1 aparecem separados. Na giria usada
pelos jovens, a palavra “crush” designa um relacionamento amoroso ou até mesmo
uma paixao impossivel. A interpretacao mais correta de ambos memes é que trata-se

de um romance imaginario, pois denominacao de /—1 é i, a unidade imaginaria.

4.3.4 Memes sobre a composi¢cao de Funcgoes

A composicao de fungdes é um assunto que os alunos tendem a complicar. A ideia
de aplicar a um objeto uma dada lei de transformacao e, em seguida, aplicar a respectiva
imagem uma nova lei de transformagao é traduzida nos Memes seguintes (Figura 36). O
fato da composicao de fungoes ser uma operagao nao comutativa é salientado nos dois

ultimos exemplos.

Figura 36 — Memes para a composicao de Fungoes

) Canal Rodrigo Tcp (b) Canal Prof Edmarques (c¢) Canal MemeforMathematicians

f(glx)) = \1

-@pmfadmmues

f(g(X))

) Canal MatematicadaDepressdo  (e) Canal Engenheiro Sincero

Como enfender:a funcao
compos(a: 1) g(x)

&l

£(8(x)=(x) ¢

g(f(x))=|

Fonte:'? Canais de Matemaética no Instagram, 2019

Fig. 36a Disponivel em: <https://instagram.com/rodrigotcp/>. Acesso em: dez. 2019.

Fig. 36b Disponivel em: <https://instagram.com/prof.edmarques/>. Acesso em: ago. 2019.

Fig. 36¢ Disponivel em: <https://instagram.com/memeformathematicians>. Acesso em: dez. 2019.
Fig. 36d Disponivel em: <https://instagram.com/matematicadadepressao/>. Acesso em: ago. 2019.


https://www.instagram.com/p/B5cb6M1HpjJ/
https://www.instagram.com/p/BxGfVUqBNVD/
https://www.instagram.com/p/B6mkYaqpj-l/?igshid=gd8jj3pnuk1e
https://www.instagram.com/p/BNAoRNGALK-/
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- Podemos utilizar os Memes da Figura 36 para revisar ou explicar o conceito da
composicao de fungoes, ou seja, em todos os exemplos, hé as Figuras associadas a
funcao f e a fungao g e ao resultado de compor ambas. Os quatro primeiros exemplos
(Figuras 36a, 36b, 36c e 36d) mostram a composta f o g, sendo denominada por h

no exemplo 36d.

- Nos exemplos 36e e 36f faz-se alusao a importancia da ordem pela qual se faz a
composicao: no exemplo 36e, ora resulta um sanduiche de omelete ou uma omelete
com recheio de pao e, no exemplo 36f obtém-se uma pizza com pedagos de abacaxi

ou um abacaxi com pedagos de pizza.

4.3.5 Memes que envolvem Funcao Quadratica

Figura 37 — Memes associados a Funcao Quadratica

(a) Canal Matematica Rio (b) Canal Memes Matemaéticos (c) Canal Prof.Maruan

Eu queria Esperando o dia em
ular [ memes mateméticos que vou usar isso...

’5} Carnaval. 2 parbele bV

prof.Maruan

X <CRWV\O~\/G\I< X,

Fonte:'! Canais de Matematica no Instagram, 2019

- Podemos utilizar os Memes da Figura 37 para referir algumas caracteristicas da funcao
quadratica, definida por f(z) = ax?® + bz + ¢, com a # 0, como o comportamento
de seu grafico, que é uma parabola no plano cartesiano, a concavidade do grafico
depende so sinal do a, sendo voltada no sentido positivo quando a > 0, e no sentido

negativo quando a < 0, situagao ilustrada nos exemplos 37a e 37hb.

Fig. 36e Disponivel em: <https://instagram.com/engsincero/>. Acesso em: nov. 2019.

Fig. 36f Disponivel em: <https://instagram.com/memeformathematicians>. Acesso em: ago. 2019.
Fig. 37a Disponivel em: <https://instagram.com/matematicario/>. Acesso em: ago. 2019.

Fig. 37b Disponivel em: <https://instagram.com/memesmatematicos/>. Acesso em: ago. 2019.
Fig. 37c¢ Disponivel em: <https://instagram.com/profmaruan>. Acesso em: nov. 2019.


https://www.instagram.com/p/B4BWgElqIOf/
https://www.instagram.com/p/BzOP74UHv6h/
https://www.instagram.com/p/BuTnVSYHtf3/
https://www.instagram.com/p/B0jjaN8AV3W/
https://www.instagram.com/p/B3m-9DDghLY/
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- No exemplo 37¢, é retomada a questao da finalidade da necessidade de aprender a
formula resolutiva equagoes polinomiais do 2° grau, conhecida no Brasil como férmula

de Bhaskara, bem como a localizacao das raizes do grafico no plano cartesiano.

- Uma das interrogagoes por parte dos alunos esta relacionada com a utilidade do que
aprendem. A funcao quadratica é bastante importante pelas suas aplicagoes e os

Memes da Figura 37 ilustram isso.

4.3.6 Memes envolvendo Graficos de algumas Funcgées

Podemos utilizar os Memes da Figura 38 para identificar e distinguir diversos

graficos de fungoes matematicas, de acordo com suas formas e caracteristicas.

Figura 38 — Memes associados a Graficos de Funcoes

(a) Blog O Mundo de Osvaldo (b) Canal Matemética sem Duvidas

Beavtiful Dace Moves \

TR

sin)  osG)  tanlx)  cob(x)

L)
x 2

lx' zﬂl..“ai.
L )
S
Jz J= = crap.

Fonte:'? Blog da Internet e Canal no Instagram, 2019
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- Graficos das fungbes trigonométricas, func¢ao afim, fungdo quadratica, fun¢do modular,
funcao inversa entre outros graficos podem ser visualizadas por intermédio desses

Memes.

- No primeiro exemplo, o 38a, existe uma referéncia ao movimento e posicionamento
dos bragos, como se estes representassem o grafico da funcao, simbolizado por
movimentos de danga; ja no exemplo 38b, a analogia ao grafico da funcao é feita

pelos chifres de um bovino.

12 Fig. 38a Disponivel em: <https://omundodeosvaldo.wordpress.com/>. Acesso em: ago. 2019.
12 Fig. 38b Disponivel em: <https://instagram.com/matematicasemduvidas/>. Acesso em: ago. 2019.


https://omundodeosvaldo.wordpress.com/2011/07/28/danca-das-funcoes/
https://www.instagram.com/p/Bt2EEkdhKEM/
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4.3.7 Memes sobre representacoes

Algumas representacoes de um mesmo objeto matemaéatico podem ser motivo de
alguns Memes, conforme a Figura 39 mostra. A seguir, temos alguns exemplos de diferentes
representacgoes de um mesmo nimero ou de uma mesma expressao.

Figura 39 — Memes que utilizam jogo de palavras e/ou imagens

(a) Canal I Discepoli di Archimeme (b) Canal Imemercedes (c) Canal Fisica Posting

Non unicita della
rappresentazione decimale:

L .
-
\

« SN 2
Ti o IC

(f) Canal Rocky Baldosa

|5

.(ou're weak.

Fonte:'? Canais de Matemaética no Instagram, 2019

- Os Memes das Figuras 39a e 39b, referem ambos ao fato, pouco intuitivo, da igualdade
entre 1 e o nimero decimal periddico 0,999..., ou seja, 0,999... = 1 ou, usando outra

notacao, 0,9 = 1.

- Podemos utilizar os Memes das Figuras 39¢ e 39d para mostrar o jogo de palavras e

Figuras relacionadas a razao trigonométrica tangente, usando a notacao tan(z) =
sen(x)
cos(z)

. A interpretagao correta dos Memes sdo TiTANic, referente ao conhecido

13
13

Fig. 39a Disponivel em: <https://instagram.com/idiscepolidiarchimeme/>. Acesso em: ago. 2019.
Fig. 39b Disponivel em: <https://instagram.com/imemercedes/>. Acesso em: ago. 2019.

13 Fig. 39c Disponivel em: <https://instagram.com/fisicaposting™>. Acesso em: out. 2019.

13 Fig. 39d Disponivel em: <https://instagram.com/matematicadadepressao/>. Acesso em: ago. 2019.
13 Fig. 39e Disponivel em: <https://instagram.com/fisicaposting/>. Acesso em: ago. 2019.

13 Fig. 39f Disponivel em: <https://instagram.com /rockybaldosa/>. Acesso em: out. 2019.


https://www.instagram.com/p/BnajZhWl7PX/
https://www.instagram.com/p/BReEO4rhOOC/
https://www.instagram.com/p/B2ZvC9dHlh3/
https://www.instagram.com/p/BNAJ3pRAUSB/
https://www.instagram.com/p/BzqJT1KAUFF/
https://www.instagram.com/p/B2FPwp9Dqnb/
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navio Titanic, naufragado em 1914; e a a palavra TANgo, fazendo referéncia ao

estilo de danca Tango.

Os Memes das Figuras 39e e 39f referem-se ao jogo de palavras e imagens, onde cada

uma das imagens possui o mesmo significado matematico.

Na Figura 39e, os 3 herois ficticios de historias em quadrinhos, o Homem-Aranha, se
apontam e representam, cada um 2+2, 2 x 2 e 22, que sdo representacoes equivalentes

do mesmo ntimero, ja que 2 +2 = 2 x 2 = 22 = 4;

Ja na Figura 39f, a imagem de uma cena em que a personagem Nebula, do filme
Vingadores - Ultimato, de 2019, e a sua duplicata dialogam entre si. A cada uma
delas é atribuido um mesmo significado em termos de notacao de fungoes, uma sendo

y e a outra f(z), mas y = f(x).

Memes com aplicagoes matematica em profissoes

Os Memes que se seguem (Figuras 40 e 41) estdo relacionados com aplicagoes da

matemadtica, em particular da geometria na atividade profissional. Qual o dngulo ideal

para dar corretamente uma inje¢do ou para efetuar um corte de cabelo? De qual forma é

que esse mesmo angulo vai influenciar o resultado final?

Figura 40 — Memes mateméaticos em algumas profissoes (I)

(a) Canal Matemadtica Depressao (b) Canal Sou Académico

intramuscular
subcutdnea

intravenosa
intradérmica

epidermis

dermis —— |
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=
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b
S
=
=
=
g
=
=

musculo

EPIDERMIS

DERMIS

Yol % #/ A

i,

intramuscular  subcutdnea intravenosa  intradérmical

Fonte:!'* Canais de Matematica no Instagram, 2019

14 Fig. 40a Disponivel em: <https://instagram.com/matematicadadepressao/>. Acesso em: ago. 2019.
14 Fig. 40b Disponivel em: <https://instagram.com/souacademico/>. Acesso em: ago. 2019.


https://www.instagram.com/p/Bq-raXCnofB/
https://www.instagram.com/souacademico/p/BoByfovByW6/
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Figura 41 — Memes matemaéticos em algumas profissoes (II)

(a) Blog Eu Amo Cabelo (b) Blog Eu Amo Cabelo
= ===l Horizontal
Wl r;*:,:ihi"—'--I:Iilu:l!u-num«tll

'“.' : i
2 iy

Fonte: Blog disponivel em: <http://euamocabelo.blogspot.com/>. Acesso em: out. 2019.

- Conforme vemos nas Figuras 40a e 40b, para uma aplica¢ao correta de injecao ha
que se respeitar o angulo que a agulha faz com o corpo. E a variacao desse angulo

esta associada ao tipo de injecao a ser ministrada.

- A importancia do angulo de posicionamento da tesoura é, também fundamental para
um cabeleireiro obter determinado efeito ao cortar o cabelo. Os valores desse angulo

estao de acordo com o apresentado nas Figuras 41a e 41b.

4.3.9 Memes que mostram ideias acerca da defini¢ao e irracionalidade de 7

Alguns Memes (Figuras 42 e 43) servem para se referirem a algumas das carac-
teristicas do nimero 7. Por um lado, ele representa a razao entre o comprimento e o
diametro de uma circunferéncia qualquer, e, por outro lado é um nimero irracional, com

representacao decimal infinita e ndo periddica.

Figura 42 — Memes sobre a irracionalidade e a infinitude de 7 (I)

(a) Canal Dicas de Mat (b) Canal Matemética Curiosa (¢) Canal Matemadtica Curiosa

- - Eu ndo consigo pegar
QUANDO/SUAMAETE todo mundo...

CHAMAPELONOMEICOMPLETO ﬁ/\ﬁ
.\_\/

i @;@ﬁﬁ

@einsteinmania .

ﬁdicasdemat

Fonte:!'> Canais de Matemética no Instagram, 2019 e 2020

i)



http://euamocabelo.blogspot.com/2011/01/pro-corte-angulo-e-linha.html
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Figura 43 — Memes sobre a irracionalidade e a infinitude de = (II)

(a) Canal Matemadtica Curiosa (b) Canal Mat. Depresséo (c¢) Canal Memes Mateméticos

Apenas 140 caracteres? Como /
posso me expressar?

“ m Aff, esse ca

vai falar para

Fonte:'% Canais de Matematica no Instagram, 2019

- Os Memes das Figuras 42 e 43 salientam o fato do ntimero 7 ser um nimero com a

representacao decimal infinita e, por ser nao periddica, ser irracional. O exemplo 43a

mostra uma situagao em que ¢ oportuno perguntar aos alunos qual a relagao entre

uma bicicleta e o niimero 7 e, a partir dessa discussdo, iniciar uma explanacao para

a definicdo do mesmo.

4.3.10 Memes que servem para alertar erros gerais feitos em matematica

A aprendizagem pelo erro é uma das estratégias presentes nos Memes seguintes

(Figuras 44 e 45). Repare na forma hiperbdlica de alguns deles:

Figura

44 — Memes com erros comuns em matematica (I)

(a) Mat. Curiosa (b) Mat. Depressao

2
(a*b)=az+2ab¢b

2
(a+b) =az* bz

Fonte: (44a) Disponivel em: <www.instagram.com/mat-curiosa/>. Acesso em: jan. 2020.
(44b) Disponivel em: <www.instagram.com/mat-depressao/>. Acesso em: ago. 2019.

15
15
15
16
16
16

Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.
Fig.

42a Disponivel em:
42b Disponivel em:
42c¢ Disponivel em:
43a Disponivel em:
43b Disponivel em:
43c Disponivel em:

<https://instagram.com/dicasdemat/>. Acesso em: ago. 2019.
<https://instagram.com/matematicacuriosa/>. Acesso em: dez. 2019.
<https://instagram.com/matematicacuriosa/>. Acesso em: jan. 2020.
<https://instagram.com/matematicacuriosa/>. Acesso em: out. 2019.
<https://instagram.com/matematicadadepressao/>. Acesso em: out. 2019.
<https://instagram.com/memesmatematicos/>. Acesso em: ago. 2019.


https://www.instagram.com/p/B7XUXaOg_Je/
https://www.instagram.com/p/BEmMiCvuecJ/
https://www.instagram.com/p/BjPY890hDT5/
https://www.instagram.com/p/B5quiy5AWtW/
https://www.instagram.com/p/B7ORLcjpDeS/
https://www.instagram.com/p/B2KlAeoH6kg/
https://www.instagram.com/p/Bj2MKlJFQ9P/
https://www.instagram.com/p/Bu36f0WAeQu/?igshid=1kmc2lhv25neg
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Figura 45 — Memes com erros comuns em matematica (II)

(a) Canal do Professor Suassuna (b) Canal do Professor Suassuna (c) Canal Mates con Andres

80% de mim[nao,entende
nada de mgwt_(‘am?tica

Q ch) ‘
) W | 'ﬂ,

E ’ | \_".“1‘ i T

os outros 40% também nao ol errei (0) éi"nal’

s’ g BUNSSENSIOSS3j01dD

@matesconandres

Fonte:'” Canais de Matematica no Instagram, 2019.

- Um dos erros mais comuns cometidos pelos alunos é na expansao do quadrado de um
bindmio e é apresentado nos exemplos 44a e 44b. Sabe-se que (a+b)? = a? +2ab+ b?,
mas ¢ habitual os alunos escreverem (a + b)* = a? + b?. Repare que em ambos 0s

Memes esse erro origina uma reagao devastadora.

- No exemplo 45d apresentamos um erro comum que envolve a definicdo de poténcia
de expoente de expoente natural. O “correto” sera o rapaz olhar para a sua acompa-

nhante e ndo para a garota que passa, ja que 3> = 3 x 3 = 9, mas o erro comum ¢
32=3x2=6

- Nos exemplos 45a, 45b e 45¢ sao referenciados erros usuais no calculo de porcentagens,
em trocas nos sinais de expressoes matematicas e operacoes algébricas e também na

simplificacao de fragoes.

Fig. 45a Disponivel em: <https://instagram.com/professorsuassuna/>. Acesso em: ago. 2019.
Fig. 45b Disponivel em: <https://instagram.com/professorsuassuna/>. Acesso em: ago. 2019.
Fig. 45¢ Disponivel em: <https://instagram.com/matesconandres/>. Acesso em: ago. 2019.
Fig. 45d Disponivel em: <https://instagram.com/matesconandres/>. Acesso em: ago. 2019.


https://www.instagram.com/p/BziZ6DyAjAw/
https://www.instagram.com/p/Bz0cx4lgtJ5/
https://www.instagram.com/p/BuE6zvsgrXy/
https://www.instagram.com/p/BvKW1v8AkbC/
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4.3.11 Memes contendo felicitacoes matematicas

Memes que surgem em datas festivas no decorrer do ano sao muito comuns. Por
exemplo, nas épocas das festas de final de ano, é muito comum surgirem na internet
equagoes ou charadas sob a forma de Memes que, ao serem solucionados, informam o
nimero do ano que se iniciard. Apresentamos a seguir, exemplos (Figura 46) de Memes

com o intuito de felicitagoes em datas especiais.

Figura 46 — Memes de felicitagoes em datas especiais

(a) Canal Matematica Rio (b) Canal Matemética Rio (c) Canal Matemética Rio

(d) Canal Matemética Rio
Nao é N, talvez seja
mais [ que Q. Ainda que
seja um pouco C,

o que sinto por ti € IR,
Saiba que
meu * Z é seu!

Fonte:'® Canal Matemética Rio com Rafael Procépio, Instagram, 2019.

- Os Memes da Figura 46a, 46b e 46¢ surgem para felicitacdes no Dia dos Pais ou no
Dia das Maes, apresentando uma declaracao de afeto como solugao da charada ou
desafio neles propostos. A ocorréncia desse tipo de Meme se da também em outras

datas, como na Pascoa ou no Natal.

Fig. 46a Disponivel em: <https://instagram.com/matematicario/>. Acesso em: set. 2019.
Fig. 46b Disponivel em: <https://instagram.com/matematicario/>. Acesso em: ago. 2019.
Fig. 46¢ Disponivel em: <https://instagram.com/matematicario/>. Acesso em: ago. 2019.
Fig. 46d Disponivel em: <https://instagram.com/matematicario/>. Acesso em: ago. 2019.


https://www.instagram.com/p/B1CLkZZgzo6/
https://www.instagram.com/p/BxU2_EAHCda/
https://www.instagram.com/p/BxXM7OLHfXr/
https://www.instagram.com/p/BykjXxUg4da/
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- A declaragdo contida na ultima imagem faz alusao a denotagao de alguns conjuntos

numéricos. Vejamos o que quer dizer a Figura 46d:

“Nao é Natural, talvez seja mais Irracional que Racional. Ainda que seja um pouco

Complezo, o que sinto por ti é Real. Saiba que meu coracao Inteiro é seu.”

4.3.12 Memes que trazem piadas estilo nerd

Memes sob a forma de piadas matemdticas sao muito comuns na internet. Os
exemplos da Figura 47 servem para mostrar aos alunos algum tipo de humor matematico
que ha nas entrelinhas destas piadas no estilo Nerd que circulam em diversos canais da

internet.

Figura 47 — Memes de piadas nerd

(a) Marcelle Roriz (b) Matemética da Depressao (¢) Matematica da Depressio
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(d) Canal Memesmakerbr (e) Matemética Curiosa (f) Matemética Curiosa
Memes Maker BR oA o \Zﬁggw
@memesmakerbr Ei, vocé € bom em matematica, ndao €? .5 ==
Chegou a Black Friday: Sousim. 530
Ent3o me diz ai. Se eu cortar um bolo em trés,
TUDO PELA METADE DO DOBRO cada fatia vai ter 0,3333 do bolo, ta certo?
Na quinta: Na sexta: Certo. 55000

Mas se eu multiplicar 0,3333 por 3. isso me da
0,9998. Onde foi parar o 0,0001 do bolo?

&
BOLSA:
% 200,00
o Q Ficou na faca. ;5

Ahhhhh... Valeu! 555

Disponha. 509,

Fonte:'? Canais de Matemética, Instagram, 2019.

Fig. 47a Disponivel em: <https://instagram.com/marcelleroriz/>. Acesso em: ago. 2019.

Fig. 47b Disponivel em: <https://instagram.com/matematicadadepressao/>. Acesso em: ago. 2019.
Fig. 47¢ Disponivel em: <https://instagram.com/matematicadadepressao/>. Acesso em: ago. 2019.
Fig. 47d Disponivel em: <https://instagram.com/memesmakerbr/>. Acesso em: dez. 2019.

Fig. 47e Disponivel em: <https://instagram.com/matematicacuriosa/>. Acesso em: out. 2019.

Fig. 47f Disponivel em: <https://instagram.com/matematicacuriosa/>. Acesso em: ago. 2019.


https://www.instagram.com/p/-mHC8zuO_E/?igshid=1ma0d9foqfsw3
https://www.instagram.com/p/BiQaWVrFJsW/
https://www.instagram.com/p/Bj-j8lrF8PU/
https://www.instagram.com/p/B5dnAIzH23p/
https://www.instagram.com/p/B22rYWwAaCD/
https://www.instagram.com/p/BzBJa7-AT19/
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- No exemplo 47a mostra uma conversa entre o nimero 0 e o nimero y/—1, ambos
demonstrando o respectivo complexo de inferioridade, um por ser zero, o outro por

ser imaginario.

- O exemplo 47b exibe a “verdadeira” raiz quadrada, exibindo uma arvore cuja raiz

vai se desenvolvendo com o aspecto de um quadrado.

- No exemplo 47c tem-se a disputa entre Pitdgoras e Einstein sobre quem ¢ o verdadeiro

dono do ¢? presente nas férmulas que traduzem o teorema de Pitdgoras, a® + b* = 2
e a teoreia da relatividade, e = m - ¢. Convém destacar que c? representa objetos
distintos, no primeiro caso a area de um quadrado de lado ¢, e no segundo representa

o quadrado da velocidade da luz.

- O exemplo 47d apresenta uma séatira sobre as promocoes da Black Friday, a Black
Fraude, onde produtos sao anunciados para venda com desconto pela metade do
dobro de seu preco, ou seja, uma fraude pois nao ha desconto algum em uma venda
desse tipo, pois o produto serd vendido pelo preco original. Este ¢ um bom exemplo

para o estudo da funcao inversa

- O exemplo 47e mostra o registro de um didlogo em que se usam aproximagoes. A
explicagao incorreta, porém convincente para uma duvida na divisdo de nimeros

racionais que geram dizimas periddicas.

- O exemplo 47f mostra o ponto de vista vencedor em uma disputa de par ou impar
entre soldados romanos. A dupla interpretacao da imagem estd relacionada com
a ambiguidade das representagoes simbdélicas, aqui o raciocinio numérico devera

utilizar algarismos romanos e nao a quantidade de dedos representados.

4.3.13 Memes de Desafios Matematicos que circulam na Internet/Redes Soci-
ais
Os Memes da Figura 48 servem como atividades desafiadoras para os alunos, pois
circulam pela internet desafiando a capacidade interpretativa e matematica de qualquer
pessoa. Sao verdadeiros passatempos que podem motivar os estudantes nas aulas de
matematica. O estilo de desafios como os dos exemplos 48a, 48b, 48e e 48f geralmente é
solucionavel por Sistemas de Equacoes do 1° Grau; ja nos exemplos 48c e 48d devemos

utilizar Raciocinio Légico para solucionéa-los.



- Estes 6 Memes-desafios encontram-se resolvidos no Apéndice A deste trabalho.

Figura 48 — Memes dos desafios matematicos que viralizam na net

(a) Canal Matemética da Depressao

(b) Canal Cinta Moebius
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Fonte:2° Canais de Matemética, Instagram, 2019.
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48a Disponivel em: <https://instagram.com/matematicadadepressao/>. Acesso em: ago. 2019.

48b Disponivel em: <https://instagram.com/cintademoebius/>. Acesso em: ago. 2019.

48c Disponivel em: <https://instagram.com/colegiomultiplosorocaba/>. Acesso em: ago. 2019.

48d Disponivel em: <https://instagram.com/matematicario/>. Acesso em: ago. 2019.
48e Disponivel em: <https://instagram.com/cursinhologosonline/>. Acesso em: ago. 2019.
48f Disponivel em: <https://instagram.com/profjairbueno/>. Acesso em: ago. 2019.


https://www.instagram.com/p/BQWnRPrAJgx/
https://www.instagram.com/p/Bxt8IVwCZop/?igshid=y884s33fzl0f
https://www.instagram.com/p/BnXA1KSD-JB/
https://www.instagram.com/p/Bxm6NC7HjR3/
https://www.instagram.com/p/Bsx8bMRhCFZ/
https://www.instagram.com/p/BstM2kmn0Ea/
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4.4 Potencial Pedagodgico de GIF nas aulas de Matematica

A influéncia do meio digital no cotidiano de nossa sociedade é uma constatacao.
Entre os varios topicos debatidos destaca-se o desenvolvimento de uma cultura visual. Sob
esse aspecto o filosofo norte-americano Douglas Kellner diz que:

(...)a presenca dos meios massivos, da fotografia e da microinformatica,
passou a definir formas de transcodificar esteticamente as experiéncias e
praticas sociais. Esse movimento de fusdo entre meios de comunicagao
e sociedade estimula o desenvolvimento de uma cultura visual prépria.
(KELLNER, 2001, p. 42)

Seguindo nessa direcao, foi apropriado pela nossa cultura visual, a figura emblema-
tica dos GIF e, segundo Nadal (2014), tem-se que:

(...) o GIF, que existia enquanto uma simples extensdo para compri-
mir graficos, revela-se uma fonte potencial para a criacdo de produtos
culturais especificos, a aproximagao com os individuos, liberta-o do ca-
rater exclusivamente funcional e transforma o GIF em uma estrutura
para formas de enunciagoes que revelam modos de pensar e de sentir na
sociedade contemporanea. (NADAL, 2014, p. 8)

Consequentemente, o GIF pode ser visto como um novo recurso pedagogico a ser
utilizado em sala de aula, servindo para motivar os alunos, visando um maior entendimento e
assimilacao dos contetdos ministrados e, também, procurando despertar neles a curiosidade
e o interesse pelos assuntos estudados e pelas conexdes que sao possiveis efetuar. O que

vai ao encontro de Flusser quando afirma:

As imagens se tornam cada vez mais conceituais e os textos, cada vez
mais imaginativos. Atualmente o maior poder conceitual reside em certas
imagens, e o maior poder imaginativo, em determinados textos da ciéncia
exata. Deste modo, a hierarquia dos coédigos vai se perturbando: embora
os textos sejam metacodigo de imagens, determinadas imagens passam a
ser metacodigo de textos. (FLUSSER, 1985, p. 8)

Nadal (2014, p. 69) afirma que a nogao de busca visual ¢ fundamental para a
compreensao de um GIF, pois é a partir da sucessao de imagens em seu interior que surgem
os sentidos e, como cada leitura que fazemos de algo é diferente de outras, ha possibilidade
de novas leituras brotarem a cada interagao entre a imagem e o individuo, e por isso vemos

a importancia do incremento de GIFs nas aulas de matematica.

A seguir, apresentaremos diversas situagoes que apresentam potencialidades peda-
gbgicas para serem exploradas nas aulas de matematica. Muito podera ser acrescentado

ao que foi feito, j4 que ndo temos o intuito de esgotar a pesquisa sobre o assunto.

Nesta parte, é conveniente que o leitor, para visualizar o arquivo em GIF, clique
no link em baixo de cada uma das imagens dos GIF abaixo exibidos, para que haja a

reproducao do mesmo em seu navegador de internet.
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4.4.1 GIFs de Algebra e de Equacdes

Apresentamos a seguir, algumas habilidades referentes ao 7°, 8° e 9° anos do Ensino
Fundamental, presentes na Base Nacional Curricular Comum, segundo (BRASIL, 2018),

referentes a assuntos de Algebra e Equacoes:

(EF07MA18) Resolver e elaborar problemas que possam ser represen-
tados por equagoes polinomiais de 1° grau, redutiveis a forma azx + b = c,
fazendo uso das propriedades da igualdade.

(EFO8MA09) Resolver e elaborar, com e sem uso de tecnologias, pro-
blemas que possam ser representados por equagdes polinomiais de 2°
grau do tipo az? = b.

(EFO9MAO09) Compreender os processos de fatoragdo de expressoes
algébricas, com base em suas relagdes com os produtos notaveis, para
resolver e elaborar problemas que possam ser representados por equagoes
polinomiais do 2° grau.

Teremos abaixo uma sequéncia de GIFs referentes a Algebra e que estao relacionados

com o desenvolvimento das habilidades referenciadas acima.

1. Multiplicagcao de binémios

- E um GIF de manipulacdo algébrica onde se exemplifica o uso da propriedade

distributiva da multiplicacao em relagao a adigao.

Figura 49 — GIF sobre multiplicagdo de bindémios

F-O -1 -L

O

(a + b)(c +d) =ac+ad+bc+bd

Fonte: Disponivel em: <https://i.imgur.com/61xf967.gif>. Acesso em: 20 set. 2019.

2. Equagao do 1° Grau

- Neste GIF sao exploradas varias situacgoes referentes aos principios de equiva-
léncia da relagao de igualdade e que justificam a resolugao de equagoes do 1°
grau. Convém salientar que apds encontrar a solugdo da equagao, o processo de

manipulagao da igualdade continua, proporcionando uma discussao muito rica.


https://i.imgur.com/61xf967.gif
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Figura 50 — GIF sobre equacgao do 1° grau

25010
)

Fonte: Disponivel em: <https://reddit.com/interactive-equation/>. Acesso em: 2 set. 2019

3. Fatoracao de um trinémio

- O GIF escreve um trindomio como a soma do quadrado de um binémio com uma
constante. O processo de completacao do quadrado é feito por manipulacao
algébrica acompanhado da explicagao geométrica. Este é o passo que antecede

a deducao da férmula resolutiva de equagoes do 2° grau.

Figura 51 — GIF sobre fatoracao de um trinémio

ax2 +bx +c

.. b)2
a(,\+m) + C -

Fonte: Disponivel em: <https://media.giphy.com/>. Acesso em: 20 set. 2019.

4.4.2 GIFs envolvendo Circulo e o nimero 7

A seguir, apresentaremos as habilidades da BNCC (BRASIL, 2018) referentes ao

7°, 8° e 9° anos do Ensino Fundamental, que sao relativas a area do circulo e ao nimero 7:

(EF07TMA33) Estabelecer o nimero como a razdo entre a medida
de uma circunferéncia e seu didmetro, para compreender e resolver
problemas, inclusive os de natureza historica.

(EF08MA19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas
de area de figuras geométricas, utilizando expressoes de célculo de area
(quadrildteros, tridAngulos e circulos), em situagdes como determinar
medida de terrenos.


https://reddit.com/r/educationalGIFs/comments/6dycl7/algebra_interactive_equation/
https://media.giphy.com/media/6wlrY2ABvHxDi/giphy.gif
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(EF09MA11) Resolver problemas por meio do estabelecimento de rela-

¢Oes entre arcos, angulos centrais e angulos inscritos na circunferéncia,
fazendo uso, inclusive, de softwares de geometria dinimica.

(EF09MA15) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um

algoritmo para a construcao de um poligono regular cuja medida do lado
é conhecida, utilizando régua e compasso, como também softwares.

Os préximos itens serao uma sequéncia de GIFs referentes a area do circulo e a

demonstracoes do niimeros 7, baseados nas habilidades da BNCC referenciadas no tépico
acima:

1. Método de Arquimedes para aproximar m

- O GIF abaixo exemplifica o método de exaustao utilizado por Arquimedes, para
chegar obter uma melhor aproximagao possivel do nimero 7: inscrevendo e
circunscrevendo uma circunferéncia de comprimento 7 por poligonos regulares

cujo numero de lados vai aumentando, vao-se obtendo as sucessivas aproximagoes
desse nimero irracional.

Figura 52 — GIF sobre o Método de Arquimedes para aproximar 7
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Fonte: Disponivel em:<https://reddit.com/r/educational-gifs>. Acesso em: 20 set. 2019.

2. Céalculo de 7

- O GIF abaixo ilustra o célculo de m ao considerar uma sequéncia de poligonos
regulares cujas areas se aproximam, por falta, a area de um circulo de raio 1. O

limite dessa sequéncia, quando o ntimero de lados tende a infinito é .


https://www.reddit.com/r/educationalGIFs/comments/9rv01n/calculating_the_area_of_the_circle_like/
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Figura 53 — GIF sobre o calculo de 7

Fonte: Disponivel em: <https://reddit.com/educationalgifs/pi>. Acesso em: 20 set. 2019.

3. Aproximagao de ™ por comparagao

- Neste GIF, compara-se o comprimento de uma circunferéncia de didmetro

unitario com o seu diametro e apresenta-se a aproximacao w =~ 3, 14:

Figura 54 — GIF sobre a aproximacgao de 7 por comparagao (I)

L

7C 3.14.15

Fonte: Disponivel em: <https://giphy.com/GIFs/>. Acesso em: 20 set. 2019.

- O préximo GIF recorre também a comparacao do comprimento da circunferéncia

com o seu didmetro e conclui que é um nimero entre 3 e 4:

Figura 55 — GIF sobre a aproximagao de 7 por comparagao (II)

P

Fonte: Disponivel em: <https://giphy.com/pi>. Acesso em: 20 set. 2019.


https://www.reddit.com/r/educationalGIFs/comments/dtc8jp/how_to_calculate_the_value_of_pi/
https://giphy.com/gifs/QMjUSsXCXHcqI
https://giphy.com/gifs/mVEXJr2C2UgO4
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4. Area do circulo

- Recorrendo a retangulos de area “igual” a de coroas circulares que recobrem o
circulo, obtém-se um tridngulo com a mesma area deste. Obtendo, assim, para
o célculo da area do circulo a férmula matemética A, = 772, onde r é a medida

do seu raio:

Figura 56 — GIF sobre a drea do circulo

Fonte: Disponivel em: <https://giphy.com/circle>. Acesso em: 20 set. 2019.

4.4.3 GIFs sobre o Teorema de Pitagoras

Seguem abaixo as habilidades presentes na BNCC (BRASIL, 2018) relativas ao 9°

ano do Ensino Fundamental que dizem respeito ao Teorema de Pitagoras:

(EF09MA13) Demonstrar relagdes métricas do tridngulo retangulo,
entre elas o teorema de Pitagoras, utilizando, inclusive, a semelhanca de
tridngulos.

(EF09MA14) Resolver e elaborar problemas de aplica¢io do teorema de
Pitagoras ou das relagoes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas
cortadas por secantes.

Os itens a seguir serao alguns GIFs que abordam o Teorema de Pitdgoras, com

vinculo nas habilidades da BNCC referenciadas no tépico acima:

1. Demonstracao do Teorema de Pitagoras usando volumes

- Este GIF usa o volume de prismas quadrangulares retos com a mesma altura
para mostrar que a soma dos volumes de dois desses prismas ¢ igual ao volume
de um terceiro. Como a altura é constante, esta igualdade equivale a que se
estabelece com as areas das bases respectivas dos mesmos prismas, que em
resumo, afirma a validade do Teorema de Pitagoras, a® +b*> = ¢, onde a e b

sao catetos e ¢ é a hipotenusa em um Tridngulo Retangulo:


https://giphy.com/gifs/circle-area-proof-MdYG0vqR1su88
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Figura 57 — GIF sobre Teorema de Pitdagoras (I)

Fonte: Disponivel em: <https://giphy.com/pitagoras/>. Acesso em: 20 set. 2019.

2. Demonstracao do Teorema de Pitagoras

- Neste GIF, reorganizando os elementos que constituem um quadrado de lado c,

surge uma figura equivalente formada por dois quadrados de lados a e b:

Figura 58 — GIF sobre Teorema de Pitdgoras (II)

Total area = ¢?2

Fonte: Disponivel em: <https://giphy.com/pitagoras-area>. Acesso em: 20 set. 2019.

- A ideia presente neste GIF é semelhante a anterior, diferindo no tipo de animacao

proposta para demonstrar o Teorema de Pitédgoras:


https://giphy.com/gifs/10tydlDQmE5UNG
https://giphy.com/gifs/math-pythagoeran-theorem-mjkPZS5QfdRVm
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Figura 59 — GIF sobre Teorema de Pitagoras (I1I)

Fonte: Disponivel em: < https://giphy.com/pythagorean-theorem>. Acesso em: 20 set. 2019.

4.4.4 GIFs dos graficos de diversas Funcgoes

Algumas habilidades da BNCC (BRASIL, 2018) referentes ao 9° ano do Ensino
Fundamental e ao Ensino Médio, relacionadas com Fungoes e Graficos sao apresentadas a

seguir:

(EF09MAO06) Compreender as fungoes como relagoes de dependéncia
univoca entre duas varidveis e suas representacdes numérica, algébrica
e grafica e utilizar esse conceito para analisar situagdes que envolvam
relacoes funcionais entre duas varidveis.

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungdes polinomiais
de 1° ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com
ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagdes, com ou sem apoio de
tecnologias digitais, entre as representacoes de func¢bdes exponencial e
logaritmica expressas em tabelas e em plano cartesiano, para identificar
as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, crescimento) de cada
funcao.

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envol-
vem fendmenos periédicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos
ciclicos, entre outros) e comparar suas representagoes com as fungdes
seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de
algebra e geometria.

- No GIF seguinte conhecido como a “Danca das Fungoes”, podemos visualizar um
personagem que gesticula seus os bragos imitando esbogos-padrao de alguns graficos,
tais como: func¢ao identidade, fun¢do quadratica, fungao modular, funcdo cibica,
funcao reciproca, funcao logaritmica, funcdo exponencial, fun¢do seno e funcao

cosseno:


https://giphy.com/gifs/wolfram-research-pythagorean-theorem-l41JGHqVSThnCbSOA
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Figura 60 — GIF sobre graficos de diversas Fungoes

WHEN
A MATHEMATICIAN
DANCES

O

Fonte: Disponivel em: <https://homdor.com/the-math-dance>. Acesso em: 20 set. 2019.

4.4.5 GIFs sobre Trigonometria

Algumas habilidades referentes ao 9° ano do Ensino Fundamental e ao Ensino
Médio, retiradas da BNCC (BRASIL, 2018) e que sdo referentes a Trigonometria:

(EF09MAO06) Compreender as fungdes como relagoes de dependéncia
univoca entre duas varidveis e suas representacdes numérica, algébrica
e grafica e utilizar esse conceito para analisar situacgoes que envolvam
relagbes funcionais entre duas variaveis.

(EF09MA11) Resolver problemas por meio do estabelecimento de rela-
¢Oes entre arcos, angulos centrais e angulos inscritos na circunferéncia,
fazendo uso, inclusive, de softwares de geometria dindmica.

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envol-
vem fendmenos periédicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos
ciclicos, entre outros) e comparar suas representagoes com as fungdes
seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de
algebra e geometria.

(EM13MAT308) Aplicar as relagoes métricas, incluindo as leis do seno
e do cosseno ou as nocodes de congruéncia e semelhancga, para resolver e
elaborar problemas que envolvem tridngulos, em variados contextos.

Apresentam-se abaixo alguns GIFs sobre Trigonometria e que estao relacionados as

habilidades que foram citadas:

1. O radiano

- Este GIF comega por apresentar a defini¢ao de radiano (1 rad), que é a amplitude
de um angulo definido em uma circunferéncia por um arco com o mesmo
comprimento que o raio da referida circunferéncia. Em seguida, exibe os angulos

de 7 e 27 radianos:


https://homdor.com/the-math-dance/filthythinanemonecrab/detail
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Figura 61 — GIF sobre o que é radiano (1 rad)

Fonte: Disponivel em: <https://lucasvb.tumblr.com/circle-radians.gif>>. Acesso em: 20 set. 2019.

2. As linhas trigonométricas

- No GIF abaixo, é possivel visualizar uma circunferéncia de raio unitario e os
segmentos de reta que representam o sen(a) (em vermelho), o cos(a) (em azul)
eatg(a) (em ), sendo «a o angulo com lado origem no semieixo positivo
das abscissas e com lado extremidade na semirreta 1@ . A variagado do ponto B

dessa circunferéncia mostra a forma como variam as razoes trigonométricas:

Figura 62 — GIF sobre as linhas trigonométricas

a=225"
=
.
.
.
.
.

Fonte: Disponivel em: <https://giphy.com/GIFs/>. Acesso em: 20 set. 2019.

3. Gréaficos do seno e do cosseno

- No GIF a seguir, recorrendoas linhas do cosseno e do seno dadas no circulo
trigonométrico, desenham-se os graficos dessas fungoes. A linha do cosseno a
azul e a do seno, a vermelha: cos(#) (parte superior do GIF) e sen(f) (parte
inferior do GIF):


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/4/4e/Circle_radians.gif
https://giphy.com/gifs/trigonometry-8x9gHanNFSUYo
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Figura 63 — GIF sobre os graficos de seno e cosseno

O

Fonte: Disponivel em: <https://ww.lucasvb.tumblr.com/graphics-sin-and-cos/>. Acesso em: 20 set. 2019.

4. Relacao da variagao do cosseno e do seno

- Este GIF apresenta, também, a construgao dos graficos das fungdes cosseno e
seno e apresenta a reta tangente em cada ponto do grafico do seno e o que a

sua declividade representa no gréafico do cosseno:

Figura 64 — GIF sobre a relagao da variacao de seno e cosseno

Cos(8)

Sin(e)

Fonte: Disponivel em: <https://www.oficinadanet.com.br/gif.pagespeed.ic.>. Acesso em: 20 set. 2019.

5. Gréfico da tangente

- O GIF abaixo, nos mostra o comportamento grafico da funcao tg(z), onde x
¢ um angulo tal que 0 < x < 27, recorrendo para tal, a linha da tangente no

circulo trigonométrico:


https://66.media.tumblr.com/2a3bdbe3fb0f38a0f1d25058c5d3829b/tumblr_n2f2czM4Nx1s5nl47o1_500.gifv
https://www.oficinadanet.com.br//imagens/post/14648/x6.gif.pagespeed.ic.f49ce98aaa.gif
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Figura 65 — GIF sobre o grafico da tangente

y=tanx

Fonte: Disponivel em: <https://www.giphy.com/GIFs/>. Acesso em: 20 set. 2019.

6. Grafico de y = sen(z) e x = cos(y)

- Observamos no GIF a seguir, os graficos das fungoes seno e cosseno, com a
particularidade de que a variavel independente de um é a dependente do outro.
Por esse fato, um grafico desenvolve-se segundo o eixo x (na horizontal), e o

outro segundo o eixo y (na vertical):

Figura 66 — GIF sobre os graficos de y = sen(x) e = cos(y)

Fonte: Disponivel em: <https://www.giphy.com/GIFs/math-geometry>. Acesso em: 20 set. 2019.

4.4.6 GIFs sobre Cbnicas

Embora nao esteja previsto nos conteiidos minimos presentes na BNCC, o assunto

seccoes conicas € bastante interessante, sobretudo por suas aplicagoes. Assim, parece


https://giphy.com/gifs/AivmOJYWtLHnG
https://giphy.com/gifs/math-geometry-TDe8XFki59Pos
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pertinente apresentar alguns GIFs que facilitam uma abordagem mais abrangente para

exemplificar como se constroem a parabola, a elipse e a hipérbole.

1. A parabola

- O GIF abaixo apresenta a construcao da parabola, definida como o lugar

geométrico dos pontos do plano que equidistam de um ponto e de uma reta

dados:

Figura 67 — GIF sobre Pardbola

HOW TO &
CREATE A
PARABOLA

Fonte: Disponivel em: Site https://giphy.com/GIFs/NfbEk17QgK1z0>. Acesso em: 20 set. 2019.

2. A elipse

- O GIF a seguir permite visualizar como é construida uma elipse, definida como
o conjunto de pontos do plano tais que a soma das distancias a dois pontos

fixos é constante e maior que a distancia entre eles:

Figura 68 — GIF sobre Elipse

How to create
an ellipse

)

www.mathwarehouse.com/gifs

Fonte: Disponivel em: <https://www.mathwarehouse.com/ellipse/what-makes-an-ellipse.php>. Acesso
em: 20 set. 2019.


https://giphy.com/gifs/NfbEk17QgK1zO
https://www.mathwarehouse.com/ellipse/what-makes-an-ellipse.php
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3. Ramo de hipérbole

- O GIF abaixo possibilita compreender a constru¢ao de um ramo de hipérbole e
seu aspecto geométrico. E definida como o conjunto de pontos do plano tais

que a diferenga das distancias a dois pontos fixos é constante (e positiva):

Figura 69 — GIF sobre Hipérbole

se
/

Fonte: Disponivel em: <https://www.mathwarehouse.com/graph-equation-of-a-hyperbola.php>. Acesso
em: 20 set. 2019.

No capitulo a seguir apresentamos propostas de atividades para sala de aula

desenvolvidas partindo de alguns problemas olimpicos, Memes e GIFs.


https://www.mathwarehouse.com/hyperbola/graph-equation-of-a-hyperbola.php
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5 ATIVIDADES ENVOLVENDO MEMES, GIF E PROBLEMAS OLIMPI-
COS PARA SALA DE AULA

5.1 Introducgao

Neste capitulo iremos apresentar algumas propostas para atividades a serem desen-
volvidas em sala de aula, com a finalidade de expor uma aula mais atrativa e motivar o
aluno a aprender matematica, utilizando a concatenagao entre problemas de matematica
(de olimpiadas), Memes e GIFs.

Iremos fazer uma conexao entre as ideias de alguns autores e culminé-las com a
execugao de algumas atividades. As ideias de Duval (1993), afirmando sobre a dificuldade
do aluno em compreender corretamente o vinculo que existe entre o objeto matematico
com a sua representagao (relacao entre o representado e o representante), com as ideias
de Duval (2009) para solucionar essa dificuldade, que seria a realizagdo da conversdo -
que é a transformagao de uma representagdo semiética para outra (uma mudanca da
forma (o representante) mas mantendo-se o objeto (o representado), associadas com
as ideias de Posamentier (1996, p. 34) sobre representagao visual, onde a qualidade de
muitas experiéncias de ensino sao consideravelmente aprimoradas quando da utilizacao de
representacoes pictoricas adequadas, onde o mesmo conclui que os processos cognitivos
em matematica que utilizam diagramas, imagens, tabelas, graficos e videos podem nem

sempre ser necessarios, mas sempre tornam as coisas mais apraziveis para o aluno.

Diante do exposto, traremos algumas atividades com a finalidade principal de
utilizarmos Memes e GIFs (seriam as representagoes pictdricas adequadas) para explicar
conteudos de algebra mas utilizando as explanagoes visuais que contém aspectos predomi-
nantemente geométricos (seria a conversao - transformagao de uma representagao semibtica
para outra, a algebra para a geometria), impulsionando, assim, a resolugdo de problemas
(alguns olimpicos) correlacionados com o conteido algébrico (seria a solu¢ao para o aluno

compreender corretamente o objeto matematico com a sua representagao)..

5.2 Estrutura Béasica das Aulas referentes as Atividades

Cada uma das atividades foi planejada para 1 tempo de aula com a duragao de 50
minutos em turmas a partir do 8° ano do Ensino Fundamental, sendo necessario para a
sua execugao, que se utilize quadro branco, pilot, computador conectado a um projetor e

iluminagao adequada da sala de aula.

As atividades abaixo seguirao basicamente a mesma estrutura, com a sugestao para

o tempo gasto em cada topico:
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1. Apresentacao da atividade proposta no quadro, sendo necessario revisar/relembrar os
topicos abaixo (de modo breve) para uma melhor execugao da atividade (10 minutos

nesta etapa):

- compreensao sobre a nota¢ao matematica de somatoérios

- célculo do comprimento da circunferéncia e do valor de areas de figuras planas

(tridngulo, retangulo, quadrado, circulo) - férmulas;
- célculo do volume de prismas (paralelepipedo e cubo) - formulas;

- no¢ao de que juntarmos figuras planas significa somar as dreas (superficie)

dessas mesmas figuras;

- no¢ao de que ao juntarmos figuras no espaco, significa somar os volumes

(capacidade) dessas mesmas figuras;

- regras bdasicas de potenciagao e de resolugao de equagdes do 1° grau (cancela-

mento de termos simétricos e operacoes inversas).

2. Apresentacao via projegao do Meme e do GIF referentes a atividade trabalhada em
sala, dando tempo para que o aluno interprete as imagens e tire suas conclusoes
preliminares para, apds isso, ocorrer a explicagdo do professor acerca da interpretacao
correta do Meme e GIF apresentados. Utilizacdo de material concreto/manipulativo,

se houver produzido. (15 minutos nesta etapa)

3. Apresentacio dos problemas propostos referentes a atividade para a resolucao pelo

aluno. (20 minutos nesta etapa)

4. Resposta dos problemas, reflexao/duvidas sobre a aula e conclusdo. (5 minutos nesta

etapa)

A seguir estao elencadas as atividades, contendo seus Memes, GIFs e problemas

respectivos:

5.3 Atividade 1: Soma dos n primeiros niimeros naturais

A soma dos n primeiros nimeros naturais é dada por

n-(n+1)

142434+..+(n—1)+n= 5

A seguir, temos na Figura 70, o Meme e, na Figura 71, o GIF referentes a esta

atividade para serem projetados no quadro:



Fonte: Disponivel em:<http://www.rpm.org.br/cdrpm/39/>. Acesso em: 15 dez. 2019.

Fonte: Disponivel em: <https://www.mathwarehouse.com/gifs/>. Acesso em: 15 dez. 2019.

Os problemas propostos! para esta atividade sdo os seguir apresentados:

Figura 70 — Meme da soma dos n primeiros niimeros naturais

Figura 71 — GIF da soma dos n primeiros niimeros naturais

S:

n(n+l1)

2

W,

www.mathwarehouse.com/gifs

5.3.1 Problemas da Atividade 1

01 — 1*parte| BANCO (OBMEP, 2016)

Considere a soma das trés tabelas a seguir. A primeira representa n linhas, sendo a primeira
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com n nimeros iguais a n, a segunda com n — 1 nimeros iguais a n — 1 e assim por diante.

Na segunda, temos uma distribuicao de niimeros parecida, mas em colunas em vez de

linhas. Ja na terceira, temos estes nimeros em diagonais, a primeira diagonal possui um

nimero 1, a segunda dois niimeros iguais a 2, a terceira trés nimeros iguais a 3 e assim

por diante.

n

n—1n-1

n—2

2
1

2

n

Figura 72 — Banco OBMEP (2016)

n o n n o n—-1 n—2
n—1 n n-—1

n n-—1

Fonte: BANCO (OBMEP, 2016, p. 48)

1

Os problemas propostos nesta se¢do encontram-se resolvidos no Apéndice B deste Trabalho.


http://www.rpm.org.br/cdrpm/39/images/1.htm16.gif
https://www.mathwarehouse.com/animated-gifs/images/sequences-series/sum-of-n-numbers-gauss-animation.gif
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O resultado da soma das trés tabelas sera uma tabela com a mesma quantidade de
numeros e com cada posi¢ao sendo o resultado da soma das posi¢oes correspondentes nas

trés tabelas. Por exemplo, no canto superior esquerdo, teremos o numero n+n-+1 = 2n—+1.

(a) Um modo de verificar quantos nimeros tem em cada tabela ¢ virar uma delas
de ponta cabeca e juntar com outra para formar um retangulo com n linhas e o dobro de

numeros de uma tabela. Sabendo disto, quantos nimeros existem em uma tabela?
(b) Quantas vezes aparece cada nimero k em todas as trés tabelas?

(c) Para cada posigao, linha i e coluna j, determine os niimeros escritos nela nas

trés tabelas e na tabela resultado.

O resultado do calculo da area da Figura 73 representa numericamente o

mesmo que a soma dos n primeiros nimeros naturais. Interprete a figura corretamente e

. ) n(n+1)
explique com suas palavras como se chegar na férmula ———:
2

Figura 73 — Area da figura =1 +2+34+4---+n

Fonte: (NELSEN, 1993, p. 70)

5.4 Atividade 2: Soma dos n primeiros nimeros naturais impares

Soma dos n primeiros niimeros naturais impares é dada por

1+3+5+..+2n—1)=n’

A seguir, temos na Figura 74 o Meme e, na Figura 75, o GIF referentes a esta

atividade para serem projetados no quadro:
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Figura 74 — Meme da soma dos n primeiros nimeros naturais impares

Fonte: Disponivel em: <http://www.rpm.org.br/cdrpm/86/>. Acesso em: 15 dez. 2019.

Figura 75 — GIF da soma dos n primeiros niimeros naturais impares

{b ZZk
‘b o I g%%

uuu Dpuu I
+ 3 7 . 9

What is the sum of the first n odd numbers?

Fonte: Disponivel em: <https://reddit.com/r/educationalgifs/>. Acesso em: 15 dez. 2019.

Os problemas propostos? para esta atividade sao os a seguir apresentados:

5.4.1 Problemas da Atividade 2

BANCO (OBMEP, 2016)
Considere a tabela de nimeros a seguir. A primeira linha possui os niimeros de 1 até n.
A segunda possui o dobro dos niimeros de 1 até n. As linhas seguem esse padrao até a

ultima linha que apresenta n vezes cada ntimero de 1 até n.

2 Os problemas propostos nesta secdo encontram-se resolvidos no Apéndice B deste Trabalho.


http://www.rpm.org.br/cdrpm/86/images/15.jpg
https://www.reddit.com/r/educationalgifs/comments/ecuw11/sum_of_first_n_odd_numbers/
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Figura 76 — Banco OBMEP (2016)

1 2 3 n
2 4 6 2n
3 6 9 e 3n
mn 2n 3n e n?

Fonte: BANCO (OBMEP, 2016, p. 49)

Vamos uséa-la para calcular o valor da expressao

1P +23 433 +...+100°
Além da tabela, usaremos o fato de que

n-(n+1)

1+42+...+n= 5

(a) Determine a soma de todos os nimeros da linha de nimero k. Com isto,

determine uma expressao para a soma de todos os nimeros da tabela.

(b) Observe pedagos na tabela separando-a em camadas em forma de L. Os niimeros
em uma certa camada k sao: k, 2k, -+, (k— 1)k, k* (k—1)k,--- 2k, k. Determine a soma,

dos ntimeros desta camada em funcao de k.

(c) Somando os resultados de todas as camadas, chegaremos ao mesmo resultado

que somando todas as linhas. Juntando estas informagoes determine o valor da expressao:

12 4+22 433 +...+100°

Ao calcularmos a area da Figura 77 encontramos algebricamente o mesmo
que uma férmula fechada para a soma de niimeros naturais. Interprete a figura e explique

como se chegar a essa férmula fechada:
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Figura 77 — A area da figura representa qual férmula fechada para a soma de ntimeros?

TERINOCEXE X
seoleoe|eoee
el e &8 @

]

[

L]
Y E N IL L N N
" TEEREREREE I

Fonte: <http://www.rpm.org.br/cdrpm/39/>. Acesso em: 15 dez. 2019.

5.5 Atividade 3: Soma dos quadrados dos n primeiros niimeros naturais

Soma dos quadrados dos n primeiros niimeros naturais é dada por

n-(n+1)-(2n+1)

PP4+22 432442+ +(n—1)0+n= c

A seguir, temos na Figura 78, o Meme e, na Figura 79, o GIF referentes a esta
atividade para serem projetados no quadro:

Figura 78 — Meme da soma dos quadrados dos n primeiros niimeros naturais

figura © figura D

figuras de [Pww]

Fonte: Disponivel em: <http://rpm.org.br/cdrpm/39/images/>. Acesso em: 15 dez. 2019.


http://www.rpm.org.br/cdrpm/39/images/1.htm79.jpg
http://www.rpm.org.br/cdrpm/39/images/1.htm5.gif
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Figura 79 — GIF da soma dos quadrados dos n primeiros nimeros naturais

{b =
adl

Fonte: Disponivel em: <https://reddit.com/r/educationalgifs/>. Acesso em: 15 dez. 2019.

A seguir estdo listados os problemas propostos® para esta atividade:

5.5.1 Problemas da Atividade 3

01 — 2%parte| BANCO (OBMEP, 2016)

Considere a soma das trés tabelas a seguir. A primeira representa n linhas, sendo a primeira
com n nimeros iguais a n, a segunda com n — 1 nimeros iguais a n — 1 e assim por diante.
Na segunda, temos uma distribuicao de niimeros parecida, mas em colunas em vez de
linhas. Ja na terceira, temos estes nimeros em diagonais, a primeira diagonal possui um

nimero 1, a segunda dois niimeros iguais a 2, a terceira trés nimeros iguais a 3 e assim

por diante.
Figura 80 — Banco OBMEP (2016)

n n n o oon n n npn—1 n-—2 20 1 3 n—1mn
n—-1n—-1 .. n-1 n n-—1 ) 9 3 n
n—2 .. n 3

+ -
2 2 n n-—1 n—1n
1 n n

Fonte: BANCO (OBMEP, 2016, p. 48)

O resultado da soma das trés tabelas sera uma tabela com a mesma quantidade de
numeros e com cada posicao sendo o resultado da soma das posi¢oes correspondentes nas

trés tabelas. Por exemplo, no canto superior esquerdo, teremos o nimero n+n-+1 = 2n—+1.
(a), (b) e (c) Ja resolvidos no exercicio n° 1 da atividade 1

(d) Usando as informagoes dos itens anteriores, verifique que

1
12+22+32+42+...+(n—1)2+n2:é.n-(n+1)~(2n+1)

3 Os problemas propostos nesta secdo encontram-se resolvidos no Apéndice B deste Trabalho.


https://gfycat.com/comfortablesnivelinganura
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Ao calcularmos a area da Figura 81 encontramos algebricamente o mesmo
que uma férmula fechada para a soma de niimeros naturais. Interprete a figura e explique

como se chegar a essa formula fechada:

Figura 81 — A area da figura representa qual férmula fechada para a soma de niimeros?

Fonte: Disponivel em: <http://rpm.org.br/images/1.htm79.jpg>. Acesso em: 15 dez. 2019.

Na Figura 82, temos quatro tridngulos equilateros compreendidos em uma
relagao de igualdade. Apds interpretarmos a mensagem contida nas figuras e simplificarmos
essa relagao, encontraremos algebricamente a férmula fechada para a soma dos quadrados
dos n primeiros nimeros naturais. Interprete a figura e explique como se chegar a essa

féormula fechada:

Figura 82 — Férmula fechada para a soma dos quadrados dos n primeiros naturais

/\

/ Zn+l
2n+l ... 2Zn+l
. i- — >

Fonte: Disponivel em: <https://jeremykun.files.wordpress.com>. Acesso em: 15 dez. 2019.

5.6 Atividade 4: O quadrado da soma dos n primeiros niimeros naturais

O quadrado da soma dos n primeiros niimeros naturais ¢ igual a soma dos cubos

dos n primeiros niimeros naturais:

(I+2+3+4+-+(n—1)+n)?’=1+224+3F+4+ ..+ (n—1>+n°


http://www.rpm.org.br/cdrpm/39/images/1.htm79.jpg
http://jeremykun.files.wordpress.com/2011/06/triangle-proof.png
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A seguir, temos na Figura 83 o Meme e, na Figura 84, o GIF referentes a esta

atividade para serem projetados no quadro:

Figura 83 — Meme do quadrado da soma dos n naturais é igual a soma dos n?

Visual proof

1+2+3+.+n )2 - 1% 0. 33+...+ n

Fonte: Disponivel em: <https://t.me/mathvisuals/29>. Acesso em: 5 jan. 2020.

Figura 84 — GIF do quadrado da soma dos n naturais é igual & soma dos n?

=2 52 52

2 2
4 4 2

42
32 3%
=2
2 : 42 (9]
2

Fonte: Disponivel em: <https://www.reddit.com/r/educationalgifs/>. Acesso em: 15 dez. 2019.

A seguir estdo listados os problemas propostos® para esta atividade:

5.6.1 Problemas da Atividade 4

BANCO (OBMEP, 2014a)

Joaozinho comecou a somar os primeiros cubos e reparou algo curioso:

P+22=1+8=9=(1+2)~

4 Os problemas propostos nesta secdo encontram-se resolvidos no Apéndice B deste Trabalho.


https://t.me/mathvisuals/29
http://i.imgur.com/ZrxeAEc.gif
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O mesmo vale se somarmos até ao terceiro:
P+2°4+3°=14+8+27=36=(1+2+3)%
Ou mesmo até ao quarto:
P+22 43 +43=1+8+27+64=100= (1+2+3+4)°

Surpreso com isso, Joaozinho foi perguntar ao seu professor de matematica se isso sempre
aconteceria. O professor entdo deu a Joaozinho os seguintes passos para mostrar esse fato:
Seja

Sp=1+42+43+--+n

a soma dos n primeiros nimeros,
Qn=1+22+3++n’

a soma dos n primeiros quadrados e
Co=14+224+3+...+0n

a soma dos n primeiros cubos.

(a) Calcule a diferenca (n + 1)> — n?. Agora calcule a soma
(22 = 1)+ (32 =22+ (4* = 3°) + - ((n+1)* = n?)

e conclua que 2- S, +n = (n+ 1)? — 1. Ache uma férmula para S,

(b) Calcule (n + 1)3 —n3. Conclua que 3-Q,, +3- S, +n=(n+1)>—1, e ache

uma formula para Q).

(c) Calcule (n + 1)* — n*. Conclua que 4-C, +6-Q, +4-S, = (n+1)* -1, e

ache uma féormula para C,. Conclua que C,, = S? para todo natural n.

(Instituto Militar de Engenharia / 2000)
Determine o polinbmio em n, com no maximo 4 termos, que representa a soma dos

quadrados dos n primeiros niimeros naturais.
>R
k=1
5.7 Atividade 5: Calculando areas hachuradas de quadrados e de circulos

Utilizaremos o GIF a seguir (Figura 85) para introduzir algumas ideias de arco de

circunferéncia, raio do circulo, lado do quadrado e areas hachuradas de figuras planas:
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Figura 85 — GIF quem disse que a Trigonometria nao serve para nada?

e Estude Matematica
estuaemat

Quem disse que Trigonometria
nao serve paranada? & & J 3¢

Fonte: Disponivel em: <https://www.instagram.com/estudematematica>. Acesso em: 15 dez. 2019.

Apds isso, passaremos aos problemas propostos® para que sejam solucionados:

5.7.1 Problemas da Atividade 5

Apbs assistir ao GIF da figura 85, associe o video com a figura geométrica

abaixo (Figura 86), ou seja, faga uma relagao entre os objetos e fatos assistidos no video

com a figura abaixo, que é um quadrado ABC'D de lado x metros contendo 1 de uma

circunferéncia inscrita nele. Apds isso, responda o que se pede:

Figura 86 — Arco de circunferéncia inscrita em um quadrado ABC'D de lado x metros

D C

Fonte: O autor, 2020

> Os problemas propostos nesta secio encontram-se resolvidos no Apéndice B deste Trabalho.


https://www.instagram.com/p/B25LLzyogXT/
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(a) Quanto mede o lado do quadrado ABCD?
(b) Quanto mede o raio do arco de circunferéncia inscrito no quadrado ABC'D?

(c) O que representa, geometricamente, a linha imaginéria percorrida pela ponta

do poste até bater na cabeca do gato?
(d) O que representa, geometricamente, o poste?

(e) O que representa, geometricamente, a regiao plana compreendida entre o poste
quando esta na vertical, o chao e a linha imaginaria percorrida pela ponta do poste até

bater na cabeca do gato?

A Figura 87 contém quadrados ABC'D cujos lados medem 2 metros. Calcule
o que ¢é pedido em cada figura abaixo, utilizando seu conhecimento sobre comprimento da

circunferéncia e o cdlculo de areas:

Figura 87 — Céalculo de area e perimetro

(a) A area destacada em verde (b) A 4rea destacada em vermelho
ch | C
A B D
A B
(c) A area destacada em azul (d) O perimetro da regido em cinza

D.C D@C
A B A B

Fonte: O autor, 2020.
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6 CONCLUSAO

A matematica nao se restringe apenas no trabalho com as operacoes e os niimeros;
ela vai muito além. Devemos considerar toda a amplitude que essa area de conhecimento
pode oferecer para a formagao de um individuo. Considerando a importancia do ensino da

matematica na esfera escolar, devemos salientar que

O conhecimento matematico é necessario para todos os alunos da Educa-
¢ao Baésica, seja por sua grande aplicagdo na sociedade contemporanea,
seja pelas suas potencialidades na formacao de cidadaos criticos, cientes
de suas responsabilidades sociais. BNCC (BRASIL, 2018, p. 265)

Dessa forma, durante seu estudo, ha uma série de habilidades que podem ser
desenvolvidas visando capacitar o aluno a assimilar as aprendizagens para resolver situagoes
do cotidiano. O aprendizado durante esse processo certamente servird ao aluno como
exercicio para o desempenho de seu papel como cidadao em interacao com o mundo que
o cerca; afinal, ndo queremos formar uma pessoa que apenas saiba, mas que, com seus
conhecimentos, possa estabelecer relagbes com o mundo ao seu redor, fazer intervengoes e

modificagbes em seu ambiente de maneira eficiente, consciente e com responsabilidade.

Podemos dizer que compreender a matematica é uma tarefa ampla e repleta de
variaveis. Quando estamos diante da aprendizagem de um novo conceito, precisamos
formular nossas proprias hipoteses, escutar as dos outros, planejar uma maneira para
resolver determinado problema, confrontar as nossas respostas ou nossas hipoteses com as
dos outros, antecipar e validar resolugoes. Dentre as varias habilidades que sao adquiridas
ao desenvolver os conhecimentos matematicos, podemos destacar a possibilidade de analisar
varias formas de resolver determinados problemas e de conforontar e validar hipoteses.
Isso propicia uma aprendizagem que extrapola o ensino de matematica, culminando na
formagao de um individuo mais atuante na sociedade, que se relaciona com grupos e que
enfrenta situagoes-problema buscando solugoes e nao se inibindo diante de questoes mais

complexas.

Nosso trabalho teve grande enfoque nas resolugoes de problemas e nas potenciali-
dades advindas dessas solu¢oes. Demos também uma perspectiva sobre o papel da BNCC
no ensino de matematica. Houve também uma grande parte dedicada a apresentacao,
comentarios e conclusoes acerca das possibilidades geradas através do uso de Memes e
GIFs como recursos pedagbgicos. Ressaltamos nesse momento, a necessidade de haver
senso critico ao nos depararmos com esses artefatos tecnologicos tao corriqueiros em nosso
dia-a-dia, pois podemos receber Memes ou GIFs matematicamente errados, sendo entao
crucial o papel em primeira instancia, do Professor que os coleta e utiliza, mas também,

num segundo momento, do aluno que, ao receber essa informacao, tem, em nosso ponto
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de vista, o dever de criticar, discordar, debater e duvidar sempre que houver necessidade.
Isso ¢é algo que merece ser destacado: o senso critico ao receber informacao, sempre com o

objetivo de refletir e de raciocinar sobre o que nos é repassado.

Por outro lado, em determinado ponto do trabalho admitimos que o modelo
tedrico da convergéncia, dentro de uma perspectiva acerca das Teorias das Representagoes
preconizadas por Duval, nos parece ir ao encontro do uso de Memes e de GIFS como
intermediarios para o Ensino de Matematica. Esse é um topico relevante e talvez seja mais

profundamente abordado em trabalhos futuros.

Concluimos esta Dissertagdo sem a menor pretensao de esgotar os assuntos centrais
até aqui tratados, sejam a proposta de Ensino por Resolu¢ao de Problemas, o foco
delineador e orientador da BNCC para o Ensino de Matematica e a utilizagdo de Memes e
de GIFs como recurso pedagbgico para a Matematica. Esperamos que este trabalho sirva
de incentivo para a elaboragao de outros de mesmo tema, que seja utilizado como recurso
pedagdgico em turmas regulares de Ensinos Fundamental e Médio, tudo em prol de uma
melhor qualidade no Ensino de Matematica deste Pais.
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APENDICE A - RESOLUCAO DOS MEMES-DESAFIOS
APRESENTADOS NO CAPITULO 4

Neste apéndice iremos solucionar os Memes-desafios propostos no 4° capitulo

( Exploragao do Potencial Pedagdgico de Memes e GIFs para o Ensino de Matemaética):

A.1 Resolugoes dos Memes de Desafios Matematicos que circulam na Inter-

net /Redes Sociais

A.1.1 Problema apresentado na Figura 48a (Figuras geométricas, relégios e bananas):

- 1* Linha: Chamaremos de A a figura que ¢é
o quadrado inscrito no pentagono e ambos
inscritos no hexagono, logo A+ A+ A =
45 = 3A =45 = A =15.

- 2% Linha: Chamaremos de B o cacho de
bananas, entao B4+ B+ A =23 = 2B+15 =
23 = B = 4.

- 3* Linha: Chamaremos a imagem do relogio
mostrando 3horas “cheias” de C, portanto
B+C+C=10=44+2C=10=C=3

Para solucionar a 4* linha, devemos seguir o se-

guinte raciocinio:

- Como C' = 3 é o relégio mostrando 3horas
“cheias”, entao o relégio mostrando 2horas

“cheias” valera x = 2;

- Como B =4 ¢é o cacho contendo 4 bananas,
entao o cacho contendo 3 bananas valera

Yy =3;

- Como A = 15 representa um quadrado ins-
crito em um pentagono e ambos inscritos
num hexagono, ou seja, A =4+5+6 = 15,
entao a figura que é o pentagono inscrito no

hexagono valerd z =5+ 6 = 11.

Solugao Desafio: v +y+y-z = 2+3+3-11 =

Figura 88 — Figuras geométricas, relo-

gios e bananas

Vocé conseque resolver?
O @B
&b @-23
(DO O @- 27

Fonte: E a mesma Figura 48a




147

A.1.2 Problema apresentado na Figura 48b (Gato, tartaruga e mesa):

A13

Utilizando como ponto de partida a Figura 48b,
devemos sobrepor a mesa da esquerda sobre a da
direita, resultando na Figura 89. Apods definirmos
mesa = x, gato = y e tartaruga = z, teremos a

seguinte equacao:

y+x—2z=170
z+x—y =130

= |130cm
o4+ rty—y+z—z=170+130 = 2z =300 = a; ;sir

= [z = 150]

Figura 89 — Gato, tartaruga e mesa

A
170cm
y

L

4

Fonte: O autor, 2020.

Problema apresentado na Figura 48c (3 Bolas de sinuca que somam 30):

No desafio proposto na Figura 48c, devemos esco-
lher 3 bolas de sinuca, representadas por nimeros,
de tal forma que a soma delas seja 30. Perceba,
inicialmente, que os niimeros apresentados sao to-
dos fmpares 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 e 15. Note que,
pelo principio da paridade, a soma de trés ntime-
ros impares sempre resultard num nimero impar,
portanto é impossivel que essa soma resulte em
30. Para que o resultado da soma entre trés niime-
ros seja par, deveremos ter ou trés niimeros pares
somados ou 2 numeros impares e 1 ntimero par so-
mados. Esta tltima hipdtese é, entao a solugao do
desafio, pois como estamos tratando de bolas de
sinuca, a bola que aparenta ser a 9, trata-se na re-
alidade da bola 6, o que se vé girando a bola. Com
isso, podemos ter as solugoes: 11 + 13+ 6 =

ou 9+ 15+ 6 =[30].

Figura 90 — 3 bolas que somam 30

Escolha 185 bolas de bilkav e as "1,4
tvoaue gelas bolas branca de tal  *
$orma que a Soma doS wlweros Seyn

v/
« = %0

000
Quwww

MULTIPLO

i .

Fonte: E a mesma figura 48c
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A.1.4 Problema apresentado na Figura 48d (Descobrir as 3 cores em uma soma):

Utilizando como ponto de partida a Figura 48d,
iremos substituir as trés parcelas da soma pelo pro-
duto de uma parcela por 3, resultando na Figura
91. Apods definirmos X sendo a bola vermelha, Y
sendo a bola branca, Z sendo a bola azul, iremos
nos ater a resultados da tabuada de 3 e fazer as

analises:
3x[X]=1X]=3x5=15=[X]=5
143x|[Y|=|dpp = 1+3x8=25= [V ]| =8

24+3x[Z]=5=>243x1=5=>[Z]=1
Portanto, teremos: 1, :8 e:5.

Figura 91 — 3 cores em uma soma

[ Dizem que apenas mentores
conseguem resolver:

6.6 Que nimeros sdo:

C =?

=9

AE L
(S5

Cada cor é um
digito diferentel

| -

Fonte: O autor, 2020.

A.1.5 Problema apresentado na Figura 48e (Menino, boné e luvas de boxe):

- 1* Linha: Chamaremos cada luva de boxe
de L, entao 2L + 2L + 2L = 24 = 6L =
24 = [ = 4.

- 2% Linha: Chamaremos o boné de B, entao
B+2L=11=B+2-4=11= B =3.

- 3* Linha: Chamaremos o menino de M, en-
tao M+2B =11 = M+2-3=11= M =5

A leitura da 4* linha tem a seguinte situacao:
Luva + Boné x (Menino usando o Boné e um
par de Luvas). Entao ao substituirmos cada valor
encontrado, teremos:

L+Bx(M+B+2L) = 4+3x(5+342-4) =[52].

Figura 92 — Menino, boné e luvas

DESAFIO
W W-e9- 24

*****

Cursinho LOGOS

Fonte: E a mesma Figura 48e
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A.1.6 Problema apresentado na Figura 48f (Menino, ténis rosa e 2 pacotes):
- 1* Linha: Chamaremos cada pé do ténis rosa
de T, entao 2T + 2T + 2T = 30 = 61 =

30 =T =5.
Figura 93 — Menino, ténis e pacotes
- 2% Linha: Chamaremos o menino de M en-

tio M4 M+2r —20=20+25-20- | BE+BE+B8=30

+§ +88-20
- 3* Linha: Chamaremos cada pacote de P,
entdo 2P + 2P + M =13 = 4P +5 = 13 = €9

P=2

59, 3
A leitura da 4* linha tem a seguinte situagao: Ténis g + Xy = .

+ (Menino usando um par de Ténis e segurando 2

~ o Fonte: E a mesma Figura 48f
Pacotes) x Pacote. Entao ao substituirmos cada &

valor encontrado, teremos:
T+(MA2T+2P)x P = 5+(5+2-5+2-2) x2 = [43].
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APENDICE B — RESOLUCAO DAS ATIVIDADES PROPOSTAS NO
CAPITULO 5

B.1 Resolugoes das Atividades envolvendo Memes, GIF e Problemas Olim-

picos para Sala de Aula

B.1.1 Problemas propostos na Atividade 1: Soma dos n primeiros niimeros naturais

BANCO (OBMEP, 2016)

Considere a soma das trés tabelas a seguir. A primeira representa n linhas, sendo a primeira
com n nimeros iguais a n, a segunda com n — 1 nimeros iguais a n — 1 e assim por diante.
Na segunda, temos uma distribuicdo de niimeros parecida, mas em colunas em vez de
linhas. Ja na terceira, temos estes nimeros em diagonais, a primeira diagonal possui um

numero 1, a segunda dois niimeros iguais a 2, a terceira trés niimeros iguais a 3 e assim

por diante.
Figura 94 — Banco OBMEP (2016)

n n o e n n n n—1 n—2 201 1 2 3 - n—1mn
n—1n—-1 . n-1 n n-—1 2 9 3 "
n—2 - n 3

+ +
2 2 n n-—1 n—1 n
1 n n

Fonte: BANCO (OBMEP, 2016, p. 48)

O resultado da soma das trés tabelas serd uma tabela com a mesma quantidade de
numeros e com cada posicao sendo o resultado da soma das posi¢oes correspondentes nas

trés tabelas. Por exemplo, no canto superior esquerdo, teremos o nimero n+n-+1 = 2n-+1.

(a) Um modo de verificar quantos nimeros tem em cada tabela ¢ virar uma delas
de ponta cabega e juntar com outra para formar um retangulo com n linhas e o dobro de

numeros de uma tabela. Sabendo disto, quantos niimeros existem em uma tabela?
Solucao

Ao virar uma delas de ponta cabega e juntar com outra, formamos um retangulo n x (n+1).
Como este retangulo possui o dobro de nimeros de uma tabela, cada uma delas possui
n-(n+1)

5 nimeros.
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(b) Quantas vezes aparece cada nimero k em todas as trés tabelas?
Solugao

Cada nimero k aparece k vezes na primeira tabela, k£ vezes na segunda e k vezes na

terceira. Portanto, cada niimero k aparece 3k vezes no total.

(c) Para cada posicao, linha i e coluna j, determine os niimeros escritos nela nas

trés tabelas e na tabela resultado.
Solugao

Na primeira tabela, a linha determina o valor daquela posi¢ao. Como o ntiimero inicial n é
reduzido em uma unidade a cada linha mais abaixo, entdao na linha ¢ e coluna j teremos
n + 1 — 4. Usando o mesmo raciocinio na segunda tabela, na linha i e coluna j teremos o
numero n + 1 — j. J& na terceira tabela, observe que as posigoes associadas a elementos
de uma diagonal possuem a soma de sua linha e coluna constante. Além disto, o niimero
escrito em uma casa de uma diagonal é uma unidade a menos que esta constante. Logo, na
linha ¢ e coluna j teremos ¢ 4+ 7 — 1. Na tabela resultante de somar as trés tabelas teremos
0 numero
m+l1—-i)+(n+1—-5)+@+j—-1)=2n+1

O resultado do calculo da area da Figura 95 representa numericamente o

mesmo que a soma dos n primeiros nimeros naturais. Interprete a figura corretamente e
n(n+1)

explique com suas palavras como se chegar na férmula —y

Figura 95 — Area da figura =1+24+3+4---+n

N

N

Fonte: (NELSEN, 1993, p. 70)
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Solucao

Temos inicialmente que os quadradinhos da figura possuem lado medindo 1. Podemos

perceber que a parte clara da figura é a metade da area de um quadrado de lado n, ou

n-n nQ

seja, € - =5 J& a parte escura da figura representa n metades de quadradinhos de
. 7’ V4 12 n 7’
lado 1, ou seja, sua area total é n - 5 =5 Ao somarmos as areas da parte clara e da

n> n n-(n+1)
parte escura teremos 5 + 5= g

B.1.2 Problemas propostos na Atividade 2: Soma dos n primeiros niimeros naturais

impares

BANCO (OBMEP, 2016)
Considere a tabela de nimeros a seguir. A primeira linha possui os ntiimeros de 1 até n.
A segunda possui os dobros dos nimeros de 1 até n. As linhas seguem esse padrao até a

ultima linha que apresenta n vezes cada ntimero de 1 até n.

Figura 96 — Banco OBMEP (2016)

Fonte: BANCO (OBMEP, 2016, p. 49)

Vamos usé-la para calcular o valor da expressao

PB+2243+...+1003

Além da tabela, usaremos o fato de que

n-(n+1)

142+ .. =
+2+...+n 5

(a) Determine a soma de todos os nimeros da linha de nimero k. Com isto,

determine uma expressao para a soma de todos os niimeros da tabela.
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Solucao

Os nimeros na linha ¢ sdo os nimeros de 1 até n multiplicados por t. A soma deles é
n(n+1)

t4+2+3t+ .+t =t(1+243+...+n)=>t+2+3t+-+nt =t ——

A soma dos numeros na tabela pode ser calculada usando a soma de todas as linhas.

n(n+1) A
Como — ¢é fator comum, ele pode ser colocado em evidéncia e teremos

(142434 ..+n)= 5

(b) Observe pedagos na tabela separando-a em camadas em forma de L. Os niimeros
em uma certa camada k sao: k,2k,--- , (k— 1)k, k%, (k— 1)k, --- , 2k, k. Determine a soma

dos ntimeros desta camada em fungao de k.
Solugao

Somando o0s nimeros teremos:

E+2k+--+k-Dk+E+(k—-1Dk+-+k=F+2k(1+2+3+---+(k—1))
(k— 1)k

2
:k2+(k’3—k’2)

@

= k% + 2k

(c) Somando os resultados de todas as camadas, chegaremos ao mesmo resultado

que somando todas as linhas. Juntando estas informacgoes determine o valor da expressao:

12423 +3% ...+ 100°
Solugao

Se fizermos a tabela para n = 100 teremos 100 linhas e 100 camadas. Com as informagdes

dos itens anteriores podemos concluir que:

100 - 101)2

13+23+-~~+1003:< 5

= 50502

= 25502500}
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Ao calcularmos a area da Figura 97 encontramos algebricamente o mesmo
que uma férmula fechada para a soma de niimeros naturais. Interprete a figura e explique

como se chegar a essa formula fechada:

Figura 97 — A area da figura representa qual férmula fechada para a soma de niimeros?

Fonte: Disponivel em: <http://www.rpm.org.br/cdrpm/39/>. Acesso em: 15 dez. 2019.

Solugao

Podemos perceber que o quadrado esta dividido internamente em 4 figuras iguais. Veri-
ficamos que cada um desses pedacos representa a soma dos primeiros nimeros impares
1+34+5+7+9+ - (2n—1).

Com isso, a férmula fechada sera:

S=d4-[143+5+7+ +@2n—1)] =[5 =4-n]

B.1.3 Problemas propostos na Atividade 3: Soma dos quadrados dos n primeiros nimeros

naturais

BANCO (OBMEP, 2016)
Considere a soma das trés tabelas a seguir. A primeira representa n linhas, sendo a primeira
com n nimeros iguais a n, a segunda com n — 1 nimeros iguais a n — 1 e assim por diante.
Na segunda, temos uma distribuicao de niimeros parecida, mas em colunas em vez de
linhas. Ja na terceira, temos estes nimeros em diagonais, a primeira diagonal possui um
numero 1, a segunda dois nimeros iguais a 2, a terceira trés nimeros iguais a 3 e assim

por diante.


http://www.rpm.org.br/cdrpm/39/images/1.htm79.jpg
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Figura 98 — Banco OBMEP (2016)

n n nooomon n n—-1 n-2 .. 2 1 1 2 3 n—1mn
n—1n—-1 .. n-1 n n-—1 2 2 3 n
n—=2 .. n 3
+ +
2 2 n n-—1 n—1 n
1 n

Fonte: BANCO (OBMEP, 2016, p. 48)

O resultado da soma das trés tabelas serda uma tabela com a mesma quantidade de
nimeros e com cada posi¢ao sendo o resultado da soma das posicoes correspondentes nas

trés tabelas. Por exemplo, no canto superior esquerdo, teremos o nimero n+n-+1 = 2n-+1.
(a), (b) e (c) Ja resolvidos na atividade 1

(d) Usando as informagoes dos itens anteriores, verifique que

1
P42 432442+ .. +(n—1)2+n= 6-n-(n+1) “(2n+1) (B.1)
Solugao
n(n+ 1)
Usando os itens anteriores, notamos que a tabela do resultado possui —s elementos

iguais a 2n + 1. Deste modo, podemos somar os ntimeros das trés tabelas dadas de duas
maneiras diferentes: somando cada nimero k£ nas trés tabelas ou somando os niimeros da
tabela resultante. Assim,

n(n+ 1)

(3-1)-1+(3-2)-2+---(3-n)-n:T-(Qn—Fl)

1
3(12+22+32+---+(n—1)2+n2):§n(n+1)(2n+1)

1
12+22+32+---+(n—1)2+n2zén(n+1)(2n+l).

Ao calcularmos a area da Figura 99 encontramos algebricamente o mesmo
que uma férmula fechada para a soma de niimeros naturais. Interprete a figura e explique

como se chegar a essa féormula fechada:
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Figura 99 — A area da figura representa qual férmula fechada para a soma de ntimeros?

Fonte: Disponivel em: <http://www.rpm.org.br/cdrpm/39/>. Acesso em: 15 dez. 2019.

Solugao

Observando a figura, podemos perceber a diagonal do maior quadrado passando por uma
sequéncia de quadrados negritados cujos lados vao aumentando a partir do canto superior
direito no sentido do canto inferior esquerdo (12,22, 3% 4% 5% ¢ etc todos negritados).
Perceba que o quadrado negrito 12 = 1 estd encaixado com um quadrado negrito 2% e com
dois retangulos do tipo 2 x 1, ou seja, 2-2 x 1 = 22, com isso, teremos 22 +2% = 222, Agora
note que o quadrado no qual estdo inseridos os negritados 12 e o 22 est4 encaixado com um
quadrado negrito 3% e com mais dois quadrados 32, ou seja, 32 +33+3% = 3-33. Prosseguindo
com o raciocinio da sequéncia, o quadrado no qual estdo inseridos os negritados 12, 0 22 e
0 3? estd encaixado com um quadrado negrito 4%, com dois quadrados 4% e dois retangulos
do tipo 4 x 2, ou seja, 2 -4 x 2 = 42, com isso, teremos 42 + 42 + 42 4+ 4% = 4. 4% Na
ultima etapa visivel na figura, podemos verificar que o quadrado no qual estao inseridos
os quadrados negritados 12, 22, 32 e 42, estd encaixado com um quadrado negrito 5% e
com quatro quadrados 5%, com isso, teremos 5% + 5% + 52 + 52 + 52 = 5. 52. Note que
esta sequéncia continua e ao somarmos todas as parcelas que a compoem, chegaremos na

seguinte féormula fechada

S=1242:2243-3244-424+5-5>+- - 4n-n? = S =P+ 2543443455+ .. 4n?

Na Figura 100, temos quatro tridngulos equildteros compreendidos em uma
relagao de igualdade. Apés interpretarmos a mensagem contida nas figuras e simplificarmos
essa relagao, encontraremos algebricamente a férmula fechada para a soma dos quadrados
do n primeiros nimeros naturais. Interprete a figura e explique como se chegar a essa

formula fechada:


http://www.rpm.org.br/cdrpm/39/images/1.htm79.jpg
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Figura 100 — Férmula fechada para a soma dos quadrados dos n primeiros naturais

Fonte: Disponivel em: <https://jeremykun.files.wordpress.com/>. Acesso em: 15 dez. 2019.

Solugao

Na figura 100 temos uma igualdade envolvendo 4 triangulos, a qual chamaremos
ATy + NTy, + ATy = ATy. Note que podemos calcular a soma dos ntimeros no interior
do AT}, verificando o padrao numérico que percorre as linhas no interior do triangulo, a

partir do vértice superior até a linha da base:
n termos

Th=014+124+2)+3+3+3)+(4+4+44+4)+(5+5+5+5+5)+---+n+n+---+n) =
Ty=1+4+2-2+4+3-3+4-44+5-5+--4+n-n= Ty =124+224+324+42+5%2 + ... + n?

Observe agora, que podemos calcular a soma dos termos no interior do ATy,
seguindo o mesmo raciocinio utilizado com AT}, pois teremos um padrao numérico que
percorre as linhas no interior do ATy, a partir do vértice superior até a linha da base:

Th=(Cn+)+2n+1+2n+1)+2n+1+2n+14+2n+1)+2n+1+2n+142n+
n termos

I+2n+1)+---4+Cn+14+2n+14---+2n+1) =
Ty=1-2n+1)+2-2n+1)+3-2n+1)+4-2n+1)+---+n-2n+1) =
n(n+1)(2n+1)

5 :

Ty=(1+4+2+3+4+ +n)-2n+1)=>Ty=

Note que a esquerda da igualdade, temos trés triangulos equilateros idénticos, sendo
apenas diferenciados por uma rotagdo no sentido anti-horario (ATy é gerado apdés uma
rotacdo do ATy e ATy apés uma rotagao do ATy). Com isso, teremos AT} = ATy, = ATy,
entao:

AT1+AT2+AT3:AT4:>3AT1:AT4:>
nn+1)(2n+1

3-(1P4+224+32+42+5°+---+n?) = ( )2< )

nn+1)2n+1)

6

(124224344 45+ +n?) =



http://jeremykun.files.wordpress.com/2011/06/triangle-proof.png
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B.1.4 Problemas propostos na Atividade 4: O quadrado da soma dos n primeiros niimeros

naturais

BANCO (OBMEP, 2014a)

Joaozinho comegou a somar os primeiros cubos e reparou algo curioso:
P+22=1+8=9=(1+2)
O mesmo vale se somarmos até ao terceiro:
P+2°4+3°=14+8+27=36=(1+2+3)%
Ou mesmo até ao quarto:
P+2+3+4°=14+8+27+64=100=(1+2+3+4)%

Surpreso com isso, Joaozinho foi perguntar ao seu professor de matematica se isso sempre
aconteceria. O professor entao deu a Joaozinho os seguintes passos para mostrar esse fato:
Seja

Sp=14+24+34+---4+n

a soma dos n primeiros nimeros,
Qn=12422 1324 ... 4 p?

a soma dos n primeiros quadrados e
Co=14+24+3+...+n

a soma dos n primeiros cubos.

(a) Calcule a diferenca (n + 1)> — n?. Agora calcule a soma
(22 1)+ (3 =29+ (4> -3) +---((n+1)? —=n?)
e conclua que 2- S, +n = (n+ 1)? — 1. Ache uma férmula para S,
Solucao

Vale que (n+1)>—n? = n?+2n+1—n? = 2n+ 1. Entdao podemos calcular a soma
(22 —-1%)+ (32 —2%) + (4> = 3*) + - - ((n + 1)? — n?) de duas maneiras. Primeiro vemos
que a maioria dos fatores vao se cancelar, por exemplo, o 22 se cancela com o —22 que
aparece logo depois; o mesmo vale para o 3%2. Na verdade, os tnicos termos que nao serao
cancelados sdo 0 —1%2 e o (n + 1)? (isso é chamado de uma soma telescopica). Portanto,
essa soma vale (n + 1)? — 1. Por outro lado, usando a diferenca que calculamos acima,

podemos reescrever a solna como
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2-1+1)+@2-2+1)+2-3+1)+---+(2-n+1)=2(142+3+---+n)+n =25, +n.
Portanto, concluimos que 25, + n = (n + 1)* — 1. Sabendo disso, podemos achar uma

formula para S,,:

28, +n=(n+1)7>-1
28, =n*+2n+1—-1—-n
25, =n%+n

_n(n+1)
Sp = 5

(b) Calcule (n + 1)* — n3. Conclua que 3-Q,, +3-S, +n = (n+1)> — 1, e ache

uma férmula para @),,.
Solucao

Repetindo o processo anterior, calculamos
(n+1P—n*=n*+3n*+3n+1-n>=3n*+3n+1

Calculando a soma

(22 -1+ (3B -2)+ @ -3+ -+ ((n+1)32—-n?

de modo telescépico, vemos que ela é igual a (n + 1) — 1. Por outro lado, podemos
reescreve-la como

(B-1*+3-14+1)+(3-2243-241)+---+Bn*+3n+1) =3Q, +3S, +n

Logo, concluimos que

3Q,+3S, +n=(n+1)73-1

Substituindo o valor de \S,, que encontramos anteriormente, ficamos com

2
3Qn+3(n +n> +n =n®4+3n%+3n
30, — 2n% +6n%2+6n —3n?—3n—2n
2
30, — 2n3+?;n2+n
o0 +3n%+n
Q":#
n(n+1)(2n+1))
Qn: 6

(c) Calcule (n + 1)* — n*. Conclua que 4-C, +6-Q, +4-S, = (n+1)* -1, e

ache uma férmula para C,. Conclua que C,, = (S,)? para todo natural n.
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Solucao

Por fim, calculamos o valor de C,,. Seguindo com o raciocinio, vemos que
(n+1)*—nt=4n3 +6n® +4n + 1.
Calculando a soma (2% — 1%) + (3* — 24) + (4* = 3*) + -+ + ((n + 1)* — n*) de modo
telescopico, vemos que ela é igual a (n + 1) — 1. Por outro lado, podemos reescrevé-la
como
(4-1346-1244-14+1)+(4-2°4+6-22+4-241)+- - -+ (4n*+6n*+4n+1) = 4C,,+6Q,, +4S,,+n.
Substituindo os valores de S, e (),, encontrados acima,

2 3 3 2 2
4Cn+6<n+6n+n>+<n ;n +n=n*+4n® + 602 +4n

4C, + (2n® + 3n* +n) + (2n% + 2n) +n = n* + 4n® + 6n% + 4n

4C, = n* + 2n® + n?
n* 4 2n3 + n?
4
n?(n+1)?
4

C, =
C, =

Entdo, podemos concluir claramente que C,, = (S,,)? para todo valor de n natural. Portanto,

a conjectura de Pedrinho estava certa.

(Instituto Militar de Engenharia / 2000)
Determine o polinémio em n, com no maximo 4 termos, que representa a soma dos

quadrados dos n primeiros niimeros naturais.

n
>k
k=1

Solucao

Ha uma alternativa para a resolucao deste exercicio utilizando o Teorema da Soma-
¢ao, mas nitidamente ficaria muito extensa. Iremos utilizar a mesma ideia do procedimento
adotado na assertiva (B) do problema anterior. Calculamos
n+1P—n>=n*+3n*+3n+1-n*=3n*>+3n+1
Calculando a soma
2 =)+ -2)+ (@ =)+ +((n+1)°—n?)
de modo telescépico, vemos que ela é igual a (n + 1)> — 1. Por outro lado, podemos
reescrevé-la como
(3-174+3-14+1)+(3-2243-241)+---+Bn*+3n+1)=3Q, +3S,+n

Logo, concluimos que



3Q, +3S, +n=(n+1)3-1

Substituindo o valor de S,, que encontramos anteriormente, ficamos com

2
3Qn+3<n ;n>+n—n3+3n2+3n
SQn:2n3+6n2+6n—3n2—3n—2n
2
30, — 277,3+i;n2+n
o2n +3n%+n
Q"‘:#
n(n+1)(2n+1))
Qn = 5

Uma alternativa valida para se escrever o polindmio Q(n) pedido é Q(n) = %nd +
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1,2, 1
5N +6n.

B.1.5 Problemas propostos na Atividade 5: Calculando areas hachuradas de quadrados

e de circulos

Apo6s assistir ao GIF da figura 85, associe o video com a figura geométrica

abaixo (Figura 101), ou seja, faga uma relagao entre os objetos e fatos assistidos no video

com a figura abaixo, que é um quadrado ABCD de lado x metros contendo — de uma

circunferéncia inscrita nele. Apds isso, responda o que se pede:

Figura 101 — Arco de circunferéncia inscrito em um quadrado

D C

Fonte: O autor, 2020

(a) Quanto mede o lado do quadrado ABC'D? Solucao: 30 metros
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(b) Quanto mede o raio do arco de circunferéncia inscrito no quadrado ABC'D?
Solucgao: 30 metros

(c) O que representa, geometricamente, a linha imaginéria percorrida pela ponta

do poste até bater na cabeca do gato?
Solucgao: Representa o arco de uma circunferéncia
(d) O que representa, geometricamente, o poste?
Solugao: Representa o raio da circunferéncia e também o lado do quadrado

(e) O que representa, geometricamente, a regiao plana compreendida entre o poste
quando estd na vertical, o chao e a linha imaginaria percorrida pela ponta do poste até

bater na cabega do gato?

Solugao: Representa um setor circular de 90°

As Figuras 102 até 105 contém quadrados ABCD cujos lados medem 2
metros. Calcule o que é pedido em cada figura abaixo, utilizando seu conhecimento sobre

comprimento da circunferéncia e o calculo de areas:
Solugao

Figura 102 — Calcule a area destacada em

D C

Fonte: O autor, 2020
Solucao

Na Figura 102: :Ag—i-AO:?—i-ﬂ-QQé =4 —7mm?
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Figura 103 — Calcule a area destacada em vermelho

D C

Fonte: O autor, 2020
Solucao

Na Figura 103: Area Vermelha = Ag — Ax = 22 — 7 - 22 = Area Vermelha = 4(1 — m)m?

Figura 104 — Calcule a area destacada em azul

D C

Fonte: O autor, 2020
Solucao

Na Figura 104: Area Azul = 1+ Aq =1 - 722 = Area Azul = mm?
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Figura 105 — Calcule perimetro da regiao em cinza

D C

Fonte: O autor, 2020
Solucao
Na Figura 105: Perimetro Cinza =2 -m7-r+2- }L TR+2-LV2 =

Perimetro Cinza =27 -1+ 2 - }1 - -2 4 2y/2 = Perimetro Cinza = 37 + 2v/2 m
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