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RESUMO

MEDEIROS, Raphael. Uma Analise dos Rastros das Rodas de uma Bicicleta a
partir do Estudo das Parametrizacoes de Curvas Planas. 2020. 162 f. Dissertagao
(Mestrado) - Colégio Pedro II, Pré-Reitoria de Pés-Graduagao, Pesquisa, Extensao e
Cultura. Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de
Janeiro, 2020.

Em um dos casos chamado para solucionar, Sherlock Holmes tinha que decidir em que
direcao o ladrao havia fugido com base nos rastros deixados pelas rodas de sua bicicleta. Tal
questao motivou a pesquisa que norteou este trabalho. Além de dar resposta ao problema
proposto, foi criado um modelo animado de bicicleta no software GeoGebra, produzindo
diversos exemplos graficos que puderam ilustrar os resultados tedricos apresentados. Assim,
inicialmente elaboramos uma abordagem geral das curvas planas parametrizadas, de modo
a desenvolver seus processos de construgao e verificar seus comportamentos, incluindo
algumas curvas especiais estudadas por matematicos ao longo da Historia da Matematica.
Inserimos alguns topicos de calculo diferencial e integral, de modo a entender melhor o
comportamento dessas curvas e obter outros resultados como, por exemplo, comprimento e
area. Apresentamos também um apanhado de resultados da geometria diferencial aplicados
as curvas planas, muitos dos quais foram utilizados no estudo dos rastros das rodas de
uma bicicleta. Por fim, utilizando os assuntos adequados da analise do par de curvas
gerado pelas rodas de uma bicicleta, elaboramos propostas de atividades para oficinas de

matematica.

Palavras-chave: Curvas planas; Parametrizacao; Sherlock Holmes; Rastros da bicicleta.



ABSTRACT

MEDEIROS, Raphael. Uma Analise dos Rastros das Rodas de uma Bicicleta a
partir do Estudo das Parametrizacoes de Curvas Planas. 2020. 162 f. Dissertagao
(Mestrado) - Colégio Pedro II, Pré-Reitoria de Pés-Graduagao, Pesquisa, Extensao e
Cultura. Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de
Janeiro, 2020.

In one of the cases called for resolution, Sherlock Holmes had to decide in which di-
rection the thief had fled based on the tracks left by the wheels of his bicycle. This question
motivated the research that guided this work. Besides answering the proposed problem, an
animated bicycle model was created in GeoGebra, producing several graphic examples that
could illustrate the theoretical results presented. Thus, we initially elaborated a general
approach of the parameterized flat curves, in order to develop their construction pro-
cesses and verify their behavior, including some special curves studied by mathematicians
throughout the History of Mathematics. We inserted some differential and integral calculus
topics in order to better understand the behavior of these curves and obtain other results,
such as length and area. We also present a collection of results of differential geometry
applied to flat curves, many of which were used in the study of wheel tracks of a bicycle.
Finally, using the appropriate subjects of the analysis of the pair of bends generated by

the wheels of a bicycle, we prepared proposals for activities for math workshops.

Keywords: Flat curves; Parameterization; Sherlock Holmes; Bike tracks.
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento deste trabalho surge do mistério que esteve perante o famoso
detetive Sherlock Holmes, em que ele devia descobrir a direcdo que um raptor conduzindo
uma bicicleta seguiu, a partir dos rastros de suas rodas no solo, de acordo com Konhauser,

Velleman e Wagon (1996, p. 63 e 64).

A utilizagado de equacOes paramétricas para descrever as curvas planas trazem
consigo um meio para analisar o comportamento das mesmas e até mesmo realizar alguns
processos de calculos que as envolvem. Assim, faremos um estudo geral das curvas planas,
contando também com os recursos dindmicos do software GeoGebra a fim de analisar o par
de curvas descrito pelas rodas de uma bicicleta. A metodologia utilizada nesta pesquisa
serd a revisao bibliografica, em que os assuntos relativos aos rastros das rodas da bicicleta

serao retirados de artigos.

Desse modo, no capitulo 2 traremos as principais curvas planas estudadas no ensino
basico, incluindo as conicas, apresentando também as curvas construidas pela rotacao
de um circulo. Veremos também como parametrizar as conicas que sofrem translagao e
rotacao no eixo coordenado. Serao vistas algumas curvas especiais como as de Agnesi e

Bézier.

No capitulo 3 vamos estudar métodos para construgao dos graficos de curvas
parametrizadas mais generalizadas, onde analisaremos seus comportamentos com artificios
do céalculo diferencial. Implementaremos também meios de obter a forma cartesiana de
algumas curvas parametrizadas, de modo a verificar outros comportamentos e propriedades
das mesmas. E ainda utilizando o calculo integral, calcularemos areas entre as curvas e
seus comprimentos para um determinado intervalo do parametro; e ainda, utilizaremos
desses meios para encontrar a forma parametrizada de uma importante curva nos estudos

da fisica denominada catenéria.

Buscando aprofundar ainda mais nossos estudos das curvas planas parametrizadas
e também utilizar tais conceitos para o que vird adiante, no capitulo 4 faremos um estudo
dos principais tépicos dos conceitos iniciais da geometria diferencial para as curvas planas.
Trazendo problemas que envolvem os assuntos fundamentais como os de reparametrizacao
pelo comprimento de arco, vetores tangentes e normais, formulas de Frenet, curvatura,

teorema fundamental e também convexidade das curvas planas.

No capitulo 5 faremos a investigacao do par de curvas deixados pelas rodas de
uma bicicleta no solo. Buscaremos analisar com mais detalhes o problema que esteve
diante de Sherlock Holmes, implementando uma resposta matemaética para o caso. E

ainda, desenvolveremos um estudo de rastros da roda dianteira obtidos, quando conhecido
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previamente o caminho da roda traseira. Para isso, construiremos uma animacao da bicicleta
no GeoGebra, que possibilitara melhor visualizacao e compreensao desses pares de curvas.
Além disso, exploraremos outras propriedades e resultados envolvidos na relacao entre
esses rastros. Alguns deles sdo curvaturas, velocidades das rodas, distancias percorridas

pelas rodas e calculo da area entre os rastros.

Por fim, com alguns tépicos do capitulo 5 desenvolveremos duas propostas de
atividades para o ensino médio. Uma serd de carater lidico, que nao requerera tantos
conhecimentos formais dos alunos. A outra mais aprofundada do ponto de vista tedrico,
poderé ser aplicada a grupos de alunos que, além de saber utilizar alguns recursos do
GeoGebra, tenham estudado assuntos como parametrizagao de curvas planas, propriedade
de vetores, retas tangentes a curva e derivadas. Obviamente, o leitor podera mesclar os
topicos dessas propostas, de modo a buscar uma adequacao para o grupo de alunos em

que estes serao aplicados.
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2 PARAMETRIZANDO CURVAS PLANAS

Parametrizar uma curva plana, consiste em escrever suas coordenadas cartesianas
(x,y) em fungdo de uma terceira variavel, a qual chamaremos de pardmetro. Portanto, seja

t essa variavel ou parametro, logo teremos:

(z,y) = (2(1), (1)) (2.1)

Assim, as relagbes x = z(t) e y = y(t) serdo chamadas equagdes paramétricas,
conforme Flemming e Gongalves (2006). Podemos também interpretar tal situagdo, como
o movimento de uma particula em cada instante ¢. Assim, para t € [a,b] temos que
(z,y) = (z(a),y(a)) é a posicao inicial e (z,y) = (x(b),y(b)) é a posigao final dessa
particula. Ou seja, cada valor de t em [a, b] estard atribuido um par ordenado (x,y) no

plano, conforme figura 1.

Figura 1 — Parametro ¢

OYa

S
~
0“__‘

Fonte — O autor, 2019.

Exemplo 2.1. Uma parametrizacio da reta v : 20 +y — 3 = 0 € dada da sequinte forma:

Facamos x = t, assim, y = 3 — 2t. Obtemos assim, a reta em sua forma parametrizada:

r=1t
;teR
y=3—-2t

Note, que caso queiramos que a particula se mova no sentido contrario ao obtido
acima, basta que fagamos x = —t. Poderiamos também obter uma outra parametrizacao

para essa mesma reta, fazendo x = 2t, obtendo assim y = 3 — 4¢, ou seja:

r =2t
y=3—4t

;teR
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Alterando assim, a velocidade da particula, para cada t € R, podemos concluir também

que uma curva possui infinitas parametrizagoes.

Exemplo 2.2. Seja a curva dada por y = /x. podemos também descrevé-la pelas equagoes

a sequir. Fazendo y =1 > 0, temos:

Vi=t=z="t%.

Assim, uma parametrizacio da curva serd:

Exemplo 2.3. Vamos parametrizar a curva y = e*. Facamos y =t > 0, temos portanto
que
e’ =t=x=Int.

Portanto, temos a sequinte parametrizacao:

r=1Int
it >0

y=t

Exemplo 2.4. Seja uma curva dada pela equacio x® + 4y = 3x. Facamos x = t, assim

temos que
t3+4y3:3t:>4y3:3t—t3:>y3:w:>y: St(?jﬁ).
Logo, uma parametriza¢io da curva serd:
=1t
. 3t(3—t2) i teR

4

Neste capitulo, trataremos de curvas que geralmente sao estudadas no ensino bésico,
como: circulos, parabolas, elipses, hipérboles, dentre outras. Veremos também como realizar
a parametrizacdo de algumas delas com os eixos rotacionados. E por fim, abordaremos

algumas curvas especiais.

2.1 Parametrizacao das coOnicas

A seguir, conforme Delgado, Frensel e Crissaff (2017) trataremos da parametrizacao
de curvas que sao vistas normalmente no ensino basico, que sao obtidas através das secgoes

conicas.
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2.1.1 Parametrizacao do circulo

Seja a equacao cartesiana do circulo com centro na origem do Plano OXY e raio

r > 0 dada por:

Conforme figura 2 a seguir, o triangulo OP P’ é retangulo em P’. Assim, facamos o

angulo t = P'OP variar no intervalo [0, 2], no sentido positivo.

2

Figura 2 — Circulo C : 2?2 +y?> = r
oV

—r

Fonte — O autor, 2019.

Assim, obtemos x e y em fun¢ao do angulo ¢, que nos fornecera uma parametrizacao

do circulo, dada por:

T =1rcost
C: ;teR (2.2)
Yy =rsent

Quando t percorre a reta real, serao realizadas infinitas voltas sobre o circulo C.

Sejam a e b, com a # 0, as equagdes a seguir, sdo também uma parametrizacao do

circulo.
x =rcos(at +b
C: ( ) ;teR (2.3)
y = rsen(at + b)
b 2mr —b
E conforme ¢ percorre todos os valores em |——, , 0 ponto P = (rcos(at +
a a

b), rsen(at + b)) percorre todos os pontos do circulo. Note, que é valida a seguinte relagao:

2 +y® =% cos’(at +b) + r? - sen®(a + bt) = r*(cos?(at + b) + sen?(at + b)) = 1
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Seja agora, o circulo de centro (zg,yo) e raio r > 0. Assim, sua equagao cartesiana
sera:
2 2 2
(T —20)"+ (W —w) =1
Por uma translaciao do sistema de eixos OXY, obtemos um novo sistema de eixos O X Y,

onde O = (x9,%0) ¢ o centro do circulo, conforme figura 3.

Figura 3 — Circulo C : (x — z,)* + (y — y,)* = r?

ovk oYk
c/yl Yl .
r |
v - Ig =
0 o ! OX
|
, 00X
19) \I’o xr i
Fonte — O autor, 2019.
Nessas coordenadas a equacdo cartesiana do circulo serd: 72 + 3> = 72, pois:
T =X — X
Y=Y—"Yo

Sabendo que T = rcost e § = rsent, obtemos:

T =1rcost =T —x9g=1rcost =x =xg+ rcost
C: ;teR (2.4)
y=rsent =y —yog=rsent =y =y +rsent

Exemplo 2.5. Parametrizando o circulo dado pela equacdo: x* + 2x +y? — 4y + 1 = 0,

devemos encontrar sua forma canonica. Manipulando algebricamente a equacdo, obtemos:
P2+ —dy+1=0 = 2 +2x+14+9y> —4dy+4—-1—-44+1=0
— (z+1)+(y-2)7*=4

Portanto, temos um circulo com centro no ponto (z,,y,) = (—1,2) e raio r = 2,

cuja forma paramétrica serd:
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r=—1+2cost
C: teR
Yy =2+ 2sent

2.1.2 Parametrizacao da elipse

Uma elipse com centro na origem do plano ortogonal OXY e reta focal igual ao
eixo OX , tem equagao cartesiana dada por:

.TQ y2
5?—‘—?:1

Em que o niimero a é a distancia do centro aos vértices sobre a reta focal e b é a
s A s ~ T Y
distancia do centro aos vértices sobre a reta nao focal. Fazendo a = — e f = =, teremos:
a
c:a?+ 3?2 =1 que é um circulo de centro na origem e raio r = 1. Sabemos que duas

possiveis parametrizagoes desse circulo sao:

o = cost o =sent
C: teR e C: ;teR

b =sent [ = cost

Portanto, conclui-se que

T = acost T =asent
E: teR e & ;teR (2.5)
y =bsent y =bcost
sao possiveis parametrizagoes da elipse.

O parametro t no caso da elipse, tem o seguinte significado geométrico:

Figura 4 — Circulos C, e Cp, a > b > 0.

oYk

Fonte — O autor, 2019.
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Conforme figura 4, sejam ¢, : 22 + y? = a? o circulo com centro na origem e raio a

e ¢y : 22 +y* = b? o circulo com centro na origem e raio b, com a > b. Considere os pontos
. —

P, = (acost,asent) € ¢, e P, = (bcost,bsent) € ¢, com t € R, tais que os vetores OP,

e Oléb fazem um angulo ¢, no sentido positivo, com o semieixo positivo OX.

Figura 5 — Construcao da elipse £

ovi

N a

00X

Fonte — O autor, 2019.

Na figura 5, a intersecao da reta r, : * = acost paralela ao eixo-OY que passa

pelo ponto P,, com a reta r, : y = bsent paralela ao eixo-OX que passa por Py, nos da o

2 2
x
ponto P = (acost,bsent) que pertence a elipse £ : — + % =1.
a
T —1,)? —y,)?
Agora, seja a elipse & : ( 22 ) + y be ) = 1, com centro no ponto (xg, y,)-
Por uma translacdo do sistema de coordenadas OXY', obtém-se o sistema O XY em que
=2 2
_ T
O = (z,,Y,). Assim, teremos que neste sistema a equacao da elipse serd: & : — + % =1.
a
Portanto:
T = acost T =asent
£ teR e & ;teR
7y =bsent y = bcost

sao parametrizacoes da elipse nas coordenadas T e 7, mas sabemos que: T = x — x, €

Y=Y — Yo, logo:

r=2x,+acost r=2x,+asent

E: ;teR e & ;teR (2.6)
Y =yo+ bsent Yy =1y, +bcost

sao parametrizacoes da elipse nas coordenadas x e y.
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Exemplo 2.6. Parametrizaremos a elipse 9x% — 18x + 4y* + 16y — 11 = 0. obteremos sua
forma canonica a sequir:

972 — 187 +4y° + 16y — 11 =0 <= 9(@® — 20+ 1) +4(y* +4y +4) =36

= 9r—1)2+4(y+2)*=36
_1)2 2
(-1, w+2? _
4 9

Portanto, a elipse possui centro em O = (1,—2), tendo por parametrizagdio:

r =14 2cost r=1+2sent
teR e & ;teR
y=—2+3sent y=—2+3cost

2.1.3 Parametrizacao da hipérbole

Para realizarmos a parametrizagao da hipérbole, precisamos conhecer as fungoes
de seno e cosseno hiperbdlicos a seguir:

t —t

. t —t
senht:% e cosht = & —'—26 comteR
Seus graficos sdo os seguintes:
Figura 6 — Graficos de senht e cosht
A
cosht
L
senh ¢
Fonte — O autor, 2019.
Note também que:
2t —2t 2t —2t
e“+2+e et —2+e 4
cosh®t — senh®t = 1 — 1 =41= 1 (2.7)

Portanto, seja a hipérbole dada por H : 22—y* = 1 com a = b = 1, ou seja equildtera
e eixo focal OX. Temos que os pontos (z,y) = (cosht,senht) e (x,y) = (— cosht,senht)

pertencem a hipérbole H, pois satisfazem (2.7). Nota-se do grafico da figura 6 que variando
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t em R, cosht percorre o intervalo [1,400], enquanto senh ¢ percorre todos os reais. Logo,

o ponto (x,y) = (cosht,senht) nos fornece o ramo H, da hipérbole, que intersecta o

semieixo positivo OX. Analogamente (x,y) = (— cosht, senht) nos fornecerd o ramo H_

da hipérbole, que intersecta o semieixo negativo OX. Assim, teremos a parametrizagao:

o = +cosht
H+UH_:%Z ,tGR

=senht

Agora, tomemos a hipérbole H : a2 — 32 = 1. Fazendo v = — 20 4 8= Y —byo
a
)2 a2
obtemos a hipérbole Hy : (z 2x0> — v beO) = 1 que possui centro (zg,yo) e eixo focal
paralelo ao eixo—OX, conforme figura 7.
)2 2
Figura 7 - Gréfico da hipérhole Ho : " f‘)) _ b b2y°> = 1.
a
oYk
Ho
(w0, o)
Yot--p----9
|
|
|
|
|
:
|
T l T T T »
O Zo 00X

Fonte — O autor, 2019.

Assim, (x,y) € Hy se, e s6 se, (a, ) = (:r:—xo’ 4= %

a b
a parametrizacao de H ¢é dada por
o = Fcosht
it e R
g = senht
Substituindo a = T7 %, 8= Y _byo, temos:
a

T —x
o = tcosht = 0

a
Y—"%Yo

= 4cosht = x =25+ acosht

Ho : teR

8 =senht = =senht = y = yp + bsenht

) € H. Mas, sabemos que
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Z/—yoeﬁzﬂf—ﬂio

De modo andlogo, fazendo o = , obtemos que a hipérbole com

a
centro em (zy,yo) e eixo focal paralelo ao eixo—OY tem a seguinte parametrizagao:

r—x

5:senht:>Tozsenhtﬁx:xo%—bsenht

Y—Yo
a

H: ;teR (2.9)

a ==Fcosht =

= t+cosht = y = yy £ acosht

Exemplo 2.7. Parametrizaremos a hipérbole H : x* — 2z — 4y? + 24y — 39 = 0. Precisamos

encontrar sua forma canonica, portanto

2 =20 — 4y + 24y —39=0 <= (2* —20+1) -4y  —6y+9)—1+36—-39=0
— (z-1)°—4(y—3)* =4
(x —1)? 2
— —(y—3)°=1
1 (y—=3)
Temos portanto, uma hipérbole com centro em (1,3) com eizo focal paralelo ao eizto—OX

e sua parametrizacdo serd

r=z9g+xacosht = x=1=x2cosht
H: ;teR
Yy =19Yo+ bsenht = y =3+ senht

2.1.4 Parametrizacao da parabola

A parabola se diferencia das conicas anteriores, devido ao fato de poder ser escrita
explicitando uma de suas variaveis, em funcao da outra. Ou seja, uma parabola com eixo
focal paralelo ao eixo—OY e vértice em (xq, yp) possui a equagio cartesiana:

1

1
kE(y —vo) = (v — 150)2 Y=Y = %(73 - $0)2 <y = %@ - 96‘0)2 + Yo (2.10)

Tomando o parametro t = x — x(, obtemos a seguinte parametrizagao:

t=rx—Tg=>T=x0+1
P 1 1 iteR (2.11)

y:%(m—xo)2+y0:>y:Et2+yO

De modo andlogo, a parametrizacao de uma parabola com eixo focal paralelo ao

eixo—0OX e vértice no ponto (zg,yo) dada por x = %(y —yo)? + xg, serd

1 1
x:%(y—yo)z—l—x(]:x:—t?—ir:co

P k teR (2.12)

t=y—Y%=>y=yo+1
Exemplo 2.8. Vamos parametrizar P : y*> —4x+2y = 0. Portanto, completando quadrados
temos
v —4r+2y=0 <= (P +2y+1)—4r—-1=0
— (y+1)P =4z +1

= (y+1)2:4(m—l—i>



Capitulo 2. Parametrizando Curvas Planas 25

Figura 8 — Parabola P : k(y — yo) = (z — z0)?

Yo 4

00X
>

o r=1t4+xg

Fonte — O autor, 2019.

1
Nota-se que P possui vértice no ponto (—4, —1) e eixo focal y = —1 paralelo ao
eito—OX . Assim, fazendo t = y + 1 obtemos sua forma parametrizada, conforme (2.12)
1 1 1 1 2 -1

r=-(y+1)’ —--=zr=-t*—-=zr=
JWHDT =g TR 4 teR (2.13)

t=y+1l=y=t—-1

P -

2.2 Parametrizacao das cOnicas rotacionadas

Anteriormente vimos como parametrizar as conicas, inclusive apés uma translacao.
Nesta se¢do, ainda conforme Delgado, Frensel e Crissaff (2017), veremos como parametrizar
uma conica que, além de sofrer uma translacao, ocorre também uma rotagao da curva. Ou

seja, as conicas que possuem a equacao
Az® + Bry +Cy* + Dx+ Ey+ F =0, com B # 0. (2.14)

Em Delgado, Frensel e Crissaff (2017, p. 182) temos que o indicador dessa equacao é dado

por I = B? — 4AC, que nos casos nao degenerados representa

I = B2 —4AC > 0= A curva ¢ do tipo hiperbélico.
I =B? - 4AC < 0= A curva ¢ do tipo eliptico. (2.15)
I = B? —4AC = 0 = A curva ¢ do tipo parabdlico.

E também que a matriz da forma quadratica f(x,y) = Az? + Bry + Cy? é dada

A:(A B/2>
B/2 C

por
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Seja OX Y o sistema de eixos obtido girando os eixos OX e OY do angulo 6 € [0, 27)
no sentido positivo. Nesse sistema de coordenadas conseguimos escrever a equacao dessa

curva na forma canonica, através da seguinte expressao
MT2 + Mo+ < BYD, E), (z,7) > +F = 0. (2.16)

Em que \; e Ay sao os autovalores da matriz A, e B' é a matriz transposta da matriz de

B (cos& —sen9> (2.17)

passagem

senf)  cosf
que leva o sistema de coordenadas OX Y no sistema de coordenadas OXY .

Sendo u_>1 e Ug autovetores relativos aos autovalores A\; e Ay, respectivamente.
. T o
Podemos considerar 6 € (O, 2> e tomar o autovetor unitério de uj ou 175, e gerar a

seguinte igualdade

uf us
—— = (cosf,senf) ou —— = (cosd,senb). (2.18)
[l [ u]]

Ou seja, escolher o autovetor unitario que esteja no primeiro quadrante do sistema de
coordenadas OXY . Conclui-se portanto que tais autovetores possuem mesma direcao dos
eixos OX e OY.

Ainda na equagao 2.14, tomando o angulo 6 € (O, ;T), no sentido positivo entre o
autovetor unitdrio obtido em 2.18 e o eixo OX, segundo Delgado, Frensel e Crissaff (2017,
p. 182) temos os seguintes casos

T
A=C<=l0=—-eA#(C = tg20 = ——.
A7 ST A-—C
Assim, nos casos em que A # C', basta verificar se a igualdade obtida em 2.18

satisfaz a igualdade
2tg 6 B

1—tg20 A—C

tg20 = (2.19)

Por fim, chegando a equagao 2.16 e realizando sua parametrizacdo no sistema

OXY, basta que voltemos ao sistema OXY utilizando a equacao

(2,y) = (cos@ —sen@) .9, (2.20)

senf cosf

2.2.1 Parametrizacao da elipse rotacionada

Vamos parametrizar a elipse dada pela equacio & : 722 — 6v/3zy + 13y% — 16 = 0.
Temos que A=7, B=—6v3,C =13, D=0, E=0e F = —16.
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Logo I = B? —4AC = 108 — 364 = —256 < 0, e de fato a curva é do tipo eliptico.

Temos que a matriz da forma quadratica da equagao é dada por

e A B/2 7 —3V3
B/2 C -3v3 13

Agora, vamos encontrar os autovalores de A, que serao as raizes do polinémio caracteristico
de A dado por
A=T7 33

p(A)_dt(?)\/’ A—13

) A2 — 20\ + 64

Portanto, suas raizes serao

20 £ /144 20 —12 2 12
)\:07:>)\1: 0 =4 e = 0+ = 16.
2 2 2

_>

Os autovetores uj = (z,y) relativos ao autovalor A\; = 4 serdo as solugoes nao

triviais do sistema de equacoes

(M —T)x+3v3y =0 —32+3v3y =0
<~

— =13y
3v3z + (A — 13)y =0 3v3z — 9y =0

Assim, os autovetores relativos ao autovalor A\; = 4 sio da forma uj = (V3y,y) = y(v/3,1),

com y € R. Encontrando o autovetor unitario de u para y = 1, obtemos

ui (V31 <\f 1)

el 2 272

Como sabemos, os autovetores uj e us tém a mesma direcio dos eixos OX e OY,

portanto eles sdo perpendiculares, e podemos afirmar que um autovetor unitario relativo

G <_1 ﬁ)
I 272 )

T
Notemos ainda, que tomando 6 € (0, ) no sentido positivo, no autovetor unitario

ao autovalor Ay sera

relativo a \; acima, podemos obter a igualdade

(52) = (ox(3) n ()

Verificando a igualdade 2.19, obtemos

tg29—tg<> \/_—A ok

Assim, nas coordenadas (Z,7), conforme 2.16 a equacao da elipse serd
3/2 1/2
4az2+16y2+< v/ / (0,0),(x,y)>—16:0<:>
—1/2 V3/2
47 + 167> — 16 =0

(2.21)
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Agora, manipulando algebricamente 2.21 vamos encontrar sua forma canénica.
Logo
2

4#+&@%46:0¢¢@#+mf=46¢¢%~mf:1 (2.22)

Que tem por parametrizacao:

teR (2.23)

Precisamos entretanto, voltar as coordenadas (z,y). Utilizando a equagao 2.20, e

1
sabendo que senf = 3 e cosf = > obtemos

(VB2 —1)2
(z,y) = ( 12 V32

2v/3cost —sent 2cost+ v/3sent
(2cost,sent) <= (z,y) = 5 , 5

Conclui-se portanto, que a parametrizacao da elipse € nas coordenadas (z,y) sera:

B 2v/3cost — sent

X

2 .
2cost 4+ v3sent
Y= 9

£ teR

Veja seu grafico na figura a seguir.

Figura 9 — Elipse no sistema de coordenadas OX Y.

oY ovk
21 0X
E
0 0OX
o
2 1 0 1 2

-2

Fonte — O autor, 2019.

2.2.2 Parametrizacao da hipérbole rotacionada

Vamos agora, encontrar as equacoes paramétricas da hipérbole H : —72% + Sxy —
y? + vbr 4+ by = 0. Temos que A= -7, B=8,C=—-1,D=+5 E=+v5e F=0.
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Assim, I = B2 — 4AC = 64 — 28 = 36 > 0 e de fato a equacao representa uma hipérbole.

A matriz A da forma quadratica da equacao H é dada por

A:<A B/2>:(—7 4>‘
B/2 C 4 -1

Encontrando os autovalores de A, obtemos

A+T7  —4 —8+ 10
p(\) = det [T 0 A2 4 BA—9 =0 A= o0
-4 A+1 2
Logo, Ay =1 e Ay = —9. Os autovetores ur = (z,y) relativos a A\; = 1 sdo as solugoes nao
triviais do sistema de equagoes
M+Txr—4y=0 8r—4y =10
= =y =21.

—dr+ (M +1y=0 —4r+2y=0

Assim, os autovetores relativos ao autovalor \; = 1 sdo da forma u] = (z,2z) = x(1,2),

com z € R. Encontrando o autovetor unitério de u] para x = 1, obtemos

d 0D (52

Jutl  v5  \57 5

Agora, tendo que A # C' e o autovetor unitario de u_>1 acima pertence ao primeiro

quadrante do sistema OXY, e gerando a igualdade 2.18, obtemos

V5 2v5

0 ) =
(cosf,sen @) (5 E

>:>tg0:2, com@E(O,;T).

Utilizando a propriedade trigonométrica da tangente de um arco duplo, verifiquemos a

igualdade 2.19:
g 20 22 4 B
8T e 12 3 A—C

Portanto, a equacao de H no sistema de coordenadas OX Y é dada por

2 —op + < (_2“%5/5 %5//55) (5, V5), (z. y>> — 0=
s () () 0 (2.24)

72— 972 +37 -7 =0.
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Que tem por forma canonica

-9 +3T-7=0

(+3>2 9<+1>2 20
l‘ P —_ PR —
2 T 9
o 3\?
N GE) (i) =2
9 YT98) T 81
( 3\ 2 1\2
T4o T+ —
) ()
=55 ~ 20 =1

_ 3 25 —9 4 4+/5cosh t
T=——-+—cosht=
H 2 3 6 iteR
_ 1 25 —1+4v/5senht
Jy=——+——senht =
18 9 18

Agora, voltemos ao sistema de coordenadas OXY utilizando a equacao 2.20, e

sabendo que sen f = = e cosf = 55 teremos
B \/55 _27\/5 —9+4+4y/5cosht —1+ 4v/5senht

A PV ( 6 ’ 18 >

5 5
~ (—9v5+£20cosht 2v5—40senht —18v/5+40cosht —+/5+ 20senht
B < 30 * 90 ’ 30 * 90 )
_ (—27V5+60cosht + 25 — 40senht —54v/5 + 120 cosht — v/5 + 20senh ¢
B < 90 ’ 90 )
B (—5\/3 + 12 cosht — 8senht —11v/5 & 24 cosht + 4senht>
18 ’ 18 '

Logo, concluimos que a parametrizacao da hipérbole H no sistema OXY é:

—5v/5+ 12cosht — 8senh t
T =

. 18 . R
" B —11v/5 £ 24 cosht + 4senh ¢ it e

y= 18

Veja seu grafico na figura a seguir.
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Figura 10 — Hipérbole no sistema de coordenadas OX Y.

B OY4 0X

Fonte — O autor, 2019.

2.2.3 Parametrizacao da parabola rotacionada

Vamos parametrizar a parabola de equacao P : 2% + 2v2zy + 2% + 6132 + 3 = 0.
Seus coeficientes sao A = 1, B = 2v/2, C =2, D = 63, E = 0 e F = 3. Assim
I =B? - 4AC =8 — 8 = 0 e a equacdo representa de fato uma parabola. Seja A a matriz
da forma quadrética de P dada por

A  BJ2 I V2
A= = .
B/2 C V2 2
Os autovalores de A sao as raizes de seu polinémio caracteristico, logo

p(A)Zdet(i?/_zl ;{22) =0<= N -3\=0<=> ) \A—-3)=0.

Portanto, A\ = 3 e Ay = 0 sdo os autovalores da matriz A. E os autovetores u_>1 = (z,y)

relativos a A; = 3 sdo as solugdes nao triviais do sistema de equacoes:

(A — 1)z — 2y =0 27 — /2y =0
=

= y=V2z
—V2r+ (M —2y=0 —V2r+y=0

Desse modo, os autovetores relativos ao autovalor A\; = 3 sdo da forma u_1> = (z, \/§x) =

x(1, V2), com z € R. E para z = 1 obtemos o vetor unitario

@ _ (LYY (1 ﬂ)_(ﬁﬁ)

Wil ~ V3 \V3' V3 373

Tomando 6 € (O, g), consideremos a seguinte igualdade:

(cos@,senf) = (
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que satisfaz a equacgao 2.19, pois

2tg 6 2v/2 B
tg 20 = = = —2V/2 =
8V T %0 1-2 V2= 45

Portanto, encontrando a equacao de P nas coordenadas T e § obtemos
3/3 6/3
37 + < v3/3 o/
—V6/3 V3/3
3T 4 < (6, —6V2),(Z,7) > +3 = 0 <=
372 4+ 6T — 6v27 + 3 = 0.

) (6/3,0), (:E,y)> +3=0+=

E sua forma candnica sera

3T+ 6T —6V2+3=0<= T +2T—2V2+1=0
=T+ 2T+1=2V2
— (T+1)?=2V25

Parametrizando P nas coordenadas ¥ e 7, facamos t =7 + 1 <= T =t — 1, portanto

(T+1)% =2V27 <= t* = 2V25

Logo, suas equagoes paramétricas sao:

T=1t—1
P ;teR
ﬁtQ
4

Agora, voltemos as coordenadas x e y utilizando a equacao 2.20, e sabendo que

55)

<
|

(cosf,senf) = (

temos

V6

_¢§ (t —1, \ft2>

Eﬁt%@ N —¢6+@>
(
(

(z,y) =

<SS

3 6 3 12
2V3t —2v3 @tQ 44/6t — 44/6 N \/6t2>
12

6 6 12

—V/3t2 + 2¢/3t — 2¢/3 V612 + 4/6t — 4\/6>
6 ’ 12 '
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Assim, as equagdes paramétricas de P nas coordenadas x e y sdo:
—V/312 +2¢/3t — 2V/3
Tr =

6 .
V612 + 446t — 4/6 teR
y:
12

P

Veja seu grafico na figura a seguir.

Figura 11 — Parabola no sistema de coordenadas OX Y.

)% oy (00
4 <
2 -
0 0X
T —
6 4 -2 2 4
P
-2
-4

Fonte — O autor, 2019.

2.3 Curvas especiais

Nesta secao, abordaremos curvas que sao formadas pelo movimento de um ponto
fixado numa circunferéncia, no instante em que a mesma gira. Também estudaremos a
curva de Agnesi e as de Bézier. Tais abordagens podem ser vista em Delgado, Frensel e
Crissaff (2017) e Alves (2014).

2.3.1 Cicloide

A cicloide é obtida por uma rotacao do circulo sobre uma reta, sem deslizar, em
que seu trago é realizado por um ponto fixo pertencente ao circulo. Sejam o circulo C, a
reta s e o ponto P tais elementos. De modo a simplificar os cdlculos para obtencao de sua

parametrizacao, passemos a considerar:

e O eixo—OX como a reta s, ou seja s : y = 0;

e O circulo C; de raio r e centro em (0, 7), representando o circulo C, quando passando

pela origem do plano cartesiano;

e E o ponto genérico P = (x,y) estando na origem do plano, nesse momento.
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Seja Cy a representacao do circulo C apds C; rotacionar, conforme figura 12.

Figura 12 — Desenvolvimento da cicloide

ovk
2r

0,
] R
-oN
|
|
|
1

ol O A

Fonte — O autor, 2019.

Perceba que o segmento OA tem a mesmo comprimento do arco de A a P sobre
Cy. E como o angulo central relativo ao arco de A a P mede t, o arco de A a P tem

comprimento rt. Assim, teremos:

|0A] = |0Q| +|QA| < |0A] =|0Q| £ |PN]|
<~ rt=|0Q| £ |rsent|

< x=rt=+r|sent|
Tem-se também que

00| =|0OT| £ |TO,| <= |00 =|0T| £ |NO,|
<= r=|0T| £ |rcost|

< y=r=tr|cost|

Em que o sinal depende da posicao de () na semirreta @)1 e da posicao de T' na
semirreta 0—01> , que por consequéncia variam de acordo com o angulo 1@ . Realizando a
analise de sinal do sent e cost nos intervalos [0, g], [g, 7T], [7?, %’T} e [37”, 27r}, obtemos a
parametrizagao da cicloide dada por

T =1t —rsent
;teR (2.25)
Yy=1r—rcost

Veja nas figuras a seguir o desenvolvimento da cicloide.
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Figura 13 — Desenvolvimento da cicloide.

(a) Cicloide com t = 7. (b) Cicloide com t = .

ovi ovi

Fonte — O autor, 2019.

2.3.2 Epicicloide

Sejam dois circulos tangentes postos um ao lado do outro, a epicicloide é gerada
quando um deles rola sobre o outro, sem deslizar e mantendo apenas um ponto comum.
Sejam I' e C tais circulos. De modo a simplificar os célculos, coloquemos o circulo I' de
raio R, tendo centro na origem do plano OXY e C de raio r, tendo centro em (R + r,0).
Seja P o ponto em que I' e C se tocam na posigao inicial, assim, os demais pontos de C
diferentes de P estdo no exterior de I', e a posicao inicial de P serd P, = (R,0). Observe

as figuras 14a e 14b, temos que C rola alguns instantes sobre I', no sentido positivo.

Temos os seguintes elementos: P = (z,y) é o ponto da epicicloide, que estando
inicialmente na posi¢ao P, descreve um arco de medida P, P quando C rola um angulo
de medida 6 sobre I'; A é o ponto de tangencia entre os circulos; O, é o centro de C que
tem por projecoes os pontos B e D sobre os eixos OX e OY; P tem por projecoes os
pontos @ = (z,0) e T' = (0, y) sobre os eixos OX e OY; e também M e N sao projegoes
de P sobre os segmentos O, D e O9B, respectivamente. Seja ¢t o angulo 14/02\_P descrito

pelo ponto P relacionado a semirreta radial OOs.
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Figura 14 — Desenvolvimento da epicicloide.

(a) Deslocamento de P. (b) Deslocamento de P.
ovh
C

O:

AT

T tl 1

N
0 /o OX>
9) Jj BQ

Fonte — O autor, 2019.

Queremos obter as coordenadas do ponto P dependendo de um parametro. Note
nas figuras 14a e 14b que as posicoes relativas O, Q) e B e entre O, T" e D variam com o
desenvolvimento da epicicloide, ou seja, de acordo com o ponto P, que por sua vez, varia a
medida do angulo A/O;’ = t. Passemos portanto, a analisar os casos em que 1" esta entre
O e D;e @, Oe B variam entre si. No caso em que () esta entre O e B, conforme figura
14a, temos:
z=[0Q| = 0B - |QB| = |[0B| — |0:M],
y = |0T| = |0D| - [TD| = |0D| - |0:N].

Observe que quando C rola sobre I', o segmento OO, de medida R + r ¢ a hipotenusa do

(2.26)

triangulo retangulo OO, B, retangulo em B e angulo B/O\O2 = 6. Assim, obtemos que
|OB| = (R+r)cosf e |OD|=|0:B|=(R+r)sen. (2.27)

Temos que o angulo @7 = 6, portanto no tridngulo PNQO,, retangulo em N, o angulo
P/Og\N mede
PO,N = g — (t+90).

Assim, no triangulo PNO, temos

|O2M| = |PN| = rsen(P/OQ\N) = rsen <72T —(t+ 9)) = rcos(t +6),

- (2.28)
|OaN| = rcos(POyN) = 1 cos (;T —(t+ 9)) = rsen(t + 0).
Agora, substituindo 2.27 e 2.28 em 2.26, temos
x=|0B| —|O;M| = (R+7r)cost —rcos(t+6),
08| = [02M] = (R + 1) (t+0) 220

y=|0OD| —|OyN| = (R+r)send — rsen(t + 0).

Note no desenvolvimento da epicicloide nas figuras 14a e 14b que o comprimento

do arco de A a P em C é igual ao comprimento do arco de A a P; em I'. Escolhendo o
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parametro ¢, obtemos:

rt=R0=1t= ]i@ (2.30)

Substituindo 2.30 em 2.29, obtemos:

r r

r = (R+r)cosf —rcos (1%64-9) = (R+r)cos«9—rcos<<R+r) 9),
(2.31)

y = (R+r)senf — rsen <]i9+9> —(R—i—r)sene—rsen((R:‘T) 9).

Passemos a analisar o caso em que B esta entre O e (), conforme figura 14b. Temos

que

z=10Q| = [OB| +|BQ| = |OB| + [PN], (2.32)
y =|0T| = |OD[ - [TD| = |OD[ — |O2N|.

Em 2.27 temos os valores de |OB| e |OD], e no tridngulo PNOs, retangulo em N,
a medida do angulo P/OQ\]V ¢é dada por

_— T T
PON=t—(=-—-0)=—(=— .
OuN =1 (2 9) (2 @4—@)
Assim, no tridngulo PNO, temos

|0ﬂW|:yPN1:rsmmﬁé;V)zrﬂml(—<g-@4-m>)::—raﬁa4-m,

- (2.33)
|OaN| = rcos(POsN) = 1 cos (— (;T —(t+ 9))) = rsen(t + 0).
Agora, substituindo 2.27 e 2.33 em 2.32, obtemos
x=1|0B|+|PN|=(R+r)cosf —rcos(t+0),
OB +|PN| = (R+7) (t+6) 1

y=|0D| —|O2N| = (R+r)sen6 — rsen(t + 6).

substituindo novamente 2.30 nas equacoes acima, chegaremos as equacoes obtidas
em 2.31. E nos demais casos em que B esta entre O e Q) e D esta entre T e O, ou que )
esta entre O e B e D esté entre T' e O chegaremos as equacoes 2.31. Logo, as equagoes

paramétricas da epicicloide sao dadas por:

T = (R—i—r)cos@—rcos((—z:r) 9)
y = (R—i—r)sen@—rsen(( :—T) 9)

0 eR (2.35)

Os demais casos em que D esta entre O e T', com a variacao da posicao relativa
entre O, () e B resultam nas mesmas equagoes paramétricas para a epicicloide. E ainda,
quando R = r temos uma curva chamada de cardioide, conforme figura 15. E por 2.30

concluimos também que ¢ = . Assim suas equagoes paramétricas serao:

x = 2rcosf — rcos(20)
0 €R (2.36)

y = 2rsenf — rsen(20)
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Figura 15 — Cardioide, R = r.

0)4 |
P
054 )1
C A
4 0X
P 1 o

Fonte — O autor, 2019.

2.3.3 Hipocicloide

Consideremos dois circulos I' e C de raios R e r, respectivamente, tais que:

o r < R,
e [' e C se tocam apenas em um ponto P,

e 0s pontos de C, diferentes de P estao no interior de I'.

A hipocicloide sera o lugar geométrico descrito pelo ponto P, quando C rola sobre I'; sem

deslizar, mantendo todos os seus pontos na regiao limitada por I'.

De modo a obtermos as equagdes paramétricas da hipocicloide, consideremos I'
com centro na origem, C iniciando o movimento com centro no ponto (R —r,0) e P com
posicao inicial P, = (R,0). Assim, vamos determinar as coordenadas do ponto P = (z,y)

em termos de um parametro, quando C rola sobre I' sem deslizar.

Nas figuras 16a e 16b temos que A é o ponto de C que toca I';, O é o centro de C, B
e D sao as projegoes de Oy sobre os eixos OX e OY; @ = (z,0) e T = (0,y) as projegoes
de P sobre OX e OY; M e N as projecoes de P sobre OyD e O3B, respectivamente.

Agora, considerando esses elementos, no caso que B esta entre O e @), conforme

figura 16a, temos
z=10Q| = |0B| +|BQ| = |OB| + [0:M],

(2.37)
y = |0T| = |0D| — |DT| = |0D| — |O5N].
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Figura 16 — Desenvolvimento da hipocicloide.

(a) P formando uma hipocicloide. (b) P continuando o movimento.
0Y, (0)4
Dé-coo_ 4[, _O 2
C r | t r
|
0, / 4 AT S ¢ -o N
D¢ --------|--—= | T]\/[ PN
| | : |
T T NNV P ox o P OX
o—o > b >
0 0 / 0 Q B ]

Fonte — O autor, 2019.

Agora, sendo 0 o angulo formado pelo semi-eixo OX positivo e o segmento de reta

004y quando C se move, no sentido anti-horario, obtemos
|OB|=(R—r)cosf e |OD|=(R—r)send. (2.38)
Denotando por ¢ o angulo formado pelos segmentos Oy A e O, P, no sentido horario, teremos
00, P=7—1t e @—N/O}:g—e.
Portanto,

N/O?D:O/OQ\PJFG—g:>N/O?:w—t+9—g:(0—t)+g.

E assim, obtemos as seguintes relagoes no triangulo retangulo PNO,

|0 M| = 'r’sen(N/(-)?P) = rsen <(9 —t)+ ;T) =rcos(f —t) =rcos(t —0),
- (2.39)
|O3N| = 1 cos(NO2P) = 1 cos ((0 —t)+ ;T) = —rsen(f —t) = rsen(t — 0).

Por fim, substituindo 2.38 e 2.39 nas equacoes 2.37, e considerando que ¢t =

)

r

obtemos as equacoes paramétricas da hipocicloide, dadas por
R—
x:(R—r)COSH+rcos(< T)H)
Y = (R—r)sen@—rsen<< . )9)

Quando P e O, estao em outras posicoes, obtemos as mesmas equacoes paramétricas.

No caso em que r = T obtemos uma curva denotada por astroide, que tem por
equacoes

4dr —r

x = (4r —r)cos + rcos ((

Y= (4r—r)sen0—rsen<<

) 9) = 3rcos 6 + rcos(36)
) 0) = 3rsend — rsen(30)

r

. LR, (241)

r
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Veja seu grafico a seguir.

R
Figura 17 — Astroide, r = T

ovi

Fonte — O autor, 2019.

2.3.4 Curva de Agnesi

Tomemos um circulo C de raio r, e sejam duas retas paralelas s; e so tangentes
a C nos pontos O e A, respectivamente, veja a figura 18. Tragemos semirretas partindo
de O em direcao a reta so, e sejam R e () os pontos de intersecao desta semirreta com
C e sg, respectivamente, e seja D a projecao do ponto () sobre s;. Assim, tracando uma
reta s passando por R e paralela a s;, obtemos o ponto P que ¢é a interse¢ao de s com o

segmento QD. O conjunto formado por tais pontos é denominado Curva de Agnesi'.

Vamos encontrar suas equagdes paramétricas. Para isso, consideremos O a origem do
plano OXY, s1 0 eixo—OX e sy : y = 2r. Portanto A = (0, 2r), conforme figura 18. Assim,
encontremos as coordenadas do ponto P = (x,y) em que x = |OD| e y = |PD| = |RB],

com B sendo a projecao de R sobre s;. Temos que

|OD| = |0Q|cost e |RB|=|OR|sent. (2.42)

No tridngulo ODQ retangulo em D, temos que DQ = OA = 2r. Logo

o = |0OD| = 2 = |OD| = 2r cotgt. (2.43)
|OD| tgt

A curva de Agnesi também conhecida como "bruxa de Agnesi"foi estudada por Maria Agnesi em 1748
em seu livro Instituzioni analitiche ad uso della gioventu italiana (o primeiro trabalho matemético
sobrevivente escrito por uma mulher). Essa curva possui outras denominagdes como cubique d’Agnesi
ou agnésienne, sendo estudada anteriormente por Fermat e Guido Grandi em 1703, conforme Weisstein
(2005)

tgt =

1
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Figura 18 — Construcao da curva de Agnesi.
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Fonte — O autor, 2019.

Agora, repare que o triangulo O RA inscrito em C é retangulo em R e possui angulo
OAR = t. Assim |OR| = 2rsent. Substituindo esse resultado na segunda equagao de 2.42,

obtemos:
|RB| = 2rsent -sent = |RB| = 2rsen®t. (2.44)

Logo, das equagoes 2.43 e 2.44 conclui-se que a parametrizagao da curva de Agnesi
¢é dada por:

r = 2rcotgt
;t e (0,m) (2.45)
y = 2rsen’t

Veja na figura 19 o trago correspondente a curva de Agnesi.

Figura 19 — Curva de Agnesi.

)4
A

OI ' ' ' i

Fonte — O autor, 2019.
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2.3.5 Curvas de Bézier

As curvas de Bézier levam esse nome devido ao francés Pierre Bézier (1910 — 1999),
funcionario da empresa automobilistica Renault que foi o primeiro a publica-las. E seu
algoritmo torna bastante versdtil a construgao de curvas em computadores, facilitando

assim a elaboragao dos projetos de automéveis, conforme Alves (2014).

Assim, as curvas de Bézier sao definidas da seguinte forma.

Definicao 2.1. As curvas de Bézier de grau n sao dadas por

B(t) = me(t)a = znj (?) t(1—t)""'P, t €10,1] (2.46)

n
1=0 i=0
Em que os P; sao chamados pontos de controle e a curva € definida a partir da base

formada pelos b; ,(t), chamados polindmios de Bernstein, expressos por

bin(t) = (7)#(1 — )", i=0,1,..,n

]

As curvas de Bézier ctibicas sdo bastante utilizadas na pratica, pois possuem maior

mobilidade devido aos seus 4 pontos de controle.

Exemplo 2.9. Assim, uma curva de Bézier de grau 1, ou seja em que n =1 é dada por
1 1
B(t) = <O>t°(1 —)0P, + (1)t1(1—t)1‘1P1 = B(t)=(1—-t)Py+tP, t €]0,1] (2.47)
Logo, a curva de Bézier de grau 1 é um segmento de reta.

De modo analogo ao exemplo anterior, podemos concluir que as curvas de Bézier

de graus 2 e 3, com t € [0, 1] sdo dadas, respectivamente por

B(t) = (1-t)?Py+2t(1—t)P,+t*P, e B(t) = (1—1)*Py+3t(1—1)*P,+3t*(1—t) Py +1*Ps.

Vamos representar uma curva de Bézier de grau 3 por suas equacoes paramétricas.
Sejam seus pontos de controle Py = (xo, %), P = (x1,11), Po» = (x2,92) € Py = (73,y3).
Obtemos as equacoes:
x=mx(1 —1)3 4+ 3z1t(1 — )2 + 3zot?(1 — t) + 2383

B : ;te[0,1] (2.48)
y=yo(1 —1)3+ 3y1t(1 —t)® + 3yot?(1 — t) + yst®

Exemplo 2.10. Seja a curva de Bézier cibica cujos pontos de controle sao: Py = (3,2),
Pl = (—1,1), P2 = (3,—1) e P3 = (2,3)

r=3(1—1)3—=3t(1 —t)2 4+ 9t3(1 —t) + 23
B : ( ) ( ) ( ) 1 e€l0,1] (2.49)
y=2(1—1t)3+3t(1—1t)*—3t*(1 —t) + 3t
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Podemos ainda desenvolver as equagoes 2.49. Assim

x=3(1—1)%—=3t(1 —t)> + 9*(1 — t) + 2*
=3(1 — 3t + 3t — %) — 3t(1 — 2t + %) + 9> — 9t* 4 2¢°
=3 — 9t + 9t — 3t3 — 3t + 6t% — 3> + 9% — 9t + 23
= —13t3 + 24t — 12t + 3

y=2(1—1)>+3t(1 —)? = 3t*(1 —t) + 3t*
=2(1 — 3t + 3t — %) + 3t(1 — 2t + %) — 3t* + 3¢3 + 3¢°
=2 — 6t + 6t° — 2t> + 3t — 61° + 3t> — 3t* + 3t> + 3t°
= Tt? — 3t* — 3t + 2

Portanto, uma forma mais reduzida de 2.49 é dada por

r=—13t3 + 24t — 12t + 3
y="Tt3—3t> -3t +2

B: Lt [0,1] (2.50)

Veja na figura 20 a curva de Bézier cubica e seus referidos pontos de controle,

determinada pelas equacoes 2.50.

Figura 20 — Curva de Bézier cubica.
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Fonte — O autor, 2019.
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3 ASPECTOS DO CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL APLICA-
DOS A CURVAS PARAMETRIZADAS

Agora, abordaremos alguns conceitos de calculo diferencial e integral que podemos
utilizar nas curvas parametrizadas, de modo a facilitar a obtencao de seus graficos, calcular

seus comprimentos e areas.

3.1 Construcao de graficos

Vamos estudar dois métodos para que através das equagoes paramétricas de uma
curva possamos tracar seu grafico. Estes métodos consistem em utilizar algumas nogoes de
calculo ou determinar a equacao cartesiana a partir da equagao paramétrica. Tais topicos

podem ser vistos com maior profundidade em Stewart (2013a).

3.1.1 Utilizando noc¢oes de calculo

Agora, vamos utilizar alguns conceitos de calculo para encontrar os principais

pontos de uma curva e ter uma ideia de seu comportamento, de modo a obter seu grafico.

Seja a curva « : R — R? dada por «a(t) = (z(t),y(t)). Precisamos inicialmente
encontrar os pontos, dentre os quais podemos obter os valores do parametro ¢ para os

quais x(t) e y(t) sao nulas, caso existam. Ou seja

() =0 e y(t)=0. (3.1)

Algumas curvas possuem pontos de auto-intersecao, ou seja, pontos por onde a
curva passa duas ou mais vezes. Por exemplo, sendo ¢, e £, tais instantes, podemos supor
t; < ty e assim

r(t) =x(ta) e y(t1) =y(ta). (3.2)

Podemos também, verificar os intervalos em que as equagoes paramétricas assumem
valores positivos ou negativos, quando for possivel. E além disso, analisar o comportamento
da curva para valores de t indo para o infinito positivo e negativo, ou nas proximidades de
algum valor especifico utilizando o calculo do limite, do seguinte modo

lim a(t) = ( lim (), lim y(t)) e lima(t) = (limx(t),%%r;y(t)). (3.3)

t—=o0 t—=Fo0 t—=o0 t—a t—a

Apds isso, caso a curva possua, é necessario encontrar os pontos em que temos tangentes

horizontais e verticais aplicando as seguintes derivadas:

d(y(t))
dt

d(x(t))
dt

=0, comM%O;

dt
(3.4)

d(y(t))
a7

Tangentes horizontais:

Tangentes verticais: =0, com
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Ainda utilizando as derivadas acima, podemos obter os intervalos de crescimento e decres-

cimento de x(t) e y(t), fazendo

Crescente:
(3.5)

Decrescente: 0 e
dt dt

Assim, vamos aplicar tais procedimentos as seguintes curvas.
Exemplo 3.1. Seja o a curva com equagoes paramétricas
x =t — 4¢3
Q: ;teR
y =1t
Obtendo os valores do parametro para os quais suas equacoes sao nulas, temos
2(t) =t — 4t =0 <=t t*—4)=0<=t=0 out = +2
Note que a equagio y(t) se anula no caso em que t = 0. Assim, temos os sequintes pontos
t=0<= (2(0),y(0)) = (0,0), e também
t =42 = (2(£2),y(£2)) = ((£2)° — 4(£2)°, (£2)?) = (32 7 32,4) = (0,4).

Observe que nos instantes t = —2 et = 2 a curva passa pelo ponto (0,4), logo esse é um

ponto de auto-intersecio da curva. De fato, pois sendo t;1 = —2 e ty = 2 obtemos que
() =0==z(t2) e ylt1)=4=y(ts)
Vamos agora encontrar, os intervalos em que as equagoes assumem valores positivos
ou negativos, ou seja

r(t) > 0=t 4 > 0= 3t —4)>0<=1t>20u —2<t <0, e portanto

1) < 0=t 4P <0=t° 4P < 0=t < 20ul<t<?2;
E também y(t) = 1> > 0, com t # 0.
Ainda, utilizando o cdlculo de limites, temos

. AT . (1 5_ 43 1 2\ _ :
iy () = ( i +(0) Jin o)) = fim o = 40% i 1) = (oc. +00)

, Y . — [ Vm P A3 T £2) — (
Ji a(0) = ( i o(0) Jm o)) = lim o =40 i #) = (~oc,00),

Encontrando as tangentes horizontais e verticais que a curva possui utilizando 3.4,

teremos
5 443
dt dt
dw®) _de)
dt dt '

Assim, obtemos
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e Tangentes Horizontais

d(y(t))
dt

Portanto, a curva nao possui tangentes horizontais.

z(0))

=0
dt

=2t =0<«<=1t =0, que é invalido, pois

o Tangentes Verticais

d(z(t 12
(@) _ 51 92 — 2562 - 12) = 0 = £ = 0 out =<,

dt
do) - d(y(£/12/5))
dt 0e dt 70

Portanto, temos tangentes verticais nos pontos
" 12 n 12 B i 12
! 5 )Y 5) )" 5
B / 12 / 12 )
B 144 48 12
B V V "5
. 96 (12 12 96 /12 12
E assim, obtemos | ——|—,— | e | —=/—, — |.
25y 55 25V 55

Agora, utilizando as derivadas encontradas acima, vamos verificar os intervalos de

em que

crescimento e decrescimento da curva o, conforme 3.5.

e Crescimento e decrescimento de x(t)

d(x(t 12 12
(:;(t» >O<:>5t4—12t2>0<:>t2(5t2—12)>0<:>t<—\/out>\/;,

d(z(t
e portanto, (Z(t)><0<:)t2(5t2 12) < 0 <= — \/ <t<\/€
/ 12
Logo, podemos concluir que x(t) € crescente quando t € ( 00, — 5) U( B +oo>

e decrescente quando t € ( \ =/ )

e Crescimento e decrescimento de y(t

d(y(t))
dt
d(y(t))
dt

Logo, podemos concluir que y(t) € crescente quando t € (0,4+00) e decrescente quando

t € (—00,0).

>0<=2t>0<«<=1t>0, e portanto,

<0<=2t<0<=t<0.
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Com uso das informacoes acima, podemos ter uma boa nogcao do comportamento
da curva a, representada no grifico da figura 21. Nele, r e s sao as tangentes verticais e

seus principais pontos encontrados acima se encontram destacados.

Figura 21 — Curva o = (15 — 4¢3, t?).

ovi
i 61 i
| |
: t =42 ;
| |
I I
| |
t= /24 S—p
DI 2 - | 5
| |
| a L 0X
T T T T T r -
éls 4 -2 0lt=0 2 4 IB
| |
: 21 :
| |

Fonte — O autor, 2019.

Exemplo 3.2. Seja a > 0. O Félium de Descartes' é uma curva que tem por equacoes

paramétricas
3at
TS iip
Yo 1y

Vamos portanto, encontrar os pontos de interesse da curva. Logo

3at

ﬂ®:1+¢3:0¢¢&m:0¢$tza
e temos também
@y—é@i—0¢:ﬂt”—0c¢t—0
YW= “- e
Assim, (2(0),y(0)) = (0,0). Nota-se também que para t =1 obtemos a igualdade x(1) =
3a
1) = —.
y(1) =

Agora, sabendo que t € R — {—1} e considerando os pontos de interesse acima,
vamos verificar o comportamento da curva nos intervalos (—oo, —1), (=1,0) e (0, +o0),

através dos sequintes limites.

1 Essa curva foi descoberta por Descartes em 1638, que acreditava erroneamente que a forma obtida no

quadrante positivo, que se assemelha a uma folha, se repetia nos demais, ou seja, que a curva tivesse o
formato de uma flor com quatro folhas. Conforme O’Connor e Robertson (1997).
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o Parat e (—oo,—1), z(t) >0 ey(t) <0 e também

t——o0

( 3at ) 3at?

3at 3at?
i 70 = (5t ) = e

o Parat e (—1,0), z(t) <0 ey(t) >0 e também
: , 3at .. 3at?
Jm, 70 = (A”% [ m) = (Foo o)
o Parat e (0,400), z(t) >0 ey(t) >0 e também

2
lim F(t) = ( lim %y 59 ):(0,0).

im
t—+oo t—+too 1 + 37 t=+o00 1 + ¢3

Precisamos também encontrar, as tangentes horizontais e verticais que a curva

possui utilizando 3.4. Logo

d(z(t))  3a-(14t) —3at-3t*  3a—6at®

dt (14 13)2 (1 +13)2
d(y(t))  6at-(1+t*) —3at*-3t>  6at — 3at*
dt (14 13)2 (1 +3)2

Assim, obtemos

e Tangentes Horizontais

d(y(t t — 3at*
(1)) _ 6at =3al’ | 6ut— 3t — 0 = 3at(2 — 1) = 0

d — (1+#)?
<=t = 0 (Invdlido, pois t — +o0; (x(t),y(t)) — (0,0)) out = V2,
d(x (V2))
———= #0
em que o #
Portanto, temos uma tangente horizontal no ponto

((42) (0 = 2292 ()

3 7| = (av JaV/4
1+ (V2)" 1+ (V2) (o707

e Tangentes Verticais

d(z(t))  3a—6at®
dt (1413)2

(i)

dt

1
:0<:>3a—6at3zo<:>t:\3/;

em que
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Portanto, temos uma tangente vertical no ponto

2
3a/1/2 3a (7/1/2 , .
() o () - [, )
L+ (¢1/2) 1+ ({1/2)
Utilizando as derivadas acima, podemos obter os intervalos de crescimento e

decrescimento de F. Assim, temos que verificar, respectivamente, os valores det € R—{—1}

que satisfazem as desigualdades 3.5.

Notemos inicialmente, que (1 + t3)* > 0 para t € R — {—1}. Desse modo, o0s
sinais das derivadas de x(t) e y(t) dependem dos possiveis sinais das expressoes de seus

numeradores.

e Crescimento e decrescimento de x(t)

d(x(t))

1
>0<:>3a—6at3>0<:>t<\?’/;eportanto,

dt
d(z(t 1
<Z§))<O<:>3a—6at3<0<:>t>\?/g

1
Logo, podemos concluir que x(t) é crescente quando t € (—oo, —1) U (—1, Y > e

1
decrescente quando t € (\3/; —i—oo)

o Crescimento e decrescimento de y(t)

d(y(t))

>0 <= 6at — 3at* >0 <= t(2—1°) > 0 <= 0 < t < V/2 e portanto,

dt
d(@;(tt» <0<=6at —3at* <0 <= t2-1]) <0<t <0 out> V2

Logo, podemos concluir que y(t) é crescente quando t € (0,v/2) e decrescente quando
t € (—o0,—1)U(—1,0) U (/2,+00).

Temos também que o trago de F esta contido no semiplano x +y +a > 0, e
u:x+y+a=0 éuma assintota da curva, pois d ((x(t),y(t)),u) — 0 quando t — —1%.

Verificando tal fato, temos

() + (1) + 3at N 3at? N 3at + 3at® + a + at?
xr a = a =
Y L+t 1413 1+
a(t+1)3 a(t+1)?

T nE—tr ) @t
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pois (t+1)> >0 parat € R —{—1}, e (t* =t +1) > 0 para t € R. Assim, obtemos

tim_d((a(t),y(1).w) = tim +¢y§(t) +qf

a(t +1)*

Com uso das informacoes acima, podemos ter uma boa nog¢ao do comportamento da
curva F, com a = 1, representada no grafico da figura 22, em que v € a tangente horizontal,
s € a tangente vertical e w: x+y+1 =10 € a assintota. F «, 5 ey sao partes da curva F

nos intervalos (—oo, —1), (—=1,0] e [0,400), respectivamente.

Figura 22 — Félium de Descartes para a = 1

r :\V§:<S

________________________________________ .
|
|

Fonte — O autor, 2019.

Exemplo 3.3. A Lemniscata de Bernoulli é uma curva que possui as equacoes paramétri-

cas.
t

4
L: 1 %Et ;teR
Vi
Encontrando alguns pontos de interesse, obtemos

t t?
x(t):1+t4:0<:>t20 eY=1p

=0<«<=1t=0,



Capitulo 3. Aspectos do Cdlculo Diferencial e Integral aplicados a Curvas Parametrizadas 51

portanto, (x(0),y(0)) = (0,0). Temos também
1

o) = 5 =) = G)u) = (5.3)
o) = =5 =y(-1) = (-1, (1) = (—5.—3)

Agora, sabendo que t € R, vamos verificar o comportamento da curva nos intervalos
(—o0,—1) U (—1,0) e (0,1) U (1, +00).

e Parat € (—oo,—1) U (—1,0), temos que xz(t) < 0 e y(t) < 0; E também como
t > 13 quando t € (—oo0,—1) et < 3 quando t € (—1,0), entio x(t) > y(t) quando
t € (—o0,—1) e z(t) <y(t) quando t € (—1,0). Além disso

| R
tk%“QIQE%LHw£%q+ﬁ>—@®v

e Parat € (0,1)U(1,+00), temos que z(t) > 0 e y(t) > 0; E também como t > 3
quando t € (0,1) et < t* quando t € (1,+00), entio z(t) > y(t) quando t € (0,1) e
x(t) < y(t) quando t € (1,+00). Além disso

hmE@z(hq Ly t3>:@m

1m
t—+400 t—+oo 1 + t4 Tt5+oo ] 4+ ¢4

Precisamos também encontrar, as tangentes horizontais e verticais que a curva

possut utilizando 3.4. Logo

dlz(t)) 1-(1+t")—t-4* 1-3t"

at (L +t4)2 1+ 42’
dly(t)) 321+t - -4 32 —+°
dt (14 t4)2 (Tt

Assim, obtemos

e Tangentes Horizontais

d(z;it)) _ (31t2—|—_t4t)62 0 32— 5 = (e 2(3— 14 = 0

>t = 0 (Invdlido, pois t — +o0; (z(t), y(t)) — (0,0)) ou t = £v/3,

d(z(£V3))
dt

£0

em que

Portanto, temos tangentes horizontais nos pontos

4 \4/§)3 V3 YT
o (£05) y (2v3) = | ) )
((23) 0 (£5)) 1+ (£¢3) 1+ (£3) <i )
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e Tangentes Verticais

d(z(t)) 1-3t! A J1
= =0<=1-3t"'=0<=t==44=
dt (1+1t4)2 0 s 0 3’

()

Portanto, temos tangentes verticais nos pontos

e (+£9173) oy (£1/3)) = £1/3 , (im)g —(+
Gt 0 A1) - i i o)

em que

7L
4

)

Utilizando as derivadas acima, podemos obter os intervalos de crescimento e

decrescimento de L. Assim, temos que verificar, respectivamente, os valores det € R que

satisfazem as desigualdades 3.5.

Notemos inicialmente, que (1 +t%)* > 0 para t € R. Desse modo, os sinais das

derivadas de x(t) e y(t) dependem dos possiveis sinais das expressoes de seus numeradores.

e Crescimento e decrescimento de x(t)

d(z(t 1 1
(xd(t))>0<:>1—3t4>0<:>—€/;<t<\‘%;eportanto,

d(z(t 41 it
(x())<0<f:>1—3t4<0<:>t<—\[out>\/7
dt 3 3

1,1
Logo, podemos concluir que x(t) é crescente quando t € (—\‘%;, C/;) e decrescente

dote C/TU\‘%T%-
quando 00, 3 3,00.

o Crescimento e decrescimento de y(t)

dly®) _
dt

d(y(t))
dt

<0<=3-10<0<=’B-t)Y <0<t <—V3out>V3.

=32 -1 > 0= 23 —t) > 0= —V3 <t < V3 e portanto,

Logo, podemos concluir que y(t) é crescente quando t € (—{4/3, {4/5) e decrescente

quando t € (—oo, —v/3) U (V/3, +00).

Com uso das informacoes acima, podemos ter uma boa nog¢ao do comportamento da

curva L, representada no grafico da figura 23, em que r1 e ro sdo as tangentes horizontais,

S1 e Sy sao as tangentes verticais e a e B sao partes do trago de L nos intervalos (—oo, 0]

e [0,400), respectivamente.



Capitulo 3. Aspectos do Cdlculo Diferencial e Integral aplicados a Curvas Parametrizadas 53

Figura 23 — Lemniscata de Bernoulli.

oy 5y

Fonte — O autor, 2019.

3.1.2 Transformando em equagao cartesiana

Utilizando procedimentos algébricos podemos, a partir da equagao paramétrica,
obter a equacao cartesiana de algumas curvas eliminando-se o parametro. Vamos constatar

esse fato através dos seguintes exemplos.

Exemplo 3.4. Seja a curva 8 com equagoes paramétricas
x=3t+2 1

Isolando t na primeira equacdo, obtemos t = xT E substituindo esse resultado na
sequnda equagcdo teremos:
1 B 1 B 1 1
T 9t —1 y_2<a:—2) 1 Y=o —14 1 Y= ox =7
3 3

=y =

= 22y —Ty—3=0.
20— 7 Y Y

Portanto, utilizando o indicador 2.15, temos [ = B?> —4AC => [ =4 > 0. Logo a
curva 8 ¢ uma hipérbole rotacionada e podemos obter seu grdfico e elementos levando sua

equagdo para as coordenadas T e 7, conforme estudamos no capitulo 2.

Agora, vamos encontrar as equagoes cartesianas de algumas curvas que ja vimos

anteriormente.
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Exemplo 3.5. Dado a > 0, como vimos no exemplo 3.2, o Folium de Descartes possui as

equacoes parameétricas

3at
T
V=11

Podemos encontrar sua equacdo cartesiana tomando o parametro t como:

3at

Assim, substituindo esse parametro em qualquer das equacoes paramétricas, concluimos:

307 3ay 3ay
3at am T T
r=——<=r=—>L - =g= s == 5L+
1+ Y Y 24y
14+ (= 14+ =
x 3 x3
3ayx? 3ayz s 3
@x:x?’%—yi)’(:)l:x?’%—gﬁ{:}x +y° = 3azxy

Exemplo 3.6. Vimos na subsecao 2.5.4 do capitulo 2 que a curva de Agnesi é dada pelas
equagoes paramétricas

x = 2rcotgt

st e (0,m) (3.6)
y = 2rsen’t
Na primeira equacao de 3.6 temos que:
72
x = 2rcotgt <= 2% = 4r’cotg’t <= cotg’t = el (3.7)
r

Agora, substituindo 3.7 e a seqgunda equagao de 3.6 na identidade trigonométrica 1 +

cotg?t = cosec? t, obtemos

2 2 2
x 2r x4+ 4r 2r
1 + cotg®t = cosec? t <= I+ —w=—< —F=— = 2y + 4riy = 8.
4r Y 4r? Yy
8r3
t licit = 7.
Que tem por forma explicita y ORI

Exemplo 3.7. Como vimos no exemplo 3.3, a Lemniscata de Bernoulli é uma curva que

possui a sequinte paramelriza¢ao:

t

4
L: 1 —t‘fo,t teR
YTt
Note, que a partir das equagoes x(t) e y(t) podemos obter a relagao

t3
1+t

Yy = :xt2<:>t2:g, comx # 0 (< y #0).
x
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Ou seja, x ey possuem o mesmo sinal ao longo da curva. Assim

_ /Y - s _ Yy . :
t=14/=, sex ey Sao positivos out = —y/ =, se T ey $ao neqgativos.
T T

Portanto, substituindo em qualquer das equagoes paramétricas de L, obtemos

7 y'/? y1/?
. vy vy
T = = r=— Lt == 2 = 2
1+t y y °+y
1+ (2 14+ 2 .
e i T
x2+y2_y1/2

=g e Ty = e 2ty =

com x ey positivos. Ou

7 y['? ly['?
¢ Vo 2|1/ |2[1/2
T = Il S == —— 5 = =55
1+¢ (y) Y e+
1+ (= 1+ =
z 2 2
z? 4y ly| /2 2 2 ]y|1/2 2 2 ly|*/?
p :_\CEP/Q 'ty :—;1,"’%‘1/2 — r +y :|:13|’x‘1/2
=2+ = |2 Py = 2?4y’ = ol = 2+ =

com x ey neqativos.

Logo, a equacdo cartesiana da Lemniscata de Bernoulli é 2% + y* = \/Zy.

3.2 Comprimento de arco

E possivel também, determinar o comprimento de uma curva através de suas
equagdes paramétricas. Antes, vamos recordar o calculo do comprimento de arco de uma
curva C em sua forma explicita y = F(z). Abordaremos o assunto conforme Thomas, Weir
e Hass (2012) e Stewart (2013a).

Seja C : y = F(x), vamos calcular seu comprimento de x = a até x = b. Assim,
supomos que F' seja continuamente diferencidavel em cada ponto do intervalo [a, b]. Tal
funcao é chamada lisa, e seu grafico ¢ uma curva lisa, pois nao tem quebra, cantos ou cuspide.

Particionaremos o intervalo [a, b] em n subintervalos com a = xp < 27 < 29 < ... < z,, = b.

Sejam Py, = (xy,yx), onde yp = F(xy), pontos da curva C, 0 < k < n. Unindo
os pontos sucessivos P,_1 e P por segmentos de reta obtemos um caminho poligonal.
Observe que a medida que aumentamos o valor de n, o comprimento de tal caminho se

aproxima do comprimento da curva C, conforme figura 24.



Capitulo 3. Aspectos do Cdlculo Diferencial e Integral aplicados a Curvas Parametrizadas 56

Figura 24 — Comprimento da curva y = F(x).

OYA

Fonte — O autor, 2019.

Se Az, =z — xp_1 € Ayp = Yr — Yr_1, €ntdo um segmento de reta representativo

no caminho tem por comprimento

Ly, = /(Azi)? + (Ay)?,

de modo que o comprimento da curva é aproximado pela soma

gj ZV Azy)? + (Aye)?. (3.8)

Esperamos que a aproximacgao melhore a medida que tornemos mais refinada a
particao de [a, b]. Assim, pelo teorema do valor médio, existe um ponto ¢; que pertence ao

intervalo aberto (xy_1,zy), tal que

Agora, substituindo 3.9 em 3.8, as somas assumem a forma
k=1 k=1 k=1

Temos que /1 + (F’(cx))? é continua em [a, b], e portanto o limite da soma de Riemann

da expresao obtida em 3.10 existe quando a norma da particao tende a zero, resultando em
n b
! 2 — / 2
Jim. E Ly = lim 221 V31+ (F'(cer))? Axy = /a V14 (F'(x))? dx.

Logo, chegamos a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1. Se F' é continuamente diferencidvel em [a b] entao o comprimento da

curva C : y = F(z) do ponto A = (a, F(a)) ao ponto B = ¢ o valor da integral

L= /,/ (F/(x 2da:—/41—|— d:z;
dx
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Agora, suponha que C : y = F'(x) possa ser descrita pelas equagoes paramétricas
x = f(t) ey=g(t), em que f e g sdo também fungoes diferenciaveis. Utilizando a regra

da cadeia obtemos

dy

dy dy dx dy  at dx

il ey — iz~ dr’ com — £ 0. (3.11)
dt

2

Note também que podemos encontrar d—g substituindo y por d—y na equacao acima, logo
x x

dx

; (dy>
P2y d [dy dt \ dzx
dz? m( >_' (3.12)

dz dx
dt
Seja a <t < fedz/dt = f'(t) > 0. Isso significa que a curva C é percorrida
uma vez, da esquerda para a direita, quando ¢ aumenta de « até 5 e f(a) = a, f(5) = 0.

Substituindo 3.11 na defini¢ao 3.1 e usando a Regra da Substituicao, temos

o A dy/dt\* dx
L_AA1+QJCM_L¢1+@Mﬁ o,

d
€ como ax > 0 obtemos
dt
B dz\’ dy 2
L::(/‘ ar YWY 3.13

E mesmo que C nao possa ser descrita na forma y = F(x), de modo andlogo,

podemos demonstrar que a férmula 3.13 permanece valida, dividindo o intervalo [« ]
em n subintervalos de comprimentos iguais a At. Portanto, podemos enunciar o seguinte

teorema.

Teorema 3.1. Se uma curva C € descrita por equagoes paramétricas x = f(t), y = g(t),
a<t<p, onde f' eqg sao continuas em [a, ] e C € percorrida exatamente uma vez

quando t aumenta de o até 3, entao o comprimento de C €

SAEREE

Passemos a resolver alguns exemplos envolvendo o comprimento de uma curva

dada por equagoes paramétricas.

Exemplo 3.8. Dada a curva Cy abaixo, vamos calcular seu comprimento no intervalo

indicado.
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Podemos obter o traco de Ci utilizando as nogoes de cilculo estudadas na segdo

3.1.1. Isso pode ser visto com detalhes no apéndice A, resultando no grdfico da figura 25.

Figura 25 — Curva C; = (t2/2, \/ (2t + 1)3/3>.

oYk
2 1 Cl

1.5 1

0.5 1
t =05

h- o ox

-0.5 0 0.5 1 1.5

Fonte — O autor, 2019.

Vamos agora calcular seu comprimento no intervalo indicado, em que ambas as

equacoes e suas derivadas sao continuas e Cy estd delimitada pelos pontos

t=0<= (2(0),y(0)) = (0, ;) , e também

2 2.44+1)3
t= 4 = (2(4),y(4)) = (42 (3”) ~ (8,9).

Utilizando o teorema 3.1, teremos
2
4| 126\ 3-(2t+1)%*-2
= (5) + @17 2)

0 2 2-3,/(2t +1)3
4 2

:/ \/t2+(\/2t+1) dt
0
4

:/ VE T2t + Ldt
0
4

:/ Jt+1)2at
0
4

:/ t+1dt
0
5+,

_ H]
2 0

42
25—1—4—0:12%0
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Na figura 26 representamos a delimitacao da curva Cy que obtivemos o comprimento.

Figura 26 — Curva Cy = (#2/2,\/(2t +1)3/3) , com 0 <t < 4,

oY
A t=4
8 4
6 C,
4 4
2 4
_ X
: $t=0 : : : O>
2 0 2 4 6 8
Fonte — O autor, 2019.
Exemplo 3.9. Agora, seja Cy a curva de equagoes
x(t) = e'sent
Cy ®) ;0§t§g

y(t) = e’ cost

Com a andlise realizada no apéndice A, podemos observar que a curva Co tem
o comportamento de espiral e seu grafico pode ser visto na figura 27, representada no

intervalo (—oo, .

Figura 27 — Curva Cy = (e’ sent, e’ cost).

/t:ﬂ'

Fonte — O autor, 2019.
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Nesse grifico, r € a reta tangente horizontal, s é a reta tangente vertical e hd
alguns de seus pontos de intersecao com os eixos coordenados. Vamos agora calcular
seu comprimento no intervalo indicado, em que ambas as equacoes e suas derivadas sao

continuas e Cy estd delimitada pelos pontos

t =0<= (2(0),y(0)) = (0,1), e também
=5 = (0 (5) 0 (3) = (0

Utilizando o teorema 3.1, teremos

/2
L= / \/(et sent 4 et cost)” + (et cost — et sent)® dt
0

/2
= / V2e2t sen? t + 2e2t cos2 t dt
0

w/2
= / \/262t(sen2 t + cos?t) dt
0
w/2
:/ V2e?t dt
0
w/2
= \/5/ el dt
0
=2 [et} "/ V2(e™? — 1) u.c

0 p—
Na figura 28 representamos a delimitagdo da curva Cy que obtivemos o comprimento.
T
Figura 28 — Curva C; = (e sent, e’ cost), com 0 < ¢t < 5

0%
A c,

Fonte — O autor, 2019.

Exemplo 3.10. Vamos agora, calcular o comprimento da curva cicloide no intervalo
0 <t < 2w, vista na subsegio 2.5.1. Sendo C3 a cicloide, com r > 0, suas equagoes
paramétricas sao
x(t) =rt —rsent
Cg : 3 teR
y(t) =r —rcost
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Podemos ver no apéndice A outros elementos da cicloide, determinados com a
utilizacao do calculo diferencial, bem como o comportamento dessa curva quando t varia

em R. Assim, veja na figura 29 a representacao grifica da curva C3 com esses elementos.

Figura 29 — Curva C3 = (rt — rsent,r — r cost).

OYA

Fonte — O autor, 2019.

E portanto, calculando seuw comprimento no intervalo [0, 2w] teremos

2m
L :/ \/(r—rcost)2+ (rsent)” dt
0

27
= / Vr2 —2r2cost +r2cos?t + r2sen?t dt
0

2m
= / \/7’2 — 2r2cost + r2(cos?t + sen?t) dt
0
2m
= V212 — 2r2 cost dt
0
2
= r/ \/2(1 — cost) dt
0

t t
Utilizando a propriedade trigonométrica 1 — cost = 2 sen? <2>, e sabendo que sen <2> >0

no intervalo [0, 27| temos

2 t
L= 7"/ 4 sen? () dt

0 2

2w t
=2r / sen <> dt
0 2
L t du
Fazendo a substituicao u = 3 — %2 encontramos

L= 27"/ 2senu du
0

= 4r [—cos ul;

=4r(l —(—1)) =8ru.c

Que € a medida do arco que compoe a cicloide, representado na figura a sequir.
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Figura 30 — Curva C3 = (rt — rsent,r — rcost), com 0 < t < 2.

ovi

Fonte — O autor, 2019.

3.3 Catenaria

Agora que sabemos calcular o comprimento de uma curva, vamos abordar uma
importante curva dos estudos de geometria plana, conhecida como catenéria. Segundo
Martins (2015), tal curva surgiu da necessidade de se obter uma expressao que descreva o
traco formado por um fio suspenso por dois pontos sob acio apenas da gravidade. Esse
problema foi proposto por Galileu Galilei, que conjecturou que o grafico da curva seria uma
parabola. Porém com apenas 17 anos de idade, Huygens provou em 1646 que a conjectura
era falsa. Jakob Bernoulli, em 1690, relancou o problema a comunidade cientifica. Quando
em 1691, a resolugao do problema foi publicada independentemente por Leibniz, Huygens

e o proprio Bernoulli.

Seja uma corda flexivel de densidade uniforme representada no plano OXY, sus-

pensa entre dois pontos, de onde podemos obter os seguintes elementos.

Na figura 31 temos que a parte da corda entre os pontos Fy e P estda em equilibrio

estatico sob a agao das forgas:

e Tensao Ty em By,
e Tensao T em P, que atua na direcdao da tangente, devido a flexibilidade da acorda,

e O peso da corda, dado por wy - S, em que S(z) é o comprimento da corda e wy sua

densidade.



Capitulo 3. Aspectos do Cdlculo Diferencial e Integral aplicados a Curvas Parametrizadas 63

Figura 31 — Corda suspensa pelos pontos A e B.

oy

A B

Fonte — O autor, 2019.

Sendo 6 o angulo que a reta tangente a curva em P faz com o eixo OX. Devido ao fato da
corda estar em equilibrio estatico, obtemos as relagoes

wO-S

T-senf=wy-S e T-cos=1Ty=—tgl= T
0

Seja f a funcao cuja imagem é o trago da catendaria. Pelo grafico f é par e do
wo S

resultado obtido nas relagoes acima f'(z) = . Assim, temos que para 0 < z < T, 0

comprimento S(z) da curva entre os pontos Py e P serd

S(x) = /Ox\/l%—(f’(t))?dt

Logo, obtemos

Play="7 [V o @) =21 (F@)P

Na tltima equagao fazendo v = f'(z) e C' = %, obtemos
0

d 1
w_c. T+ = ———dv=

dx vV1+o

Resolvendo a tltima igualdade teremos

Cdxﬁ/ﬁdv-/(ﬁ'dx.

In v 4+ V1 +v?| = Cz. Como v = f'(z), logo In = Cu,

fi(@) + /14 (f'(2))?

e assim vamos ter

() + 1+ (f(2))? = ™. (3.14)
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Mas como supomos que f(x) é par, entdo f'(x) serd impar, logo

fl(=z) + 14+ (f(—2))2 = e = —f'(z) + /1 + (f'(2))2 = e " (3.15)

Fazendo a subtracao 3.14 — 3.15 encontramos

2f'(x) = " — e = f(z) = = senh(Cx).

Integrando a tltima equagao obtemos

1

1 x
flz) = ol cosh(Cx), fazendo a = o= f(z) = acosh (a) ,a € Ry,

Por fim, fazendo & =t e sendo a uma constante real positiva, uma parametrizacao
para a catenaria sera

r=1
C: ¢ teR. (3.16)
y = acosh ()
a

Veja seu grafico na figura 32 para alguns valores de a.

Figura 32 — Catenéria com a = 1,2,3,4 e 5.

Q OY‘ o

10 A

o )
/
00X

T T T T T T |
-6 -4 -2 0 2 4 6

24

Fonte — O autor, 2019.

3.4 Calculo de areas

Podemos também, calcular a area sob uma curva quando esta estiver dada por
equagoes paramétricas. Em Stewart (2013b) temos que a area sob uma curva y = F(z),

com a < x < b, sendo F(x) > 0 é dada por

A= /bF(x) dz; (3.17)
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podemos deduzir uma expressao no caso em que a curva estd parametrizada. Assim, se
a curva y = F(x) é dada pelas equagoes paramétricas x = f(t) e y = g(t), e queremos
obter o valor da area sob a curva no intervalo a <t < 3, basta aplicarmos a regra da
substituicao para integrais definidas em 3.17, logo
B
v = f(t) = do = f(t)dt = A= / z) de = / ydz = / g (1) dt. (3.18)

Colocando o resultado obtido em 3.18 na notagéo usual, temos

a= [[u

De modo anélogo, nos casos em que tivermos z = GG (y), podemos obter a area utilizando

)t (3.19)

A= /f 1) dt <= A= / (Z(t))dt (3.20)

Aproveitando que na secao anterior obtivemos os principais elementos da cicloide,

vamos agora calcular a area compreendida entre um de seus arcos e o eixo OX.

Exemplo 3.11. A cicloide possui as equagoes

x(t) =rt —rsent
Cg : 3 teR
y(t) =r —rcost
FEscolhendo o arco que parte da origem do sistema de coordenadas, temos que o parametro
t varia no intervalo [0,27]. Para o cdlculo dessa drea utilizando 3.19, vamos determinar a

derivada de x(t) que serd
d(z(1))
dt

=1r —rcost.

Fazendo a substituicao obtemos
27r
A= / r—rcost)(r —rcost)dt
2w
= / (r —rcost)*dt

—r/ (1 —cost)*dt

0
27

=2 1 — 2cost + cos® t dt
0

(3.21)

Por nao ser imediata, vamos resolver separadamente a integral /cos2tdt. Usando a

. . o 9 1 cos2t
propriedade trigonométrica cos®t = 3 + 5

1 cos2t
Qtdt:/f dt
/cos 2+ 5

1 1
:/gdt—l—i/cos%dt
1

1
= §t+01 + §/COS2tdt.

temos
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du
Agora, pelo método da substituicao seja u = 2t <= o 2, logo

1 1
/COS2tdt: §t+01+1/cosudu

1 1
:§t+01+zsenu+02

1 1
= §t—|—zsen2t—|—C.

E por fim, substituindo o resultado obtido em 3.22 em 3.21 encontramos

27
A:fr2/ 1 —2cost + cos® t dt
0

N 1 1 27
=r {t—?sent—i—t—l—seth}
2 4 0

9 [sen?t —8sent + 615}27r
r
4 0

12
= r? ([ - 0) = 3mr?u.a

Na figura 33 representamos graficamente essa drea.

Figura 33 — Area sob um arco da cicloide.

ovi

Fonte — O autor, 2019.

(3.22)

Exemplo 3.12. Vamos calcular a drea delimitada pela curva Cy que tem as equagoes

paramétricas
3

t

y(t) =1> -1

C4Z

Utilizamos as nogoes de cdlculo para determinar seu traco, o que pode ser visto no apéndice

A. Veja o grdfico de Cy na figura 34, que tem a aparéncia de um laco, em que S1 € Sy S40

as tangentes verticais e r a tangente horizontal.
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Figura 34 — Curva Cy = (—t3/3 +t,t* — 1).

Fonte — O autor, 2019.

Observe no grafico da figura 35 que, para calcularmos a drea limitada por Cy, devido
a sua simetria, basta que calculemos o dobro da drea limitada entre o eixo OY e a curva

em que t varia no intervalo {O, \/§]

Figura 35 — Area delimitada pela curva Cy = (—t3/3 +t, 1> — 1).

t=20

Fonte — O autor, 2019.
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Note que nesse intervalo x = G(y) > 0, logo é adequado utilizar 3.20.

V3 3
A:2/ <—+¢>mw
0 3

VER
:4/ L iea
0 3

V3
A

15 3],

Na figura 35 representamos a drea calculada.
Exemplo 3.13. Dada a curva Cs por equacoes paramétricas

z(t) =t +1
Cs : teR,
y(t) =63+ 2t

deseja-se calcular a drea delimitada por Cs e a reta x = 2. Veja no apéndice A o procedimento
para obter o traco de Cs. Na figura 36 temos o esboco dos grificos da curva Cs, da reta

x =2 e também da tangente vertical s.
Figura 36 — Curva C5 = (t* + 1,3 + 2t) e reta x = 2.

ovh . /

I
I

I

I

I

I

J I
2 |
I

I

I

-3 4 I
I

\

Fonte — O autor, 2019.

Observe que para obtermos a drea desejada, devemos encontrar o(s) ponto(s) de

intersecao entre a curva Cs e a reta x = 2. Para isso, bastar resolvermos a sequinte equagao

)=t +1=2¢=t'=1=1t=+l.



Capitulo 3. Aspectos do Cdlculo Diferencial e Integral aplicados a Curvas Parametrizadas 69

Note que devido a simetria da regido delimitada, podemos calcular o dobro da drea quando

t varia no intervalo [0,1] ou [—1,0]. E assim, vamos obter
1
A= 2/ (* +2t) 2t dt
0
1
—4 [ 2t
0

5 937!
o

5 3,
4(1+2> 52
=4|\-+-)=—Cua
5 3 15

De outra maneira, poderiamos obter essa drea utilizando 3.20 como se seque

A:2/01<2—<t2+1)) (362 +2) at
:2/1<1—t2) (3t2+2> dt
01
:2/0 12— 3t 4 24t

3 3¢5 !
) [ 3P +2t]

3 5 ;
1 3 52
(3 5T ) 15

Veja a area obtida e os pontos de intersecao entre Cs e x = 2 na figura 37.

Figura 37 — Area delimitada pela curva Cs e a reta z = 2.

o /1
t=

-2

Fonte — O autor, 2019.
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4 INTRODUCAO A GEOMETRIA DIFERENCIAL

Neste capitulo faremos um breve estudo de assuntos da geometria diferencial, que
serao bastante utilizados no decorrer do trabalho, tendo como principais referéncias as

pesquisas de Carmo (2014) e Alencar e Santos (2002) nessa éarea.

Faremos um estudo local da curva no plano, ou seja, se a(t) = (z(t),y(t)) é a
equagao paramétrica da curva, entdo fixado tg, iremos estudar o comportamento de «(t)

para valores de t préximos de t.

4.1 Curvas parametrizadas diferenciaveis

Dizemos que « é uma aplicagdo parametrizada diferenciavel se, e somente se, cada
fungdo coordenada x,y : I — R é uma funcao de classe C*, isto ¢, em todo ponto de [ as

derivadas de qualquer ordem de z e y existem e sao continuas em /.

Definicao 4.1. Uma curva parametrizada diferencidvel no plano R? é uma aplicacdo
a: I — R? de classe C* que a cada t € I associa a(t) € R%. E o conjunto-imagem de
a(I) C R? € dito trago de a.

Exemplo 4.1. A aplicagio o : R — R? dada por a(t) = (t* + 1,t3) é uma curva
parametrizada diferencidvel, pois as fungoes coordenadas x(t) =t*+1 e y(t) = t> sdo de

classe C*° em R.

Exemplo 4.2. Seja uma aplicagio 5 : R — R? dada por 3 = (t,|t]) . Nesse caso 3 ndo é
uma curva parametrizada diferencidvel em R, pois em t =0 a fungao coordenada y(t) = |t|
nao possui derivada. Note, entretanto, que podemos restringir 5 a um intervalo I que ndo

possua t = 0, se tornando assim uma curva parametrizada diferencidvel.

4.1.1 Vetor tangente

Seja a uma curva parametrizada diferencidvel dada por a(t) = (z(t), y(t)), definimos

o vetor tangente a curva o em ty € I por

o' (to) = (2'(t0), y'(to)) ,

que também pode ser chamado de vetor velocidade da curva em t.

A wvelocidade escalar de o em ty sera o mdédulo desse vetor, ou seja

o/ ()| = V(& (0))” + (' (t0))”

Se o/ (tg) # 0 entdo o vetor tangente tem a mesma dire¢ao da reta tangente a curva

a em ty. Veja a figura 38, em que r é a reta tangente.
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Figura 38 — Vetor Tangente a o em .

r

o’ t%
(Eo) > a(t)

Fonte — O autor, 2019.

Exemplo 4.3. Seja o a curva parametrizada diferencidvel dada por o(t) = (t°,t?), com

t € R, seu vetor velocidade em t =1 € dado por

Desse modo, a velocidade escalar emt =1 é
lo' ()] = V52 + 22 = V29.
Veja na figura 39 o traco da curva o e o vetor tangente em t = 1.
Figura 39 — Vetor Tangente a a = (¢°, %) em t = 1.

oYk

Fonte — O autor, 2019.

4.1.2 Curva regular
Vamos definir uma curva parametrizada diferenciavel regular.

Definicao 4.2. Dizemos que uma curva parametrizada diferencidvel o : I — R? € reqular
em ty € I, se o/(ty) # 0, ou equivalentemente, se ||a/(to)|| # 0. A curva o € reqular em I,
se av for reqular para todo t € 1. Se ||/ (to)|| = 0, dizemos que a é singular em ty e a(ty) €

chamada uma singularidade de c.
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Assim podemos concluir que se « for regular, o vetor «/(t) aponta para a diregao

tangente & « no ponto a(t). E portanto definimos a reta tangente a curva « em «(t) por
ri(u) = a(t) + ud/(t), com u € R.

Observe que a curva do exemplo 4.3 é parametrizada diferenciavel, entretanto nao é regular

em t = 0, pois o/(0) = 0.

No estudo de geometria diferencial local das curvas é de suma importancia a
existéncia de uma reta tangente a curva em todos os pontos. Desse modo, nas abordagens
posteriores trataremos das curvas regulares, ou seja, que nao possuem pontos de singula-
ridade. A seguir, provaremos que localmente uma curva regular ndo possui nem mesmo

pontos de auto-intersecao.

Proposigao 4.1. Seja o : I — R? uma curva parametrizada diferencidvel e reqular em

to € I. Entdo existe € > 0, tal que a € injetiva no intervalo Iy = {t € I| |t —to| < £}.

Demonstragio. Como o (tg) # (0,0), temos que z'(ty) # 0 ou ¥/ (ty) # 0. Supomos que
2'(ty) # 0. Logo como 2’ é uma funcao continua, existe ¢ > 0, tal que z’(t) # 0, para todo
t € Iy. Nesse caso, x é estritamente monétona e, portanto injetiva, o que implica que «|y,

é injetiva. Analogamente podemos provar o caso em que y/'(ty) # 0. O

Veja a representagao desse fato na figura 40.

Figura 40 — Injetividade local de a.

to + ¢ 151
Fonte — O autor, 2019.

tU—IE

Exemplo 4.4. Seja o : [ — R? dada por o(t) = (t, f(t)) em que f: [ — R é uma fungio
diferencidvel. Temos que v € parametrizada diferencidvel e reqular, pois o/ (t) = (1, f'(t)) #
(0,0),Vt € I. E o trago de « € igual ao grifico de f.

A proposicao a seguir afirma que localmente toda curva regular é dessa forma.
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Proposicao 4.2. Seja o : I — R? uma curva parametrizada diferencidvel e reqular em
ty € 1. Entao existe § > 0, tal que, restrito ao intervalo (ty — d,to + &), o trago de «
coincide com o trago de uma curva B da forma = (t, f(t)) ou B = (f(t),t), para uma

funcao diferencidavel f : I — R.

Demonstragio. Seja o dada por «(t) = (x(t),y(t)). Sendo a regular em ¢ = ¢y, vamos ter

o' (to) = (2'(to), y'(to)) # (0,0).

Supomos que z'(tg) # 0. Assim, pelo teorema da fungdo inversa, existe um intervalo
(to — 01,t0 + 1) tal que a fungao = é um difeomorfismo, isto é, uma funcao diferenciavel
com inversa diferenciavel sobre J = x ((ty — d1,t0 + d1)). Seja B : J — R? dada por

B(t) = a(z71(t)). Portanto, 8 é uma curva diferencidvel e

Bty = (2 («71(1) .y (+7'(®))) = (¢ (1)),
em que f(t) =y (z7'(t)) é uma funcio diferencidvel. De modo andlogo, podemos provar o
caso em que y'(tp) # 0. E nesse caso, o trago de « coincide localmente em a(ty) com o
trago de uma curva da forma S(t) = (g(t),t), onde g(t) = z(y~1(t)). O

Veja a restrigdo de « ao intervalo (tg — d,to + ) na figura 41.

Figura 41 — « restrita ao intervalo (¢y — §,to + 6).

OYA

Fonte — O autor, 2019.

4.2 Reparametrizagao

Veremos agora que um mesmo traco de curva possui inimeras parametrizacoes.

Seja portanto, a curva parametrizada diferencidvel a : I — R? dada por a(t) = (z(t),y(t)).
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Tomando uma funcgao h : J — I bijetiva diferenciavel de classe C*>°, podemos gerar uma

nova curva 3 : J — R? dada por

p(t) = (aoh)(t) = alh(t)) = (z(h(1)), y(h(1)))

A curva ( obtida assim, é portanto parametrizada diferenciavel de classe C*°. Dizemos

que [ é uma reparametrizacao de «. Utilizando a regra da cadeia em [ temos

F'(t) = (a0 h)(t) = o' (h()) (1),

e ainda podemos escrever

F(t) = (@' (h())0(2), y' (h(£)H'(2))

Assim, a velocidade escalar de 3 sera
1B ()] = [I(ev o h) ()] = [|o/ (R()]] |2 (2)]-

Consideraremos as reparametrizagoes em que a funcao h é estritamente monotona.
Pois, sendo h/(t) # 0 e «a regular em [, sua reparametrizacao § = « o h também serd
regular em J. Quando h é estritamente crescente, temos que § = « o h sera dita uma
reparametrizacao positiva ou propria, ou seja, que preserva a orientacao de a. E quando
h for estritamente decrescente tal reparametrizacdo sera dita negativa ou que reverte a

orientacao de «.

Exemplo 4.5. Seja a curva parametrizada diferencidvel reqular o : R — R? dada por
a(t)= (41,12 +1t), sendo h : R — R a fungio h(t) = —t obtemos a reparametrizacdao
de «

B=a(h(t) = ((=t)" +1,(=t) —t) = (~* + 1,t* —1).
Como h € estritamente decrescente, temos que a reparametrizacao € negativa. Conforme

figura 42.
Figura 42 — Reparametrizacdo de o por h(t) = —t.

OYA OYA
. a(t) . B(t)

Fonte — O autor, 2019.
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4.2.1 Reparametrizacao pelo comprimento de arco

Vamos agora, abordar o comprimento de arco utilizando os conceitos de geometria
diferencial. Inicialmente muito se assemelha ao que vimos no capitulo anterior. Ou seja,
dada uma curva parametrizada diferencidvel a : I — R? onde «a(t) = (z(t),y(t)), que a

funcao L, : I — R definida por

La(®) = [ 0'©llds = [ @O+ QP d, comtoe . (41)

¢é chamada comprimento de arco.

Como «(t) é continua, temos que sua norma também o é, assim, a funcao L, (t) é

de classe C!, e pelo Teorema Fundamental do Célculo

Ly () = [l @)]- (4.2)

Sendo « regular no intervalo I, a fungao L, sera de classe C*>

Sejam t1,ty € I, com t; < ty, o comprimento de arco da curva a de t; a ty é o

namero

Lfalin) = La(tz) = La(t) = [l (©)]]

1

A definicdo 4.1 ndo depende da escolha de t, € I. De fato, seja to € I teremos que

La(®) = Latt) = [ 0@l = [ '@l d = [ o'}l de.

Desse modo, a fungdo comprimento de arco de a estd bem determinada, a menos de uma

constante. Logo podemos definir

Definicao 4.3. Dizemos que uma curva o : I — R? estd parametrizada pelo comprimento

de arco, se o parametro t é, a menos de uma constante, igual a L,(t), isto é

Decorrente disso, podemos entao enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 4.3. Uma curva o : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco,
se e somente se
'@ =1,tel

Demonstragio. Se tivermos ||o/(t)|| = 1 para todo t € I, entao

L) = [Nl dg = [ dg=1-16

e assim, « estd parametrizada pelo comprimento de arco. De outro modo temos que sendo

« parametrizada pelo comprimento de arco, temos que

L,(t)=t+C,
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e por 4.2 obtemos
Lo(t) =1 =l (t)]].

]

Pode-se notar que sendo I = [a, b], o comprimento de « existe e serd obtido por
L(a) = Lo(b) — La(a)

Exemplo 4.6. Seja a(t) = (e tcost,e tsent) uma aplicacio o : R — R?, sua fungdio

comprimento de arco, tomando to = 0, serd
t
1o/ ()]| = V2e~ <= La(t) = \/5/ e~€dE = v2(1 — ).
0
Note que para valores grandes de t o comprimento se aproximard de

lim Lo(t) = lim v/2 (1 — 1) =2

t—+o00 t—+o00 et

Através do teorema a seguir, mostraremos que toda curva regular pode ser repara-

metrizada pelo comprimento de arco.

Teorema 4.1. Toda curva reqular o : I — R? pode ser reparametrizada pelo comprimento
de arco. De forma mais precisa, fizado ty € I, existe uma bijecio h : J — I de classe
C*® definida em um intervalo J sobre I, com 0 € J e h(0) = ty, de modo que a curva
B:J — R% dada por 5(s) = (ao h)(s), satisfaz ||5'(s)|| = 1.

Demonstragio. Seja a curva regular o : I — R?, por 4.2 temos
Lo (t) = ||/ ()] > 0,

logo L, é estritamente crescente, e portanto injetiva com inversa diferenciavel. Como L,, é
continua, vamos tomar um intervalo J = L,([), obtendo assim uma inversa diferencidvel
de L, dada por h : J — I. Pela definigdo 4.1 L,(ty) = 0 € L,(I) = J, e portanto
h(0) = to. Vamos agora verificar que a curva 3 : J — R? dada por (s) = (a0 h)(s) estd

parametrizada pelo comprimento de arco. Derivando 5 obtemos
B'(s) = la(h(s))] = o/ (h(s))l(s). (4.3)

Mas sabemos que h(s) = L', logo
B 1 B 1
Li(h(s))  lle/(h(s))II"

e portanto, utilizando 4.4, a norma de 3 obtida em 4.3 sera

18" ()] = [l (h(s))R' ()] = [l (R(s)I [P ()] = 1

H(s)
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Exemplo 4.7. Consideremos a aplica¢io « : [0,27] — R? cujo trago é o circulo de centro
na origem e raio R, ou seja ot) = (Rcost, Rsent). Temos que a fung¢do comprimento de

arco de o serd

t
/()| = R = La(t) = R/ dv = Rt.
0

Tomando sua inversa L' = h : [0,27rR] — [0,27] dada por t = h(s) = %, e obtendo
B = (aoh):|0,2rR] — R? temos

S

B(s) = (aoh)(s) = (Rcos;,Rsen R) .

B € uma reparametrizacao de o pelo comprimento de arco.

4.3 Campo de vetores ao longo de curvas

De maneira intuitiva, podemos imaginar que campos de vetores ao longo de uma
curva seriam vetores cujas origens pertencem ao trago da curva. Sendo portanto um campo
X de vetores ao longo de uma curva parametrizada diferencidvel o : I — R?, com ¢t € I, a
origem de cada vetor serd «(t). Assim, um campo de vetores é uma aplicagdo que associa
cada t € I a um vetor X (¢) com origem em «(t). Veja a representacao da aplicagio X na
figura 43.

Figura 43 — Campo de vetores X (t) ao longo de a(t).

X(t) a(t)

Fonte — O autor, 2019.

E assim, para determinar o vetor X (¢), basta conhecer sua extremidade final, uma

vez que, a extremidade inicial é o ponto «(t). Logo, definimos

Definicao 4.4. Um campo de vetores de classe C" ao longo de o é uma aplicacio X : I —
R? de classe C". Geometricamente, o campo de vetores X é dado, em cada ponto o(t),

pelo vetor de extremidades a(t) e X (t).

Agora, considerando uma curva parametrizada diferenciavel e regular dada por
a(t) = (z(t),y(t)), temos que T' dado por T'(t) = &/(t) = (2'(t),y'(t)) é um campo de classe

C* e sera chamado campo tangente ao longo de . E note que quando « estd parametrizada
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pelo comprimento de arco, 7' serd um campo unitario, pois ||T(s)|| = |[/(s)|| = 1. E
definindo o campo N dado por N(s) = (—¢/(s),z'(s)) ao longo de «, também de classe

C®, observe que para todo s € I vamos ter

(T(s), N(s)) = —2'(s)y/(s) + ¢/ ()a(5) = 0.

Ou seja, N é perpendicular a T, e portanto serd chamado campo normal. Novamente, caso

a esteja parametrizada pelo comprimento de arco, N sera um campo unitario.

Precisamos realizar algumas defini¢oes relacionadas aos campos de vetores, desse
modo, sejam os campos X e Y ambos de classe C", ao longo de a e f : I — R uma funcao
de classe C". Os campos X +Y e fX dados por

(X+Y)(t)=X@)+Y(t) e (FX)E)=f(HX({),

sao de classe C" ao longo de a. Seja X () um campo de classe C", r > 0, dado por
X(t) = (X1(t), X(t)), definimos sua derivada por

XI(t) = (X1(t), X5(1)),

em que X’ é um campo de classe C"~! ao longo de a(t). Desse modo, podemos obter as

relagoes
(X+Y)=X"+Y", (fX) =X+ fX e (X, V) =(X"Y)+ (X, Y.
Assim, podemos enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 4.4. Se || X|| € constante, entao X'(t) é perpendicular a X (t) para todo t € I,
ou seja

(X, X") =0. (4.5)

E também, se X e Y sao perpendiculares, entao
(X',Y) = —(X,Y"). (4.6)
Demonstragio. Se || X|| é constante, entdao (X, X) também é. Sendo C' € R temos

(X,X)=C = (X, X) = 0= (X', X) + (X, X") =0
— 2(X", X) =0= (X', X) =0,

o que prova 4.5. Agora, sabendo que X e Y sdo perpendiculares teremos
(X, VY=0=(X,V)=0= (X)) +(X,)Y)=0= (X"Y) = —(X,Y),

provando 4.6. O]
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4.3.1 Férmulas de Frenet e curvatura

Nesta secao, trataremos de um conceito que é um dos pilares da geometria diferencial,
que ¢ o de curvatura, nos sendo de grande valia a no¢ao de campos de vetores vistos
anteriormente. De modo intuitivo, a curvatura de uma curva diferencidvel num ponto é a
medida da variagao da direcao da reta tangente numa vizinhanca desse ponto, de modo
que, quanto maior for essa variagdo, maior serd o valor absoluto da curvatura. Veja esse

fato na figura 44.

Figura 44 — Variagao do angulo, com 6y > 6.

0, L—

Fonte — O autor, 2019.

De modo a tornar essa ideia mais precisa, vamos considerar inicialmente, curvas
regulares o : I — R? parametrizadas pelo comprimento de arco. Assim, sabemos que
a/(s) # 0 e como vimos anteriormente o campo T' de vetores tangentes e unitarios ao longo

de o em «(s) é dado por

Sendo a(s) = (z(s),y(s)), entdo T'(s) = (2/(s),y'(s)). Agora, definimos um campo N de
vetores ao longo de «, de modo que para s € I, {T, N} seja uma base positiva de R? ou

seja, exista uma rotacao que leva e; = (1,0) em T e e5 = (0,1) em N. Portanto

sendo N um campo normal e unitario ao longo de « e de classe C*>. Tal aplicacao que a
cada s relaciona N(s) é chamada campo normal a curva «, ou seja, para cada s € I, N(s)

serd o vetor normal a @ em «(s). E portanto, definimos.

Definicao 4.5. Seja a aplicagio o : I — R? parametrizada pelo comprimento de arco. O

referencial {T(s), N(s)} é chamado referencial de Frenet' da curva c.

1 O matemaético e astronomo francés Jean Frédéric Frenet (1816-1900) descobriu em seus estudos,

independentemente de seu compatriota Joseph Alfred Serret, as hoje chamadas férmulas de Frenet-
Serret das curvas planas e espaciais. Essas formulas de grande uso em geometria diferencial foram
apresentadas em sua tese de doutorado em Toulouse (1847), de acordo com Frensel e Delgado (2017)
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7

Note que como T'(s) = o/(s), entdo ||T(s)|| = 1. Pela proposigao 4.4, T'(s) é
perpendicular a T'(s). Como {T'(s), N(s)} gera o R?, para cada s € I temos que T"(s) ¢
paralelo a N(s). Logo existe uma func¢ao k : I — R que a cada s € I associa a curvatura

k(s) de a no ponto a(s), de modo que
T'(s) = k(s)N(s), sel. (4.7)

Definicao 4.6. A funcao k, definida pela equacgdo 4.7, ¢ chamada curvatura de o em
sel.

Notemos que a fungao k(s), entdao serd dada por
k(s) = (T'(s), N(s)) ou usando 4.6, k(s) = —(N'(s),T(s)). (4.8)

Note que k serda uma funcio de classe C* quando a aplicagdo a também for. Como

T(s) = d/(s) e a(s) estd parametrizada pelo comprimento de arco, entao
T () = [’ (s)]] = 1.
Desse modo, ||[N(s)|| =1, e assim por 4.7 temos
T ()| = [E(s)HIN (s)]] <= [IT"(s)I] = |k(s)l.

E portanto, a funcao curvatura é uma medida da variacao da direcao de T, ou seja, mede
a variacao da diregao da reta tangente a curva o em a(s). Logo, podemos falar que a
curvatura mede o quanto uma curva deixa de ser uma reta, o que vamos ver na proposi¢ao

seguinte.

Proposicao 4.5. A curvatura de uma curva reqular o € identicamente zero, se e somente

se o traco de v estd contido em uma reta.

Demonstragio. Sendo k(s) = 0, temos que ||T"(s)|| = |k(s)| = 0, e como T esta definida
em uma intervalo I, conclui-se que T'(s) é um vetor constante. Seja Vj tal vetor, podemos

entao escrever o como
) = a(so +/ £)d¢ = a(sg) + Vo(s — sp).

E assim, o trago de « esté contido em uma reta que passa por «a(sg) e é paralela ao vetor
Vb. Reciprocamente, como o traco de a esta contido em uma reta e « estd parametrizada

pelo comprimento de arco temos
a(s) = P+ sVo = ||/ (s)| = [IVal| = 1,

e portanto T'(s) = Vj que implica T"(s) = (0,0). E por fim k(s) = 0. O
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Analisando agora a variacdo do campo N, como ||N(s)|| = 1 temos que N'(s) é

perpendicular a N(s), e portanto, paralelo a T'(s). Da equagao 4.7 obtemos que
" =—k(s)y'(s) e vy =k(s)r(s). (4.9)
Assim, substituindo 4.9 em N'(s) vamos ter

N'(s) = (=y"(s),2"(s)) = (—k(s)a'(s), —k(s)y'(s)) = —k(s)T(s). (4.10)
Tomando 4.7 e 4.10, temos que os campos T e N satisfazem o sistema

T'(s) = k(s)N(s)

(4.11)
N'(s) = —k(s)T(s)

cujas equagoes sao denominadas equacoes de Frenet da curva a. Vamos agora, definir a
curvatura de uma curva regular, nao necessariamente parametrizada pelo comprimento de
arco. Como vimos no teorema 4.1, toda curva regular admite uma reparametrizacao pelo

comprimento de arco, com base neste fato apresentamos a seguinte definicao.

Definicao 4.7. Seja a aplicagio o : I — R? uma curva parametrizada diferencidvel e
reqular, e seja 3 : J — R? uma reparametrizacio de o pelo comprimento de arco. Definimos
a curvatura de o em t € I pela curvatura de B no ponto s € J que corresponde ao ponto
tel.

De modo mais preciso, podemos demonstrar a proposi¢cao a seguir.

Proposigao 4.6. Seja a : I — R? uma curva regqular, definida por a(t) = (x(t),y(t)).
Entao a curvatura de o em t € I € dada pela expressao
/ t " t _ " t / t
oy FO0) — )
V(@ (0)? + (v (1))

Demonstracdo. Seja 3 : J — R? uma reparametrizacao positiva de a pelo comprimento de

arco, entao escrevendo 3(s(t)) = a(t) = (z(t), y(t)) e utilizando a regra da cadeia obtemos

B e (4.12)

 ds
(@(0), (1)) = a"(1) = T2 (1) + L), (4.13)

Da equagao 4.12, e sabendo que s'(¢) > 0 temos

@Il = H

: . dp

Logo, ainda em 4.12, isolando o= T'(s(t)) teremos
s

By ) 1 i
TOW) = 360 = [om = Tearrear” 0@ 61
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2 ar
Agora, na equagao 5.9 isolando df (s(t)) = g —(s(t)) obtemos
s

dT dp? 1 p g
T = S (6(0) = s )~ 10 .
1 " Z o '
Pela definicao de campo normal e utilizando 4.14 vamos ter
1
N(s(t)) = (=4 (), ' (1)). (4.16)
V@ ()2 + (v (1)?
E por fim, substituindo 4.15 e 4.16 em
k(s(0) = G 0. N s(0) ),
e considerando o fato de T" e N serem ortogonais, chegamos ao resultado desejado. O

Exemplo 4.8. Agora, seja a aplicacio reqular o : R — R? a espiral logaritmica dada por

a(t) = (e' cost, e sent). De modo a utilizar a proposi¢io 4.6, encontremos suas derivadas.

o/ (t) = (e’ cost — e'sent, e’ sent + e’ cost), e portanto

a’(t) = (e'cost — e'sent — e'sent — e’ cost, e’ sent + e’ cost + e cost — e’ sent)

= (—2e'sent, 2¢’ cost).

Logo, a curvatura de o serd

(e’ cost — e'sent)(2e! cost) — (—2e' sent)(e' sent + e’ cost)
3
(\/ 2€2t)
_ 2e* cos®t + 2e* sen’t 1

2\/5631: - \/Qet'

E assim, para valores de t tendendo para o infinito negativo e positivo temos, respectiva-

k(1) =

mente
tLuLnOOk( ) = Jim —= \/_e = 400, e também
tL1+mook(t) tlgrnoo \/_et =0

Veja a espiral logaritmica na figura 45.
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Figura 45 — Espiral logaritmica «(t) = (e’ cost, e’ sen't).

ovi

0.5 1 a(t)

{ 0.5 1

-0.5

Fonte — O autor, 2019.

Corolario 4.1. No caso em que « estiver parametrizada pelo comprimento de arco, ou

seja, a: J — R? dada por a(s) = (z(s),y(s)), como ||a/(s)|| = 1, sua curvatura é

Podemos definir também o angulo que o vetor tangente a curva faz com o eixo OX.
Assim, seja a aplicacao « : [a,b] — R? uma curva regular dada por a(t) = (z(t),y(t)).
Definimos 0 < 6(t) < 27 como sendo o angulo que o vetor tangente & o em t faz com o

eixo OX, conforme figura 46.
Figura 46 — Representacao de 0(t).
Aoy

y'(t)

Desse modo, cos(0(t)) = esen(d(t)) = T @l portanto nos intervalos em
«
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que z'(t) # 0 teremos

/
0(t) = arctan i (t),
' (t)
e quando z'(t) = 0, podemos considerar
/
t
0(t) = arctan m/( )
y'(t)

0(t) estd bem definida localmente (isto é, estda bem definida em um pequeno intervalo
em torno de cada t) como uma fungao diferencidvel. Assim, derivando 0(¢) obtemos um

resultado muito importante enunciado na proposi¢ao a seguir.

Proposigao 4.7. Seja « : [a,b] — R? uma curva de classe C?, parametrizada pelo
comprimento de arco dada por a(s) = (x(s),y(s)). E seja 0(s) o angulo que o vetor o/(s)

faz com o eizo OX. Entao

onde k € a funcao curvatura da curva o.

/

(
2'(s)

Demonstra¢io. Suponhamos que 0(s) = arctan

L . ,
, isto é, em intervalos em que 2’(s) # 0.

Derivando 6(s) encontramos

g # (s (5) = 2 (5)y'(5)
[+ ((5)/7(5)) (v(s))?
L @EP ) - 6)ys)
7))+ ()2 ()
Y

Agora, utilizando a proposicao 4.6 e o fato de a estar parametrizada pelo comprimento de

arco, obtemos

]

Exemplo 4.9. Seja « : [0,27R] — R? o circulo parametrizado pelo comprimento de arco,
com centro em Py € R? e raio R > 0, dado por a(s) = Py + R (cos %, sen ;) Utilizando
a equacao 4.8, temos que

1 s 1 s

()= RS sens Teos—) = (—sen > cos >
T(s)-a(s)-R( RSGDR,RCOSR> ( sen —, Cos &

N(s) = (—y/'(s),2'(s)) = (— cos %, —sen ;) .

) , € pontanto
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E por fim, sua curvatura serd

k(s) = (T'(s),N(s)) = <]1% (— COS%, — sen ;) : (— COS%, —sen ;>> = ]1%

Como era de se esperar a curvatura ao longo de o € constante.

Doutro modo, considerando

y(s) = arctan 7008(8/}%)
2'(s) —sen(s/R)’

f(s) = arctan com s € (0,7R).

Logo, utilizando a proposicao 4.7 obtemos

0'(s) = <— sen ;) (—;sen ;) — <—;cos ;) <cos ;) = ; = k(s).

A proposicao 4.7 sugere a definigdo de uma funcao global diferencidvel 6 : [0,1] — R
dada por

0(s) = /08 k(s)ds. (4.17)
y'(s)
z'(s)

constantes, com a fungao local 6 definida previamente. De modo intuitivo, 6(s) mede a

/
Como 0 =k =2y — 2"y = (arctan > , esta funcao global coincide, a menos de

rotacao total do vetor tangente, isto é, o dngulo total descrito pelo ponto T'(s) da indicatriz
tangente, a medida que percorremos a curva « de 0 a s. Nos casos que « é fechada, este

angulo é um multiplo inteiro R, de 27; ou seja,
!
/ k(s)ds = 8(1) — 6(0) = 27 R (4.18)
0

O ntmero inteiro R, é chamado indice de rotacao da curva «. E ainda, quando
uma curva fechada é simples, temos um importante resultado denotado por teorema do

indice de rotacao.

Teorema 4.2. O indice de rotagio de uma curva simples fechada é £1, onde o sinal

depende da orientacao da curva.

Ocultaremos a demonstragao deste teorema por conter assuntos que estao fora do

escopo deste trabalho. A mesma pode ser consultada em Carmo (2014, p. 476 e 477).

4.4 Teorema fundamental das curvas planas

Na secao anterior ressaltamos a importancia da curvatura nos estudos de geometria
diferencial. De fato, veremos através do teorema a seguir que, de certo modo, a funcao

curvatura determina a curva.
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Teorema 4.3. Seja k : I — R wma funcao de classe C*°. Entao, dados so € I, P =
(P, Py) e R? e Vy = (V1,Va) € R?, com ||Vo]| = 1, emiste uma dnica curva parametrizada
pelo comprimento de arco o : I — R?, tal que a curvatura em cada ponto af(s) é dada por

k(s), a(sg) = P e d/(sg) = Vb.

Demonstragio. Vamos supor que «, definida por a(s) = (z(s), y(s)) seja parametrizada
pelo comprimento de arco e que k(s) seja sua curvatura. Das equagées de Frenet presentes

no sistema 4.11, podemos retirar que as fungoes = e y satisfazem

2"(s) = —k(s)y'(s),
y"(s) = k(s)a'(s),

que possuem as condigoes iniciais x(sg) = Py, y(so) = P, 2/(s0) = V1 e ¥/ (s0) = V2. No

(4.19)

caso de curvas no plano, a solucao para este sistema pode ser obtida de maneira explicita
por integracao simples, mostrando além disso de um modo mais simples que esta solucao
é parametrizada por comprimento de arco. De fato, utilizando a proposi¢ao 4.7 temos
Vi = /(s0) = cos (B(s0)), Va=y/(s0) = sen (8(s0)) e 6(s) — 0(s0) = | K(€)de.
50
Portanto, o sistema 4.19 possui uma integral primeira, dada por

7'(s) = cos (/Sk(f)d§+a>,

S0

y'(s) = sen (/8: k(€) de + a> 7 (4.20)

em que a é determinado pelas igualdades cosa = V; e sena = V;. Realizando a integral

das equagoes do sistema obtido acima, teremos

2(s) :P1+/S:cos (/%(g)dgm) dr,

50

y(s) = Py +/ sen (/ k(&) dé + a) dr.
S0 S0
Nota-se que a curva dada z(s) e y(s) obtidas no sistema acima, ou seja a(s) = (z(s), y(s)),
satisfaz as condig¢oes do teorema.

Precisamos agora, provar que tal curva ¢ tnica. Para isso, vamos supor que existam
duas curvas, dadas por a(s) = (z(s),y(s)) e B(s) = (u(s),v(s)) nas condi¢des do teorema.
Utilizando as equagoes de Frenet nas curvas a e 3, temos que as fungoes f(s) = a'(s) —u/(s)

e g(s) =y'(s) — v/(s) satisfazem o sistema

f'(s) = —k(s)g(s),
g'(s) = k(s)f(s).

De onde podemos obter que

S Y (5) = FO)F(9) + 9(9)g'(5) =0,
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e portanto (f? + ¢g?) é uma funcgao constante. E sendo nula em s = sg, incorre que

(f*+¢*) =0, e assim f(s) = g(s) = 0. E portanto, obtemos que
o(s)=p0'(s), Vsel.

E por fim, usando o fato de que a(sg) = S(so) = Py, concluimos que a(s) = f(s). O

Tal resultado revela que a curvatura determina uma curva, a menos de sua posi¢ao

no plano. Assim, podemos enunciar o corolario a seguir.

Corolario 4.2. Duas curvas o, 3 : I — R? parametrizadas pelo comprimento de arco com
a mesma fungao de curvatura k : I — R sao congruentes, isto é, existem uma rotacao

A :R? = R? e uma translacao por um vetor b € R?, tal que, para todo s € I,
B(s) = (Ao a)(s) +b.

Demonstragio. Fixemos sg € I. Seja A : R? — R? a rotagao que leva o/(sg) em 3'(sg), e
também tomemos b = ((sg) — a(sp). Logo, temos que a curva y(s) = (Ao «a)(s) + b, é tal
que ¥(so) = B(s0), ¥ (s0) = B'(s0) e a curvatura em cada ponto y(s) é k(s). Pelo Teorema

Fundamental das Curvas Planas, obtemos que y(s) = 5(s).

]

4.5 Curvas convexas

Nesta secao, estudaremos algumas propriedades geométricas das curvas regulares
cuja a curvatura nao troca de sinal, de acordo com Alencar e Santos (2002). Inicialmente,

introduziremos o conceito de curva localmente convexa.

Definicao 4.8. Dizemos que uma curva o : I — R? € conveza em ty € I, se existe § > 0,
tal que o((to — 0,to + 0)) esteja inteiramente contido num dos semi-planos determinados
pela reta tangente a o em ty. A curva o € dita estritamente convexa em ty, se o € convera
em ty e existe & > 0, tal que a(ty) € o unico ponto de a((to—0,to+0)) sobre a reta tangente

de o em tg.

A definicao de curva convexa em ty é equivalente a dizer que, para todo t €
(to — d,to + 6) a fungao dada por

huo (1) = (a(t) = alto), N(to)), (4.21)

nao muda de sinal, onde N é o campo normal de «. Utilizando essa func¢ao, podemos

provar a seguinte proposicao.

Proposicao 4.8. Seja o : I — R? uma curva reqular e de classe C?. Se a curvatura de o

em ty € I € nao nula, entdo o € estritamente convexa em tg.
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Demonstragao. Supondo k(ty) > 0. Precisamos provar que existe § > 0, tal que em
(to — 0,tp + &) a funcao hy, seja ndo-negativa e h(t) = 0, se e somente se t = ty. Sem perda
de generalidade, podemos supor que a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Com isso,

hy, (to) = (&'(to), N(to)) =0 e hy (to) = k(to) > 0.

A partir desses resultados temos que ¢y é um ponto de minimo estrito local de hy,. Como
hy, (o) = 0, existe § > 0, tal que hy,(t) > 0, para todo 0 < [t — | < 6. O que conclui a

prova no caso k(tp) > 0. De modo andlogo prova-se o caso em que k() < 0.

]

A proposicao a seguir nos possibilita considerar o caso em que a curvatura se anula,

mas nao muda de sinal.

Proposicao 4.9. Seja o : I — R? uma curva reqular com curvatura k. Suponha que existe
d >0, tal que, para todo t € (tg — d,to+6) C I, k(t) > 0. Entdo a é convexa em ty. Além
disso, o trago de &|,—s,+5) estd contido no semiplano determinado pela reta tangente a

curva « em ty para o qual aponta o vetor N(ty).

Demonstragio. Vamos escolher um sistema de coordenadas de R* de modo que «a(ty) =
(0,0), T(ty) = (1,0) e N(to) = (0,1). Suponhamos, sem perda de generalidade, que «
esteja parametrizada pelo comprimento de arco e, no sistema de coordenadas acima, seja

dada por

A prova reduz-se, nesse caso,a mostrar que existe d; > 0, tal que y(¢) > 0, para todo

t € (to — 01,to + 01). Utilizando a relagao 4.17, considere a funcao 6, definida por

o) = [ k(o) de.

to

Pelas equagoes vistas em 4.20 temos
(2'(8),4/(£)) = /() = (cos B(t), sen 6(t)).
Como k(tg) >0, t € (tg — d,to + 0), existe 0 < d; < 4, tal que

y'(t) =sena(t) >0, sety<t<ty+ 0,

y'(t) =sena(t) <0, sety—d <t <t

Assim, a funcdo y é nao-crescente no intervalo [ty — d1,to] e ndo-decrescente no intervalo

[to, to + 01]. Como y(ty) = 0, conclui-se que y(t) > 0, para todo t € [tg — 1, to + 01].
]
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Com a compreensao de convexidade de curvas nas vizinhancas de determinado

ponto, podemos expandir esse assunto e definir curvas convexas em intervalos maiores.

Definigao 4.9. Uma curva reqular « : [a,b] — R? é conveza, se, para cada ty € [a,b),
o traco de « estd inteiramente contido em um dos semiplanos determinados pela reta

tangente a a em tg.

Mais precisamente, ser convexa significa que, para todo ¢ € [a, b], a fungao definida

previamente, dada por
hiy (1) = (u(t) — alto), N (b)),

nao muda de sinal em [a, b]. Em particular, o é convexa em todo ¢ € [a, b]. E ainda, « é dita
estritamente convexa em t, se seu trago, exceto pelo ponto «(ty), estd inteiramente contido
no semiplano aberto determinado pela reta tangente a curva a em «(ty). Consequéncia
desta propriedade é que a fungao hy,, definida acima, somente se anula em ¢ = t;. Veja

nas figuras 47a e 47b exemplos de curvas convexas e nao convexas, respectivamente.

Figura 47 — Representacao das curvas fechadas e simples.

(a) Curva convexa. (b) Curva néo convexa.

Fonte — O autor, 2019.

Com esses resultados, podemos perceber que a no¢ao de convexidade de uma curva
estd fortemente ligada com a sua curvatura. De fato, quando uma curva é fechada e simples

temos o seguinte teorema.

Teorema 4.4. Uma curva regular, fechada e simples o : [a,b] — R? é convera, se e

somente se sua curvatura nao muda de sinal.

Ocultaremos a demonstracao deste teorema por dispor de assuntos que estao fora
do escopo deste trabalho. A mesma pode ser consultada nos estudos de Alencar e Santos
(2002, p. 178-180).
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5 ANALISE DOS RASTROS DAS RODAS DE UMA BICICLETA

Neste capitulo, vamos introduzir um dos principais pontos de estudo deste trabalho,
que serd uma analise dos rastros das rodas de uma bicicleta. Ou seja, imagine que numa
ciclovia, em certo momento, uma bicicleta passe por uma poga d’agua. Ap0s isso, espera-se
que ela passe a deixar os rastros de suas rodas no asfalto. Nosso objetivo serd estudar as
relacoes entre esse par de curvas, quando o rastro traseiro é predeterminado!, tendo como
principais inspiragoes os escritos de Tabachnikov (2006) e Konhauser, Velleman e Wagon
(1996).

5.1 Para onde foi a bicicleta?

Em uma das aventuras de Sherlock Holmes, chamada “A Escola do Priorado”, a
chave para desvendar o mistério consistia em descobrir para qual lado foi uma bicicleta.
Como podemos ver no texto a seguir.

“.. Este rastro, como vocé percebe, foi feito por um ciclista que vinha da diregéo
da escola.”

“Ou ia em direcao a ela?”

“Nao, nao, meu caro Watson. A impressao mais profundamente enterrada é,
obviamente, a roda traseira, sobre a qual o peso repousa. Vocé pode perceber
varios lugares onde ela passou sobre a marca mais rasa da roda da frente e a
obliterou. Ela estava indubitavelmente afastando-se da escola. Pode estar ou
nao relacionada a nossa investigagdo, mas vamos segui-la de tras para diante
antes de fazer qualquer avango.” (DOYLE; KLINGER, 2011, p. 200)

Figura 48 — Imagem do livro: A volta de Sherlock Holmes.

Fonte — Doyle e Klinger, 2011.

1O problema inverso é um pouco mais complexo, que através de uma forma paramétrica da trajetéria

do pneu dianteiro, as equagoes diferenciais para a trajetéria do pneu traseiro sdo um par de equagdes
diferenciais nao lineares acopladas. Essas equagdes para o percurso do pneu traseiro sdo um exemplo
simples das equagoes vetoriais de Riccati. Isso pode ser visto em Dunbar, Bosman e Nooij (2001).
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Notoriamente, o famoso detetive estava correto em suas conclusoes, pois de fato
uma bicicleta passando por um caminho macio, por exemplo, uma estrada com lama ou
neve, o que podemos esperar é que a roda que sustenta maior peso deixe um rastro mais
profundo, além disso, pela estrutura da bicicleta a tinica possibilidade é que o rastro da
roda traseira cruze o da dianteira. Entretanto, esses elementos nao sao suficientes para
que fosse determinada a dire¢do que a bicicleta seguia. O que poderia ter sido contornado
caso os conhecimentos em matemadtica de Sherlock (ou Arthur Conan Doyle) tivesse sido
maior, de modo a determinar com precisdo nao apenas a direcao do ciclista, mas também

dimensoes da bicicleta, o que veremos a seguir.

Veja na figura 49, a representacao do par de curvas referente aos rastros das rodas
de uma bicicleta, que segue da esquerda para a direita, sendo A e B os pontos onde as
rodas traseira e dianteira tocam o solo, respectivamente. Assim, o rastro verde corresponde

ao da roda traseira e o marrom ao da roda dianteira.

Figura 49 — Par de curvas determinadas pelas rodas da bicicleta.

Fonte — O autor, 2019.

Na figura 50 veja esses elementos geométricos numa bicicleta real. Note que a
medida ¢ é exatamente a distancia entre os pontos de contato A e B das rodas traseira e

dianteira com o solo, respectivamente.

Figura 50 — Deslocamento da bicicleta.

!

Fonte — Timothy E. Goldberg, 2010. (Modificada)
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Uma analise inicial que podemos fazer através das figuras 49 e 50 é que o segmento
de extremidades A e B de medida ¢ é sempre tangente a curva formada pela roda traseira,
pois na estrutura de uma bicicleta a roda traseira é fixada ao seu quadro, ou seja, ao
segmento de medida ¢. Assim, a partir de um ponto do rastro da roda traseira tracando-se
um segmento tangente e de medida ¢, este sempre intersectard a curva descrita pela roda
dianteira. Perceba que com essas observacoes, na maioria dos casos, podemos determinar
perfeitamente a dire¢ao que percorre uma bicicleta através de seus rastros, e até mesmo, a

distancia entre os pontos que as rodas tocam o solo (ou tamanho de seu quadro).

Por exemplo, tomemos dois rastros deixados por uma bicicleta. Vamos supor que
um dos rastros é o traseiro, e entdo tracar algumas tangentes a essa curva. Numa primeira
analise, suponhamos que o rastro marrom seja o da roda traseira, conforme figura 51.
Nota-se na figura que os segmentos obtidos (azuis), entre os pontos de tangéncia das retas
com o suposto rastro traseiro (marrom) e os pontos de intersegoes dessas retas com o
rastro dianteiro, ndo possuem mesma medida em nenhum dos sentidos do par de curvas, e
portanto, tal curva selecionada nao pode ser o rastro da roda traseira. Além disso temos

uma reta tangente que nem toca o outro rastro.

Figura 51 — Supondo o rastro marrom como o da roda traseira.

Fonte — O autor, 2019.

Agora, de modo andlogo vamos tracar tangentes ao rastro verde, conforme figura
52. Podemos concluir que o sentido da trajetéria da bicicleta foi da direita para a esquerda,
pois foi a diregdo que conseguimos obter segmentos de tamanhos iguais (azuis) dados por:
AA, BB, CC e DD, que por sua vez ¢ a distdncia entre as rodas da bicicleta. E possivel
perceber também, através dos rastros, que a roda dianteira é a que marca a direcao para
onde vai a bicicleta, e a roda traseira apenas a segue. Outro fato é, que se cruzarmos
o plano que define cada roda com o solo, obtemos uma linha para cada uma das rodas
em cada momento e cada uma dessas linhas tem que ser tangente a curva que define o

caminho da respectiva roda.
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Figura 52 — Supondo o rastro verde como o da roda traseira.

Fonte — O autor, 2019.

5.1.1 Alguns rastros para a roda dianteira obtidos com software GeoGebra

Como falamos no inicio, nosso objetivo neste trabalho sera estudar a relagao entre o
par de curvas determinadas pelas rodas da bicicleta, quando o rastro traseiro é previamente
definido, ou seja, verificar qual sera o rastro dianteiro quando for¢camos a roda traseira a
seguir um caminho escolhido. Neste momento, iremos analisar alguns exemplos construidos
no GeoGebra, em que faremos a roda traseira se movimentar por curvas ja estudadas em

capitulos anteriores.

Assim, denotemos a curva determinada pela roda traseira por v, da roda dianteira
por I e a distancia entre as rodas por £. Sendo v : R — R? uma curva regular, vamos analisar
o comportamento do rastro dianteiro para alguns valores de ¢. Para isso, realizaremos a
construgao da bicicleta no GeoGebra conforme figura 49, em que ~y() serd o ponto sobre
o rastro da roda traseira e I'(f) serd o ponto sobre o rastro da roda dianteira para cada
teR.

Obviamente como ainda nao fizemos um estudo formal desse par de curvas no
plano, habilitaremos o rastro do ponto I'(t) no GeoGebra?, de modo a visualizar a curva
descrita. Inicialmente, vamos tomar a curva 7 : R — R? dada por v(t) = (¢,1?), ou seja,
uma parabola. Note que o rastro dianteiro sera descrito a medida que a curva « é descrita.
Assim, a bicicleta se deslocara no sentido positivo do pardmetro ¢, o que nos fornecera os

graficos das figuras 53a e 53b.

2 O procedimento para essa construcdo consta no apéndice D.
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Figura 53 — Rastros dianteiros quando a roda traseira percorre a parabola.

(a) y(t) = (t,t%) e L = 2. (b) v(t) = (t,8*) e £ = 3.
oy ovk T()
['(t)
, V4
v(t) v(t) /
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Fonte — O autor, 2019.

Observe que fazendo uma reparametrizagao pela fungao decrescente h(t) = —t,
teremos J(—t) = (—t, (—t)?). Nesse caso, a pardbola serd descrita no sentido contrario ao
ja visto acima. Fazendo novamente a construcao da bicicleta no GeoGebra e habilitando
o rastro do ponto I'(t), obtemos os graficos das figuras 54a e 54b. Veja que os rastros
dianteiros obtidos possuem o mesmo formato, sendo apenas espelhados. Isso ocorre pois a
parabola é uma figura com eixo de simetria. Logo, quando v nao for uma curva com eixo

de simetria, teremos de fato dois rastros dianteiros distintos.

Figura 54 — Rastros dianteiros quando a roda traseira percorre a parabola.

(a) () = (=t,(=t)*) e L=2. (b) 7(t) = (=t,(=1)*) e £ = 3.
B AOY T(t) AOY
I'(t)
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Fonte — O autor, 2020.

Entretanto, nos casos em que a curva v for regular, vamos tomar apenas a curva
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dianteira descrita & medida que  é descrita no sentido positivo do pardmetro ¢, de modo
a simplificar a abordagem formal que faremos nas préximas se¢oes. Obviamente quando ~
for uma reta, a roda dianteira percorrera sobre a mesma reta. E quando « for um circulo,

a roda dianteira também descrevera um circulo, fato que veremos nos exemplos a seguir.

Exemplo 5.1. Sejay : [0,27] — R? o circulo de raio unitdrio dado por v(t) = (cost,sent).
As figuras 55a e 55b apresentam os rastros I' obtidos para £ =1 e £ = 1,5.

Figura 55 — Rastros dianteiros quando a roda traseira percorre a circunferéncia.

(a) v(t) = (cost,sent) e £ = 1. (b) v(t) = (cost,sent) e £ = 1,5.
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Fonte — O autor, 2019.

|3t — ¢
Exemplo 5.2. Dada a curva y(t) = |t, 1 4), com t € R, obtemos os rastros

dianteiros das figuras 56a e 56b para ¢ =1 e £ =1,5.

Figura 56 — Rastros dianteiros quando (t) = (t, (3t —t3)/ 4).

(a) T'(t) com ¢ = 1. (b) I'(t) com £ =1,5.
ovi ovk
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Fonte — O autor, 2019.
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Exemplo 5.3. A curva v(t) = (t,t* = 3t> + 4t — 1), comt € R, para L = 1,5 e L = 2.5

terd os sequintes rastros dianteiros, conforme figuras 57a e 57b.

Figura 57 — Rastros dianteiros quando (t) = (¢, ¢* — 3t3 + 4t — 1).

(a) T'(t) com £ =1,5. (b) T'(t) com £ = 2,5.
oY k oY A I'(t)
I'(t) /
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Fonte — O autor, 2019.

Exemplo 5.4. Seja o rastro da roda traseira a senoide y(t) = (t,sent), com t € R. Para

(=3 el =25, temos os sequintes rastros I' apresentados nas figuras 58a e 58b.

Figura 58 — Rastros dianteiros quando (t) = (¢, sent).

(a) T'(t) com £ = 3. (b) I'(t) e £ = 5.
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Fonte — O autor, 2019.
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5.2 Matematica do rastro da roda dianteira

Nesta secao, vamos tratar o tema com maior formalidade, conforme os estudos
de Bender (2004). Sejam ~(t) = (x(t),y(t)) e I'(t) = (X(¢),Y(t)) curvas regulares que
representam os rastros das rodas traseira e dianteira, respectivamente. Suponhamos que
o deslocamento da bicicleta seja no sentido positivo do eixo OX, ou seja, X (t) > z(t) e
ainda z'(t) > 0, conforme figura 59. Considerando o coeficiente angular da reta tangente a

curva v no ponto y(t) e o tridngulo retdngulo representado, obtemos as seguintes relagoes.

y'(t) _ Y(t) —y() e (2 — o 2 — ()2
= Y —a © =00 -y + (X0 - at0)

Figura 59 — Obtencao das equagoes do rastro da roda dianteira.

I(¢)
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wA 0X
T T —
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_/

Fonte — O autor, 2019.

Agora, isolando (Y'(t) — y()) na primeira relacao e substituindo esse resultado na

segunda, temos

2 (0)
— (X0 -2l (53 + (X0 - alo)?
= (X(t) — z(t))? ( iigg) + 1)
- (x(0) = oty (OO

Agora, isolando (X (t) — x(t)) na primeira relagdo e realizando as mesmas operagoes

algébricas, temos

s o W)
YH) ~u(h)” =1 <<x'<t>>2 = <y/<t>>2> |
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Observe que nos instantes do pardmetro quando Y (t) > y(t), temos y'(t) > 0. E nos
instantes do pardmetro quando Y (t) < y(¢), temos y/(¢) < 0. E assim, independente da

situagdo, obtém-se o seguinte resultado para Y (¢)

Assim, provamos a seguinte proposicao.

Proposicao 5.1. Sejam a curva reqular v : I — R? o rastro da roda traseira de uma
bicicleta e £ a distancia entre os pontos y(t) e I'(t). Temos que o rastro da roda dianteira
relativo a v e a distancia £, no sentido positivo do parametro t € I serd dado por

(1)

Iy (@l

Observe que no caso em que s for o parametro de comprimento de arco de 7,

L(t)=~(t) +¢

teremos ||7/(s)|| = 1 e portanto o rastro dianteiro serd
L(s) = 7(s) + +'(s)-

5.2.1 Aplicagdo em curvas regulares

Observe que devido ao fato de agora conseguirmos determinar as equacoes paramé-
tricas para o rastro da roda dianteira, nao ha mais a necessidade de habilitar o rastro do
ponto I'(t) no GeoGebra. Passemos a utilizar o resultado da proposi¢ao 5.1 para algumas
curvas regulares vistas na secdo anterior e ao longo deste trabalho. Antes entretanto, é

importante enunciarmos a proposicao a seguir.

Proposicao 5.2. Se v ¢ uma curva reqular de classe C¥ com k > 1, entdo I' serd regular

de classe C*~' para todo ¢ > 0

Demonstracio. Como do teorema 4.1 toda curva regular pode ser reparametrizada pelo
comprimento de arco. Seja s(t) uma reparametrizagao de v pelo comprimento de arco.

Utilizando a proposicao 5.1 I' sera dada por

L(s) = v(s) + £/ (s).

Por definicdo como v é de classe C* entdo I' é de classe C¥~!. Mostraremos que v sendo
regular, entdo I' também serd regular: Queremos mostrar que I"(s) # 0, para todo s.

Suponhamos que para algum sy tem-se I''(sg) = 0. Isto implica que 7'(sg) = —€v"(s0)-
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Porém, como vimos na secao 4.3, sendo ||7/(s)|| = 1, para todo s, entdo 7" e 7' sdo
ortogonais. Dessa forma, concluimos que 7/(sg) = 0, o que é absurdo. Assim, I'(s) # 0,

para todo s.
O
Vamos as aplicagoes.

Exemplo 5.5. Seja v : R — R? a pardbola dada por v(t) = (t,t*). Derivando v e

determinando sua norma temos
Y (t) = (1,2t) = [/ (H)]| = V1 + 4%

Desse modo, a curva I' € dada por

1,2t) 1 ot
T(t) = (¢t +€<’7= t4l—m— t* +———— |, t eR.
t) =5 1+ 4¢2 ( V1 + 482 V14 42

Seu traco pode ser visto nas figuras 53a e 53b da subsegio 5.1.1 para ¢ = 2 e { = 3,

respectivamente.

Exemplo 5.6. Seja v : [0,27] — R? o circulo de raio r e centro na origem, dado por

v(t) = (rcost,rsent). Derivando v e obtendo sua norma

7 (t) = (=rsent,rcost) = ||y (t)|| = \/rz(sen% + cos?t) = r.

Assim, I" € dada por

(—rsent,rcost)

I'(t) = (rcost,rsent) + ¢ = (rcost — fsent,rsent + {cost), t € [0,2m].

r

Observe que a curva I' é um circulo com centro na origem e raio R = /12 + (2. Note

ainda que quando r = 1, temos o rastro dianteiro visto no exemplo 5.1 dado por
['(t) = (cost — €sent,sent + L cost), t € [0, 27].

Exemplo 5.7. Seja a curva regular v : [0,27] — R? a elipse de centro na origem dada

por v(t) = (acost,bsent). Derivando 7 e determinando sua norma temos

v'(t) = (—asent,bcost) = ||7/(t)|| = Va2sen2t + b2 cos? t.

Por fim, a curva I' € dada por

(—asent,bcost)
VaZsen2t + b2 cos? t

asent bcost
= |acost —¢ ,bsent + /¢ , t €10,2m7].
Va?sen2t + b2 cos? t Vazsen?t + b2 cos?t

['(t) = (acost,bsent) + ¢
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Assim, temos os sequintes rastros para a curva dianteira representados na figuras 60a e

60b com seus valores indicados para a, b e L.

Figura 60 — Rastros dianteiros quando v(t) = (a cost, bsent).

(a) T(t) coma=4,b=2,5el=4. (b)T(t) coma=1,b=5e £ =3,5.
ovi ovi
8 1 ]

\ ['(t)

/) ox

5 Y (I S
o Y(t)

Fonte — O autor, 2019.

Exemplo 5.8. Sendo v : (0,7) — R? a curva de Agnesi que vimos na subsegio 2.5.4, de

equacdo y(t) = (2r cotgt,2rsen?t), com r > 0. Sua norma é dada por

19/ (t)|| = V4r2 csct t + 1612 sen? t cos? t.

Figura 61 — Rastros dianteiros quando (t) = (2r cotgt, 2r sen®t).

(a) T(t) comr=1el=2. (b)T(t) comr=1el=4.
ovk oY g
4 4

&Oﬁ

-2 0 2 4

Fonte — O autor, 2019.
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Assim, obtemos a curva I' dada por

(—2rcsc®t,4rsentcost)
VArZcsctt + 16r2sen2 tcos2 t
2rcsc?t drsent cost )

['(t) = (2rcotgt,2rsen®t) + ¢

l ,2rsen’t 4+ /¢
VArZcscA t + 16r2sen? t cos? t VAr2 esct t 4+ 1612 sen2t cos? t

(27“ cotgt —
com , t € (0,m). Nas figuras 61a e 61b apresentamos determinados graificos de T’

Exemplo 5.9. Vamos determinar o rastro dianteiro tomando a curva regular y(t) =

t3
(—3 +t,t2 — 1) , comt € R, vista na secdo 3.2. Determinando a norma do vetor tangente,

temos
V() =1 =1%2t) = ||y (Ol = (2 +1)2 = >+ 1

Assim, a curva I' é

t3 (1 —1¢2,2t) t3
Mt)y= -+t 21|+ 2" =|—= +t+/{
®) <3+’ >+ ?+1 3705

1—¢ 2t

FE assim, obtemos as curvas representadas nas figuras 62a e 62b.
t3
Figura 62 — Rastros dianteiros quando 7(t) = <—3 + 1,12 — 1).

(a) T'(t) com £ = 3. (b) T'(t) com £ = 5.
oYk OYA

Fonte — O autor, 2019.

Exemplo 5.10. Agora, vamos obter o rastro da roda ciianteira sendo v : R — R? q
catendria, vista na se¢io 3.3, dada por v(t) = <t, a cosh >, com a € Ry. Calculando a
a

norma do vetor tangente a v obtemos

7 (t) = (1,Senh 2) = | ) = \/1 + senh” (Z)
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Por fim, I' € dada por

, acosh t + /¢ senh(t/a) , t€R.
\/1 + senh®(t/a) a \/1 + senh®(t/a)

Veja os grificos obtidos com as respectivas variagoes para a e £ nas figuras 63a e 63b.

(t) = <t+€

t
Figura 63 — Rastros dianteiros quando ~(t) = <t, a cosh )

a
(a) T'(t) coma=2,5e{=3. (b) T(t) coma=4el=>5.
r'(1) ovh I'(t)
14
(1)
00X 00X
- : -
2 0 2 4 -2 0 2 4 6
2 2

Fonte — O autor, 2019.

Exemplo 5.11. Agora, vamos considerar o rastro traseiro como a curva cubica de Bézier

vista na segio 2.3. Considere v : [0,1] — R? dada por
Y(t) = (1 —t)*Py + 3t(1 — t)*P, + 3t*(1 — t) Py + t* P,
em que Py, Py, Py e P3 sao pontos de controle. Derivando vy, obtemos
7(t) = =3(1 — t)2Py + 3(3t> — 4t + 1) P, + 3t(2 — 31) P, + 3t*Py

Nesse caso, podemos alterar o caminho da roda traseira através de seus pontos de controle,
que por consequéncia alterard o trajeto da roda dianteira, obtido utilizando v e 7' na
proposicao 5.1. Essa construgdo fica bastante interessante no GeoGebra, que pode ser feita
através dos passos contidos no apéndice D. Mas, de modo a apresentar um exemplo desse
par de curvas neste trabalho, tomemos a curva cubica de Bézier dada pelos pontos de

controle
P(): (6,0),P1 = (0,—5),P2: (5,7), €P3: (0,6)

Substituindo em vy teremos
Y(t) = (6(1 — )3 + 15t3(1 — t), —15¢t(1 — t)? + 213(1 — t) + 6t%)
= (—21# + 33t* — 18t + 6, —30t> + 51> — 15¢).
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E assim ~/'(t) = (—63t* 4 66t — 18, —90t* + 102t — 15), logo

17/ (8)]] = /(—63¢2 + 66t — 18)2 + (—90¢2 + 102t — 15)2.

E portanto, as equagoes paramétricas do rastro da roda dianteira serao

—63t? 4 66t — 18

. /(=632 + 66t — 18)2 + (—90¢2 + 102t — 15)?
(t): —90t2 + 102t — 15

y(t) = —=30t3 + 5112 — 15t + ¢
/(=632 + 66t — 18)2 + (=902 + 102t — 15)2

z(t) = =213 + 331> — 18t + 6 + ¢

com t € [0,1]. Veja nas figuras 64a e 64b, as curvas I' formadas, e também ~ com seus

pontos de controle.

Figura 64 — Rastros dianteiros quando v é a curva cubica de Bézier.

(a) T'(t) com £ = 2. (b) T'(¢) com ¢ = 3,5.
OY‘ OYA
8 4
° PZ
1
I'(t)
4 -
2 -
]_jn O)i

2 0 M 8 2 0

24 2

4 4

] Pl [ Pl

6 6

Fonte — O autor, 2019.

5.2.2 Aplicagdo em curvas nao regulares

No caso das curvas nao regulares, ou seja, que possuem pontos de singularidade,
temos algumas consideragoes a fazer. Em Tabachnikov (2006) podemos ver que nos pontos
de singularidade dados por cuspides, a curvatura de « vai para o infinito e a mesma passa

a ser descrita na dire¢ao oposta, como podemos ver na figura 65.
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Figura 65 — Rastro dianteiro no ponto de cuspide.

Fonte — O autor, 2020.

Assim, sendo 7(p) um ponto de ctispide, devemos construir o rastro dianteiro como
uma curva definida por sentencas. Dessa forma, temos duas possibilidades para os rastros

da roda dianteira, dados por I'y e I'ys como abaixo.

1) (1)
(6) + 02 <t (1) — b b <t
10 =y > b T+ Oy > o

Portanto, veja nas figuras 66a e 66b os dois rastros dianteiros I'; e I's, respectivamente.

Figura 66 — Rastros dianteiros quando 7 é uma curva nao regular.

(a) Rastro dianteiro I';. (b) Rastro dianteiro I's.

— -

Fonte — O autor, 2020.
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Intuitivamente, note em 5.1 que as sentencas de I'; representam uma bicicleta
seguindo (rastro marrom) no sentido crescente do parametro antes do ponto de singularidade
v(to) e seguindo (rastro azul) no sentido decrescente do parametro apds o ponto de
singularidade (o), conforme figura 67a. Portanto, I'y é obtida procedendo o contrario, de

acordo com a figura 67b.

Figura 67 — Construgao de I'y e I's.

(a) Sentencas de I'y. (b) Sentengas de T's.

A N0
O o

(@l

v(t) — ¢

RZO]IR RATNIOT

Fonte — O autor, 2020.

Observe que nessas figuras, tanto I'y quanto I'y sdo curvas suaves, mesmo (o)
sendo um ponto singular. Desse modo, vamos estudar alguns casos em que 7 possui
singularidade, de modo a compreender o comportamento dos rastros das rodas da bicicleta
nesses pontos. Em especial, estudaremos pontos de singularidade de v dados por ctspides.

Assim, podemos definir.

Definicao 5.1. Seja v : I — R? uma curva parametrizada de classe C*, onde k > 3. O
ponto y(t) é chamado um ponto de cispide de Whitney® se

Y (t) =0,7"(t) #0 e~"(t) #0.

E ainda (7"(t),7"(t)) sdo linearmente independentes.

Ainda nesse sentido, temos o seguinte teorema.

Teorema 5.1. Seja v : R — R? uma curva parametrizada e nao reqular de classe C*,
k > 3. Se seus pontos de singularidade forem cuspides de Whitney, entao a curva I' serd

suave de classe CF=1.

3 Hassler Whitney (1907-1989) foi um mateméatico americano, um dos fundadores da teoria da singulari-
dade, conforme Kendig (2018). Esse tipo de cuspide é também denotada por ordindria, e no caso em
que (v"(¢t),~7"(t)) sdo paralelos, ou seja linearmente dependentes, é chamada eztraordindria de acordo
com Vilches (2004).
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Nao apresentaremos a demonstracao desse lema, pois contém assuntos que nao se

adequam ao escopo desse trabalho. A mesma encontra-se em Levi e Tabachnikov (2009).

Assim, vamos ver alguns exemplos em que vy possua singularidades do tipo Whitney

e também outros tipos mais degenerados.

Exemplo 5.12. Seja v : R — R? a cicloide vista na subse¢do 2.5.1 dada por (t) =

(rt —rsent,r — rcost), com r > 0.

Como jd sabemos sendon € Z, a cicloide possui cuspides nos pontos com parametro

t = 2mn. Verificaremos se elas sdo cuspides de Whitney. Temos:

v (t) = (r — reost,rsent) = +/(2rn) = (0,0)
v'(t) = (rsent,rcost) = +"(2mn) = (0,r)
7" (t) = (rcost, —rsent) = 4" (2mn) = (r,0)

Veja que as condigoes da defini¢io 5.1 sao cumpridas, portanto as singularidades da cicloide

sdo cuspides de Whitney e pelo lema 5.1 a curva I' serd suave. Assim, obtemos

1Y ()] = \/(r—rcost)2 + r2sen?t = rv/2 — 2 cost.

Assim, as sentencas para os rastros dianteiros I'y e I'y sao

—————— r—rcost t {——
V2 —2cost V2 —2cost

Tomando r =1 e £ = 4 temos os tracos para a roda dianteira apresentados na figura 68.

1-— t t
I'(t) = (Tt —rsent £ /{ s oen )

Figura 68 — Curvas I'y e I'; obtidas.

ovi
5 m

5
Fonte — O autor, 2019.

E portanto, os rastros dianteiros obtidos quando a roda traseira percorre a cicloide
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sao dados por

; .y 1 —cost .y sent

rt —rsent —{———=,r —rcost —{————

Tyt : V2 —2cost V2 —2cost
e 1 —cost sent

rt —rsent + {—————,7r — rcost + {——
V2 —2cost V2 —2cost

Em que a primeira sentenga pertence ao intervalo ...J(—10m, =81 )U(—67, —4m)U(—2m, 0)U
(27, 4m) U (67, 87) U ..., ou seja, a unido dos intervalos ((4n + 2)m, (4n+4)w), com n € Z.
E a sequnda sentenga pertence ao intervalo ... U (—=8m, —67) U (—4m, —27) U (0,271) U
(4w, 6m) U (87,107) U ..., ou seja, a unido dos intervalos (4nm, (4n + 2)7), com n € Z.

Veja na figura 69 a curva 'y e seu respectivo intervalo.

Figura 69 — Curva I'; obtida, quando v é a cicloide.

oY)
5 4
00X
T T T T o
-10 -5 0 5 10
-5 -

Fonte — O autor, 2019.

Temos também a curva

y .y 1 —cost .y sent
rt — rsen ——— 1 —1rcos —_—
Ty (t) : V2 —2cost V2 —2cost
2 1 —cost sent

rt —rsent —{—————,7r — rcost — {————
V2 —2cost V2 —2cost

Em que a primeira sentenga pertence ao intervalo ...J(—10r, —81)U(—6m, —4m)U(—27, 0)U
(2m,4m) U (67, 87) U ..., ou seja, a unido dos intervalos ((4n+ 2)m, (4n+4)w), com n € Z.
E a sequnda sentenga pertence ao intervalo ... U (—=8m,—6m) U (—4mw, —27) U (0,27) U
(4w, 6m) U (87,107) U ..., ou seja, a unido dos intervalos (4nm, (4n + 2)7), com n € Z.

Veja na figura 70 a curva 'y e seu respectivo intervalo.
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Figura 70 — Curva I'y obtida, quando ~ é a cicloide.
oY
5 m

-5 4

Fonte — O autor, 2020.

Exemplo 5.13. Consideremos v : [0, 47| — R? como a cardioide vista na subsegio 2.3.2
dada por v(t) = (2rcost — rcos2t,2rsent — rsen2t), com r > 0. Sendo n € Z sabemos
que a cardioide possui singularidades em t = 2mn, vamos verificar se tal ponto é cuspide
de Whitney.

v (t) = (—2rsent + 2rsen 2t, 2r cost — 2r cos 2t) = +'(27n) = (0, 0)
v'(t) = (—2r cost + 4r cos 2t, —2r sent + 4r sen 2t) = 7" (27n) = (2r,0)
7"(t) = (2rsent — 8rsen 2t, —2r cost + 8r cos 2t) = 7"'(2mn) = (0, 6r)

Note que os resultados obtidos acima satisfazem a definicdo 5.1, e portanto a cuspide da
cardioide € do tipo Whitney. Desse modo, pelo lema 5.1 a curva I' serd suave. Efetuando a

norma de ' teremos

Iy (t)]| = \/(—27’ sent + 2rsen 2t)% 4 (2r cost — 2r cos 2t)?

= /82 — 8r2sentsen 2t — 82 cost cos 2t

= \/47’2(2 — 2sentsen 2t — 2 cost cos 2t)
= 2rv/2 — 2sentsen 2t — 2 cost cos 2t

Logo, obtemos o sequinte rastro para a roda dianteira

—sent + sen 2t

V2 —2sentsen 2t — 2cost cos 2t
cost — cos 2t

V2 — 2sentsen 2t — 2costcos 2t

x = 2rcost —rcos2t+ /¢

, set e (0,2m)

y =2rsent —rsen2t 4 /(

—sent + sen 2t

1
V2 — 2sentsen 2t — 2cost cos 2t
cost — cos 2t

V2 —2sentsen2t — 2costcos 2t

xr = 2rcost —rcos2t —

, set e (2m 4m)

y=2rsent —rsen2t —/
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Desse modo, tomando £ = 2,5 er =1, temos o grdfico da figura 71a. Veja na figura 710,

a curva I' obtida no intervalo (0, 4m).

Figura 71 — Rastro dianteiro quando () = (2r cost — r cos 2t,2r sent — rsen 2t).

(a) Curva I' obtida, com ¢ = 2,5. (b) Curva I' com ¢ € (0, 4m).

ovi ovi

Fonte — O autor, 2019.

Observe que, como a cardioide é uma curva fechada que possui um unico ponto
singularidade que se localiza no ponto onde a curva inicia e termina seu ciclo, o rastro

dianteiro obtido é uma unica curva fechada no intervalo (0,4).

Exemplo 5.14. Agora, seja v : 0,27 — R? a astroide vista na subsegio 2.5.3 dada por
v(t) = (3rcost + rcos3t,3rsent — rsen3t). Seu trago possui 4 cuspides em t =0, t =

57
3
t=met= ?ﬁ Verificando esses tipos de singularidade temos
7' (t) = (=3rsent — 3rsen 3t, 3r cost — 3r cos 3t)
v"(t) = (—3rcost — 9r cos 3t, —3r sent + 9r sen 3t)
7" (t) = (3rsent + 27rsen 3t, —3r cost + 27r cos 3t)

E assim obtemos
— 0 = ~/(0) = (0,0), 4"(0) = (—12,0) e 4" (0) = (0, 247)
t=m/2 = 4'(r/2) = (0,0), v"(7/2) = (0, —12r) e v"(7/2) = (—24r,0)

t=m=7'(7) =(0,0), v"(7) = (12r,0) e 7" (w) = (0, —24r)
t =3r/2 = +'(31/2) = (0,0), v"(37/2) = (0,12r) e v"(37/2) = (24r,0)
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De acordo com a defini¢io 5.1 as 4 cuspides da astroide sao de Whitney e pelo lema 5.1 a

curva I' serd suave. De modo a verificar esse fato, calculando a norma de v temos

1Y ()] = \/(—37“ sent — 3rsen 3t)% 4 (3r cost — 3r cos 3t)?
= V1872 + 18r2sent sen 3t — 1872 cost cos 3t

= 3rv/2 + 2sentsen 3t — 2cost cos 3t

E portanto, obtemos as sequintes sentencas para os rastros I'y e I'y

—sent — sen 3t

x(t) = 3rcost 4+ rcos3t + 4
T(t) : V2 + 2sentsen 3t — 2costcos 3t

t— 3t
y(t) = 3rsent — rsen3t + { oS — %
V2 +2sentsen 3t — 2costcos 3t

Tomando r = 1, nas figuras 72a e 72b podemos ver os rastros dianteiros obtidos para ¢ = 3
e { = 4,5, respectivamente.
Figura 72 — Rastros dianteiros quando 7(t) = (3r cost + r cos 3t,3rsent — rsen 3t).

(a) Ty ey com £ = 3. (b) Ty e Ty com £ =4,5.
oY A oY A

A T(t)

Fonte — O autor, 2019.

Portanto, I'y € dada pelas sentencas

—sent — sen 3t

14
V2 + 2sentsen 3t — 2costcos 3t
cost — cos 3t

14
V2 + 2sentsen 3t — 2 cost cos 3t

xr = 3rcost+ rcos3t —

y = 3rsent —rsendt —

—sent — sen 3t

V2 + 2sentsen 3t — 2costcos 3t
cost — cos 3t

V2 + 2sentsen 3t — 2 cost cos 3t

x =3rcost+ rcosdt+/{

y=3rsent —rsendt+{
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. . ™ 3 T
Em que na primeira sentenca, t € (0, 2) U (7r, 2) e na sequnda sentenga, t € (,77) U
(37r

2,27r>. Agora, determinado I's temos

—sent — sen 3t
x = 3rcost+rcosdt+ /¢
V2 + 2sentsen 3t — 2 costcos 3t
cost — cos 3t
y=3rsent —rsendt + /¢
V2 + 2sentsen 3t — 2 cost cos 3t
F2<t)§
—sent — sen 3t
x =3rcost+rcos3t —/
V2 + 2sentsen 3t — 2costcos 3t
cost — cos 3t
y =3rsent —rsendt —

1
V2 +2sentsen 3t — 2costcos 3t

. . ™ 3 T
Em que na primeira sentenca, t € (O, 2) U (77, 2) e na sequnda sentenca, t € (2,7T> U
3
(;, 27r>. Veja nas figuras 73a e 73b representacoes das curvas I'y e T's.

Figura 73 — Rastros I'y e I's obtidos, quando 7 é a astroide.
(a) T'y com £ = 3. (b) T'y com ¢ = 4,5.
ovik ovi

o)
Y~

Fonte — O autor, 2019.

Exemplo 5.15. Sendo v : R — R? a curva do exemplo 3.1 dada por v(t) = (t° — 4t3,?),
que possui singularidade em t = 0. Portanto, verificando seu tipo teremos

v'(t) = (5t* — 12t%,2t) = +/(0)
7"(t) = (20#* — 24t,2) = ~"(0)
7" (t) = (60t? — 24,0) = 7"(0)
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E assim, de acordo com a definicio 5.1 a singularidade de v € uma cuspide de Whitney, e
conforme o lema 5.1 a curva I' serd suave. Logo, encontrando a norma de ' de modo a

obter o rastro da roda dianteira.

17/ ()] = /(514 — 12¢2)2 4 42
Logo, temos as sentencas

==y
V(5 — 1262)2 + 422 V (5t — 1212)2 + 422

t+ — 12¢2 2t
[(t) = (t5 A== L )

Assim, tomando ¢ = 4,5 teremos os sequintes grificos.
Figura 74 — Curvas I'y e Iy obtidas, com (t) = (t° — 4¢3, ¢?).

ovi

00X
— -
5 10
Fonte — O autor, 2019.
Logo, a curva I'y é dada por
5t — 122 2t
P —4t3 4+ 0 240 , set € (—00,0)
oy VBt — 122)2 4 442 VBt — 122)2 + 422
1 :
5t — 12¢2 2t
-4t -0 42— , set e (0,400)
(5t — 1262)2 4 442 VBt — 1262)2 + 412

Veja na figura 75 a curva I’y
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Figura 75 — Curva I'; obtida, quando ~(t) = (5 — 4¢3, ).

ovk

0oX
. -
5 10
Fonte — O autor, 2019.
E Ty é determinada por
5t — 12¢2 2t
P —4t3 -7 42— , set € (—00,0)
V(5 — 1212)2 + 412 V(5 — 1212)2 + 412
Fa(t) 5t — 1242 2t
o — 43+ 0 4 , set e (0,400)
V(5 — 1212)2 + 412 V(5 — 1262)2 + 412

Na figura 76 temos a curva I's.

Figura 76 — Curva 'y obtida, quando ~(t) = (t°> — 4t3,¢?).

oY\
5
00X
: : : —
-10 -5 0 5 10
-5

Fonte — O autor, 2019.
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Exemplo 5.16. Seja o rastro da roda traseira a curva v : R — R? wvista no exemplo 4.3
dada por ~(t) = (t°, %), que também possui singularidade em t = 0. Verificando se é de

Whitney temos

'(t) = (5t*,2t) = '(0) = (0,0)

gl
7"(t) = (20%,2) = 7"(0) = a(0) = (0,2)
7" (t) = (60¢%,0) = ~v"(0) = a(0) = (0,0)

Notemos que dessa vez os vetores (7"(t),7"(t)) nao sao linearmente independentes, e
portanto, nesse caso nao garantimos que a curva I’ seja suave. Observe entretanto, que

essa € uma cuspide extraordindria. Calculando a norma de ' temos
1Y (B = V2525 + 422,

Assim, as sentencas de I'y e I's sao dadas por

5t 2t
=Pl 24—
Q ( V2588 + 4t V2518 + 4t2>
Logo, tomando { = 2 temos os rastros da figura 77 para a roda dianteira.

Figura 77 — Rastros dianteiros obtidos, com ~(t) = (°, t?).

ovik

Fonte — O autor, 2019.

Assim, podemos tomar I'y

5t
1 set € (—o0,0
T (t) - \/25158 4¢2 \/25158 + 4¢2 ( )
5 — t? — set € (0,400)

\/25158 + 4t2’ \/25758 + 4¢2
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Desse modo, I'y € determinada por

5 5t 2t

Ty T R
V2518 + 4¢2 V2518 + 442
5tt ot
Bt —m 2 ——— |,
V2518 + 412 V2518 + 4¢2

Por fim, veja nas figuras 78a e 78b os rastros I'y e I's, respectivamente.

set € (—o0,0)
Fg(t) .
set € (0,400)

Figura 78 — Rastros I'; e I'y obtidos, quando ~(t) = (£°,¢?).

(a) Ty com £ = 2. (b) T'y com ¢ = 2.
ovi ovi

2 _/_\2/_\__

00X 00X

2 -2 1

Fonte — O autor, 2019.

Observe também que em ambos os casos, o rastro dianteiro possui cuspide quando

t se aproxima de zero. O que verifica o fato da cuspide de v nao ser de Whitney.

5.2.3 Tractriz

A abordagem dessa curva se dard com base nos estudos de Martins (2015). Em
1670, o arquiteto francés Claude Perrault propos a Leibniz o problema da Tractriz (do
latim trahere, que significa puxar, arrastar), em que ele observou que, colocando o relégio
de bolso sobre uma mesa e estendendo sua corrente, a trajetéria formada pelo relégio ao
ser arrastado quando a extremidade oposta da corrente se move em linha reta é uma curva
denominada Tractriz, conforme figura 79. Tal problema foi posteriormente estudado por
Isaac Newton em 1676 e Christiaan Huygens em 1692. Em algumas literaturas esse é um

exemplo dos chamados Problemas de Perseguicao.
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Figura 79 — Relédgio de bolso se deslocando sobre a Tractriz.

A Reta

Tractriz

Fonte — O autor, 2019.

Nessa secao mostraremos que a Tractriz e a reta é um par de curvas que pode ser
relacionado aos rastros das rodas de uma bicicleta, onde o rastro da roda traseira é a

Tractriz e o da roda dianteira, a reta, sendo a = £. Veja com mais profundidade em Hart
(2013).
Passemos a determinar as equagoes paramétricas da Tractriz representada na figura

80. Consideremos as seguintes hipoteses.

e Em cada ponto P da Tractriz, a reta suporte do segmento AP é tangente a Tractriz

em P.

e A distancia do ponto A = (x4,0) ao ponto P = (x,y) é constante de medida a.

e A cuspide da Tractriz é o ponto Py = (0, a).

Figura 80 — Construcao da tractriz.

ovi

Py = (0 (])

[
|
|

J

Fonte — O autor, 2019.

Agora, seja a imagem da funcao f : R — R? o traco da tractriz. A reta que passa pelos

pontos A = (24,0) e P = (z,y) é dada por

y—0=m(z—24) = y=f'(2)(x —1a) (5.2)
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Utilizando o teorema de Pitagoras no triangulo obtido na figura 80, temos

ad =yt (x—za)? =114 = i\/m’ (5:3)

sendo (+) quando P pertence ao segundo quadrante e (—) quando P pertence ao primeiro

quadrante. Logo substituindo 5.3 em 5.2 obtemos

y=+f'() \/a® —y2

Desse modo, a funcao f serd a solucao do problema de valor inicial

E portanto, resolvendo a EDO acima por separacao de variaveis.

B, Vs L [YER,
de  ~ \Ja? — y? Y Y 4

Reparametrizando y, ainda no tridangulo retangulo da figura 80, temos y = a senw, com

—dr ==+ dy = x =

m .
O<w< §,assnn

dy Va2 — a?sen?w cos? w
Yy =asenw — — = acosw, logo xr = + acoswdw = +a dw.
dw asenw sen w

Desse modo, obtemos

2 2

1-— 1
x:ia/cos wdw:x:ia/isen wdw:j:a(/ dw—/senwdw) (5.4)
sen w sen w

sen w

Resolvendo /

dw encontramos

senw = 2sen(w/2) cos(w/2) = selllw = 2sen(w/21) cos(@]2) ==
1 cos(w/2) 1 IR 1
senw  sen(w/2) 2cos?(w/2)  tg(w/2) 2cos?(w/2)
d 1 sect(w/2) 1 1
Mas, como sabemos @ln(tg(w/Z)) = @) 5 = w2 ZeoR(@/2)’ logo
= L inig(o/2).

E portanto, substituindo esse resultado em 5.4 obtemos
r = £a[ln(tg(w/2)) + cosw| + C
Por fim, tomando o valor inicial y(0) = a = a = asenw = w = g, vamos ter

0 = +alln(tg(n/4)) + cos(n/2)] + C = C = 0.
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Conclui-se portanto, que as equagoes da tractriz sao

7. r = +al[ln(tg(w/2)) + cosw] e <0’ w}

Yy = asenw
Ainda na figura 80 temos que

2
Y _va —y _ Yy
senw ==,  CosSw=-—"—"" € ftgw=—mm.

a a a? —y

Portanto, utilizando propriedades trigonométricas obtemos

1 \/m
1 — cosw - a — +/a? — y?
tg(w/2) = = 7 a = .
a

sen w

E assim, a equagao cartesiana da Tractriz sera

e

Yy a

Considerando a forma cartesiana acima e utilizando a trigonometria hiperbdlica,
podemos obter uma reparametrizacao mais simplificada para a tractriz. Lembrando que
el —et el +et

ht = —— ht =
sen 5 e  cos 5

tomemos a reparametrizagdo y = asecht para t > 0, assim

1 — /1 —sech®t
r = *a ln( e )+\/1—sech2t].
sech t
) 9 9 senh t
Usando as propriedades tgh®t = 1 — sech® ¢, secht = e tght = , temos
cosht cosht

sech ¢
r=*a {ln(e_t) + tgh t} < 1 = ta[—t + tght]

1 —tght
r=*a [ln <g) + tgh t] <= = = talln(cosht — senht) + tght] <=

Por fim, obtemos a reparametrizacao

xr = ta|—t +tght
T : | gh] ., t €10, +00)
y = asecht

Agora, seja a = (. Consideremos a Tractriz o rastro da roda traseira de uma
bicicleta dada por

x=/l—t+tght
v [ ght ,teR
y = {secht
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Calculando a derivada de v, de modo a obter as equagoes para os possiveis rastros dianteiros,
temos
v'(t) = ([~1 +sech®t], —Ltghtsecht) = (—(tgh*t, —( tghtsecht),

e assim a norma de 7’ é dada por

Iy ()| = \/62 tgh® ¢ + (2 tgh® t sech® t = E\/tgh4t +tgh®t(1 — tgh®t) = £| tght|.

Por fim, as equagodes para os possiveis rastros dianteiros de bicicleta quando o rastro

traseiro é a Tractriz sao dadas por

—tgh*t —tghtsecht
([—t+tght] — ¢ & ,€secht—€& , set e (—00,0)
Ty(t) : |tgh125| | tght|
’ —tgh~t —tghtsecht
l—t +tght] + {——— Fsecht + ———— te (0
([ + tght] + T R v e R € (0,+00)
e também
— tgh? — tght sech
E[—t—l—tght]—l—Eﬁ,fseCht—l—EM , set € (—00,0)
Ts(t) : |tgh7;| | tght|
’ —tgh™t —tghtsecht
([—t +tght] — ¢ l{secht — (—————— te(0
( [—t + tght] taht] sec tah] , set € (0,4+00)

tght <0, set <0 L _
Lembrando que , podemos simplificar as equagoes de I'y e T's,

tght >0, set >0
obtendo

[y(t) = (—£t,0), comt#0 e Ta(t)=(—0lt+20tght,2¢secht), com t #0
Veja as curvas I'; e I'y formadas na figura a seguir para £ = 3.

Figura 81 — Tractriz como rastro da roda traseira.

ovi

0

Fonte — O autor, 2019.



Capitulo 5. Andlise dos Rastros das Rodas de uma Bicicleta 120

De fato, uma das possibilidades para o rastro dianteiro é uma reta, representada
pela equagao I'y, o que mostra a relacao do problema da Tractriz com os rastros das rodas

de uma bicicleta. Veja detalhadamente a curva I'; na figura 82a e 'y na figura 82b.

Figura 82 — Rastros I'y e I's quando ~y é a Tractriz.

(a) Curva 'y (t) = (—£¢,0). (b) Curva T'y(t) = (—£0t + 2¢tght, 2¢secht).
oY A oY A
6 -
4 4
00X oX
— T T T T —
4 2 0 2 4 6 -4 2 0 2 4 6

Fonte — O autor, 2019.

Observe ainda que a ctspide da tractriz localizada no ponto (0, a) é de Whitney,

pois

v'(t) = (—Ltgh®t, —Ltghtsecht) = +/(0) = (0,0)

v"(t) = (—2¢tghtsech®t, —¢sech® t + (tgh® tsecht) = "(0) = (0, —¢)

Y"(t) = (=2 sech® t + 4¢sech® ttgh? t, 30 tgh t sech® t + 20 tght sech®t — £ tgh® t sech t)
= 7"(0) = (—2¢,0)

O que comprova o fato de ambas as curvas serem suaves.

5.3 Resultados importantes

A seguir veremos alguns fatos importantes consequentes dos estudos anteriores.

5.3.1 Relagao entre as curvaturas dos rastros

Podemos obter relacoes entre as curvaturas dos rastros das rodas dianteira e traseira,
conforme Tabachnikov (2006). Consideremos duas curvas regulares y(t) = (z(t),y(t)) e
['(s(t)) = (X(t),Y(t)) que se relacionam de acordo com a proposigao 5.1. Sejam t e s 0s
parametros de comprimento de arco em 7 e I, respectivamente. Note ainda que I' esta
reparametrizada pela fungao s(¢). Mediante isso, a correspondéncia entre as duas curvas é

dada por
I(s(t)) = »(t) + (e (t)- (5.5)
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Em que ~; é a derivada de v com relacao a t, notagao que utilizaremos nesta secao, de

modo a simplificar os préximos desenvolvimentos. Logo, teremos o lema.

Lema 1. Sejam k e K as curvaturas de v e I, respectivamente. Denotando por a(t)
o angulo entre os vetores tangentes ds curvas nos respectivos pontos y(t) e I'(s(t)), em
que s(t) € uma reparametriza¢io por comprimento de arco de I'(t) et é o parametro de

comprimento de arco da curva y. Nessas condicoes sao vdlidas as sequintes relacoes

T T ds 1 tg o sena do k+ 0K + 02k3
2 <a(t) 2’ ’ 14 + ds ‘ (1+£2k2)%

dt  cosa’ 14

Demonstrag¢io. Como t é o parametro de comprimento de arco de v, o vetor 4" tem norma

|k| e é ortogonal a «/(t). Derivando 5.5, temos

Ft =Vt + g’}/tt (56)

Devido ao fato de (v;,7) = |[%|[* = 1 e (yu, %) = 0, podemos obter que (I'y, ;) =
(Ves ) + Uy, 1) = 1. Portanto (T'y, v) = [|T¢]| |7e]| cos a(t) = 1, e assim cos a(t) > 0 para

todo t resultando que

—g <at) < e ||T]| cosa(t) = 1.

T

2
Notemos que

[Tel] = [lve + Crael|

- <'7t + E’Yth Tt + g%&t

1/2
= ((’Yta%) + 20{ye, ) + €2<%t7%t>>
= V14 2k2,

>1/2

e portanto obtemos

T = V14 2k2 = :
cos a(t)

Quanto a «a(t), adotaremos a seguinte convencao, se de +/(t) a I''(t), a rotagao se da no

(5.7)

sentido anti-horario entdo diremos que «(t) é positivo. Caso contrario, diremos que «a(t) é

negativo. Intuitivamente temos que
a>0<«<= k>0, a<0<«<=k<0 e a=0<«<=k=0,

onde k ¢ a curvatura de ~. Logo, em 5.7 obtemos

1 t
— =1+l <=sec’a— 1=k =tga = (k| = |tga| <=k = ea
cos? o 14
ds 1 ds 1 ds
C I =Is—,t Iyl = = ||| |— = |—|. C ,
OO L dt emos ||T'] COS & 1Tl dt Cos « dt oMo
1 ds

sempre podemos obter uma reparametrizacao s(t) tal que s'(t) > 0 entao =
os
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Sabemos que pela proposicao 4.6, a curvatura de I' é dada por
Xy" — x"y’
K J—

- ATy (5.8)

Sejam T'(t) e N(t) os campos tangente e normal a 7, em que ¢ é o seu pardametro de

comprimento de arco, temos pelas férmulas de Frenet que T'(t) = vy = kN(t), ou seja

T _ N (t). Tomando também N'(t) = —kT'(t), obtemos derivando 7y

k

Yer = K'N + kEN' = k’% — KT = k'% — k2.

Agora, derivando 5.6 temos

k/
L = vu + Ly = v + £ (k’,fzt - kQ’Yt) = Yy + W{r’% - 51{72% = Yu (1 + €k> — fk’z%-

Podemos reescrever esse resultado, do seguinte modo
K K
Ly = (X"(t),Y"(t)) = (az" (1 + €k> — 0Ky (1 + ek> - ék:%/) : (5.9)
Analogamente, temos também
D= (X'(0), Y(1) = («/ + & + ). (5.10)
Substituindo 5.7, 5.9 e 5.10 em 5.8 obtemos
K’ K
(2" + £z") <y” <1 + Ek) — fk%/) — (:L‘” <1 + €k> - Ek’%’) (v + ty")
K pu—
(V14 2k2)3
/ /
x'y” <1 + EIZ,> _ £2k2x//y/ _ x”y’ <1 + K’Z) + €2k2x/y//
B (V1+ k%)
/
<1 _’_f]]i) (x’y” o x”y’) + EZICQ(?L’/y” _ m”y’)
VIt ERy

k!
<1 + g% + 62]{2) (x/y” _ x”y’)

(5.11)

k40K + 2R
(VI+ (2k2)3 (1+£2k2)3

1
Por fim, como k = tg(z(t)’ ;- =1+ ?k% e cosa = s obtemos em 5.11
cos? a s
K kUK + k3 _ k(4 (%k?) Ok _ tg o Loy (t) sec? a(t) _

(14 02k2)2 (14 2k2)2 (14022 01+ 2k2)2 Usec? aft)
tga ay(t) tga sen « dt sena da
= t t) = H— = .
lseca  seca(t) Iseca + ault) cosalt) 1 +aul )ds 14 * ds
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Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 5.17. Seja v : [0, 27] — R2 o circulo de raio r parametrizado por comprimento

de arco, com equagoes Y(t) = <7" COS —, 7" sen ) Utilizando o coroldrio 4.1 para obter sua

curvatura temos

t t 1 t t
v (t) = (— sen —, cos ) ey (t) =~ (— cos —, — sen > , € assim

T T T T r

1 t 1 t 1 t t 1
k(t) = 2/ (8)y (£) — 2" () () = — sen® = + = 2:( o 2):.
() x()y() 95()9() Tsenr—l—rcosr " senr+cosr .

Desse modo, usando 5.11 a curvatura K do rastro da roda dianteira I' serd

k+ (0K + k3 1)r+02)r3 r? 4 1
K(t) = E Ea 3 =
(1+ 02k2)2 (1+02/r2)z  (r24+02): V1242

Note que a curvatura do rastro da roda dianteira serd um valor constante. De fato, pois

como vimos anteriormente o rastro dianteiro obtido serd também um circulo.

5.3.2 Rastro dianteiro se tornando o traseiro

Obviamente podemos reaplicar o processo de encontrar o rastro dianteiro relativo a
curva 7 para obter o rastro dianteiro relativo a curva I'. Seja portanto I' esse rastro, logo

sera dado por

Tt)=T() + IIE:E %H (5.12)

Note que as trés curvas no plano sao semelhantes aos rastros deixados por um caminhao
do tipo bitrem, obviamente desconsiderando alguns fatores fisicos. Vejamos os exemplos a

seguir.

Exemplo 5.18. Seja v : R — R? a curva seno com equagoes y(t) = (t,sent). Desse modo

I' serd

v (t) = (1,cost) = ||/ (¢)|| = V1 + cos? t, portanto

1 t t
(1, cost) senHCOS),teR.

1
= |t ——,
V1 + cos?t ( V14 cos?t V14 cos?t

E assim, T’ serd obtida tomando a curva I' acima e aplicando a equagio 5.12, o que ndo

['(t) = (t,sent) + ¢

faremos aqui devido aos longos cdlculos envolvidos. Mas na figura 83 podemos ver as

curvas geradas, sendo { =2 e { = 3.
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Figura 83 — T obtida com ~(t) = (t,sent), { =2 e { = 3.

oY A
4

-4

Fonte — O autor, 2019.

Exemplo 5.19. Agora, seja v a curva do exemplo 5.3 dada por v(t) = (t,t* —3t> +4t — 1),
t € R. Desse modo,

Y(t) = (1,485 — 98 + 4) = ||y ()] = /1 + (423 — 912 + 4)2,

e assim obtemos

Figura 84 — T obtida com ~(t) = (t,t* = 3t3 +4t — 1), { =2,5e { = 4.

Fonte — O autor, 2019.
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(1,4t — 9t% + 4)
1+ (483 — 912 + 4)?

D(t) = (t,t" =33+ 4t — 1) + ¢

1 443 — 9t? + 4
t4+ ¢ A3 At — 140 + . teR.
1+ (423 — 912 + 4)? 1+ (423 — 912 + 4)?

E assim, encontramos I' através da equagao 5.12, que omitiremos por envolver cdlculos

longos.

Exemplo 5.20. Por fim, seja a curva exponencial dada por v(t) = (t,e'), com t € R,

temos que seu rastro dianteiro serd

Y (t) = (1,€") = ||V (#)|| = V1 + e, e portanto

D(0) = (t,6) + (1 ©) _

1 t
tl—— e+ —— ) teR.
+62t ‘/1+€2t ‘/1+€2t

Novamente, utilizando 5.12 e encontrando T', teremos o grifico a sequir.

Figura 85 — T obtida com ~(t) = (¢,e!), f =4 e { = 3.
ovj

10 1

24

Fonte — O autor, 2019.

5.3.3 Velocidade das rodas, distancia percorrida pelas rodas e curvas ambiguas

Seja a curva regular v = (z(t), y(t)) parametrizada pelo comprimento de arco, o

rastro da roda traseira. Assim, a derivada da curva descrita pela roda dianteira é dada por

Ly = v + by
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Como vy, e y sdo ortogonais, temos que v, ¢y, e I'y formam um triangulo retangulo, uma
vez que I'; é obtido por meio da soma vetorial v, 4+ £7;. Desta forma, podemos aplicar o

teorema de Pitagoras obtendo a desigualdade
Tl = el I + Ceel * > el

Logo, |IT¢||* > [|]]?, o que garante que ||T|| > ||v|]. O que significa que a velocidade
da roda dianteira é maior que ou igual a da roda traseira. De onde podemos concluir

também que a roda dianteira sempre percorrerd uma trajetéria mais longa ou igual a da

to to
roda traseira, pois / ||| dt > / 17| dt.
t1 t1

A seguir abordaremos alguns resultados decorrentes do fato da bicicleta percorrer

curvas suaves e fechadas.

Como vimos anteriormente a roda dianteira sempre percorrera uma distancia maior
que ou igual a roda traseira. Nos casos em que esse par de curvas for suave e fechado

temos o seguinte corolario, conforme Tabachnikov (2006).

Corolario 5.1. Seja k a curvatura de v, considerando t e s os parametros de comprimento
de arco de v e I', respectivamente. Tomando os comprimentos percorridos pelas rodas
traseira e dianteira no intervalo t € [0,t], e tais curvas relacionadas como no lema 1 temos
a relacao

¢
0 < comprimento (I') — comprimento (y) < E/ |k| dt.
0

Em particular, se v é conveza, entao

comprimento (I') — comprimento (y) < 2w.

Demonstracio. Tomando a desigualdade 0 < v/1 + 2k2 < v/£2k2 + 1, sabemos que
T =VI+2k2 e [nll=1.
Portanto, manipulando e integrando a desigualdade acima obtemos
/Otmdt—/otldtg /Ot\/Wdt:>/0t||1“t||dt—/0t||%||dtgé/ot|k|dt

Note que no caso em que a curvatura k de v nao for nula, obtemos a desigualdade estrita

a seguir.

t t t
0< [Irulde— [ Ihllde < [ k]t
0 0 0

Quando v : [0,#] — R? é uma curva convexa, sua curvatura k¥ mantém o mesmo
sinal, conforme o teorema 4.4. Supondo k > 0, ou seja, v sendo descrita no sentido

anti-horario, utilizando o teorema 4.2 temos

/Ot k(u) du = B(t) — 0(0) = 2
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O que nos leva a concluir o segundo resultado.

t t
0< [Irdldt= [ il de < 2w
0 0

]

Nem sempre é possivel determinar a direcao para qual uma bicicleta se desloca
analisando seu par de curvas, mesmo utilizando os métodos vistos anteriormente. Tais
curvas sao denominadas ambiguas e podem ser vistas com maior profundidade em Finn
(2004). Em nosso trabalho trataremos especificamente de dois casos, que sdo as situagoes
em que uma bicicleta consegue trilhar perfeitamente sobre uma reta, e quando o par de

rastros sdo circulos concéntricos.

No caso da reta é trivial que o rastro dianteiro também sera uma reta, o que
nao gera resultados importantes. Mas quando os rastros sao circulos concéntricos temos
algumas peculiaridades. Veja os rastros da figura 86a que sdo circulos concéntricos, e
observe que, de fato, analisando esse par de curvas, seria impossivel determinar se a

bicicleta movia-se no sentido horario ou anti-horario.

Explorando o caso, consideremos que a curva v seja um circulo de raio r com
equagoes y(t) = (rcost,rsent), t € [0,2n]. Como ja constatado no exemplo 5.1, o rastro
dianteiro I' também serda um circulo. Seja portanto R o raio do circulo I', analisando o
tridngulo retdngulo gerado pelos pontos O, (t) e I'(t) na figura 86b podemos extrair a
relacao

R=0F+r?—= R=VEC+r2 (5.13)

Figura 86 — Par de curvas ambiguas dado por circulos concéntricos.

(a) Rastros Ambiguos. (b) Obtendo outras equagoes para T
oYk oYk

Fonte — O autor, 2019.
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Ainda na figura 86b, utilizando 5.13 pense que o angulo # é dado por

14 l l
Sen(9 = E = W —— 9 = arcsen (W) (514)

Assim, usando as equacgoes 5.13 e 5.14, uma alternativa para representar a curva I" obtida

no exemplo 5.6 é dada por

I'(t) = (Rcos(6 +t), Rsen(d + 1))

= (\/ 02 + 12 cos (arcsen ( V2 + r2sen (arcsen <

14 l
— | tt], —— | +t]].
\/22—1—7”2) ) \/€2+r2> ))
Observe ainda que a diferenca entre os comprimentos percorridos pelas rodas
traseira e dianteira pode ser tao pequena quanto desejarmos. De fato, temos que nas
condig¢oes acima a curva «y percorrera 27r, enquanto I' percorrerd 27 R. Logo, utilizando
5.13 temos

comprimento (I') — comprimento (y) = 2rR — 27r = 2n(R — r) = 2m(Vr2 + (2 — 1),

o que diminui a medida que r aumenta.

5.4 Area entre os rastros

Nesta secao abordaremos as areas entre o par de curvas de uma bicicleta, assunto
esse estudado pelos professores Tanton (2019) e Goldberg (2010). Trataremos inicialmente
dos casos em que 7y é simples, fechada e convexa. Para uma andlise inicial considere
o circulo da figura 86b. Notemos que nesse caso a area esta limitada por dois circulos

concéntricos e sera mR? — 2. Utilizando 5.13 encontramos o seguinte resultado

TR? — mr? = n(R* — r?) = n/l*.

Figura 87 — Area entre circulos concéntricos como par de curvas de bicicleta.

(a) Deslocamento da bicicleta. (b) Area de um circulo de raio .

I(t)

Fonte — O autor, 2019.



Capitulo 5. Andlise dos Rastros das Rodas de uma Bicicleta 129

Assim, a area entre os rastros de bicicleta dados por circulos concéntricos depende
exclusivamente da distancia ¢ entre as rodas, sendo a mesma area de um circulo de raio /,
conforme figura 87. Mas, e nos casos em que 7y for uma curva suave, fechada e convexa

mais generalizada como o da figura 88 a seguir, podemos determinar essa area?

Figura 88 — « qualquer simples, fechada e convexa.

Fonte — O autor, 2019.

Surpreendentemente, a resposta para o questionamento acima ¢ novamente 72, o
que se d& pelo fato dessa situacdo representar um dos casos do teorema de Mamikon*, que

pode ser visto com mais detalhes em Lodovici e Nicotera Junior (2017).

De modo a verificar tal resultado, consideremos o rastro da roda traseira como
poligonos convexos e vamos analisar a area obtida entre os rastros quando a bicicleta se

desloca em determinado sentido.

Assim, seja o rastro da roda traseira o quadrado da figura 89. Obviamente, temos
que enquanto a bicicleta se desloca sobre os lados do poligono, nao obtemos nenhuma area

entre os rastros.

4 O também conhecido como célculo visual foi desenvolvido em 1959 pelo fisico Mamikon Mnatsakanian,

ainda como estudante de graduacao. O que foi aperfeicoado em conjunto com o matemético Tom
Apostol algumas décadas depois. (LODOVICI; NICOTERA JUNIOR, 2017)
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Figura 89 — Quadrado como rastro da roda traseira.

Fonte — O autor, 2020.

Quando a roda traseira passa pelo vértice do poligono é gerada uma regiao que tem
a mesma medida do angulo externo do poligono no referido vértice. Além disso, notemos
que tais regioes sao setores circulares de raio ¢, que podem ser justapostos num circulo de

mesmo raio. Logo, a drea entre os rastros serd mf2.

O que nos leva a concluir que em qualquer caso que a roda traseira percorra os
lados de um poligono convexo, a area obtida serd a soma das regioes dos angulos externos
de tal poligono, que serao dadas por setores circulares de raio £. Temos que essas regides
completam um ciclo de uma volta, cuja a drea é dada por 7¢2. Veja esse fato se repetindo

no hexagono convexo da figura 90.

Figura 90 — Hexagono como rastro da roda traseira.

S

Fonte — O autor, 2020.

Tais construcgoes geométricas sao analogas as desenvolvidas para provar o teorema



Capitulo 5. Andlise dos Rastros das Rodas de uma Bicicleta 131

de Mamikon para coroas ovais®, onde considerando a area da regidao definida por uma
tangente de uma forma oval qualquer como o limite das areas descritas por poligonos
convexos inscritos cujo nimero de lados tende ao infinito e cujos comprimentos tendem a

zero é enunciado do seguinte modo.

Teorema 5.2. (Teorema de Mamikon para coroas ovais) A drea de uma coroa
oval obtida por uma tangente de comprimento { de uma forma oval qualquer é sempre

igual a 702,

Nesse caso, a tangente de comprimento ¢ é a distancia entre as rodas da bicicleta.
Logo a area entre os pares de curvas, quando vy ¢ uma curva generalizada simples, fechada

e convexa como o da figura 88 serd também 7¢2. Veja essa representacao na figura a seguir.

Figura 91 — Area entre o par de curvas, em que vy é simples, fechada e convexa.

Fonte — O autor, 2020.

Como exemplo tomemos 7 : [0, 27] — R? a elipse dada por y(t) = (acost,bsent).

Sendo a =4, b =2 e { = 4 teremos a seguinte area entre a elipse e a curva I'.

5 Nesse teorema, o rastro da roda traseira e a regido entre o par de curvas da bicicleta sio denotadas,

respectivamente, por forma oval e coroa oval.
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Figura 92 — Area entre o par de curvas, com 7(t) = (acost, bsent).

oY)

Fonte — O autor, 2020.

Por fim, tratemos do caso geral em que 7 é uma curva suave nao necessariamente
fechada, mas que nao possua pontos de inflexdo. Ou seja, vamos tratar de curvas obtidas
quando o rastro da roda traseira nao muda de concavidade. Sendo portanto v a curva
descrita pela roda traseira, a reuniao de todos os segmentos tangentes de comprimento
constante ¢ define uma regiao que é cercada por v e pelo rastro da roda dianteira I". Como
I' é construida através de v e ¢, obviamente a forma dessa regiao também dependera
da curva v e da medida ¢ dos segmentos tangentes. Vamos nos referir a essa regiao por
regiao definida pela tangente. Quando cada segmento de comprimento ¢ é transladado
paralelamente de modo que o ponto de tangéncia de todos seja trazido a um ponto comum,

teremos a regidao definida como feixe de segmentos tangentes. Veja na figura 93.

Figura 93 — Area entre o par de curvas da bicicleta ndo necessariamente fechadas.

(a) Deslocamento da bicicleta. (b) Setor circular de raio /.

Fonte — O autor, 2019.

Observe que poderiamos ter trazido a outra extremidade de cada segmento a um
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ponto comum, gerando um feixe de tangentes simétrico ao anterior. Como cada segmento
tem comprimento constante, o feixe de tangentes pode se transformar isométricamente
num setor circular cujo raio é o comprimento do segmento denotado por ¢, conforme
figura 93b. Percebe-se que area descrita pela tangente sobre uma curva suave simples sem
inflexdes pode ser vista como uma parte de uma coroa oval, assim decorre imediatamente

do teorema 5.2 o seguinte resultado.

Teorema 5.3. (Teorema de Mamikon para tangentes de comprimento cons-
tante) A drea descrita pela tangente sobre uma curva suave simples sem inflexoes y é
iqual a drea do setor circular que forma o feize de tangentes correspondente. Tal setor
independe da forma da curva, dependendo apenas da variacao angular total descrita pela
tangente durante o percurso ao longo da curva. Ou seja, se as tangentes de comprimento
¢ nos pontos inicial e final descrevem angulo 0, entdo a drea da regidao definida por uma

tangente é

i il = 1962.
27 2

Doutro modo, conclui-se que a regiao descrita pela uniao dos segmentos de medida
constante e tangentes a 7y, desde que o percurso da roda traseira nao cruze com o percurso
da roda dianteira, tem area igual a um setor circular, dependendo apenas do comprimento
¢ da bicicleta e da variacao do angulo 6 entre a posicao inicial e a posi¢ao final em um

determinado intervalo.

Veja que considerando a curva da roda traseira suave, fechada e convexa, de modo
que seu rastro nao cruze o rastro da roda dianteira, utilizando a férmula do teorema 5.3

verificamos o resultado ja visto anteriormente
Ly 2
6227T:>§27r€ = ml”.
Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 5.21. Seja o rastro traseiro determinado pela curva v(t) = (t,sent), com t € R.
Vamos encontrar a drea aproximada entre os rastros descritos no intervalo limitado pelos
pontos de inflexdo de . Logo, utilizando 3.12 temos que v possui pontos de inflexdo para

0s sequintes valores de t.

i 2] st
dy_a_cost_ d2y_dt dx _%COS B
G dr T 1 _cost:>@— v ] = —sent,
dt dt

asstm —sent =0=t = nm, comn € Z.

E ainda, sendo n € Z, temos que —sent < 0 quando t € (2nm, (2n+ 1)) e —sent > 0
quando t € ((2n + 1)m, (2n + 2)7). E portanto, v possui concavidade para baizo nos

intervalos (2nm, (2n + 1)m) e concavidade para cima nos intervalos ((2n + 1), (2n + 2)m).
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Cabe ressaltar que se vy € periddica com periodo x, entdo I' também serd. De fato,
PO1S

i) 4 D) v
Pt to) =+ o)+ O on 'Y

Agora, escolhendo o intervalo em quen =0 en =1, ou seja t € [0, 7], devemos

=(t) + ¢

determinar a variacao do angulo 6 que o segmento de medida ¢ tangente a vy percorre nesse

intervalo. Notemos na figura 94 que quando a tangente encontra-se na posi¢ao inicial,

m .
0, = i OIS

YE_ 1V

senf; = —_— =

B 2

Figura 94 — Obtendo a variacao angular total.

oY)

0= (%)

Fonte — O autor, 2020.

Logo, pela simetria da senoide, o angulo 0y terd mesma medida. Observe que o
7z A . . 7-(- 7T /
segmento £ percorrerd o angulo de medida 61 no intervalo |0, 5| em que t = 5 € um
mdximo local, e portanto nesse instante o segmento £ serd paralelo ao eixo OX. A partir
de entdo, o segmento percorrerd o angulo 0y, e assim, a variagdo angular total descrita
. . ™ . . .
pela tangente nesse intervalo da curva serd 0 = 61 + 605 = 5 E assim, a drea aprorimada

1 2
entre os rastros desse par de curvas no intervalo indicado serd dada por 5" 562 = Uu.a.

Observe também que, nesse caso, mesmo que a curva vy possua pontos de inflexao,
ou seja o0s rastros se cruzem, podemos tomar intervalos da mesma entre esses pontos
de inflexao e calcular as dreas dessas regioes. E somando essas dreas, obtemos uma

aproximagdo da drea total entre os rastros apos a bicicleta percorrer n regioes como a da
2

figura 94, que é dada por . Veja essas dreas na figura 95.
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Figura 95 — Area entre o par de curvas sendo () = (¢,sent).

oy}

Fonte — O autor, 2019.

Veremos agora, que além de ser possivel determinarmos a area entre os rastros
obtidos, quando conhecemos o angulo que o segmento de medida ¢ varre enquanto percorre
a curva 7. Podemos também, utilizar os recursos do GeoGebra a fim de obtermos o angulo
de varredura do segmento de medida /, e assim, calcularmos a area entre os rastros em

casos mais gerais. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 5.22. Vamos obter a drea entre o par de curvas da bicicleta utilizando os
recursos do GeoGebra, em que v : R — R? é a pardbola de equagoes v(t) = (t,t*), no

intervalo (—3,3). Como vimos no exemplo 5.5, I' é dada por

1,2t 1 2t
D(t) = (t,t%) +£\/(1+74)tz = <t+€m,t2+€m> ,tEeR.
Para realizar a construcao desse par de curvas no intervalo indicado, de modo que nao
tenha atraso no deslocamento da bicicleta, devemos reparametrizar esse par de curvas
através de fungoes periodicas como estudamos na subsecio 77. Assim, vamos tomar a

fungdo seno definida por

—1 <sent <1= —3 < 3sent <3 = h(t) =3sent.
; . ) p 3m om
Note que h é estritamente crescente no intervalo h'(t) = 3cost > 0 = 59 ) Agora,

fazendo a construcao desses rastros sequindo os passos apresentados no apéndice D, através

das reparametrizacoes

— 6sent
7(t) = (3sent,9sen’t) e ['(t) = (3 sent + ¢ 9sen®t + / >en ) .

1
V1 + 36sen?t’ V1 + 36sen?t
Temos que ao utilizar os recursos do GeoGebra, o segmento de medida ¢ varre um angulo
de aproximadamente 161,08°. Assim, convertendo esse angulo para radianos e calculando
a drea entre os rastros por meio do teorema 5.3, considerando ¢ = 4, temos

1 1
5962 =528 4? ~ 22,49 u.a
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Veja na figura 96 que a drea obtida € de fato a mesma de um setor circular de raio £ =4 e
angulo central = 161, 08°.

Figura 96 — Area entre os rastros obtida com os recursos do GeoGebra.

oYk

Fonte — O autor, 2020.

5.5 Atividades propostas para oficinas de matematica

Pensando no ensino da matematica e com o objetivo de desenvolver o espirito
investigativo, apresentando a matematica de uma forma dinamica, vamos, a seguir, propor

duas atividades pra serem trabalhadas com alunos de diferentes niveis de formacao.

Algumas construgoes que vimos no decorrer deste capitulo, podem ser utilizadas
em oficinas de matematica. Detalharemos essas atividades e especificaremos em quais
grupos de alunos elas podem ser aplicadas. Obviamente, fica a critério do leitor analisar o
grupo de alunos que possui e utilizar a proposta mais adequada. Claro que, dependendo

do caso, pode-se mesclar topicos de ambas as atividades.

5.5.1 Oficina I: “Para onde foi a bicicleta?”

A utilizacao do problema da bicicleta como atividade lidica, ou experimental, nao
requer muita formalidade matemética, ou seja, pode ser utilizada com qualquer grupo de

alunos. Para isso, sugerimos os passos abaixo.

e Figurativamente, os alunos devem ser levados a cena de um crime em que deparados

com os rastros das rodas da bicicleta do fugitivo, devem descobrir para qual dire¢ao
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ele seguiu.

— Neste momento é bom deixar que os alunos pensem no problema. Para que eles
tenham uma visualizagao melhor da situagao, apresente duas curvas com cores
distintas que representem os rastros das rodas da bicicleta. Provavelmente a

priori, eles vao tentar determinar qual das rodas descreveu cada rastro.

e Apds os alunos debaterem sobre o par de curvas e possiveis formas de determinar a
direcdo que seguiu a bicicleta, torna-se necesséario revelar algumas consequéncias que

a estrutura geométrica da bicicleta causa nesse par de curvas.

— Uma bicicleta pode ser colocada diante dos alunos ou até mesmo apresentar a
projecao de uma no quadro, e entao deve-se mostra-los os principais elementos
geométricos envolvidos nesse estudo. Que sao os pontos onde as rodas tocam o
solo, o segmento de medida constante que liga esses dois pontos, e também, o

fato da roda traseira estar presa ao quadro da bicicleta.

— Agora, conhecidos esses elementos da bicicleta, cabe analisar junto aos alunos os
comportamentos dos rastros das rodas traseira e dianteira, enquanto a bicicleta
se desloca. Ainda utilizando os rastros apresentados, mostre aos alunos que
espera-se que o rastro da roda traseira sofra varia¢cdes menores que o da roda
dianteira. E ainda, devido a estrutura geométrica da bicicleta ja mencionada, o

rastro da roda traseira quase sempre intersectara o da roda dianteira.

— Nesta ocasiao, os alunos terao um visao mais clara da relagao entre o par de
curvas descritos no quadro, e assim, determinardao com facilidade o rastro da
roda traseira. Mas e o principal questionamento do problema, que consiste em

determinar a direcdo que a bicicleta se deslocou ?

e Assim, uma das formas de se fazer isso é utilizar os seguintes materiais: miniaturas
de bicicletas, almofadas de carimbo com cores diferentes e cartolinas. Veja esses

objetos na figura 97.

Figura 97 — Almofadas de carimbo, miniaturas de bicicleta e cartolinas.

Fonte — Imagens compiladas da internet, 2020.



Capitulo 5. Andlise dos Rastros das Rodas de uma Bicicleta 138

— Passe as rodas de uma das miniaturas de bicicleta nas almofadas de carimbo,
escolhendo cores distintas para cada roda. Apés isso, desloque a bicicleta sobre
uma cartolina, fazendo um caminho qualquer, por fim, cole essa cartolina no

quadro.

— Explique aos alunos que o fato da roda traseira ser fixada ao quadro da bicicleta,
durante o deslocamento da mesma, o segmento de medida constante que liga
os pontos que as rodas tocam o solo, em cada instante, estda contido na reta
tangente a curva descrita pela roda traseira. Isso faz com que ao tragando retas
tangentes a curva descrita pela roda traseira, possamos determinar a direcao

que a bicicleta se deslocou.

— Por fim, trace algumas retas tangentes a curva da roda traseira, e constate junto
aos alunos que para um dos possiveis sentidos de deslocamento da bicicleta,
sempre consegue-se obter o exato segmento que tem a mesma medida da
distancia entre os pontos das rodas da bicicleta que tocam o solo. E assim, esta

determinada a direcao para qual a bicicleta se deslocou.

e Um questionamento interessante de se fazer para os alunos é, se sempre sera possivel,
utilizando os conhecimentos adquiridos até entao, determinar a direcao para qual

uma bicicleta se deslocou a partir de seus rastros.

— Espera-se que os alunos concluam imediatamente, que quando a bicicleta se
desloca perfeitamente sobre uma reta, ¢ impossivel determinar sua direcao.

Neste instante deve-se indaga-los se conseguem descobrir mais um caso.

— Revele para a turma que outro caso em que nao podemos determinar a direcao
que uma bicicleta seguiu a partir de seus rastros, é quando o par de curvas sao

circulos concéntricos.

— Explore juntos aos alunos as propriedades do par de curvas dado por circulos
concéntricos, como a relacao entre os raios dos circulos e o segmento de medida
constante tangente ao rastro da roda traseira. E também, mostre que a area da
coroa circular, ou seja, da regiao compreendida entre os rastros ¢ igual a de um
circulo cujo raio possui mesma medida do segmento constante e tangente ao

rastro da roda traseira.

e Agora que os alunos conhecem as propriedades desse par de curvas, forme grupos em
sala de aula distribuindo miniaturas de bicicletas, almofadas de carimbo e cartolinas
para cada grupo. Peca que esses grupos criem rastros de bicicleta numa cartolina.
Apos isso, sugira que cada grupo analise os rastros feitos por outro grupo, de modo
a determinar a direcao que a bicicleta se deslocou, e com a utilizacao de régua, a

medida do segmento constante que liga os pontos que as rodas tocam o solo.
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Além da atividade acima feita em sala de aula, pode-se também realizar uma em
um espaco maior, utilizando-se uma bicicleta para adulto ou adolescente. Basta passar
tinta guache em suas rodas e percorrer uma cartolina mais comprida. No préprio lugar da
experiéncia verificar a direcdo de deslocamento da bicicleta e sua dimensao, com uso de

fita métrica.

5.5.2 Oficina II: “Uma anélise dos rastros das rodas de uma bicicleta”

A analise dos rastros das rodas de uma bicicleta com finalidade de oficina mate-
matica requer que o grupo de alunos, além de ter minima afinidade com o GeoGebra,
possua conhecimentos tedricos como: parametrizagao de curvas planas, propriedade de
vetores, retas tangentes a curva e derivadas. A seguir sdo apresentamos os passos para sua

elaboracao.

e Inicialmente deve-se apresentar aos alunos, de modo informal, a geometria da bicicleta
e a forma como os rastros de suas rodas se relacionam. Explicando também que
a atividade consiste em obter o rastro da roda dianteira, quando o rastro da roda

traseira é previamente definido.

e Como o assunto nao foi visto de maneira formal ainda, faca a construgdo animada
da bicicleta no GeoGebra, em que é habilitado o rastro do ponto referente a roda
dianteira, conforme apresentada no apéndice D. Para essa construcao, utilize algumas
curvas que os alunos ja estudaram como a parabola, a elipse, a circunferéncia, dentre

outras.

— Mostre que para algumas curvas temos dois rastros dianteiros possiveis, que
sao quando a roda traseira percorre essas curvas nos dois sentidos. Isso pode
ser feito através de uma reparametrizacao da curva da roda traseira, que faca
com que ela seja descrita no sentido contrario ao anterior, conforme exemplo

da parabola visto na subsecao 5.1.1.

— Cabe ressaltar que, devido a um erro do GeoGebra o ponto relativo ao rastro
da roda traseira, sofre um atraso em relacdo a curva no momento que ela é
descrita. Uma forma de desfazer esse atraso é realizar uma reparametrizacao

da curva utilizando fungoes periédicas.

— Como exemplo, no caso da parabola com equagoes v(t) = (,t?), para que
ela seja descrita no intervalo [—3, 3] basta reparametrizé-la através da funcao

h(t) = 3cost no intervalo [, 27].

e Apds os alunos compreenderem melhor a relagdo entre esses rastros, através de

visualizagoes e construgoes realizadas no GeoGebra, chegou a hora de formalizar a
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analise desse par de curvas. Para isso, demonstre a expressao que fornece o rastro

dianteiro a partir do traseiro, conforme vimos na secao 5.2.

— Agora que os alunos conhecem a expressao que fornece as equagoes paramétricas
do rastro da roda dianteira a partir das equagoes paramétricas do rastro da
roda traseira. Determine as equagoes dos rastros dianteiros para as curvas da

roda traseira utilizadas anteriormente no GeoGebra.

— Utilizando as equagoes dos rastros das rodas traseira e dianteira, faca a animacao
da bicicleta no Goegebra, que também esta representada no apéndice D. Nos
casos em que os pontos das rodas sofrerem atraso em relacdo a sua respectiva
curva, realize o procedimento de reparametrizagao por func¢oes peridédicas em

ambas as curvas, visto anteriormente.

e Mostre aos alunos que o par de curvas de bicicleta dado por circulos concéntricos,
isto é, quando a roda traseira percorre a circunferéncia, resulta num caso em que
nao é possivel determinar a direcao que a bicicleta seguiu. E que nesses casos, o par
de curvas é denominado como ambiguo. E trivial que outro par de curvas ambiguo é

dado por retas.

— Aproveite para explorar matematicamente o par de curvas dado por circulos
concéntricos, determinando a relagao entre os raios dos circulos e a medida do
segmento constante entre os pontos das rodas, que tocam o solo. E também,
mostre uma outra alternativa de parametrizacao do circulo descrito pela roda

dianteira, como vimos na subse¢ao 5.3.3.

— Ainda utilizando a reta e o circulo como rastros da roda traseira, aborde a
distancia percorrida pelas rodas. Novamente, é trivial que na reta ambas as
rodas percorrem a mesma distancia. Ja no circulo, a roda dianteira percorre
uma distancia maior que da roda traseira. Essa andlise pode ser feita também
no GeoGebra, através do recurso que calcula o comprimento de uma curva ao

passo que ela é descrita.

e Introduza a nocao de area entre os rastros, utilizando o par de curvas dado por
circulos concéntricos. Mostre que nesse caso, como também no da elipse, a area entre
os rastros sera a mesma de um circulo cujo raio mede a distancia entre os pontos de

contato entre as rodas e o solo. Como vimos na se¢ao 5.4.

— Aborde que também é possivel, calcular a area entre os rastros para os casos em
que o rastro da roda traseira nao possua pontos de inflexdo. O que resultara na
area de um setor circular cujo angulo central serd o mesmo angulo de varredura
do segmento que tem por extremidades os pontos que tocam o solo de cada

roda.
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— Obviamente, mesmo que determinada curva possua pontos de inflexao, ela pode
ser limitada a um intervalo que nao mude a concavidade. Podendo enfim, ser

determinada a area entre os rastros nesse intervalo, conforme o exemplo 5.21.

— Todos os casos acima podem ser construidos no GeoGebra, de modo que, a
utilizacao de seus recursos possibilite a visualizacao dessas areas através da
habilitacao do rastro do segmento que tem por extremidades os pontos de
contato das rodas com o solo. E ainda, a analise de casos mais gerais, por meio
dos recursos que limitam curvas a qualquer intervalo e calculam o angulo de

varredura de determinado segmento, como fizemos no exemplo 5.22.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Com o proposito de analisar o par de curvas geradas pelas rodas de uma bicicleta,
procuramos apresentar ao longo do trabalho os principais tépicos sobre as curvas planas
parametrizadas, utilizando-se de recursos graficos e desenvolvendo cada tema detalhada-
mente. De modo a facilitar o entendimento, buscamos desenvolver exemplos em grande

parte dos assuntos.

Trouxemos a abordagem de curvas importantes como a catenaria, tractriz e também
a de Bézier, esta ultima que é menos vista em trabalhos do tipo; mas que sendo tomada
posteriormente como rastro traseiro do par de curvas de bicicleta, obtivemos a vantagem
de poder alterar seu traco por meio de seus pontos de controle e assim mudar também a

trajetoria da roda dianteira.

Fizemos um estudo mais abrangente de construgao dos gréaficos das curvas dadas
na forma paramétrica, onde fornecemos meios de verificagdo de seus comportamentos
para determinados intervalos do parametro, tal como encontrar pontos de auto-intersecao,

intervalos de crescimento e decrescimento e também as tangentes verticais e horizontais.

De modo a fazer uma abordagem mais aprofundada das curvas planas, fizemos um
estudo de alguns conceitos fundamentais da geometria diferencial. Introduzimos alguns
exemplos e construimos graficos no software GeoGebra para facilitar a compreensao do
contetdo. Tais conceitos também foram fundamentais para construir a abordagem do par

de curvas gerados pelas rodas dianteira e traseira da bicicleta.

Ainda utilizando o GeoGebra, construimos a animacao de uma bicicleta a partir da
curva percorrida pela roda traseira, obtendo assim o trajeto da roda dianteira. As curvas
que usamos para a roda traseira foram as que analisamos seus graficos nos capitulos 2
e 3. Excetuando-se a tractriz, que além de determinarmos suas equagoes no capitulo 5,

mostramos que de fato um dos possiveis rastros para a roda dianteira é uma reta.

Determinamos também que tanto a velocidade quanto a distancia percorrida da
roda dianteira sao maiores ou iguais que a da roda traseira. Também, relacionamos as
curvaturas dos rastros de modo a encontrar a curvatura da curva descrita pela roda
dianteira através da traseira. Encontramos outras relagoes entre o angulo determinado
pelos vetores tangentes aos rastros e suas respectivas curvaturas num dado valor do
parametro. Outros resultados importantes surgiram quando analisamos pares de curvas

ambiguas e as areas das regioes definidas entre os rastros das rodas.

Ao final do capitulo 5, elaboramos duas propostas de oficinas, uma mais experi-
mental e outra de cardter mais investigativo. Ambas podem ser aplicadas para grupos de

alunos no ensino médio. Selecionamos os conteuidos referentes ao estudo da bicicleta que
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sao mais adequados a alunos desse nivel. Para a primeira oficina buscamos elaborar uma
atividade ludica, fugindo um pouco da formalidade de modo que seja de fato exequivel.
A Outra atividade elaborada foi a oficina II, que busca aprofundar o estudo do tema,
e portanto, sendo necessario que o grupo de alunos tenha determinado conhecimento

matematico, além de saber utilizar alguns recursos do GeoGebra.

Portanto, acreditamos que realizamos o proposto inicialmente, que era apresentar
uma investigacao matematica dos rastros descritos pelas rodas de uma bicicleta. Vimos que,
na maioria dos casos, podemos determinar a direcao que a bicicleta se desloca, apresentando
uma solucao geral para o problema que foi colocado diante do saudoso detetive Sherlock

Holmes.

Este trabalho abriu um horizonte vasto de contetidos que podem ser aprofundados
nesse meio, como a verificagdo se uma bicicleta pode percorrer o mesmo caminho que
um uniciclo, outros casos de célculo da area entre os rastros e andlises geométricas das
evolutas e involutas desse par de curvas. Assim, este autor pretende seguir os estudos nesse

ramo, buscando cada vez mais conhecimentos para pesquisas futuras.
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APENDICE A - OBTENCAO DO TRACO DE UMA CURVA
UTILIZANDO NOCOES DE CALCULO

~ ) 2 i
Construcao do trago da curva C; : t 2+ 17 teR.
De modo a determinar seus pontos de interesse temos

2
x(t):§:0<:>t:()etambém
(2t +1)3

1
5 :O<:>2t+1:0<:>t=—§

y(t) =0 <=

Logo, obtemos os pontos

2 2.04+1)3
((0), y(0)) = (02 <3+>) (0.1)

(+(3) o () - (PRS- (L)

1
Note que z(t) > 0 e y(t) > 0 no intervalo [—2, —l—oo), em que ambas as equagoes existem,

assim, vamos verificar o seguinte limite

’ 2 ’ (2t +1)3
Jim 5t ) = (oo o)

lim (z(t),y(t)) =

t——+o0

Derivando as equacoes para encontrar suas tangentes horizontais e verticais temos

d(x(t 2t

%)):2:tetambém

d(y(t)) _ 3-(2t+1)%-2 _ JETT
dt 2-3,/(2t +1)3

Portanto, temos as seguintes tangentes.

e Tangentes horizontais

d(y(t)) B 1 dx(-1/2)) 1
o —\/2t——|—1—0<:>t——§, comT——§7£07

1
Logo, temos uma tangente horizontal no ponto <8’ O), que é a reta y = 0, e portanto

coincidente com o eixo OX.
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e Tangentes verticais

d(z(t)) d(y(0)) _ _ .
o =t=0, com o =v2-04+1=1#0;

1
Logo, temos uma tangente vertical no ponto (O, 3), que ¢é a reta x = 0, e portanto

coincidente com o eixo OY.

Analisando o crescimento e decrescimento de x(t) e y(t) através das derivadas

obtidas acima, temos

e Crescimento e decrescimento de z(t)

d(x(t))
dt

> (0 <=1t >0, e portanto

d(x(t))
dt

1
<O<:>—§<t<0

1
Portanto, x(t) é crescente quanto ¢ € (0,+00) e decrescente quanto t € (—2, O).

e Crescimento e decrescimento de y(t)

1
Observe que v/2t + 1 > 0 para qualquer t € [—2, —l—oo), logo y(t) é sempre crescente.

_ z(t) = e'sent
Construcao do trago da curva C, : it eR.
y(t) = e’ cost
Dado que suas equagoes apresentam as fungoes periddicas seno e cosseno, temos

que os eixos OX e QY serdo intersectados quando ¢ assume os valores
z(t) =e'sent = 0 <= sent = 0 <=t = 2kw ou t = 7 + 2km, com k € Z;
y(t):etcost:()<:>cost:0<:>t:72T+2k7rout:327T+2k7r, com k € Z
Assim, temos que o eixo QY serd intersectado nos pontos
(¢(2k7), y(2kT)) = (0,e*7) e (x(m + 2k7), y(r + 2k7)) = (0, =€) | com k € Z,
e OX nos pontos
(x(m/2 4 2km),y(n/2 4 2k7)) = (e(”/2+2k7r), O) e

(x(37/2 + 2km),y(3w/2 + 2km)) = (—6(3“/2”]”), O) com k € Z.

Verificando os sinais das equacoes enquanto ¢ varia, notemos que e* > 0 para todo

t € R. Assim, seus sinais dependem das fungoes seno e cosseno. Logo

z(t) = e'sent ><= sent > 0 <= 2kw <t < m(2k + 1) com k € Z, e portanto

z(t) =e'sent <<= sent < 0 <= 72k + 1) < t < 2w(k + 1) com k € Z;
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E analisando y(t)

y(t) = e’ cost > 0 <= cost > 0 <= 2kr <t < 7(2k + 1) com k € Z, e portanto

y(t) =e'sent < 0 <= sent < 0 < w(2k + 1) <t < 2r(k + 1) com k € Z;

Derivando as equacoes a fim de encontrar suas tangentes horizontais e verticais,

temos
d(z(t
(xdi ) e'sent + e’ cost = ef(sent + cost), e também
d(y(t
<Z§ ) =c'cost — e'sent = e'(cost — sent).

e Tangentes horizontais
d(y(t))
dt

<:>t:%+/<m:£(4k+1), com k € Z

Portanto, temos tangentes horizontais nos pontos

= e'(cost —sent) = 0 <= (cost — sent) = 0 <= cost = sent

(w(m/4+ k), y(m /4 + kr)) = (™4 sen(rr /4 + k), /45 cos(r /4 + k) )
e Tangentes verticais

d(x(t
3

Portanto, temos tangentes verticais nos pontos

(x(3m/4 + km),y(3m/4 4 km)) =
(cGm/+47) son (37 /4 + k), e/ 4457 cos(37 /4 + k)

E agora, utilizando as derivadas de x(t) e y(t) para encontrar seus intervalos de

crescimento e decrescimento, temos

e Crescimento e decrescimento de z(t)

d(x(t))
dt
d(x(t))
dt

Assim, temos que z(t) é crescente nos intervalos:

= e'(sent + cost) > 0 <= (sent + cost) > 0 <= sent > —cost, e

= e'(sent + cost) < 0 <= (sent + cost) < 0 <= sent < — cost

3 7
<2k7r, g + 2k7r> U (;T + 2km, Zﬂ + 2k7r) U (Z + 2k, 21 + 2k7r) , com k € Z.
E decrescente nos intervalos:

(31 + 2km, ™+ 2k:7r>U(7r + 2km, 327T + 2k;7r)U<327T + 2km, 72 + 2k7r> , com k € Z.
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e Crescimento e decrescimento de (%)

d(y(t
() = e'(cost —sent) > 0 <= (cost —sent) > 0 <= cost > sent, e

d(y(t
(di ) = e'(cost —sent) < 0 <= (cost —sent) < 0 <= cost < sent

Assim, temos que y(t) é crescente nos intervalos:

<2k7r, T zlm) U (52 + ok, 3; + 2k7r> U (3; + ok 27 + 2k’7r) com k€7

E decrescente nos intervalos:

(Z + 2k, 2+ 2k7r> U <72T + 2k7r,7r+2k:7r> U <7r—|— o, 5: +2k7r> com k€ 7.

. x(t) =rt —rsent
Construcao do trago da curva Cj : ;teR
y(t) =r —rcost

Sendo r > 0, temos os pontos de interesse

z(t)=rt—rsent =0<=r(t —sent) =0 <=t —sent =0 <= sent =t <=1t = 0,

y(t) =r—rcost =0<«=r(l —cost) =0 <= cost = 1 <=t = 2km, com k € Z.
Portanto, C3 intersecta o eixo OY no ponto
t=0<«= (2(0),y(0)) = (r-0—7rsen0,r —rcos0) = (0,0),
e intersepta o eixo OX nos pontos

t = 2km <= (x(2km),y(2km)) = (2krm — rsen(2kn),r — rcos(2km)) = (2krm,0).

Analisando os intervalos em que z(t) é positiva e negativa temos
z(t) =r(t —sent) > 0 <= (t —sent) > 0 <=t >sent <=t > 0, logo
x(t) =r(t —sent) <0 <= (t —sent) < 0 <=1t <sent <=1t < 0.
Em y(t) temos que
—1l<cost<l<=1>—cost>—-1<=2>1—cost>0, ecomor >0 obtemos

2r > r —rcost > 0,e portanto 0 < y(t) < 2r.

E agora, calculando os limites das equagoes com t indo para o infinito positivo e

negativo, temos que como y(t) é limitada, entretanto oscila no intervalo [0, 2r], seu limite
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diverge. J4 para x(t) obtemos

lim rt —rsent =r-

lim ¢t —sent

t—+oo t—+oo
t

=7r- lim t(l_sen>

t—+oo t

t

=7r-. lim ¢t- lim (1_sen )

t—+oo t—+oo t
=r-xoco-1==+x

Derivando as equacoes, de modo a obter suas tangentes horizontais e verticais,

dw) o d)
dt dt

encontramos

=rsent.

E assim vamos ter

e Tangentes horizontais

d(y(t))

=rsent =0<==0<«=1t =2kw out =mn+ 2kw, mas temos que

dt
d(x(2k d 2k
(x(dtﬂ) =r—rcos(2kr) =0e (x(ﬂ; ) _ r—rcos(m + 2km) = 2r

Portanto, temos tangentes horizontais nos pontos

(x(m + 2kn), y(m + 2km)) = (r(7 + 2kw) — rsen(w + 2k7),r — r cos(m + 2k7))
= ((m + 2km),2r), com k € Z.

e Tangentes verticais

d(x(t))
dt
d(y(2km))

dt

=r—rcost=0<=rcost =r <= cost =1 <=t = 2kw, mas temos que
= rsen(2km) = 0.

Logo, a curva nao possui tangentes verticais.

Utilizando as derivadas acima, vamos analisar o crescimento e decrescimento de
x(t) e y(t). Logo

e Crescimento e decrescimento de z(t)
d(z(1))
dt

expressao —1 < cost < 1, obtemos

Temos que = r —rcost, em que r > 0; e manipulando algebricamente a

—1<cost<l<«=1>—cost>—-1<«<=2>1—cost>0«=0<r—rcost <?2r

d(x(t))
dt

Portanto, = r —rcost é ndo negativa, desse modo x(t) serd sempre crescente.
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e Crescimento e decrescimento de (%)

d(y(t
(,‘Zl(t)) —rsent>0<:>S€]_’lt>O<:}2k‘7T<t<7T+2]€7T7 epontanto
d(y(t

E assim y(t) é crescente no intervalo (2km,m + 2k7m) e decrescente no intervalo
(m + 2km, 2w + 2kn), com k € Z.

t3
_ z(t) = ——+t
Construcao do trago da curva Cy : 3 it e R
y(t) =t =1
Vamos encontrar os pontos de interesse, fazendo
t3 t2
x(t):—3+t:O<:>—t<3—1> —0<=t=0o0ut==+V3

e também
y(t) =t* —1=0<«=t = £1.

Assim, os pontos de interse¢do com o eixo OX sao

(igl)ﬁs (1) 1> _ (jFil’) + 1,0> = (ig,o) :

t =41 < (z(x1),y(£1)) = (—
e os de intersecao com o eixo OY sao

t=0<= (2(0),y(0)) = (—03 +0,0% + 1) =(0,1) e

3
3
i\/g 2
t=2V3 < (2 (£V3),y (£V3)) = —(3) + V3, (£V3) —1| =(0,2).
Note que nos instantes t = —v/3 e t = /3 a curva passa pelo mesmo ponto, desse modo,

por 3.2 a curva C4 possui uma auto-intersegao em (0, 2). De fato, pois
x(—\/g) zozx(\@) ey(—\/§> :2:y(\/§).

Agora, verificando os intervalos em que as equacbes sao positivas e negativas

teremos

t? t?
x(t):—3+t>0<:>t<—3+1> >0+<=0<t<+v3out<—3, portanto

t3 t?
x(t):—3+t<0<:>t<—3+1><0<:>—\/§<t<00ut>\/§.
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E para y(t) temos

y(t) =t*—1>0<«=t < —lout > 1, portanto
yt) =t* -1 <0< -1<t<1.

Agora, verificando os comportamentos de z(t) e y(t) para t indo ao infinito positivo e

negativo iremos obter

t3
lim C4 = ( lim —— +¢, lim * — 1) = (—o0,+00), e também

t——+o00 t—+o00 3 t——+o00
t——o0 —00

t3
lim C, = (tkm 3 + t,tgr_n t? — 1) = (400, 400) .

Derivando as equagoes de modo a obter as tangentes horizontais e verticais da

d(z(t) - d(y())
7 =—t"4+1 e T

curva encontramos

= 2t.

E assim, vamos ter

e Tangentes horizontais

dy(t)) .. B d(z(0)) _
=2 =0e=1=0, comT—l%O,

e portanto temos uma reta tangente horizontal no ponto (z(0),y(0)) = (0, —1),

e Tangentes verticais

d(z(t d(y(x1
(fl(t)):—t2+1:0<:>t:j:1, com(ygtnzﬂﬁ#o?

2
e portanto temos retas tangentes verticais nos pontos (z(£1),y(+1)) = (ig’ 0) .

Utilizando as derivadas acima, vamos encontrar os intervalos de crescimento e

decrescimento de z(t) e y(t).

e Crescimento e decrescimento de z(t)

d(x(t))

= t?4+1>0<= —1<t<1, eportanto

dt
d(x(t
%y):—ﬁ+1<0¢:t<—1mt>L
Desse modo, z(t) é crescente quando t € (—1, 1) e decrescente quando t € (—oo, —1)U

(1, 400).

e Crescimento e decrescimento de y(t)
d(y(t))
dt

Assim, y(t) é crescente quando ¢ € (0, 400) e decrescente quando ¢ € (—o0,0).

=2t< 0« t <.

d(y(t))
dt

=2t >0<«=1 >0, e portanto
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_ z(t) =1*+1
Construcao do trago da curva Cs : teR.
y(t) =63+ 2t

Note que verificando se x(t) se anula obtemos
z(t) =t +1=0<=t¢R,
logo a curva nao intercepta o eixo OY. Ja para y(t) encontramos
yt) =P+ 2t =0 <= t({t*+2) =0 <=t =0,
assim o eixo OX ¢ interceptado no ponto
t =0« (x(0),y(0)) = (0*+1,0°+2-0) = (1,0).

Agora, analisando os intervalos em que as equagoes sao positivas e negativas temos que
z(t) > 0,¥t € R. E para y(t) temos

y(t) =t(t* +2) >0 <=t >0, e pontanto y(t) = t(t* +2) < 0 <=t < 0.

Vamos verificar como z(t) e y(t) se comportam quando ¢ varia para o infinito

positivo e negativo fazendo
t——o0

lim C5 = (thn t* + 1,tLiI}l 3+ 2t> = (400, —00), e também

lim C5 = ( lim #* +1, lim # +2t> = (400, +00).
t——+o0 t—+o0 t——+o0

Derivando z(t) e y(t), de modo a obter as tangentes horizontais e verticais de Cs,

d(z(t)) dly)) ..
o =2t e i = 3t° + 2.

teremos

E portanto vamos ter;

e Tangentes horizontais

d(y(t))

=3t24+2=0<=t<¢R
dt + ¢ )

logo a curva nao possui tangentes horizontais.

e Tangentes verticais

d(x(t))
dt

=2t=0<=1t=0, com

d(y(0)) _
a 270

desse modo, a curva possui tangente vertical no ponto t = 0 <= (z(0),y(0)) = (1,0).

Utilizando as derivadas acima a fim de encontrar os intervalos de crescimento e

decrescimento das equagoes, obtemos
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e Crescimento e decrescimento de z(t)

d(x(t))
dt

d(x(t))
dt

=2t >0<=1 >0, e portanto =2t<0<=1t<0,

logo x(t) é crescente no intervalo (0, +00) e decrescente em (—o0,0).

e Crescimento e decrescimento de y(?)

d(y(t))

=3t24+2>0,VteR
dt + ) M

portanto y(t) é sempre crescente.
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APENDICE B - INTERPRETACAO GEOMETRICA DA CURVATURA

Consideremos uma curva regular o : I — R? com curvatura k(s) para cada s € I.

e Sobre o sinal da curvatura:

Quando k(tp) > 0, ocorre que, para todo t suficientemente préximo de t,, a curva «
estard no semiplano determinado pela reta tangente & @ em a(tg) para o qual aponta

o vetor N(ty), conforme figura 98a. O que pode ser verificado através da fungao

f(t) = (a(t) — alt), N(to)),

que é maior ou igual a zero, para valores de ¢ proximos de ty. De fato, pois f'(tg) = 0
e utilizando as férmulas de Frenet obtemos f”(ty) = k(to) > 0. Assim, f possui
minimo relativo estrito em ¢, e como f(tg) = 0 conclui-se a prova. Note que de
modo andlogo, sendo k(ty) < 0 obtemos que f possui maximo relativo estrito em t.
Logo, dessa vez, a curva «(t) pertence ao semiplano determinado pela reta tangente

a o em ty para o qual aponta o vetor —N () de acordo com a figura 98b.
Figura 98 — Analise do sinal da curvatura.
(a) k(t) > 0. (b) k(t) < 0.

o(t) “N@) o(t)

T(t)

Fonte — O autor, 2019.

e Sobre o valor da curvatura:

Para tratarmos do valor de k, supomos k(tp) > 0 e sejam P, = a(tg) + pN (o), com

> 0, e C, o circulo de centro em P, e raio p. Assim, para valores suficientemente
) p p )

pequenos de ¢, quando p < os pontos «(t) estarao no interior de C,. E no caso

k(to)

os pontos a(t) vao estar no exterior de C,. Veja uma representacao

em que p >
Iy
desse fato na figura 99.

Podemos verificar isso utilizando da funcao g dada por

9(t) = lla(t) = B[ = p*,
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em que através das féormulas de Frenet obtemos ¢(ty) = ¢'(to) = 0 e ¢"(ty) =

—k(to) + 1. E portanto, se p < M, entao g possui um maximo estrito em ¢ e, se
0
1
p > m, entao g possui minimo estrito em %y, o que fecha a verificagdo. De modo
0
1

geral, nada podemos afirmar se p = k(lo)’
0

. 1
Figura 99 — py = M, 0<p1 <po<pa.
0

Fonte — O autor, 2019.

Conforme vimos ao longo do trabalho, quando k(ty) > 0, definimos o raio de curvatura

de av em t por pg = . E assim, o ponto P,, = a(t) N(to) serd o centro

- + -
de curvatura ou ponto focal de ov em ¢y e o circulo C,, serd o circulo osculador de o
em to. Notemos ainda que, C,, é tangente a curva a no ponto «(tp) e tem a mesma

curvatura que & nesse pOIltO.
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APENDICE C — FORMA CANONICA LOCAL DAS CURVAS PLANAS

Sabemos que a curvatura é uma medida que revela o quanto uma curva difere da
reta tangente para na vizinhanca de determinado ponto. Isso pode ser verificado através
da forma canonica local da referida curva no ponto em questdo. Logo, seja v : I — R?
uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco. Tomando a aproximagao pelo

polinémio de Taylor de ambas as fungoes coordenadas de «, teremos

_ / (5 _ SO>2 " (S B 50)3 "
z(s) = x(s0) + (s — 50)2'(s0) + (3_219)296 (so) + (3_3;)33: (s0) +ri(s), 1)
y(s) = y(s0) + (s — 50)y'(s0) + TOZJN(SO) + Toym(so) + 1a(8).
E assim, utilizando as equagoes de Frenet obtemos
(2" (50),5™(50)) = " (s0) = T"(s0) = (k(s)N(5))]s=s
= k,(SQ)N(SO) + k(So)N/(S()) (CQ)
= k'(50)N(s0) — k*(50)T(50).
Logo, substituindo C.2 em C.2 encontramos
a(s) = a(sg) + (s — s0)T(s0) + (S_;O)k(so)N(so)
(s —s0)® | (C3)
+ g (K (s0)N(s0) — k*(s0)T (s0)] + R(s),

R

onde lim 7H (o)l
S—S80 (3 —_ 30)3

difere da reta tangente a curva « em sy para pontos proximos de a(sy), através do fator

= 0. Note que pela equacao C.3 o valor k(sg) representa o quanto a(s)

(s — sp 5 — 50)°

ol ) k(So)N(So) + ( 31 [k'/(So)N(So) - k’Q(So)T(So)] + R.

Por fim, escolhendo um sistema de coordenadas de R? dado por a(sg) = (0,0) com

base canonica {T'(sg), N(so)} tal que T'(sg) = (1,0) e N(so) = (0,1). Se em relagao a este

referencial a curva « é descrita por a(s) = (z(s),y(s)), entdo utilizando a equagao C.3

(8_,8()) + Ry(s)

obtemos
(s) = (s — s0) — k*(s0)

s—59)° 3 s —5)° (C'4>
y(s) = k(30)<2!0> + k’(so)(g!o) + Ry(s).

A equacao C.4 é denominada a forma canédnica local de « e representa o comportamento
de qualquer curva regular na vizinhanga de um ponto a(sg). No caso em que k(sq) # 0,

ela nos diz que o traco de « fica de um lado da reta tangente a a em s.
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APENDICE D - CONSTRUCAO DOS RASTROS DE BICICLETA NO
GEOGEBRA

No capitulo 5 fizemos um estudo do par de curvas de bicicleta quando é conhecido
o trajeto da roda traseira, obtendo propriedades diversas e os relacionando. Inicialmente
como nao conheciamos ainda a matematica do rastro dianteiro, construimos uma animagcao
de uma bicicleta no GeoGebra ativando o rastro do ponto referente a roda dianteira, e
assim, podemos ver alguns exemplos. Apds conhecida a expressao que fornece a curva da
roda dianteira, conseguimos construir a bicicleta animada com rastro dianteiro continuo.
A seguir explicaremos esse processo de construcao, de modo que uma pessoa que tenha

médio conhecimento do programa consiga desenvolver.
Construcdgo com o rastro do ponto referente a roda dianteira habilitado
e Criar um controle deslizante para o parametro designado ¢, definindo o intervalo

[a,b] em que se deseja que as curvas sejam representadas.

e FEsbocar o trago da curva que sera o rastro da roda traseira, utilizando a seguinte

funcao na caira de entrada do GeoGebra.

Curva( < Expressao >, < Expressao >, < Varidvel >,

< Valor Inicial >, < Valor Final >)
Com as fungoes coordenadas dependendo da variavel s e valores inicial e final sendo

a e t, respectivamente.

Nesse momento, ativando o controle deslizante ¢, a curva da roda traseira serd descrita de

modo animado, de acordo com a variacao de t.

e Criar o ponto que representard a roda traseira da bicicleta, inserindo a seguinte

funcdo na caiza de entrada.
Ponto(< Objeto >, < Parametro >)
Em que o objeto serd a curva traseira determinada anteriormente e ¢t o parametro.

e Criar um novo controle deslizante que sera a medida da distancia entre as rodas

dianteira e traseira denominado L, obviamente com variagao positiva.

e Construir um circulo com centro no ponto que representa a roda traseira e raio L
utilizando a funcgao

Circulo(< Ponto >, < Raio >)
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e Tragar a reta tangente a curva traseira no ponto que a descreve e que também é
centro do circulo construido no passo anterior, inserindo a seguinte funcao na caiza
de entrada.

Tangente(< Pontoda Curva >, < Curva >)

e Determinar os pontos de intersecao entre a reta tangente e o circulo utilizando a
funcao
Intersegao(< Objeto >, < Objeto >)

e Tracar o segmento entre o ponto de intersecao, observando o sentido em que a roda
traseira é descrita, e o ponto que representa a roda traseira que também é centro do

circulo; inserindo na caiza de entrada a seguinte funcao.
Segmento(< Ponto >, < Ponto >)
Note que esse segmento serd o raio do circulo, e portanto tera medida L.
e Agora, basta ocultar os elementos que nao utilizaremos mais como a reta tangente,
o outro ponto de intersecao obtido e o circulo. E por fim, habilitar o rastro do
ponto que representa a roda dianteira. Ativando o controle deslizante t a bicicleta se

deslocara e variando a medida do controle deslizante L a distancia entre as rodas sera

alterada. Veja a realizacdo desse procedimento na figura abaixo com (t) = (¢, sent).

Figura 100 — Construcao habilitando o rastro do ponto.

©F GeaGebra Classic — [m] *
DS U= PANNE: Q =

t=8.18 = &
257 e— 1257®

&
U

a = Curva(s. sen(s),s, —4 7.t)

O x=s ~
—  y - sen(s) } 12,57 <5 <818
A = Ponto(a, t)
@
— (8.18, 0.95)
L=1
O 0 e e— 5
e: Circulo(A, L)
O
— (x-8.18) + (y-095)2 =
f : Tangente(A, a)
@)
— y=-0.32x + 3.56
Intersecio(c. f) t
— B =(7.23, 1.25) a
O — C=(9.13, 0.64) a

g = Segmento(A, C)

- T ®

Fonte — O autor, 2019.
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Construgcdao conhecendo a expressao matemadtica para a roda dianteira.

Quando se conhece a expressao matematica para a roda dianteira, o processo

consiste em:
e Criar um controle deslizante para o parametro designado ¢, definindo o intervalo
[a, b] em que se deseja que as curvas sejam representadas.

e FEsbocar o trago da curva que sera o rastro da roda traseira, utilizando a seguinte

funcao na caira de entrada do GeoGebra.

Curva( < Expressao >, < Expressao >, < Varidvel >,

< Valor Inicial >, < Valor Final >)

Com as fungoes coordenadas dependendo da variavel s e valores inicial e final sendo

a e t, respectivamente.

e Criar o ponto que representara a roda traseira da bicicleta, inserindo a seguinte

funcao na caiza de entrada.
Ponto(< Objeto >, < Parametro >)

Em que o objeto serd a curva traseira determinada anteriormente e ¢ o parametro.

e Criar um novo controle deslizante que sera a medida da distancia entre as rodas

dianteira e traseira denominado L, obviamente com variagao positiva.

e Esbocgar o trago da curva que serd o rastro da roda dianteira, utilizando a seguinte

funcao na caiza de entrada do GeoGebra.

Curva( < Expressao >, < Expressao >, < Varidvel >,

< Valor Inicial >, < Valor Final >)

Com as funcgoes coordenadas dependendo da varidvel s e valores inicial e final sendo

a e t, respectivamente.

e Criar o ponto que representara a roda dianteira da bicicleta, inserindo a seguinte

funcao na caiza de entrada.
Ponto(< Objeto >, < Parametro >)

Em que o objeto sera a curva dianteira determinada anteriormente e t o parametro.
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e Tracar o segmento com extremidades nos pontos que representam as rodas dianteira

e traseira, utilizando na caixa de entrada a funcao.
Segmento(< Ponto >, < Ponto >)

Observe que a distancia entre esses pontos tera a medida L.

Ativando o controle deslizante ¢ a bicicleta se deslocara descrevendo seus rastros, conforme

figura abaixo com ~y(t) = (¢,sent).

Figura 101 — Construcao conhecendo a expressao matematica da roda dianteira.

7 ™)
{2 GeoGebra Classic - ] X
k]~ X OO &N = e oC Q=

t=8.18 =nJ &

818 @—— 8.18 @

a = Curva(s, sen(s),s, —4 .t}

@ x=%
—  y=sen(s) } 1257 <s<B.18
A = Ponto(a.t)
@
— (8.18, 0.95)
o L=1 :
e ——
0 5 ®
b= Curva| s+ Lt sen(s) + o
/14 cos?(s) V1+
@ S S
xost /1 + cos?(s) 1257
- y = sen(s) + _Leosls) cos(s) o
1+ cos?(s)
L,
B = Ponto(b, 1)
@ Q
— (9.13, 0.64)
f=S (A.B) &
egmento( A,
@ -
— 1 - La
[ » ®©
. w

Fonte — O autor, 2019.
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