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RESUMO

Neste trabalho vamos demonstrar algumas férmulas basicas da Trigonometria com 0
auxilio da geometria, mais diretamente dos tridngulos retdngulos, da semelhanca de
triangulos, do teorema de Tales e do teorema de Pitdgoras. Considerando o grande nimero de
férmulas usadas na Trigonometria e que algumas sdo apenas memorizadas por boa parte dos
alunos, demonstraremos essas formulas a partir de constru¢des geométricas simples. Partindo
de construgdes adequadas de triangulos retangulos, sem perda de generalidade, justificaremos
geometricamente essas férmulas. Buscando com isso uma deducdo mais proxima de um
exemplo prético, considerando o uso da geometria como um fator menos abstrato uma vez
que temos as figuras geométricas como orientacdo e confirmagdo desses processos dedutivos.
Dando assim um sentido préatico para essas férmulas, levando o aluno a aplica-las com mais
seguranca na resolucdo de problemas e até mesmo na compreensao das formulas que derivam

ou sdo justificadas por elas.

Palavras Chaves: Trigonometria, Funcfes Trigonométricas, Triangulos.



ABSTRACT

In this work, we will demonstrate some basic trigonometric formulas with the aid of
geometry, by using similarities of triangles and Pythagorean theorems. There is a large
number of trigonometric formulas that students end up memorizing without understanding
where they comes from.

We seeking a deduction closer to the practical example, considering the use of
geometry as a less abstract factor once we have geometric figures as orientation and
verification of these deductive processes. Thus giving a practical sense to these formulas,
leading the student to apply himself more confidently in solving problems and even in

understanding the formulas that derive from or are justified by them.

Keywords: Trigonometry, Trigonometric Formulas, Triangles.
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1. INTRODUCAO

Segundo o portal do Ministério da Educacdo (MEC), A Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) é um documento normativo que define o conjunto de aprendizagens
essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da
Educacdo Bésica.

A BNCC foi elaborada a partir das Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) e dos
Parametros Curriculares Nacionais (PCN). As DCNs sdo normas da Educacdo Basica que
embasam o planejamento curricular das escolas e direcionam as atividades para a
Educacdo Infantil e Ensinos Fundamental e Médio, com objetivo de assegurar a autonomia
da escola e da proposta pedagdgica. Ja os PCNs sdo diretrizes separadas por disciplinas
elaboradas pelo governo federal e ndo obrigatdrias por lei. Os PCNs foram criados com a
funcdo de ser um referencial escolar para o Brasil com a capacidade de uniformizar a
formagéo escolar respeitando e valorizando os aspectos culturais e regionais. Eles déao
apoio e sugestdes na construcdo ou alteracdes nos curriculos; na formacéo dos professores;
nas discussdes pedagogicas internas as escolas; na producdo de livros e outros materiais
didaticos e na avaliacdo do sistema de Educacao.

Podemos, sem lugar a davida, afirmar que a BNCC foi um ganho para a sociedade
ja que acaba com discrepancias que existiam entre as diferentes regiGes do pais e entre as
diferentes escolas, unificando assim os contetdos obrigatdrios a serem abrangidos em cada
um dos niveis da Educacdo Basica.

A BNCC possui 10 Competéncias Gerias que orientam o desenvolvimento dos
alunos durante toda a Educacdo Basica em cada uma das componentes curriculares e
devem ser tratadas de forma transdisciplinar abrangendo todas as areas de conhecimento e

etapas da educacdo. As competéncias sdo:

Construcdo do conhecimento
Conhecimento critico, cientifico e criativo
Repertdrio cultural

Comunicacao

Cultura Digital

Valorizacédo da diversidade

N o a s~ wDd e

Argumentacéo.
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8. Autoconhecimento e autocuidado
9. Resolucao dos conflitos do cotidiano

10.  Autonomia e independéncia

A BNCC trouxe alteracdes para o ensino/aprendizagem da Matemética dando maior
destaque para o desenvolvimento de projetos, resolucdo de problemas e investigacdo. Para
atingir estes objetivos sdo propostas aulas praticas nas quais 0s alunos poderdo testar o que
aprenderam nas aulas teoricas. A ideia € leva-los a cumprirem um desafio, construindo um
conceito préprio para soluciona-lo.

Em relagdo ndo so ao ensino da Trigonometria, mas de toda a Matematica, a BNCC
propGe mudancas que grande parte dos professores desta area ja aplica em seu dia a dia. H&
algum tempo percebe-se que o0 ensino da Matematica atraveés de memorizacao de formulas
sem aplicacBes praticas ou que ndo sejam vinculadas a uma situacdo problema, resulta no
desinteresse da maioria dos estudantes. Para sanar esta situacdo os professores devem
apresentar situacdes simples do cotidiano que demonstrem a importancia da Matematica.

Os PCNs asseguram que

A aprendizagem significativa depende de uma motivagio
intrinseca, isto é, aluno precisa tomar para si a necessidade e a vontade de
aprender [..]. A disposicdo para aprendizagem ndo depende
exclusivamente do aluno, demanda que a préatica didatica garanta condi¢des
para que essa atitude favordvel se manifeste e prevaleca. [...]. Se o
professor espera uma atitude curiosa e investigativa, deve propor
prioritariamente atividades que exijam essa postura e ndo a passividade.
(PCNs p.64 e 65).

A BNCC ressalta que ao completar o Ensino Fundamental o aluno devera ser capaz
de identificar e reconhecer as razfes trigonométricas em um triangulo retangulo. E com a
ampliacdo do aprendizado das razGes trigonométricas no circulo trigopnométrico, com suas
relagcbes fundamentais, somas e subtracfes de angulos, lei dos senos, lei dos cossenos e as
funcBes trigonométricas, este aluno possa entender a importancia da Trigonometria na

resolucgéo de problemas.
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Na Trigonometria, Algebra e Geometria trabalham juntas o que pode ainda mais
dificultar o entendimento do aluno ja que este precisa ter um bom dominio da abstracdo
algébrica e uma boa interpretacdo dos objetos geométricos.

N&o s6 no Brasil, mas no mundo, as pesquisas sobre as dificuldades que os alunos
enfrentam ao estudar Trigonometria ndo s&o muito abundantes, como indicam os trabalhos
de Weber (2005), Moore (2010), Demir (2012, 2013) entre outros. Afortunadamente temos
visto nos ultimos anos o interesse pelo tratamento da Trigonometria em sala de aula
aumentar nas dissertacdes de Mestrado. Em [Reis et al.] os autores realizaram um
levantamento da producdo académica sobre o ensino de Trigonometria no Ensino Médio
no banco de dissertagdes da Capes entre 0s anos de 1987 e 20009.

Observamos que houve um total de 22 dissertacBes. A primeira
dissertagdo sobre o tema foi escrita apenas em 1994. Nos anos de 2000 e
2003, obtivemos o maior numero de dissertacdes, 03. Referente as teses,
percebemos que foram apenas 3, igualmente distribuidas nos anos de 1998,
2001 e 2007.

Os autores também perceberam que a abordagem via resolucao de problemas foi a

que teve um nimero maior de trabalhos, como mostra a tabela a seguir:

Categoria Dissertacbes Teses Total
Novas Tecnologias 5 1 6
Abordagem Historica 5 1 6
Modelagem Matematica 5 0 2
Resolucédo de Problemas 7 0 7
Reflexdo sobrea prética 3 1 4

docente

Total 22 3 25

Cabe destacar que os PCNs fazem uma referéncia explicita a metodologia de
Resolugdo de Problemas, o que talvez justifigue o alto nimero de dissertagbes que

abordam esta metodologia:



13

Os alunos, confrontados com situagdes-problema, novas mas
compativeis com 0s instrumentos que ja possuem ou que possam adquirir
no processo, aprendem a desenvolver estratégia de enfrentamento,
planejando etapas, estabelecendo relagdes, verificando regularidades,
fazendo uso dos préprios erros cometidos para buscar novas alternativas;
adquirem espirito de pesquisa, aprendendo a consultar, a experimentar, a
organizar dados, a sistematizar resultados, a validar solucgdes;
desenvolvem sua capacidade de raciocinio, adquirem autoconfianca e
sentido de responsabilidade; e, finalmente, ampliam sua autonomia e

capacidade de comunicagdo e de argumentagao.

Outro ponto relevante levantado pelos parametros curriculares é a importancia de

que os alunos sejam construtores dos proprios conhecimentos. Podemos ler por exemplo

Quando, noutro exemplo, se propdem métodos de aprendizado ativo,
em que os alunos se tornem protagonistas do processo educacional, ndo
pacientes deste, quer se ter a certeza de que o conhecimento foi de fato
apropriado pelos alunos, ou mesmo elaborado por eles. Mas o que
também se pretende € educar para a iniciativa, pois a cidadania que se
quer construir implica participacéo e néo se realiza na passividade (PCNs
p 54).

Ao mesmo tempo que incentivam uma participacdo maior dos alunos em sala de
aula, os parametros alertam sobre o excesso de memorizacdo de regras ja que pode ser
prejudicial ao aprendizado

[...] aprender Matemaética no Ensino Médio deve ser mais do que
memorizar resultados dessa ciéncia e que a aquisicdo do conhecimento
matematico deve estar vinculada ao dominio de um fazer Matemética e
de um saber pensar matematico (p.41).

Mas sera que o excesso de férmulas para memorizar é o Unico culpado pela grande
dificuldade que os alunos sentem ao estudar Trigonometria na escola?

A resposta é NAO! Existe outra vila nessa historia: a Geometria. Na sua dissertacio
de Mestrado [Feijd] observa que
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[...] houve um descaso com a Geometria por parte do curriculo
escolar, dos livros didaticos e também dos professores de Matematica por
diversas razdes, entre elas a deficiéncia na sua formacdo, ddo mais

importancia a Algebra (p 52).

Ela também destaca que existe, por parte dos alunos, uma dissociacdo da relacéo
fundamental da Trigonometria com o0 Teorema de Pitagoras.

Essa deficiéncia nos conhecimentos de Geometria ndo se manifesta s6 nos alunos
da Educacdo Basica. Weber [Weber 2005, apud Feijo] em um estudo com estudantes
universitarios dos Estados Unidos observou que que a falta de conhecimentos geométricos
é um problema

A primeira limitagdo no entendimento dos alunos [sobre fungdes
trigonométricas] diz respeito ao papel que as figuras geométricas
desempenham na compreenséo dessas funcdes (p 18).

No artigo Trigonometria, Célculo, Ensino e Aprendizagem [Miranda et als], as
autoras (estudantes de Licenciatura em Matematica) concluem que grande parte das
dificuldades dos alunos em Calculo vém do conhecimento superficial de Trigonometria

gue os alunos trazem do Ensino Médio. Para elas

As demonstracdes também sdo de suma importancia, pois elas nos
ajudaram na compreensdo de relagdes e propriedades na Trigonometria, e
deveriam ser aderidas pelos professores do Ensino Fundamental e Médio,
pois os alunos assam a compreender a logica da constru¢do do

conhecimento matematico e percebem que aquilo ndo veio pronto (p 5).

Essas dificuldades sdo sentidas também pelos préprios professores que atuam no
Ensino Basico. Em [Brito et al, 2004] as autoras observam que isso se deve em parte as
caracteristicas do ensino de matematica dominante, na época em que esses Mesmos

professores estudaram e se formaram.

Analisando as dificuldades encontradas pelos professores podemos
afirmar que tais dificuldades estdo intimamente relacionadas a formacéo

escolar das décadas de 70 e 80 caracterizadas, entre outros aspectos, pelo
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descaso para com a Geometria e a Trigonometria, pela formalizacdo
precoce de conceitos geométricos e trigonométricos — quando esses eram
estudados - e pela memorizacdo de procedimentos sem a compreensdo
deles (p.31).

No curso de Formacdo Continuadas para professores que elas ministravam,
observaram que as dificuldades se concentravam nos conceitos geométricos de altura e de
semelhanga de triangulos.

Outros autores [Freitas et als] concordam que a dificuldade dos docentes tem um

contexto historico ja que surgiram durante sua propria formacao.

Talvez a frase que melhor resume a situacdo toda foi dada por Borges [Borges] na

sua dissertacdo de Mestrado:

De maneira geral, o que percebemos sobre o ensino-aprendizagem
de Trigonometria é a percepgdo por parte dos alunos, de que se trata de
uma area extremamente abstrata e repleta de férmulas e identidades a
serem decoradas; e por parte do professor, algo que ndo lhe foi agradavel
no passado, ndo é cobrado em nimero expressivo nas avaliacdes externas
e, portanto, pode ser visto da forma mais breve e superficial possivel (p
32).

Depois de tudo o que acabamos de pontuar, chegou 0 momento de explicar o

porqué da escolha do tema.

Vou falar em primeira pessoa, durante o periodo que frequentei os bancos escolares
no ginasio, hoje Ensino Fundamental e Ensino Médio, me senti atraido pelos conteidos
matematicos, ndo sé pelos conceitos, mas também pela forma que os professores 0s
transmitiam, alguns mostrando a importancia das regras outros a beleza dos enunciados e
formas néo tao ortodoxas para resolve-los; mas todos deixavam bem claro a importancia e
a necessidade do aprendizado da Matematica para nossas vidas. 1sso era de facil percepcao

pois estudava em uma escola com ensino profissionalizante nas areas eletricidade,
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eletronica, mecénica, edificacbes e construcdo naval, onde o0s conceitos tedricos eram

aplicados na pratica.

Sabemos que a Matematica tem inimeras formulas e regras que devemos dominar
ao maximo para obtermos melhor aproveitamento. Contudo, percebemos que muitas

pessoas ndo atingem um nivel desejado de dominio dessas férmulas e regras.

Quando estudei Trigonometria percebi que havia um nimero bem elevado de
férmulas que deveriam ser memorizadas em curto espaco de tempo e apesar de terem
semelhangas possuiam detalhes dificeis de diferenciar entre elas. Em um primeiro
momento ndo pareciam fazer muito sentido e ndo tinham uma aplicacdo imediata. Isto € o
que percebo hoje nos meus alunos sempre que apresento um contetdo ndo contextualizado
ou sem aplicacdo imediata mesmo que em um desafio matematico. Essa proposta de dar

significado aos contetidos nem sempre é possivel.

Quando fui apresentado ao circulo trigonométrico percebi, na época, que com
auxilio do teorema de Pitdgoras e da semelhanca de triangulos aplicados ao circulo
trigonométrico eu conseguiria deduzir grande parte das formulas sem memorizé-las, e da
mesma forma as relagdes entre os angulos complementares, suplementares, reducdo ao
primeiro quadrante, etc. Tudo isso facilitou muito meu aprendizado em Trigonometria e
procuro sempre levar esta experiéncia para meus alunos.

Diante da minha experiéncia procuro apresentar 0s conceitos tedricos com

aplicacdes do cotidiano ou buscando uma justificativa geométrica, sempre que possivel.

Temos hoje elementos facilitadores para uma boa aprendizagem seja ela de cunho
académico ou de forma geral. Encontramos na internet e nos programas de matematica
dindmica dois desses elementos, que sempre atraem muito a aten¢do dos alunos quando
devidamente utilizados. No entanto esbarramos na falta de disponibilizacdo desses
recursos no ambito das escolas publicas. Muitos alunos ndo tém acesso a internet de boa
qualidade ou ndo tem acesso. Esta barreira impede uma equidade do aprendizado de uma

forma geral.
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Percebo nos alunos que, se ndo houver um desafio ou uma relacdo dos contetidos
com a realidade ndo conseguimos a motivacdo necesséaria para o desenvolvimento do
aprendizado. Sdo poucos os alunos, mesmo no Ensino Médio, que tem a percepcdo da
importancia dos contetdos trabalhados na escola em suas vidas profissionais ou para
continuagdo de sua vida académica. Procuro, sempre que possivel, falar das grandes
descobertas de matematicos que contribuiram para o desenvolvimento da humanidade e
dar exemplos que possam instigar a curiosidade para que haja interesse na busca de

solucdes.

Podemos entdo afirmar que a escolha do tema desta dissertagdo nos brinda a
oportunidade Unica de trabalhar com os conceitos trigonomeétricos via Geometria, servindo
assim para um segundo objetivo que é o de rever e consolidar os conceitos geométricos de
semelhanga de triangulos, pois, como vimos anteriormente, a falta de conhecimentos de
Geometria, pode ser apontada como uma das causas das dificuldades de alunos e até

mesmo de professores ao tratar da Trigonometria.
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2. NOCOES BASICAS

Trigonometria € uma palavra de origem grega que remete a medida de trés
angulos. Os estudos dessa area da Matematica voltam-se para os triangulos, que séo
poligonos que possuem trés lados e, consequentemente, trés angulos. Em um primeiro
momento, a Trigonometria ocupa-se de estudar algumas propriedades e relagdes dos
triangulos retangulos para posteriormente relacionar as medidas dos lados dos triangulos
com as medidas dos angulos.

Essas propriedades e relacbes sdo expandidas para triangulos quaisquer por meio
dos teoremas conhecidos como lei dos senos e lei dos cossenos. Posteriormente, alguns
desses resultados sdo observados em tridngulos cujos lados sdo segmentos notaveis de um
circulo, que fica conhecido como “circulo trigonométrico”.

Encontrar caminhos matematicos para a resolucdo de problemas de astronomia,
agrimensura, navegacgdo e construgdo sempre esteve na pauta dos interesses humanos.
Desse tipo de especulacdo, nasceu a Trigonometria, a parte da Matematica que se dedica ao
estudo das relac@es entre as medidas dos lados e dos angulos de um triangulo.

O grego Aristarco de Samos (310 — 230 a.C.), considerado o primeiro grande
astronomo da histéria, fez uso das ideias da Trigonometria ao estabelecer um método
geométrico para investigar a razdo entre as distancias Terra e Sol e Terra e Lua.

A Trigonometria propde uma grande novidade. Antes dela sé era possivel considerar
calculos e propriedades que envolvessem exclusivamente lados ou exclusivamente angulos
de um triangulo ou relacdes basicas entre esses elementos. Com a sua chegada, € possivel
relacionar diretamente as medidas de lados de um tridangulo com a medida de um de seus
angulos. Vale ressaltar que as relacfes entre os lados e segmentos notaveis dentro de um

tridangulo também compdem a Trigonometria.

2.1. Triangulos Semelhantes

Dois triangulos sdo semelhantes quando os angulos correspondentes sdo congruentes

(mesma medida) e as medidas dos lados correspondentes séo proporcionais.
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on Jem Jrm 4,5cm

B 12
“ ¢ E 18cm F

Figura 1: Tridngulos semelhantes

Como A=z=D
5o B 48 _ A _ BT
%=Eﬁ e IT I IT
= F

Dizemos que os tridangulos ABC e DEF sdo semelhantes.

2.2. Teorema Fundamental da Semelhanga

Considere o triangulo ABC e uma reta r paralela a BC, que corta os lados AB e AC nos
pontos D e E, respectivamente, obtemos os tridngulos ABC e ADE semelhantes.

A

B c

Figura 2: Triadngulos semelhantes

O angulo 4 é comum, os angulos B e D sdo correspondentes, sendo assim B = D,
analogamente temos que € % E.
Aplicando o teorema de Tales nos tridngulos obtemos:
AE
AC  BC
Demonstrando assim a semelhanca entre estes tridngulos.

| S
IS
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2.2.1. Casos de Semelhanga de Tridngulos

Existem trés casos em que podemos verificar a semelhanca entre triangulos conhecendo

apenas alguns de seus elementos.

1° caso: Angulo — Angulo
Se dois triangulos possuem dois angulos correspondentes congruentes, entao esses

triangulos sdo semelhantes.

20 caso: Lado — Angulo — Lado

Se dois triangulos possuem as medidas de dois pares de lados correspondentes
proporcionais e os angulos compreendidos por esses lados forem congruentes, entéo esses
triangulos sdo semelhantes.

3° caso: Lado — Lado — Lado
Se dois triangulos possuem os trés pares de lados correspondentes com medidas
proporcionais, esses triangulos sao semelhantes;

2.3. Tridngulo Retangulo

O tridangulo retangulo possui um angulo reto e os outros dois agudos, para tanto
basta que se tenha um angulo reto (90°), pois a soma dos trés angulos internos é igual a
180°.

Todo triangulo retangulo pode ser subdividido em outros dois tridangulos retangulos,

conforme a figura 3, tragando a altura “h” relativa a base “a”.

B

Figura 3: Elementos do tridngulo retangulo
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A altura desse triangulo retangulo forma dois angulos de 90° com sua base
Considerando o triangulo ABC, retangulo em A, é possivel observar os seguintes
elementos:
1 - Os lados ABe ACsdo chamados de catetos e suas medidas sao c e b, respectivamente;
2 — O lado BCé chamado de hipotenusa e sua medida é a. Esse lado sempre sera oposto ao
angulo de 90°;
3 —ADé a altura do triangulo ABC relativa a base EC e sua medida é h. (lembrando que a
altura sempre forma angulo de 90° com a base relativa a ela);
4 — BD é a projecdo ortogonal do cateto AB sobre a hipotenusa. Sua medida é m;
5 - CD é a projecdo ortogonal do cateto AC sobre a hipotenusa. Sua medida é n.
Aplicando a semelhanca de tridngulos obtemos as seguintes relacdes métricas no
triangulo retangulo que séo igualdades que relacionam lados, altura e projecdes ortogonais

de um tridngulo retangulo:

a)c?=m-a
b) b-c=a-h
¢) h?=m-n
d)b?=n-a

e) a2 = b? + ¢? (teorema de Pitagoras)
Vamos dar énfase ao teorema de Pitagoras por ser utilizado com maior frequéncia na

resolucdo de exercicios.

2.3.1. Relagdes trigonométricas no tridngulo retangulo

Num triangulo retangulo, definimos as relagdes trigonométricas seno, cosseno e
tangente, como razdes entre seus lados, relacionando-as a um de seus angulos agudos. Para
tanto, € necessario fixar um dos dois angulos agudos e observar, no triangulo retangulo, as

definicdes de cateto oposto e cateto adjacente:



hipotenusa
cateto

A cateto B

A e

Figura 4: Lados do tridngulo retdngulo

Em relacdo ao angulo B, por definic¢do, temos:

— - AT ~
Seno B = 2R oPee . gen B= —— senB=

hipotenusa

— - T -
Cosseno B = Z&fEfecpeste . cosB= = — CosB=

hipotenusa

cateto oposto

Tangente B = = tgB= = S tgB= g

aF

catetoe adjacents

Em relacdo ao angulo C temos:

Seno E: cateto oposto sen E: E .
hipotenusa BT
5 s 4T

Cosseno (= Z=2222=2 cos €= = —
hipotenusa EC
5 5 AB

= catete oposto N f=- & _,
Tangente cateto adjacents tg AT

o
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Note que em um triangulo retdngulo os angulos agudos sdo complementares (suas

medidas somam 90°) e considerando as defini¢des das razdes trigonométricas e sendo B e

C angulos agudos concluimos que:

sen B =cos C
sen € =cos B
tgé:%

tg C
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2.4. Tabelas de razdes trigonométricas

Para resolvermos varios problemas gque envolvam razdes trigonométricas, se faz
necessario o conhecimento dos valores do seno, do cosseno e da tangente de alguns
angulos.

Ha alguns séculos, matematicos calcularam e organizaram os valores aproximados

do seno, do cosseno e da tangente dos angulos agudos cujas medidas variam de 1° a 89°.

Ang-li'lo'"sern {Ricos SN tg
1 0017 | 1,000 | 0017
2 | 0035 | 0999 | 0035
3 | 0052 | 0999 | 0052
4 | 0070 | 0998 | 0070
s | 0087 | 099 | 0087
"6 | 0105 | 0995 | 0,105
7 | 0122 [ 0993 | 0123
8 | 0139 | 0990 | 0141
[ o° | 0156 | 0988 | 0,158
[10° | 0174 | 0985 | 0,176
" 11° | 0191 | 0982 | 0194
[ 12° | o208 | 0978 | 0213
[13° | 0225 | 0974 | 0231
" 1a° | 0242 | 0970 | 0249
" 15° | 0259 | 0966 | 0,268
16° | 0276 | 0,961 | 0,287
17°.......0292 | 0956 | 0,306

Figura 5: Trecho de uma tabela trigonométrica

As primeiras tabelas trigonométricas foram construidas com instrumentos de
precisdo, da época, considerando erros percentuais e usando o teorema de Pitdgoras. Nos
dias atuais esses valores séo facilmente acessados em dispositivos eletronicos.

Para os angulos de 0° e 90° sdo definidas as razdes trigonométricas da seguinte

forma:
sen 0°=0 sen 90°=1
cos 0°=1 cos 90°=0
tg 0°=0 tg 90° = néo existe
2.5. Angulos notéveis

Os angulos que medem 30°, 45° e 60°sdo considerados notaveis por aparecerem
com frequéncia em exercicios. Suas razfes trigonométricas podem ser representadas
através de fragOes de facil memorizagéo.
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30° 45° 60°
seno 1 V2 V3
z 2 2
C0SSeno V3 VZ 1
2 2 2
tangente V3 1 V3
3

Figura 6: Tabela trigonométrica dos angulos notaveis

Utilizando um triangulo equilatero, um quadrado e o teorema de Pitagoras

conseguimos demonstrar estas igualdades.

2.6. Raz0es trigonomeétricas no triangulo equilatero
Considere um triangulo equilatero cuja medida do lado € igual a I.

A A

H 1.2 C

B 1 C B
Figura 7: Altura do triangulo equilatero
Considerando gue no triangulo equilatero cada um dos angulos internos mede 60° e

a altura também € bissetriz e mediana, determinamos o triangulo AHC retangulo em H.

A

HI/2 ¢

Figura 8: Tringulo retangulo usando lado e altura triangulo equilatero
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Temos assim que 4 =30°e € = 60°

Aplicando o teorema de Pitdgoras temos I° = k* + ( )_e representando h em

b3 | e

1./'3

-5

funcdo de | encontramos h =

Com essas informagdes podemos determinar as razfes trigonométricas dos angulos
de 30° e 60°.

{

= - 1 1 1
sen A== sen30°= - .- = sen30°=-
e W31 3
CoOsA = 2 ¢0s30°=—.>— 0s30°="=
1 = :__ °= l : —* ° :E
tgd = FH— 1930°=; .= tg 30° =7
I3 = 1 =
senC=—=-— sen60°= 22  -— sen60° =2
= - 1 1
cosC = %+— ¢c0s60°=-.-— C0S60°=-
E _
= - W3 oz =
gl = +—— tg60°= = .= tg60°= V3
2.7. Raz0es trigonométricas no quadrado

Considere um quadrado cujo lado mede I.

A 1 D
1 1
B 1 c

Figura 9: Quadrado

Tragando uma das diagonais obtemos um triangulo retangulo isosceles. Desta
forma cada um dos angulos agudos mede 45°.
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=]
B 1 C

Figura 10: Tridangulo retangulo usando lados e diagonal do quadrado

Aplicando o teorema de Pitagoras podemos escrever a medida da diagonal d em
funcéo do lado I.
d?= 12+ I?
d= 12

Com essas informacgdes podemos determinar as razdes trigonométricas do angulo

de 45°

ra]

— - sen45° ==

W

1
— sen45°= —

sen A =

3]

W
i l 1 [Z
cosA=— — c0s45°= ——cos45° ==

v & W &

)

+

— tg45°=

L
|.'|'||"'I

— tg 45° =

-
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3. CIRCULO TRIGONOMETRICO

Também chamado de ciclo trigonométrico ou circunferéncia trigonométrica (nomes
mais corretos, mas menos usuais), trata-se de uma circunferéncia orientada no sentido anti-
horéario de raio 1 (um), na qual sobrepomos um sistema de eixos cartesianos com a origem
coincidindo com centro dessa circunferéncia. Nesse sistema de eixos, € construido
um triangulo retangulo, cujo vértice do angulo agudo o coincide com a origem, um dos
catetos estd sobre o semieixo positivo das abscissas e 0 outro, que podemos considerar
altura desse triangulo, une o eixo das abcissas e a circunferéncia, a hipotenusa é o raio
unitario (figura 11).

Essa altura coincide com o valor de seno, por ser o cateto oposto ao angulo a. Ja a
medida que vai do ponto de encontro da altura com o eixo das abcissas até a origem
coincide com o cateto adjacente ao angulo a, isto ¢, com o valor do cosseno.

Essas coincidéncias ocorrem porque a hipotenusa é sempre 1, pois ela € o raio do

circulo.

3.1. Seno e cosseno no circulo trigonométrico

Qualquer que seja o triangulo retdngulo construido nesse circulo, o cateto que
coincide com uma parte do eixo das abcissas mede exatamente o valor do cosseno de o € o
outro cateto mede exatamente seno de a.

Observe essas propriedades na imagem abaixo:

eixo dos senos

eixo dos
COSSEeNnos

Figura 11: Circulo trigonométrico — seno e cosseno
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= Fen a

s @
o

= COS &

Quando construimos 0s eixos cartesianos, dividimos o circulo trigonométrico em
quatro partes chamadas de quadrantes. Esses quadrantes sdo ordenados no sentido anti-
horéario. Considerando as defini¢des e construcdes, temos as seguintes conclusdes:

a) —1 =sen =1

b) —1<cos < 1

c) Quadrante | Quadrante |1 Quadrante |11 Quadrante IV
Seno + + - -
Cosseno + - — +

3.2 Tangente e cotangente no circulo trigonométrico

As razdes tangente e cotangente sdo indicadas no circulo trigonométrico através de eixos
orientados paralelos aos eixos cosseno e seno, respectivamente, e tangentes ao circulo
como ilustra a seguinte figura:

eixo das eixo das tangentes
cotangentes E

Figura 12: Circulo trigonométrico — tangente e cotangente

Prolongando o raio do circulo interceptamos o ponto C no eixo das tangentes e o
ponto E no eixo das cotangentes.
Os triangulos AOB e COD sdo semelhantes pelo caso angulo — angulo, @ € comum

e os dois triangulos sdo retdngulos. Usando a definigdo de tangente de « no triangulo AOB
temos:




AB
tg a = ﬁ

Da semelhanca dos triangulos temos:
‘AB CD
95 0D

Como @D é o raio do circulo e mede 1, concluimos que
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Os triangulos AOB e OEF séo semelhantes pelo caso angulo — angulo, @ € comum e 0s

dois tridngulos séo retangulos. Usando a definicdo de cotangente de « no triangulo AOB

temos:
OB
cotg a = —
g AB
Da semelhanca dos tridngulos temos:
OB FE
AB FO
Como FO é o raio do circulo e mede 1, concluimos que |cotg @ = FE|
Considerando  que tga= —— e cotga= ——  observamos
cos@ FEN @
= D =—
tg a ey logo p—
3.3. Secante e cossecante no ciclo trigopnométrico

As razdes secante e cossecante sdo definidas como:

Secante =

coszano

1
Cossecante = —

FEno

E podem ser representadas de duas formas no circulo trigonométrico.

| — Usando a figura 12 e as defini¢des, temos:
a Seca—i—>seccx——m—l ==
) cosam i r [#):]

Da semelhanca dos tridngulos AOB e COD obtemos que g =0

Como A0 e 0D sdo raios do circulo e medem 1, concluimos que seca = CO.
a0
aF

1
— cosseca = —qg —
40

b) cosseca =
8N &

que
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‘A AT Ed
Da semelhanca dos tridngulos AOB e EOF obtemos que ==
Como A0 e FO sdo raios do circulo e medem 1, concluimos que cosseca = EO.

I1 — Outra forma de determinarmos a secante e cossecante no circulo trigonométrico é
utilizar os eixos dos senos e dos cossenos como referéncia e tracar um segmento de reta

tangente ao raio que determina o angulo e intercepta estes eixos (figura 13).

Figura 13: Circulo trigonométrico — secante e cossecante

Secante

e N 1 - N
Usando a definicdo seca = —- ¢ considerando o tridngulo AOB temos

seca =g. Os triangulos AOB e GOA séo semelhantes (caso Angulo — Angulo), assim

identificamos a seguinte propor¢ao:

A0 GO
BO A0

Sendo A0 o raio unitario concluimos que sec a= GO
Cossecante

- e N 1 - - n
Usando a definicdo coseca = —- ¢ considerando o triangulo AOB temos

cossec @ = a0
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Os triangulos AOB e OHA sdo semelhantes (caso Angulo — Angulo), assim

identificamos a seguinte proporgao:

| 8
3l

Sendo AQ o raio unitario concluimos que cossec &« = HO
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4. RELACOES TRIGONOMETRICAS E O TEOREMA DE PITAGORAS

Observando o circulo trigonométrico, as razdes trigonomeétricas representadas por
segmentos de reta e os triangulos retangulos, podemos aplicar o teorema de Pitagoras e

obter as seguintes relacfes trigonomeétricas:

eixo das seno eixo das tangentes
cotangentes E

ICOSSeno

Figura 14: Circulo trigonométrico e teorema de Pitdgoras

a) Triangulo AOB

12 = A% + EO° = 1= sen’a + cos’a
b) Triangulo COD

C0 = D0+ CD* - secta =1+ tg a
c) Triangulo EOF

= FO-+ EF- — cossec e = 1+ cotga

4.1. Raz0bes trigonométricas da soma dois angulos

Podemos utilizar semelhanca de triangulos para determinar as razfes

trigonométricas da soma e da diferenca de angulos.

Na figura a seguir identificamos alguns triangulos retangulos nos quais podemos

usar as defini¢cdes de seno e cosseno.



Figura 15: Tringulos retdngulos — soma de angulos

Triangulo ABC

BC
Fen O = —
AC
AEB
Cos O — —
AC

Triangulo ACD

_ﬁ
sen fi = 5
_R
cosﬁ—ﬁ

4.1.1. Seno da soma de dois angulos sen (a+ B)

No triangulo AED temos:

(a+ )= =
Femn | a = =
AD
O triangulo ABC é semelhante ao tridngulo CFD, retangulo em F, que define:
CF
FET O — —
(]
DF
cos O = —
cD

33



34

Considerando essas defini¢des e a figura, temos:

E_F—F ﬁ_ F-l-ﬁ
AD AD  AD AD
EF = CE = AC sena e FD=TCD.cosa

Substituindo essas igualdades obtemos:

AaC. th. AT [s]
sen (a+ B) = ;;”R-I- II;DM = 5 -sena+ - .cosa

Entdo

sen(a+ )= cosf .sena + senfl .cosa

4.1.2. Cosseno da soma de dois angulos cos (¢ + )
Observando a figura 15 as relagfes trigonométricas nela identificadas e o triangulo
AED, temos:

cos(a + B) = %

Temos que

E_E—_E_E BE

A0 AD  AD AD

AB = AC .cosa e BE=CF=CDsena

Substituindo essas igualdades obtemos:
AC . rosa CD.sena AC CcD
cos(a + ) = — — — = — .cosa@a — — .sen a
AD AD D AD

Entio cos(a + f) = cosa . cosfi —sen a . senfS

4.1.3. Tangente da soma de dois angulos tg (e + B)

oL - -
A ' F B
Figura 16: Tangente da soma
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Considerando o triangulo AFB e a definicdo de tangente, temos:

(a+B) = =
t o = —
g AF
Considerando o triangulo ABC e as defini¢des de razes trigonométricas, temos:
=% » Ac=2=
cosa = AT CoEm
=5
Femn a = -
ET — -
tga:=ﬁ -+ BC =tga.AB

Considerando o triangulo ACD e as definic6es de razdes trigonométricas, temos:
cosff = =

ot
sen § = =

tg;?:% - DC=tgfi . AC - DC=tgf.

Considerando o triangulo CED e as definicGes de razdes trigonométricas, temos:

TE
cosag =— — (CF =rcos
oT

2
3
1
£
b
Il
%]
=]
[45]
R
o
=

—CE=tg f.AB

E DE=tga.CE - DE=tga.tgf.AB

Observando a figura n® e estas relagdes concluimos:

DF=BC+ CE—- DF=tga.AB+ tg8.AB - DF = AB.(tga +tg )
IF =

A

AB— DE - AF=AB— tga.tgff.AB - AF = AB.(1—tg a.tg B)
OF
Como tg(a + B) = —, temos:

AB.(tgm+tg B)
AF (1-tge.tg B)

tge+tg B
l-tga.tg B

tgla + B) = = tgla+p)=

4.1.4. Dobro de angulo

Seno do dobro de um angulo
Se considerarmos sen (2. a) como sen (& + a) e substituirmos na figura anterior

B por a obtemos, sem perda de generalidade, que:
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sen(2.a) = sen(a + a)

(a+ a) ED
Femn | a o) = —
AD
E com as definicOes e igualdades ja identificadas temos:
AT . sen €D . cosm AT [l i)
sen(a+ a)= = T~ = -senat .cosa

sen (a+ a) =cosa .sena +sen a.cosa
sen(Z2 @) =2 .sena.cosa
Cosseno do dobro de um angulo

Da mesma forma podemos considerar cos(2 .a) como cos(a + a)

(a + ) AE
cCos\a = =
AD
AC .cosa CD.sena AC cD
cos(a + ) = — — — = — .cosa@a — — .sen a
AD AD AD AD

cos(a + f) =cosa .cosa — sen a .sen a

cos(2.a) = cos’a— sen’a

Tangente do dobro de um angulo
Se considerarmos tg(2.a) como tg(a + a) podemos substituir § por a obtendo:

_ tgattge _ 2.tgm
tg(EI-FEI:] 1-tg o .tg o tg(z.a:) - 1—rg=:r
4.2. Raz0Ges trigonométricas da diferenca de dois angulos

Considerando a figura a seguir, onde destacamos triangulos retangulos, podemos

aplicar as defini¢bes de seno e cosseno.

B E A

Figura 17: Tridngulos retangulos, diferenca de &ngulos

No triangulo AED temos:



DE
SEN @ = ——
D

AE

CosSda — —
AD

No triangulo ADC temos:

8 cD
58T = =
AC

8 AD
COs5 = =
c

No triangulo DFC temos:

CF
Sen O — —
CcD
DF
Cos & =— —
cD

4.2.1. Seno da diferenca de dois angulos sen (e — )

No triangulo ABC temos:

sen (a— ) = %
AB
cos(a— ) = e

Considerando essas definicdes e a figura, temos:

(a— B) = =
gern L — - —
AC

ﬁ_ﬁ— F’_sena:.ﬁ—cnsa.ﬁ_sencx.ﬁ cosea. CD
ac  4Ac ac - Ac ac
Assim temos:

AD CcD
sen @ .— —cosa .— = sen @ .cosfi —cosa . sen f§

AC AC

Concluimos que:

37
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sen(a— B)= sena.cosP—cosa . senf

4.2.2. Cosseno da diferenca de dois angulos cos (e — §)

Considerando essas definicGes e a figura, temos:

AB
cos(a — ) = — L L

AC E como EE = FC, pOdemOS escrever:
AB AF + EB cose . AD + senwa .CD AD CcD
— = — = — =cosd.—+ sen o .—
AC AC AC AC AC

Assim concluimos que:

cos(e— ff)=cosa.cosff + sena.senfi

4.2.3. Tangente da diferenca de dois angulos tg (e — )

B

Figura 18: Tangente da diferenga de dois angulos

Considerando a figura 18 e as defini¢bes de razdes trigonométricas, temos:
No triangulo ABC
- B
tgla —B) =<
Observamos ainda que BC = EF = DF — DE
B =AF + FB

No triangulo AFD

- DF —

H.
2
=

g
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tg a =

» Ap =%

cIE

cosa =



No triangulo ACD

tgﬁ=% — CD=tg f.AD

= - aF
Substituindo AD temos: CD =tg 8 —
No triangulo CED
ET —_— -
tga= 5 C=tga.DE
=X . DpE= DC — DE= tg B
COS T cosda . cosa .ig S

Logo DE = tg § .AF
Assim podemos dizer que EC =tg a .tg  .AF

Retomando o triangulo ABC

TT—TE t, AF—tg 8. AF
tﬂ[a_ﬁ:]z AF+ET - tg[tz—ﬁ]= g+rgﬁ.rjﬁ.ﬂ

AF .(cga—cg )

tgla —f) = Fiiraacad)’ concluimos que:

tga—tg B
l1+tga.tgf

tg(a—f) =

39
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5. LEI DOS SENOS E LEI DOS COSSENOS

As razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente sdo aplicadas no triangulo
retdngulo para relacionar as medidas de seus lados e angulos. Para triangulos quaisquer

utilizamos as leis dos senos e dos cossenos.
Podemos demonstrar essas leis, que na verdade sdo teoremas, através da

semelhanca de triangulos e teorema de Pitagoras.

5.1. Lei dos senos

Considere o triangulo ABC e a altura AH em relacédo ao lado BC.

A

+

B H c

Figura 19: Triangulo qualquer e altura

Os triangulos ABH e ACH séo retangulos, desta forma podemos aplicar a definicéo

de seno.
. AH ___  __ -
sen B = — —+ AH = AB .sen B
AB
. AH __ __ )
senl{ = — =+ AH = AC .sen C
AC
Assim temos:

AFE .senB = AC .sen C

sen B sen C

Ac 4B
Notemos que se tracarmos a altura em relacdo ao lado AC teremos de forma

analoga que
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sen C sen A

4B BC
Concluimos desta forma que

sen 4 sen B sen C

BC AC AB
Supondo um caso particular com 4 = 90° e aplicando na férmula da lei dos senos

sen 90 sen B sen C

BC AC  AFB

1 _ sen B _ sen c
EC AC AB

] ~ AT < __ 3B « -
Concluimos desta forma que sen B = = € senC= _— que sdo as definicbes

dos senos dos angulos agudos em um tridngulo retangulo.

5.1.1. Triangulo inscrito em uma circunferéncia

Sabemos que por trés pontos coplanares nao colineares podemos tracar uma
circunferéncia. Desta forma todo triangulo pode ser inscrito em uma circunferéncia.

Considere o triangulo ABC inscrito na circunferéncia de centro O e raio r.

C

Figura 20: Triangulo inscrito na circunferéncia

Tracando o diametro AD e o segmento de reta ED, obtemos o tridngulo ABD

retangulo em B por definigdo do arco capaz de 90°.



C D

Figura 21: Tridngulos inscritos — arco capaz 90°
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A , ~ . AF
Como o triangulo ABD é retangulo temos, por definicdo que sen D = — € como

0os angulos C e D estdo associados ao mesmo arco AB, e por construcédo,

D = diametro = 2 .r, concluimos

sen E_ 1

A8 2.r senC

t

sen L = —

AB
2.r
De forma anéloga teremos:

ac T
= 2.r

@
Il
et
=

zen B

Assim obtemos:

AB AC BC 5
- = — = - = T
sen C sen B sen A
5.2. Lei dos cossenos

Vamos utilizar o triangulo ABC e o teorema de Pitagoras

Considere o triangulo ABC e a altura AH em relacédo ao lado BC.

A

- H C

Figura 22: Triangulo ABC e sua altura (AH)
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Sendo os tridangulos ABH e ACH retangulos, sabemos que
Do triangulo ABH

— BH _ _ _
cosB = — — BH = AE .cosE
AR
— AH _ _
senfB = — — AH = AE . sen B
AEB
Notamos que BC = BH + CH — CH= BC— EH

Usando o teorema de Pitagoras no triangulo ACH temos:

AC? = AH*+ CH*

Substituindo as igualdades anteriores nesta formula encontramos:

AC? = (AB .sen E‘): + (BC — BH)*
- AC*= [ﬁ.sen E): + [ﬁ— E.cnsé):

Aplicando as propriedades da potenciacdo e produtos notaveis, obtemos:

2= AB*®. sen’B + BC®*— 2 .BC .AB .cosB + AB*. cosB

e
0

Organizando esta equacéo

ra

AC? = 4B*. sen’B + 4B°. cos*B + BC*— 2 .BC .AE .cosB
1

AC? = 4B* . ’[sen:ff—i-l cos?’B) + BC*— 2.BC .AB .cosB
Desta forma temos:

AC*= AB* + BC*— 2.BC.4B .cosB
De forma analoga obtemos:

AB* =AC* + BC*— 2.AC .BC .cosC

EC*= AB* + AC*— 2 .BC .AC .cos4

Cabe ressaltar que em um triangulo qualquer se conhecermos trés de seus
elementos, onde pelo menos um deles é um lado, podemos calcular os outros elementos

utilizando a lei dos senos ou lei dos cossenos.
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6. APLICACOES
6.1. NUmeros complexos

Quando resolvemos uma equacao do 2° grau e o discriminante € negativo dizemos
que esta equacdo ndo possui raizes reais.
x2+9=0 —=x= i\."'j?.

Para resolver tal impossibilidade e podermos resolver todas as equacgdes do 2°,
dentre outras situacdes, o sistema de nimeros foi ampliado com a criacdo dos nuameros
complexos.

Inicialmente foi definido um novo nimero: i =+/—1, chamado de unidade
imaginaria. Assim, um numero complexo z € indicado pela expressdo
algébrica z = a + bi, onde a e b s&0 nimeros reais e i = —1. No nlimero complexo z = a
+ bi, a é chamado de parte real e sera denotado por Re(z) = a, e b é a parte imaginaria de z
e denotaremos por Im(z) = b. Dessa forma na equacdo x~ + 9 = 0, por exemplo,

determinamos o valor de x fazendo:

—_—

x=+/-9-sx=+/9.(-1)= +/9.V/-1

X =+ 3.i,onde Re(z) =0e Im(z) = +3.

Com a impossibilidade de encontrar na reta dos nimeros reais a solucao para a raiz

quadrada de — 1 (de onde obtemos todas as outras raizes quadradas de nimeros negativos)

surgiu a hip6tese de que v—1 se encontrava no plano, sobre o eixo vertical, no ponto de

coordenadas (0, 1).

6.1.1. Operacdes com nimeros complexos

a) Adicdo e subtragéo
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Para adicionarmos ou subtrairmos dois ndmeros complexos, adicionamos ou
subtraimos as partes reais e as partes imaginarias:
(@+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+di

(@ + bi) - (c + di) = (a-c) + (b - d)i.

b) Multiplicacao

Multiplicamos nimeros complexos como multiplicamos binémios (distributividade),

usando :i* = —1.
(a + bi). (c + di) = (ac — bd) + (ad + bo)i

c) Divisao
Para dividir dois nimeros complexos multiplicamos o dividendo e o divisor pelo

conjugado do divisor.

O conjugado de um namero complexo (a + bi) € o nimero complexo (a — bi) e de
forma analoga o conjugado de (a — bi) é (a + bi). A representacdo do conjugado de z é Z.
Se z=2-3i, entdo z =2+ 3i. Ndo confundir conjugado com simétrico. O simétrico de z
za+bié(-z)=—a-hi.

Sempre que multiplicamos um numero complexo pelo seu conjugado obtemos um
namero real.

(a+bi).(a—bi)= (a’—b**) = a* + b*

Considere Z, ez, numeros complexos tais que
z,=a+biez,=c+di e Z, = ¢ — di, 0 conjugado de z,. A divisdo entre z, e z, pode
ser indicada por z— e calculada da seguinte forma:

atbi c—di _ (actbd)+ibo—ad)i

ctdi c—di ct—d*

2] |It“l
L ||= |



46

Propriedades:

d) Poténcias de i:

Observe a sequéncia de poténcias da unidade imaginaria e suas regularidades.

i’=1 | *t=i.it=1.1=1

it=i | i*=it.itl=1.i=i

2 _ AV = 6 4 2

i —['\-—1)——1 | i*=1i*.1"=1.(—-1)
=-1

=i il=—-1i=—-i | i'=i.i'=-1.i= —i

Figura 23 — Poténcias de i

As quatro poténcias de i na coluna da esquerda repetem-se nos quatro casos
seguintes na coluna da direita. Este ciclo 1, i, -1, -i repete-se indefinidamente. Entéo, para
simplificar i* para x > 4, buscamos o maior maltiplo de 4 contido em x.

it* =i if=1.(-i)

i*5 = —i

6.1.2. Representacdo dos nimeros complexos

Podemos representar um numero complexo em sistema de coordenadas chamado

plano de Argand-Gauss. Este sistema, semelhante ao sistema cartesiano, € formado por
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dois eixos perpendiculares. No eixo vertical relacionamos a parte imaginaria do numero
complexo e no eixo horizontal a parte real deste nimero. Desta forma o nimero complexo

z = a + bi é representado no sistema de eixos da seguinte forma:

Im

Figura 23: Plano Argand — Gauss

O comprimento do segmento de reta OZé chamado de mddulo do nimero
complexo z e representado por |z|. O angulo entre o eixo horizontal e o segmento OZ é
chamado de argumento do numero complexo z.

Im

0 Re

Figura 24: Plano Argand — Gauss - argumento

Na figura anterior verificamos um o triangulo retdngulo com vértices zaO.

Aplicando as raz@es trigonométricas obtemos:

b
Sen a4 =—
=l

cosag — —
|z]

E também podemos aplicar o teorema de Pitagoras para obter:

(IzD* = a* + b*
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Entdo

lz| = v/a* + b?

6.1.3. Forma trigonométrica de um nimero complexo

Todo numero complexo pode ser expresso em funcdo do seu modulo e do seu
argumento. Dizemos que esta representacdo é a forma trigonométrica ou polar do nimero
complexo. Veremos que escrever os numeros complexos usando a forma trigonométrica
tornard mais simples as formulas do produto, potenciacdo e radiciacdo dos numeros
complexos.

Sendo z = a + bi, em z # 0 e considerando as razdes trigonomeétricas, podemos escrever

b
sencx:ﬁ—:—bz |z| . sen a
=

cosa = ﬁ%a= |z| . cos a
=

Substituindo os valores de a e b em z = a + bi, obtemos:

z=|z| .cos a+|z|.sen ai

z=lz|.(cosa +i. sena)

6.1.4. Formulas de Moivre

As formulas de Moivre referem-se a potenciacdo e radiciacdo de numeros
complexos escritos na forma trigonométrica.
Sabemos que para calcularmos uma poténcia devemos fazer um produto de fatores iguais.
Para facilitar o entendimento vejamos o exemplo da multiplicacdo entre dois ndmeros
complexos z e w.
Considerado z = |z| . (cosa +i.sena) ew = |w|.(cosf +i.sen £), o produto z. w é
obtido fazendo:
lz].(cosa +i. sena) .lw|.(cosf + i .sen f3)
lz]|. |lw|.(cosa +i. sena) .(cosf +i .sen )

Expandindo esse produto chegamos a
lz|. lwl| . [cos(a+ B) +i. sen(a+ )]
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De onde concluimos que houve um produto entre os modulos e uma rotagdo entre

0s argumentos.

12 Lei de Moivre: Potenciacdo de nUmeros complexos

Sendo o nimero complexo z= (cosa +i. sena), indicamos o valor de z
elevado ao quadrado por:
z°=z.z = |z|.(cosa+i. sena) .|z| .(cosa + i .sen a)
z= = |z|.|z| .[cos(a + a) +i.sen (a+ a)]
z% = |z|* . [eos(2 .a) +i.5en (2 .a)]
Desta forma para z elevado ao cubo temos:
z3 = |z|? [cos(3 .a) +i.5en (3 .a)]
Seguindo esse raciocinio concluimos que:

z" = |z|" .[cos(n.a) + i .sen (n.a)]

2% Lei de Moivre: Radiciacdo de numeros complexos

m

Considerando o nimero complexo z = (cosa +i. sena) e Va® = aw, quando
a é um nUmero real, m é um ndmero inteiro, n é um ndimero natural diferente de zero,
podemos escrever que :
— 1
"k”-'z = zZn

Aplicando essa igualdade na 12 lei de Moivre, obtemos:

- 1 1 1 1
Nz = zn=|z|n. [cns(— . a:)—l- i. sen (— ) a:)]
n

n

— nT o . o
Nz = {lzl .(cos—+ i. sen —)
T T
6.2. Area de um triangulo qualquer

Conhecendo um dos lados do triangulo, que chamaremos de base, e a altura relativa

a esse lado, dizemos que sua area e dada por:
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base x altura
2
No entanto, se tivermos a medida de dois lados do tridngulo e a medida de um do

Area =

angulo, formado por esses lados, podemos determinar sua area.

Considere o triangulo ABC, qualquer, a altura CH em relacdo ao lado AE e o

angulo e formado pelos ladosAB e AC.

A H B

Figura 25: Triangulo qualquer — altura e &ngulo formado por dois de seus lados

Dessa forma temos o triangulo ACH, retangulo em H, no qual podemos aplicar a
definicdo de seno.

_ CH T
sena = _— ou CH= AC . sena

Substituindo esta relacdo na formula do calculo da area do triangulo, temos:

B.AC . sena
2

Area =

6.3. Coeficiente angular de uma reta

A representacdo geométrica de uma funcdo do 1° grau é uma reta, também chamada
de gréafico da funcgéo do 1° grau.

A férmula geral de uma funcgdo do 1° grau ¢é dada por f(x) = ax+ b, onde aéo
coeficiente angular, valor que determina a inclinacdo da reta e b é o coeficiente linear,

ponto em que a reta intercepta o eixo y, ou seja, x = 0 e ¥ = b ou 0 ponto de coordenadas
(0,b).
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b

ot

Figura 26: Inclinagdo da reta

A inclinacdo da reta é definida pela tangente do angulo e que a reta forma com o
eixo x. Assim temos gque a = tgee. Observando a figura 28 e considerando a defini¢do de

tangente, temos:

_ }Fb_}rn
tga =
xb_xn

Casos particulares:

e a=0° — tga = 0, reta paralela ao eixo x.

o 0% g =—90° — tga =0, retacrescente.

e a=90° — tganioexiste, aretaé vertical (paralela ao eixoy), ndo

representa uma funcéo definida de x paray.

e 90°< a < 180" — tga < 0, reta decrescente.
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7. ATIVIDADES

7.1. Atividade 1

Nessa atividade queremos que o aluno utilize os conhecimentos sobre medidas de
angulos internos do triangulo equilatero, altura, mediana e bissetriz de um triangulo e com
auxilio do teorema de Pitdgoras possa determinar a medida da altura do triangulo
equilétero e calcular as razdes trigonométricas dos angulos de 30° e 60°. E, ap6s fazer os
calculos dos itens a) e b), possa concluir que os valores do seno, cosseno e tangente
dependem da medida do angulo e se dois tridngulos retangulos possuem mais um angulo

congruente, esses triangulos sao semelhantes logo a razdo entre seus lados € a mesma.

Calcule o seno, 0 cosseno e a tangente dos angulos de 30° e 60° nos triangulos
equilateros a sequir:

a) Cada um dos lados mede 5 cm e AH é a altura desse triangulo em relacdo ao lado
BC (lembre-se que, no triangulo equilatero, a altura, a mediana e a bissetriz

coincidem).

b) Cada um dos lados mede 10cm e o0 segmento PH é a altura desse triangulo em

relagdo ao lado @R.
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T f T

c) Compare e comente os resultados obtidos nos itens a) e b).

7.2. Atividade 2

Nessa atividade usaremos um quadrado para determinar as razdes trigonométricas
do angulo de 45°. Para isso o aluno devera utilizar o teorema de Pitagoras para determinar
a medida da diagonal do quadrado e 0s conhecimentos sobre quadrilateros para calcular as
razBes trigonométricas do angulo de 45°. E, apds fazer os célculos dos itens a) e b), possa
concluir que os valores do seno, cosseno e tangente dependem da medida do angulo e se
dois triangulos retdngulos possuem mais um angulo congruente, esses triangulos séo

semelhantes logo a razdo entre seus lados é a mesma.

Calcule o0 seno, o cosseno e a tangente dos angulos de 45° nos quadrados a seguir:
a) Cada um dos lados mede 5 cm e AC é a diagonal desse quadrado.

C

D
[+ ]

w

b) Cada um dos lados mede 10 cm e RT ¢ a diagonal desse quadrado.
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- |
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c) Compare e comente 0s resultados obtidos nos itens a) e b).

7.3. Atividade 3

Essa atividade deve funcionar como uma oficina. Nela queremos que o aluno
preencha uma tabela trigonométrica com valores aproximados das razdes trigonométricas
seno, cosseno e tangente de um angulo agudo, partindo da construcdo de tridngulos
retdngulos nos quais um dos angulos agudos tem seu valor registrado na tabela
previamente confeccionada.

Comecamos com a construgdo de um triangulo retangulo, tomando como base um
dos catetos com medida sugerida de 10 cm. Em uma das extremidades devemos construir
um angulo de 90° com auxilio do transferidor ou esquadros, e na outra extremidade vamos
construir o0 angulo para o qual vamos determinar as razdes trigonométricas. Concluida a
construcdo do triangulo vamos medir a hipotenusa e o0 outro cateto com auxilio de uma
régua e aproximacao em milimetros. De posse dessas medidas podemos calcular as razGes
trigonométricas do angulo indicado e anota-las devidamente na tabela. Para os calculos
podera ser utilizada uma calculadora. Depois de completada a tabela podemos comparar
os valores obtidos com os encontrados em uma tabela trigonométrica ou usando uma

calculadora cientifica.

Construcdo de uma tabela trigonométrica com valores aproximados do seno, do cosseno e
da tangente dos angulos com medidas de 20°, 30°, 40°, 45°, 60°, 70° e 80°.
Serdo necessarios 0s seguintes materiais:

o Papel

e Calculadora
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e Lapis

e Borracha

e Régua

e Compasso

e Esquadros

e Transferidor

e Tabelas

Angulo | Seno | Cosseno | Tangente

20°

30°

40°

45°

50°

60°

70°

80°

Para cada uma dessas medidas devera ser construido um triangulo retangulo no qual um
dos angulos agudos tera esta medida.
Sugestoes:
e Para facilitar devemos construir um segmento de reta medindo 10cm (este valor néo
é obrigatorio) que sera um dos lados do triangulo.
e Em seguida construir, em uma das extremidades do segmento de reta, o angulo

agudo indicado na tabela, com o auxilio do transferidor.
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e Na outra extremidade do segmento de reta, construir um angulo de 90° com o
auxilio dos esquadros ou compasso e régua. Construindo assim um triangulo
retangulo.

e Medir, com a régua, os comprimentos da hipotenusa e dos catetos desse triangulo.

e Utilizar esses valores e as relacfes trigonométricas para calcular o seno, o cosseno e
da tangente do angulo em questao.

e Anotar os valores calculados na tabela.

Opcional - Apds completar a tabela compare os resultados utilizando uma calculadora

cientifica ou uma tabela trigonométrica

7.4. Atividade 4

Essa atividade funcionara como uma oficina onde construiremos um teodolito
caseiro com alguns materiais reaproveitados.

Inicialmente teremos uma explicacdo do funcionamento de um teodolito e suas aplicagdes.

Partiremos entdo para a construgdo de um modelo deste instrumento com o0s
materiais solicitados, previamente, aos alunos. Concluida a montagem vamos utilizar o
teodolito para medir distancias inacessiveis, no caso altura de uma parede, uma arvore ou
uma construcéo.

Serédo dadas orientagdes de como posicionar o teodolito em relacdo ao solo e como
focalizar o ponto mais alto do objeto a ser medida a altura. De posse das medidas do solo
ao teodolito e deste ao objeto e a medida do angulo pelo qual foi observado o ponto mais
alto do objeto, seré construido um tridngulo retdngulo com essas medidas indicadas. Para
obtermos a altura do objeto devemos calcular a tangente do angulo utilizado para foca-lo,
nédo esquecendo de adicionar a distancia do teodolito ao solo.

Construcio de um teodolito! caseiro

Para construir o teodolito serdo necessarios 0s seguintes materiais:
e Pote plastico com tampa (tipo de margarina ou de requeijao)
e Canudo plastico

e Dois pedacos de isopor ou madeira 20cm x 20cm
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Pedaco de arame cujo comprimento € o dobro do diametro da boca do pote

Cola de isopor ou pregos no caso de usar madeira

Fita crepe

Fotocdpias de um transferidor de 360° e de uma tabela trigonométrica de 1° a 89°

Montagem

+ Colar os pedacos de isopor (ou pregar as madeiras) em L

+ Recortar e colar a copia do transferidor no isopor (ou na madeira)

+ Atravessar a boca do pote com o arame no sentido de seu diametro, deixando
sobras iguais para os lados de fora do pote

+ Colar o canudo no fundo do pote, paralelo ao arame

+ Colar a tampa do pote no centro da copia do transferidor e encaixar o pote

Foto teodolito caseiro

Como se usa 0 Teodolito:

Posicione o teodolito caseiro de modo que a sua base fique perpendicular ao objeto que vai
observar, por exemplo, um ponto da intersec¢cdo entre uma das paredes da sala e o seu teto.
Verifique as distancias que podem ser medidas utilizando apenas uma trena e as que
requerem o auxilio de uma escada. As medidas que requerem uma escada sdo consideradas
inacessiveis. Atraves do canudo mire o pico do objeto (o ponto mais alto) s ser medida a
altura, assim o arame marcara um angulo no transferidor e a leitura sera realizada. Com

esse angulo e os conhecimentos de Trigonometria pode-se medir a altura inacessivel.

1 Um teodolito é um instrumento de preciséo 6ptico que mede angulos verticais e horizontais, aplicado em
diversos setores como na navegacdo, na construgdo civil, na agricultura e na meteorologia.
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A situacédo pode ser representada com a figura a seguir:

- a altura inacessivel, representada pela letra h, sem desprezar a altura x do suporte (base)
do teodolito.

- a distancia do observador até a linha vertical que passa pelo ponto mais alto, representada

por b.
- a hipotenusa (a) do tridngulo retangulo.

- 0 angulo tx obtido no Teodolito

o
b
X
Esboco para calcular altura com teodolito
7.5. Atividade 5

Essa atividade ¢ baseada em um enigma conhecido como “paradoxo de Curry” ou
paradoxo da area do triangulo. Na verdade a figura ndo é uma triangulo e sim um
quadrilatero, resultado de uma iluséo de Gtica.

Inicialmente sdo apresentadas as duas figuras onde falta um quadradinho em uma
delas. Uma situacdo que deve levar a curiosidade dos alunos para buscar uma explicacéo.
Com a sugestdo de serem calculadas as tangentes dos angulos BAC, FAD e EDC, vamos
verificar que esses valores sdo diferentes e como a tangente de um angulo indica a
inclinacdo de uma reta, poderemos concluir que as inclinagbes dos segmentos
AD ,CD e AD séo diferentes logo os pontos A, C e D néo estdo alinhados

Observe as figuras que foram desenhadas sobre uma malha quadriculada.

Como podemos explicar o quadradinho a menos na segunda figura?
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Figura 27: Paradoxo de Curry

Sugestdo: Calcule as tangentes dos angulos BAC, FAD e EDC, e verifique se os pontos A, D

e C estdo alinhados.
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8. CONSIDERACOES FINAIS

A proposta deste trabalho é levar aos alunos opgdes de comprovacdo das razdes e
relacBes trigonomeétricas através de experimentos praticos, analise de figuras geomeétricas,

nas quais destaca-se o triangulo retangulo, e desafios matematicos.

De modo geral € necessario que haja uma significagdo dos contetudos académicos,
principalmente na area de Matematica, para obtermos a atencdo e a participacdo dos alunos

nas propostas que nos professores levamos para sala de aula.

Devemos também estar conectados com as expectativas dos alunos e novidades que o
mundo globalizado proporciona, para que a interagdo na comunicacdo professor-aluno-
professor traga mais dinamismo, proximidade e mostrar ao aluno que ele pode contribuir

no desenvolvimento das atividades e conteidos propostos.

As atividades que serdo propostas aos alunos, ttm como objetivos: determinar os
valores das raz@es trigonométricas independente das medidas dos lados do triangulo desde
que sejam proporcionais; calcular valores aproximados dessas razGes usando materiais
simples e de facil acesso; aplicar as definicdes das razbes trigonométricas na solucéo de

problemas praticos (distancias inacessiveis) e na solu¢do do paradoxo de Curry.

Vale ressaltar que nas atividades de aprendizagem sera incentivada a formacdo de
grupos de alunos para que haja uma troca de experiéncias, uma ajuda mutua e seja
mostrada a importancia da convivéncia em equipe. Experiéncias que deverdo ser levadas

para vida profissional.

Precisamos ter bem claro que diante de toda tecnologia disponivel é mais prazeroso,
para a maioria das pessoas, buscarem diversdo em detrimento do conhecimento académico.
Para resgatarmos esse interesse € necessario um planejamento criterioso ndo s6 das
atividades, mas também da forma que serdo propostas. O aluno deverd perceber sua

importancia no processo ensino-aprendizagem e que é capaz de estabelecer e aplicar os
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conceitos nas solucdes dos problemas propostos. Esse planejamento nem sempre é tdo
simples e algumas vezes ndo traz o retorno esperado devido a uma série de fatores.
Entretanto, se conseguirmos despertar o interesse ou a curiosidade dos alunos nas
atividades, estaremos dando um grande passo para que eles percebam a necessidade de
novos conhecimentos, inclusive com auxilio da tecnologia, para sua formacdo como

individuo de uma sociedade.
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