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RESUMO

Neste trabalho, cujo tema central é o conceito de Somatorio, incluindo sua represen-
tagao, interpretagao e propriedades, partindo da premissa de que os estudantes se sentem
desconfortaveis em realizar manipulagoes algébricas e resolver problemas onde a notacao
Sigma para Somatoério é utilizada, realizamos inicialmente um levantamento de “quando”
e “‘como” o conceito de Somatorio é inserido no Ensino Médio e, no Ensino Superior,
especificamente nos cursos de Licenciatura em Matematica. Apresentamos de forma es-
truturada e concisa a parte basica das teorias que tratam dos diversos tipos de Somatoério:
Somatoério Classico com uma quantidade finita de termos, Somatorio Classico com uma
quantidade infinita de termos (Séries), e Somatorios Fracionarios, que é o nome dado a
um Somatério com uma quantidade nao inteira de termos. Em particular, neste texto
se encontra a primeira divulgacao em lingua portuguesa da teoria desenvolvida para So-
matorios Fracionarios. Concluimos com a sugestao de que o professor de Matematica
deva realizar estudos detalhados do conceito de Somatério em sua formagao inicial ou
continuada, visando melhorar sua propria compreensao dos conceitos, de modo que possa
mediar com mais propriedade o aprendizado de seus alunos referentes ao tema e a suas

aplicacoes.

Palavras-chave: Somas. Somatorios. Séries. Somatorios Fracionarios. Formacao inicial

do professor de Matematica.



ABSTRACT

In this work, whose central theme is the concept of Summation, including its represen-
tation, interpretation and properties, based on the premise that students feels uncomfor-
table in performing algebraic manipulations and solving problems where is used the Sigma
notation for Summation, we initially conduct a survey of “when” and “how” the idea of
Summation is inserted in Brazilian High School and in courses of Degree in Mathematics.
We present, in a structured and concise form, the basic part of the theories that deal with
the different types of Summation: Classic Summation with a finite quantity of terms,
Classic Summation with an infinite quantity of terms (Series), and Fractional Summati-
ons, which is the name given to a sum with a non-integer number of terms. In particular,
this text contains the first disclosure in Portuguese of the theory developed to Fractional
Sums. We conclude with the suggestion that the math teachers should carry out detailed
studies over the concept of Summations in his initial or continuing training, aiming to im-
prove his own understanding of the concepts, so that he can more appropriately mediate

the learning of his students regarding the theme and yours applications.

Keywords: Sums. Summations. Series. Fractional Summations. Mathematics Initial

Teacher Education.
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1 INTRODUCAO

“Read Fuler, read Euler, he is the master of us all.”
Pierre-Simon Laplace

Ao longo da histéria o conceito de “niimero” foi desenvolvido gradualmente, sempre
sendo agregados novos conhecimentos. Inicialmente eram conhecidos apenas niimeros
naturais, depois niimeros racionais, negativos, reais e complexos, introduzidos em alguma
ordem conforme o decorrer da evolugao da humanidade, quando surgiam necessidades, por
exemplo, de contar animais, particionar objetos, registrar dividas, etc. Uma vez criadas
as primeiras comunidades, era necessario fazer operagoes comerciais, bem como medic¢oes
diversas. E provavel que a primeira operacdo matematica a surgir tenha sido a adicdo,
através do processo natural de contagem.

O modo como a contagem foi abstraida, junto com alguns dos sistemas usados para
representar quantidades por meio de simbolos, os niimeros, permitiram que algumas pro-
priedades das quantidades fossem observadas, como por exemplo a possibilidade de efetuar
de uma vez s6 a adicao de dois ou mais objetos a um grupo, em vez de somar um objeto
de cada vez. Partindo da ideia inicial da contagem, a operacao aditiva foi sendo constan-
temente aprofundada, por exemplo, com o descobrimento das propriedades comutativa e

associativa:
i) A adigao é comutativa: a +b=0+ a;
ii) A adigao ¢ associativa: a + (b+c) = (a +b) + c;

até criarmos, recentemente, sua representacao através de somatoérios, uma forma de re-
presentar de forma sintética qualquer soma, quer o nimero de parcelas seja finito ou
infinito.
n
Segundo Graham [15], a expressao Z f(k), onde n é um numero inteiro positivo ou

k=1
+00, é chamada de notagdo Sigma para somatorios, pois usa a letra grega > (sigma

maitscula). Esta express@o nos diz para incluir na soma precisamente aqueles termos
f(k) cujo indice k é um inteiro que se encontra entre o menor e o maior limites 1 e n,

inclusive, ou seja,

Y R = F() + F2)+ FB3) + - + f(n).
k=1

Os somatoérios podem ter um namero finito ou infinito de parcelas, e neste ultimo
caso, para calcular seus valores, caso isso seja possivel (se for, dizemos que o somatoério
é convergente), é preciso conhecer o comportamento das sequéncias envolvidas. Estes
conceitos estao bem claros para os matematicos da atualidade, e encontram-se inseridos

em livros didaticos dos mais variados niveis de estudo, na maioria das vezes usando a
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notagao Sigma para somatorio diretamente, indicando que ela é considerada pelos autores

como de conhecimento pleno por todos.
x

Mas que significado podemos atribuir a um somatorio do tipo E f(v), onde z € R?
5 B v=1
Temos aqui um somatorio onde os indices sao de ordens nao-inteiras, chamados indices de

ordens arbitrarias, que abrangem indices racionais, reais e até mesmo complexos, aos quais
convencionou-se chamar indices fracionarios. Por exemplo, quais seriam as somas dos
primeiros —7 ntmeros de uma sequéncia, ou dos 7 primeiros termos da Série Harménica?
Este tipo de somatorio vem sendo tratado, recentemente, com o nome de Somatorio de
Indices Fracionarios, ou Somatoério Fracionario.

Ainda sobre o questionamento apontado no paragrafo anterior, Miiller e Schleicher
[27] comentam que poderiamos pensar que um método para calcular este tipo de somas
deveria ter sido descoberto hé pelo menos duzentos anos, mas para surpresa desses autores
(e nossa), uma tal teoria nao parece ter sido investigada na literatura ou ser conhecida
pelos especialistas, além de breves observacoes esporadicas, mesmo no trabalho de Euler
(19], [10]) onde uma soma com um ntmero nao inteiro de termos ¢ apresentada como um
dos métodos para introduzir fungoes: Euler nos brinda com um belo exemplo de uma
soma com um numero racional de termos.

De fato, Euler apresentou o primeiro exemplo de Somatorio Fracionério:

—1/2

> % = —2In(2).

v=1

No entanto, uma formulagao adequada a este problema e sua solugao foram apresentadas
apenas a partir de 2005 por Miiller e Schleicher ([25], [26], [27]). Entre vérios outros
exemplos encontrados por estes autores, destacamos o interessante caso onde somatorios
fracionarios podem ser utilizados para obter a fun¢ao Gama, denotada por I', que em certo
sentido estende a nogao de fatorial de um namero para os nimeros reais (e complexos).
Pretendemos, nesta dissertagao, expor nossa pesquisa sobre a conjuntura na qual os
conceitos de soma e somatoério sao atualmente utilizados no Brasil no Ensino Basico e no
Ensino Superior (neste caso, especificamente nos cursos de Licenciatura em Matematica);
propor uma abordagem estruturada para o ensino do conceito de somatério de ordem
inteira aos alunos do Ensino Médio, destinada a ser apresentada também aos alunos
dos cursos de Licenciatura em Matematica e, a seguir, usando como base os trabalhos
de Muller e Schleicher ([25], [26], [27]) e de Euler ([9], [10]), partiremos de um pequeno
numero de axiomas bem motivados, e apresentaremos uma defini¢ao tinica para somatorios
com um ndimero nao inteiro de termos, que chamaremos de “Somatoérios Fracionarios”.
Utilizando a defini¢ao, mostraremos que os somatoérios fracionarios tém propriedades que
generalizam identidades de somatorios classicos bem conhecidos de forma natural. Além

disso, pretendemos ilustrar como os somatoérios fracionarios podem ser usados para obter
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novas identidades.

A passagem do estudo de somatorios classicos (somatorios de ordem inteira) para so-
matorios fracionarios (somatorios de ordem real ou mesmo complexa) encontra motivagao
no continuo avanco do conhecimento Matematico, em especifico o desenvolvimento nas
ultimas décadas do chamado Calculo Fracionario (que busca generalizar os conceitos do
Calculo tradicional, ou Célculo de Ordem Inteira). Como afirma Tenreiro Machado et
al. [22| os conceitos de “fracionario” embutidos nos conceitos de Diferencial e de Inte-
gral de fungoes permitem uma notéavel e frutifera generalizagao do sistema de operadores
do Calculo classico, e acreditamos que o mesmo ocorrera com o conceito de somatorio;
o sucesso destas “novas” ferramentas em aplicagoes as ciéncias de alguma forma podem
superar outras possiveis generalizagoes mateméaticas e ajustar-se melhor & modelagem
de fenomenos fisicos, contribuindo assim para o desenvolvimento da fronteira da Cién-
cia. Tamanha extensao de significado com a insercao adequada de ordens fracionarias
nos operadores classicos da Matematica é comparavel ao avanco que ocorreu na antigui-
dade quando surgiu a necessidade do conceito de niimeros racionais, e na sequéncia e em
momentos posteriores, dos irracionais e dos reais.

Este tema de pesquisa tomou por justificativa uma preocupacao com a dificuldade
encontrada por estudantes dos mais diversos niveis de Ensino quando precisam manipular
somatorios (que nao passa de uma notagao sintética de uma ferramenta matematica ex-
tremamente simples destinada a somar parcelas). Tentaremos identificar nas abordagens
e usos atuais da notacao de somatorio possiveis motivos que tornam o uso desta simples
notacao um “pesadelo” para os estudantes, e procuraremos propor abordagens de ensino
que desmistifiquem seu uso.

Acreditamos que o estudo de uma estruturacao mais aprofundada do conceito de so-
matorio, incluindo o conceito de somatorio fracionario, permitira aos futuros docentes de
Matematica melhor inserir o conceito de somatoério de ordem inteira no Ensino Bésico,
dando a ele o devido destaque e explicitando sua simplicidade e enorme aplicabilidade,
evitando assim que esta ferramenta simples seja encarada como um “monstro de sete
cabecas” pelos estudantes.

Com o objetivo de apresentar um estudo detalhado do conceito cléssico de somatorio,
bem como as generalizacoes recentemente obtidas, e contribuir para a desmistificacao
desta ferramenta matematica junto aos estudantes brasileiros, buscamos:

- Mapear os contetudos que utilizam somatorio presentes nas diretrizes do Ensino Bésico
e do Ensino Superior;

- Estudar de forma detalhada a estruturagao do conceito de somatoério;

- Analisar as evolugoes e generalizagoes do conceito de somatorio;

- Propor abordagens que facilitem o aprendizado de somatoério no Ensino Superior e
no Ensino Basico.

Esta dissertacao esta organizada como segue: no Capitulo 1, apresentamos o mapea-
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mento que realizamos da utilizacao de somatoérios no Ensino Bésico e no Ensino Superior,
dando prioridade a observagao de como o conceito de somatorio é apresentado aos estu-
dantes; no Capitulo 2 apresentamos de forma bem estruturada a teoria para os Somatorios
Classicos com uma quantidade finita de termos; no Capitulo 3 apresentamos de forma es-
truturada os principais pontos da teoria de Somatoérios Classicos com uma quantidade
infinita de termos, normalmente apresentados aos estudantes dos cursos de Licenciatura
em Matematica dentro das disciplinas da area de Célculo; no Capitulo 4 listamos os
axiomas que permitem obter uma definicao tnica para os Somatoérios Fracionérios, no
contexto dos nimeros Reais, apresentamos tal definicao e uma férmula fundamental para
o célculo de somatoérios fracionarios para uma ampla classe de fungoes, e mostramos al-
guns exemplos. O texto do Capitulo 4 é complementado no Apéndice A, onde sao feitos
os ajustes necessarios para considerar o contexto dos niimeros Complexos. Para finalizar,
no Apéndice B apresentamos uma proposta de ensino do contetido Somatério Classico
para facilitar o aprendizado dos estudantes ao desmistificar a notacao Sigma para soma-
torios, apresentando seu potencial como uma ferramenta matematica de representagao

econdmica e adequada a manipulagao algébrica.
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2 SOMAS, SOMATORIOS E ONDE APARECEM NO ENSINO DE
MATEMATICA

Neste primeiro Capitulo, optamos por expor nossa pesquisa sobre a forma que os
conceitos e a simbologia de Somatoério estao inseridos no Ensino Bésico e no Ensino
Superior (especificamente nos cursos de Licenciatura em Matemaética), e sobre o momento
em que sao inseridos, para tentarmos entender o que motiva a conhecida dificuldade
encontrada por estudantes dos mais diversos niveis de Ensino quando precisam manipular

um simples Somatorio.

A conjuntura exposta neste Capitulo 2 seré enriquecida com a exposic¢ao, nos capitulos
seguintes, cada vez com um acréscimo no nivel de dificuldade em relagao ao contexto an-
terior, da teoria criada para nos ajudar a calcular Somatorios, mas s6 se tornara completa
com a proposi¢ao de um moédulo didatico, que apresentamos no Apéndice B com o intuito
de balizar professore(a)s de Matematica a apresentar a notagdo Sigma para Somatorios

de maneira minimamente estruturada, contribuindo para desmistificar seu uso.

Um estudo sobre Somatoérios, mais aprofundado em relagao ao grau de dificuldade que
terd que ensinar, é recomendével a todo(a) professor(a) de Matemética, em atuagao ou
em formacao. Apresentamos neste texto, a partir de agora, nossa contribui¢ao a busca do
atendimento a este objetivo, e esperamos que com o passar do tempo esta contribuigao
possa alcangar um grande ntmero de professores e estudantes de Matematica.

Iniciamos, na Secao 2.1, do ponto mais bésico que conseguimos pensar: falando de

quantidades, de contagem e de soma.

2.1 SOMAS

Desde pequenos, as primeiras nocoes de Matematica com as quais nos deparamos sao
as de quantidades e de niimeros, e logo em seguida (ou até imediatamente) somos apre-
sentados as ideias de juntar e de acrescentar quantidades, que estao na base do conceito
de soma ou adi¢cao. Também na escola o sinal usado para “soma’” é um dos primeiros com
que tomamos contato; da mesma forma, o sinal conhecido como “mais” (+) foi um dos
primeiros sinais matematicos a aparecer registrado na escrita. Entretanto, a notagao com
a qual uma soma é representada nem sempre foi escrita com o simbolo que usamos hoje.
O sinal de adigao (“4” e os simbolos que os precederam) nao foi utilizado inicialmente em
operagoOes algébricas, mas em Matematica Financeira. Os primeiros registros mostram

que era inicialmente usado para simbolizar excesso em operac¢oes comerciais.

Como comenta Tahan [36],
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...0 sinal “mais” era denotado pela letra p que era a primeira letra da
palavra em latim “plus” que tem como significado “estéd em excesso”. Com
o passar dos anos e com as transformagoes da escrita na Matemética a
letra p tomou a forma de cruz, e ingressou, em cardter permanente, nos
setores da Matematica.

Assim como a maior parte dos demais simbolos matematicos, o sinal de adi¢ao usado
hoje é o resultado de um processo histérico de evolugao construido por intimeras pessoas.
De acordo com Garbi [13]:

Os sinais de soma e subtragao + e — surgiram na Alemanha, por volta
de 1480. Manuscritos da época, ainda existentes, produzidos por au-
tores alemaes desconhecidos, ja os contém. Apareceram impressos pela
primeira vez em 1489, em uma aritmética comercial de Johann Widmann
(1460 -1526). Michael Stifel (1487 — 1567) é considerado seu grande po-
pularizador. E provavel que + seja uma abreviacdo do Latim “et” e —
uma forma da letra “m”, de “minus”.

Ainda sobre a origem dos simbolos, “é possivel que Widmann tenha colhido as ideias de
+ e — dos homens que trabalhavam no comércio, pois o fato de ter usado esses simbolos
como se fossem amplamente conhecidos aponta para a possibilidade” (TAHAN, [36]).
Certamente demorou algum tempo antes desses simbolos serem universalmente adotados,
contudo é notavel que esses simbolos, que surgiram ha menos de 5 séculos, se tornaram
tao importantes para linguagem matematica, que hoje sao amplamente usados.

A partir da compreensao bésica da operacao de adi¢ao, podemos ser levados ao en-
tendimento de intimeros outros conceitos matematicos, e podemos descobrir resultados
decorrentes das mais complexas operacoes matemaéticas. Porém quanto mais complexas
forem as situacoes estudadas, mais elas levarao a somas maiores e mais demoradas, que
podem ter um nimero muito grande (e até infinito) de parcelas. Por isso se fez necessario
introduzir uma forma abreviada para expressar somas de muitos nimeros, de forma que
ainda as possamos manipula-las. Atualmente, podemos recorrer ao conceito de Somatoério
para representar de forma condensada uma soma que inclua uma quantidade especificada
qualquer de termos.

A notagdo que usamos para representar um Somatorio, usando o simbolo Y, nos
permite escrever uma soma longa em uma expressao curta. Nos referimos a esta forma
de denotar um Somatoério como notagcao Sigma, pois “Euler estabeleceu a notacao de
somatorio que usamos hoje, usando Sigma, uma letra grega maitscula, para simbolizar a
soma.” (ROSA, [31]). Esse fato é¢ melhor explanado por Cajori [7]:

O sinal de somatorio é devido a Euler (1755), que diz: “summam indi-
cabimus signo Y7, ou seja, X indica o sinal de soma. Este simbolo foi
utilizado por Lagrange, mas, de resto, recebeu pouca atengao durante o
século décimo oitavo. O X para expressar a soma ocorre novamente em
1829 na Teoria do Calor de Fourier, publicada em 1822, e em funcoes
elipticas de Jacobi de 1829. Cauchy utilizou trés indices m,n,r, como

n oo
em Zr fr. Alfred Pringsheim denota por Z:ral, a soma de uma série

m 0
infinita.
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Por ser uma notacao compacta, elegante, e por ter propriedades que facilitam opera-
¢oes algébricas, a notagao Sigma para Somatorios € muito importante em varios campos da
Matematica, bem como em outras areas como Estatistica, Fisica, Quimica, etc. Algumas

destas propriedades serao explanadas com detalhes nos préximos Capitulos.

2.2 SOMATORIOS NO ENSINO BASICO

O célculo de somas permeia o Ensino de Matematica em toda a Educacao Basica. A
partir da ideia inicial da operacao de adi¢ao, o conceito de soma vai sendo aprofundado
para adicao de varias parcelas, propriedades da soma e suas aplicagoes, antes de se chegar
aos Somatorios. Nos anos do Ensino Fundamental, até encontramos algumas situagoes
onde aparecem somas finitas longas ou até somas infinitas, mas estas situagoes aparecem
mais frequentemente no Ensino Médio. Devido a esse fato, nesta se¢ao vamos nos restringir
a relatar o que encontramos no contexto do Ensino Médio.

Para nos orientarmos por onde procurar os contetdos de Matematica destinados ao
Ensino Médio que envolvessem a ideia e a simbologia de Somatorios, iniciamos por exa-
minar os documentos que orientam a execucao deste nivel de ensino em nosso estado e no
nosso pais. O apanhado geral dos contetidos que sao indicados em tais documentos pode
ser encontrado nos quadros que expomos a frente.

Considerando a Diretrizes Curriculares do Parana (DCE’s) 28], que s@o as orientagoes
propostas para a Educacao Béasica da Rede Publica Estadual do Parané, apresentamos no
Quadro 2.1 as perspectivas que encontramos para inserir o uso de Somatorios no Ensino
Médio.

Quadro 2.1: Conteidos sugeridos nas Diretrizes Curriculares do Parand

CONTEUDOS CONTEUDOS AVALIACAO
BASICOS
Funcoes Progressao Aritmética; | Reconheca, nas sequéncias numé-

Progressao Geométrica. | ricas, particularidades que reme-
tam ao conceito das progressoes
aritméticas e geométricas;
Generalize calculos para a de-
terminacao de termos de uma
sequéncia numérica.

Tratamento da Infor- | Estatistica Realize estimativas, conjecturas a
magcao respeito de dados e informagoes

estatisticas; média aritmética.
Tratamento da Infor- | Binomio de Newton Realize célculos utilizando Bino-
magao mio de Newton.

Considerando as Orientagoes Educacionais Complementares aos Parametros Curricu-

lares Nacionais (PCN’s) para Ensino Médio da area de Ciéncias da Natureza, Matemaética
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e suas Tecnologias [4], apresentamos no Quadro 2.2 as unidades teméticas e contetdos

bésicos onde se pode utilizar somatoérios.

Quadro 2.2: Conteidos sugeridos nas Orientagoes Educacionais Compl. aos PCN’s

EIXO UNIDADE CONTEUDOS BASICOS

ESTRUTURADOR | TEMATICA

Algebra Nuimeros e Fungoes | Sequéncias numéricas: progressoes e
nocao de infinito

Analise de dados Estatistica Analise de dados: médias, moda e

mediana, variancia e desvio padrao.
Obter médias e avaliar desvios de
conjuntos de dados ou informacoes
de diferentes naturezas.

Recentemente, foi divulgada a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [6] para
o Ensino Médio, que teve sua homologacao no ano de 2018, é um documento que pre-
tende nortear o que é ensinado nas escolas de todo paifs, mas ainda estd em processo de

implantacao nas escolas do Estado do Parana.

A Base Nacional Comum Curricular é um instrumento que busca orientar a elaboracao
do curriculo especifico de cada escola, e também estabelece os objetivos de aprendizagem
que se quer alcancar, por meio da definicao de competéncias e habilidades essenciais,
enquanto o curriculo ird determinar como esses objetivos serao alcangados, tracando as

estratégias pedagogicas mais adequadas.

Dentro da area do conhecimento Matemética e suas Tecnologias, sao propostas unida-
des teméticas, e dentro dessas constam as competéncias especificas de area que devem ser
desenvolvidas e as habilidades que devem ser alcancadas em cada etapa do Ensino Médio.
Destacamos, no Quadro 2.3, quais dessas competéncias envolvem a ideia ou notacao de

Somatorio.

Ao analisarmos as propostas curriculares dos documentos [4], [6] e [28], conseguimos
observar que é comum encontrarmos conteudos da Matemaética onde podem ser aplicados
Somatoérios, seja com somas finitas ou infinitas, como por exemplo em assuntos relaci-
onados & Algebra, especialmente o estudo de sequéncias. Muitas sequéncias numeéricas
que sao apresentadas aos estudantes costumam ser apenas curiosidades matematicas, mas
existem aquelas que surgem naturalmente durante o processo de resolucao de problemas,
e por isso tem potencial de ser mais interessantes aos estudantes. Em qualquer caso, a
manipulacao destas sequéncias requer o conhecimento de uma variedade de topicos de
Matematica que fazem parte do curriculo escolar basico. Além disso, os Somatoérios tam-
bém sao usados no estudo de Estatistica, que esta dentro do escopo do que um professor

de Matematica precisa lecionar.
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Quadro 2.3: Competéncias encontradas na Base Nacional Comum Curricular
UNIDADE COMPETENCIA ESPECIFICA | HABILIDADES
TEMATICA
Probabilidade | 2) Propor ou participar de | (EM13MAT202) Planejar e exe-

e Estatistica

acoes para investigar desafios do | cutar pesquisa amostral sobre
mundo contemporaneo e tomar | questoes relevantes, usando da-
decisoes éticas e socialmente res- | dos coletados diretamente ou
ponsaveis, com base na analise | em diferentes fontes, e comuni-
de problemas sociais, como os | car os resultados por meio de
voltados a situacoes de saude, | relatorio contendo graficos e in-
sustentabilidade, das implicacoes | terpretacao das medidas de ten-
da tecnologia no mundo do tra- | déncia central e das medidas de
balho, entre outros, mobilizando | dispersao (amplitude e desvio
e articulando conceitos, procedi- | padrao), utilizando ou nao re-
mentos e linguagens proprios da | cursos tecnologicos.

Matematica.

Probabilidade
e BEstatistica

3) Utilizar estratégias, conceitos, | (EM13MAT316) Resolver e ela-
definicoes e procedimentos ma- | borar problemas, em diferentes
tematicos para interpretar, cons- | contextos, que envolvem célculo
truir modelos e resolver proble- | e interpretagao das medidas de
mas em diversos contextos, anali- | tendéncia central (média, moda,
sando a plausibilidade dos resul- | mediana) e das medidas de dis-
tados e a adequacao das solugdes | persao (amplitude, variancia e
propostas, de modo a construir | desvio padrao).

argumentacao consistente.

Probabilidade
¢ Estatistica

5) Investigar e estabelecer con- | (EM13MAT507) Identificar e
jecturas a respeito de diferentes | associar progressoes aritméticas
conceitos e propriedades mate- | (PA) a fungoes afins de domi-
maticas, empregando estratégias | nios discretos, para analise de
e recursos, como observacao de | propriedades, deducao de algu-
padroes, experimentacoes e dife- | mas féormulas e resolugao de pro-
rentes tecnologias, identificando | blemas. (EM13MAT508) Iden-
a necessidade, ou nao, de uma de- | tificar e associar progressoes ge-
monstra¢ao cada vez mais formal | ométricas (PG) a fungbes ex-
na validagao das referidas conjec- | ponenciais de dominios discre-
turas. tos, para andlise de proprieda-
des, dedugao de algumas férmu-
las e resolugao de problemas

Ainda com relagao ao estudo de sequéncias numeéricas no Ensino Médio, podemos

evidenciar um trecho das Orientagdes Curriculares aos PCN’s (BRASIL, [4]), onde pode

ser lido:

Com relagao as sequéncias, é preciso garantir uma abordagem conectada
& ideia de funcao, na qual as relagoes com diferentes fun¢bes possam
ser analisadas. O estudo da progressao geométrica infinita com razao
positiva e menor que 1 oferece talvez a tnica oportunidade de o aluno
estender o conceito de soma para um namero infinito de parcelas,
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ampliando sua compreensao sobre a adicao e tendo a oportunidade de se
defrontar com as ideias de convergéncia e de infinito. Essas ideias foram
e sao essenciais para o desenvolvimento da ciéncia, especialmente porque
permitem explorar regularidades.

Os tipos de somas que envolvem Progressoes Geométricas infinitas requerem do aluno
um estudo mais profundo do assunto, pois é necessario a analise de convergéncia da
soma. Quando se trabalha com estes tipos de sequéncia, é necesséario o desenvolvimento
de um estudo que contemple as propriedades dos somatorios finitos, incluindo critérios de
convergeéncia.

Este aprofundamento nos estudos aparece como caracteristica do Ensino Médio, como
é possivel observar ao estudar os documentos que trazem as diretrizes para esse nivel de
ensino. Podemos salientar que tais documentos evidenciam que é de grande importéancia
que “os conhecimentos especificos devem estimular processos mais elaborados de reflexao
e de abstracao, que deem sustentacao a modos de pensar que permitam aos estudantes
formular e resolver problemas em diversos contextos|...|” (BRASIL, [6]). A Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) para o Ensino Médio [6] ressalta que:

Para tanto, eles (os estudantes) devem mobilizar seu modo proprio de ra-
ciocinar, representar, comunicar, argumentar e, com base em discussoes
e validacoes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representagoes
e procedimentos cada vez mais sofisticados. [...| Assim, as aprendizagens
previstas para o Ensino Médio sao fundamentais para que o letramento
matemético dos estudantes se torne ainda mais denso e eficiente, tendo
em vista que eles irao aprofundar e ampliar as habilidades propostas
para o Ensino Fundamental e terdo mais ferramentas para compreen-
der a realidade e propor as agoes de intervencao especificadas para essa
etapa.

Além disso, as Orientagoes Curriculares complementares aos PCN’s [4] frisam que no
Ensino Médio:

A Matematica vai além de seu carater instrumental, colocando-se como
ciéncia com caracteristicas proprias de investigacdao e de linguagem e
com papel integrador importante junto as demais Ciéncias da Natureza.
Enquanto ciéncia, sua dimensao historica e sua estreita relacao com a
sociedade e a cultura em diferentes épocas ampliam e aprofundam o

espago de conhecimentos nao s6 nesta disciplina, mas nas suas inter-
relagoes com outras areas do saber.

As orientagoes disponiveis evidenciam que a Matematica deve ser compreendida como
uma parcela do conhecimento essencial para a formagao do ser humano, que contribui para
a construcao de uma visao de mundo, para ler e interpretar a realidade e para desenvolver

capacidades que deles serao exigidas ao longo da vida social e profissional.

A utilizacgao de livros didaticos em aulas de Matematica é uma pratica comum entre
professores da area de Matemética. Por esse motivo, pensando em aumentar a abrangéncia

deste trabalho, realizamos uma varredura em livros didaticos de Matemaética para o Ensino
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Meédio, especificamente buscando nos livros escolhidos por contetidos que envolvessem a

ideia e/ou a notacao de Somatorio.

Escolhemos 6 colecoes de livros didaticos de Matematica para o Ensino Médio, das

quais 5 colegbes sao participantes do plano nacional do livro didatico (PNLD) do Minis-

tério da Educagao, editados no periodo de 2013 a 2016. O critério para a escolha das

colegoes foi a disponibilidade das cole¢Ges nos colégios estaduais a que tivemos acesso. As

colecoes de livros escolhidas foram:

Matemdtica: ciéncia e aplicagoes - Ensino Médio; de Gelson lezzi, [16];
Matemdtica: contexto & aplicagoes; de Luiz Roberto Dante, [8];

Contato Matemdtica; de Joamir Roberto de Souza e Jacqueline da Silva Ribeiro

Garcia, [34];
Matemdtica: interacao e tecnologia; de Rodrigo Balestri, [1];
Matemdtica: padroes e relagoes; de Adilson Longen, [21]; e

Conexoes com a Matemdtica; de Fabio Martins de Leonardo, [19].

Os contetidos examinados foram “Progressoes Aritmética e Geométrica”, “Binomio de

Newton” e “Estatistica”. Depois da busca pelo uso da ideia e/ou simbologia de Soma-

torios nos contetidos presentes nos livros didaticos escolhidos, identificamos os seguintes

aspectos:

Os contetudos de Progressoes Aritmética e Geométrica sao encontrados nos livros do
1° ano, em todas as colegoes. Pudemos observar que todos apresentam a definicao
de Sequéncias Numéricas finitas e infinitas. Porém, quando se tratam das somas dos
termos das sequéncias, a ideia de Somatoério é utilizada, mas usa-se nas formulas o
simbolo S,, no lugar de Y. A formula para o calculo das somas parciais é mostrada

em todos os livros do 19 ano, exceto na colegao (2).

Notamos que em todas as cole¢oes, para calcular a soma dos infinitos termos de
uma Progressao Geométrica, é introduzida a ideia de limites no infinito e de conver-
géncia de limite. Em dois livros, (4) e (5), encontramos ainda a denominagao série
convergente ou divergente para as somas de termos de uma progressao geométrica

do tipo série geométrica, de acordo com a razao da progressao.

Encontramos o contetido Bindmio de Newton nos livros de 2° ano de quatro cole-
goes: (2), (3), (4), e (5). Estas colegdes trazem a ideia de soma de termos de uma

sequéncia, ou seja, de Somatorio, entretanto sem a utilizagao do simbolo > .
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e Em Estatistica analisamos especificamente os conteudos “Medidas de Tendéncia
Central” e “Dispersao”, que se encontravam nos livros de 2° e 3% anos. Percebe-
mos que em todas as colegoes os autores utilizam a ideia de Somatorio e a notagao

Sigma em suas definigoes.

Concluimos que existem varios momentos no Ensino Médio onde ideia e/ou notagao
de Somatorios sao utilizados. Entretanto, percebemos com preocupagao que em nenhum
livro das colecoes analisadas ha uma secao prévia especifica para se introduzir o conceito
de Somatorio e esclarecer sua interpretacao, sua notagao e suas propriedades. O méximo
que identificamos foram pequenas observacoes em notas de rodapé, para exemplificar o
que seria um Somatorio, em 4 das colegoes observadas: (2), (3), (5), e (6). As outras
duas colegoes nem isso possuem. Essa percepg¢ao corrobora com o sentimento de que as
dificuldades que os alunos sentem ao visualizar, compreender e manipular Somatorios sao

negligenciadas.

2.3 SOMATORIOS NO ENSINO SUPERIOR

Iniciamos esta secao destacando alguns principios que, num contexto de discussao
para a formagao inicial do professor de Matemaética, foram considerados como prioritarios
na condugao da discussao sobre uma proposta curricular norteadora para os cursos de

Licenciatura em Matematica no pais, elaborada pela Sociedade Brasileira de Matematica

(SBM) [33]:

i. Um principio bésico para um ensino efetivo de Matematica é que
o professor conhecga profundamente o contetido que ensina. Claro
que a formagao de um professor de Matemética nao se encerra na
propria Matematica, pois ainda hé que dominar a conexao entre o
conhecimento e sua pratica de sala de aula.

ii. O Ensino da Matemaética na Educagao Basica ndao pode prescin-
dir da abordagem de contetidos elementares para a Matemética
como Ciéncia e como linguagem para outras areas do conheci-
mento, como a Fisica, a Quimica, a Computagao, etc. Portanto, a
formacao do professor deve contemplar esses conteidos como tal e
garantir que sejam aprofundados e articulados no contexto da pro-
pria Matematica, visando oferecer ao professor uma visao ampla e
abrangente do edificio da Matemética.

Temos que as Diretrizes Curriculares Nacionais para os Cursos de Matematica |[5]

enfatizam que:

As habilidades e competéncias adquiridas ao longo da formacao do ma-
tematico tais como o raciocinio légico, a postura critica e a capacidade
de resolver problemas, fazem do mesmo um profissional capaz de ocupar
posicoes no mercado de trabalho também fora do ambiente académico,
em areas em que o raciocinio abstrato é uma ferramenta indispensavel.
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Como explanado nas diretrizes da SBM [33], o reconhecimento de que a formagao do
professor exige um conhecimento de Matematica proprio para a sua pratica nao sugere o
entendimento de uma separagao rigorosa entre a Matematica escolar e a Matematica como
Ciéncia, mas evidencia que estas precisam ser observadas a partir de suas especificidades.
Tanto o bacharel em Matemaética como o professor de Matemaéatica da Escola Basica deve
conhecer a definicao formal de uma operacao, como por exemplo de divisao envolvendo
niumeros naturais (Divisdo Euclidiana); deve saber que o algoritmo usual dessa operagao
se baseia na estrutura posicional do sistema de numeracao decimal, e deve ser capaz
de demonstrar detalhadamente esse algoritmo, justificando cada uma das etapas que o
compoe. No entanto, para um professor, é necessario também identificar as diferentes
situagoes que sao resolvidas por meio de tal operacao, pois para um aluno nao é tao
clara a relagao entre as ideias de reparticao e de comparacao ou medida para que sejam
modeladas por uma mesma operagao.

As diretrizes da SBM [33] ainda sugerem que:

Nao héa diferenca de valor entre o que é elementar e o que é superior -
sao partes que se fundem e se articulam compondo, sob a mesma impor-
tancia, a Matematica como ciéncia. Nesse sentido, cabe a escola nao sé
a tarefa de difundir o conhecimento elementar, como também contribuir
para a elementarizagao e para o desenvolvimento da propria Matemaética.

Dentre as disciplinas constantes na proposta curricular da SBM [33] que apresentam
em suas ementas conteidos que podem envolver aplicagoes de Somatorios, destacamos as
elencadas no Quadro 2.4.

Também sobre a grade curricular para um curso de Licenciatura em Matemética,
um estudo conduzido pela Sociedade Brasileira de Educagao Matemaética (SBEM) identi-
fica os contetidos de disciplinas como Calculo Diferencial e Integral, Analise Matematica,
Algebra, Geometria, Estatistica, Combinatéria, Probabilidade, entre outros, como conhe-
cimentos substantivos do futuro professor, que “devem ser selecionados e abordados de
forma a possibilitar ao professor em formacao, conhecimento amplo, consistente e articu-
lado da Matematica” (SBEM, [32]).

Ha& assuntos na grade curricular proposta pela SBM [33] tratados como linhas nortea-
doras para a composi¢ao de um curriculo para um curso de licenciatura em Matematica,

que sao entendidos como elementares na formacao do professor de Matematica, a saber:

Fundamentos de Funcgoes Reais, de Célculo Diferencial e Integral, de
Analise Real e de Equagoes Diferenciais: O Céalculo Diferencial e Integral
(de uma e de varias variaveis) sustenta grande parte da Matematica e
da Fisica e ilustra de varias maneiras processos infinitos da Matematica.
De fato, varios conceitos fundamentais para a Matemética s6 poderao ser
completamente entendidos com o uso do Calculo Diferencial e Integral e
até mesmo conceitos de Fisica usualmente abordados no Ensino Médio s6
poderao ser entendidos plenamente com o uso de limites e derivadas. |...|
Também outras representagoes para os nimeros reais aparecem, agora
podendo ser tratadas de forma precisa: como limite de uma sequéncia
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convergente, como uma série, como uma fragdo continua. [...] Por um
lado, nao cabe a formalizacao dos conceitos de limite, derivada e inte-
gral, que envolvem processos infinitos no modelo atual de ensino médio
brasileiro, mas, por outro lado, os processos infinitos estao presentes em
varios topicos proprios do ensino béasico, como, por exemplo, nimeros
reais e soma dos infinitos termos de progressoes geométricas. Assim,
para um futuro professor, é necessario que a discussao sobre os processos
infinitos v além da formalizagdo de conceitos, mas que se estabeleca de
forma critica e sedimentada, visando a sua abordagem no ensino bésico.

Quadro 2.4: Conteidos com aplica¢ao de Somatorios em disciplinas da proposta curricular
da SBM para cursos de Licenciatura em Matemdtica

DISCIPLINA CONTEUDOS OBSERVADOS
Calculo de uma Variavel A - Séries de Taylor das fungoes elementares.
Calculo de uma Variavel B - Integrais definidas - Equacgoes diferenciais line-

ares de 1* ordem. - Equacoes diferenciais de 22
ordem com coeficientes constantes.

Calculo 11 - Caminhos e equagoes paramétricas de curvas
Integrais duplas sobre retangulos.

Combinatoria - Sequéncias recorrentes lineares

Introducao a Analise - Definicoes de e via sequéncias e séries.

Calculo com Variavel Complexa | - Séries de poténcias.

Equagoes Diferenciais - Aplicagoes de séries na resolucao de equacgoes

diferenciais ordinarias. Solucoes de equacoes dife-
renciais em Séries de Poténcias - Séries de Fourier
e equagoes diferenciais parciais classicas.

Probabilidade e Estatistica A - Medidas de posi¢cao: moda, média e mediana,

Probabilidade e Estatistica B - Média e desvio padrao, modelos e aplicagoes de
varidveis discretas e continuas.

Matematica Discreta - Triangulo de Pascal, identidades diversas envol-

vendo numeros binomiais: demonstracoes algé-
bricas e combinatorias.

Geometria Analitica - Operagoes com vetores: adigao, multiplicagao
por escalar e produto interno.

Quando consideramos pesquisar os usos e aplicagoes de ideias e/ou conceitos de Soma-
torios nas disciplinas dos cursos de graduacao de Licenciatura em Matemaética, sabifamos
que a dificuldade em fazer um mapeamento adequado seria maior que no Ensino Médio,
em parte por nao haver tantos documentos norteadores, em parte por cada Universidade
contar com liberdade académica para construir sua grade curricular de forma auténoma.

Ao buscar responder ao questionamento “Onde e como sao utilizadas a ideia e/ou a
simbologia de Somatoérios em um curso de Licenciatura em Matemaética”, optamos por
focar em fazer uma varredura em dois curriculos de curso de graduagao em Licenciatura
em Matemaética mais & mao: o curso de Licenciatura em Matematica ofertado pela UEPG

nas modalidades presencial e a distancia.
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Das disciplinas do curriculo pleno do curso superior de graduacao em Licenciatura
em Matematica da UEPG (modalidade presencial), Curriculo 7 (vigente desde 2009),
consideramos as disciplinas de formacao basica geral e as disciplinas de formagao espe-
cifica profissional (ndo consideramos disciplinas de diversificagdo ou aprofundamento).
As disciplinas que possuem em suas ementas contetdos onde a ideia e/ou simbologia de

Somatoérios é utilizada estao apresentadas no Quadro 2.5.

Quadro 2.5: Disciplinas do Curriculo 7 do Curso de Licenciatura em Matemdtica (pre-
sencial) da UEPG

DISCIPLINA CONTEUDOS OBSERVADOS

101159 Célculo Diferencial e In- | - Integrais definidas.

tegral I

101078 Célculo Diferencial e In- | - Integrais miltiplas: duplas, triplas; - Calculo
tegral II vetorial: integrais de linha.

- Somatérios - Sistemas numéricos.

- Matrizes; - Sistemas de equacgoes lineares homo-
géneos e nao homogéneos. - Combinacgao linear

- Integral de Riemann.

- Analise combinatoéria: principio aditivo e mul-
tiplicativo, fatorial, permutagao e combinacao. -
Triangulo de Pascal. Binomio de Newton.

- Produtos de vetores: escalar, vetorial e misto.
- Sistemas Lineares: métodos diretos e métodos
iterativos. - Sistemas de equagoes nao-lineares:
métodos de resolugao - Solugoes numéricas de
equacoes diferenciais ordinarias. - Introducgao a
solugao numérica de equagoes diferencias parci-
ais: método das diferencas finitas.

- Estatistica Descritiva. - Distribuicoes de proba-

101160 Algebra
101161 Algebra Linear

101162 Analise Real
101163 Fundamentos da Mate-
matica

101164 Geometria Analitica
101172 Calculo Numérico

101173 Estatistica e Probabili-

dade

bilidade.

101174 Séries e Equacoes Dife-
renciais

- Séries: testes de convergéncia e divergéncia. -
Séries de Poténcias. - Solugao das equagoes por
séries. - Introdugao as Séries de Fourier.

101179 Matemaéatica Financeira

Juros compostos.

Das disciplinas do curriculo pleno do curso superior de graduacao em Licenciatura
em Matematica da UEPG (EaD), Curriculo 1 (vigente desde 2009), foram consideradas
disciplinas de formacao béasica geral e disciplinas de formagao especifica profissional (nao
foram consideradas as disciplinas de diversificagao ou aprofundamento). Entre as discipli-
nas, algumas apresentam em sua ementa conteidos que permitem aplicar as ideias e/ou
simbologia de Somarios, estas disciplinas estao apresentadas no Quadro 2.6.

Dentre as disciplinas dos curriculos da UEPG, escolhemos uma das disciplinas oferta-
das no primeiro ano do Curso de Licenciatura em Matematica presencial, para apresentar

brevemente pelo menos um contexto onde aparecem as ideias e/ou simbologia de Somato-
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Quadro 2.6: Disciplinas do Curriculo 1 do Curso de Licenciatura em Matemdtica (EaD)

da UEPG

DISCIPLINA

CONTEUDOS OBERVADOS

101501 Algebra Linear I

- Matrizes. - Sistemas de equacoes lineares homo-
géneos e nao homogéneos. - Combinagao linear.

101502 Algebra Linear II

- Espacgos com produto interno.

101503 Analise Real

- Integral de Riemann.

101505 Calculo Diferencial e In-

- Integrais: indefinida e definida e propriedades.

tegral II - Teorema Fundamental do Céalculo.

101506 Céalculo Diferencial e In- | - Séries: testes de convergéncia e divergéncia. -
tegral III Séries de Poténcias. Polinomio de Taylor.
101507 Célculo Diferencial e In- | - Integrais miltiplas: duplas, triplas - Calculo ve-
tegral IV torial: integrais de linha

101508 Fundamentos de Algebra

- Somatoérios

101511 Fundamentos da Mate-
maéatica IIT

- Anélise combinatoéria: principio aditivo e mul-
tiplicativo, fatorial, permutacao e combinacao. -
Triangulo de Pascal. Binomio de Newton

101513 Geometria Analitica II

- Produtos de vetores: escalar, vetorial e misto.

101525 Calculo Numérico

- Sistemas Lineares: métodos diretos e métodos
iterativos. - Solugoes numéricas de equagoes di-
ferenciais ordinéarias.

101526 Estatistica e Probabili-
dade I

- BEstatistica Descritiva

101527 Estatistica e Probabili-
dade 11

- Distribuicoes de Probabilidade

101528 Equagoes Diferenciais

- Solucao das equagoes por séries. - Introducao
as Séries de Fourier.

102501 Fisica Geral 1

Cineméatica vetorial.

102502 Fisica Geral 11

Eletromagnetismo

rio. Na disciplina “Calculo Diferencial e Integral I” deve ser apresentada a definigao formal
da Integral Definida, que envolve a soma de muitos termos, sendo necessario utilizar o
conceito e a notagao de Somatoério, pois a integral definida de uma fungdo f(z) sobre um
intervalo [a, b] é equivalente & soma de todos os elementos de area sob a curva f(x), como
define Stewart [35]:

Seja f uma fungao continua no intervalo [a,b]. Suponha que este inter-
valo seja dividido em n partes iguais de largura Az = (b—a)/n e seja x;
um ntmero pertencente ao j-ésimo intervalo, para j = 1,2, ...,n. Neste

b
caso, a integral definida de f em [a, b], denotada por / f(z)dz, é dada
por ¢

b n
/ f(x)dx = nh_}r{)lo [Z f(mj)} Az,
a =1

se este limite existir.

No entanto, ao observarmos atentamente a grade curricular e o ementario do curso,
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percebemos que a definicao de Somatoério e suas propriedades s6 é apresentada formal-
mente na disciplina “Algebra’, a qual é oferecida no segundo ano. Mais uma vez, temos
a percepcao de que os alunos apresentam certa dificuldade ao necessitarem lidar com

Somatoérios por nao receberem de forma estruturada uma breve introdugao ao tema.
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3 SOMATORIOS CLASSICOS COM n € N

“- Sabe somar? - perguntou a Rainha Branca. - Quanto é um mais um
€ Mais um e mais um e mais um e Mmais um e mais um e mais um?

- Nao sei - respondeu Alice. - Perdi a conta.

- Nao sabe somar! - interrompeu a Rainha Vermelha.”

Lewis Carrol, em "Alice através do espelho".

Somas estao presentes em toda parte na matemaética, e apesar da simplicidade dessa
operacao, é recomendavel conhecermos ferramentas basicas para bem lidar com elas. Neste
capitulo vamos apresentar uma estruturagao para a teoria bésica dos Somatorios Classicos
(somatorios com uma quantidade finita de termos), baseada no Capitulo 2 de Graham
[15].

3.1 TEORIA BASICA PARA SOMATORIOS CLASSICOS

Comecamos introduzindo uma notacao comum através de um exemplo: costumamos

escrever a soma dos n primeiros nimeros inteiros como
1+243+4+---+(n—-1)+n, (3.1)

onde os simbolos “- - -7 (trés pontos) sao usados como uma forma de lembrar que, ao efetuar
a soma, precisamos completar o padrao estabelecido pelos termos vizinhos. E claro que,
quando usamos a notacao trés pontos, precisamos ter cuidado ao expressar somas como
14+ 74 -4+ 41 + 85, que nao tém um sentido imediato sem um contexto atenuante.
Por outro lado, a inclusdo de termos como 4 e (n — 1) na Expressao (3.1) foi um pouco
exagerada, pois o padrao ja ficaria claro ao escrevermos simplesmente 1 +2+3+---+n
(se devidamente contextualizado, escrever apenas 1 + - -+ + n ja bastaria).

A notacao trés pontos também pode ser aplicada em somas com a forma geral
a+as+---+ap+---+a,, (3.2)

onde cada aj na Expressao (3.2) deve ser um ntmero bem determinado pela descrigao
dada. Cada elemento a; de uma soma é chamado de termo. Os termos sao frequente-
mente especificados implicitamente com féormulas que seguem um padrao que até pode ser
prontamente percebido, mas em alguns casos seré necessario escrever os termos em uma
forma equivalente para que o significado do padrao fique claro, como no seguinte exemplo:
se a expresssao 1+ 2+ ---+ 2771 ¢ usada para denotar uma soma de n termos, serd mais
facil identificar o padrao do termo geral a; se escrevermos 2° + 21 + ... + 2771,

A notacao de trés pontos é muito utilizada, mas pode ser um pouco demorada ou

mesmo ambigua (por exemplo: a soma 1+2+--- representa a soma de todos os niimeros
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naturais positivos ou a soma de todas as poténcias nao negativas de 27).
Existem outras alternativas disponiveis para indicar uma soma de termos, e uma delas

é a expressao
n

> ay (3.3)

k=1
(forma delimitada), chamada de notag¢ao Sigma por usar a letra grega ¥ (sigma maits-

cula). Usando a notagao Sigma podemos escrever, por exemplo:

20_'_21_’__..4_277,71:22]671'
k=1

A quantidade ay, inserida ap6s o simbolo ) na expressao » | a; é chamada de somando.

Na Expressao (3.3) o indice variavel k esta estritamente vinculado ao simbolo ),
porque o indice k em a; nao esta relacionado com o valor numérico de k fora da notacao
Sigma. Qualquer outra letra poderia ser usada no lugar de k sem alterar o significado
da Expressao (3.3). A letra i é frequentemente usada (talvez por ser a letra inicial da
palavra “indice”), mas consideramos mais razoavel usar a letra k, reservando a letra ¢ para
representar o nimero complexo /—1.

A notagao Sigma nos diz para incluir na soma precisamente aqueles termos a; cujo
indice k é um inteiro que se encontra entre o menor e o maior limites 1 e n, inclusive.
Em outras palavras, devemos somar os termos variando o indice k de 1 a n. A notagao
Sigma foi introduzida por Euler em 1755 [9], e passou a ganhar destaque quando usada em
1822 por Joseph Fourier: “O signo ZZTO indica que devemos colocar no lugar do nimero
inteiro i todos os seus valores 1, 2, 3, ..., e entao tomar a soma dos termos.” (FOURIER,
[12], pg. 585), se tornando comum no mundo matematico.

Em uma notagdo Sigma generalizada (ainda mais util do que a forma delimitada da
notagao Sigma), simplesmente escrevemos uma ou mais condigoes sob o simbolo Y para
especificar o conjunto de indices sobre os quais a soma deve ocorrer. Por exemplo, as

somas nas Expressoes (3.1) e (3.2) também podem ser escritas na forma

> a. (3.4)

1<k<n

Nestes exemplos em particular ndo ha muita diferenga entre a Expressao (3.4) e a Expres-
sao (3.2), mas a forma geralizada nos permite tomar somas sobre conjuntos de indices que
nao estao restritos a inteiros consecutivos. Por exemplo, com ela podemos expressar a

soma dos quadrados de todos os ntimeros inteiros positivos impares inferiores a 100, como

> K
1<k<100,
k impar

segue:
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o equivalente a essa soma, usando a forma delimitada, seria a expressao mais complicada

e menos clara
49

> 2k +1)%.

k=0
A maior vantagem da notagao Sigma geralizada é que podemos manipulé-la mais
facilmente do que a notagao Sigma na forma delimitada. Por exemplo, suponha que

queremos alterar o indice variavel de k para k + 1. Com a forma geral, simplesmente

E A = E Qk+1

1<k<n 1<k+1<n

fazemos

é facil ver o que se passa, e podemos fazer a substituicao quase sem pensar. Mas com a

notagao Sigma na forma delimitada, a mesma mudanca é descrita por

n n—1
E ap = E Q41
k=1 k=0

é mais dificil ver o que acontece, e ficamos mais propensos a cometer um erro.

Por outro lado, a notagao Sigma na forma delimitada é visualmente agradavel e ar-
rumada, e normalmente podemos escrevé-la mais rapidamente que a forma generalizada
(a Expressao (3.3) tem sete simbolos e a Expressao (3.4) tem oito). Em geral se usa a
notacdo Sigma na forma delimitada, com o simbolo ) acompanhado dos delimitadores
inferior e superior quando se propoe um problema ou se apresenta um resultado, mas é
vantajoso trabalhar com as relagoes sob o simbolo Y quando necessita-se manipular uma

soma cujo indice variavel k precisa ser transformado.

P(k)

Formalmente, escrevemos

para denotar de forma abreviada a soma de todos os termos aj tais que o indice £ é um
namero inteiro satisfazendo a uma determinada propriedade P(k) (a “propriedade P(k)”
¢ qualquer proposicao sobre k, podendo ser verdadeira ou falsa).

Neste capitulo, vamos assumir que apenas um nimero finito de inteiros k satisfazem
a propriedade P(k) e tornam a; # 0; caso contrario, infinitos nimeros nao-nulos estarao
incluidos na soma, e as coisas podem ficar um pouco mais complicadas (tal situacao sera
abordada no Capitulo 4). Por outro lado, se a propriedade P(k) for falsa para todos os
inteiros k, teremos uma soma vazia (ou seja, uma soma onde nao hé termos a ser somados)
- e convencionamos que uma soma vazia tem valor numérico zero.

Uma forma ligeiramente modificada da Expressao (3.5) pode ser usada quando um
somatorio deve aparecer do texto de um paragrafo em vez de em uma equagao exibida
em destaque. Neste caso, podemos escrever Y P(k) T onde anexamos a propriedade

P(k) como um subscrito do simbolo ). Da mesma forma, a expressao y ,_, a; ¢ uma
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alternativa conveniente & Expressao (3.3) quando o somatorio deve aparecer em uma linha
de texto.
Em situagoes onde uma quantidade pequena de termos (iniciais e/ou finais) sao nulos,

como sao o termos de indice £k = 0, 1,7 na soma
> k(k—1)(n—k),
k=0

¢é tentador escrever apenas
n—1
> k(k—1)(n—k)
k=2

pois parece mais eficiente somar n—2 termos em vez de n+1. Porém, sempre sera vantajoso
manter os limites inferior e superior de um somatério em vez de eliminar termos nulos,
porque os somatoérios podem ser manipulados mais facilmente quando seus limites sao
simples. Além disso, a expressao ZZ;; pode até ser ambigua, porque nao esta claro se
a expressao no somando assume o valor 0 quando k£ = 0 ou £ = 1, ou se tais termos nao
estao definidos. Ja termos com valor numérico zero nao causam danos, e muitas vezes até
poupam trabalho.

Os simbolos e notagoes que apresentamos até aqui sao bastante difundidos e padro-
nizados, mas uma vez compreendido o conceito bésico de somatoério, podemos apresentar
notagoes de somatoério que fazem uso de outras ideias. Um exemplo de outra notagao,
aplicavel em linguagem de programagao, foi apresentado por Kenneth E. Iverson ([17], p.
11). A ideia é simplesmente incluir no somando, entre colchetes, uma proposi¢ao P(k)
que pode ser ou verdadeira ou falsa, sendo que a expressao P(k) assume o valor 1 se a
proposicao for verdadeira, e assume o valor 0 se a proposigao for falsa. Tal convencao
permite expressar somatorios sem restricoes no indice da soma, ao permitir reescrever a

Expressao (3.5) na forma

> aP(k)]. (3.6)

k

Na expressao (3.6), se para um determinado valor k a proposigao P(k) é falsa, p termo
ag[P(k)] vale zero, e por isso podemos inclui-lo com seguranga entre os termos que estao
sendo somados (ao passo que, se P(k) é verdadeiro, a proposi¢cao P(k) assume o valor 1
e, com isso, acrescentamos a soma o valor numérico de ay). Isto facilita a manipulagao
do indice do somatoério, porque nao precisamos nos ocupar com valores extremos.

A notagao de somatoério dada na Expressao (3.6) pode ser aplicada, em um exemplo
simples, para somar os nimeros primos menores que 100. Neste caso, a proposigao P(p)
seria:

1, se p é um ntmero primo e p < 100;

P(p) : rimo;p < 100| =
(): [pp p ] 0, sepnao é um nimero primo ou p > 100,
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e a expressao para efetuar a soma seria escrita como

Zp [p primo;p < 100}.

p

Ainda sobre a notagao de somatorio dada na Expressao (3.6), é preciso mencionar um
pequeno detalhe técnico: as vezes a expressao ap nao estd bem definida para todos os
inteiros k. Contorna-se esta confusdo assumindo que quando a proposigao P(k) é falsa, a

expressao [P(k)] é “tao fortemente zero”, que torna ay[P (k)] igual a zero mesmo quando

ar nao esta definido.

Vamos sintetizar o que discutimos até agora sobre somas de uma quantidade finita de
termos. Ha duas boas maneiras de expressar graficamente uma soma de termos: uma ma-
neira usa a notagao trés pontos (simbolos “---”), e a outra usa a notac¢ao Sigma (simbolo
7). A notagao de trés pontos é bastante usada e apresenta aplicagoes tteis, particu-
larmente ao permitir a visualizagao de termos adjacentes e a deteccao de padroes sem
precisar olharmos para toda a soma, mas tem uma apresentacao demasiado extensa. A
notacao Sigma é compacta, e muitas vezes permite visualizar manipulagoes que nao sao
6bvias usando a notacao trés pontos. Quando usamos a notagao Sigma para expressar
uma soma, as parcelas nulas (quando existem) nao sao prejudiciais, na verdade as parcelas

nulas muitas vezes facilitam a manipulacao do somatorio.

3.2  MANIPULACAO DE SOMATORIOS

A chave para o sucesso ao lidar com somas de uma quantidade finita de termos é a
capacidade de transformar um somatério em outro que seja mais simples ou mais proximo
de algum objetivo. E se torna mais facil fazer as necessarias manipulagoes algébricas
conhecendo algumas regras basicas, bem como com a pratica de seu uso. Vamos, a seguir,
apresentar as principais regras.

Seja K qualquer conjunto de ntimeros inteiros. Somas sobre os elementos de K podem

ser transformadas pela aplicacao de trés regras simples:

Lei distributiva:

ank :cZak; (3.7)

keK keK
Lei associativa:
D (an+b) =) ax+) b (3.8)
keK keK keK
Lei comutativa:
Z ap = Z ap(k). (39)
keK p(k)eK

A lei distributiva permite-nos mover constantes dentro e fora de um somatoério. A lei
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associativa permite-nos partir um somatorio em duas partes, ou combinar dois somatorios
em um. A lei comutativa diz que podemos reordenar as parcelas da forma que quisermos
(aqui, p(k) é uma permutagao qualquer do conjunto dos inteiros).

Por exemplo, se K = {—1;0;+1} e p(k) = —k temos, respectivamente:
ca_y + cag+ cay = c(a_y + ag+ay) (lei distributiva);

(a,l + bfl) + (Go + bo) + (Cll + bl) = (a,l + ag + al) + (b,l + bo + bl) (associativa);
a1+ ay+a =a +ag+a_1 (lei comutativa).

Supostamente, quando tinha apenas 9 anos, em 1786, Carl F. Gauss encontrou a

seguinte formula para a soma dos primeiros n nimeros naturais (|15]):

~n(n+1)
Sy = 5

O “truque” de Gauss pode ser visto como uma aplicacao das trés leis bésicas da soma, que
expomos a seguir: suponhamos que desejamos calcular a soma geral de uma progressao
aritmética,

S= Y (a+bk).

0<k<n

Pela lei comutativa, podemos substituir £ por n — k, obtendo

S= > (a+bn—Fk)= Y (a+bn—0k).

0<n—k<n 0<k<n

Estas duas equagoes podem ser adicionadas usando a lei associativa:

2= > ((a+bk)+ (a+bn—bk)) = > (2a+bn),

0<k<n 0<k<n

e agora podemos aplicar a lei distributiva e encontrar uma soma trivial para efetuar:

25 = (2a + bn) Z 1=(2a+bn)(n+1).

0<k<n
Agora, simplesmente dividindo por 2, provamos que
& 1
3 (a+ bk) = <a + 5bn) (n+1). (3.10)
k=0

onde o lado direito pode ser visto como a média do primeiro e ultimo termos, isto é,
%(a + (a+ bn)), multiplicada pelo ntimero de termos, (n + 1).

E importante considerar que a funcdo p(k) na lei comutativa (3.9) é suposta ser uma
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permutacao de todos os ntimeros inteiros. Em outras palavras, para cada nimero inteiro
n deve haver exatamente um numero inteiro k tal que p(k) = n, caso contrario a lei
comutativa pode falhar. Transformagoes como p(k) = k + ¢ ou p(k) = ¢ — k, onde ¢ é
uma constante inteira, sao sempre permutacoes, por isso podem ser sempre usadas.
Podemos relaxar um pouco a restri¢ao da permutagao na lei comutativa (3.9), apenas
exigindo que exista exatamente um ntmero inteiro k com p(k) = n quando n é um
elemento do conjunto de indices K. Se n ¢ K (isto é, se n nao estiver em K), nao
importa com que frequéncia p(k) = n ocorre, porque tais k nao participam na soma.

Assim, por exemplo, podemos argumentar que

Zak: Z ay, = Z Qo = Z Aoy, (3.11)

keK, nek, 2keK, 2ke K
k par n par 2k par

pois ha exatamente um k tal que 2k = n quando n € K e n ¢é par.

A notagao de somatorio dada em (3.6), que nos permite inserir nos somandos os
valores 0 ou 1 para as proposigoes logicas P(k), pode ser usada em conjunto com as leis
distributivas, associativas e comutativas para deduzir propriedades adicionais de somas.
Por exemplo, temos a seguinte regra para combinar diferentes conjuntos de indices: se K

e K' sdo quaisquer conjuntos de inteiros, entao

Z ar + Z ap = Z ar + Z Qg . (312)
)

keK keK’ ke(KNK') ke(KUK'

Isto decorre das férmulas gerais

ar =Y _ailk € K] (3.13)

keK

keK|+keKl=ke KNK'|+[ke KUK']. (3.14)

Podemos usar a regra (3.12) para combinar somas sobre dois conjuntos de indices

quase-disjuntos, como em

m

Zak—l—iak:am—kiak, paral <m < n;

k=1 k=m k=1

ou para separar um termo de um somatoério, como em

Z ar = ag + Z ap, paran > 0. (3.15)

0<k<n 1<k<n

A operagao de separagao de um termo de um somatoério, como exposta na Eq. (3.15),
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é a base de um método de perturba¢ao que muitas vezes nos permite efetuar uma soma de

uma forma fechada: a ideia é comecar com uma soma desconhecida .5,

e escrever S, 1 de duas maneiras: separando seu ultimo e seu primeiro termos:

Sn + Api1 = Z ar = Qo+ Z ag

0<k<n+1 1<k<n+1

=ag+ E Ag+1

1<k+1<n+1

=ag + Z Q1 s (316)

0<k<n

e a seguir expressar o somatorio em termos de S,. Se isso for possivel, tal artificio nos

permite obter uma equacao cuja solucao é a soma que procuramos.

Como exemplo, vamos usar esta técnica para obter a soma S, dos primeiros n + 1

termos de uma Progressao Geométrica com termo geral az®. Iniciamos com

S, = Z azk

0<k<n

e usamos o método de perturbagao descrito na Eq. (3.16) para obter

Sn +(IIEn+1 — CLJIO + E awk‘H,

0<k<n

onde, pela lei distributiva, a soma no termo a direita é igual a x. E az® = 2 8,, de

0<k<n
forma que obtemos
S, 4+ az" =a+ xS, ,
equacao que podemos reescrever em termos de S,,, obtendo
- a — az™t!
S, = art = ————— paraz #1. 3.17

(Observe que, quando z = 1, a soma é dada simplesmente (n 4+ 1)a.) O lado direito da
Eq. (3.17) é formado exatamente pelo primeiro termo da soma subtraido do tltimo termo
isolado (o termo apos o ultimo no somatoério original), dividido por 1 menos a razao do
termo geral.

Vamos agora tentar aplicar a técnica da perturbacao para obter uma soma um pouco

mais dificil:
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- Z K2k

0<k<n
Neste caso, temos Sy = 0; S; = 2; S = 10; S3 = 34; Sy = 98; ---. Qual sera a expressao
numérica para esta soma?

De acordo com o esquema descrito na Eq. (3.16), temos

Sut(n+1)2" = 3" (k4 128

0<k<n

e buscamos expressar a soma que aparece no lado direito em termos de S,,. Com a ajuda

da lei associativa, podemos dividi-la em duas somas:

Sn—l—(n—i— 2n+1 Z k2k+1+ Z 2/€+1

0<k<n 0<k<n

=925, + Z ok+1

0<k<n
A soma restante é uma progressao geométrica, cujo valor é dado por

(2 — 2n+2)

=22 _ 9
(1-2)

(expressao obtida também com o uso o método da perturbagao). Temos entao
S, 4+ (n+1) 2"t =28, + 272 2,

de onde concluimos que
> k2P =(n—1)2"" 42,
0<k<n
Agora podemos visualizar claramente, por exemplo, que na exposi¢ao dos termos iniciais
obtivemos S3 = 34 proveniente de 32 + 2, e nao de 2 X 17 ou outra decomposicao de 34.

Um calculo semelhante a esse, mas com = no lugar de 2, resulta na equagao

_ n+2)
S, Da" =28, (x—x
+(n+1)x xSy, + A=z
de onde podemos deduzir que
_ 1 n+1 +
ka _z=(n+l) o para x # 1. (3.18)

E interessante notar que poderiamos ter obtido a soma apresentada na Eq. (3.18) de
uma forma completamente diferente, usando técnicas elementares de Céalculo Diferencial,

iniciando por tomar a = 1 na Eq. (3.17), isto é, considerando a equagcao
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n

1_xn+1
Zxkzl— para x # 1,
k=0 -t

e tomando a derivada com relagao a x em ambos os lados da equagao, obtendo

o (—a)(mtDa) 1= 1= (it Dan 4
;’”’ - 1—a) - (1—a) ’

pois a derivada de uma soma finita é a soma das derivadas de seus termos (no lado direito,
simplesmente aplicamos a regra para derivar o quociente entre duas fungoes). Existem
muitas outras conexoes entre o Calculo Diferencial e Integral e a Mateméatica Discreta,

das quais veremos algumas em capitulos posteriores.

3.3 SOMATORIOS MULTIPLOS

Os termos de uma soma podem ser especificados por dois ou mais indices, e nao apenas
por um. Como exemplo, considere a seguinte soma dupla com nove termos, governada

por dois indices j e k:

Z ajbk = a1b1 + (llbg + Cllbg -+ a2b1 -+ a2b2 -+ a263 —+ CL3b1 + (lgbg + Clgbg. (319)
1<5,k<3

Em casos como este do exemplo, podem ser utilizadas as mesmas notacoes e métodos
que sao validas para as somas com um unico indice variavel.

Se a proposicao P(j,k) descreve uma propriedade dependente simultaneamente dos
indices j e k, a soma de todos os termos a; tais que a proposi¢do P(j, k) é verdadeira
pode ser escrita de duas maneiras: uma usando somas sobre todos os pares de inteiros j

e k, e a outra a notagao de Iverson dada na Eq. (3.6):

> ak= Z%‘,k[P(]} k)]

P(5,k)

Em ambas as maneiras, apenas um sinal » | é necessario, embora haja mais de um indice
de soma. O simbolo > denota uma soma sobre todas as combinagoes de indices que se
aplicam.

Dois simbolos > sdo necessarios quando precisamos descrever uma soma de somas.

Z > a;k[P ()]

pode ser usada como abreviatura da expressao

S (3wl R)).

J

Por exemplo, a expressao
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que descreve a soma sobre todos os niimeros inteiros j, onde o somando é o somatorio
> waik[P(j, k)], que por sua vez descreve a soma sobre todos os nimeros inteiros k dos
somandos com a forma a;; para o qual a proposicao P(j, k) é verdade. Dizemos que essa
soma dupla é somada primeiro em k, e depois em .

Uma soma que depende de mais de um indice pode ser somada primeiro em qualquer
um de seus indices. A este respeito, apresentamos a propriedade chamada de independén-

cia da ordem de soma, que generaliza a lei associativa dada na Eq. (3.8):

DD alPUR] = D an=22 3 aulP(.K). (3.20)
gk ) kg

P(j,k

A expressao no centro da Eq. (3.20) é uma soma em dois indices. A expressdo & es-
querda, > ; > & representa uma soma efetuada primeiro em £ e depois em j. A expressao
a direita, >, > e indica que a soma em j é efetuada primeiro, para depois ser efetuada
a soma em k. Na pratica, quando queremos avaliar uma soma dupla, geralmente é mais
facil soma-la primeiro em um indice do que no outro, e podemos escolher o que for mais
conveniente.

As somas de somas nao sao motivo para panico, mas podem parecer confusas para um
estudante, por isso vamos apresentar mais alguns exemplos.

A soma de nove termos apresentada na Eq. (3.19) fornece uma boa ilustracao da
manipulacao de somas duplas, porque essa soma pode ser simplificada, e o processo que

apresentaremos a seguir é o tipico processo que podemos fazer com somatorios duplos.

> abe =) abi[1 <k <3

1<j,k<3 gk

_ (23: aj> (i bk>. (3.21)

A primeira e a segunda linhas da Eq. (3.21) apresentam uma soma de nove termos
sem ordem especifica de efetuacao. Na terceira linha os termos originais agrupam-se em

trés termos:
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(a1b1 + albg + albg) + (a261 + agbg + (12[)3) + (a3b1 + a3b2 + agbg).

Na quarta linha da Eq. (3.21) é utilizada a lei distributiva para os fatores a’s, ja que os

termos a; e a proposi¢ao [1 < j < 3] ndo dependem de k: isto retorna
ay(by + by + b3) + az(by + by + bs) + az(by + by + bs).

A quinta linha da Eq. (3.21) mostra o mesmo que a quarta, mas com um par de parénteses
inseridos de forma a organizar a soma, de forma que a leitura da expressao nao parega tao
misteriosa. Na quinta linha da Eq. (3.21) sdo colocados em evidéncia os fatores (by+by+b3)

que ocorrem para cada valor de j, e ficamos com
(CL1 + as + a3>(b1 + bQ + bg) .

A dltima linha da Eq. (3.21) traz apenas outra forma de escrever a linha anterior, um
pouco mais amena de se ler.

O método usado para obter a da Eq. (3.21) pode ser usada para provar a lei distributiva

S b= (Z aj) (Z bk) (3.22)

jeJkeK jeJ keK

mais geral dada por

valida para todos os conjuntos de indices J e K.

A propriedade (3.20), que permite a troca da ordem da soma, tem muitas variagoes,
que surgem quando se quer restringir os intervalos dos indices em vez de somar todos os
inteiros j e k. Kstas variacoes podem assumir duas formas, jocosamente chamadas de
“baunilha” e de “estrada rochosa”.

A versao “baunilha” da propriedade da troca da ordem da soma é dada por

Z Z Ajke = Z Ajk = Z Zaj,k, (3.23)

j€J keK jeJkeK keK jeJ

que é apenas uma forma mais amigavel de escrever a Eq. (3.20), ja que os fatores [j €
J; k € K| podem ser convertidos em [j € J|[k € K|. A propriedade “da baunilha” aplica-se
sempre que os intervalos de variacao j e k sao independentes um do outro.

A versao “estrada rochosa” da propriedade da troca da ordem da soma é um pouco
mais complicada, e aplica-se quando o intervalo de variacao do indice da soma interior

depende do intervalo de variacao do indice da soma exterior:

D aw=> > ajn (3.24)

jeJ keK () keK' jeJ' (k)

Aqui os conjuntos J, K(j), K', e J'(k) devem estar relacionados de tal forma que as
proposigoes [j € J], [k € K(j)], [k € K] e [j € J'(k)] atendam & restrigao:
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j € Jl[k € K(j)] = [k € K'][j € J'(k)].

Uma fatoragdo como esta é sempre possivel, pois sempre podemos tomar J = K’ como o
conjunto de todos os nimeros inteiros e K(j) = J'(k) sendo a propriedade basica P(j; k)
que governa a soma dupla.

H4a casos especiais (e importantes) em que os conjuntos J, K(j), K', e J'(k) tém
uma forma simples, e surgem frequentemente em aplicagoes. Por exemplo, considere a

fatoracao a seguir:
1<j<nlj<k<n]=[1<j<k<n]=[1<k<n|[l<j<Hk]. (3.25)

Esta equacao permite-nos escrever

n o n n k
)S) ST SIS 3 i 520
j=1 k=j 1<j<k<n k=1 j=1

Uma das duas somas na Eq. (3.26) é geralmente mais facil de avaliar do que a outra,

assim podemos usar a Eq. (3.26) para mudar da soma mais dificil para a soma mais facil.

Vamos aplicar estas ideias a um exemplo tutil. Considere a matriz

aja; aijaz aiaz ... a1ay

o071 Q9202 QA2a3 ... A20p

A= lasa; asay asas ... asa,
| GnG1  Apd2  Apaz ... dApln |

composta por n? produtos do tipo ajai. O objetivo sera obter uma férmula simples

para a soma de todos os elementos na matriz triangular superior (incluindo sua diagonal

S, = E a;ay

1<j<k<n

principal), que denotamos por

onde inserimos o simbolo ' como indice em S pela lembranca grafica da localizacao dos
elementos da matriz triangular superior, que desejamos somar.

A matriz A é simétrica em relacao a sua diagonal principal, pois a;ar = axa;, portanto
S, sera aproximadamente metade da soma de todos os elementos (exceto para um fator de

corregao relacionado a diagonal principal). Estas considera¢oes motivam as manipulagoes

S, = Z a;ay = Z ara; = Z ajap = S,

1<j<k<n 1<k<j<n 1<k<j<n

a seguir:

porque podemos renomear (j; k) como (k;j). Além disso, como

L<j<k<n+[1<k<j<n]=[0<jk<n+[1<j=k<n],
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podemos escrever

25, =545 = Z aja, + Z ajay . (3.27)

1<j,k<n 1<j=k<n

onde o primeiro somatoério pode ser substituido por
n n n
() () = (Ca)
j=1 k=1 k=1

pela propriedade distributiva generalizada (3.22). O segundo somatoério na Eq. (3.27)

pode ser reescrito como Yy, (ax)?. Portanto, encontramos
IS 2\ 2
S1 = Z ajak = 5 <(Z ak) -+ Z(ak) ) (328)
1<j<k<n k=1 k=1

que é uma expressao que permite encontrar soma dos elementos da matriz triangular
superior em A em termos de somas individuais mais simples.

Como um ultimo exemplo deste capitulo, vamos tentar calcular outra soma dupla:

S= Y (a—a;)(be— b))

1<j<k<n

Novamente temos um somatorio simétrico (caracterizado quando os indices j e k podem

ser intercambiados):

S= Y (aj—a)bj—b)= Y (ar—a)(be—b).

1<j<k<n 1<j<k<n

Para que possamos somar S a si mesmo, fazemos uso da identidade
NM<j<k<n|+[1<k<j<n]=[1<jk<n—-[1<j=k<n]
para concluir que

25 = > (aj—ap)(by—bp) — > (a5 —ap)(bj — by, (3.29)

1<jk<n 1<j=k<n

onde o segundo somatoério é nulo; e o primeiro somatoério pode ser expandido em quatro

somas separadas, cada uma das quais apresenta uma troca na ordem da soma do tipo

“baunilha”
E (a; —ag)(bj — bg) = g ajb; — g ajby — g aipa; + g aby,
1<j,k<n 1<g,k<n 1<g,k<n 1<g,k<n 1<g,k<n

=2 Z akbk -2 Z ajbk

1<j,k<n 1<j,k<n
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n n

=2n Z aiby, — 2< ak> (Z bk> , (3.30)

1<k<n k=1 k=1

onde os somatoérios na ultima etapa da obtencao da Eq. (3.30) foram simplificados de
acordo com a propriedade distributiva geralizada (3.22).
A seguir, apresentamos o passo-a-passo da manipulacao que resultou no primeiro so-

matorio na tltima linha da Eq. (3.30):

2 Z apby, = 2 Z (Zakbk>

1<j.k<n 1<k<n 1<j<n

=5 akbk<z 1)

1<k<n 1<j<n

=2 Z akbkn:2n Z (Ikbk

1<k<n 1<k<n

para motivar uma observagao: se um indice variavel nao aparece no somando de um
somatorio duplo (no caso do exemplo, o indice j), ele pode simplesmente ser eliminado
se multiplicarmos o que resta no somando pelo tamanho do conjunto de indices dessa
variavel (no exemplo, n termos).

Voltando a Eq. (3.30), dividimos toda a expressd@o por 2, e reordenamos os termos

para obter a seguinte (e interessante) formula:

n

(Z ak) (i bk> - niakbk 3 (e —ay) (b by (3.31)

k=1 1<j<k<n

A identidade na Eq. (3.31) produz, como casos especiais, as identidades:

n

(300) (1) Yo

k=1
sear <--<apeb << by, e

n n

(Z ay,) (Z be) >n ki aby

k=1 k=1
sea; < ---<apeby > > by,

Neste capitulo, apresentamos as notagoes mais comuns para representar somas, in-
cluindo a trivial notagdo trés pontos e a notacao Sigma, introduzida por L. Euler [9] e
difundida por J. Fourier [12|, bem como as primeiras propriedades e cuidados bésicos
para operar com somatorios. Além disso, apresentamos, na expressao (3.6), uma forma
alternativa de representar somatorios, onde a restri¢ao sobre os indices variaveis (que go-

vernam a soma) aparece dentro do somando. As principais propriedades de somatorio,
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a saber: lei distributiva, lei associativa e lei comutativa, foram apresentadas, e com elas
realizamos algumas manipulacoes de somatoérios para encontrar algumas identidades in-
teressantes e uteis, seguindo o roteiro tragado por Graham em [15], incluindo a exposigao
de uma rapida conexao entre Matematica Discreta com Calculo Diferencial. Ao longo
de todo o texto, incluimos varios exemplos. Por fim, contemplamos também somatorios
sobre multiplos indices e somatoérios duplos, em uma tentativa de desmistificar a suposta

dificuldade intrinseca a estes tipos de somatoérios.
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4 SOMATORIOS CLASSICOS COM n = o

“Infinitos matemdticos entram num bar. O primeiro pede ao garcom que
lhe traga uma cerveja. O sequndo pede meia cerveja. O terceiro pede um
quarto de cerveja, e assim por diante...

O garcom, conhecedor do paradozxo da dicotomia, traz duas cervejas e vai
atender outros clientes mais interessantes.”

Anedota sobre o conceito de infinito. Autor desconhecido.

Neste capitulo, dando continuidade & apresentacao das teorias relacionadas a somato-
rios, visitamos de forma breve alguns dos conceitos concernentes a teoria de somatorios
classicos com uma quantidade infinita de termos, conhecidos por “Séries”. Geralmente in-
dexadas no conjunto dos ntimeros inteiros positivos, as Séries vem sendo apresentadas de
forma satisfatoria a estudantes de cursos de Licenciatura em Matematica (e estudantes de
graduagao de outros cursos da area de Exatas), normalmente no contexto das disciplinas
de Célculo Diferencial e Integral.

Deixamos claro, desde ja, que o objetivo neste capitulo nao é esgotar toda a teoria
de Sequéncias e de Séries Numéricas (que é extensa). Na intengdo de apresentar um
objetivo claro para este Capitulo, citamos que desejamos apresentar conceitos e resulta-
dos necessérios para compreender Séries de MacLaurin - que utilizaremos brevemente no
Capitulo 5.

Muito do que esté contemplado neste Capitulo pode ser encontrado em livros classicos
de Célculo, mas indicamos para consulta o livro [23], pois utilizamos aqui a mesma ordem
de exposicao la apresentada, além de enriquecer o texto deste capitulo acrescentando
alguns detalhes daquilo que estudamos no PROFMAT nas disciplinas MA11 - Nimeros
e Funcoes Reais, e MA12 - Matematica Discreta. As provas de quaisquer resultados que
incluiremos neste capitulo, omitindo as demonstragoes, podem ser vistas em [23].

Na Secao 4.1 abordaremos Sequéncias Numéricas, das quais é necessario entender o
comportamento para estudar Séries Numéricas (Segao 4.2) e tentar responder a duas
perguntas bésicas. A primeira é: “Dada uma Série, ela converge?”’. A segunda pergunta
(que depende da resposta dada a primeira) é: “Qual o valor numérico para o qual a
Série converge?” ou, equivalentemente, “Qual o valor numérico da soma destes infinitos
termos?”. Na Se¢ao 4.3, introduziremos as Séries de Poténcias, um tipo especial de Séries

que, sob certas condigoes, podem ser utilizadas para expressar funcoes.

4.1 SEQUENCIAS NUMERICAS

Dedicamos esta secao a listar alguns conceitos e resultados fundamentais sobre Sequén-
cias Numéricas. Como em [23|, consideramos aqui a notagdo N para representar o con-

junto dos nimeros inteiros positivos (também conhecido como o conjunto dos Numeros
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Naturais), isto ¢, N = {1,2,3,4,---}. No contexto das sequéncias numéricas, cada ni-
mero natural é geralmente usado para representar um indice (ou ordem) de um termo da
sequéncia.

Definimos uma sequéncia de nimeros reais como uma funcao a : N — R, que a cada
nimero natural n associa um unico nimero real a(n). O valor que a fungao a assume
quando avaliada no ntmero natural n ¢ denominado enésimo termo ou termo geral da
sequéncia a, e, ainda usando a notacao de fungoes, é representado genericamente por a(n).
Por convengao (e simplicidade) costumamos denotar o termo geral da sequéncia a(n) pelo
simbolo a,, (1é-se “a indice n”), bem como representar toda a sequéncia a pela notagao
{an}, ey ou simplesmente {a, }, quando a omissao do indice n € N nao gerar ambiguidade.

Uma sequéncia pode ser entendida simplesmente como uma lista ordenada infinita de
numeros reais, com a forma

A1,Q2,a3,* ,dp, "

onde a, representa o enésimo termo da lista, e cada termo a,, tem seu sucessor a, ;. As

formas mais comuns de representar uma sequéncia sao:

(i) Escrevendo seu termo geral, na notagao {an},y;

(ii) Listando seus primeiros termos, na forma ay, as, as, - - -; ou

(iii) Usando recursao, quando se apresenta uma equagao de recorréncia que expressa o
termo genérico a,, em termo de seu(s) antecessor(es), e o(s) primeiro(s) termo(s) da

sequéncia (tantos quanto for a ordem da recorréncia).

Em muitas situacgoes, é ttil olharmos nao para toda uma sequéncia a : N — R, mas
apenas para uma subsequéncia dela, que é definida como sendo a restricao da sequéncia
a a subconjuntos infinitos de N.

Um dos conceitos mais importantes relacionados as sequéncias é o de ltmitacao: dize-
mos que uma sequéncia {a,} é limitada superiormente quando existe algum ntmero real

M, chamado cota superior da sequéncia, tal que
a, <M, Vmn; (4.1)

que uma sequéncia {a,} é limitada inferiormente quando existe algum namero real m,

cota inferior da sequéncia, tal que
m<a,, Vn; (4.2)

e que uma sequéncia {a,} é limitada quando for limitada superior e inferiormente, isto é,

quando existe uma constante positiva C' tal que:

la,| < C, Vmn. (4.3)
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Para que uma sequéncia {a, } seja limitada ¢ suficiente que a desigualdade (4.3) ocorra
a partir de algum determinado indice ny, isto é, basta que exista alguma constante C' > 0
para a qual |a,| < C, para todo n > ng. De fato, se este for o caso, poderao existir no méa-
ximo ng — 1 termos a,, maiores que C' em modulo, porém todos finitos. Quando para uma
sequéncia {a,} valem as desigualdades (4.1) e (4.2), também vale a desigualdade (4.3),
bastando tomar C' = max{|m|, |M|}.

Se uma sequéncia {a,} admite uma cota superior M, entdo qualquer ntimero real M
maior do que M também sera cota superior de {a,}, pois |a,| < M < M (isso significa
que, se uma sequéncia {a,} admite uma cota superior, entdao ela admite infinitas cotas
superiores). A menor das cotas superiores de uma sequéncia {a,} é chamada de supremo
e é denotada por sup{a,}. Da forma analoga define-se o infimo de uma sequéncia {a,,}

limitada inferiormente, que é denotado por inf{a,}.

Outro aspecto importante no estudo das Sequéncias Numéricas refere-se ao compor-
tamento de seus termos, se destacando a ideia de monotonia: uma sequéncia {a,} é

mondtona nao decrescente quando

ap < Apy1 V1, (4.4)
isto é, quando a; < ay < a3 <---<a, <---;e é& mondtona nao crescente quando
Ap > Apy1 V1. (4.5)

Quando nas desigualdades (4.4) e (4.5) os sinais s@o estritos (ou seja, < e > no lugar de
<e >, respectivamente), a sequéncia {an} é chamada mondtona crescente ou mondtona
decrescente, conforme o caso.

O principal conceito referente as Sequéncias Numéricas é, sem duavida, o de conver-
géncia, onde se busca saber se o comportamento do termo geral da sequéncia se aproxima
cada vez mais de um numero real bem definido a medida que n cresce indefinidamente.

Este conceito é formalizado na seguinte definicao:

Defini¢ao 4.1 Dizemos que uma sequéncia {a,} converge para um nimero real L (ou
que o numero real L € o limite da sequéncia {a,}) quando, para qualquer € > 0 dado,
existir ng € N tal que, para todo n > ng, a distincia entre L e o valor numérico do termo

a, € menor que €. Em simbolos:
Ve>0,3dnyeN tal que n>ny = la,— L] <e. (4.6)
Quando uma sequéncia {a,} tem limite, dizemos que ela é convergente.

Alguns comentéarios sobre a Definigao 4.1:
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(a) O namero natural ny depende, em geral, do valor € > 0 dado (i.e., ng = no(e)).

(b) Se a Proposicao (4.6) ¢ verdadeira para uma sequéncia {a,}, entao fora do intervalo
aberto (L — e, L + ¢) existe no maximo uma quantidade finita de termos a, da

sequéncia.

(c) Se uma sequéncia {a,} converge para um valor L, a convergéncia e o valor do
limite nao sao alterados quando se acrescenta, se retira, ou se muda o valor de uma

quantidade finita de termos da sequéncia.

(d) Se, a partir de uma determinada ordem ng, os termos de uma sequéncia {a,} estao
todos entre os numeros a e b (i.e., a < a, < b,V n > ng), entao o limite de a,, caso

exista, estd entre a e b.
(e) Se uma sequéncia {a,} é convergente, entao seu limite L & tnico.

Apresentamos a seguir as propriedades algébricas basicas relacionadas a limites de
sequéncias, que sao extremamente tteis pois permitem realizar o calculo de limites de
uma forma pratica. Tais propriedades sao analogas as propriedades algébricas aplicaveis

a fungoes reais de valores reais.

Proposicao 4.1 Sejam {a,} e {b,} sequéncias convergentes com limites L e R, respec-

tivamente. Entao:
(a) A sequéncia {a, £ b,} converge para L + R;
(b) A sequéncia {c-a,} converge para c- L, onde ¢ é uma constante;
(c) A sequéncia {|a,|} converge para |L|;

(d) A sequéncia {a, - b,} converge para L - R;
{an}
{bn}

Demonstragao: (Apenas para o item (a), como exemplo).

L
converge para T’ desde que R # 0 e b, # 0, para todo n.

(e) A sequéncia

Considere € > 0. Pela Defini¢ao 4.1 (limite de uma sequéncia), existem indices ny e ng
tais que:
la, — Ll <e, Vn>ny e (4.7)

b, — R| <e, Vn>ny (4.8)

e entdo, quando consideramos algum ntimero ny maior que n; e que ny (bastaria tomar
ny = max{ni,ny}), as desigualdades (4.7) e (4.8) ocorrem simultaneamente. Portanto,

para todo n > ng, temos

[(an £b,) = (L+R)| = |(a, — L) + (b, — R)|
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§|an_L|+|bn_R|

<et+e = 2e

O

Os resultados apresentados a seguir, entre a Proposicao 4.2 e a Proposicao 4.5, sao
utilizados como critérios de convergéncia de limites de sequéncias (embora a utilizagao
do primeiro deles, o critério da limitacao, ser exatamente o oposto: ¢ usada para concluir

que uma sequéncia diverge).

Proposigao 4.2 (Critério da Limitacao) Se {a,} € uma sequéncia convergente, entio

{a,} € limitada, isto €, existe uma constante positiva C tal que |a,| < C, para todo n.

Demonstragao: Tome uma sequéncia {a,} que converge para um limite L. De acordo
com a definigdo de limite apresentada na Proposi¢ao (4.5), uma vez fixado ¢ = 1, existe

um indice ng a partir do qual ocorre |a,, — L| < 1. Calculamos entao
|an| = lan = L+ L] <lan — LI+ |L| <1+ L[, ¥V n=mne, (4.9)

e concluimos que |a,| é limitado por 1+ |L| para todos os termos com n > ng. Os termos

da sequéncia {a,} que ndo necessitam atender a condi¢do na Expressao (4.9) sdo apenas

os termos ay, as, as, - - ,an,—1. Portanto, ao fazer
¢ = max{l + ‘L‘7 |a’1‘7 |CL2|, ’CL3|, T ‘an()*ll} )
encontramos a limitacao |a,| < C, valida para todo n. O

Proposigao 4.3 (Critério da Convergéncia Monoétona) Toda sequéncia limitada e

mondotona € convergente.

Demonstragao: Faremos a demonstragdo para uma sequéncia limitada crescente (a de-

monstragao pode ser facilmente adaptada para uma sequéncia com outro tipo monotonia).

Com € > 0 fixado, considere {a, } uma sequéncia crescente, limitada superiormente, e

L = sup{a,}. Existe entdo um indice ng tal que L — ¢ < ay,, €, como a sequéncia {a,} ¢
crescente, segue que

L—-—e<ay <a, Yn>ng. (4.10)

Por outro lado, como L é o supremo da sequéncia {a,}, vale
a, <L, Vn. (4.11)

Ao combinarmos as desigualdades descritas em (4.10) ¢ em (4.11), obtemos
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L—c¢<a,<L+e, VYn>ng,

isto é, |a, — L| < ¢, para todo n > ny. Com isso provamos que lim,, ., a, = L. [

Proposigao 4.4 (Critério do Confronto) Considere trés sequéncias {a,}, {b,} e {c,}

satisfazendo a condi¢do a, < b, < ¢,, para todo n. Se

lim a, = lim ¢, = L,
n—o0 n—o0

entio a sequéncia {b,} € convergente, e seu limite é L.

Demonstragao: Dado € > 0, seja ny um indice a partir do qual vale
—e<a,—L<e e e<c¢,—L<ec. (4.12)

Notando que para todo n vale a,, — L < b, — L < ¢, — L, e usando as desigualdades dadas
em (4.12), obtemos:
—e<b,—L<e, Vn2>ng,

ou, de modo equivalente, |b, — L| <&, ¥ n < ng. d

Proposicao 4.5 (Critério da Razao) Se para uma sequéncia {a,} vale a,, # 0, para

todo n, e a razao tem limite L < 1, entao a sequéncia {a,} € convergente e

an
lim a, = 0.

n—oo
Demonstragao: Vamos supor, sem perda de generalidades, que a, > 0 para todo n.

Consideramos entao um nimero real r tal que L < r < 1 e que a partir de uma certa
Ap41

ordem ngy vale 0 < < r (tal indice ny corresponde a escolha de ¢ = r — L na

Defini¢ao 4.1). Como r < 1, a desigualdade o+l

< r implica em a,.1 < a, para todo

n
n > ng e, portanto, a sequéncia {a,} se torna decrescente a partir da ordem ngy. Sendo
assim, vale
0<a,<ap, Vn>ng, (4.13)

e esta Desigualdade (4.13) garante a limitagao da sequéncia {a,}, colocando-a nas condi-

¢oes da Proposigao 4.3. A sequéncia {a,} é, portanto, convergente. Para provar que {a,}

converge para zero, podemos supor por absurdo que seu limite é um nimero s # 0.
Como a sequéncia {a,y;} também converge para s (por ser uma subsequéncia de

{a,}), resulta que

lim a
. an+1 n—00 el S
L = lim = =-=1,
n—oo lim an S
n—oo

contradizendo a hipétese de que L é um nimero estritamente menor que 1. O
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Apos introduzirmos brevemente o conceito de sequéncias numéricas, e apresentar suas
principais propriedades e critérios usados para testar a convergéncia, estamos aptos a
iniciar o estudo de somatorios com uma quantidade infinita (do tipo enumeravel) de

termos, mais conhecidos como Séries Numéricas.

4.2 SERIES NUMERICAS

Uma soma infinita ¢ um processo intrigante em sua esséncia, porque literalmente nao
podemos somar, um a um, uma infinidade de termos. O fundamento teérico para o célculo
de somas infinitas foi desenvolvido por Cauchy, mas mesmo antes de sua contribuigao,
outros matemaéticos, como Gauss, Laplace e Euler usaram com sucesso somas infinitas,
obtendo resultados surpreendentes.

Ao supormos que uma soma infinita do tipo
artayt+az+---+a,+---

tem um valor numérico S, estamos aplicando a seguinte ideia: o valor da soma parcial
S, = a1+as+as+---+a, torna-se arbitrariamente proximo de S, & medida que o namero
n de termos aumenta.

Em alguns casos uma soma infinita resulta em um nimero, como no caso da soma

! + ! + ! + et ! +-o=1

2 4 8 2n B
(que pode ser deduzida a partir da soma de &areas), como pode ser visto em [23]. Em
outros casos, uma soma infinita pode tornar-se arbitrariamente grande a medida que se

aumenta o nimero de termos. E o que acontece, por exemplo, com a soma

SR R
— — — — e =00,
273 4 n

Existem também somas infinitas cujo resultado é indefinido, como é o caso da soma
1—1+1—-1+4+1—---, cujo valor poderia ser 1 ou 0, dependendo de como agrupamos

seus termos:
(1—1)+(1—1)—|—(1—1)+---:0 ou 1—|—(—1—|—1)+(—1+1)+---:1,

mas como uma soma nao pode ser, ao mesmo tempo, igual a dois nameros distintos,

classificamos (por enquanto) tais somas como indefinidas.

Defini¢ao 4.2 Dada uma sequéncia {a,} de nimeros reais, a soma infinita

a1+a2+a3+---+an+-~-,
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denominada Série Numérica ou simplesmente Série, € representada simbolicamente por

%)
E Ay .
n=1

O termo a, recebe o nome de termo geral ou enésimo termo da série.

A Definic¢ao 4.2 apresenta uma extensao natural da notagao Sigma do Somatoério Clés-
sico (para uma soma com uma quantidade finita de termos, que estudamos no Capitulo 3):
o simbolo co que aparece no limite superior do somatério indica que a soma considera
infinitos termos. A seguir, apresentamos as defini¢oes de soma parcial e de convergéncia
de uma série numeérica.

o0
Definicao 4.3 Dada uma série g ay, chamamos de soma parcial de tamanho n a soma

k=1
dos primeiros n termos da série, e denotamos por S,, isto é:

n
Sp = E ar =ay+ as + -+ - ap.
k=1

o0
Definicao 4.4 Uma série E ay € convergente se a sequéncia {S,} de suas somas parciais

k=1
é convergente. Neste caso, a soma da série é o limite da sequéncia {S,}:

WE

ar = lim S,. (4.14)

n—oo

el
Il
—

Interessa saber quando uma soma infinita >~ a, resulta um namero real (quando
uma série é convergente); o principal objetivo na teoria de Séries Numéricas é estabelecer

o o~ N . [e’) o«
condigOes sobre a sequéncia {a,} que garantam que a soma )~ a, convirja.

Quando uma série nao for convergente ela é dita divergente. H& duas espécies de
divergéncia: uma delas é quando a sequéncia de somas parciais {S,} cresce sem limite
(em modulo), isto ¢, quando a sequéncia de somas parciais nao tem limite finito (ou seja,
S, — £00). A outra espécie de divergéncia ocorre quando a sequéncia de somas parciais
{S,} oscila (como no exemplo 1 —1+41—1+---, que anteriormente afirmamos ter soma
indeterminada).

Apresentamos a seguir o primeiro critério a ser testado quando se deseja decidir sobre

a convergéncia de uma determinada série em analise.

[e.@]

Proposigao 4.6 (Critério do enésimo Termo) Se uma série E a, € convergente,
n=1

seu termo geral a, tem limite zero.
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oo

Demonstragao: Denotando a sequéncia das somas parciais da série g a, por {S,},

n=1
facilmente podemos concluir que a,, = S,, — S,_1.

Como supomos que a série é convergente, a sequéncia das somas parciais {5, } converge
para um certo nimero L ao n — 00, € 0 mesmo ocorre com a sequéncia {S,_1}. Entao,

podemos calcular

lim a, = lim (S, = S,—1) = lim S, — lim S, ;=L —L=0.

n—oo n—oo n—o0 n—o0

O

O critério apresentado na Proposicao 4.6 é, na verdade, um critério de divergéncia

para séries: se ¢ conhecido que lim a, # 0, conclui-se que a série >~ | a, diverge. Por
n—oo

outro lado, a condi¢ao lim a, = 0 nao d& informagao suficiente sobre a convergéncia da

00 n—oo

série > >, a,, sendo necessario aplicar alguma outra técnica para determinar a natureza
(convergente ou divergente) da série.

Na proxima Proposicao listamos as propriedades que permitem realizar operagoes

algébricas com séries:

Proposicao 4.7 Sejam > " a, e Y >~ b, duas séries numéricas, e seja X wm nimero

real.

(o] oo o0 o0
(a) Se as séries E a, e E b, sao convergentes, entao as séries E (an,+0by) € E (Aay)
n=1 n=1 n=1 n=1
também sao convergentes, e valem as relagoes:

Z(an—l—bn) :Zan—i—an; e (4.15)
n=1 n=1 n=1
Z()\an) = Z Ay - (4.16)
n=1 n=1
(b) Se Z a, € convergente e Z b, € divergente, entao a série Z(an+bn) ¢ divergente.
n=1 n=1 n=1
(c) Se Z a, € divergente e A # 0, entio a série Z(/\an) também diverge.
n=1 n=1

Listamos a seguir, entre as Proposigoes 4.8 e 4.11 (também com as demonstragoes
omitidas), os principais critérios que permitem decidir sobre a convergéncia de uma série.
Vamos considerar apenas séries » | a, de termos positivos, cujas somas parciais S,
formam sequéncias monotonas crescentes (neste caso, a limita¢ao das sequéncias das somas
parciais é condigdo para a convergéncia destas séries), e usaremos o conceito de série

dominada: dadas duas sequéncias {a,} e {b,}, quando ocorre a,, < b,, para todo n, dizemos



51

que a série Y > a, ¢ dominada pela série Y b,, que >~ a, ¢ a série dominada e

que Y 2 b, é a série dominante.

o [e.e]
Proposicao 4.8 (Critério da Comparacao Direta) Sejam Zan e an séries de

n=1 n=1
termos positivos. Entao:
o0 o0
(a) Se a série Z b, converge e vale a, < b,, ¥ n, entao a série Z a, também converge.
n=1 n=1
(0] (o]
(b) Se a série Z b, diverge e vale a, > b,, ¥ n, entdo a série Z a, também diverge.
n=1 n=1

Proposicao 4.9 (Critério da Comparagao no Limite) Sejam Zan e an duas

n=1 n=1
séries de termos positivos, e seja L = lim <%>
n—oo\ b,
oo oo
(a) Se L > 0, entao as séries Zan e an sao ambas convergentes ou ambas diver-
n=1 n=1

gentes.

(b) Se L=0¢e Z b, converge, entao Z a, também converge.

n=1 n=1
oo oo

(c) Se L=oc e Z b, diverge, entdo Z a, também diverge.
n=1 n=1

Antes de seguir listando os critérios de convergéncia, faremos um comentéario sobre

importantes propriedades das Séries Numéricas, que optamos por introduzir com um

— (=D)”

exemplo: a série alternada E é convergente, mas a série obtida a partir desta

n=1 n
1
quando se considera o valor absoluto de cada termo é a Série Harmonica E —, que é
n=1 n
oo

[N

divergente. Ja o processo inverso preserva a convergéncia, isto é, se a série g lay|

n=1
(o9

convergente, entao a série E a, também converge.

n=1

Este comentario motiva as definigoes de convergéncia absoluta e de convergéncia con-
o0 oo

dicional: quando a série E |a,| for convergente, entao a série E a, serd absolutamente

n=1 n=1
o0 oo
convergente. Quando a série E |a,| for divergente, mas a série E a, for convergente,
n=1 n=1

(e}

entao a série E a, serd condicionalmente convergente.

n=1
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A importancia do tipo de convergéncia (se absoluta ou condicional) estad no fato de
permitir tratar somatorios infinitos como tratamos somatorios finitos, no que diz respeito
a reagrupar seus termos. Em um somatoério finito os termos podem ser reagrupados (ou
rearranjados) sem que o valor da soma seja alterado. Uma série absolutamente convergente

também tem esta propriedade, estabelecida no critério a seguir.

Proposicao 4.10 (Critério do Reagrupamento) Se a série Zan converge absolu-
n=1
tamente e tem soma S, entdo a série Z b, obtida de Z a, por meio de algum reagru-
n=1 n=1

pamento de seus termos, € também absolutamente convergente e tem soma S.

O critério de convergéncia que apresentaremos a seguir, embora em muitos casos nao
permita concluir sobre a convergéncia ou divergéncia de uma série, ¢ um dos mais impor-
tantes critérios de convergéncia para séries numéricas, principalmente por sua aplicabili-

dade as Séries de Poténcias, que estudaremos na proxima Secao.

Proposigao 4.11 (Critério da Razao) Para uma dada série Z an, com a, # 0, para

n=1
todo n, considere

L= lim |2
n—oo an

(a) Se L < 1, entao a série converge absolutamente; e

(b) Se L > 1 ou se L = 00, entdo a série diverge.

4.3 SERIES DE POTENCIAS

Iniciamos esta se¢ao relatando uma breve conexao entre séries infinitas e o Calculo: as
fungoes elementares do Célculo podem ser representadas como séries de poténcias (séries
cujos termos contém poténcias de uma variavel x). Sao chamadas de séries de poténcias

as séries do tipo:
cotec(r—a)te(r—a)P+te(z—a)P+-+e(z—a) +--, (4.17)

que podem ser representadas sinteticamente por:
Z Cn(z —a)". (4.18)

Por simplicidade, convencionamos que (z —a)? = 1 quando x = a. Se na Expressao (4.18)
considerarmos ¢, = 1 para todo n, a série de poténcias se reduz a uma série geométrica

de razdo = — a, que é convergente quando |x — a| < 1.



53

Na série representada na Expressao (4.18), o nimero real a é chamado de centro da
série, e 0s nimeros ¢, sao os coeficientes.
Um caso particular da série de poténcias na Expressao (4.18) ocorre quando a = 0,

quando se obtém a série
co +cix + cox? + 03x3 + o4 (4.19)

sinteticamente representada por:

oo
> et (4.20)
n=0
oo
Uma série de poténcias Z cn(z — a)" sempre admite convergéncia, mesmo que seja
n=1

apenas no ponto r = a. Pode existir um nimero real R > 0, chamado de raio do intervalo
de convergéncia da série (e um intervalo chamado de intervalo de convergéncia da série).
O intervalo de convergéncia de uma série de poténcias pode assumir qualquer uma das

seguintes formas:
(e —R,a+ R), [a—R,a+R), (a—R,a+ R] ou [a—R,a+ R],

dependendo da convergéncia ou nao da série nos extremos do intervalo (que deve ser

avaliada isoladamente em cada caso).

Os principais critérios de convergéncia para uma série de poténcias estao elencados a
seguir, entre os Teoremas 4.1 e 4.3:

[o.9]

Teorema 4.1 Se uma série de poténcias g cn(x —a)" convergir em xg # a, entao ela
n=1
convergird absolutamente em qualquer ponto no intervalo |x — a| < |xg — a|. Se a série

divergir em x = x1, entdo ela serd divergente para todo x satisfazendo a |x —a| > |z —al.

o

Teorema 4.2 Para uma dada série de poténcias E cn(x — a)", ocorre apenas uma das

n=0
sequintes situacoes:

(a) A série converge apenas quando x = a;
(b) A série converge absolutamente para qualquer valor que se atribua a x; ou

(c) Eziste um niamero real R > 0, denominado raio de convergéncia, tal que a série

converge absolutamente quando |r — a| < R e diverge quando | — a| > R.

Uma maneira pratica de calcular o raio de convergéncia de uma série de poténcias é

estabelecida no Teorema a seguir.
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Teorema 4.3 Se L = 7}1_)120 CZH e R € o raio de convergéncia da série de poténcias
i cn(z — @)™ P, para todo k € N, entio:
n=0

(a) L=0= R =00;

(b) L =00= R=0; ou

(¢c) L#0= R=(1/L)"*.

Como observamos no inicio desta secao, uma série de poténcias f: cn(x —a)" define
n=0

uma funcao real cujo dominio é o intervalo de convergéncia da série.

A série derivada Y2 nc,(z — a)""t, que é obtida da série de poténcias original por

derivagao termo a termo, tem o mesmo raio de convergéncia da série original, pois

Cn+1
Cn

= lim

lim (n 4 1)cnp ‘
n—oo

n—o00 necy,

quando o tdltimo limite existir. O mesmo vale para a série integral

(o)
Z Cn T — CL n+1
n+1
n=0 -
e, neste caso, quando temos
. Cpt1 N + 1 . Cn+1

lim = lim ,
n—oo [N, + 2 Cnp, n—oo | Cp,

onde, mais uma vez, admitimos a existéncia do ultimo limite.

Para introduzirmos os conceitos de Série de Taylor e de Série de McLaurin, é necessario
considerar derivagao e integragao termo a termo para séries de poténcias. Sob certas
hipoteses, a derivagao e a integracao termo a termo para séries de poténcia sao permitidas,

como descrito nos Teoremas 4.4 e 4.5 (cujas demonstra¢oes omitiremos).

Teorema 4.4 (Derivagao Termo a Termo) Se a série - c,(xo — a)" tem raio de
convergéncia R > 0, entdo a série Y - ncy,(xg — a)" ', obtida da série original por

derivacao termo a termo, tem raio de convergéncia R; a fun¢do

oo
E Cn(x —a)?

n=0

é derivdvel no intervalo (a — R,a + R); e neste intervalo vale

[ee]
= Z neg(z —a)" t.
n=1
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Teorema 4.5 (Integracdo Termo a Termo) Se a série f(x) = " co(z — a)” tem

raio de convergéncia R > 0, entao para a — R < & <n<a+ R, a série

/; f(x)dx = i% /;(x —a)"dz,

obtida da série original por integragao termo a termo, também tem raio de convergéncia
R. Em particular, vale

- n+1
/ f(t)dt = cn(x +a1) , para |z —al < R. (4.21)

Os exemplos mais simples de fungoes que podem ser representadas como série de

fungoes sdo e e (1 — z)~'. No primeiro caso, usa-se derivagao termo a termo, e no

segundo, uma série geométrica.

Muitas fungoes, embora infinitamente diferenciaveis em um ponto @, nao podem ser
representadas nas proximidades de a por uma série de poténcias de (x — a). As fungoes
que podem ser representadas por séries de poténcias de (x — a) sdo apenas aquelas infini-
tamente diferenciaveis em algum intervalo aberto contendo a, e que neste intervalo estao

arbitrariamente proximas de seu Polinémio de Taylor, definido a seguir:

Definigao 4.5 Se f(x) é uma fungao derivdvel até a ordem n em um intervalo contendo
a no seu interior, o Polinomio de Taylor de ordem n, gerado por f ao redor de x = a, €,
por defini¢ao, o polinomio P,(x;a) dado por

["(a)

f'(a 2
ﬁ(:c—a)—l—T(m—a) + e+

1!

P,(z;a) := f(a) + (x —a)". (4.22)

Na Eq. (4.22), se considerarmos a = 0, obtemos o Polinémio de MacLaurin de ordem n

da funcao f, que € dado por

O, SO

o R (4.23)

Para a f(x) = e”, o Polinémio de Maclaurin de ordem n é

2 "

r
P"()_1+1|+§+ —|—m. (4.24)
Para esta funcao, ao usarmos o fato que lim T—' = 0, para todo r, deduzimos que para
n—oo MN!
todo 0 < & < x, valerd
f(n+1)(£) .t eb . pntl

I — lim . 4.25
s (n+ 1) ne (n + 1)1 (4.25)
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Isto motiva a introdugao do resultado principal desta se¢ao, conhecido como Formula de
Taylor com Resto, que apresentamos no Teorema 4.6 e estabelece uma condicao necesséria
e suficiente para que uma funcao infinitamente diferencidvel possa ser aproximada pelo

seu Polinomio de Taylor.

Teorema 4.6 (Formula de Taylor com Resto) Seja f(x) uma fungao diferencidvel
até a ordem n + 1 em um intervalo I contendo a no seu interior. Dado qualquer x nesse

intervalo, existe um numero & entre a e x tal que

Fo(E)

f(z) :Pn(x;a)er

(z —a)". (4.26)

Além disso, se [ € infinitamente diferencidvel, a sequéncia {P,(x;a)} converge para f(x)

se, e somente se
: f(n—i-l)(g) n+1l __
A Gy T =0 427)

Na Eq. (4.26), o termo R, (z,a) = f<(2++11))('§) (x — a)™*! é chamado de resto da aproxi-

macao da fungao f pelo seu Polinémio de Taylor.

Se denotarmos por {S,(z)} a sequéncia das somas parciais da série

> r(n) (g
Zf F)(x_a)n

n.

e se existirem constantes M e r tais que | "D (€)] < Mr™*!, para todo n e todo ¢ entre

a e x, entao
MT”+1|.I' o a‘n—i—l
R <
[Fnlw, a)] < (n+1)! ’

e como consequéncia da Proposigao 4.4 (Critério do Confronto), deduzimos que

lim R,(z,a) =0.

n—oo

Assim, segue da Eq. (4.26) que

lim S, (z) = lim P,(z;a) = lim [f(z) — R,(z)] = f(x) — lim R,(z) = f(x)

n—o0 n—o0 n—o0 n—o0

e, portanto, a série converge para f(x) em cada x do intervalo de convergéncia. Assim,

podemos escrever

n

> £n) (g
fla)y=Y" / ,( )(x —a)". (4.28)

Em homenagem ao matemaético inglés Brook Taylor (1685-1731), a série na Eq. (4.28)

recebe o nome de Série de Taylor de f em torno de =z = a.
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Quando restrita a = 0, a série de Taylor recebe o nome de Série de MacLaurin de f:

> f(n)
ﬂ@:}jffmﬂ, (4.29)

n.

em homenagem ao matematico escocés Colin MacLaurin (1698-1746) que a popularizou

em suas publicacoes.

Neste Capitulo 4, ao tratarmos de somatoérios classicos com uma quantidade infinita
(do tipo enumeravel) de termos, embora tenhamos omitido a demonstragao de muitos
resultados, elencamos os principais resultados de Sequéncias e de Séries Numéricas que
nos permitem estabelecer a expressao geral da Série de MacLaurin (4.29) de uma dada
fungao f. Ao final do Capitulo 5, iremos utilizar a Série de MacLaurin para a funcao

f(z) = In(x), quando avaliada em x = 2, cuja expressao ¢

1101 0101 1 1 1 1
@)= (-t t_t t bttt b ot 4.30
n(2) ( 573 175 677 8 9 10" )’ (4.30)

para finalizar os célculos necessarios a obtengao do exemplo final daquele Capitulo.



58

5 SOMATORIOS FRACIONARIOS

“...that there are two kinds of generalizations. One is cheap and the
other is valuable. It is easy to generalize by diluting; it is tmportant to
generalize by condensing. To dilute a little wine with a lot of water is
cheap and easy. To prepare a refined and condensed extract from several
good ingredients is much more difficult, but valuable.”

George Polya

Somas com a forma

sao definidas tradicionalmente apenas para os casos onde a quantidade x de termos é ou
um namero inteiro positivo ou co (a teoria classica para este tipo de somas pode ser vista
no Capitulo 3, quando x é um ntmero inteiro positivo, e no Capitulo 4, quando = = o).

Como introducgao a uma situacgao alternativa para somar termos, considere a seguinte

pergunta:
“Qual a soma dos primeiros 7 termos da série harmoénica?”

Embora esta pergunta possa soar estranha, no contexto que sera discutido a seguir,
ela tem sentido. E embora relativamente desconhecido - o que pode em uma primeira
olhada indicar novidade - este sentido foi introduzido por um dos mais brilhantes mate-
maticos de todos os tempos, Leonhard Euler, em um suplemento de seu livro de Célculo
Diferencial [9] publicado em 1755 - Figura 5.1a (e republicado individualmente [10]| em
1813 - Figura 5.1b).

Figura 5.1: Paginas de rosto das publicagoes [E212] (1755) e [E613] (1813)

(a) Pagina de rosto de [9]

(b) Pagina de rosto de [10]

INSTITUTIONES Eoia
CALCULI .
DIFFERENTIALIS DILUCIDATIONES

CUM EIUS USU
IN ANALYSI FINITORUM
Ac
BDOCTRINA SERIERUM

AUCTORE

LEONARDO EULERO

ACAD. REG. SCIENT. ET ELEG. LITT. BORUSS. DIRECTORE
PROP. HONOR. ACAD. IMP. SCIENT. PETROP.
ET ACADEMIARUM REGIARUM PARISINAE
ET LONDINENSIS SOCIO.

e ——
———m————

TICINI
IN TYPOGRAPHEO PETRI GALEATII
Superiorum permiffs o
1787

IN CAPITA POSTREMA CALCULIMEI DIFFERENTIALIS

DE FUNCTIONIBUS INEXPLICABILIBUS.
AUCTORE

L EULERO.
‘Convental extib, ie 13 Marti 1700,

. § 1. Cum hoc argumentum, utpote in Analysi pror~
sus novam, neutiquam satis dilucide sit pertractatom, con-
stitui hic idem majori studio retractare, atque omvia mo-
menta, quibus innititur, ex. primis principiis repetére; ubi
plurimam javabit idonea signa in calcalum introduxisse.
Ita si proposita fuerit seriés quaccunque, ejus terminos,
indicibus 1, 2, 3. 4, etc. respondentes, his signis reprae-
sentabo: (1), (2), (3), (4), ete., hincque terminus ge-
neralis hujus seriei , indici indefinito x respondens, mihi
erit (x), qui ergo pro quavis serie certa.erit functio ipsius
x, quam penitus cognitam assumo, ita scilicet comparatam,
ut ejus ‘valores non solum pro mumeris integrs, loco ¥
assumtis, sed etiam pro fractis, atque adeo surdis, exhi-
beri queant.

Fonte: [9] e [10].
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Em tal suplemento, [10], usando sua notagao que pode ser vista na Figura 5.2, Euler
apresenta o seguinte resultado para uma soma nao usual (no sentido de considerar um

namero nao inteiro de termos):

—-1/2

S Lo am) (5.1)

v=1

Convém notar que o simbolo ), utilizado para representar um somatorio, foi intro-
duzido pelo proprio L. Euler (ver [7]). Apesar de o primeiro resultado com somatorios
fracionarios datar de 1755, nao sao conhecidos registros na literatura de outro estudo ou
nota sobre o tema, até Markus Miiller e Dierk Schleicher publicarem o trabalho [25], em
2005.

Figura 5.2: Recorte de [9]: somatoério com um ntimero nao inteiro de termos.

pILUCIDATIONES 7%

. . . > ag ex
. eiam praccedentes applicatae in figara non EA'P-YG{T femus
i " (e~ 7) determinari poterunt, quam SEYERAT

formuls 2 () — (- —(w-2) .

s (sp-1)= y 1i
; erit app. 1cata

—
quid noftro cfu x ——Iz )
’ ( TIN5 ——2=—2l, et

z N B & . .
; infini Jer am
leo fumto x=—1 fir infinita. Inﬁnéza vero enau
Pt = — ¢.: intra au-
evadet cafibus # === 2, NE=m— 3, ¥ 4
ec intervalla erlt

filicer negativa,

rem ha X .
'E:—(I+T)=E:T——1+z
2
E:-—(z-}-%-):ﬁ:%—-z-}—z—?
) 2
g:—(3 +'I?):—'2:—2--«z +2—---;+—S—
&e.

Fonte: [9].

Neste capitulo, trazemos boa parte do que é apresentado no estudo |27, publicado em
2011 também por Markus Miiller e Dierk Schleicher: “How to add a noninteger number of
Terms: From azioms to new identities”, porém consideramos apenas o contexto onde as
funcoes que aparecem nos termos dos somatorios sao definidas em R e tem imagens reais
(o caso geral tratado em [27], onde as fungoes somadas sdo definidas em C e tem imagem
complexas, serd tratado no Apéndice A, onde apresentaremos os ajustes necesséarios ao
texto apresentado neste Capitulo).

O objetivo com este Capitulo é introduzir, em lingua portuguesa, uma forma de cal-
cular uma soma (ou produto) de uma quantidade nao usual de termos, onde em vez de
uma quantidade inteira de termos (como ocorre no que chamamos de somatorio classico),

podemos considerar uma quantidade racional, real, ou mesmo complexa, de termos.
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5.1 OS AXIOMAS
Consideraremos funcgoes reais de uma variavel real, isto &,

f:R - R

r = f(z),

e pretendemos somar quantidades nao inteiras de termos deste tipo. Neste texto, x,y, z

e s sao usados para representar ntimeros reais, enquanto f e g representam fungoes reais

definidas em R ou seus subconjuntos, sujeitos a condigoes que serao especificadas adiante.
Inicialmente, apresentamos algumas condigoes naturais para somas com um numero

arbitrario (nao inteiro) de termos: os aziomas, que estao listados a seguir.

Axioma (S1) - Continuidade da Soma:

D)+ ) fw) =) fw).

v=y+1

Axioma (S2) - Invaridncia por Translagao:

y+s Y
ST rw) =Y fw+s).

Axioma (S3) - Linearidade para Constantes Arbitrarias A, u € R:

Y

STM@) +ugw) =X _f@)+nd gw).

v=x

Axioma - (S4) - Consisténcia com a Defini¢ao Cléssica:

Axioma (S5) - Somas de Monoémios: A aplicagao

Yy
Y Zyd
v=1

é continua em R, para caday € Re d € N.

Axioma (S6) - Continuidade no deslocamento a direita: Se lim,,, f(z +n) = 0 para

cada ponto z € R, entao

lim > flw+n)=0. (5.2)
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Mais geralmente, se existe uma sequéncia de polindémios (p,,) de grau fixo, tal que

neN?
|f(z+mn) —pu(z +n)] — 0 quando n — oo para todo z € R, entao exigiremos que

Y

Z v+n) any—l—n — 0. (5.3)

V=x

Os primeiros quatro axiomas, (S1) a (S4), s@o tdo 6bvios e necessarios, que ¢é dificil
imaginar a possibilidade de construir uma teoria para somatorios que os violem. Com

esses quatro axiomas facilmente pode-se verificar que vale

Zf +f2)+--+f(n), VneN,

de forma que a proposicao desses quatro axiomas é consistente com a defini¢ao cléssica

de soma.

O Axioma (S5) é motivado pelas conhecidas formulas

n

ZV— n+1 Z’/ _ 2n+ ; ( 1))2

v=1

e formulas similares para poténcias superiores (os Axiomas (S1) a (S5) implicam que todas

essas formulas permanecem vélidas ao se considerar valores n € R arbitrarios).

Finalmente, o Axioma (S6) também é uma condi¢do natural. O caso apresentado
em (5.2) simplesmente expressa o fato que, se a fungdo f se aproxima de zero quando
n — 0o, entao o somatoério de f sobre o “dominio limitado” [z, y] também se aproxima de
zero quando n — oo. No caso da expressao (5.3) vale o mesmo, apenas é acrescentada
uma aproximagao polinomial para f (compare essas afirmagoes com a discussao que sera

feita apos a Proposigao 5.1).

Veremos na Secao 5.2 que, para uma grande classe de fungoes f, ha uma maneira tnica
y

de definir um somatorio Z f(v), com z,y € R, respeitando os Axiomas (S1) a (S6).

V=

5.2 DEFINICAO DE SOMATORIO FRACIONARIO

Para entender como os seis Axiomas determinam de forma tnica um método para
somar uma quantidade finita e nao necessariamente inteira de termos, vamos comecar

com um exemplo: agrupando polindmios semelhantes.
1/2
O caso mais simples ¢ uma soma de termos ¢ € R constantes, como em E c. Seo
v=1
Axioma (S1) é aceito, podemos escrever
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1/2 1 1
Zc—l— ZC:ZC. (5.4)
v=1 v=3/2 v=1

Aplicando o Axioma (S2) no lado esquerdo e o Axioma (S4) no lado direito da Eq. (5.4),

obtemos
1/2 1/2

Zc +Zc:c,
v=1 v=1

de onde segue que

Este procedimento simples pode ser estendido para cobrir qualquer soma de polindmios

com um nuamero racional de termos.

Proposicao 5.1 Para qualquer polinomio p : R — R, seja P : R — R o unico polindmio
tal que P(0) =0 e P(x) — P(x — 1) = p(x) para todo = € R. Entao:

e A definicao possivel
y
> p(v) = Ply) = Pz —1) (5:5)
satisfaz os Aziomas (S1) a (S6) para o caso em que f é uma fungao polinomial.

o Inversamente, toda definicio de somatdrio que satisfizer os Aziomas (S1), (S2),
(S3) e (S4) também deve satisfazer a Eq. (5.5) para todo polindmio p e para todo

x,y € R com diferenca racional, i.e., com y—x € Q.

o Toda defini¢ao de somatdrio que satisfaca os axiomas (S1), (52), (53), (S4) e (S5)
também satisfaz a Eq. (5.5) para todo polinémio p e para todo x,y € R.

Demonstragao: Para provar a primeira afirmagao, vamos considerar a Eq. (5.5) como
definigao, e a seguir, verificamos que a forma de somar definida em (5.5) satisfaz aos
Axiomas (S1), (S3), (S4) e (S5), um a um.

Para verificar que o Axioma (S1) é satisfeito pela Eq. (5.5), calculamos:

Y

> pv)+ Y pv)=P(z) = P(x—1)+ P(y) = P((z+1) - 1)

v=z+1

= P(y) — P(x —1)

Para verificar que a forma de somar definida na Eq. (5.5) satisfaz o Axioma (S2),

consideramos um polindémio p e o tnico polinémio correspondente P tal que P(0) =0 e
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P(z) — P(x — 1) = p(z). Definimos entdo p(z) := p(z + s) e P(x) := P(x + s) — P(s).
Assim, temos

P(0)=P0+s)—P(s)=0; e

ou seja, p(z) = P(z) — P(z — 1).
Segue, portanto, que

Y Y

S v +s) =S 5)
— B(y) - Pz — 1)

y+s
= > plv),
v=x-+s
ou seja,
y+s
Y opw+s)= > pv)
v=z+s

Para verificar que o Axioma (S3) é satisfeito pela Eq. (5.5), consideramos A, u € R,
o polinémio p, e um polinémio ¢ : R — R tal que @ : R — R ¢é o tinico polinémio que
satisfaz a Q(0) =0 e Q(z) — Q(z — 1) = ¢(z) para todo z € R.

Definindo o polinémio r : R — R por r(z) := Ap(z) + ug(z) para todo z € R, o
polinémio R : R — R definido por R(z) := AP(z) + pQ(z) para todo z € R satisfara
R(z) — R(z—1) =r(2) e R(0) = 0.

De fato:
R(O):)\P() )\Q(O):)\.O—U.O:O—OZO;e
R(z) —R(z—1) = (AP(2)+uQ(2)) — (AP(z — 1) + pQ(z — 1))
(AP(2) = AP(z = 1)) + (uQ(2) = nQ(z — 1))
A(P(z) = P(z = 1)) + p(Q(2) — Q(z — 1))
= Ap(z) +pq(z) = r(2).

Entao, calculamos:
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> (Apw) +pqv) = r(v)
: = R(y)— R(x—1)
= (AP(y) + 1Q(y)) — (A\P(z — 1) + uQ(x — 1))

> p(v)=P(1) = P(1-1) = p(1).

Para o Axioma (S5) (somas de mondmios): para cada d € N, a aplicacao

z
2 E Ve
V=x

d

¢é continua em N, pois v* sao polindmios.

Para mostrar que a forma de somar definida em (5.5) satisfaz o Axioma (S6), consi-

deramos V,, o espaco linear de polindémios de grau menor ou igual a ¢ € N. A definicao
lpll ==Y Ip()| VpeV,
i=0

introduz uma norma em V,. Se definirmos um operador linear » 7 : V, — R por

Y pi=) plv),

este operador sera limitado desde que dim(V,) = o + 1 < oo. Assim, se (¢, )neny C V,, for

uma sequéncia de polinémios com lim ||g,|| = 0, teremos
n—oo

Yy
li =0.
fmm > an(v) =0
V=x
O Axioma (S6) entao segue ao considerarmos a sequéncia de polindémios (g, )nen com

Gn(2) := p(x +n) = pa( +n)

e notarmos que a convergéncia pontual de ¢, para zero implica na convergéncia de ¢, para
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zero na norma || - || e, por seguinte, na convergéncia para zero da soma y 2 g,.

Obs.: Para a verificagdo do Axioma (S6) foram necessarios conceitos de Analise Funcional,

que podem ser consultados em [2].

Para provarmos a segunda afirmacao da proposicao, supomos que existe alguma de-
finicdo que permite obter a soma fracionaria » Y_ p(v) que respeite os Axiomas (S1) -
1/2

S . . &
(S4), e buscamos estender a ideia usada anteriormente para mostrar que g c=—

v=1
Usando os Axiomas (S1), (S2) e (S4) podemos escrever, para algum inteiro r > 1 (e

para algum inteiro s > 1):

(s—=1)r

ZV—ZV—FZV—}——FZl/d—l—il/d,

1/—7+1 (s— 2)r+1 (5 1)r+1

v=

onde o lado esquerdo é um somatorio classico. Ao reescrevermos o lado direito de acordo

com o Axioma (S2), e usando o Axioma (S3), obtemos

+5 T st
ZV—ZV+ZV+ZV+ 2.
v—= &_1_1 V:(s—sl)r_i_l

—Z +0) +Z<y+ ) +Z<y+ ) ---+Vi<u+@>d

LT kryd
=33+
k=0 v=1"%
T ¢ d d:|
;;_(1/ S) vt — v
s—1 § s—1 §
:ZZMZZ{(H%) _yd}
k=0 v=1 k=1 v=1
—Siyd—l—zzqd 1k (56)

k=0 v=1
onde gq_14(v) = (v + £)? — v sdo polinomios de grau d — 1 (e tais que g_1, = 0).

Agora, argumentamos por indugao. Se d = 0, a Eq. (5.6) determina claramente o
r/s

valor da soma Z 1, e, por linearidade, fica também determinada a soma correspondente
v=1

de constantes (arbitrarias) ¢ € R de 1 até r. Supondo que o valor da soma de qualquer

polinémio de grau d—1 esta bem determinado, a igualdade na Eq. (5.6) também determina
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r/s
o valor de E v? e assim, por linearidade, fica determinada a soma de cada polinomio de

v=1
grau d.

Usando o Axioma (S2) novamente, vemos que os Axiomas (S1) a (S4) determinam

(unicamente) a soma

y y—(z—1)+(z—1) y—z+1+(z—1) y—z+1
2= > )= ) =D pvtr—1),
v=r v=z—(z—1)+(z—1) V:1+(.'L’—1) v=1

se y —x € Q (até aqui, o limite superior do somatorio é racional). J& haviamos visto
que a Eq. (5.5) ¢ uma possivel defini¢ao que satisfaz os Axiomas (S1) a (S4); concluimos
agora que a Eq. (5.5) é a tnica defini¢do possivel para um somatorio fracionario, quando
y—x € Q.

Finalmente, a restricao y — x € QQ pode ser retirada se assumirmos adicionalmente o

Axioma (S5) (no contexto deste capitulo, basta exigirmos continuidade). O

Consideremos agora uma funcgao arbitraria f : R — R. Se estamos interessados na
y

soma V), para x,y € R, podemos escrever
> f(v),paraz,y €R, p

Y y+n y+n z+n—1 y+n
DI+ D fw) =Y fw)= > W)+ > f)

onde n € N é um ntimero natural arbitrario. Dali,

Yy rz+n—1 y+n y+n
Y fw) = Z Fw) =Y fw) + Y )
v=x = v=y+1 v=x+n
n+(w 1) :LJJr (v) y+n
= Y fw- > f + Y fv)
v=1+(z—1) v=1+(y v=x+n

_Z flv+z—1) f(1/+y))+2f(u+n). (5.7)

Com esta reorganizagao de termos, na altima linha da Eq. (5.7) obtivemos o primeiro
somatorio envolvendo um ntmero inteiro de termos, que pode ser avaliado classicamente.

O problema a resolver fica entao restrito a tltima soma do lado direito da Eq. (5.7),
onde o dominio da fungéao f aparece deslocado n unidades para a direita. Como a Eq. (5.7)
vale para cada inteiro n, podemos usar o Axioma (S6) para avaliar o limite quando n — oo:
se f(n+ z) — 0 quando n — oo para todo z € R, entdo o Axioma (S6) implica que o

limite na ultima soma, quando n — oo, deve desaparecer, e ficaremos entao apenas com
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W) =D (fv+z—1) = f(v+y)), (5.8)

que chamamos de Féormula Fundamental do Somatoério Fracionario.

E claro que o Axioma (S6) traz uma condigdo especial imposta sobre a funcdo f,
mas a mesma ideia pode ser generalizada. Por exemplo, se f(r) = In(v), entdo para
v € [z,y] C RT, os valores f(r + n) s@o bem aproximados pela fungao constante f(n),
com um erro que tende a 0 quando n — o0; dizemos que f = In é “aproximadamente

constante”. Usando o Axioma (S3), obtemos

Z In(v+n) = Z Inn + Z [In(v + n) — In(n)]

para cada n € N. Mas pelo Axioma (S6), o ultimo somatorio se anula quando n — oo,
enquanto a primeira soma do lado direito tem um somando constante e pode ser avaliada

através da Proposicao 5.1. Ao usar a Eq. (5.7) e tomar o limite com n — oo, segue que

n

Z In(v) = nlggo (Z (In(v+z—-1)—In(v+y)) +(y—z+1) lnn>. (5.9)

Antes de generalizar a defini¢do de somatorio fracionéario apresentada na Eq. (5.8),
vamos a mais um exemplo: afirmamos que a Eq. (5.9) pode ser usada para extrapolar a
fungao fatorial classica para todo y € R, exceto y € {0,—1,—2,—3,---}. Para mostrar

esse fato, comecamos definindo um “produtério fracionario™

ﬁf(y) = exp(i In f(y)>, (5.10)

e entdo, tomando f(v) = v e usando (5.9), calculamos:

exp (i In l/) = nh_glo (i (ln(u) —In(v + y)) +yln n) ,

v=1
assim, tomando a libertade de escrever y! para y € R, obtemos

Y

[ - (")

v=1

= Jim exp (i <1H(V) —In(v + y)) +yln n)

v=1

= nh_)rgo <nyexp;1n<y j_ y))

y!
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= (”yﬁ<yiy>> = I(y+1), (5.11)

v=1

obtendo assim a Fung¢do Gama, que, para y € R\{0,—1, -2 —3,---}, é definida por

['(y) ::/ e ttvladt,
0

e tem a seguinte representagao na forma de limite (ver, e.g., [18] ou [29]):

n!lnY
) n—oo y(y + 1)+ (y +n)

utilizada na altima passagem, junto com a propriedade zI'(z) = I'(z + 1), para obter a
Eq. (5.11).

Agora, usaremos os célculos heuristicos que resultaram na Eq. (5.7) junto com Propo-
si¢ao 5.1 e o Axioma (S6) para apresentar uma definigdo geral de uma forma simples: tudo
0 que necessitamos é que o valor de f(n + z) possa ser aproximado por alguma sequéncia
de polinémios p,(n + z), de grau fixo, quando n — oc.

Para estipular os dominios de definicao U para as fungoes nos termos do somatorio
fracionario, alguns cuidados sao necessarios. Por exemplo, quando consideramos a func¢ao
logaritmo no lugar dos termos a somar, nao foi possivel considerar fun¢des definidas em
todo o conjunto R. Restrigoes sao necessarias, mas tudo o que precisamos para o dominio

de defini¢ao U, é que ele tenha a seguinte propriedade:
2eU = =z+1€U.

Assim (usando a convenc¢ao que o polindémio zero é o tnico polindémio de grau —oo),

apresentamos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 5.1 (Fungoes Fracionario-Somaveis) Sejam U C R e 0 € NU {—00}.
Uma funcgao f : U — R serd chamada Fraciondrio-Somdvel de grau o se forem satisfeitas

as sequintes condigoes:

e v+ 1€ U para todo x € U;

e FExiste uma sequéncia de polindmios (py,) de grau o fixo tal que, para todo x € U,

neN
ocorre

|f(n+z) —pa(n+x)] =0  quando n — +oo;

e Para cada x,y+ 1 € U, existe o limite

lim (Z pn(V)+Z(f(V+x_1)_f(y+y))>’

n—o00
v=n+zx
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onde Y p, € definido como em (5.5).

Neste caso, usaremos a notacao

y
E f(v)  ou, brevemente, Z f

para tal limite, e vale a Férmula Fundamental do Somatdrio Fraciondrio (5.8). Além

disso, podemos definir Produtorios Fraciondrios por

Jé[ fw) = exp(é 1n £0)).

sempre que In(f) for uma fungdo Fraciondrio-Somdvel.

Note que a Defini¢ao 5.1 nao depende da escolha dos polinémios aproximados (pn),,cy-

De fato, se (pn)nen € outra escolha de polinomios de aproximagao para f, entao vale
lim (pp(n+2) —pp(n+2)) =0 Vazel,
n—o0

(e portanto para todo z € R), pois o conjunto de polindémios de grau méaximo o é um
espaco linear de dimensao finita. Como mostrado na Proposicao 5.1, somas de polinomios
satisfazem o Axioma (S6), entdo, substituindo f por 0 e p,, por p, — p, no Axioma (S6),

conclui-se facilmente que

n+y n+y

JL%( S o) = ) %(V)) =0.

v=n-+x v=n-+x

Além disso, a Definigao 5.1 ¢ a tnica que satisfaz os Axiomas (S1) a (S6), como mostra

o seguinte teorema:

Teorema 5.1 A Defini¢io 5.1 (de fungoes Fraciondrio-Somadveis) satisfaz todos os Axi-
omas (S1) a (S6) (para dominios de defini¢ao adequados), e a Formula Fundamental do
Somatdorio Fraciondrio (5.8) € a unica que atende todos os Aziomas (S1) a (S6) (para a

classe de fungoes considerada).

Demonstragao: A demonstracao da unicidade ja foi feita, quando usamos os Axiomas
(S1) a (S6) para derivar a Defini¢ao 5.1. Resta entdo provar que a Formula Fundamental
do Somatério Fracionério (5.8) realmente satisfaz todos os seis Axiomas.

Claramente, os Axiomas (S3) e (S5) s@o automaticamente satisfeitos.

Para provar que os Axiomas (S1), (S2) e (S4) sao satisfeitos, basta substituir a Formula

Fundamental do Somatorio Fracionario (5.8) para »_” f(r) no respectivo axioma e fazer
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alguns poucos calculos diretos. Por exemplo, substituindo a Féormula Fundamental do

Somatorio Fracionario no lado esquerdo do Axioma (S1), obtemos o lado direito:

Zf(y)%—Zf(lA = flv+z=1)—f(v+y)) +Z fv+y+1-1)—f(r+2))
v=x v=y+1 V:l

=S ((Frta—1) = f9) 4 (Forn)— Fr42)

v=1

=) (fr+a—1)—f(v+2))

Vv=x

Para provar que o Axioma (S6) é satisfeito, utilizamos a Defini¢ao 5.1 de Funcao Fra-
cionaria-Somavel e a Formula Fundamental do Somatoério Fracionario (5.7), junto com

os outros axiomas (em particular o Axioma (S1) - a continuidade da soma) e buscamos

Tim. (i v +n) - imwn))

avaliar

da seguinte forma:

JE&(; F(v+n) - épn(u +n)) =

:Jlngo<§>;f(y+n)—§;pn(v+n)—yil (f(u+a:—1)—f(u+y))+§;(f(u+x—1)—f(u+y))>
_ HHEO(VZ: f(u+n)—VZ:f(wrn)—é(f(wrx—l)—f(wry)) +§(f(V+x—1>_f(”+y))>
= lim i f(v+n) —if(u)Jré(f(qux—l) —f(u+y)))

~ im VZZ fv+n) _?yé ) +§(f(u+a:—1) —f(u+y)))

N
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+ 8
3
<
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8
8
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Isso completa a demonstragao de que a féormula fundamental para o somatoério (5.8),
para f atendendo as condigoes da defini¢ao 5.1, satisfaz a todos os Axiomas (S1)-(S6).

O

5.3 PROPRIEDADES E EXEMPLOS DE SOMAS FRACIONARIAS

Agora que conhecemos uma definicao adequada para a soma de uma quantidade nao
inteira de termos (Defini¢ao 5.1 e Formula Fundamental do Somatoério Fracionario (5.8)),
¢ interessante buscar conhecer quais das propriedades dos Somatorios Classicos (finitos)
permanecem validos com essa abordagem mais geral de Somatorios Fracionarios, e quais
outras propriedades aparecem que nao eram visiveis no caso classico.

Uma das mais basicas propriedades para Somatoérios Cléssicos finitos, que pode ser
generalizado para Somatoérios Fracionérios, é a soma da Série Geométrica. Por simplici-
dade, consideremos 0 < ¢ < 1. Entao, a fungao v — ¢” é “aproximadamente zero” para
valores grandes de v, e vale lim ¢**" = 0 para todo z € R. Usando a definicao 5.1 e a

n—o0
Formula Fundamental do Somatorio Fracionario (5.8), obtemos:

un _ Z(qufl _ qVJra:)
v=0 v=1

_ (1 . qr+1) un—l

) - qz+1 v=1

5.12
= (512

ou seja, a conhecida féormula para a soma da Série Geométrica permanece valida para
todo x € R.
Algebrismos similares mostram que a soma da Série Binomial permanece valida no

caso fracionario. Inicialmente, lembramos que se a e j sao naturais vale

mas se « e j € R, entao vale (ver [18] ou [29]):

(a) _ ['(a+1)
J FrG+1)MNa—j+1)

Consideramos entao = € R, com |z| < 1, e a € R\{—1,—-2,-3,...} e, usando a Formula

Fundamental do Somatoério Fracionario (5.8) para a funcao

s =(2)y
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:0 (i) V= i ((u i 1) v (y i x) yw) : (5.13)

obtemos

v=1

Para seguir, tomamos a = x. Assim, temos

a Y\ ['(a+1)
v+a) Tw+a+DI(-v+1)
e note que ocorre I'(1 — v) = 00 para todo v € N*, e é exatamente esse caso que temos

no somatorio na Eq. (5.13), de forma que todos os termos no tltimo somatorio do lado

[Na+1)
+oo

de forma que na Eq. (5.13) ficamos apenas com

Za: <i> Vo= i (V f 1) v (5.14)

v+1
= (1+y)",

direito da Eq. (5.13) sera “algo” do tipo , e, portanto, deve ser considerado nulo,

onde aparece exatamente a expressao expandida da Série Binomial (ver [11], [20]).

Um exemplo de identidade com somatoério fracionério e com uma estrutura um pouco

mais complicada que os exemplos anteriores ¢ dado pela formula de multiplicacao de

(3 1@) - (¥ o) =3 (f(V)g(V) FIW)YE o)+ 90) 37 f(k‘)> (5.15)

para todo x € R, desde que as trés somas existam (ver [26]). Isto generaliza a formula
(a1 + (lg)(bl + bg) = albl + CLng + a162 + CLle

e outras similares, conhecidas para todo x inteiro positivo.

Existem generalizagoes da Eq. (5.12) para o caso ¢ > 1, e da Eq. (5.14) para o caso

|z| > 1, que envolvem uma variacdo do Axioma (S6) - que é chamado, mais brevemente,
%

de “soma direita” e passa a ser denotado por (S6); esta variacdo do Axioma (S6), que

recebe o nome de “soma esquerda”’, é dada por:

(%) Continuidade no deslocamento a esquerda: Se lim,, ., f(z —n) = 0 para cada

ponto z € R, entao
Yy
T}g{}to(Z—”) =0;

mais geralmente, se existe uma sequéncia de polinémios (p,,) de grau fixo, tal que

neN?
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|f(z—=n) — pn(z —n)| — 0 quando n — oo para todo z € R, entdo exigiremos que

Zf(l/—n)—an(V—n) — 0. (5.16)

Nao discutiremos tais generaliza¢oes neste texto; elas podem ser vistas (assim como
mais aplicagoes) em [25], [26], [27], [37].

A seguir, mostraremos dois novos exemplos, satisfeitos por Somatoérios Fracionarios,
que nao encontram equivalentes quando olhamos apenas para Somatoérios Classicos.

Como mostrado na Eq. (5.11) (se¢do 5.2), a Formula Fundamental do Fomatoério

Fracionario interpola o fatorial pela fungao I, isto é:

EJ§[ =T(y+1) (5.17)

(mantemos a liberdade de escrever y! para y € R). Uma consequécia divertida disso ¢ a

seguinte forma de usar Somatorios Fracionarios para expressar o ntimero tanh(7):

—-1/2

tanh(7) = H (V> +1), (5.18)

v=1

cujo célculo mostraremos a seguir, usando as identidades (ver [29]):

us o
L)1 —2) = = :
()11 = 2) sen(mz)  sinh(7iz)
Calculamos:
—1/2 —1/2 —-1/2
Pl P+ =F] v+i)- F] v -9)
v=1 v=1 v=1

—-1/2 —-1/2
= exp <§: 1n(l/+i)) - exp (Z In (v — Z)>
1/2)+i (1/2)
:exp(iln )-exp(Eln )

v=141 v=1—1
—(/+i —(1/2)-i

S
v=1+1 v=1—1
—(1/2)+i HV —(1/2)—i HV
v=1-+1 HV v=1—1 HV

v=1 v=1




Eln

v=1+1

AN
<]
i
N
<
LA
NN

( (1/2)+i > exp (E ln(y)) —(1/2)—i H v

=a |
S
<
I
I
.
S

I
—

v=1 v

(1/2)+i i —i
exp ( g In(v) + z ln(y)) _/2)—i H v
_ v=1+1 ' v=1 ) H U Vf,l

(1/2)+i —i
exp( Z In (v ) _(1/2)—i H v
- i ' H v V—:z‘l
H y v=1—i H y

v=1 v=1
—(1/2)+4

H Voo _(y2)-i v
=1
1

% —1
v=1—1
e u

v=1 v=1

—(1)2)+i  —(1/2)—i

He s
o)) )
FGE+1)-T'(1—1) il'(i) - T'(1 —1)
L F(% +i) 'F(l - (% - Z)) _ sen (7 (5 +14))
i) - T'(1—1) P
sen(7i)
_ sen(7i) _ sen(7i)
x sen(g + m’) i - cos(mi)
] = e = oy = tenhie)
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Muitas somas fracionérias bésicas estao relacionadas com algumas fungoes especiais.

Como um exemplo final deste capitulo, considere a Série Harmonica.

Como a aplicacao

vV —VvU
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é “aproximadamente zero” para v grande, ao aplicar a Férmula Fundamental do Somatoério

Fracionario (5.8), obtemos:

8

| =
I
(]2
A~
]
+
| =
L
|
AN
+ |~
S
~—

v=1 VO:OI 5.19
= 3G ) o
a — 1% v+x
e, em particular:
1/21_§:<1 1 >
V:IV_V:IV V_%
B
_u:1y 2v—1
_(1 2)+<1 2)+<1 2>+<1 2>+<1 2>+
N 2 3 3 5 4 7 5
( 2—|—1)+< 2+1>+< 2+1>—|—( 2+1)+( 2+1>—|—
N 3 2 5 3 74 9 5
= ( 2—|—1)+< 2+2>—|—< 2+2>—|—< 2—|—2>+< 2—|—2>+
N 3 4 5 6 78 9 10
B 2<1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+ )
N 2 3 4 5 6 7 8 9 10
= —2In2, (5.20)
ou seja, recuperamos o resultado
=
1
3 - =-2In2,
v

v=1

obtido e anunciado por Euler em 1755 [10], e que citamos na Introdugao desta dissertagao
e na abertura deste Capitulo 5 na Eq. (5.1). Para finalizar, gostariamos de apontar o
fato de na tltima passagem da Eq. (5.20) ter sido utilizado o resultado apresentado na
Eq. (4.30), ao final do Capitulo 4, a saber, a expansao como Série de MacLaurin para a
fungao In(z), avaliada em = = 2.

Tanto a recuperacao do exemplo de Somatoério Fracionario apresentado por Euler
quanto a utiliza¢gdo de um exemplo de expansdo em Série de MacLaurin (que encerra o
Capitulo 4 e se mostrou necessaria para encerrar o Capitulo 5) foram cuidadosamente
escolhidos para finalizar este texto, onde iniciamos estudando “soma”, a primeira e mais
bésica das operacoes matemaéticas, fizemos um levantamento dos momentos onde os estu-
dantes tem contato com a notacao Sigma de Somatoério no Ensino Basico e em cursos de
Licenciatura em Matematica, dissertamos sobre os conceitos de Somatorio Classico com

uma quantidade finita de termos e com uma quantidade infinita de termos, e finalizamos
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introduzindo em lingua portuguesa uma teoria nao usual para somatoérios (consistente
com a teoria para Somatorios Cléassicos) onde é permitido somar sobre uma quantidade

racional, real e mesmo complexa de termos.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Durante a realizacao do estudo apresentado nesta dissertagao, que teve como justi-
ficativa inicial uma preocupacao com a dificuldade encontrada por estudantes dos mais
diversos niveis de Ensino quando precisam manipular somatoérios, pudemos observar que
existem varios momentos no Ensino Médio onde ideia e/ou notacao de Somatorios sdo
utilizadas. Entretanto, percebemos que nas diretrizes para este nivel de ensino o conceito
de Somatorio nao é citado especificamente. Esta percepcao transformou-se em preocupa-
¢ao quando, na amostra de livros didaticos consultada, nao encontramos ao menos uma
secao especifica para se introduzir o conceito de Somatorio e esclarecer sua interpretacao,
sua notacao e suas propriedades, previamente a sua utilizacao no tratamento de outros
assuntos abordados nos livros, parecendo haver um entendimento de que a compreensao
dos significados embutidos na notacao Sigma se da de forma automatica pelos estudan-
tes, o que consideramos uma postura insuficiente para que os estudantes desenvolvam um
dominio completo da leitura, escrita e manipulacao desta notagao.

Dentre todas as operagoes matematicas, a soma é a mais béasica de todas, estando
presente por toda parte na Matematica. E, portanto, recomendavel conhecermos e do-
minarmos as ferramentas béasicas que permitem bem lidar com elas. Nesse sentido, se
faz necessario que no Ensino Médio a abordagem as ferramentas relacionadas a operagao
de somar seja bem fundamentada, especialmente o conceito de Somatoério e a notagao
Sigma. Defendemos que é necesséario dar ao conceito de Somatorio o devido destaque,
explicitando aos estudantes sua simplicidade e enorme aplicabilidade.

Como forma de acao objetivando permitir que o professor de Matematica esteja apto
a ofertar a seus estudantes de Ensino Médio uma mediagao adequada para que os mesmos
compreendam completamente as ideias sintetizadas na notagao Sigma e consigam desen-
volver habilidades de manipulacao algébrica com esta notagao, acreditamos ser necessario
que o professor de Matemaética, em seu periodo de formagao inicial enquanto estudante em
um curso de Licenciatura em Matematica (ou mesmo em formagao continuada), realize
um estudo aprofundado (mas nao necessariamente longo) do conceito de Somatorio, em
suas varias nuances, incluindo propriedades relativas a somas com uma quantidade finita
de termos, estudo de sequéncias numéricas e de convergéncia de séries e até mesmo o
conceito basico de Somatorios Fracionarios (atualmente fora do que é ensinado nos cursos
de Graduagao em Matematica). Um tal estudo, aprofundado e detalhado, serviria para
a expansao de sua propria compreensao das ideias envolvidas, o que frutificaria ao per-
mitir aos docentes de Matematica melhor explanar o conceito de Somatério no Ensino
Basico, facilitando a compreensao dos estudantes a respeito da notagao utilizada, e por
conseguinte aumentando o rendimento dos estudantes no aprendizado dos contetidos que

fazem uso de tal notagao.
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Por fim, destacamos a relevancia daquilo que incluimos no Capitulo 5, iniciando a
divulgacao em lingua portuguesa do conceito de Somatoério Fracionério, que ja conta com
o desenvolvimento de uma teoria para a compreensao e manipulacao de um tipo nao
usual de Somatorios: os Somatorios Fracionarios - ou Somatorios de ordem nao inteira -
ou Somatoérios com uma quantidade nao inteira de termos. Salientamos que essa teoria é
consistente com a teoria para Somatorios Classicos, a estendendo para uma situagao mais
geral onde é permitido somar sobre uma quantidade racional, real e mesmo complexa de

termos.
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APENDICE A

SOMATORIOS FRACIONARIOS EM C

Nossa intenc¢ao a partir do Capitulo 5 foi introduzir, em lingua portuguesa, uma forma
de calcular uma soma (ou produto) de uma quantidade nao usual de termos, onde em vez
de uma quantidade inteira de termos, podemos considerar uma quantidade racional, real,
ou mesmo complexa, de termos; porém no Capitulo 5 apenas consideramos o contexto de
somas com uma quantidade real de termos reais.

Neste Apéndice apresentamos os ajustes necessarios para a teoria de Somatorios Fra-
cionarios quando, no texto que apresentamos no capitulo 5, em vez de fungoes reais de
uma variavel real, sdo consideradas fungdes complexas de uma variavel complexa (con-
forme é apresentado em [25|, [26] e [27]). Nas proximas péaginas, apresentamos partes do
Capitulo 5 com as alteragoes no texto; as partes do Capitulo 5 que nao transcrevemos
neste Apéndice podem ser lidas exatamente como apresentadas no texto do Capitulo 5.

Consideramos agora o contexto de func¢oes complexas definidas em C, isto é,

f:C — C

Aqui, z,y, 2z e s s@o usados para representar numeros complexos, enquanto f e g repre-

sentam fungoes complexas definidas em C ou em seus subconjuntos.

A.1 OS AXIOMAS

(S1) Continuidade da Soma:

S Fw) + ) ) =) fw).

v=y+1

(S2) Invariancia por Translagao:

S f) =3 fw+s).
v=x+s v=x

(S3) Linearidade para constantes arbitrarias A\, u € C:

Y

D @) +pgw) =AY f) ) 9).

V=x
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(S4) Consisténcia com a Defini¢ao Classica:

(S5) Somas de Monomios: para cada d € N, a aplicagao

z
2 E v
v=1

¢ holomorfica em C (fungoes holomorfas sao fungdes definidas sobre um subconjunto

aberto do plano complexo C com valores em C e que sdo diferenciaveis em cada ponto).

(S6) Continuidade no deslocamento a direita: Se lim,,_,, f(z +n) = 0 para cada ponto

z € C, entao

nh_}rgOZf(z +n)=0. (A1)

Mais geralmente, se existe uma sequéncia de polinomios (p,,) de grau fixo, tal que

neN?
|f(z+mn) —pu(z +n)] = 0 quando n — oo para todo z € C, entao exigiremos que

d fwtn) = palv+n) —0. (A.2)

Para uma grande classe de fungoes f, ha uma maneira tnica de definir um somatoério

z
g f(v) com z € C respeitando aos seis axiomas. E o que veremos a seguir.
v=1

A.2 DEFINICAO DE SOMATORIO FRACIONARIO

A Proposicao A.1 apresenta a tnica forma de somar uma quantidade nao inteira de

termos, respeitando os Axiomas (S1) - (S6), para polindémios complexos.

Proposicao A.1 Para qualquer polinémio p: C — C, seja P : C — C o unico polindmio
tal que P(0) =0 e P(z) — P(z — 1) = p(z) para todo z € C. Entao:

o A definicao possivel

> p(v) = Ply) - Pz —1) (A.3)

satisfaz os Aziomas (S1) a (S6) para o caso em que f é uma fungao polinomial.

e Inversamente, toda definicio de somatdrio que satisfizer os Aziomas (S1), (S2),
(S3), e (S4) também deve satisfazer a Eq. (A.3) para todo polinémio p e para todo

x,y € C com diferenca racional, i.e., com y—x € Q.
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o Toda defini¢ao de somatorio que satisfaca os Azxiomas (S1), (S2), (S3), (S4) e (S5)
também satisfaz a Eq. (A.3) para todo polindmio p e para todo z,y € C.

Demonstragao:
Para provar a primeira afirmagao, vamos supor Eq. (A.3) como definigao. Para verificar
que a forma de somar definida em Eq. (A.3) satisfaz os Axiomas (S1) - (S6), calculamos:
Para o Axioma (S1):

Y

Y oplv) + ) plv) = P(z)=Ple—=1)+Ply) - P((z+1) - 1)
v=x v=z+1

= Py) - P(z -1

= ) p).

Para mostrar que a forma de somar definida em Eq. (A.3) satisfaz o Axioma (S2),
consideramos um polindémio p e o seu tnico polindémio correspondente P tal que P(0) = 0
e P(x) — P(x — 1) = p(z).

Definimos entdo p(z) := p(z + s) e P(z) :== P(z 4 s) — P(s). Assim, temos

P(0)=P(0+s)—P(s)=0; e
P(z)—P(x—1) = P(x+s)— P(s)— [Pl —1+s) — P(s)]
= Plx+s)—Plx+s—1)
= p(z+9)

p(z),

|
!

ou seja, p(r) = P(z) — P(x — 1). Segue, portanto, que

Y Y

> pv+s)=> bl

y+s
=D ),
v=x+s
ou seja,
Yy y+s
d pv+s)= > p).
v=x v=x+s

Para verificar que o Axioma (S3) é satisfeito pela Eq. (A.3), consideramos A,y € R,

o polinémio p, e um polinémio ¢ : C — C tal que ) : C — C é o tnico polinémio que



satisfaz a Q(0) =0 e Q(z) —

Definindo o polindémio r :

Q(z—1)
C — C por r(z) := Ap(z) + pug(z) para todo z € C, o
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= ¢(z) para todo z € C.

polinémio R : C — C definido por R(z) := AP(z) + pQ(z) para todo z € C satisfara

R(z) — R(z—1)
R(0) = AP(0) —
R(z) — R(z—1)
Entao, calculamos:
> (Apw) +pqv)) =

V=

Para o Axioma (S4), calculamos:

=r(z) e R(0) = 0. De fato:

AQ0) = A0 —p0=0-0=0; e
(AP(2) + pQ(2)) — (AP(z — 1) + pQ(z — 1))
(AP() = AP(z — 1) + (u@(z —1Q(: ~ 1))
A(P(2) = P(z = 1)) + 1(Q(2) - Q= — 1))
Ap(2) + pq(z) = r(z).

> r(v)

R(y) - Rz — 1)

(AP(y) + 1Q(y)) — (AP(z — 1) + pQ(z — 1))

(AP(y) — AP(z — 1)) + (uQ(y) — pQ(z — 1))

A(J-Z(y) — P(x » 1) +u(Qy) — Qx—1))

A pw)+ i) e

Para o Axioma (S5) (somas de monoémios): para cada d € N, a aplicagao

¢ holomorfica em N, pois 14

z
2 E v
Vr=x

sao polinémios.

Para mostrar que a forma de somar definida em (A.3) satisfaz o Axioma (S6), consi-

deramos V,, o espaco linear de polindmios complexos de grau menor ou igual a ¢ € N. A

definicao

||pl| = Z Ip(3)]|

para p € V, introduz uma norma em V. Se definirmos um operador linear > . : V, — C

através de
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Y= pv)

este operador sera limitado desde que dim(V,) = o + 1 < co. Assim, se (¢n)nen C Vi, €

uma sequéncia de polinémios com lim ||g,|| =0 , temos que
n—oo

firm > anlv) =0

O Axioma (S6) entao segue ao considerarmos a sequéncia de polindmios (g, )nen com

0n(2) == p(z+n) —pu(z +n)

e observarmos que a convergéncia pontual para zero implica na convergéncia para zero na

norma || - || de g, e, por seguinte de >~ gy.

Obs.: Para a verificagdo do Axioma (S6) foram necessarios conceitos de Analise Funcional,

que podem ser consultados em [2].

Para provarmos a segunda afirmacao da proposicao, supomos que existe alguma defini-
¢do que permite obter a soma fracionaria Y .__ p(r) que respeite os Axiomas (S1) - (S4).

Entao, consideramos um inteiro r > 1 e, usando o Axioma (S1), podemos escrever

2r (s— l)r

S

iud:iyd—l— Z vl L+ Z v+ i Vd,
v=1 v=1

1/:54-1 = (s— 2)r+1 V:(5;1>T+1

onde o lado esquerdo é interpretado como o somatorio classico, usando os Axiomas (S1),
(S2) e (S4). Ao reescrevermos o lado direito de acordo com o Axioma (S2), e usando o

Axioma (S3), obtemos

7‘+?" 7+27‘ ﬁ —Dr
ZV-ZHZHZH Zvd
V2r+1 (§1)r+1

k=0 v=1
s—1 %
=23 | e =]
k=0 v=1 §
s—1 % s—1
- - kr
= v 4 [(l/ + ?)d — Vd]
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—SZV +ZXT:Qd 1i(

k=0 v=1

onde gq_14(v) = (v + £)? — v sdo polinémios de grau d — 1 (com todo g_1; = 0).

Agora, argumentamos por inducao. Se d = 0, a equagao anterior determina clara-
r/s
mente o valor de Z 1. Por linearidade, fica também determinada a soma de constantes

v=1
arbitrarias ¢ € C de 1 até r. Supondo que o valor da soma de qualquer polindmio de
r/s
grau d — 1 é determinado, a igualdade anterior também determina o valor de Z v e, por

v=1
linearidade, fica determinada a soma de cada polinomio de grau d.

Usando o Axioma (S2) novamente, vemos que os Axiomas (S1) a (S4) determinam

exclusivamente a soma

z z—(z—1)+(z—1) z—z+1+(z—-1) (z—z+1)
Sem= Y = S = S peta-1)
v=x v=z—(z—1)+(z—1) v=1+(z—1) v=1

se z—x € Q. Como ja vimos, a Eq. (A.3) é uma possivel defini¢ao que satisfaz os axiomas
(S1) a (S4); concluimos agora que Eq. (A.3) é a tnica defini¢ao possivel para z — z € Q.
Finalmente, a restricao z — x € Q pode ser retirada se assumirmos adicionalmente o
Axioma (S5). Para z—z € R, a Eq. (A.3) ja é satisfeita ao exigirmos apenas continuidade

no Axioma (S5); porém para z —x € C, é necesséario exigirmos holomorfia no Axioma
(S5). O

Consideremos agora uma fungao arbitraria f : C — C. Se estamos interessados na

soma » .. f(v) para x,z € C, podemos escrever

Z z+n z+n z+n—1 z4+n
DI+ D W=D fw)= > )+ > fw)
v=x v=z+1 v=x v=x v=x+n

onde n € N é um niimero natural arbitrario. Dali,

z z+n—1 z+n z+n
Y ) = Z fw) = > fw) + Y f)
v=x = v=z+1 v=x+n

n+(z—1) n+z z+n
= Zf =D W)+ Y W)
v=1+(z—1) v=1+4z2 v=z+n
_Z fv+z—1) = f(v+2)) +Zfl/+n (A4)

Com esta reorganizagao de termos obtivemos, na tltima linha de (A.4), o primeiro

somatorio envolvendo um ntimero inteiro de termos, que pode ser avaliado classicamente.
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O problema fica agora restrito a tltima soma do lado direito, onde temos o dominio da
soma deslocado n unidades para a direita. Como a Eq. (A.4) vale para cada inteiro n,
podemos usar o Axioma (S6) para avaliar o limite quando n — oo: se f(n+z) — 0
quando n — oo para todo z € C, entdo o Axioma (S6) implica que o limite quando

n — oo na ultima soma deve desaparecer, e ficaremos entao apenas com

o0

N rw) =Y (fw+z—1)— fr+2), (A.5)

v=1
que chamamos de Férmula Fundamental do Somatoério Fracionéario.

E claro que o Axioma (S6) ¢ uma condicdo especial imposta sobre a funcdo f, mas a
mesma ideia pode ser generalizada.

Por exemplo, se f(v) = Inv, entdo para v € [z,y] C RT, os valores f(v + n) sao
bem aproximados pela fungao constante f(n) quando n — oo, com um erro que tende a

0; dizemos que f = In é “aproximadamente constante”’. Usando o Axioma (S3), obtemos

Z In(v +n) = Z Inn + Z [In(v + z) — In(n)]

para cada n € N. Mas pelo Axioma (S6), o tltimo somatoério se anula quando n — oo :,
enquanto a primeira soma do lado direito tem um somando constante e ¢ avaliada através

da Proposigao A.1. Ao usar a Eq. (A.4) e tomar o limite com n — oo, segue que
Zln(u) = lim (Z(ln(v+x—1)—ln(u+z))+(z—x—|—1) lnn>. (A.6)

n—o00
v=1

Antes de generalizar ainda mais a definigdo de Somatoério Fracionario apresentada na
Eq. (A.5), observamos que a Eq. (A.6) pode ser usada para extrapolar a fungao fatorial
classica para todo z € C, exceto z € {0, —1,—2,—3,--- }. Para isso, comecamos definindo

um “produtoério fracionéario™

T170) = exp(3 1 sw).

e entdo, tomando f(r) = v, e usando (A.6), calculamos:

exp (i In 1/> = nh_}rgo <i (ln(y) —In(v + z)) +zIn n) :

v=1

assim, tomando a libertade de escrever z ! para z € C, obtemos

v=1 v=1
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= lim exp ( Y <ln(u) —In(v + z)) + zIn n)

:nh—>nc}o <nzlﬁ(l/—ykz)> = T+, (A.7)

obtendo assim a Fung¢ao Gama, que, para z € C\{0,—1,—-2,—-3,---}, é definida por

['(2) ::/ ettt dt,
0

e tem a seguinte representacao na forma de limite (ver, e.g., [18] ou [29]):

n!ln?

F(z):JLHQOZ(z+1)---(z+n)

Y

utilizada na altima passagem, junto com a propriedade zI'(z) = I'(z + 1), para obter a
Eq. (A.7).

Agora, usaremos os célculos heuristicos que resultaram na Eq. (A.4) junto com Pro-
posi¢ao A.1 e o Axioma (S6) para apresentar uma defini¢ao geral de uma forma simples:
tudo o que necessitamos ¢ que o valor de f(n + z) possa ser aproximado por alguma

sequéncia de polindomios p,(n + z), de grau fixo, quando n — oo.

Para estipular os dominios de definicao U para o somatorio fracionario, alguns cuidados
sao necesséarios. Por exemplo, quando consideramos a fun¢ao logaritmo no lugar dos
termos a somar, nao foi possivel considerar fungoes definidas em todo o conjunto C.
Restrigoes sao necessarias, mas tudo o que precisamos para o dominio de defini¢ao U, é

que ele tenha a seguinte propriedade:
zelU = =z+4+1e€l.

Assim (usando a convenc¢ao que o polinémio zero é o tnico polindomio de grau —oo),

apresentamos a seguinte definicao:
Defini¢ao A.1 (FungGes Fracionario-Somaveis) Sejam U C C e 0 € NU {—00}.
Uma funcao f : U — C serd chamada Fraciondrio-Somdvel de grau o se forem satisfeitas

as sequintes condigoes:

e 2+ 1€ U para todo z € U;

e Eziste uma sequéncia de polindmios (py),cy de grau o fivo tal que, para todo z € U,
ocorre

‘f(n—i—z) —pn(n—i-z)‘ — 0  quando n — +0o0;
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e Para cada v,z + 1 € U, existe o limite

T}l_)I&(Z +Z flv+x-1) f(u—l—z))),

v=n-+x

onde Y p, € definido como na Eq. (A.3).

Neste caso, usaremos a notacao 2 f(v) ou, brevemente, E f para tal limite, e vale

o Férmule Pundamental do Somatdrio Fraciondrio (A.5). Alem disso, sempre que In(f)

for uma funcao Fraciondrio-Somadvel, podemos definir Produtérios Fraciondrios por

70 = exo( 35 £0).

A Defini¢ao A.1 é a unica que satisfaz os Axiomas (S1) a (S6), como mostra o seguinte
Teorema:

Teorema A.1 A Definicio A.1 (de fungdes fraciondrio-somdveis) satisfaz todos os Axi-
omas (S1) a (S6) (para dominios de defini¢ao adequados), e a Formula Fundamental do
Somatdrio Fraciondrio (A.5) é a unica que atende todos os Axiomas (S1) a (S6) (para a
classe de fungoes considerada).

Demonstragao: (Nao sido necessarias alteragoes significativas na demonstracao do Teo-

rema 5.1)

A.3 PROPRIEDADES E EXEMPLOS DE SOMAS FRACIONARIAS

Uma das mais bésicas propriedades para somas finitas é a Série Geométrica. Por
simplicidade, consideremos 0 < ¢ < 1. Entao, a funcao v +— ¢” ¢é “aproximadamente zero”
para v grande (e sabemos que lim ¢*™" = 0 para todo z € C). Usando a Defini¢do A.1 e

n—oo

a Formula Fundamental do Somatoério Fracionario (A.5), obtemos:

un _ Z(qufl - q1/+x)
v=0 v=1 ~
— (1 . qx-‘rl) un—l
v=1
1 — x+1

e a formula para a soma da Série Geométrica permanece vélida para todo x € C.

Para a Série Binomial, no caso fracionario: inicialmente, lembramos que se « e j sao

|
naturais, vale <a> = #, mas se a ¢ j € C, entdo vale (ver [18] ou [29]):
i) gMa=3)
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(a) _ Fa+1)
Jj FrG+Dl(a—j+1)"

Consideramos entao = € C, com |z| < 1, e a € C\{—1,—-2,-3,...} e, usando a Formula

Fundamental do Somatoério Fracionario (A.5) para a fungao f(v) = (a) 2", obtemos
v

> (a) =3 (( - 1) B ( + x) ) - (A.9)

v=0 v=1

Para seguir, vamos tomar o = x. Assim, temos

« B Ma+1)
v+a) Tw+a+DI(-v+1)
e note que ocorre I'(1 — v) = oo para todo v € N*, e é exatamente esse caso que temos

no somatorio na Eq. (A.9), de forma que todos os termos no tltimo somatoério do lado
I'(a+1)

+o0
Assim, na Eq. (A.9) ficamos apenas com

i (i) 2= i (V i 1) @ =(1+2)%, (A.10)

v=0

direito da Eq. (A.9) sera “algo” do tipo , €, portanto, deve ser considerado nulo.

onde aparece exatamente a expressao expandida da Série Binomial (ver [11], [20]).
Existem generalizagoes da Eq. (A.8) para o caso ¢ > 1, e da Eq. (A.10) para o caso

|z| > 1, entre outras aplica¢oes (que nao serao discutidas neste texto - pode-se consultar

[25], |26], [27], [37]), e que envolvem uma variacdo do Axioma (S6), que passa a ser

denotado por (S—6>), esta variacdo do Axioma (S6) ¢ dada por:

(%) Continuidade no deslocamento a esquerda: Se lim,,_,~, f(z —n) = 0 para cada ponto

z € C, entao
Yy
lim »  f(z—n)=0;

mais geralmente, se existe uma sequéncia de polinémios (pj,) de grau fixo, tal que

neN’
|f(z —n) — pu(z —n)| — 0 quando n — oo para todo z € C, entao exige-se que

Zf(u—n)—an(V—n) — 0.



92

APENDICE B

MODULO DIDATICO

“... Até que cinco homens entraram na torre. Apds o quarto homem

sair, o corvo voltou a seu minho, e foi capturado. O corvo havia perdido
a contal”’

Final de uma conhecida historia sobre contagem. Autor desconhecido.

Neste Apéndice, em consonancia com os objetivos que apresentamos na Introducao,
apresentamos uma proposta de modulo didatico, razoavelmente simples, que propomos ser
aplicado a estudantes tanto do Ensino Médio quanto de cursos de graduagao, utilizando
uma ou no méaximo duas aulas, imediatamente antes de o(a) professor(a) abordar um
conteudo que faga uso da notagao Sigma para o Somatério Classico (obviamente, isso
precisa ser feito apenas uma vez em cada turma de estudantes).

Acreditamos que uma pequena pausa no cumprimento da sequéncia indicada nas emen-
tas, destinada a bem permitir aos alunos construir um bom entendimento dos significados
atribuidos aos simbolos usados na notacao Sigma, pode representar uma contribuigao
significativa para a apreensao dos contetidos que fazem uso de tal notacao em suas ex-
pressoes, célculos e manipulagoes algébricas, ao proporcionar um momento de dedicagao a
interpretacao do significado destes simbolos que, quando simplesmente vistos em um texto
escrito no livro, quadro ou caderno, causam tanta ansiedade e sentimento de impoténcia

nos alunos.

B.1 SOMATORIOS

O conceito que estudaremos é o mais simples na Matematica: “adi¢ao” ou “soma’”.
Todos sabem somar dois ntimeros; o que as vezes complica é somar muitas parcelas de
uma vez so...

Quando alguém precisa escrever uma expressao onde sao somados muitos termos, ou
onde os termos obedecem a uma certa lei de formagao, pode usar a notacao de Somatorio

(e o simbolo Z), que é uma expressao matematica com a forma

n

> (ax).

k=1

Esta notacao é apenas uma forma abreviada de escrever a soma de um conjunto de parcelas

que obedecem a algum padrao que pode ser identificado (e que representamos através do
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termo geral a,), tanto faz se a quantidade de parcelas que devem ser somadas seja finita ou
infinita. Se estiver dificil de entender o que diz a expressao onde o simbolo de Somatoério
aparece, sempre é possivel “abrir” a soma, ou seja, escrever as parcelas uma a uma (ou
todas elas, ou pelo menos as primeiras, até conseguir entender o que esta acontecendo).

COImo em
n

Z(ak):a1+a2+a3+-~~ + ap—1 + ay,.
k=1

Por exemplo, olhe a soma
1P +22 432+ 42 +5° + 6>+ 72 + 8 + 9% + 10°.

Como essa expressao esta escrita, é facil entender o que é necessario fazer para calcular
a soma de todas as parcelas. Mas agora estamos preocupados em como reescrever esta
soma de uma forma abreviada (e entender claramente o que significam os simbolos usados
na escrita da forma abreviada), para que quando for necessério fazer o caminho inverso,
ou seja, quando vocé olhar para um Somatorio dado e precisar calcular o valor numérico
da soma, vocé consiga fazer o raciocinio inverso e encontrar o valor correto que estéa
procurando.

Para que possamos reescrever a expressao 12422 +324+42 452 + 62+ 72 +82 +9%2 4+ 102
de forma abreviada, usamos o simbolo de somatorio Y (este simbolo é inspirado em uma
letra grega: a letra Sigma maitscula: “¥”, que é equivalente a nossa letra “S”).

Como o padrao que existe na soma é “elevar ao quadrado um nimero que varia entre 1
e 10”7, podemos escrever genericamente a k-ésima parcela da soma como k2. Assim, quando
trocamos k por 1 obtemos a primeira parcela 1?; quando trocamos k por 2 encontramos a
segunda parcela 22, e assim por diante, até trocarmos k por 10, pois a soma vai até 102.
Uma vez que compreendemos o sentido do termo geral e conseguimos identificar quais sao
o primeiro termo e o tltimo termo da soma (que neste caso sao 1 e 10, respectivamente),

podemos escrever a soma na forma abreviada, usando a expressao:
10
DK,
k=1

que se 1&: “somatorio de k elevado ao quadrado, com k variando desde k£ = 1 até 10",
A letra k faz o papel de indice da soma (ou do Somatoério) e pode ser trocada por
qualquer outra (que nao atrapalhe na soma), como por exemplo: i, j, [, m, n, etc.

A notagao genérica
n

> ()

k=1
representa “a soma das parcelas ag, com o indice k variando, de um em um, todos os

nameros inteiros entre o indice inferior (ou limite inferior) do Somatorio, que é 1; e o
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indice superior (ou limite superior) do Somatoério, que é n”. O indice inferior de um

Somatorio nao precisa ser sempre 1. Podemos tranquilamente escrever

n

> (ax)

k=m

desde que o ntmero inteiro m seja menor que o numero inteiro n.

B.2 EXEMPLOS

1)

Como poderia ser escrita abreviadamente a soma dos 100 primeiros ntimeros natu-

rais?

Na forma expandida, esta soma é 1 +2+ 3+ ... + 99+ 100. O ndmero 1 é o limite
inferior, pois é o primeiro nimero a ser somado, e o namero 100 é o limite superior,
pois é o ultimo ntimero a ser somado. A letra k, que pode fazer o papel de indice do
Somatorio, pode ser usada para representar todos os niimeros que variam de parcela

para parcela, que neste caso vao de 1 até 100. Entao a expressao buscada é

100

1+2+...+100:Zk
k=1

Como poderia ser a soma dos primeiros n nimeros naturais?

Na forma expandida, esta soma é 14+24 3+ ... +n. O ntmero 1 é o limite inferior,
pois é o primeiro ntmero a ser somado e o nimero n é o limite superior, pois é o
ultimo nimero a ser somado. A letra k pode ser usada como indice do Somatério,

que ird assumir os valores de 1 a n (essa informacgao vai abaixo e acima do simbolo

>7). Assim:

1+2+...+n=2k:
k=1

Como podemos escrever brevemente a soma
244464+ ...+(2n)7

Esta é a soma dos n primeiros ntimeros pares, entao o numero 1 sera o limite inferior
do Somatorio, pois 2 = 2 X 1 é o primeiro nimero a ser somado, e o nimero n é o
limite superior do somatorio, pois 2n = 2 X n é o ultimo ntmero a ser somado. O
indice k£ pode ser usada como indice do Somatorio, e iré variar entre 1 e n. Assim,

podemos escrever
n

244464+ (2n) = > (2k)
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Obs.: O termo geral (2k) do Somatorio é também chamado de argumento do So-
matorio. Ao efetuarmos a soma, o indice k deve ser substituido no argumento do

Somatoério por todos os valores desde o limite inferior 1 até o limite superior n.

Como podemos usar a notagao de Somatorio para reescrever a soma
2042t 422 23 4 4 2n?

Nesta soma, as parcelas sao poténcias de 2 consecutivas. Como a primeira parcela
¢ 2°, o nimero 0 é o limite inferior do Somatério. O limite superior do Somatério é
n, pois a ultima parcela a ser somada é 2. Assim, o argumento do Somatorio é 27,

e o indice j ird4 assumir todos os valores desde 1 até n:
n
> 2.
J=0

5
§:¢:1+2+3+4+5:15

=1

4
Zz'?’:13+23+33+43:1+8+27+64:100.

i=1

B.3 CASOS ESPECIAIS

Existem casos especiais de Somatorios, que é bom conhecer. Veja alguns deles a seguir.

)

zn:O:O.

Neste caso, o argumento do somatoério é a constante 0, que tem o valor 0 inde-
pendentemente do valor do indice do somatoério, e a soma de qualquer ntimero de

parcelas nulas é sempre zero.

n
dl=l4l4l4-+l=nxl=n
k=1
Novamente o argumento do Somatorio é uma constante, 1, e agora se deve somar n

parcelas iguais a 1, o que resulta na soma n. Por exemplo: ,1;):01 2 =100 x 2 = 200.

Os somatorios podem também ter um nimero infinito de parcelas, caso onde serao
(o.) . s . . .

denotados na forma )~ (a,) (veja o simbolo co no lugar do limite superior do

Somatoério). Em casos como este, caso seja possivel calcular as somas, é preciso

conhecer o comportamento das sequéncias incluidas no argumento do Somatoério
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(saber o que acontece aos valores dos termos a,, & medida que o indice n vai aumen-
tando). Por exemplo, se quisermos calcular a soma de todas as poténcias naturais

de base 1, podemos escrever

=1+ 414+ =14+141+4=oc0.
k=1

Outro exemplo de facil compreensao é

o0

> 0=0+0+---=0.

k=1

B.4 PROPRIEDADES DOS SOMATORIOS

Quando voceé precisar fazer operagoes algébricas (manipulagao de contas) com Soma-
torios, pode usar as chamadas propriedades operatorias dos Somatoérios. Usar as pro-
priedades simplificard muito os calculos a fazer. As principais propriedades sao dadas a
seguir.

Considere que ay e b, sao os termos gerais de duas sequéncias, que podem assumir
valores no conjunto dos Numeros Reais R; e que m e n sao niimeros no conjunto dos
Naturais N, com m < n; e que ¢ é uma constante real; e que o indice k varia assumindo
todos os nimeros no conjunto {m,m +1,--- n}.

Entao, valem as seguintes propriedades:

a) O Somatoério de uma soma ¢é igual & soma dos Somatorios:

Zak+bk Zak—l—Zbk
k=m

Exemplo:

3 3 3

D@ 2k) =) 24> 2k =(2'+2°4+2°) 4+ (2:142-242-3) = 14412 = 26.
k=1 =

b) O Somatorio de produtos de uma constante por um termo geral é igual ao produto

da constante pelo Somatoério do termo geral:

Z clag) =c¢ <Z ak> )

Exemplo:
3

(5k%) =5 k*=5(1"+2"+3%) =514 =170.

k=1 k=1

Mw
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¢) O Somatoério de um argumento constante é igual ao produto dessa constante pela

quantidade de parcelas da soma: :

n

Z(c):c-(n—m+1).

k=m
Exemplo: \
D (10)=10-(3—1+1) =10-3 = 30.
k=1
d) O Somatorio de um argumento que ndao depende do indice do Somatoério é igual ao

produto desse argumento pelo nimero de parcelas da soma:

Exemplo:

B.5 SOMATORIOS DUPLOS

E muito comum, quando estudamos matrizes ou tabelas de dupla entrada (ou seja, ta-
belas onde os elementos dependem de dois indices variaveis independentes), encontrarmos

Somatorios tomados em rela¢do as suas linhas e/ou colunas.

Como um elemento geral de uma matriz tem a forma a; ; (com dois indices independen-
tes), € natural que quando estudamos estes casos aparecam Somatorios com dois indices
independentes: um indice para indicar a linha (normalmente, o indice i), e outro indice
para indicar a coluna (normalmente, o indice 7). S@o os chamados Somatdrios duplos,
cuja representacao na forma geral é

n m
>0 (ay).

=1 j5=1

O fato de aparecerem dois simbolos ¥ juntos nao implica que a soma ficara mais dificil ou
impossivel: é apenas uma forma de indicarmos que estamos fazendo uma soma de somas;
que podemos reescrever de uma maneira mais facil de compreender:

n m n m n

E E (a;y) = E (E (%’)) = E (ain + @i + - + aim) -

i=1 j=1 i=1  j=1 i=1
Aqui, o segundo Somatoério duplo indica claramente que o argumento do Somatdério sobre

o indice ¢ é uma soma sobre o indice j. A direita aparece uma expressao escrita de uma
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forma mais clara, onde a notacao do Somatorio aparece apenas sobre o indice i, enquanto

as somas sobre o indice j para j variando desde 1 até m ja foram efetuadas.

Exemplo:
3 4 n n
DN )= (i-2+i-3+i-4)=> (9-1)=9-1+9-2+9-3=9+418+27 =54
=1 j=2 =1 =1

Por fim, alertamos que mesmo se tratando de um Somatoério duplo, muitas vezes apenas
um sinal ) ¢é utilizado. Quando isso acontece, o simbolo ) denota uma soma sobre os
argumentos indexados com todas as combinacoes possiveis entre os indices. Normalmente,

¢ usada uma notagao dupla, como em

n m

> (xy) = Z(Z(%)) :

1<i<n, i=1 j=1
1<5<m

B.6 EXERCICIOS

1) Escreva as seguintes somas explicitamente, e a seguir determine seus valores numé-

ricos.

f) X (G —0) =

2) Utilizando a notacao de Somatorio, represente as seguintes somas:

a) 33 +43+ ... 4+10°

b) 2t 4+ 224 2"

d) 1422433444+ ... 425%

e

) 3
)
c) (a2 —ba) + (az — b3) + -~ + (a15 — bis)
)
) T1y1 + Doy + -+ TroYio

)

) by + bz + by + bga® + byt
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3) Calcule utilizando as propriedades operatorias dos Somatorios:

a) 2, 5

b) 3ils4

c) 2:1 4k

d) Z?:o(?’ + 1)
e) Soilo(5+ 4k)

B.7 RESPOSTAS

1) a) 12+224+32+424+524+62+72=1+4+9+ 16+ 25+ 36 + 49 = 140
b) 21 +22 423+ 20 =24+ 44+ 8+ 16 =30

)24+ + 2 5+D+2-6+D)+(2-T+1)+(2-8+1)+(2-9+1) =
9411413+ 15+17+19 =84
d) (2:0-12+(21-124+(2-2-12+(2-3-1)2=1+1+9+25=236
1 1 1 1 1 1 1 1 _ 28 21 12 7 _ 68 _ 17
) pptrstrs tTes=stitritn =t Tt Tu—s—o

£) S22 (1—-d)+2—i)+(B—i)+(4—i) =307 (10—4-7) = (10 —4-1) + (10 —
4-2)+(10—4-3)=6+2—-2=6

8) Yo (i+2-2)+ (i +2-3)+ (@ +2-4)+(+2-5) =7 (4-i+28) =
(4-1+28)+ (4-2+28) + (4-3+28) = 32+ 36 + 40 = 108

2) a) Zk3

b) Zn: 2F
k=1

15
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4
£) > byt
k=0

3) a) (25—141)-5=25-5=125
b) (13-5+1)-4=9-4=36
c)4-(1+2+3)=4-6=24

d) S 3+30 i=0B-0+1)-3+0+1+2+3+4+5)=18+15=33

10 10
) > 54+ ) 4k=(10-0+1)-5+4(0+1+2+3+445+6+7+8+9+10) =
k=0 k=0

55 +4-55 =275

= (25-34+1)-4—(B3-1+1)-7T+(9-2+1)-5

r=23-4-3-7T+8-5=111



