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RESUMO

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) é atualmente o principal meio de acesso
as universidades piblicas e privadas do Brasil e um quarto dessa prova é constituida de
questoes de mateméatica que abordam boa parte dos contetidos que devem ser ensinados
no ensino basico. Dados do governo e do Programa Internacional de Avaliagao de Alunos
(PISA) revelam, no entanto, que boa parte dos estudantes brasileiros terminam essa etapa
do ensino com baixo dominio dessa disciplina e, portanto, despreparados para enfrentar
a prova. Diante dessa realidade este trabalho apresenta trés contetidos de matematica
que foram abordados em pelo menos 30% das questoes de 11 das ultimas provas do
ENEM, aplicadas entre os anos de 2009 e 2019, conceitos de Aritmética Bésica, Razoes e
Proporcoes e Métodos de Contagem. A proposta presente aqui é fornecer a estudantes que
desejam se preparar para a prova e professores que trabalham com a preparacao destes,
um material didatico e pratico que possa contribuir na consolidacao desses contetdos a
fim de auxiliar no bom desempenho destes estudantes ao prestarem esse exame. Em cada
capitulo sao apresentados a parte tedrica com aplicagao em exemplos diretos e também
contextualizados. Além disso, cada um encerra-se com uma secao onde sao apresentadas

questoes do ENEM com uma proposta de solugao comentada.

Palavras-chave: ENEM. Aritmética elementar. Razao e proporcao. Métodos de conta-

gem.



ABSTRACT

Currently in Brazil the Exame Nacional do Ensino Médio (National High School Exami-
nation), known by its Portuguese acronym ENEM, is the major college entrance exam for
both private and tuition-free public universities. A quarter of the exam is dedicated to
math and its content taught in primary and secondary education. The data collected from
the Program for International Student Assessment (PISA) and the federal government re-
vealed however that a majority of students graduate high school with a limited knowledge
of the subject, thus unprepared for the exam. Based on this scenario, this paper addresses
three math objectives (basic arithmetic, proportions and ratios, and counting methods)
that were assessed in at least 30% of the questions in the last 11 exams administered
between 2009 and 2019. The aim is to provide practical instructional content for edu-
cators and help increase performance for students. Each chapter contains a theoretical
section with application followed by direct examples and contextualization. Additionally,

each chapter ends with sample questions from previous ENEMs and suggested solutions.

Keywords: ENEM. Basic arithmetic. Proportion and Ratio. Counting Methods.
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1 INTRODUCAO

Nao é novidade que a educacao no Brasil tem grandes desafios a superar. Segundo
dados do Programa Internacional de Avaliagdo de Alunos (PISA), o pais ocupa uma das
ultimas posicoes no ranking das nacoes participantes da prova, desde a sua primeira
participacao.

Mas principalmente ap6s a constituicao de 1988, algumas estratégias vem sendo
implementadas para tentar melhorar a educacao. Uma delas é a implementacao de um sis-
tema de avaliacoes nacionais de larga escala que visam investigar a qualidade da educagao
brasileira.

Entre essas avaliacoes estao o Sistema Nacional de Avaliacao da Educacao Basica
(Saeb), a Prova Brasil e o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Este tltimo surgiu
na década de 90 inspirado na primeira Conferéncia Mundial sobre Educacao para Todos
em Jomtien, Tailandia. No entanto, desde a sua primeira aplicacao em 1998, essa avaliacao
destacava-se das demais em um aspecto, ela tinha a pretencao de se tornar um meio de
acesso para estudantes de todo o pais ao ensino superior, visando unificar o sistema de
acesso as universidades.

J& em 1999 duas instituicoes de ensino superior usaram a nota do ENEM como
critério de acesso aos seus cursos de graduacao, PUC-RJ e a Universidade Federal de
Ouro Preto (UFOP). E em 2009 a avaliagao passa por uma reformula¢io na sua matriz de
referéncia e estilo de prova, comecando a se solidificar como principal sistema de acesso

as universidades. Em seu livro [32], Luckesi (2017, p.432) afirma que

Os objetivos do ENEM, ao longo dos anos, praticamente se repetiram de por-
taria em portaria ministerial. Desde o seu inicio, ele apontou a possibilidade
de apresentar-se como um meio de acesso ao ensino superior, o que, na edi¢cao

de 2009, se explicitou com maior vigor.

Hoje o ENEM ¢é a principal "porta" de entrada da maioria das universidades
publicas e privadas do pais. O exame consiste em uma prova com 180 questoes objetivas
e uma redacao aplicada em dois dias. Sendo que um quarto da prova é constituida de
questoes de matematica. O que pode se tornar um grande entrave para grande parte
dos estudantes, uma vez que esta é uma das disciplinas que apresenta alguns dos maiores
indices de reprovagao na educagao basica. Segundo dados do Saeb de 2017, apenas 7%
dos estudantes do terceiro ano do ensino médio que fizeram esta prova apresentaram
aprendizagem adequada nessa disciplina.

Embora a prova de matemética do ENEM abranja a maioria dos contetidos que
devem ser ensinados no ensino bésico, segundo a base comum da educacao brasileira,

grande maioria das questoes aborda elementos béasicos de matematica. Um levantamento
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feito das provas realizadas entre os anos de 2009 a 2019, revelaram que 32% das questoes
exigiram dominio sobre Conhecimentos geométricos, 18% Conhecimentos de estatistica e
probabilidade, 14% Conhecimentos algébricos, 2% Conhecimentos algébricos geométricos
e 34% Conhecimentos numéricos.

Entre as questoes que avaliaram os Conhecimentos numéricos dos estudantes,
cerca de 30% exigiu que tivessem noc¢oes de Aritmética basica, Razao e Propor¢ao e
Métodos de Contagem.

Baseando-se nesse levantamento, este trabalho se propos a tratar esses contetidos
de forma simples e detalhada afim de apresentar um material didético que possa ser usado
por estudantes que pretendam se preparar para esta prova.

No capitulo 2 sao abordados topicos de Aritmética Bésica, onde apresentamos
o sistema de numeracao decimal, os conjuntos numéricos e as operacoes realizadas com
esses numeros. Tratamos ainda de algumas técnicas de calculo mental visando o répido
desenvolvimento do raciocinio matemaéatico do leitor e encerramos o capitulo com uma
coletanea de questoes do ENEM abordando tais contetidos.

No capitulo 3 tratamos do topico de Razao e proporcao, ecerrando-o também
com uma se¢ao dedicada a questoes do ENEM que abordaram esse contetido.

E por fim, no capitulo 4, apresentamos os métodos de contagem da andlise com-
binatoéria que sao normalmente trabalhados no ensino médio, Principio Fundamental da
Contagem, algumas Permutacoes, Arranjos e Combinagoes. Finalizamos o capitulo com

uma coletanea de questoes do ENEM.



2 ARITMETICA ELEMENTAR

Neste capitulo apresentaremos conceitos basicos de aritmética, tais como o sis-
tema de ntimeracgao decimal posicional, operacoes e propriedades dos cojuntos numéricos.

O texto a seguir ¢ baseado nas referéncias [1], [2], [4], [12], [13], [15], [18], [21],
[27], [31], |34], [38], [39], [40], [42], 43|, [44], [46], [47], [48] e [50].

2.1 Sistema de numeracao decimal

Nao se sabe ao certo quando foram inventados os primeiros registros numéricos,
mas evidéncias arquelégicas apontam que o homem ja era capaz de contar ha cerca de
50.000 anos, provavelmente antes mesmo de desenvolver uma linguagem escrita.

A inven¢ao do nimero surgiu da necessidade da humanidade contar coisas e ao
longo da historia isso foi fazendo com que as técnicas de registro de contagem fossem se
desenvolvendo até chegarmos ao sistema de numeracao mais utilizado hoje: o sistema de
numeracao decimal.

E chamado de decimal porque usa apenas 10 algarismos {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9},
nele o valor de cada algarismo em um dado nimero depende de sua posicao. Por exemplo,
no numeral 949, o algarismo 9 a direita representa 9 unidades e o mesmo algarismo 9,

agora a esquerda, representa 900 unidades. Ou seja:
949 = 900 + 40 + 9,
ou ainda:
949 : 9 centenas, 4 dezenas e 9 unidades.
Uma outra maneira de escrever o numeral 949 é:
949=9-100+4-10+9=9-10>+4-10 + 9.

Numerais grandes sao divididos em classes de trés algarismos que, da direita para
esquerda, sao denominados de classes das unidades, milhares, milhoes, bilhoes, trilhoes,
etc. E cada classe é dividida em trés ordens, a saber, unidades, dezenas e centenas. Assim,
o numeral 105.321.145 corresponde a uma centena de milhao, cinco unidades de milhao,
trés centenas de milhar, duas dezenas de milhar, uma unidade de milhar, uma centena,
quatro dezenas e cinco unidades.

Veja como fica a distribuicao das quatro primeiras classes:
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Figura 1: Quadro de classes
Classe dos Classe dos Classe dos Classe das

Bilhdes _ Milhdes Milhares Unidades Simples

122 112 102 G2 g2 72 62 52 42 32 22 12
ordem ordem ordem ordem ordem ordem ordem ordem ordem ordem ordem  ordem

Centenas Dezenas Unidades Centenas Dezenas Unidades Centenas Dezenas Unidades
De De De De De De De De De Centenas Dezenas Unidades
Bilhdo  Bilhdio  Bilhdo  Milhdo Milhdie MilhBo  Milhar  Milhar  Milhar

Fonte: Resimar Gouveia. Disponivel em:hsps:/fwww todamaiena.com brisistema-de-numeracao-decimall. Aossso em 07 pun. 2020

Saber operacionar com o sistema decimal ¢ uma das primeiras licbes ensinadas a
crian¢a quando entra para escola e um dos topicos avaliados na Primeira Habilidade da
Competéncia um da matriz de referéncia do ENEM.

Vejamos alguns exemplos de como esse topico pode ser avaliado.
Exemplo 1 O walor posicional do algarismo 2 no nimero 42490 é:
a) 2
b) 20
c) 200
d) 2000

e) 20000

Solucao:
Note que o algarismo 2 encontra-se na ordem das unidades de milhar e na classe

de milhares. Logo, corresponde a 2000 unidades. o

Exemplo 2 O homem antigo inventou um instrumento para contar e fazer cdilculos cha-
mado dbaco. Dentre vdrios tipos de dbaco, um deles é composto de hastes verticais em
que sao encairados pequenos anéis. O wvalor de cada anel muda de acordo com a posi¢ao
da haste na qual serd colocado. A haste na 1% posicdo a direita representa a casa das

unidades; na 2% a das dezenas; na 3%, a das centenas, e assim por diante.

Figura 2: Abaco

Fonie: Disponivel em: hep://maniadecalcular. blogspot com'2015M (afvidade-
de-matemaica-5-ano-numeros-e.himl. Acesso em 07 jun. 2020
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O nidmero representado no dbaco da figura anterior é:

a) 42648.
b) 46482.
c) 84624.
d) 86424.

Solugao:

O &baco da figura tem 5 hastes, entao contanto da direita para esquerda temos:
unidades, dezenas, centenas, unidades de milhar e dezenas de milhar. Para determinar
qual nimero esta representado, devemos contar os anéis em cada haste, considerando o

valor posicional.
Dai:

e 1% haste (Unidades) — 8 anéis — 8 unidades;
e 2% haste (Dezenas) — 4 anéis — 4 dezenas = 4 - 10 = 40;
e 3% haste (Centenas) — 6 anéis — 6 centenas = 6 - 100 = 600;

e 4% haste (Unidades de milhar) — 2 anéis — 2 unidades de milhar = 2 - 1000 =
2000;

e 5* haste (Dezenas de milhar) — 4 anéis — 4 dezenas de milhar = 4 - 10000 =
40000.

Portanto, o nimero representado no abaco é:

40000 + 2000 + 600 + 40 + 8 = 42648.

&

Exemplo 3 (OLIMP. DE MAT.: SP - ADAPTADA) No sistema decimal de numeragao,

um numero tem 8 classes e 7 ordens. Entao esse numero tem:
a) 3 algarismos
b) 7 algarismos
¢) 9 algarismos

d) 10 algarismos
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Solugao:
Cada classe ¢ formada por 3 algarismos, entao como o niimero ¢ formado por 3

classes e 7 ordens, tem-se:
e 3 alagrismos na classe das unidades;
e 3 alagrismos na classe de milhar;
e 1 alagrismo na classe de milhoes.

Portanto, o nimero possui 34+3+1=7 algarismos. o
Exemplo 4 Observe o amincio de um jornal:

Vendo - Carro usado - R$ 14070,00 - Unico dono; Mecanica OK; Verde, Nunca foi
batido; Ano 1995; Fone: 3325-0560.

Pode-se afirmar que a ordem dos algarismos 7 e 4 mostrados no valor do carro

sao respectivamente:
a) 1% Ordem; 2% ordem
b) 2% Ordem; 4% ordem
¢) 3% Ordem; 5% ordem

d) 3% Ordem; 6% ordem

Solucao:
Lembre-se que a ordem deve ser observada da direita para esquerda. Assim, no

valor do carro (14070), tem-se:

52 ordem 42 ordem 3% ordem 22 ordem 12 ordem

+ + + + +
1 4 0 7 0

Portanto, a ordem dos algarismos 7 e 4 sdo, respectivamente 2% ordem e 4% or-

dem. o

Exemplo 5 A biblioteca de uma escola tem 1 milhar de livros diddticos, 4 centenas de
livros de literatura, 2 dezenas de livros de arte e 4 dictondrios. Quantos livros hd na

biblioteca da escola?
a) 1242 livros

b) 1244 livros
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c) 1404 livros

d) 1424 livros

Solugao:

Tem-se que:

1 milhar de livros didaticos — 1 x 1000 = 1000;

4 centenas de livros de literatura — 4 x 100 = 400;

2 dezenas de livros de arte — 2 x 10 = 20;

4 unidades de dicionarios — 4.

Juntando todos os livros, concluimos que ha 1000 + 400 4+ 20 + 4 = 1424 livros

na biblioteca. o

2.2 Conjuntos Numeéricos

Os conjuntos numéricos sao agrupamentos de niimeros que apresentam caracteris-
ticas comuns. Esta secao ird tratar destes conjuntos, abordando representacao, algumas
operacoes e propriedades relativas aos conjuntos dos niimeros naturais, inteiros, racionais,

irracionais e reais.

2.2.1 Conjunto dos Naturais

A necessidade de contar coisas, levou ao surgimento dos ntimeros naturais, cujo
conjunto é representado por N ={0, 1,2, 3,4, 5...}. Gragas ao Sistema de numeragao deci-
mal, apresentado na secao anterior, podemos representar todos os nimeros naturais com
o auxilio dos simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9.

A esséncia desse conjunto reside na idéia de "sucessor", que consiste em passar
de um numero para o seguinte juntando-lhe uma unidade. Assim, passamos do 0 para o
1, do 1 para o 2, e, dessa maneira, podemos ir tao longe quanto quisermos, isto ¢, dado
um numero n qualquer, por maior que ele seja, podemos sempre obter um niimero n + 1,
maior do que ele.

Por volta do século XX o matemético italiano Giuseppe Peano, caracterizou o
conjunto N dos niimeros naturais a partir de quatro axiomas, conhecidos como Axiomas

de Peano, que afirmam:

1. Todo ntimero natural tem um tnico sucessor, que também é um ndmero natural;

2. Numeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes;
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3. Existe um tnico niimero natural que nao é sucessor de nenhum outro. Este nimero

é representado pelo simbolo 0 e chamado de "nimero zero";

4. Se um conjunto de numeros naturais contém o nimero 0 e, além disso, contém o
sucessor de cada um de seus elementos, entao esse conjunto coincide com N, isto é,

contém todos os nlimeros naturais.

Neste conjunto estao definidas duas operagoes fundamentais, a adicao que a cada
aeb e N associa a + b € N e a multiplicagdo que a cada a e b € N associa a-b € N. A

estas operacoes estao associadas as propriedades que apresentaremos a seguir.

Dados os niimeros naturais a, b e ¢, tem-se.
Propriedade 1 (Associativa) .

(a+b)+c=a+(b+c)
(a-b)-c=a-(b-c)

Exemplo 6 .
e (5+8)+10=5+ (8+10)
e (2:4):-5=2-(4-5)
Propriedade 2 (Comutativa) .

at+tb=b+a
a-b=b-a

Exemplo 7 .
e 3+5=5+3
e2-10=10-2
Propriedade 3 (Elemento Neutro) .

a+0=04+a=a

a-1=1-a=a
Exemplo 8 .
e 5+0=0+5=5
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Propriedade 4 (Distributiva da multiplicagao relativa a adigao) .
a-(b+c)=a-b+a-c

Exemplo 9 .
e3-(b+6)=3-5+3-6

A seguir apresentamos algoritmos para efetuar essas operacoes baseados no sis-
tema de numeracao decimal e nas propriedades apresentadas anteriormente.

Um algoritmo é uma sequéncia finita de regras, operagoes, que permitem a solucao
de um problema. FEntao, o que descrevermos aqui € um conjunto de instrucoes para

descrever a adigao e a multiplicagdo desses nimeros e foi baseado em [46] .
ALGORITMO DA ADICAO
Iniciaremos com a soma: 45 + 38 , para a qual temos:

45+38 = (4-104+5)+(3-10+38)

= (4-10+3-10)+ (5+38)
(4+3)-10+ (5+78)

= 7-10+13

= 7-10+1-10+3

= 8-10+3

= 80+3

= 83.

AN N N N N N /N /N
co =~ O Ot kR W NN =
N N e e e N e s

A adicao acima foi efetuada do seguinte modo. Na igualdade 2.1, decompomos os
nimeros 45 e 38 em 4 dezenas e 5 unidades e 3 dezenas e 8 unidades, respectivamente. Na
igualdade 2.2 usamos a Propriedade 1 para associar as dezenas. Na igualdade 2.3 usamos
a Propriedade 4. Na igualdade 2.4 somamos as dezenas e as unidades dos ntimeros 45 e
38, obtendo 7 dezenas e 13 unidades. Na igualdade 2.5, decompomos o0 13 em 1 dezena e 3
unidades. Na igualdade 2.6 usamos implicitamente a Propriedade 4 novamente e somamos
as dezenas. Por fim, na igualdade 2.8 escrevemos a representacao decimal do resultado
da adicao.

Esta operagao também pode ser efetuada utilizando um dispositivo pratico, que
consiste em posicionar os numeros um sobre o outro, de modo que as unidades, dezenas,

centenas, etc., dos niimeros fiquem em uma mesma coluna. E entao, sao somadas unidades
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com unidades, dezenas com dezenas, centenas com centenas, etc. Veja o exemplo a seguir:

+
(G250 ISR V]
Nell o) BENOV]

Caso a soma das unidades resulte em dezenas, ou a soma das dezenas resulte em

centenas e assim sucessivamente, essa deve ir para a coluna correspondente, por exemplo:

+
0| W =
(G2 BNeREN @)

Como a soma de 6 e 9, na coluna das unidades, resulta em 15, que é 110 + 5,
entao posicionamos o algarismo 1, que representa a dezena, na coluna da esquerda (das
dezenas) e somamos 1 com 4 e com 3, obtendo 8.

Assim, o dispositivo pratico é simplesmente uma forma reduzida de efetuar a

adicao utilizando a representacao decimal posicional que realizamos anteriormente.
ALGORITMO DA MULTIPLICACAO

Comecaremos calculando o produto dos niimeros 35 e 5, representando-os na

forma decimal posicional. Veja:

35x5 = (3x1045)x5 (2.9)
= 3x10x5+5x%x5 (2.10)
= 3x5x10+5x5 (2.11)
= 15x10+25 (2.12)
= 15x10+2x10+5 (2.13)
= 17x10+5 (2.14)
= 170+5 (2.15)
— 175 (2.16)

Na igualdade 2.9 o nimero 35 é decomposto em 3 dezenas e 5 unidades. Na
igualdade 2.10, usamos a Propriedade 4 para separar a multiplicagao da igualdade anterior
numa soma de dois produtos: 3 x 10 x5 e 5 x 5. Na igualdade 2.11 usamos a Propriedade
2 e na igualdade 2.12 efetuamos o produto 3 x 5. Os passos seguintes seguem como no
algoritmo da adigao.

Assim como na adicdo, também podemos descrever um dispositivo pratico para
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a multiplicagao. O produto de 35 e 5, por exemplo, sera realizada, do seguinte modo:

~J| X wwN

1

Quando multiplicamos 5 por 5 na coluna da direita, obtemos 25, entao deixamos
o0 5 na ordem das unidades e deslocamos o 2 que representa as dezenas para a coluna
da esquerda e efetuamos a multiplicacao de 5 por 3 que estd na coluna da esquerda
(representando, portanto 3 dezenas) obtendo, assim 15 dezenas que serd somado agora
com as duas dezenas que deslocamos anteriormente, totalizando 17 dezenas.

Compreender a representacao dos naturais no sistema decimal e as propriedades
da adicao e multiplicacao nesse conjunto, facilitam o calculo rapido e mental dessas ope-
racoes. E o exercicio de manipular niimeros mentalmente pode ajudar na aprendizagem
desenvolvendo a memoria e a concentracao. Baseando-se nisso, apresentaremos a seguir

uma técnica para esse tipo de calculo.

Técnicas de Calculo Mental para Adicao

Inicialmente apresentaremos alguns exemplos, onde descreveremos uma sequéncia

de passos que devem ser seguidos mentalmente.

Exemplo 10 Efetue a adi¢cao 365 + 128.

Solugao:

Passo 1: Escreva 365 como 300 4+ 60 + 5 e 128 como 100 + 20 + §;
Passo 2: Faga 300 + 100 = 400;

Passo 3: Faca 60 + 20 = 80;

Passo 4: Faga 5+ 8 = 13;

Passo 5: Facga 400 + 80 4 13 = 493.

Entao o resultado da adicao é 493. o

Exemplo 11 Efetue a adigcao 45 + 65.
Solugao:

Passo 1: Escreva 65 como 60 + 5;
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Passo 2: Faga 45 + 60 = 105;

Passo 3: Faca 105+ 5 = 110.
Entao o resultado da adigao é 110. o
Exemplo 12 Efetue a adigcao 321 + 4254.
Solucao:
Passo 1: Escreva 321 como 300 + 20 + 1;
Passo 2: Faca 4254 4 300 = 4554,

Passo 3: Facga 4554 4 20 = 4574;

Passo 4: Faga 4574 4+ 1 = 4575.

Entao o resultado da adicao é 4575. o

Note que os passos descritos em cada exemplo sao apenas a aplicagao das propri-
edades aliadas a representacao dos niimeros no sistema decimal posicional. No primeiro
passo do Exemplo 11, escrevemos 65 na sua representacao decimal. Nos passos seguintes,
utilizamos a propriedade Associativa e Comutativa para realizar as adi¢gdes. Em resumo,

o que deve ser feito mentalmente é:
45+ 65 =45+ (60 + 5) = (45 + 60) + 5 = 105+ 5 = 110.
Em outras palavras, isso pode ser colocado do seguinte modo:
45 mais 60 € 105, mais 5 é 110.

Perceba também, que pode se escolher "convenientemente", qual ou quais parcelas
quer-se escrever na representacao decimal. No Exemplo 10 escolhemos escrever as duas

parcelas, no Exemplo 11 apenas a segunda e no Exemplo 12 apenas a primeira.
Técnicas de Calculo Mental para Multiplicagao

A técnica para a multiplicacao é semelhante a da adicao, entao faremos alguns
exemplos para apresentéi-la:
Exemplo 13 Efetue a multiplicacao 75 X 6:
Solucao:

Passo 1: Escreva 75 como 70 + 5;
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Passo 2: Faca 70 x 6 =420 ¢ 5 x 6 = 30;
Passo 3: Faca 420 + 30 = 450.
Entao o resultado da multiplicacao é 450. o
Exemplo 14 Efetue a multiplicacao 89 x 32.
Solugao:
Passo 1: Escreva 89 como 80+ 9 e 32 como 30 + 2;
Passo 2: Faca 80 x 30 = 2400 e 80 x 2 = 160 ;
Passo 3: Faca 9 x 30 =270e 9 x 2=18;
Passo 4: Faga 2400 4 160 + 270 4 18 = 2848.

Entao o resultado da multiplicagao é 2848. o
Exemplo 15 FEfetue a multiplicacao 3215 x 8.

Solucao:

Passo 1: Escreva 3215 como 3000 + 200 + 10 + 5;

Passo 2: Faca 3000 x 8 = 24000, 200 x 8 = 1600,10 x 8 =80 e 5 x 8 =40 ;
Passo 3: Faga 24000 + 1600 + 80 + 40 = 25720.

Entao o resultado da multiplicagao é 25720. o
Utilizamos apenas as propriedades e a representacao decimal para efetuar as

operacgoes. O Exemplo 14, pode ser escrito da seguinte forma:

80 %32 = (80+09) x (30+2)
— (80 x 30) + (80 x 2) + (9 x 30) + (9 x 2)
= (8x3)x 100+ (8x2)x 10+ (9x3)x10+ (9 x 2)
= 24 x100+16 x 10+ 27 x 10+ 18
= 24 x100+ (16 +27) x 10+ 18
= 2400 + 430 + 18
= 2848.

Assim como na adicao, pode-se decidir qual ou quais fatores iremos colocar na

representacao decimal.
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2.2.2 Conjunto dos Inteiros

Dizer que as operacoes de adi¢ao e multiplicacao estao bem definidas no conjunto
dos Naturais, quer dizer que a adicao ou a multiplicacao de dois destes ntimeros resulta
sempre em um Unico nimero natural. Isso, no entanto, nem sempre é verdade para a
subtracao, pois 73 — 78, por exemplo, resulta em —5 que nao pertence a tal conjunto.
Isso nos remete entao, a um outro conjunto numeérico, que chamaremos de conjunto dos
nimeros inteiros.

Vimos que 0s numeros naturais sao rotineiramente associados a contagem, ja os
numeros negativos sao associados a ideia de divida. O matemaético e astronomo indiano
Brahmagupta (598 - 670) chamava nimeros positivos de "fortuna" e niimeros negativos
de "dividas" e ja tinha o conhecimento do nimero 0 (Zero).

O conjunto dos numeros inteiros entdo, que é representado pela letra Z (vem
da palavra alema Zahl, que significa ntumero) é formado pelos nimeros naturais 1, 2, 3,
4, 5, etc (também chamados inteiros positivos), pelo nimero 0 e pelos nimeros inteiros
negativos —1, —2, —3, —4, =5, etc., ou seja, Z ={... —5,—4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,5...}.

E importante destacar alguns subconjuntos notaveis de Z:

Conjunto dos inteiros nao negativos: Z, = {0,1,2,3,4,5...} = N;

Conjunto dos inteiros nao positivos: Z_ = {... =5, —4, -3, -2, —1,0};

Conjunto dos inteiros nao nulos: Z* = {... — 5, -4, -3, -2, —1,1,2,3,4,5...};

Conjunto dos inteiros negativos: Z* = {... — 5,—4, -3, -2, —1};

Conjunto dos inteiros positivos: Z% = {1,2,3,4,5...}.

No conjunto Z também estao definidas as operacoes de adigao e multiplicacao e
além das Propriedades 1, 2, 3, e 4 dos ntimeros N, j& mencionadas anteriormente, também

vale a seguinte propriedade:
Propriedade 5 (Simétrico ou oposto para a adigao) .
Para todo a € Z existe —a € Z tal que a+ (—a) = (—a) +a = 0.
Exemplo 16 .
e 5+ (=5 =(=5)+5=0.
De posse da Propriedade 5, definimos a operacao de subtracao do seguinte modo:

para todos a, b € Z tem-se, a — b= a+ (—b).
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Exemplo 17 Veja as subtracoes a sequir:
(I)8—6=2 (I1)5—9 = —4

A seguir apresentaremos um algoritmo para efetuar essa operacao.

ALGORITMO DA SUBTRACAO

Na subtracao, uma parte b é subtraida ou retirada do nimero a para se obter um
valor a — b. Assim para efetuar uma subtracao teremos trés nimeros envolvidos, sendo
que chamamos o termo a de minuendo, b de subtraendo e a — b de resto ou diferenca.

A seguir apresentaremos alguns exemplos para efetuar essa operacao com um

algoritmo que usara a decomposicao decimal posicional e um dispositivo prético.

Exemplo 18 Efetue as subtragoes a sequir usando a decomposicao decimal:

(A) 523 —123.

Solugao:

523 — 123 = 5 x100+2x 10+3 — (1 x 100+ 2 x 10+ 3)
= Hx100+2x104+3—-1x100-2x10—-3
= Hx100-1x100+2x10-2x10+3—-3
= 4x100+0+0
= 400.

(B) 456 — 28.

Solucao:

456 —28 = 4x100+5x10+6 — (2 x 10+ 8)
= 4x1004+5x10+6—-2x10—28
= 4x100+5x10—-2x10+6—28
= 4x100+4+3 x 10 -2
= 4x1004+2x10+1x10—-2
= 4x1004+2x10+4+10—-2
= 4x100+2x10+8
= 428.
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Note que nesse segundo caso, ao efetuarmos a subtracao das unidades, obtivemos
um numero inteiro negativo, entao tivemos que decompor as dezenas do minuendo e
redistribuir para as unidades. Ou seja, escrevemos 3 dezenas como 2 dezenas mais 1
dezena, ou 2 dezenas e 10 unidades e assim efetuamos a subtracao 10 — 2 obtendo as 8
unidades.

Nos primeiros anos do ensino fundamental é ensinado um dispositivo pratico para
calcular subtragoes. Neste, quando algumas entradas (ordem) do minuendo sdo menores
que as do subtraendo é ensinado a "tomar emprestado" da ordem anterior, o que significa
que um reagrupamento, baseado no sistema de decomposicao decimal posicional, deve ser
feito, como fizemos no item B.

Este dispositivo, funciona muito parecido com o da adicao. Colocaremos os nii-
meros um abaixo do outro, de modo que as unidades fiquem na mesma coluna, assim
como as dezenas, centenas, etc. Em seguida, efetuamos a subtragdo por coluna, fazendo
um reagrupamento, sempre que a ordem do subtraendo for menor que a do minuendo.

Veja no exemplo a seguir:
Exemplo 19 : Efetue as subtracoes a sequir:

(A) 625 — 213.
Solugao:

Pelo algoritmo da subtragao temos

625 —213 = 6x100+2x10+5—(2x 100+ 1 x 10+ 3)
= 6x1004+2x10+5-2x100—-1x10-3
= 6x100-2x100+2x10-1x10+5—-3
= (6—2)x1004+(2—1)x 10+ (5 —3)
= 4x1004+1x10+2
= 412.

Note que nao foi necessério reagrupar as dezenas, centenas e unidades, assim usando

o dispositivo descrito anteriomente, teremos:

1
=Nl I N R @)
—= =N
DO | W Ot
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(B) 325 — 136.
Solucao:

Pelo algoritmo da subtracao, teremos

325—136 = 3x100+2x10+5— (1 x 100+ 3 x 10 + 6)
— 3x1004+2x10+5—1x100—3x10—6
= 2x1004+1x100+1x10+1x10+5—1x100—3x10—6
= 2x1004+10x10+1x10+1x10+5—1x100—3x 10— 6
— 2x100+11x10+15—1x100—3 x 10 — 6
= (2—1) x 100+ (11 — 3) x 10 + (15 — 6)
— 1x100+8x10+9
= 189

Observe que foi necesséario fazer um reagrupamento de dezenas e unidades, assim

usando o disposito ficamos com o seguinte

1

—_

[l S SV )
OO =G

2
3
8

No item B, os algarismos das unidades e das dezenas do minuendo sao menores
que os algarismos das unidades e das dezenas do subtraendo. Desta forma, para melhor
compreensao do calculo, escrevemos os niimeros 325 como 300 + 20 + 5 = 200 + 110 + 15.
Esta escrita justifica a substituicao do nimero 3, equivalente as centenas, por 2 centenas,
o algarismo das dezenas que também ¢é 2, substituido por 11 dezenas e o algarismo das

unidades substituido por 15 unidades.
REPRESENTACAO DOS INTEIROS NA RETA

Podemos assinalar os ntmeros inteiros em uma reta r, orientada da esquerda
para a direita, chamada reta numérica. Esta pode ser construida do seguinte modo.
Primeiro, escolhemos dois pontos da reta r, um ponto que representa o nimero 0 (zero),
que chamaremos de origem da reta, e outro ponto que representa o nimero 1. A seta na

extremidade direita da reta r indica que a escolha do ponto que representa o nimero 1 a
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direita do ponto que representa o nimero 0 determina, sobre r uma orientacao, que é o
sentido a ser percorrido para que os numeros aparecam em ordem crescente. A escolha
dos pontos que representam 0 e 1 também determina uma unidade de medida, que é a
distancia entre esses pontos. Os pontos sobre a reta r que representam os demais nimeros
naturais, 2, 3, 4, 5, etc., devem ser escolhidos de modo que a distancia entre cada um
deles e seus vizinhos, ou seja, os pontos mais proximos que também representam niimeros
naturais, seja sempre igual a distancia entre os pontos que representam 0 e 1. Cada
numero negativo —n é representado pelo ponto que esta situado a esquerda do ponto
que representa 0, cuja distancia & origem é igual aquela do ponto que representa o seu

simétrico n.

Figura 3: Reta numérica

-3 -2 -1 0 1 2 3
Fonte: Autor

Veja a seguir, uma aplicacao da representacao dos niimeros inteiros na reta nu-

mérica.

Exemplo 20 Na cidade Termaticindia, em determinada noite, foram registradas as se-
guintes temperaturas: -1°C; -8°C; 0°C; 3°C; 7°C e 13°C. A variacao de temperatura nessa

cidade, nessa noite, foi de:
a) 13°C, pois a temperatura variou entre 0°C e 13°C.
b) 14°C, pois a temperatura variou entre -1°C e 13°C.
c) 15°C, pois a temperatura variou entre -1°C e 13°C.
d) 16°C, pois a temperatura variou entre -3°C' e 13°C.
e) 17°C, pois a temperatura variou entre -3°C e 13°C.
Solugao:

Localizando os valores -1, -3, 0, 3, 7 e 13 na reta numeérica, temos:

Figura 4: Representacao de inteiros na reta numérica

23 ) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Fonte: Autor

Observe que o ponto A (-3) representa a menor temperatura registrada e o ponto
B (13) a maior. Como o espacamento entre cada nimero representa uma unidade de

medida, entao de A até B contamos 16 unidades de medida.
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Portanto, a variacao de temperatura foi de 16°C, pois variou entre -3°C e 13°C. ©

ALGORITMO DA DIVISAO INTEIRA

O Algoritmo da Divisao Inteira, que também pode ser denominado de Divisao

Euclidiana, ou Divisao com resto, ¢ enunciado do seguinte modo.

Dados a,b € Z, b # 0. Entao existem unicos q,rv € Z tais que a =b-q+r e
0<r<|b.

O ntimero a é o dividendo, b é o divisor, q é o quociente, r é o resto e |b| significa
um inteiro nao negativo.
Essa divisao, ¢ comumente realizada por meio de um algoritmo que funciona

seguindo os seguintes passos:
e Passo 1 - Coloque o dividendo e o divisor lado a lado (Dividendo a esquerda);

e Passo 2 - Tome a menor quantidade de algarismo do dividendo que seja possivel

dividir pelo divisor;

e Passo 3 - O numero encontrado no Passo 2, deve ser dividido pelo divisor. Para
tanto, encontre o maior natural que multiplicado pelo divisor nao ultrapassa esse

nimero e escreva-o na primeira posicao abaixo do divisor;

e Passo 4 - Multiplique o divisor pelo nimero colocado abaixo dele no passo 4 e escreva

o resultado abaixo do(s) algarismo(s) tomados do dividendo no passo 2;
e Passo 5 - Facga a subtragao desses dois ntimeros;

e Passo 6 - Baixe o primeiro algarismo nao utilizado ainda, do dividendo, junte ao

resultado obtido no passo 5 e divida esse novo niimero pelo divisor;

e Passo 7 - Repetir o processo até que o resultado da subtragao seja menor que o

divisor e nao restem mais algarismos no dividendo para baixar.

Veja alguns exemplos.

Exemplo 21 Efetue as divisoes a sequir:

(A) 563+ 3.
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Solugao:
6 3|3
- 3 1 8 7
2 6
- 2 4
0 2 3
- 2
0 2

A divisao acima foi realizada do seguinte modo:

e apos posicionar dividendo (563) e divisor (3) na mesma linha, tomamos o algarismo

das centenas (5) do dividendo para dividir por 3;

e procuramos mentalmente o maior nimero natural que multiplicado por 3 nao passa
de 5. Tal niimero é 1, pois 1 X 3 é menor que 5 e 2 X 3 é maior que 5. Entao

escrevemos 1 na primeira posicao sob a barra do divisor;

e cfetuamos o produto 1 x 3 e escrevemos o resultado da operagio (ou seja, 3) sob o

algarismo 5 do dividendo;

e cfetuamos a subtracao 5 — 3, cujo resultado é 2, e "baixamos"o primeiro algarismo
nao utilizado do dividendo (no caso, 6), posicionando-o ao lado do 2 e formando o

ntimero 26, que serd agora dividido por 3;

e procuramos mentalmente o maior natural que multiplicado por 3 nao ultrapassa 26,
obtendo §;

e posicionamos o 8 ao lado do 1, sob a barra do divisor, efetuamos o produto 8 x 3 e

escrevemos o resultado da operacao (Ou seja, 24) sob o 26;

e efetuamos a subtracao 26 — 24 obtendo 2 e baixamos o primeiro algarismo nao
utilizado do dividendo (agora, 3) ao lado do 2 formando 23, que sera dividido por
3;

e procuramos mentalmente o maior natural que multiplicado por 3 nao ultrapassa 23,
obtendo 7;

e posicionamos o 7 ao lado do 8, sob a barra do divisor, efetuamos o produto 7 x 3 e

escrevemos o resultado da operagao (ou seja, 21) sob o 23;
e efetuamos a subtracao 23 — 21 obtendo 2;

e como nao ha mais algarismos no dividendo para baixar e 2 é menor que 3, a divisao

esta efetuada.



CAPITULO 2. ARITMETICA ELEMENTAR 28

Entao dizemos que 563+ 3 ¢ igual a 187 e deixa resto 2. Ou seja, 563 = 3- 187+ 2.

o
(B) 3125+ 23.
Solucao:
3 1 2 5 3
- 2 3 5t
0 8 2
- 69
1 3 5
-1 1 5
0 2 0

A divisao acima foi realizada do seguinte modo:

e apos posicionar dividendo (3125) e divisor (23) na mesma linha, tomamos a menor
quantidade de algarismo de 3125 que pode ser dividido por 23. Neste caso deve ser

31, pois 3 é menor que 23;

e arocuramos mentalmente o maior nimero natural que multiplicado por 23 nao passa
de 31. Tal nimero é 1, pois 1 x 23 é menor que 31 e 2 X 23 é maior que 31. Entao

escrevemos 1 na primeira posicao sob a barra do divisor;

e efetuamos o produto 1 x 23 e escrevemos o resultado da operagao (ou seja, 23) sob

os algarismos 3 e 1 do dividendo;

e efetuamos a subtracao 31—23, cujo resultado ¢ 8, e "baixamos" o primeiro algarismo
nao utilizado do dividendo (no caso, 2), posicionando-o ao lado do 8 e formando o

numero 82, que serd agora dividido por 23;

e procuramos mentalmente o maior natural que multiplicado por 23 nao ultrapassa
82, obtendo 3;

e posicionamos o 3 ao lado do 1, sob a barra do divisor, efetuamos o produto 3 x 23

e escremos o resultado da operagao (ou seja, 69) sob 82;

e efetuamos a subtracao 82 — 69 obtendo 13 e baixamos o primeiro algarismo nao
utilizado do dividendo (agora, 5) ao lado do 13 formando 135, que sera dividido por
23;

e procuramos mentalmente o maior natural que multiplicado por 23 nao ultrapassa
135, obtendo 5;
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e posicionamos o 5 ao lado do 3, sob a barra do divisor, efetuamos o produto 5 x 23

e escrevemos o resultado da operagao (ou seja, 115) sob 135;
e efetuamos a subtracao 135 — 115 obtendo 20;

e como nao ha mais algarismos no dividendo para baixar e 20 ¢ menor que 23, a

divisao esté efetuada.

Entao dizemos que 3125 =+ 23 é igual a 135 e deixa resto 20. Ou seja,
3125 = 23 - 135 + 20.

o
O Dispositivo da divisao ¢ apenas uma automatizacao de manipulacoes e aplica-
coes de propriedades da multiplicacao e do sistema decimal. Por exemplo, a divisao feita

no item A é equivalente a:

263 = 500+ 60+ 3
= 300+ 200+ 60+ 3
= 3x100+240+420+3
= 3x100+3 x80+21+2
= 3x100+3x80+3x7+2
= 3x(100+80+7)+2
= 3x 187 +2.

MULTIPLOS, DIVISORES E PRIMOS

No algoritmo apresentado anteriormente, quando r = 0 dizemos que a divisao é
exata ou ainda que ocorre uma divisibilidade, o que significa que os niimeros sao miltiplos
ou divisores um do outro. Estes sao conceitos muito importantes na resolucao de varios

problemas da matemaética, que serao abordados a seguir.

Definigao 1 (Multiplos) Sejam a e b € Z. Dizemos que a é mailtiplo de b, se existir
q €7 tal que a = q - b.

Temos, por exemplo, que 15 é miltiplo de 3 e 16 é miltiplo de 8, pois 15 =53
el6=2-8.
O conjunto dos multiplos de um inteiro a qualquer é infinito e indicaremos por

M(a). Por exemplo:
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M(4)={0, 4, +8, +12, ...};

M(6)={0,£6, £12, +18, ...};

M(7)={0,£7, +14, 421, ...};

M(11)={0, +11, 422, +33, ...};

M(0)={0}.

Quando listamos os miltiplos de dois ou mais nimeros pode ocorrer interseccao

entre os conjuntos, por exemplo, nos conjuntos M (5) = {0,—5,5,—10,10,—15,15,...} e
M (10) = {0, —10,10, ...} temos 0, —10 e 10, ocorrendo nos dois conjuntos. Entao dizemos

que sao multiplos comuns de 5 e 10.

Definicao 2 (Divisores) Sejam ¢ e d € Z e d # 0. Dizemos que d é dwisor de c, se
existir k € 7. tal que: ¢ =k - d.

Temos, por exemplo, que 3 é divisor de 12 e 9 é divisor de 18, pois 12 =4-3 e
18=2-9.
Para um inteiro ¢ qualquer indicamos por D(c) o conjunto de seus divisores, o

qual é finito. Por exemplo:
e D(4)={£1,+£2,+4};

o D(6)={%1,+2, +3,+6};

D(7)={%1,£7};
e D(11)={=%1,£11};
e D(0)=Z.

Assim como podemos identificar multiplos comuns entre conjuntos de multiplos,
também podemos ter divisores comuns em conjuntos de divisores. Por exemplo, , se
considerarmos D(4) = {—1,1,—-2,2,—4,4} e D(6) = {—1,1,—-2,2,—-3,3,—6,6} teremos

—2 e 2, ocorrendo nos dois conjuntos. Entao, dizemos que sao divisores comuns de 4 e 6.

Defini¢ao 3 (Nameros Primos) Quando um nimero inteiro p > 1, possui como divi-

sores apenas £1 e +p, dizemos que ele € um niamero primo.
Por exemplo, 2, 3, 7 e 17 sao primos, pois:
e D(2)={+1,+2};

o D(3)={%1, +3};
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o D(7)={£1,£7};
o D(17)={%1, +17}.

O conjunto dos niimeros primos é um subconjunto de N muito interessante. O seu
estudo sempre despertou o interesse de muitos mateméticos ao longo da histéria. Alguns
historiadores acreditam que sua descoberta remontam a escola pitagérica por volta de
300 a.c, mas foi com o grego Euclides que eles tomaram a forma que aparecem nos livros
didéticos hoje.

Em seu livro Os Elementos ele trata da infinidade desses nimeros e apresenta
uma demostracao bem simples e direta a respeito disso, a qual demonstraremos a seguir.
Mas antes, o leitor deve ter em mente que fodo numero inteiro maior do que 1 ou € primo
ou pode ser escrito de forma tnica, a menos da ordem dos fatores, como produto de
nimeros primos. Essa afirmacao é conhecida como Teorema Fundamental da Aritmética

e também serd utilizada na secao seguinte.

Teorema 2.2.1 (Euclides) Ezistem infinitos nimeros primos.

Demonstracao: Suponhamos que exista somente um ntmero finito de primos. Sejam
D1, D2, P3, -+ , Dk €SSes nimeros.

Counsideremos entdo o nimero

que é um inteiro maior do que 1, portanto um primo ou divisivel por um primo. Note
que py, p2, P3, -+, pr nao dividem N, pois caso contrario dividiria 1, entao N é primo.

O que contradiz nossa hipotese ja que N #p;, i =1,2,3,--- | k. [ ]

Hoje o estudo destes niimeros tem ganhado grande destaque no campo da Cripto-
grafia. Com a crescente utilizacao da rede mundial de computadores para transagoes, esta
sempre se buscando formas de garantir uma rede mais segura e nesse aspecto os nimeros

primos tem se tornado grandes aliados dos programadores.

CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

Um critério de divisibilidade é uma regra que permite avaliarmos se um ntimero
inteiro é ou nao divisivel por outro nimero inteiro, sem efetuarmos a divisao. Apresenta-

remos a seguir, alguns dos principais critérios de divisibilidade.

e Divisibilidade por 2 Um ntmero é divisivel por 2, quando for par.
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Exemplo 22 Os nimeros 124, 14789632 e 45000 sao pares, logo sao divisiveis por
2.

e Divisibilidade por 3 Um ntimero é divisivel por 3, quando a soma dos algarismos

que o formam for miltiplo de 3.

Exemplo 23 O ndmero 5472 ¢ divisivel por 3, pois 5+ 4+ 7+ 2 = 18 é muailtiplo
de 3 (18 =3 x6).

e Divisibilidade por 4 Um nimero ¢ divisivel por 4, quando o nimero formado

pelos seus algarismos das dezenas e das unidades é divisivel por 4.

Exemplo 24 O nimero 262516 ¢ divisivel por 4, pois seus algarismos das dezenas

e unidades formam 16 que € divisivel por 4.

e Divisibilidade por 5 Um ntmero é divisivel por 5, se seu algarismo das unidades

é igual a 0 ou 5.

Exemplo 25 Os nimeros 87690 e 3695 sao divisiveis por 5, pois seus algarismos

das unidades sao, respectivamente, 0 e 5.

e Divisibilidade por 6 Um numero é divisivel por 6, quando for divisivel simulta-

neamente por 2 e por 3.

Exemplo 26 O numero 5922 ¢ par, pois é divisivel por 2 e como 5+9+2+2 =18
€ multiplo de 3, entao 5922 ¢ divisivel por 3. Portanto 5922 € divisivel por 6.

e Divisibilidade por 7 Um ntimero é divisivel por 7 se ao multiplicarmos o algarismo
das unidades por 2 e subtrairmos o resultado pelos nimeros que restaram, o nimero

resultante for divisivel por 7.
Exemplo 27 O nimero 392 é divisivel por 7, pois:
392 -39 —2-2=35.

Como 35 € divisivel por 7, entao 392 também o é.

Exemplo 28 Para decidir se o nimero 15232 ¢ divisivel por 7, devemos aplicar o

critério varias vezes. Vejamos:

1. 15232 — 1523 — 2 -2 = 1519
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2. 1519 — 151 —2-9 =133
3133 =-13-2-3=T1.

Pelo critério acima, tem-se:
1. 7 € divisivel por 7, logo 133 é divisivel por 7;

2. 133 é divisivel por 7, logo 1519 € divisivel por 7;
3. 1519 € divisivel por 7, portanto 15232 é divisivel por 7.

e Divisibilidade por 8 Um niimero é divisivel por 8 quando seus trés ultimos alga-
rismos formam um nimero divisivel por 8, ou seja, quando o ntiumero formado pelos

algarismos das centenas, dezenas e unidades ¢ divisivel por 8.

Exemplo 29 O nudmero 270144 é divisivel por 8, pois 144 é divisivel por 8 (144 =
8 x 18).

e Divisibilidade por 9 Um ntimero é divisivel por 9 se a soma dos algarismos que o

formam for divisivel por 9.

Exemplo 30 O nudmero 64638 é divisivel por 9, pois 6+4+6+3+8 = 27 € divisivel
por 9.

e Divisibilidade por 10 Um ntmero é divisivel por 10 quando seu algarismo das

unidades for 0.

Exemplo 31 Os nimeros 1250,145000, 987560 e 360120320 sao divisiveis por 10,

pois seus algarismos das unidades sao iquais a 0.

e Divisibilidade por 11 Um nimero ¢ divisivel por 11 quando o mo6dulo da diferenca
entre a soma dos algarismos de ordem impar (S;) e a soma dos algarismos de ordem

par (Sp) for um ntimero divisivel por 11.

Exemplo 32 O numero 7678 é divisivel por 11, pois:

Ordem: 4¢ 3% 2¢ 1@
A
7 6 7 8

Dai, S;=8+6=14, Sp=T7+7=14 ¢ S; — Sp =0 que € divisivel por 11.
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Omitimos aqui a justificativa destes critérios por nao ser o objetivo deste trabalho,

mas o leitor interessado em mais detalhes pode consultar a referéncia [38].
DECOMPOSIGCAO EM FATORES PRIMOS

Todo ntimero inteiro positivo nao primo ¢ chamado de composto, e pode ser escrito
como um produto de dois ou mais fatores diferentes de 1. Quando todos estes fatores sao
numeros primos, dizemos que esse nimero esta "decomposto em fatores primos".

O processo de "fatorar” um ntmero composto n, ou seja escrevé-lo como um
produto de fatores primos, pode ser feito do seguinte modo. Inicialmente encontraramos
seu menor fator primo py e efetuamos a divisao para obter n = ng - pp. Em seguida,
encontramos o menor fator p; que divide ng e efetuamos a divisao para obter ng = ny - py
e substituimos em n, obtendo n = ny - p; - po. Continuamos com esse processo até
obter ny = ngi1 - Pry1, onde N1 € prr1 sao ambos primos. Entao escrevemos n =
Ng41 - Pk+1 " Pk - -+ - P1 " Po-

Isto é consequéncia do Teorema Fundamental da Aritmética, como falado antes.

Exemplo 33 Para escrever 3150 como um produto de fatores primos, fazemos:

3150 = 2-1575
-3-525
-3-3-175
+3-3-95-35
+3-3-9-5-7

.32.52.7.

|
NN NN NN

Para encontrar esses fatores pode-se usar também um dispositivo que consiste
em realizar sucessivas divisoes por ntimeros primos. Inicialmente dividimos o ntimero n
pelo menor fator primo possivel e posicionamos o quociente g dessa divisao abaixo de n.
Depois dividimos ¢q pelo menor fator primo possivel e posicionamos o quociente ¢; abaixo

de qo. O processo deve se repetir até que o quociente fique igual a um. Por exemplo:

324
162
81
27

W W W W NN
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Entao a decomposicao de 324 em fatores primos é:

324 =2x2x3x3x3x3=22x3%

Quando dois ou mais niimeros nao possuem primos em comum na sua fatoracao

dizemos que sao primos entre si ou relativamente primos, assim definimos:

Definigao 4 (Numeros primos entre si) Quando 1 € o unico divisor comum de dois
ou mais numeros inteiros, nao todos nulos, dizemos que estes numeros sao primos entre

st, ou relativamente primos

Exemplo 34 Os nimeros 30 =2 x3 x5 e 77 =7T7xXT7 sao primos entre si, pois o Unico
divisor comum entre eles é 1, uma vez que suas decomposicoes em fatores primos nao

apresentam nenhum primo em comum.

MAXIMO DIVISOR COMUM - MDC

Muitas vezes, para resolver alguns problemas, é necessario considerar o maior
divisor comum de dois ou mais nimeros, ao qual chamamos de Maximo Divisor Comum
(MDC), cuja defini¢io apresentamos a seguir. E a partir daqui consideraremos apenas os

divisores inteiros positivos.

Definicao 5 (Maximo Divisor Comum - MDC) Dados dois nimeros inteiros a e b
nao simultaneamente nulos, o maior divisor comum de a e b serd chamado de Mdzrimo

Divisor Comum de a e b e denotado por mdc(a,b).

Exemplo 35 .

mde(4,6) = 2

mde(15,9) =3

mdc(45,75) = 15

mde(8,11) =1

Para calcular o mdc de dois ou mais inteiros, listamos os divisores de cada um,
selecionamos os divisores comuns, e identificamos o mdc como o maior entre estes. Mas
apesar de ser um método geral, este pode ser um céalculo muito trabalhoso se precisarmos
trabalhar com nimeros muito grandes. Entao apresentaremos aqui um procedimento
baseado na fatoracdo em nimeros primos, mais especificamente faremos uma fatoracao

"simultanea" para determinar o mdec.
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Na fatoracao simultanea, iremos proceder basicamente como a fatoracao ja apre-
sentada anteriormente. Dividide-se os ntimeros cujo mdc quer se determinar por todos os
ntimeros primos que os dividem simultaneamente. Esses calculos podem ser organizados
da seguinte maneira: do lado direito de uma barra vertical sao colocados os nimeros
primos que os dividem ao mesmo tempo, e do lado esquerdo dessa barra sao colocados os
resultados dessas divisoes sucessivas. O processo deve ser repetido até que os niimeros do
lado esquerdo sejam primos entre si, ou seja, até que eles nao possuam divisores primos
em comum. O mdc entre eles entao, serd o produto dos fatores primos que aparecem do
lado direito. Garantimos que este é o mdc, pois do modo como esse foi construido, ele é
um divisor comum e é o maior possivel, pois testamos todas as possibilidades de divisores

comuns.
Exemplo 36 Calcule mdc(240,360).

Solucao:
Aplicando o processo da fatoracao simultanea descrito anteriormente, devemos di-
vidir 240 e 360 por todos os divisores primos comuns até obter dois ntimeros relativamente

primos, isto é, dois nimeros sem fator primo algum em comum.

240 , 360 | 2
120 , 180 | 2
60 , 90 |2
30 , 45 |3
10 , 1515
2 ., 3

Como os numeros 2 e 3 s30 primos entre si, paramos o processo. Assim mdc(240, 360) =
23 x 3 x 5 = 120. o

Exemplo 37 Calcule mdc(17325,7875).

Solugao:
Devemos dividir 17325 e 7875 por todos os divisores primos comuns até obter

dois ntimeros relativamente primos.

17325 , 7875 |3
5775, 2625 | 3
1925 , 875 |5
385 , 175 |5
7T, 35 |7
1, 5
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Como os nimeros 11 e 7 sao primos entre si, paramos o processo. Logo o
mdc(17325,7875) = 3% x 5% x 7 = 1575. o

Exemplo 38 Calcule mdc(450, 630, 2250).

Solucao:
Devemos dividir 450, 630 e 2250 por todos os divisores primos comuns até obter

numeros relativamente primos.

450 , 630 , 2250 |2

225 , 315 , 11253
75 , 105 , 375 |3
25 , 35 , 125 |5
5 , 7 ., 25

Note que 5 e 25 nao sao primos entre si, mas tanto 5 e 7 como 7 e 25 sao primos
entre si, entao nao ha nenhum outro primo que seja divisor de 5, 7 e 25 simultaneamente.

Entao paramos a fotoragao e dizemos que mdc(450, 630, 2250) = 2 x 3% x 5 = 90.

A seguir apresentamos aplicagoes do MDC em algumas situagoes problema.

Exemplo 39 Dois rolos de arame, um de 210 metros e outro de 330 metros, devem
ser cortados em pedacos de mesmo comprimento. De que modo isto pode ser feito se

desejamos que cada um destes pedacos tenha o maior comprimento possivel?

Solugao:

Primeiro observe que queremos cortar os dois rolos em pedacos de mesmo tama-
nho sem deixar sobras, ou seja, devemos dividir 210 e 330 pelo mesmo nimero de modo
que a divisao seja exata. Entao este nimero deve ser um divisor comum de 210 e 330.

Agora, note que o pedaco deve ser o maior possivel, entao o divisor comum deve
ser maximo. Logo, o problema consiste em determinarmos o mdc(210, 330).

Pelo processo da fatoracao simultanea, temos:

210 , 330 |2
105 , 1653
35 , 55 |5
7, 11

Como 7 e 11 sdo primos entre si, entdo mdec(210,330) = 2 x 3 x 5 = 30. Portanto,
os rolos devem ser cortados em pedacos de 30m, obtendo 7 pedacgos do rolo de 210m e 11

pedacos do rolo de 330m
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Exemplo 40 (EPCAR-2001)Uma abelha rainha dividiv as abelhas de sua colméia nos
sequintes grupos para exploracao ambiental: um composto de 288 batedoras e outro de
360 engenheiras. Sendo vocé a abelha rainha e sabendo que cada grupo deve ser dividido
em equipes constituidas de um mesmo e maior numero de abelhas possivel, entao vocé

redistribuiria suas abelhas em:
a) 8 equipes de 81 abelhas.
b) 9 equipes de 72 abelhas.
¢) 24 equipes de 27 abelhas.
d) 2 equipes de 32/ abelhas.

Solugao:

Como cada equipe das batedoras e engenheiras devem ter exatamente o mesmo
ntumero de abelhas, entdao devemos dividir 288 e 360 pelo mesmo ntumero. Além disso,
como esse numero deve ser o maior possivel, entdo devemos determinar o mdc(288, 360).

Pelo processo da fatoragao simultanea, temos:

288 , 360 | 2
144 , 180 | 2
72, 90 |2
36 , 45 |3
12 , 153
4 ., 5

Como 4 e 5 sdo primos entre si, entao o mdc(288,360) = 23 x 3% = 72. Portanto,
cada equipe deve ser composta por 72 abelhas e nesse caso, as batedoras ficaram compostas
por 288 =+ 72 = 4 equipes e as engenheiras por 360 + 72 = 5 equipes.

Logo, vocé deve redistribuir suas abelhas em 9 equipes de 72 abelhas. o

Exemplo 41 (Concurso Correios, 2011 - ADAPTADA) O piso de uma sala retangular,
medindo 352cm x 416¢m, serd revestido com ladrilhos quadrados, de mesma dimensao,
inteiros, de forma que nao fique espaco vazio entre ladrilhos vizinhos. Os ladrilhos serdao
escolhidos de modo que tenham a maior dimensao possivel. Na situacao apresentada, o

lado do ladrilho deverd medir:

a) mais de 30 cm.
b) menos de 15 cm.
¢) mais de 15 cm e menos de 20 cm.

d) mais de 20 cm e menos de 25 cm.
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e) mais de 25 ecm e menos de 30 cm.

Solugao:

Suponhamos que a superficie retangular seja coberta por m x n placas quadradas,
sendo m faixas horizontais (no sentido do comprimento) e n faixas verticais (no sentido
da largura da superficie retangular). Deste modo, se d é o comprimento do lado de cada
placa quadrada, temos que m x d = 352 e n X d = 416, de modo que d é um divisor
comum de 352 e 416.

Figura 5: Representagao da superficie retangular

A

Ja

|
{1

Faonte: Autor

Note que, para conseguir cobrir a superficie retangular com a menor quanti-
dade de placas ¢ necessario considerar as placas de maior tamanho possivel, logo d é o

mde(352,416). E pelo processo da fatoragdo simultanea, temos:

352, 416 2
176, 208 |2
88 , 1042
44, 52 |2
2 ., 26 |2
1, 13

Como 11 e 13 sao primos entre si, entdo mdc(352,416) = 2 x 5 = 32. Portanto,
o ladrilho quadrado que ira revestir a sala devera ter 32cm de lado, ou seja, maior que

30cm. o
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MINIMO MULTIPLO COMUM - MMC

Como vimos anteriormente, o conjunto dos multiplos de um inteiro ¢ infinito,
logo nao ¢é possivel determinar um maior miltiplo comum, mas se considerarmos apenas
os miultiplos inteiros positivos, podemos apresentar o menor deles, que chamaremos de

Minimo Multiplo Comum (MMC), o qual definimos a seguir.

Definigao 6 (Minimo Miltiplo Comum - MMC) Dados dois nimeros inteiros a e
b nao simultaneamente nulos, o menor multiplo comum de a e b serd chamado de minimo

maltiplo comum de a e b e denotado por mme(a,b).

Exemplo 42 Veja que
e mmc(6,9) = 18;
e mmc(3,7) = 21;
o mmc(14,4) = 28;

e mme(5,15) = 15.

Esses ntimeros, semelhantemente ao mdc, podem ser encontrados, fazendo uma
listagem dos seus multiplos e comparando-os. Mas apresentaremos também um processo
com a fatoracao simultanea ja apresentada anteriormente.

Para o célculo do mme(a,b), usando a fatoragdo simultanea, devemos ter todos
os fatores primos que aparecem nas fatoracoes de a e de b, uma vez que se trata de um
multiplo de a e b. Entao fatoramos ao mesmo tempo estes dois nimeros, organizando o
calculo de modo que, do lado direito da barra vertical colocamos os primos que dividem
ou a ou b. Para achar o Menor Multiplo Comum, sempre que for possivel, dividimos os
dois nameros colocados do lado esquerdo de uma barra vertical pelo respectivo nimero
que aparece do lado direito, quando nao for possivel dividimos um deles pelo menor primo
e repetimos o outro. O processo continua até que os nimeros do lado esquerdo fiquem

ambos iguais a 1.
Exemplo 43 Calcule o mmc(45,54).

Solucao:
Fatoramos ao mesmo tempo estes dois nimeros, organizando o calculo como esté
indicado a seguir, em que do lado direito da barra vertical colocamos os primos que

dividem ou 45 ou 54, dividindo, sempre que possivel pelo mesmo primo.
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45, 542

45 , 273

15 , 9|3
, 3|3
, 15
.1

Multiplicando todos os nimeros primos do lado direito da barra vertical obtemos

o mmec desejado. Portanto, mme(45,54) = 2 x 3% x 5 = 270. o
Exemplo 44 Calcule o mmc(90,140).

Solugao:
Fatoramos ao mesmo tempo estes dois nimeros, organizando o calculo como estéa
indicado a seguir, em que do lado direito da barra vertical colocamos os primos que

dividem ou 90 ou 140, dividindo, sempre que possivel pelo mesmo primo.

90 , 14012
45 , 70 | 2
45 , 35 |5
o . 7|3
3 ., 713
1, 7|7
11
Portanto, mmc(90, 140) = 2% x 3% x 5 x 7 = 1260. o

Exemplo 45 Calcule o mme(126,252,441).

Solucao:
Fatoramos ao mesmo tempo estes trés niimeros, organizando o calculo como esta
indicado a seguir, em que do lado direito da barra vertical colocamos os primos que

dividem ou 126 ou 252 ou 441, dividindo, sempre que possivel pelo mesmo primo.

126 , 252 , 441 |2
63 , 126 , 4412
63 , 63 , 4413
21 , 21 , 1473
T, 7T ., 49 |7
T, 1 , 717
1, 1 ., 1
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Portanto, mmc(126,252,315) = 22 x 3% x 7% = 1764. o

Os préximos exemplos sao aplicacoes do mmec em situagoes problemas.

Exemplo 46 (VUNESP-2020) A secretdria de uma escola realiza, rigorosamente, uma
tarefa A, a cada 6 dias trabalhados, e uma tarefa B, a cada 4 dias trabalhados. Sabendo-
se que ela trabalha de sequnda a sexta-feira, que em uma quinta-feira ela realizou ambas
as tarefas, e que durante o més sequinte a essa quinta-feira nao houve interrupcao dos
dias trabalhados por ela, € correto afirmar que a vez imediatamente posterior em que ela

realizou, no mesmo dia, ambas as tarefas foi uma:

a) Segunda-feira.
b) Terca-feira.
¢) Quarta-feira.
d) Quinta-feira.
e) Sexta-feira.

Solugao:

Se a secretaria realizou ambas as tarefas na quinta-feira, entao a tarefa A sera
realizada novamente daqui a 6, 12, 18, 24 dias e assim por diante, ou seja, os dias em que
ela realiza a tarefa A formam uma sequéncia de miultiplos de 6. Do mesmo modo os dias
em que realizara a tarefa B formam uma sequéncia dos multiplos de 4. Assim, as tarefas
serao realizadas simultaneamente nos multiplos comuns de 4 e 6.

Além disso, como queremos determinar o dia imediatamente posterior a essa
quinta-feira, devemos determinar o mmc entre 4 e 6. Pelo processo da fatoracao simulta-

nea, temos:

4,
2,
1
1

Y

_— W w O

bl

Entdao o mme(4,6) = 22 x 3 = 12. Isso significa que a proxima vez em que as
duas tarefas serao realizadas simultaneamente sera daqui a 12 dias trabalhados. Como a
secretaria so trabalha de segunda-feira a sexta-feira temos:
1°dia | 2°dia | 3°dia | 4°dia | 5°dia | 6%dia | 7°dia | 8°dia | 9°dia | 10°dia | 11°dia | 12°dia
Sex. ‘ Seg. ‘ Ter. ‘ Qua. ‘ Qui. ‘ Sex. ‘ Seg. ‘ Ter. ‘ Qua. ‘ Qui. ‘ Sex ‘ Seg.

Portanto a proxima vez que as tarefas serao realizadas simultaneamente sera em

uma Segunda-Feira. o
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Exemplo 47 (FCC 2003 - TRT/RN) Trés funciondrios fazem plantoes nas segoes em
que trabalham: um a cada 10 dias, outro a cada 15 dias, e o terceiro a cada 20 dias,
inclusive aos sdbados, domingos e feriados. Se no dia 18/05/02 os trés estiveram de

plantdo, a proxima data em que houve coincidéncia no dia de seus plantoes foi:
a) 18/11/02
b) 17/09/02
c) 18/08/02
d) 17/07/02
e) 18/06/02

Solucao:

Se no dia 18,/05/02 os trés estavam de plantdo, entdo o primeiro funcionério estara
de plantao pela primeira ap6s essa data, em 10 dias, pela segunda vez em 20 dias e assim
por diante. Ou seja, ele estaré de plantao nos dias multiplos de 10. Pelo mesmo raciocinio
os outros dois funcionarios estarao de plantao nos miltiplos de 15 e 20. Logo para saber
quando serd o proximo plantao simultaneo dos trés funcionérios devemos determinar o
mmc(10, 15, 20).

Dai:
10 , 15 , 202
5 , 15 , 10 |2
5 , 15 3
5 , 5 5
T, 1

Entao o mme(10,15,20) = 22 x 3 x 5 = 60. Logo o préximo plantdo simultaneo

sera daqui a 60 dias. Contando a partir do dia 18/05/02, terermos:
e 13 dias em maio (de 19 a 31/05/02);
e 30 dias em junho;
e 17 dias em julho (de 01 & 17/07/02).
Portanto, o proximo plantao simultaneo dos trés ocorreu em 17/07/02. o

Exemplo 48 Um corredor dd uma volta em torno de um percurso em 12 minutos. Jd
outro corredor completa o mesmo percurso em 14 minutos. Se ambos saem juntos do

ponto inicial de quantos em quantos minutos se encontrarao no mesmo ponto de partida?

a) 12.



CAPITULO 2. ARITMETICA ELEMENTAR 44

b) 14.
¢c) 60.
d) 80.
e) 84.

Solugao:

O primeiro corredor passard pela ponto inicial pela primeira vez ap6s 12 minutos,
pela segunda vez apds 24 minutos, pela terceira vez apds 36 minutos, e assim por diante.
Ou seja, este atleta passara pelo ponto inicial nos instantes que sao miltiplos de 12. De
modo analogo vemos que o outro corredor passara pelo ponto inicial nos instantes que sao
miltiplos de 14.

Portanto, eles estarao juntos no ponto inicial em todos os instantes que sao miil-
tiplos comuns de 12 e de 14. Como queremos o primeiro instante que isto vai ocorrer,

identificamos este instante como o menor miltiplo comum de 12 e 14.

Dai:
12, 142
6 , 7|2
3, 713
1, 77
1, 1

Como o mme(12,14) = 22 x 3 x 5 = 84, concluimos que de 84 em 84 minutos os

corredores se encontrarao no mesmo ponto de partida. o

2.2.3 Conjunto dos Racionais

Acredita-se que ja ha cerca de 3000 a.C surgiu no antigo Egito, a necessidade de
se representar partes de um inteiro para demarcar as terras proximas ao rio Nilo depois
das enchentes e foi a partir de entdao que surgiu a necessidade dos niimeros racionais.

O conjunto dos nimeros Racionais ¢ formado pelas fragoes 3, onde a € Z e b € Z*,

o qual indicamos por
Q={}{acZebcZ}.

Na fracao %, a é chamado de numerador e b de denominador. Se mdc(a,b) = 1,
51

dizemos que a fracao é irredutivel. Por exemplo, —,— ¢ — sao fracoes irredutiveis, mas —
72 11 6

nao é. Quando a fracao nao é irredutivel, sempre podemos escrever uma fragao irredutivel
igual ou equivalente a ela. Por exemplo, as fracoes 9 e 3 sao iguais. Abordaremos esse

topico mais detalhadamente um pouco mais adiante.
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Considerando Q' o subconjunto de Q, formado por todas as fracoes de denomi-

nador igual a 1, teremos Q' = Z, portanto, tem-se
NcCZcQ.

As operacgoes de adicao e multiplicacao no conjunto dos racionais sao realizadas
da seguinte forma.

Dados a, b, ¢ e d inteiros, com b e d diferentes de zero, entao:

a ¢ a-d+c-b

‘v dT b4

a cC a-C

*Vvd b d
Exemplo 49 .

2 3 2.7+3.5 14415 29
A S S I

35 3.5 15

‘17T 17T ®

Para os racionais sao validas as mesmas propriedades vistas para os inteiros. Além

dessas, acrescentamos ainda a seguinte propriedade.

Propriedade 6 (Simétrico ou inverso para a multiplicacao) .

1
Para todo racional p # 0, o racional g = — € tal que
p

De posse dessa propriedade podemos definir a operacao de divisao nos racionais

~ . . a c . ~ ~
nao nulos, estabelecendo que dados racionais 7 e p quaisquer, nao nulos, entao
a ¢ a d
b d b ¢

Em outras palavras, para dividir dois niimeros racionais, basta multiplicar o pri-
meiro pelo inverso do segundo.
A operacgao de subtragao é definida de modo semelhante a adicao, ja que a Pro-

priedade 5 dos inteiros continua valida aqui.
OPERACOES COM FRACOES

Agora que as operagoes adicao, subtragao, multiplicacao e divisao para os racio-

nais foram definidas, abordaremos algumas situacoes problemas.
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Exemplo 50 (VUNESP 2016 - ODAC) Em um passeio ciclistico, os participantes per-

correram 1 do percurso na primeira hora, R do percurso na sequnda hora e 14 quildometros

na terceira e ultima hora de passeio. Quantos quildometros tem o percurso total do passeio?
a) 14.
b) 16.

c) 40.

d) 36.

Solugao:

Para resolver o problema devemos determinar que fragao do percurso corresponde
a distancia percorrida na tltima hora, ja que conhecemos o valor em quilometros percor-
rido nesse tempo. Para calcular essa fracao vamos somar as fragoes correspondentes a
primeira e segunda hora e subtrair de 1 inteiro que corresponde ao percurso total.

Entao teremos:

1 2 1.5+2.4 5+8 13

*1t5T 15 T T

L 131 13 1.20-131 2-13 7
20 120 1-20 20 20

7
Logo 14 quilémetros corresponde a 20 do percurso total. Nesse caso, 20 corres-
ponde a 2 quilometros, pois
7 1
— =14="7x — =14
20 20

13
ASSHII, COImMo a primeira € a segunda hora somaram 2—0 do percurso, entao corres-

1
pondem a 13 x 20 = 13 x 2 = 26 quilometros.

Portanto o percurso total tem 26 4+ 14 = 40 quilémetros. o

Exemplo 51 (SARESP)Na casa de Mariana o gasto didrio de dgua com descargas cor-

respondia a = da capacidade da caiza d’dgua. Com a troca por descargas mais econdémicas,

1 . .
esse consumo passou a ser de 1 da capacidade da mesma caiza d’dgua. Logo, a fracdo da
caizra d’dgua economizada com essa troca foi de:
1
a) —.
20
3

b) —.
)20

c) 7
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1

Q) <.

Solucao:
Como a caixa d’agua permanece a mesma entao a economia corresponde a di-

ferenca entre a fracao que era gasta anteriormente e a fracao atual, ou seja, a fracao

economizada é

2.4-1-5 8-5 3

2 1
5 4 5.4 20 20
O

Exemplo 52 Mauricio fez um suco misto de laranja e acerola. FEle misturou metade de

1
um copo de suco de acerola com 3 do mesmo copo de suco de laranja. Calcule a fracao

que falta para ter o copo cheio.
a)
b)
c)
d)

WIN Wl O O~ O ot

d)

Solugao:
Somando as fragoes de suco de acerola com a de laranja, tem-se

1+1_1-3+1-2_3+2_5
2 3 2.3 6 6

5
Agora para saber qual fracao falta para ter o copo cheio, devemos subtrair 5 de

1 inteiro. Dai:

1_571_571-6—5-176—571
6 1 6 1-6 6 6
1
Portanto, a fracao que falta é 6 o

Exemplo 53 (OBMEP) Elisa tem 46 livros de Ciéncias e outros de Matemdtica e Li-
teratura. Sabendo que um nono dos seus livros sao de Matemdtica e um quarto sao de

Literatura, quantos livros de Matemdtica ela possui?
a) 23

b) 18
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c) 8
d) 9
d) 36

Solucao:

Inicialmente vamos determinar que fracao do total de livros corresponde os livros
de Ciéncias, uma vez que conhecemos o total deles (46 livros). Para tanto, vamos somar
as fragoes correspondentes aos livros de Matematica e Literatura e subtrair de 1 inteiro
que corresponde ao total de livros.

Entao teremos:

1 1 1-441-9 449 13

91T 94 T 36 36

L, 13 1 13 1-36-13-1 3613 23
36 1 36 1-36 36 36

23 1
Logo os livros de Ciéncias correspondem a 36 do total. Neste caso, — corres-

ponde a 2 livros, pois

23 1
— =4 2 — = 46.
36 6= 3><36 6

. . . . 13 .
Assim, como os livros de Matemética e Literatura somaram — do total de livros,

1
entao correspondem a 13 x 36— 13 x 2 = 26 livros.
Logo a colecao de Elisa conta com 26 4 46 = 72 livros.

Agora, para saber quantos destes sao de Matemética, basta multiplicarmos 72
- . ) 1 2 1 72 x 1 72 )
pela fracao —. Portanto, Elisa possui 72 X — = — X = = = — = 8§ livros de
9 9 1 9 1x9 9

Matemaética.

<

Exemplo 54 (UFMG - 2009) Paula comprou dois potes de sorvete, ambos com a mesma
quantidade do produto.Um dos potes continha quantidades iguais dos sabores chocolate,
creme e morango; e o outro, quantidades iguais dos sabores chocolate e baunilha. FEntao é
CORRETO afirmar que, nessa compra, a fracao correspondente a quantidade de sorvete

do sabor chocolate foi:

2
a) —.
5
3
b) =
) 5
o
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5
d) 6
Solucao:

No primeiro pote hé trés sabores em quantidades iguais, portanto ha um terco de
cada sabor. Da mesma forma, h& chocolate também no outro pote, contudo, ha somente
dois sabores: chocolate e baunilha, logo um meio de cada.

Sendo assim, o primeiro pote tem 3 de sorvete de chocolate e o segundo tem %
Somando essas fracoes temos

1+1: 1~3—|—1-2:3—|—2:§
2 3 2-3 6 6

Agora, note que essa fracao corresponde a dois potes de sorvete, entao para saber

a quantidade exata de sorvete de chocolate devemos dividi-la por 2, assim teremos
5 51 5-1 5
6 6 2 6-2 12

5
Portanto, a fracao que corresponde a quantidade de sorvete de chocolate é I3 o

REPRESENTACAO DECIMAL

Uma mesma fracao pode ser representada de varias formas diferentes. Por exem-
13
309
que sao fracoes equivalentes.

plo, as fracoes quantificam a mesma porc¢ao de um todo. Quando isso ocorre, dizemos
Para obter fragoes equivalentes a uma fracao ¢ dada, basta multiplicar ou dividir

numerador e denominador desta pelo mesmo inteiro diferente de 1. Por exemplo:

5 5x2 10

7 7x2 14’

5 15+5 3
45 45+5 9
Entre as formas de se escrever fragoes equivalentes uma é especialmente impor-

tante, as que apresentam no denominador poténcias de 10. Por exemplo, as seguintes

1 5 50 , 500
27 107 100 © 1000

Toda fracao decimal pode ser representada por um ntmero decimal, isto ¢, um

fracoes equivalentes a Estas recebem o nome de fragoes decimais.

niimero que tem uma parte inteira e uma parte decimal separados por virgulas.

Exemplo 55 A fracao %, pode ser representada como 0,5, onde 0 representa a parte

inteira e 5 a parte decimal.

.1 1 1 1 1 1
As fracoes 15, 1050 70007 1006° 10006 © 100000

um décimo, um centésimo, um milésimo, um décimo de milésimo e um centésimo de

sao chamadas respectivamente, de

milésimo. Seguindo nesse raciocinio a medida que a poténcia de 10 aumenta. E podemos

ainda representa-las do seguinte modo:
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L o1
o — = :
10 b
1
=001
®* 10 77
1
—— —0.,001:
® 1000 0

1
® Toooo ~ 000k

= 1.
® 100000 0,0000

A esta maneira de representa-las chamamos de Representacio decimal. Assim,

todo ntimero racional, pode ser representado na forma decimal. E a seguir apresentaremos

alguns exemplos para explicar como proceder para escrever um racional nessa maneira.

6
Exemplo 56 Escreva a fragao 10 em sua representacao decimal.

Solugao:

Iniciaremos, escrevendo 326 em sua representacao decimal posicional:

326 = 3 x 100 + 2 x 10 + 6.

Agora, escrevemos a fracao trocando 326 por sua representacao decimal posicional

e efetuamos algumas manipulacoes, apoiadas nas defini¢oes de adigao e multiplicagao para

racionais e suas propriedades, do seguinte modo:

326
10

32
Por fim, escrevemos que T0 = 32,6. E esta ¢ sua representacao decimal.

3x1004+2x10+6

10
3><1OO+2><1O+ 6
10 10 10
3><100+2><10 6 x1

10 10 * 10
1
3X104+2%x1+6x%x —
x104+2x1+ ><10
1
304+2+6x —
+ 2+ Xl()
32+ 0,6.

o

1
Na pentltima linha da equacao a operacao 6 X 10 deve ser realizada de modo

semelhante a realizada com ntimeros naturais.
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. 1 .
e Primeiro escreva, — como 0,1 e disponha os niimeros no dispositivo préatico apre-

sentado na Subsecao 2.2.1 para efetuar multiplicagoes:

e Efetue o produto ignorando a virgula:

e Agora a virgula deve ser localizada no reultudo final do produto de modo que o
numero de algarismos localizados a direita dela seja igual ao nimero de algarismos

a direita do decimal multiplicado, ficando entao

Ja para fazer 32 4+ 0,6 = 36,6, usamos o dispositivo para adicao, também apre-
sentado na subsecao 2.2.1., mas nesse caso, as percelas devem ser organizadas de modo
que as virgulas fiquem posicionadas sempre na mesma coluna, inclusive no resultado da
adicao. Veja:

bl

3 2
+ 0
3 2

bl

Outra maneira de escrever um nimero racional qualquer em sua forma decimal
é efetuando a divisao do numerador pelo denominador usando o dispositivo pratico apre-
sentado na subsegao 2.2.2. Assim, dado um nimero racional ¢, este pode ser representado
na forma de nimero decimal, bastando para isso, que se divida a por b.

Ao realizar tal operacao, podem ocorrer dois casos.

Caso 1 : O resultado é um decimal exato, ou seja, o nimero decimal tem uma quantidade

finita de algarismos diferentes de zero.
Exemplo 57 Veja as representacoes a sequir.

=0,5;

N | —
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=0,05;

[NCREEN| 1\3
o

Caso 2 : O resultado é uma dizima periodica, ou seja, o nimero decimal tem uma quanti-

dade infinita de algarismos que se repetem periodicamente.

Exemplo 58 Veja as representacoes a sequir.

% =0,33333... = 0, 3;

3 -

e = = 0,4285714285714... = 0, 28571

11 -

5 =1.833333.=0.3.
PORCENTAGEM

E muito comum encontrarmos no nosso cotidiano expressoes que falam em por-
centagem, e nao raro é exigido que facamos calculos envolvendo esse assunto. Acredita-se
que ela passou a ser utilizada no final do século XV em questoes comerciais, como o cal-
culo de juros, prejuizos e impostos. A ideia, porém, teve origem muito antes. Quando o
imperador romano César Augusto estabeleceu um imposto sobre todas as mercadorias a
serem negociadas, chamado centésima, a taxa era de 100 °

Ja vimos aqui, que esta é uma fracao decimal que pode ser representada como
o decimal 0,01. Faremos ainda, uso do simbolo %, o qual ¢ denominado Simbolo de

Porcentagem ou simplesmente, Porcentagem, para representd-las. Assim, ao escrevermos

50%, por exemplo, estamos nos referindo a fragao 100 pois,
50 1
— =50 x =50
100 100 %

A seguir apresentaremos algumas aplicacoes do célculo de porcentagem.

Exemplo 59 (CPMCFSM - 2018) Uma passagem de onibus intermunicipal sofreu um
aumento de 16%. Sabendo que a passagem custava R$15,00 antes do aumento, o preco

da passagem passou a ser de:

a) R$17,00.
b) R$17,20.

¢) R$17,30.
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d) R$17,40.
e) R$17,50.

Solugao:
Calculemos primeiro o aumento sofrido, fazendo o célculo de 16% de 15. Temos:
16  15x16 240 200+40 200 4 1

16% de 15 15 x — = === — —=2+0,4=2,4.

Adedd — 15X 355 =00 100~ 100 100 T X g - 2042
Concluimos que o aumento foi de R$ 2,40, assim o preco da passagem passou a

ser R$ 15,00 + R$ 2,40 = R$ 17, 40. o

Exemplo 60 (SARESP) Luis comprou uma bicicleta por R$180,00 e deseja vendé-la com
um lucro de 5% para compensar alguns gastos que teve com a manutencdo da bicicleta.

O preco de venda serd:
a) R3171,00.
b) R3185,00.
c) R$189,00.
d) R$270,00.

Solucgao: Calculando o lucro, temos:

5 180 x5 900
5% de 180 — 180 x 100 100 100 9
O lucro deve corresponder a R$9,00. Entao a bicicleta deve ser vendida por

R$180 + R$9,00 = R$189, 00. o

Exemplo 61 (UFU-MG) Um produtor de milho vendeu 60% de sua produ¢do para a dis-
tribuidora X e 40% para a distribuidora Y. Cada distribuidora tem um programa social
e doou 4% e 2%, respectivamente, de sua compra, para instituicoes de caridade. A por-
centagem do milho doado pelas distribuidoras, em relagao ao total do milho vendido pelo

produtor, foi:
a) 4,2%.
b) 3,0%.
c) 3,2%.
d) 6,0%.

Solucao:
Para calcular a porcentagem total, precisamos saber quanto corresponde 4% de

60% e 2% de 40%. Entao iniciemos, calculando esses valores:
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4 60 4 x 60 240
4% d To0 < 100 = - '
* 4% de 60% — 755 X 705~ 100 x 100 ~ 10000°
40 2 x 40 80

2
2 d 4 - = = .
® 2% de 40% — 100 X 105 = 109 % 100 — 10000

Agora, somamos as duas fracoes resultante, para obter a porcentagem do total

que foi doado:

240 80 240 4+ 80 320 32 32 1
10000 ~ 10000 10000 10000 1000 10 100

O total doado, portanto foi de 3,2% da producao total. o

Nos exemplos apresentados aqui, ficou claro que porcentagem representa uma
fracao de um dado nimero e para calcular quanto é isso, basta multiplicar pela fracao
centesimal. E importante destacar, que o inteiro 1 corresponde a fraciio centesimal de

100

dor 100 ja, 1 = — = 100%.
numerador 100, ou seja, 100 %

REPRESENTACAO DOS RACIONAIS NA RETA

Os numeros racionais também podem ser representados numa reta numérica,
assim precisamos de uma nocao de comparacao que coincida com a dos inteiros. Para
tanto estabelecemos que todo ntimero racional negativo, aquele que pode ser expresso na
forma —Ta com numerador negativo e denominador positivo, deve ser menor do que zero e
menor do que qualquer nimero racional positivo, aquele com numerador e denominador
positivos. Além disso, a um nimero racional positivo corresponde uma distancia, medida
entre o ponto que representa o zero € o ponto que representa %, enquanto que, ao seu
oposto aditivo corresponde o ponto em posicao simétrica com respeito ao zero. Desta
forma, se ordenamos os racionais positivos também ordenaremos, automaticamente, os

racionais negativos. Veja a figura a seguir:

Figura 6: Representacgao de ntimeros racionais

+1

0 T ;491855 %35
A | 0 o T
i e el e el e )

Fonte: Disponivel em:https fwww infoescola.comimatematicalnumeros-racionais).
Acesso em 25 jun. 2020

-1
&% 5 e g )
I
I

Quando ambos os racionais forem positivos ou negativos, devemos abordar outros
critérios, os quais discutiremos a seguir. Mas antes apresentaremos brevemente a nocao

de ordem nos niimeros racionais para que faca sentido a nossa obordagem.



CAPITULO 2. ARITMETICA ELEMENTAR %)

Defini¢ao 7 (Relagcio de Ordem) Dados racionais %, cEl tem-se:

C a

i b Y

c
< = quando
d q

Sl

a c
Lemos 7 menor que 7

Agora para realizar a comparacao dos niimeros racionais primeiro verificamos se

as fracoes sao equivalentes, ou seja, se suas formas reduzidas sao iguais. Por exemplo, as
_ 5 20 . i ) . S

fragoes 0 e 0 sao equivalentes, pois ambas tém a forma reduzida igual a —. Neste caso,

representam o mesmo ponto sobre a reta numérica. Se nao forem fragoes equivalentes,

entao deve-se analisar os seguintes casos:

Caso 1 - As fragoes tem denominados iguais.

Neste caso a maior fracao serd aquela cujo numerador for maior.

Exemplo 62 Comparando as fracgoes I e I de mesmos denominadores, temos:
5 - 8
11 11’

pois 5 < 8 .

Caso 2 - As fragoes tem numeradores iguais.

Neste caso a maior fragao serd aquela cujo denominador for menor.

T 7
Exemplo 63 Comparando as fracgoes 5 € R de mesmos numeradores, temos:

<

(SN
N 3

pois 2 < 5.

Caso 3 - As fracoes tem numeradores e denominadores diferentes.

Neste caso a maior fracao seré aquela cuja representacao decimal for maior.

7T 4
Exemplo 64 Comparando as fragoes 3 e 0 cujos numeradores e denominadores $ao

diferentes, temos:

’

oo

4<
10
4

7
POILS 3 =0,875 e 0 =0,4.
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2.2.4 Conjuntos dos Irracionais e dos Reais

Existem porém, nimeros cuja representacao decimal com infinitas casas decimais

nao é periodica. Por exemplo,

e (,1024578963...;
e ¢ =2 T18281..;
o 1™ =3,141592...;

o /2 =1,414213....

Estes formam um outro conjunto numérico chamado de irracionais, o qual repre-
sentaremos por Ir.

A uniao dos conjuntos dos niimeros racionais e dos ntmeros irracionais formam
o conjunto dos nimeros reais o qual representamos por R. No conjunto dos niimeros R

destacamos, além de Q e Ir, os seguintes subconjuntos:

e R,: Conjunto dos reais nao negativos;
e R_: Conjunto dos reais nao positivos;

e R*: Conjunto dos reais nao nulos.

No conjunto dos ntimeros reais, as operagoes de adicao e multiplicagao gozam
das mesmas propriedades vistas para os numeros racionais. Podendo ainda ser definida

as operagoes de subtracao para todo nimero R e a divisao no subconjunto R*.
REPRESENTACAO DOS REAIS NA RETA

J& vimos que tanto os nimeros inteiros quanto os racionais podem ser represen-
tados em uma reta numérica observando alguns critérios que ja discutimos aqui. Mas
esses nimeros nao preenchem completamente a reta, ou seja, ha pontos nela que nao
representam racional algum. Note que entre os nimeros 3, 14 e 3,15 por exemplo, temos
o nimero m = 3, 141592... que ¢é irracional.

Assim como os racionais, também podemos representar os irracionais sobre uma
reta. Ao fazer isso cada ponto da reta passa a representar necessariamente um nimero

racional ou irracional, portanto preenchem completamente a reta.

Figura 7: Reta real

B 5
-2 -1 0 1 3 2. 3
ety i
-1,5 - 1 0,5 3
2 2 2 m=314159...

Fonte: Disponivel em: hitps:iorainly. com britarefa/2 1049594 Acesso em 25 jun. 2020
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A esta reta, que representa todo o conjunto dos nimeros reais, chamamos de reta

real ou reta numérica.

2.3 Caiu no ENEM

Nas secoes anteriores apresentamos nocoes basicas de Mateméatica que sao exi-
gidas na competéncia um, habilidades 1, 3, 4 e 5 da matriz de referéncia do ENEM e
nesta secao apresentaremos uma coletinea de exercicios com questoes que abordaram

essa competéncia em provas do ENEM ao longo dos tltimos 10 anos (2009 a 2019).

SISTEMA DE NUMERACAO DECIMAL

Exercicio 1 (ENEM 2011) O medidor de energia elétrica de uma residéncia, conhecido
por relogio de luz, € constituido de quatro pequenos relogios, cujos sentidos de rotacao

estao indicados conforme a figura:

Figura 8: Medidor de energia

MILHAR CENTENA DEZENA UNIDADE
] p ] p - 1 e .
lf,r"‘l 0 g f.-" = P 1 0PN P Bl
[*2 ﬂ'l'. Il.os 2#'-I {.2 \ S'.. .'I'"B 2..1
——— 1 ) | | |
a3 7o) -r/ 3s o3 7o 7 ‘ 3 )
S e -ﬁs'-i*/ -i;a?‘-/ -‘“‘éf-/

Fonte: Cademao azul ENEM, 2011

A medida € expressa em kWh. O nidmero obtido na leitura é composto por J
algarismos. Cada posicao do nimero € formada pelo ultimo algarismo ultrapassado pelo

ponteiro.

O nidmero obtido pela leitura em kWh, na imagem, €
a) 2614.
b) 362/.
c) 2715.
d) 3725.

e) 4162.
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Solugao:

Os rélogios que representam as unidades e as centenas giram no sentido hoérario e
os primeiros algarismos ultrapassados pelos ponteiros destes sao, respectivamente, 4 e 6,
entao o nimero possui 4 unidades e 6 centenas. Ja os rélogios que representam as dezenas
e a milhar giram no sentido anti-hérario e os primeiros algarismos ultrapassados pelos
ponteiros destes sao, respectivamente, 1 e 2, entao o niimero possui 1 dezena e 2 unidades

de milhar. Logo, tem-se

Milhar: 2;
Centena: 6;
Dezena: 1;
Unidade: 4.

Portanto, o nimero obtido pela leitura é 2614.
Resposta: Letra a.

<

Exercicio 2 (ENEM 2012) Joao decidiu contratar os servigos de uma empresa por tele-
fone através do SAC (Servigo de Atendimento ao Consumidor). O atendente ditou para
Joao o numero de protocolo de atendimento da ligacao e pediu que ele anotasse. Entre-
tanto, Joao nao entendeu um dos algarismos ditados pelo atendente e anotou o nimero
13 98207, sendo que o espago vazio € o do algarismo que Joao nao entendeu. De acordo
com essas informacoes, a posicao ocupada pelo algarismo que falta no nimero de protocolo

¢ a de:

a) Centena.

b) Dezena de milhar.
c¢) Centena de milhar.
d) Milhio.

e) Centena de milhdo.

Solugao:

Da direita para esquerda, o algarismo que esta faltando ocupa a sexta posicao
no nimero, o que corresponde a ordem das centenas da classe de milhar. Portanto, o
algarismo faltando ocupa a posicao da Centena de Milhar.

Resposta: Letra c.
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Exercicio 3 (ENEM 201/) Os incas desenvolveram uma maneira de registrar quantida-
des e representar numeros utilizando um sistema de numeracao decimal posicional: um
conjunto de cordas com nds denominado quipus. O quipus era feito de uma corda matriz,
ou principal (mais grossa que as demais), na qual eram penduradas outras cordas, mais
finas, de diferentes tamanhos e cores (cordas pendentes). De acordo com a sua posi¢ao,
08 nos significavam unidades, dezenas, centenas e milhares. Na Figura 1, o quipus repre-

senta o numero decimal 2 453. Para representar o "zero" em qualquer posicdo, nao se

coloca nenhum nd.

Figura 9: Quipu
Quipus
Corda principal »

= 4 ‘
Corda Milhares
pendente

Centenas

Dezenas

i Unidades

Figura 1 Figura 2

Fonte: Caderno azul ENEM, 2014

O nidmero da representacao do quipus da Figura 2, em base decimal, é:
a) 364.
b) 463.
c) 3 064.
d) 3 640.
e) 4 603.

Solucao:

Na figura 2, tem-se:
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Figura 10: Numero representado no quipu

()

Milhares — 3
Centenas — 0
Dezenas — 6
Unidades — 4

Fonie: Disponivel em: hips:/wrnw fnasbeio com brisstemas/enemienem2(14/7
prova=amarsda. Acesso em 07 jun 2020.

Logo, o numero representado é:
3-10004+0-10046-10+4 = 3000+ 0+ 60 + 4 = 3064.

Resposta: Letra c.

&

Exercicio 4 (ENEM 2016) O dbaco é um antigo instrumento de cdlculo que usa nota-
cao posicional de base dez para representar numeros naturais. Ele pode ser apresentado
em vdrios modelos, um deles ¢ formado por hastes apoiadas em uma base. Cada haste
corresponde a uma posicao no sistema decimal e nelas sao colocadas argolas; a quanti-
dade de argolas na haste representa o algarismo daquela posicao. Em geral, colocam-se
adesivos abaizo das hastes com os simbolos U, D, C, M, DM e¢ CM que correspondem,
respectivamente, a unidades, dezenas, centenas, unidades de milhar, dezenas de milhar
e centenas de milhar, sempre comecando com a unidade na haste da direita e as demais
ordens do nimero no sistema decimal nas hastes subsequentes (da direita para esquerda),
até a haste que se encontra mais & esquerda. Entretanto, no dbaco da figura, 0s adesivos

nao sequiram a6 disposicao usual.

Figura 11: Namero representado no dbaco

& M DM
Fante: Caderno amarelo ENEM, 2016




CAPITULO 2. ARITMETICA ELEMENTAR 61

Nessa disposicao, o niumero que estd representado na figura é:
a) 46 171.
b) 147 016.
c) 171 064.
d) 460 171.

e) 610 741.

Solugao:

Colocando as hastes do dbaco na disposicao usual teremos:

Figura 12: Representacao usual do nimero no dbaco

Fonte: Caderno amarelo EMEM, 2016 (adaptada).

Contando agora, as argolas em cada uma delas, teremos uma argola na haste de
adesivo U, sete na de adesivo D, uma na de adesivo C, zero na de adesivo M, seis na de
adesivo DM e quatro na de adesivo CM. Como cada argola representa um algarismo nessa
posicao, entao o nimero apresentado no dbaco tem 1 unidade, 7 dezenas, 1 centena, 6
dezenas de milhar e 4 centenas de milhar. Ou seja, corresponde ao nimero: 460 171.
Resposta: Letra d.

o

Exercicio 5 (ENEM 2012) Os hidrometros sao marcadores de consumo de dgua em resi-
déncias e estabelecimentos comerciais. Erxistem vdrios modelos de mostradores de hidro-
metros, sendo que alguns deles possuem uma combinacao de um mostrador e dois relogios
de ponteiro. O nudmero formado pelos quatro primeiros algarismos do mostrador fornece o
consumo em m>, e os dois ultimos algarismos representam, respectivamente, as centenas
e dezenas de litros de dgua consumidos. Um dos reldgios de ponteiros indica a quantidade

em litros, e o outro em décimos de litros, conforme ilustrados na figura a sequir.
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Figura 13: Hidrometro

1 m? =1 000 litros centenas de litros

— dezenas de litros
metros clbicos de

agua consumidos
unidade de
medida
Mostrador ||3|5|3I4|8|5| LY
H-®
L IR
8 2
N by AP
8 z ® % ¢
T
[} 5 4
Litros
Selo do INMETRO

Décimos de litros

Disponivel em: www.aguasdearacoiaba.com.br (adaplado).

Considerando as informagoes indicadas na figura, o consumo total de dgua regis-

trado nesse hidrometro, em litros, € igual a

a) 3 534,85.
b) 3 544,20.
¢c) 3 53/ 850,00.
d) 3 53/ 859,35,
e) 3 53/ 850,39.

Solucao:

No mostrador estao registrados:

3534 m® — 3534 x 10001 = 35340001;

8 centenas de litros — 8001;

5 dezenas de litros — 501.

Nos ponteiros, tem-se:

9 unidades de litros — 91;

3 décimetros e meio de litros — 0, 351.

Portanto, de acordo com a figura, o consumo de agua é igual a:
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3534000 + 800 + 50 + 9 + 0, 35 = 3534859, 35 litros.

Resposta: Letra d.

OPERACOES BASICAS

Exercicio 6 (ENEM 2009) A misica e a matemdtica se encontram na representacdo dos

tempos das notas musicais, conforme a figura sequinte.

Figura 14: Notas musicais

Semibreve 1

Minima

l-.l| =

Colcheia

O
]
Seminima ol

Semicolcheia

Fusa ﬁ %
Semifusa j\ 1

Fonte: Caderno rosa ENEM, 2009

Um compasso é uma unidade musical composta por determinada quantidade de
notas musicais em que a soma das duracoes coincide com a fracao indicada como formula
do compasso. Por exemplo, se a formula de compasso for 3 poderia ter um compasso ou
com duas seminimas ou uma minima ou quatro colcheias, sendo possivel a combinacao
de diferentes figuras. Um trecho musical de oito compassos, cuja formula é 1’ poderia

ser preenchido com:
a) 24 fusas.
b) 8 seminimas.

c) 8 seminimas.
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d) 24 colcheias e 12 seminimas.

e) 16 seminimas e 8 semicolcheias.

Solucao: ,
O trecho musical é composto de 8 compassos sendo que cada um tem férmula —.
Entao para determinar a duracao do trecho devemos somar a formula dos 8 compassos,

ou seja:

3+3+3+3+3+3+3+3_8x3_24_6
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

Agora devemos determinar de que forma podemos escrever 6, combinando os

tempos das notas. Analisando as alternativas, temos:

1 24
24 f — 24 x —=—=0,75;
° usas ><32 22 ,75;
. 1 3
e 3 seminimas — 3 X — = 1 =0, 75;
8 seminimas — 8 X 8 2
° minim - =-=2;
4 4 ’
. . 1 1 24 12
o24colche1ase12semin1mas—>24><§+12x1:§+Z:3+3:6;
. . . 1 1 8
e 16 colcheias e 8 semicolcheias — 16 X — +8 X — = =240,5=2,5.

R + R
8 16 8§ 16
Concluimos que o trecho musical descrito poderia ser preenchido por 24 colcheias
e 12 seminimas.
Resposta: Letra d.

&

Exercicio 7 (ENEM 2009) Joana frequenta uma academia de gindstica onde faz exer-
cicios de musculacao. O programa de Joana requer que ela faca 3 séries de exercicios
em 6 aparelhos diferentes, gastando 30 sequndos em cada série. No aquecimento, ela
caminha durante 10 minutos na esteira e descansa durante 60 sequndos para comegar o
primeiro exercicio no primeiro aparelho. Entre uma série e outra, assim como ao mudar
de aparelho, Joana descansa por 60 sequndos.

Suponha que, em determinado dia, Joana tenha iniciado seus exercicios as 10h30min

e finalizado as 11h7min. Nesse dia e nesse tempo, Joana:

a) nao poderia fazer sequer a metade dos exercicios e dispor dos periodos de descanso

especificados em seu programa.

b) poderia ter feito todos os exercicios e cumprido rigorosamente os periodos de des-

canso especificados em seu programa.
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¢) poderia ter feito todos os exercicios, mas teria de ter deizado de cumprir um dos

periodos de descanso especificados em seu programa.

d) consequiria fazer todos os exercicios e cumpriria todos os periodos de descanso es-

pecificados em seu programa, e ainda se permitiria uma pausa de 7 min.

e) nao poderia fazer todas as 8 séries dos exercicios especificados em seu programa; em
alguma dessas séries deveria ter feito uma série a menos e nao deveria ter cumprido

um dos periodos de descanso.

Solugao:

Joana comeca com um aquecimento de 10 minutos e descansa 60 segundos, o que
equivale a 1 minuto, entao ela gasta 10 + 1 = 11 minutos antes de comegar o primeiro
exercicio.

Em seguida ela faz 3 séries em cada um dos 6 aparelhos, o que totaliza 3 x 6 = 18

séries. Como cada série é de 30 segundos ela gasta:
18 x 30 = 540 segundos = 9 x 60 segundos = 9 x 1 minuto = 9 minutos, nas séries.

Agora, entre cada série e cada troca de aparelho ela gasta 60 segundos (1 minuto).
Sa0 2 x 6 = 12 intervalos entre as séries (1 entre a primeira e segunda série e outro entre
a segunda e terceira série em cada um dos 6 aparelhos) e 5 intervalos entre as trocas de
aparelho (1 entre o primeiro e segundo aparelho, outro entre o segundo e o terceiro, outro
entre o terceiro e o quarto, outro entre o quarto e o quinto e outro entre o quinto e o
sexto). Logo sdo 124 5 = 17 intervalos de 1 minuto, o que totaliza 17 x 1 = 17 minutos.

Assim, o tempo total de Joana na academia é de 11 + 9 4+ 17 = 37 minutos.

No dia em questao, ela chegou as 10h30min e saiu as 11h7min, entao permaneceu
na academia por 37 minutos (11A7min — 10h30min).

Portanto, Joana poderia ter feito todos os exercicios e cumprido rigorosamente
os periodos de descanso especificados em seu programa.
Resposta: Letra b.

<

Exercicio 8 (ENEM 2010) Uma escola recebeu do governo uma verba de R$ 1000,00
para enviar dois tipos de folhetos pelo correio. O diretor da escola pesquisou que tipos de
selos deveriam ser utilizados. Concluiu que, para o primeiro tipo de folheto, bastava um
selo de R$ 0,65 enquanto para folhetos do sequndo tipo seriam necessdrios trés selos, um
de R$ 0,65, um de R$ 0,60 e um de R$ 0,20. O diretor solicitou que se comprassem selos
de modo que fossem postados exatamente 500 folhetos do sequndo tipo e uma quantidade
restante de selos que permitisse o envio do mdximo possivel de folhetos do primeiro tipo.

Quantos selos de R$ 0,65 foram comprados?
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a) 476.
b) 675.
c) 923.
d) 965.

e) 1538.

Solugao:
O diretor quer enviar exatamente 500 folhetos do segundo tipo. Sabe-se que cada
um destes, precisa de um selo de R$0,65, um de R$0,60 e um de R$0,20, entdo para cada

folheto seréd gasto,
0,65+ 0,60 + 0,20 = 1,45 reais.
Como sao 500 folhetos deste tipo, o total gasto sera de:
500 x 1,45 =500 x (1 + 0,4 + 0,05) = 500 4 200 + 25 = 725 reais.

Ele tem a sua disposi¢do R$ 1000,00, assim restara 1000 — 725 = 275 reais para
gastar com os folhetos do primeiro tipo, que s6 usam selos de R$0,65.

Agora, dividimos 275 por 0,65 para saber quantos selos ele ird comprar aqui.

65 275 100 27500
975 = 0.65 = 275 = 2> — =2 100 200
5+ 0,65 =275+ 05 = == X 5= =~

Para saber quantos selos de R$0,65 o diretor comprou, precisamos somar os 500

= 423.

comprados para os folhetos do segundo tipo, com os 423 comprados para os folhetos do
primeiro tipo. Assim, concluimos que ele comprou 500 + 423 = 923 selos de R$0,65.
Resposta: Letra c.

&

Exercicio 9 (ENEM 2011) O dono de uma oficina mecdnica precisa de um pistao das
partes de um motor, de 68 mm de didgmetro, para o conserto de um carro. Para conse-
gquir um, esse dono vai até um ferro-velho e ld encontra pistoes com didmetros iguais a
68,21mm; 68,102 mm; 68,001 mm; 68,02 mm e 68,012 mm. Para colocar o pistao no
motor que estd sendo consertado, o dono da oficina terd de adquirir aquele que tenha o
diametro mazis prorimo do que precisa. Nessa condicdo, o dono da oficina deverd comprar

o pistao de didmetro
a) 68,21 mm.
b) 68,102 mm.

c¢) 68,02 mm.
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d) 68,012 mm.

e) 68,001 mm.

Solugao:

Para decidir qual o pistao ideal, devemos verificar qual dos ntmeros: 68,21;
68,102; 68,001; 68,02 e 68,012 é menor. Para isso comecamos comparando a primeira
casa decimal apos a virgula, depois a segunda, a terceira e assim por diante. Apds fazer
essa comparacao e organizar os nimeros em ordem crescente, teremos:

10 90 30 40 50
68,001 68,012 68,020 68,102 68,210.
Portanto, o pistao adequado é aquele de 68,001mm.

Resposta: Letra e.

O

Exercicio 10 (ENEM 2011) O consumo atingiv o maior nivel da histéria no ano pas-

sado: o0s brasileiros beberam o equivalente a 331 bilhoes de xicaras.
Veja. Ed. 2158, 31 mar. 2010.

Considere que a xicara citada na noticia seja equivalente a, aproximadamente,
120 mL de café. Suponha que em 2010 os brasileiros bebam ainda mais café, aumentando
0 Consumo em 5 do que foi consumido no ano anterior.

De acordo com essas informacoes, qual a previsao mais aproximada para consumo
de café em 20107

a) 8 bilhoes de litros.

b) 16 bilhoes de litros.
c) 32 bilhoes de litros.
d) 40 bilhoes de litros.

e) 48 bilhoes de litros.

Solucao:
De acordo com o enunciado, em 2009 (ano passado) foram consumidos 331 bilhoes

de xicaras de café. Como cada xicara equivale a 120 ml, entao foram consumidos:
331 bilhoesx120ml = 39720 bilhoes de ml.

O consumo em 2010 deve ser % maior. Calculando é de 39720 bilhoes de ml,

temos:
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% x 39720 = 395ﬂ = 7944 bilhoes de ml.

Somando com o valor que ja era consumido, tem-se:
39720 4 7944 = 47664 bilhoes de ml.
Sabemos que 1 ml corresponde a 0,001 litros, entao,
47664 bilhoes de ml = 47664 bilhces x 0,001 I = 47,664 bilhoes de litros.

Portanto, o consumo aproximado ¢ de 48 bilhoes de litros.

Resposta: Letra e.

o

Exercicio 11 (ENEM 2011) Observe as dicas para calcular a quantidade certa de ali-

mentos e bebidas para as festas de fim de ano:
e Para o prato principal, estime 250 gramas de carne para cada pessoa.

e Um copo americano cheio de arroz rende o suficiente para quatro pessoas.

Para a farofa, calcule quatro colheres de sopa por convidado.

Uma garrafa de vinho serve seis pessoas.

Uma garrafa de cerveja serve duas.

Uma garrafa de espumante serve trés convidados.

Quem organiza festas faz esses cdlculos em cima do total de convidados, indepen-

dente do gosto de cada um.

Quantidade certa de alimentos e bebidas evita o desperdicio da ceia.
Jornal Hoje 17 dez. 2010 (adaptado).

Um anfitriao decidiu sequir essas dicas ao se preparar para receber 30 convidados

para o ceia de Natal. Para sequir essas orientacoes a risca, o anfitriao deverd dispor de

a) 120 kg de carne, 7 copos americanos e meio de arroz, 120 colheres de sopa de farofa,

b garrafas de vinho, 15 de cerveja e 10 de espumante.

b) 120 kg de carne, 7 copos americanos e meio de arroz, 120 colheres de sopa de farofa,

5 garrafas de vinho, 30 de cerveja e 10 de espumante.

c) 75 kg de carne, 7 copos americanos e meio de arroz, 120 colheres de sopa de farofa,

5 garrafas de vinho, 15 de cerveja e 10 de espumante.
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d) 7,5 kg de carne, 7 copos americanos de arroz, 120 colheres de sopa de farofa, 5

garrafas de vinho, 30 de cerveja e 10 de espumante.

e) 7,6 kg de carne, 7 copos americanos e meio de arroz, 120 colheres de sopa de farofa,

d garrafas de vinho, 15 de cerveja e 10 de espumante.

Solucao:

Considerando que o anfitriao nao ira participar da ceia, ele precisara de:

Carne — 2509 x 30 = 75009 = 7, 5kg;

1 30
Arroz — 1 copo x 30 = T 7,5 copos;

Farofa — 4 colheres x 30 = 120 colheres;

1 30
Vinho — G garrafa x 30 = 5= 5 garrafas;

1 30
Cerveja — 3 garrafa x 30 = 5 = 15 garrafas;

1 30
Espumante — 3 garrafa x 30 = 3= 10 garrafas.

Portanto, o anfitrido devera dispor de 7,5 kg de carne, 7 copos americanos e
meio de arroz, 120 colheres de sopa de farofa, 5 garrafas de vinho, 15 de cerveja e 10 de
espumante.

Resposta: Letra e.

<

Exercicio 12 (ENEM 2012)Nos shopping centers costumam existir parques com vdrios
brinquedos e jogos. Os usudrios colocam créditos em um cartao, que sao descontados por
cada periodo de tempo de uso dos jogos. Dependendo da pontuacao da crianca no jogo,
ela recebe um certo numero de tiquetes para trocar por produtos nas lojas dos parques.
Suponha que o periodo de uso de um brinquedo em certo shopping custa R$ 3,00 e que
uma bicicleta custa 9 200 tiquetes.

Para uma crianca que recebe 20 tiquetes por periodo de tempo que joga, o valor,
em reais, gasto com créditos para obter a quantidade de tiqueles para trocar pela bicicleta

é:
a) 153.
b) 460.
c) 1218

d) 1 580.
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e) 3 066.

Solugao:
Determinemos primeiro, quantos periodos a crianga precisa jogar. Como ela

ganha 20 tiquetes por periodo e precisa de 9200, basta dividir por 20:

9200 =10 920 900+20 900 = 20

9200 = 2 e T T LT 450 + 10 = 460.
9200 + 20 — 50 = 10 5 5 5 +2 50 + 10 60

Logo, a crianca precisa jogar 460 periodos, como cada um custa R$3,00, ela

gastara:
3 x 460 = 3 x (400 + 60) = 1200 + 180 = 1380 reais.

Resposta: Letra d.

o

Exercicio 13 (ENEM 201/) Durante uma epidemia de uma gripe viral, o secretdrio de
saude de wm municipio comprou 16 galoes de dlcool em gel, com 4 litros de capacidade
cada um, para distribuir igualmente em recipientes para 10 escolas publicas do municipio.
O fornecedor dispoe a venda diversos tipos de recipientes, com suas respectivas capacidades

listadas:

e Recipiente I: 0,125 litro;

Reciprente I1: 0,250 litro;

Reciprente I11: 0,320 litro;

Recipiente IV: 0,500 litro;

Recipiente V: 0,800 litro;

O secretdrio de satde comprard recipientes de um mesmo tipo, de modo a instalar
20 deles em cada escola, abastecidos com dlcool em gel na sua capacidade mdxima, de
forma a utilizar todo o gel dos galoes de uma so vez.

Que tipo de recipiente o secretdrio de saude deve comprar?
a) I
b) I
c) III.
d) IV.

e) V.
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Solugao:

O secretario comprou 16 galoes com 4 litros cada, entao no total sao 16 x 4 =
64 litros de alcool em gel.

Estes devem ser divididos em 10 escolas e cada uma devera ter 20 recipientes de
mesma capacidade, logo os 64 litros devem ficar divididos em 10 x 20 = 200 recipientes.
Assim, cada recipiente deve conter:

64 64 =2 32 1
200 = 100 = 92X 100 = 52 1 = 0,32 litros.
200 200 =2 100 32 X 100 32 x0,0 0,32 litros

Portanto, o secretario devera comprar recipientes do Tipo III.
Resposta: Letra c.

>

Exercicio 14 (ENEM 2015) No contexto da matemdtica recreativa, utilizando diversos
materiais diddticos para motivar seus alunos, uma professora organizou um jogo com um
tipo de baralho modificado. No inicio do jogo, vira-se uma carta do baralho na mesa e
cada jogador recebe em maos nove cartas. Deseja-se formar pares de cartas, sendo a
primeira carta o da mesa e a sequnda, uma carta na mao do jogador, que tenha um valor
equivalente aquele descrito na carta da mesa. O objetivo do jogo € verificar qual jogador
conseque o maior numero de pares. Iniciado o jogo, a carta virada na mesa e as cartas

da mao de um jogador sao como no esquema:

Figura 15: Cartas

£

w|m
co|m

Carta da mesa Cartas da mao

Fante: Caderno azul ENEM, 2015

Sequndo as regras do jogo, quantas cartas da mdao desse jogador podem formar

um par com a carta da mesa?
a) 9.
b) 7.
c) 5.

d) 4.
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e) 3.

Solugao:

A fracao representada na carta da mesa é equivalente as seguintes representacoes:

6 62 3
o — —_— = —
8 8+2 4’
6 75 1
.8 100 XlOO X7 9 )
6 3 3x25 75
*S°1 ixz: 100 N

3 .
Note que 7 75% e 0,75 estao representados em cartas na mao do jogador. Por-
tanto, ha 3 cartas na mao dele que pode formar um par com a carta da mesa.
Resposta: Letra e.

<

Exercicio 15 (ENEM 2015) A insulina € ulilizada no tratamento de pacientes com di-
abetes para o controle glicémico. Para facilitar sua aplicacdo, foi desenvolvida uma "ca-

neta"na qual pode ser inserido um refil contendo 3 mL de insulina, como mostra a imagem.

Figura 16: Caneta para aplicacao de insulina

o
Fonte: Cademo azul ENEM, 2015

Para controle das aplicagoes, definiu-se a unidade de insulina como 0,01 mL.
Antes de cada aplicacdo, € necessdrio descartar 2 unidades de insulina, de forma a retirar
possiveis bolhas de ar.

A um paciente foram prescritas duas aplicacoes didrias: 10 unidades de insulina
pela manha e 10 a noite.

Qual o nimero mdrimo de aplicagoes por refil que o paciente poderd utilizar com

a dosagem prescrita?
a) 25.
b) 15.

c) 15.
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d) 12.
e) 8.

Solugao:

Em cada aplicacao o paciente deve usar 10 unidades, mas precisa descartar 2
para retirar as bolhas, entao deve colocar 12 unidades na caneta. Como cada unidade
corresponde a 0,01 ml, entao devem ser colocados 12 x 0,01 = 0, 12ml.

Agora, como cada refil comporta 3 ml, para saber o niimero méximo de aplicacoes
por refil, basta dividir 3 ml por 0,12.

Assim, é possivel fazer no maximo:

340123+ 2 =5 x )= 5D

— =2 licagoes.
100~ 1 D 5 aplicagoes

Resposta: Letra a.

o

Exercicio 16 (1° APLICACAO-ENEM 2016) No tanque de um certo carro de passeio
cabem até 50 L de combustivel, e o rendimento médio deste carro na estrada é de 15 km/L
de combustivel. Ao sair para uma viagem de 600 km o motorista observou que o marcador
de combustivel estava exatamente sobre uma das marcas da escala diviséria do medidor,

conforme figura a sequir.

Figura 17: Tanque de combustivel
S/

B o/

Fonte: Caderno azul ENEM 1* aplicacio, 2016

Como o motorista conhece o percurso, sabe que existem, até a chegada a seu
destino, cinco postos de abastecimento de combustivel, localizados a 150 km, 187 km,
450km, 500 km e 570 km do ponto de partida.

Qual a mdzima distdncia, em quilometro, que poderd percorrer até ser necessdrio

reabastecer o veiculo, de modo a nao ficar sem combustivel na estrada?

a) 570,

b) 500.
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¢c) 450.
d) 187,

e) 150.

Solucao:
Observe que o marcador é dividido em 8 intervalos, dos quais 6 esta preenchido.

Logo o tanque esta com:

6 6+-2 3 :
3 — S=35 -1 de sua capacidade.
Ou seja, o carro tem:

3 , 150 100450 100 50
ZdeE)Oldegasolzna—) 1 X 50 = o -1 = T+Z =25+12,5=37,5l.

Como a cada litro o carro anda 15km, entao é possivel viajar ainda 15 x 37,5 =
562, bkm.

Portanto, o veiculo podera percorrer no maximo até o posto que fica a 500 km.
Resposta: Letra b.

<

Exercicio 17 (2° APLICACAO-ENEM 2016) Nas construgoes prediais sao utilizados
tubos de diferentes medidas para a instalacao da rede de dgua. FEssas medidas sdo co-

nhecidas pelo seu didmetro, muitas vezes medido em polegada. Alguns desses tubos, com

5
medidas em polegada, sao os tubos de 2% e 1 Colocando os valores dessas medidas em

ordem crescente, encontramos:

)1 3 5
a) =, =, —.
2" 8 4
1 5 3
i
3 1 5
Yy
3 5 1
d) =, =, =
)8’4’2
5 1 3
)Ty E
Solugao:

Comecaremos procurando fragoes equivalentes as fracoes dadas de modo a escreveé-
las com mesmo denominador.
Temos:
Ix4 4

1
2 '9x4 g
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. .43 10
Assim, devemos ordenar as fragoes 1 e 3
Pelo caso 1, descrito na subsecao 2.2.3 para representacao dos racionais na reta,
3 4 10

Portanto, colocando as medidas dos tubos em ordem crescente teremos:

D
e —.

4

| w
N | —

Resposta: Letra c.

o

Exercicio 18 (ENEM 2017) Em um teleférico turistico, bondinhos saem de estagdes ao
nivel do mar e do topo de uma montanha. A travessia dura 1,5 minuto e ambos o0s
bondinhos se deslocam a mesma velocidade. Quarenta sequndos apds o bondinho A partir
da estacao ao nivel do mar, ele cruza com o bondinho B, que havia saido do topo da

montanha.

Quantos sequndos apds a partida do bondinho B partiu o bondinho A?
a) 5.
b) 10.
c) 15.
d) 20.

e) 25.

Solucao:

A travessia para ambos os bondinhos é realizada em 1,5 minutos, ou seja,
1,5 x 60 = (1+0,5) x 60 =60+ 30 = 90 segundos.

Como o bondinho A encontrou o bondinho B 40 segundos apo6s sua partida,
significa que o bondinho B se deslocou 90 — 40 = 50 segundos.

Assim, o bondinho A saiu 50 — 40 = 10 segundos depois do bondinho B.
Resposta: Letra b.

o

Exercicio 19 (ENEM 2017) Uma pessoa ganhou uma pulseira formada por pérolas esfé-
ricas, na qual faltava uma das pérolas. A figura indica a posicdao em que estaria faltando

esta pérola.
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Figura 18: Pulseira

Fonte: Cademo amarelo ENEM, 2017.

Ela levou a joia a um joalheiro que verificou que a medida do didmetro dessas
pérolas era 4 milimetros. Em seu estoque, as pérolas do mesmo tipo e formato, disponiveis
para reposicao, tinham didmetros iquais a: 4,025 mm; 4,100 mm; 3,970 mm; 4,080 mm
e 3,099 mm.

O joalheiro entao colocou na pulseira a pérola cujo didmetro era o mais proxrimo
do didmetro das pérolas originais.

A pérola colocada na pulseira pelo joalheiro tem didmetro, em milimetro, iqual a
a) 3,099.
b) 3,970.
c) 4,025.
d) 4,080.

e) 4,100.

Solucao:
Para decidir qual a pérola mais adequada, devemos calcular a diferenca positiva
entre os diametros da pérola original e as que o joalheiro tem disponivel e escolher a menor

diferenca. Calculemos, entao essas diferencas:

e 4025 —4=0,025 mm;

4,100 — 4 = 0,100 mm;

43,970 = 0,030 mm;

4,080 — 4 = 0,080 mm;

4 — 3,099 = 0,901 mm.
Colocando as diferencas em ordem crescente, obtemos:

0,025 < 0,030 < 0,080 < 0,100 < 0,901.
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Portanto, a pérola que mais se aproxima da original ¢ aquela cujo diametro mede
4,025mm.
Resposta: Letra c.

<

Exercicio 20 (ENEM 2017) Neste modelo de termdometro, os filetes na cor preta regis-
tram as temperaturas minima e mdxima do dia anterior e os filetes na cor cinza registram

a temperatura ambiente atual, ou seja, no momento da leitura do termometro.

Figura 19: Termometro

- i

—2u—§ g—w

—1u—§ g—su
c—én __g—zn
10—2" _mg—m
;mé g—n
30—% g——w
4@—% g——zu
50—2-“. _---g —30

Fonte: Caderno rosa ENEM, 2017

Por isso ele tem duas colunas. Na da esquerda, os numeros estao em ordem
crescente, de cima para baizo, de —30°C até 50 °C. Na coluna da direita, os niumeros
estao ordenados de forma crescente, de bairo para cima, de —30°C até 50 °C.

A leitura € feita da sequinte maneira:

e a temperatura minima € indicada pelo nivel inferior do filete preto na coluna da

esquerda;
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e a temperatura mdrima € indicada pelo nivel inferior do filete preto na coluna da

direita;
e a temperatura atual € indicada pelo nivel superior dos filetes cinza nas duas colunas.

Disponivel em: www.if. ufrgs.br.
Acesso em: 28 ago. 2014 (adaptado).

Qual € a temperatura mdzima mais aproximada registrada nesse termometro?
a) 5°C.
b) 7°C.
c) 13°C.
d) 15°C.
e) 19°C.

Solucao:

Observando a aproximacao das marcagoes no termometro, temos:

Figura 20: Temperatura marcada no termoémetro

Minima no dia anterior:
- 5°¢

bl

]IIIII]IIIIl||IIII]IIII[|IIIII|II|II|IIIII|IIrII|I|III|II|II|II]II||II]||I|EII|I[|II‘II[|I|IIIII]
=

Mdxima no dia anterior:
19°¢

Minima no dia atual:
7°C

r

Maxima no dia atual:
7°C
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Fonte: Autor
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Logo a temperatura maxima mais aproximada, registrada foi 19°C.
Resposta: Letra e.

o

Exercicio 21 (ENEM 2017) Em um parque hd dois mirantes de alturas distintas que
sao acessados por elevador panordmico. O topo do mirante 1 ¢ acessado pelo elevador 1,
enquanto que o topo do mirante 2 é acessado pelo elevador 2. Eles encontram-se a uma
distincia possivel de ser percorrida a pé, e entre os mirantes hd um teleférico que os liga

que pode ou nao ser utilizado pelo visitante.

Figura 21: Teleférico

L

Mirante 1 Mirante 2
Fonte: Cademo cinza ENEM, 2017

O acesso aos elevadores tem o0s sequintes custos:

Subir pelo elevador 1: R$ 0,15;

Subir pelo elevador 2: R$ 1,80;

Descer pelo elevador 1: R$ 0,10;

Descer pelo elevador 2: R§ 2,30.

O custo da passagem do teleférico partindo do topo do mirante 1 para o topo do
mirante 2 é de R$ 2,00, e do topo do mirante 2 para o topo do mirante 1 é de R$ 2,50.
Qual € o menor custo, em real, para uma pessoa visitar os topos dos dois mirantes

e retornar ao SOlO?
a) 2,25,
b) 3,90.
c) 4,35.

d) 4,40.
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e) 4,49.

Solugao:

Calculando os precos dos possiveis percursos, temos:

e Percurso I: Sobe e desce o elevador 1, anda até o mirante IT em seguida, sobe e desce

elevador 2.

CUSTO:
(0,1540,10)+ (1,80+2,30) = 0,25+ (1+0,80+2+0,30) = 3+1, 10 = 4, 35 reais.

e Percurso II: Sobe elevador 1, anda pelo teleférico até mirante IT em seguida, desce

elevador 2.

CUSTO:
0,15+2+2,30=0,15+2+(24+0,30) =4+ 0,45 = 4,45 reais.

e Percurso III: Sobe elevador 2, anda pelo teleférico até mirante I em seguida, desce

elevador 1.

CUSTO:
1,80 +2,50+0,10=1+0,80+2+ 0,50+ 0,10 = 3 + 1,40 = 4,40 reais.

Portanto, o Percurso I é o que apresenta menor custo, onde a pessoa gastard
R$4,35.
Resposta: Letra c.

o

Exercicio 22 (ENEM 2018) Em um aeroporto, os passageiros devem submeter suas ba-
gagens a uma das cinco maquinas de raio-X disponiveis ao adentrarem a sala de embarque.
Num dado instante, o tempo gasto por essas mdaquinas para escanear a bagagem de cada
passageiro e o numero de pessoas presentes em cada fila estao apresentados em um painel,

como mostrado na figura.

Figura 22: Distribuicao de pessoas por maquina

Maquina 3

Maquina 1 Maquina &

Jo segundos
2 pessoas

23 segundos @ 22 segundos |l 40 segundos
[ pessoas

20 segundos

& pessoas

Fonte: Caderno amarelo ENEM, 2018

Um passageiro, ao chegar a sala de embarque desse aeroporto no instante indi-

cado, visando esperar o menor tempo possivel, deverd se dirigir a mdquina:
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a) 1.
b) 2.
c) 3.

d) 4.

e) 5.

Solucao:

Para decidir qual méaquina escolher, o passageiro deve verificar quanto tempo
cada uma gastard para atender as pessoas que ja estao na fila e escolher a que apresentar
O menor tempo.

Analisando os tempos de cada maquina, temos os seguintes valores.

e Maquina 1:

35 x5=(304+5) x5 =150+ 25 = 175 seg.

e Maquina 2:

25 x 6 = (20 4+ 5) x 6 = 120 + 30 = 150 seg.

e Maquina 3:
22 X 7=(2042) x 7= 140 + 14 = 154 seg.

e Maquina 4:
40 x 4 = 160 seg.

e MAaquina 5:

20 x 8 = 160 seg.

Assim, a melhor opcao para ele é a maquina 2.
Resposta: Letra b.

<

Exercicio 23 (ENEM 2019) Um casal planejou uma viagem e definiu como teto para o
gasto didrio um valor de até R$ 1 000,00. Antes de decidir o destino da viagem, fizeram
uma pesquisa sobre a tara de cimbio vigente para as moedas de cinco paises que desejavam
visitar e também sobre as estimativas de gasto didrio em cada um, com o objetivo de
escolher o destino que apresentasse o menor custo didrio em real. O quadro mostra os
resultados obtidos com a pesquisa realizada.

Nessas condigoes, qual serd o destino escolhido para a viagem?
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Tabela 1: Cambio

Pais de destino | Moedalocal | Taxadecadmbio | Gasto diario
Franca Euro (€) RS 3,14 315,00 €

_EVA |  DOlar(uss) | R$278 |  US$390,00
Australia | Ddlar australiano (AS) | RS 2,14 | AS 400,00
Canada Délar canadense (CS) R$ 2,10 CSs 410,00
Reing Unido Libra esterlina (£) R34.24 £ 290,00

Fonte: Cademo cinza ENEM, 2019

a) Austrdlia.

b) Canadd.

c) EUA.

d) Franca.

e) Reino Unido.
Solugao:

Calculando o gasto didrio em cada pafs de acordo com a taxa de cambio corres-

pondente, tem-se:

e [ranca:

315 x 3,14 =315 x (3+0,14) =945 + 44,1 = 989, 1 reais.

e FEUA:
390 x 2,78 =390 x (2+0,78) = 780 + 304, 2 = 1084, 2 reais.

e Australia:

400 x 2,14 =400 x (24 0,14) = 800 + 56 = 856 reais.

e Canada:

410 x 2,10 = 410 x (2 + 0,10) = 820 + 41 = 861 reais.

e Reino Unido:

290 x 4,24 =290 x (4 +0,24) = 1160 + 69, 6 = 1229, 6 reais.

Portanto, o melhor destino para a viagem é Australia.

Resposta: Letra a.
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PORCENTAGEM

Exercicio 24 (ENEM 2009) A resolu¢do das cimeras digitais modernas é dada em me-
gapizels, unidade de medida que representa um milhdo de pontos. As informacoes sobre
cada um desses pontos sao armazenadas, em geral, em 3 bytes. Porém, para evitar que
as tmagens ocupem muito espaco, elas sao submetidas a algoritmos de compressao, que
reduzem em até 95% a quantidade de bytes necessdrios para armazend-las.

Considere 1 KB = 1.000 bytes, 1 MB = 1.000 KB, 1 GB = 1.000 MB.

Utilizando uma cdmera de 2.0 megapizels cujo algoritmo de compressao é de 95%,
Joao fotografou 150 imagens para seu trabalho escolar. Se ele deseja armazend-las de modo

que o espaco restante no dispositivo seja 0 menor espaco possivel, ele deve utilizar

a) um CD de 700 MB.

b) um pendrive de 1 GB.

¢) um HD externo de 16 GB.
d) um memory stick de 16 MB.

e) um cartao de memdria de 64 MB.

Solucao:

Cada foto tem 2 megapixels, logo as 150 fotos correspondem a:
2 x 150 = 300 megapizels.
Usando as medidas de conversao sugeridas, temos que,
300 megapizels = 300000000 pizels(Pontos).
Como cada ponto é armazenado em 3 bytes, entao precisamos de
300000000 x 3 bytes = 300000000 x 3000 = 900000000000 bytes = 900 M B.

Agora, note que, o algoritmo de compressao ¢ 95%, logo sera utilizado 5% dos
900MB no armazenamento (100% — 95%), ou seja, precisamos de um dispositivo que

comporte:

5 4500
d = — = —— =45MB.
5% de 900 100 x 900 100 5

Analisando as opcoes dadas, aquele que oferece um espaco suficiente com menor
espaco restante é o cartao de memoria de 64MB.

Resposta: Letra e.
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Exercicio 25 (ENEM 2010) Um professor dividiu a lousa da sala de aula em quatro
partes iguais. Em sequida, preencheu 75% dela com conceitos e explicacoes, conforme a

figura sequinte:

Figura 23: Lousa

Fonte: Caderno azul ENEM, 2016

Algum tempo depois, o professor apagou a lousa por completo e, adotando um
procedimento semelhante ao anterior, voltou a preenché-la, mas, dessa vez, utilizando
40% do espago dela.

Uma representacao possivel para essa sequnda situacao é

Fonte: Caderno azul ENEM, 2016

Fonte: Caderno azul ENEM, 2016
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Fonte: Caderno azul ENEM, 2016

Solugao:

Analisando as opcoes dadas temos:

Item A

I Fragao representada: 7

1 1x25 25

II Porcentagem: — = =100 = 207
orcentagem: 7 = - — 55 = 100 %;
e [tem B
R 2
I Fracao representada: 7
2 2x25 50
11 P DS = = - = 50%;
orcentagem 1 Ix9 100 %
o Ttem C
~ 2
I Fragao representada: 5
2 2x20 40
ILp ¢ P == = — = 40%;
orcentagem: = = ¢——o = 757 %
e [tem D
~ 3
I Fragao representada: 5
3 3x20 60
1P ¢ D= = — = 607%;
orcentagem: ¢ = ———5 = 755 %;
o Jtem E
R 4
I Fracao representada: 5
4  4x20 80
IT Porcentagem: — = a = — = 80%.

5 5x20 100

Portanto, uma representacao possivel para a segunda situacao é a representada
no item C.

Resposta: Letra c.
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Exercicio 26 (ENEM 2010) Os dados do grdfico foram coletados por meio da Pesquisa

Nacional por Amostra de Domicilios

Figura 24: Quantidade de telefones celulares

Estudantes que possuem telefone moével celular com idade
de 10 anos ou mais
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(Foto: Fonte: IBGE Disponivel em: http:/'wwwibge gov.br Acesso em: 28 abr. 2010 (adaptada).)

Supondo-se que, no Sudeste, 14 900 estudantes foram entrevistados nessa pes-

quisa, quantos deles possuiam telefone movel celular?

a) 5515,
b) 6 556.
¢c) 7 450.

d) 8 344.

e) 9 536.

Solucao:

O grafico mostra que no Sudeste, 56% dos entrevistados possuem telefone movel
celular. Como foram 14900 entrevistados nessa regido, entdo basta calcular 56% desse
valor.

Dai:

14900

= 149 = 8344.
100 06 x 149 = 83

o6
56% de 14900 — 100 x 14900 = 56 x

Resposta: Letra d.
o

Exercicio 27 (ENEM 2010) Os dados do grdfico sequinte foram gerados a partir de dados
colhidos no conjunto de seis regioes metropolitanas pelo Departamento Intersindical de

FEstatistica e Estudos Socioeconémicos (Dieese).



CAPITULO 2. ARITMETICA ELEMENTAR 87

Figura 25: Taxa de desemprego

Taxas de desemprego nas regides
metropolitanas margo/2010

Sdo Paulo
Salvador 19,9
Redfe 19,3
Porto Alegre
Belo Horizonte

Distrito Federal

Disponivel em: hitp:ig1 .globo.com. Acesso em: 28 abr. 2010 (adaptado).

Supondo que o total de pessoas pesquisadas na regiGgo metropolitana de Porto

Alegre equivale a 250 000, o nimero de desempregados em margo de 2010, nessa regido,
foi de

a) 24500.

b) 25000.

c) 220500.

d) 223000.

e) 227500.

Solugao:
De acordo com o grafico, a taxa de desemprego em Porto Alegre foi de 9,8%,

como foram entrevistados 250000 pessoas, entao o niimero de desempregados foi de:

1
9,8% de 250000 — 250000 X % = 250000 x 9, 8 x 100 = 250000 x % X

250000 x 98 x 1 24500000 10~ 100
- = =24 '
10 x 100 1000 500 pessoas

Resposta: Letra a.

o

Exercicio 28 (ENEM 2010) Um grupo de pacientes com Hepatite C foi submetido a um
tratamento tradicional em que 40% desses pacientes foram completamente curados. Os

pacientes que nao obtiveram cura foram distribuidos em dois grupos de mesma quantidade
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e submetidos a dois tratamentos inovadores. No primeiro tratamento inovador, 35% dos
pacientes foram curados e, no sequndo, 45%.
Em relacao aos pacientes submetidos inicialmente, os tratamentos inovadores

proporcionaram cura de

a) 16%.
b) 24%.
¢c) 32%.
d) 48%.
e) 64%.

Solucao:

Do grupo inicial, apenas 40% foi curado com o tratamento tradicional, entao
100% — 40% = 60% foi submetido a algum dos tratamentos inovadores.

Como foram divididos em 2 grupos iguais, entao 30% do grupo original foi sub-
metido ao primeiro tratamento e 30% ao segundo, com taxas de cura de 35% e 45%),
respectivamente.

Calculando essas taxas nos dois tratamentos, tem-se:

e Primeiro tratamento:

35 30 1050
d oo 20 00
35% de 30% — 105 % 756 = 10000

e Segundo tratamento:

45 30 1350
4 _, 4 30 _ 1350
5% de 30% — 05X 705 = 10000

Somando os resultados dos dois tratamentos, temos:

1050 N 1350 2400 24
10000 ~ 10000 10000 100

Entéo, os tratamentos inovadores proporcionaram curaa de 24% em relacido aos

= 24%.

pacientes submetidos inicialmente.
Resposta: Letra b.

o

Exercicio 29 (ENEM 2011) Uma enquete, realizada em mar¢o de 2010, perguntava aos
internautas se eles acreditavam que as atividades humanas provocam o aquecimento global.
Eram trés alternativas possiveis e 279 internautas responderam a enquete, como mostra

o grifico.
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Figura 26: Quantidade de internautas

B0
7%
BO%
405
25%
- .
0% J
5iM hlﬁun SEl AVALIAR

Epma. Ed. 619, 28 mar. 2010 | adapiado).

Analisando os dados do grdfico, quantos internautas responderam "NAO" & en-

quete?

a) Menos de 23.

b) Mais de 23 e menos de 25.
¢) Mais de 50 e menos de 75.
d) Mais de 100 e menos de 190.

e) Mais de 200.

Solucao:

De acordo com o grafico, 25% dos entrevistados responderam NAO. Ou seja,

25 200 470+ 9) x 25 _ (5000 + 1750 + 225) x 25 _ 6975
25% de 279 —s —— x 279:< +70+9) %25 _ ( + +225) x

100 100 N 100 100
6000 +900+70+5 6000 900 70 5
= 100 = 100+ﬁ+ﬁ+1_00 60 +94+0,7+0,05 =69, 75.

Portanto, mais de 50 e menos de 75 internautas, responderam NAO & enquete.

Resposta: Letra c.

<

Exercicio 30 (ENEM 2014) Uma ponte precisa ser dimensionada de forma que possa
ter trés pontos de sustentacao. Sabe-se que a carga mdxima suportada pela ponte serd de
12 t. O ponto de sustentacao central receberd 60% da carga da ponte, e o restante da carga
serd distribuido igualmente entre os outros dois pontos de sustentacao. No caso de carga

mdzxima, as cargas recebidas pelos trés pontos de sustentagcao serao, respectivamente,
a) 1,81 8,4 t; 1,81t

b) 3,0t 6,0 t; 3,0 t.
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c) 2,4t 7,2t 2,4 t.
d) 3,6t 4,81t 3,61
e) 4,2t 3,6t 4,2t

Solucao:
Calculando a carga no ponto de sustentacao central, temos:

60 720 700+20 700 20
12t - 12X —=—=—7"—""=—+ — = 2=17,72t.
60% de 121 x 100 100 100 100 * 100 7+0, 7,2

Agora temos, 12t — 7,2t = 4, 8t para dividir igualmente entre os outros 2 pontos,
o que da:
48 48 1 48

4,8 +2=—22= " x - =_— =2 4
10 1072 20

Portanto, as cargas recebidas pelos 3 pontos de sustentacao serao, respectiva-
mente, 2,4t, 7,2t e 2,4¢t.

Resposta: Letra c.

Exercicio 31 (ENEM 2014) De acordo com a ONU, da dgua utilizada diariamente,

e 25% sao para tomar banho, lavar as maos e escovar os dentes.
o 33% sao utilizados em descarga de banheiro.
e 27% sao para cozinhar e beber.

o 15% sao para demais atividades.

No Brasil, o consumo de dgua por pessoa chega, em média, a 200 litros por dia.
O quadro mostra sugestoes de consumo moderado de dgua por pessoa, por dia, em algumas

atiwidades.

Tabela 2: Consumo de agua

<= Consumo total de agua na
puviesce atividade (em litros)
Tomar banho 24,0
Dar descarga 18,0
Lavar as maos 3,2
Escovar os dentes 2.4
Beber e cozinhar 22,0

Fonte: Caderno rosa ENEM, 2014

Se cada brasileiro adotar o consumo de dgua indicado no quadro, mantendo o
mesmo consumo nas demais atividades, entdo economizard diariamente, em média, em

litros de dgua,
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a) 30,0.
b) 69,6.
c) 100,4.
d) 130.4.
e) 170,0.

Solucao:
Primeiro calculemos a quantidade de agua necessaria para as "Demais ativida-

des"de acordo com a ONU. Para isso basta calcular 15% de 200 litros:

15 300
1 2000 — — x 200 = — = 30L
5% de 2000 — 5 x 200 = o0 = 301

Entao o consumo, segundo a nova proposta deve ser de:
304+24+18+224+3,2+2,4=944+3+0,24+2+0,4=994+0,6 =99,6 litros.

Portanto, a economia sera de 200 — 99,6 = 100, 4 litros.
Resposta: Letra c.

<

Exercicio 32 (ENEM 2014) Os vidros para veiculos produzidos por certo fabricante tém
transparéncias entre 70% e 90%, dependendo do lote fabricado. Isso significa que, quando
um feize luminoso incide no vidro, uma parte entre 70% e 90% da luz conseque atravessd-
lo. Os wveiculos equipados com vidros desse fabricante terao instaladas, nos vidros das
portas, peliculas protetoras cuja transparéncia, dependendo do lote fabricado, estard entre
50% e 70%. Considere que uma porcentagem P da intensidade da luz, proveniente de uma
fonte externa, atravessa o vidro e a pelicula.

De acordo com as informacaes, o intervalo das porcentagens que representam a

variacao total possivel de P é

a) [35 ; 63].
b) [40 ; 63].
¢) [50 ; 70].
d) 50 ; 90].

e) [70 : 90].
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Solugao:
A quantidade minima e maxima da intensidade da luz que sai da fonte externa
e atravessa o vidro é dada pelo produto das porcentagens da transparéncia do vidro e da

pelicula. Entao temos.

e Quantidade Minima:

70 50 7 5) 35

e Quantidade Maxima:

90 70 9 7 63

Portanto, o intervalo das porcentagens é |35;63|
Resposta: Letra a.

o

Exercicio 33 (1° APLICACAO - ENEM 2016) Uma pessoa comercializa picolés. No
sequndo dia de certo evento ela comprou 4 caizas de picolés, pagando R$ 16,00 a caiza
com 20 picolés para revendé-los no evento. No dia anterior, ela havia comprado a mesma
quantidade de picolés, pagando a mesma quantia, e obtendo um lucro de R$ 40,00 (obtido
exclusivamente pela diferenca entre o valor de venda e o de compra dos picolés) com a
venda de todos os picolés que possuia.

Pesquisando o perfil do piblico que estard presente no evento, a pessoa avalia que
serd possivel obter um lucro 20% maior do que o obtido com a venda no primeiro dia do
evento.

Para atingir seu objetivo, e supondo que todos os picolés disponiveis foram ven-

didos no sequndo dia, o valor de venda de cada picolé, no sequndo dia, deve ser
a) R$ 0,96.
b) RS 1,00.
¢) R$ 1,40.
d) R$ 1,50.
e) R$ 1,56.

Solucao:
O lucro do primeiro dia foi de R$40,00. Como ela quer que o lucro do 2° dia seja

20% maior, entao deve ter:

20 800
20% de 40 —> —— x 40 = —— — &
e 20% de 40 1OO><O 100 8;

e 40+ 8 = 48 reais de lucro.
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A pessoa comprou 4 caixas de picol¢ a R$16,00 cada, entdo gastou 4 x 16 = 64
reais.

Com a venda, ela deve arrecadar 64 + 48 = 112 reais para obter o lucro desejado.

Agora, note que o nimero de picolés que ela comprou foi de 4 x 20 = 80. Assim,
o lucro desejado sera obtido se vender cada picolé ao preco de 112 =+ 80 = 1, 4 reais.

Resposta: Letra c.

o

Exercicio 34 (2% APLICACAO - ENEM 2016)0 Brasil é o quarto produtor mundial de
alimentos e € também um dos campeoes mundiais de desperdicio. Sao produzidas por ano,
aprozimadamente, 150 milhoes de toneladas de alimentos e, desse total, 3 $ao produtos
de plantio. Em relagdo ao que se planta, 64% sdo perdidos ao longo da cadeia produtiva
(20% perdidos na colheita, 8% no transporte e armazenamento, 15% na indistria de pro-

cessamento, 1% no varejo e o restante no processamento culindrio e hdbitos alimentares).
Disponivel em: www.bancodealimentos.org.br. Acesso em: 1 ago. 2012.

O desperdicio durante o processamento culindrio e hdbitos alimentares, em milhdo

de tonelada, € igual a

a) 20.
b) 30.
c) 56.

d) 64.

e) 96.

Solugao:

Calculemos primeiro, quantas toneladas é produto de plantio. Para isso, fazemos
2

3 de 150 milhoes de toneladas:

% x 150 = ? = 100 milhoes de toneladas.

E dito que 64% deste, ¢ disperdicado, sendo:

20% na colheta;

8% no transporte e armazenamento;

15% na industria de processamento;

1% no varejo;
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e O restante no processamento culinario e hébitos alimentares.
Calculando qual é a porcentagem desse ultimo item, temos:

e 20% + 8% + 15% + 1% = 44%;

o 64% — 44% = 20%.

Logo a porcentagem do tltimo item corresponde a 20%.

Calculemos agora, quantas toneladas corresponde a essa porcentagem. Dai:

20 2000
0% x 100 100 x 100 100

Portanto, o disperdicio durante o processamento culinario e habitos alimentares

= 20 milhoes de toneladas.

é de 20 milhées de toneladas.
Resposta: Letra a.

<

Exercicio 35 (ENEM 2019) Uma pessoa, que perdeu um objeto pessoal quando visitou
uma cidade, pretende divulgar nos meios de comunicacao informacoes a respeito da perda
desse objeto e de seu contato para eventual devolucao. No entanto, ela lembra que, de
acordo com o Art. 1 234 do Cédigo Cwil, poderd ter que pagar pelas despesas de transporte
desse objeto até sua cidade e poderd ter que recompensar a pessoa que lhe restituir o objeto
em, pelo menos 5% do valor do objeto.

Ela sabe que o custo com transporte serd de um quinto do valor atual do objeto
e, como ela tem muito interesse em reavé-lo, pretende ofertar o maior percentual possivel
de recompensa, desde que o gasto total com as despesas nao ultrapasse o valor atual do

objeto.
Nessas condigoes, o percentual sobre o valor do objeto, dado como recompensa,

que ela deverd ofertar € igual a:
a) 20%.
b) 25%.
c) 40%.
d) 60%.

e) 80%.

Solugao:
Calculemos primeiro, a porcentagem que a pessoa ird gastar com transporte.

Como é de R do valor do objeto, isso corresponde a:
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1 1x20 20
= 9%
5 7 5x20 100 0%

Agora, como a recompensa deve ser maxima, obedecendo ao fato de os gastos

com recompensa e transporte nao ultrapassar o valor do objeto, entao:
100% — 20% = 80%.

Portanto, o percentual sobre o valor do objeto dado como recompensa devera ser
igual a 80%.

Resposta: Letra e.

DIVISIBILIDADE

Exercicio 36 (ENEM 2009) Para cada individuo, a sua inscricio no Cadastro de Pes-
soas Fisicas (CPF) é composto por um nidmero de 9 algarismos e oulro nimero de 2
algarismos, na forma dids, em que os digitos di e dy sao denominados digitos verifica-
dores. Os digitos verificadores sao calculados, a partir da esquerda, da sequinte maneira:
0s 9 primeiros algarismos sao multiplicados pela sequéncia 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2 (o
primeiro por 10, o seqgundo por 9, e assim sucessivamente); em sequida, calcula-se o resto
r da divisao da soma dos resultados das multiplicacoes por 11, e se esse resto r for 0 ou 1,
dy € zero, caso contrdrio dy = (11 —r). O digito dy € calculado pela mesma regra, na qual
0s numeros a serem multiplicados pela sequéncia dada sao contados a partir do seqgundo
algarismo, sendo dy o ultimo algarismo, isto €, dy € zero se o resto s da divisao por 11
das somas das multiplicagées for 0 ou 1, caso contrdrio, do = (11 — s).

Suponha que Joao tenha perdido seus documentos, inclusive o cartao de CPF
e, ao dar queira da perda na delegacia, nao consequisse lembrar quais eram os digitos
verificadores, recordando-se apenas que 0s nove primeiros algarismos eram 123.456.789.

Neste caso, os digitos verificadores dy e dy esquecidos sao, respectivamente,
a) 0ed.
b) 1e4.
c) 1e
d) 9el.

e) 0el.

Solucao:

Calculando os digitos da forma como ¢é descrita no problema, temos

e Calculo de di:
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Efetuando as multiplicacoes dos 9 primeiros algarismos pela sequéncia dada, e a

soma dos resultados, fica:

10 9 8 7 6 5 4 3 2
x 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 + 18 + 24 + 28 + 30 + 30 + 28 + 24 + 18 = 210

Dividindo 210 por 11, temos 210 = 11 x 19 + 1. Ou seja, o resto da divisao é 1 e

neste caso d; = 0.

e Calculo de ds:

O nimero do CPF de Joao com o digito dy, ficou 1234567890d,. Agora para
calcular ds, devemos multiplicar a sequéncia 10,9,8,7,6,5,4,3,2 pelo niimero a partir do

segundo digito, ou seja:

10 9 8 7 6 ) 4 3 2
x 2 3 4 5} 6 7 8 9 0
20 + 27 + 32 + 3 + 36 + 35 + 32 + 21 + 0 = 244

Note que 244 = 11 x 22 4+ 2. Como o resto da divisao é igual a 2, entao: dy =
11-2=09.
Portanto, os digitos verificadores d; e dy sao respectivamente, 0 e 9.

Resposta: Letra a.

MAXIMO DIVISOR COMUM - MDC

Exercicio 37 (ENEM 2015) O gerente de um cinema fornece anualmente ingressos gra-
tuitos para escolas. Este ano serao distribuidos 400 ingressos para uma sessao vesperting
e 320 ingressos para uma sessao noturna de um mesmo filme. Vdrias escolas podem ser

escolhidas para receberem ingressos. Hd alguns critérios para a distribuicao dos ingressos:
e cada escola deverd receber ingressos para uma unica Sessao;
e todas as escolas contempladas deverao receber o mesmo numero de ingressos;
e nao haverd sobra de ingressos (ou seja, todos os ingressos serao distribuidos).

O nuimero minimo de escolas que podem ser escolhidas para obter ingressos, se-

gundo os critérios estabelecidos, é
a) 2.

b) 4.

c) 9.
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d) 40.

e) 80.

Solugao:

Para que a quantidade de escolas contempladas seja o minimo possivel, ¢ necessa-
rio que cada uma receba o maximo de ingressos. Além disso, como todas devem receber o
mesmo niimero de ingressos sem haver sobras, 320 e 400 devem ser divididos pelo maximo
divisor comum.

Pelo processo de fatoracao simultanea, tem-se:

320 , 400 | 2
160 , 200 |2
80 , 100 |2
40 , 50 |2
20 , 25 |5
4 . 5

O mdc(320,400) = 2% x 5 = 80, logo cada escola deve receber 80 ingressos.

Assim, os ingressos vespertinos serao distribuidos entre 400 + 80 = 5 escolas e os
noturnos entre 320 = 80 = 4 escolas.

Portanto, o nimero minimo de escolas que podem ser escolhidas é 5 +4 = 9.
Resposta: Letra c.

O

Exercicio 38 (ENEM 2015) Um arquiteto estd reformando uma casa. De modo a con-
tribuir com o meio ambiente, decide reaproveitar tdbuas de madeira retiradas da casa. Ele
dispoe de 40 tibuas de 540 cm, 30 de 810 ¢cm e 10 de 1 080 c¢m, todas de mesma largura
e espessura. FEle pediu a um carpinteiro que cortasse as tabuas em pedacos de mesmo
comprimento, sem deixar sobras, e de modo que as novas pegas ficassem com o maior
tamanho possivel, mas de comprimento menor que 2 m.

Atendendo o pedido do arquiteto, o carpinteiro deverd produzir
a) 105 pegas.
b) 120 pecas.
c) 210 pecas.
d) 243 pegas.

e) 420 pegas.
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Solugao:

Para que as tdbuas sejam cortadas em pedacos de mesmo tamanho sem deixar
sobras, 540, 810 e 1080 devem ser divididos pelo mesmo divisor. Como o tamanho dos
pedacos devem ser o maior possivel, esse divisor deve ser maximo.

Calculando entao, o mde(540, 810, 1080), tem-se:

540 , 810 , 1080 |2
270 , 405 , 540 |3
90 , 135 , 180 |3
30 , 45 ., 60 |3
10 , 15 , 20 |5
2 . 3 , 4

Dai, mdc(540, 810, 1080) = 2 x 33 x 5 = 270.

Se o carpinteiro dividir as tabuas pelo mdc, terd pedacos de 270 ecm = 2,7 m.
Porém o arquiteto quer tabuas de tamanho menor que 2 m. Entao devemos procurar o
maior divisor comum dos 3 niimeros que é imediatamente menor que o mdc e verificar
se ele atende a exigéncia. Para tanto, basta dividir o mdc pelo menor fator primo que

aparece na fatoracao, ou seja, o maior divisor comum imediatamente anterior ao mdc é:

270+2:22L0:%;70=¥+§:100+35:135.

Dividindo por esse ntimero, o carpinteiro terd pedacgos de 135 ecm = 1,35 m e
atendera a exigéncia do arquiteto.

Assim, o niimero de pedacos produzidos sera:

540 21600

e 40 x = 13 = 160 pedacos das 40 tabuas de 540 cm;
810 24300
—=—2=1 : 1 ;

e 30 X 135 135 80 pedacos das 30 tabuas de 810 cm;
1080 10800

e 10 x T35 = 135 80 pedacos das 10 tabuas de 1080 cm.

Portanto, o carpinteiro produzira 160 + 180 + 80 = 420 tabuas.

Resposta: Letra e.



3 RAZAO E PROPORCAO

Frequentemente nos deparamos com situagoes no nosso cotidiano que nos exige
estabelecer igualdades e/ou comparagoes entre duas medidas. No contexto matematico
essas comparacoes e igualdades sao abordadas sob o tema das razoes e proporcgoes, que
discutiremos neste capitulo.

O texto a seguir basea-se nas referéncias [3], [14], [16], [17], [19],]22],[23].[24],[25],]26],
[29], [33], |36], [45] e [49].

3.1 Razao

A ideia de razao ¢é inserida desde os anos iniciais de ensino, embora nem sempre
sejam explicitamente definidas nos livros didaticos.

Ao compararmos duas medidas, dois valores ou até duas grandezas, estamos de-
terminando uma relacdo entre dois niimeros que os representam. Quando essa relacao é
determinada por uma divisao, chamamos de razao. Por exemplo, se em um campeonato
de futebol o ntiimero de gols marcados no total foi de 600 e a equipe campea marcou 60
gols, dizemos que a razao entre o nimero de gols marcados pela equipe campea e o total
de gols do campeonato foi de 60 para 600, e escrevemos 60:600.

A razao entre dois niimeros é definida do seguinte modo.

Defini¢ao 8 (Razao) Chama-se razao entre dois nimeros reais a e b, com b # 0, nesta
ordem, a divisao ou quociente entre a e b. O nimero a é o numerador (antecedente) e o

nidmero b, o denominador (consequente).

Indica-se a razao entre a e b por: a : b ou 4 (Lemos: "a esta para b").

Assim, quando comparamos dois valores e dizemos que estao na razao a : b, iSso
significa que se montarmos uma fragao cujo numerador é igual ao nimero que representa
o primeiro valor e o denominador igual ao nimero que representa o segundo valor, entao
a fragao seria equivalente a 7. No caso do exemplo acima, podemos dizer que a razao
entre o numero de gols marcados pelo time campeao e o total de gols do campeonato é

1:10, pois:
Gols do campeao 60 60 + 60 1

Gols no campeonato 600 600 = 60 10

E importante destacar que a razao ¢ uma medida relativa e nao absoluta, ou
seja, se escrevemos que a razao entre o nimero de gols do campeao e o total de gols no

campeonato é de 1 : 10 sem nenhuma outra informagao, isso pode significar também que o
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campeonato teve 500 gols e o campeao fez 50, ou o campeonato teve 400 gols e o campeao

c 40 50 60 . 1 & ~ :
fez 40, etc., pois, 155, 5955 sog € 100 S0 todas fragoes equivalentes.

Vejamos alguns exemplos da aplicacao do conceito de razao apresentado neste

texto.

Exemplo 65 (UERJ 2020/1)Admita que, em dezembro de 2014, uma filha tinha 20 anos

e seu pai, 50. Em dezembro de 2024, a razao entre as idades da filha e do pai serd de:
a)
b)
c)

Wk W NI~ o

d)

Solugao:
De 2014 a 2024 terao se passado 10 anos, logo a idade da filha sera de 20+ 10 = 30
anos e a do pai, de 50 + 10 = 60.

Assim, a razao entre as idades da filha e do pai sera:

Idade da filha 30 30+30 1

Idade do pai 60 6030 2

Exemplo 66 Um clube de futebol tem 40 jogadores, dos quais apenas 11 sao considerados
titulares. A razao entre o numero de titulares e o nimero de jogadores é:
29
G) E
11
40°
11
29°
29
d) —.
) 11

b)
c)

Solugao:
Temos que:

Titulares !
Total de jogadores 40
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Exemplo 67 A razdo entre dois nimeros € igual a 3 e sua soma € 28. Quais sao esses

nudmeros?

Solucao:

Sejam = e y os dois nimeros procurados. Facamos uma tabela com algumas

4
possibilidades, cuja razao entre eles seja 3"

Para tanto, multipliquemos numerador e

denominador pelo mesmo niimero e depois efetuemos a soma.

y |r+y
3 7
6 14
121 9 21
16 12| 28
Concluimos que os dois nimeros sao 16 e 12. o

Uma outra maneira de resolver esse problema seria utilizando um sistema de

equagoes com duas variaveis, veja.

Solugao:

Sejam x e y os dois nimeros Procurados. Como a soma de z e y é 28, temos

4
x4y =28, dai x = 28 — y. Por outro lado, a razao entre z e y é 3 Portanto,

Y

T
=-=

28—y 4
Y 3

Resolvendo esta ultima equacao multiplicando em cruz, temos que:

dy = 3(28 —y) = 4y = 84 — 3y
= 4dy+3y=84=Ty=84 =y =12

Dali,

r=28—-12 = x = 16.

Portanto, os niimeros procurados sao 16 e 12. o

Exemplo 68 Uma prova de matemdtica contém 50 questoes. A razao entre o numero de

acertos e erros de um aluno € de 7 : 3. Quantas questoes esse aluno errou?

a) 35.
b) 32.
c) 15.

d) 18,
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Solugao:
Facamos uma tabela para analisar algumas possibilidades cuja razao entre o ni-
mero de acertos e erros seja 7 : 3. Multiplicando numerador e denominador pelo mesmo

ntimero, podemos obter a seguinte situacao:

Acertos | Erros | Total
7 3 10
14 6 20
Tx 3z 50

De acordo com o padrao da tabela, quando o total de questoes for igual a 50,

devemos ter:
Tr+3x=50= 10 =50 = x = 5.

Portanto, o aluno errou 3 x 5 = 15 questoes.

RAZOES ESPECIAIS

Algumas razoes sao mais frequentes no nosso dia a dia, a estas chamaremos aqui
de razoes especiais. E o caso das escalas, velocidade média e densidade demografica. As

quais faremos apenas uma breve abordagem.

Definigao 9 (Escala) Denomina-se escala de um desenho a razao entre o comprimento
considerado no desenho e o correspondente comprimento real, medidos com a mesma

unidade.

Comprimento do desenho
Escala =

Comprimento real

Exemplo 69 (UNICAMP-SP) Na planta de um edificio em construcao, cuja escala é
1:50, as dimensoes de uma sala retangular sao de 10cm e 8cm. Calcule a drea total da

sala projetada. (Obs.: a drea de um retdngulo é dada pelo produto de suas dimensoes).
a) 20m?.
b) 22m?.
c) 25m?.
d) 36m?.

e) 42m?.
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Solugao:
Determinemos primeiro, o comprimento real das dimensoes da sala. Sendo, z e

y as dimensoes correspondentes a 10cm e 8cm do desenho, respectivamente, temos:

Ci i to do d h 1 10
Escala = ompr1me1? o dodoseme , — _ M =2 =500cm =z =5m;
Comprimento real 50 x
Ci ] to do d h 1 8
Escala = ompnmez.l 0 do desenio = — = eam =y=400cm =y =4m.
Comprimento real 50 Y
Portanto, a area total da sala serd de 5 m x 4 m = 20 m?. o

Definigao 10 (Velocidade média) Denomina-se velocidade média a razao entre a dis-

tancia total percorrida em um percurso e o tempo gasto para percorré-lo.

Distancia Percorrida
Vi, =

Tempo gasto

Exemplo 70 (Fuvest) Apds chover na cidade de Sao Paulo, as dguas da chuva descerdo
o rio Tieté até o rio Parand, percorrendo cerca de 1.000km. Sendo de Jkm/h a veloci-
dade média das dguas, o percurso mencionado serd cumprido pelas dguas da chuva em

aproximadamente:

a) 30 dias.
b) 10 dias.
c) 25 dias.
d) 2 dias.

e) 4 dias.

Solucao:
Seja H a quantidade de horas que a dgua levara para fazer todo o percurso. Temos

B Distancia Percorrida N 4km B 1000km

Vi = = 4H = 1000 = H = 250 horas.

Tempo gasto 1h H

Note que, 250 = 10 x 24 4+ 10. Entao o percurso serd cumprido pelas dguas em

aproximadamente 10 dias. o

Defini¢ao 11 (Densidade demografica) Denomina-se densidade demogrifica a razio

entre o numero de habitantes e a drea da regiao ocupada por estes.

Ni de habitant
Densidade demografica = tmero de Jabrantes

Area ocupada
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Exemplo 71 (FAAP) Admitindo-se que a razao ideal do nimero de habitantes de uma
cidade para cada metro quadrado de drea verde fosse de 2 para 5, entao a populagao

mdzima que deveria ter uma cidade com 400.000 m? de drea verde seria de:
a) 16000 habitantes.
b) 80000 habitantes.
¢) 160000 habitantes.
d) 200000 habitantes.

e) 140000 habitantes.

Solucao:
Se o niimero ideal de habitantes de uma cidade por metro quadrado é de 2 para 5,
2
isso significa que sua densidade demografica é de —. Assim, se x representa a quantidade

de habitantes ideal para uma area de 400.000 m?, entao z é igual a:

2 T

= = 00000 = 0% = 800000 = x = 160000 habitantes.

3.2 Proporcgao

Vimos na subsecao anterior que razao ¢ uma medida relativa entre dois valo-
res, ou seja, pode ocorrer que, ao fazermos comparacoes de pares de valores diferentes
encontrarmos a mesma razao.

Por exemplo, se em uma sala o niimero de estudantes que gostam de matematica
¢ 6 e o numero dos que nao gostam ¢é 12, a razao entre o nimero de estudantes que gostam
e 0s que nao gostam da disciplina é 6 : 12. Por outro lado, se em outra sala, o niimero de
estudantes que gostam de matematica é 12 e o niimero dos que nao gostam é 24, a razao

entre o numero de estudantes que gostam e os que nao gostam da disciplina, também é

- obtemos —.
) 24 +2 12 . ) )
Quando isso ocorre, dizemos que sao proporcionais. Assim, definimos.

6 : 12, pois ao fazermos

Defini¢ao 12 (Proporgao) Dizemos que duas razoes com termos nao-nulos, a : b e

~ . a c . .
c:d, formam uma proporcao quando as fragoes 7 e p forem equivalentes, ou seja:

a_°
b d
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Representamos esta proporcao como a : b = ¢ : d e lemos "a esta para b assim

como c¢ esta para d".

Chamaremos ainda, a e d de extremos e b e ¢ de meios.

PROPRIEDADES

As proporcoes apresentam algumas propriedades muito tteis na resolucao de

problemas, as quais apresentaremos a seguir.

Propriedade 7 Em toda proporcao, o produto dos meios é iqual ao produto dos extremos:

%zgéa-d:b-c

Exemplo 72 .

3 9

—=—=3-15=5-9

516

2 6:>2 21=7-6

o — = — . =1-0.

7 21

Propriedade 8 Em uma propor¢cao, a soma (diferenca) dos antecedentes estd para a

soma (diferenca) dos consequentes, assim como cada antecedente estd para o seu conse-

quente.
a c:>a+c a c
o — — — = - = —'
b d b+d b d
a c:>a—c a C
o — = — = - = —,
b d b—d b d
Exemplo 73 .
3 6:>3+6 3 6
® — — — _— == =
2 4 2+4 2 4’

15 3 15—-3 15

o — — —_— = .

25 5 25—5 25 5
Propriedade 9 Em uma propor¢io, a soma (diferenca) dos dois primeiros termos estd
para o sequndo termo, assim como a soma (diferenca) dos wltimos termos estd para o

quarto termo.

a c:>a—|—b c+d
o — — — ==
b d d ’
a c a—b c—d
o — = — =
b d b d
Exemplo 74 .
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6 12 6+5 12+10
o — = — = — N
5 10 ) 10
5 lO:>5—2 10 —4
o — = — = .
2 4 2 4

Propriedade 10 Em uma propor¢ao, o produto dos antecedentes estd para o produto dos

consequentes, assim como o quadrado de cada antecedente estd para o quadrado de seu

consequente.
a_c:>a'c_a2_02
b d " b-d b2 &
Exemplo 75 .
2 4:>2-4 22 42
@ — — — _— = = —,
3 6 3-6 3% 6°

A seguir apresentamos, algumas aplicacoes dessas propriedades na resolucao de

problemas.

Exemplo 76 (UERE 2012) Segundo wma reportagem, a razao entre o nimero total de
alunos matriculados em um curso e o niumero de alunos nao concluintes desse curso,
nessa ordem, € de 9 para 7. A reportagem ainda indica que sao 140 os alunos concluintes
desse curso. Com base na reportagem, pode-se afirmar, corretamente, que o numero total

de alunos matriculados nesse curso é:

a) 180.
b) 260,
c) 490.
d) 520.

e) 630.

Solugao:

Seja o nimero de alunos nao concluintes desse curso, entao o total de alunos é
(x + 140).

Como a razao entre o total de matriculados e o ntimero de nao concluintes é de

9 para 7, teremos:

140 9
v :?:9x:7-(x+140):9x:980+7a::>2x:98():>x:490.
x

Portanto, o total de alunos matriculados no curso é de 490 + 140 = 630. o
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Exemplo 77 A primeira fase da Olimpiada de Matemdtica contou com a participacao
de 520 mil alunos. Os organizadores determinaram que a proporcao entre aprovados
e reprovados fosse de 3 para 7. Quantos estudantes passarao para a prorima fase da

Olimpiada?

Solugao:
Sejam x e y o numero de estudantes aprovados e reprovados, respectivamente,

para a proxima fase da olimpiada. Entao

Temos ainda que x + y = 520 mil alunos. Assim podemos escrever,

3 347 520 10
Nl N N = — = 10y = 3640 = y = 364 mil alunos.

y 7 y 7 y
Dai, x = 520 — 364 = 156 mil alunos.
Portanto, passarao 156 mil alunos para a segunda fase da olimpiada. o

Exemplo 78 A diferenca das idades de Paulo e Marcos € de 15 anos. Determine as

1dades de Paulo e Marcos sabendo que a razao entre elas € de 3"

Solugao:
Sejam P e M as idades de Paulo e Marcos, respectivamente. Entao:

P 4

M 3
Sabemos ainda que, P — M = 15. Dali,

P 4 P—-—M 4-3 15 1
= — = — = M = 45.
:>M 3:> 5

M 37 M 3
Logo, P =15+ 45 = P = 60.

Portanto, as idades de Paulo e Marcos sao, respectivamente, 60 e 45 anos. o

3.3 Grandezas Diretamente e Inversamente Proporcio-
nais

Grandeza é tudo aquilo que pode ser medido, contado. Medidas de volume,
massa, superficie, comprimento, capacidade, velocidade, tempo, etc., sao alguns exemplos
de grandezas com as quais nos deparamos no cotidiano.

Frequentemente relacionamos duas ou mais delas nas mais diversas situagoes. Por
exemplo, um aluno ao fazer uma prova, quanto maior for o nimero de questoes que ele

acertar, maior serd a sua nota. Aqui relacionamos as grandezas questoes e notas.
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Note que, se o numero de questoes certas aumentar a nota também aumenta. Mas
em algumas situacoes, quando comparamos duas ou mais grandezas acontece o contrario,
ou seja, a medida que uma aumenta a outra diminui. Por exemplo, em uma construcao,
quanto mais funcionarios estiver trabalhando menos tempo levara para a conclusao da
obra. Entao ao relacionar as grandezas quantidade de funcionarios e tempo, percebemos
que ao aumentar uma a outra diminui.

No primeiro caso, dizemos que as grandezas podem ser diretamente proporcionais

e no segundo, que podem ser inversamente proporcionais. Passaremos entao, a defini-las.

Defini¢ao 13 (Grandezas diretamente proporcionais) Sejam (1, %9, 23, ,T,) €
(Y1,Y2, Y3, -+, Yn) duas sequéncias de nimeros nao nulos representando grandezas. Dize-

mos que as sequéncias sao diretamente proporcionais se existe um niumero k tal que:

X X2 €3 T

s

Y1 Y2 Y3 Un

Neste caso, k € chamado de constante de proporcionalidade
Observe nos exemplos a seguir, como isso funciona.

Exemplo 79 Trés caminhodes transportam 250 m? de areia. Quantos caminhoes iquais a

esse serdo necessdrios para transportar 7000 m?® de areia?

a) 30 caminhoes.
b) 44 caminhdes.
c¢) 60 caminhdes.
d) 74 caminhdes.
e) 84 caminhdes.

Solucao:
Investiguemos a relagao entre as grandezas quantidade de caminhoes e quantidade

de areia transpostada, apartir de uma tabela.

Quantidade de caminhdes | Areia tranportada em m?
3 250
6 500
9 750
12 1000

Note que, ao passo que a quantidade de caminhoes aumenta, também aumenta
proporcionalmente a quantidade de m? de areia transportada. Assim, as grandezas sao

diretamente proporcionais, logo:
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3. 6 9 12
250 500 750 1000

Dai, se x ¢ a quantidade de caminhdes necessario para transportar 7000m3 de

areia, entao:

3_3:
250  7000°

Pela Propriedade 7 de proporcao, segue-se que:
250z = 3 - 7000 = 250z = 21000 = x = 84.

Portanto, serao necessarios 84 caminhoes para transportar os 7000 m? de areia.

Exemplo 80 Silvia fard um bolo para a festa da primavera. Para cada pacote de mistura

para bolos, Silvia deve usar 2 ovos.

Quantos pacotes dessa mistura serdao necessdrios se ela usar 10 ovos?

a) 3 pacotes.
b) 5 pacotes.
¢) 6 pacotes.

d) 10 pacotes.

Solucao:

Primeiro, perceba que uma suposicao implicita ao problema é a de que o ntimero
de ovos usados é diretamente proporcional ao nimero de pacotes da mistura. Assim,
sendo x o nimero de pacotes usados, podemos construir a seguinte tabela relacionando

0s pacotes necessarios com a quantidade de ovos usados:

Pacotes da mistura ‘ Ovos
1 2
T 10

Como ja observamos, os ntimeros que fazem parte da primeira coluna sao direta-

mente proporcionais aos da segunda. Assim:

1 T

210
Pela Propriedade 7 de proporc¢ao, temos:

20 =10 = x = 5.

Portanto, Silvia ird precisar de 5 pacotes da mistura. o
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Exemplo 81 Um professor de matemdtica desafiou seus alunos a descobrir as idades a,

b e ¢ de seus trés filhos. Para isso, ele deu duas informacoes:
I - A soma da idade dos trés é 83 anos;
II - As idades sao diretamente proporcionais a 5, 4 e 2, respectivamente.
A idade do filho mais velho é:
a) 11 anos.
b) 12 anos.
¢) 14 anos.
d) 15 anos.

e) 16 anos.

Solucao:
Como a, b e ¢ sao diretamente proporcionais aos ntameros b, 4 e 2, respectiva-

mente, entao:

Aplicando a Propriedade 8 de proporc¢ao, temos:

at+b+c
5+4+2
Como a + b+ ¢ é a soma das idades dos trés filhos entao a + b+ ¢ = 33. Dai:
a+b+c 33
-  =k=>—=k=>k=3.
5+4+2 11
Assim, a idade de cada filho é:
° %zki%:3:>a:15anos;
b b
° Z:k::>Z:3:>b:12anos;
° g:k::>§:3:>c:6anos.
Portanto, o filho mais velho do professor tem 15 anos. o

Exemplo 82 Numa loja de automoveis, cada vendedor recebe uma comissao diretamente
proporcional ao numero de carros que vende. Se, em uma semana, 0 gerente pagou um
total de R$ 8280,00 de comissoes a quatro funciondrios, os quais venderam 3, 6, 7 ¢ 9

carros, respectivamente, perqunta-se: quanto ganhou o vendedor que menos carros vendeu?
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Solugao:
Sejam x, y, z e t os valores das comissoes recebidas pelos quatro vendedores, nesta
ordem. Como é dito no problema que estes valores sao diretamente proporcionais aos

numeros de carros vendidos, temos:

z y 2z i
3 6 7 9
Aplicando a Propriedade 8 de proporc¢ao, temos:
r+y+z+1
346+7+9

Como x +y+ 2+t é o total de comissoes pagas, entdao x +y + z + ¢ = 8280. Dai:
rTH+y+z+t 8280
—— =k=—=k= k=331,2.
3+6+7+9 25 ’

Assim, o vendedor que menos carro vendeu (3 carros), ganhou:

L k= 2=3k=2=23331,2= 2 = 993, 60 reais.

3
o
Passemos agora para definicao de grandezas inversamente proporcionais.
Defini¢ao 14 (Grandezas inversamente proporcionais) Sejam (1, xo, 23, - ,T,) €
(Y1,Y2, Y3, -+, Yn) duas sequéncias de nimeros nao nulos representando grandezas. Dize-

mos que as sequéncias sao inversamente proporcionais se existe um numero k tal que:

Iy X2 T3 _%_k

1 1 1 1

Y1 Y2 Y3 Yn

Neste caso, k é chamado de constante de proporcionalidade.

Aplicando as propriedades de fracaos, temos que a igualdade,

v i) XT3 Tn

R Wl W
a1 Y2 Y3 Yn
é equivalente a:
Ty Y1 =To Yo =123 Y3 =""+=Tp" Yo=Kk

A ideia embutida no conceito de grandezas inversamente proporcionais é a de
que, aumentando o valor de x; diminui proporcionalmente o de y; e diminuindo o valor

de z; , o de y; aumenta proporcionalmente. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 83 Um clube decidiu promover uma competicao de atletismo entre seus atle-
tas. FE, querendo incentivar e motivar os atletas participantes, ofereceu um prémio de
R$ 600,00 a ser dividido entre aqueles que fizerem os 100 metros rasos em menos de 13
sequndos. Se 2 atletas consegquirem fazer isso, cada um receberd R$ 300,00. E se j atletas

consequirem, quanto receberd cada um ¢
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Solugao:

Investiguemos o que acontece com as grandezas Numero de atletas e valor do

prémio:
N? de atletas | Prémio (em reais)
1 600
2 300
3 200
4 150

Note que, ao aumentar o nimero de atletas o valor do prémio diminui, além disso:
1 x 600 =2 x 300 =3 x 200 =4 x 150 = 600,

ou seja, o produto das grandezas resultam sempre no mesmo valor (600).
Concluimos entao, que sao inversamente proporcionais e de acordo com a tabela,

se 4 atletas fizerem os 100m em menos de 13 segundos, cada um ganhara R$ 150,00. o

Exemplo 84 Todos os dias ao entardecer costumo fazer minha caminhada didria de 2
horas, sequindo o mesmo trajeto e mantendo a mesma velocidade média de 2,5 km/h.
Outro dia, cronometrei o meu tempo e percebi que estava com uma velocidade média de 5
km /h.

Nessas condigoes, em quanto tempo fiz 0 mesmo trajeto?

hora.

a)

hora.

A~ DN

b)
¢) 1 hora.
d) 4 horas.
e) b horas.

Solugao:
Seja h o tempo que gastei para fazer esse percurso na velocidade de 5km/h.

Organizando os dados em uma tabela, tem-se:

Velocidade (km/h) ‘ Tempo (horas)
2.5 2
5 h

Agora, observe que quanto maior é minha velocidade menor é o tempo que gasto
para realizar o percurso. Além disso, é razoavel supor que a diminuicao do tempo é
proporcional a velocidade, uma vez que esta é constante e o percurso é o mesmo. Em
outras palavras, estamos dizendo que sao grandezas inversamente proporcionais e neste

caso, temos:
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2,5-2=5h=5bh=5=h=1.

Portanto, com uma velocidade constante de 5km/h, fago o percurso em uma hora.

<

Exemplo 85 (UPE 2004 - PM/PE - Adaptada) Uma mae dividiu certa quantia entre
seus trés filhos, em partes inversamente proporcionais as suas idades. Sabendo-se que 0s

filhos tinham 2, 4 e 8 anos e que o mais novo recebeu R$8000,00, que quantia foi dividida?
a) R$14000,00.
b) R$16000,00.
c) R§18000,00.
d) R$20000,00.

e) R$24000,00.

Solucao:
Seja, x e y as quantias recebidas pelos filhos mais velhos, respectivamente. Como

as quantias sao inversamente proporcionais as suas idades, entao:

4o = 8y = 2 - 8000 = 16000.

Logo,
4r = 16000 = x = 4000;
8y = 16000 = y = 2000.
Somando o valor que cada filho recebeu, concluimos que a quantia dividida foi
de, 8000 + 4000 + 2000 = 14000 reais. o

Exemplo 86 (Banestes-FGV). Em um terminal de autoatendimento bancdrio hd apenas
cédulas de R$ 10,00, R§ 20,00 ¢ R$ 50,00.

As quantidades de cada um dos trés tipos de cédula na mdquina sdo inversamente
Proporcionais aos seus valores.

Se hd 272 cédulas ao todo, entao a quantidade total de dinheiro armazenado no

terminal é:

a) 3600.
b) 3960.

¢) 4050.
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d) 4240.

e) 4800.

Solugao:
Sejam z, y e z as quantidades de notas de R$ 10,00, R$ 20,00 e R$ 50,00, que
tem no terminal, respectivamente. Como esses valores sao inversamente proporcionais,

entao:

k k k
10z Oy = 50z = 10’ Y 50 ez =

Somando as trés ultimas equacoes, resulta:

bytz = P kLK
TTYTE T 10720 50

k- 10 k-5 k-2

10-10+20-5+50-2
10k+ ok n 2k
100 100 ~ 100
10k 4 5k + 2k
100

17k
100

Como o total de cédulas no terminal é 272, entao x + y + z = 272, logo a ultima
equacao acima, fica:

272 = % = 17k = 27200 = k£ = 1600.

Entao, o terminal possui:

1
° = (i)_g() = 160 notas de R$ 10,00;
1600
e y = —— = 80 notas de R$ 20,00;
20
1
o 2= % = 32 notas de R$ 50,00.

Assim, o valor armazenado no terminal é de: 10 - 160 + 20 - 80 + 50 - 32 = 4800

reais. o
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3.4 Regra de Trés Simples e Composta

Com frequéncia usamos a ideia de proporcao para resolver problemas do cotidi-
ano, pratica que a humanidade vem utilizando ha muito tempo. A utilizacao de conceitos
semelhantes a regra de trés sao muito antigos. Muitos problemas envolvendo manipula-
¢oOes aritméticas equivalentes ao que hoje conhecemos como "regra de trés" aparecem no
Papiro Rhind, documento confeccionado no Egito ha cerca de 3000 anos. Embora seu uso
sistemético tenha ocorrido provavelmente na China antiga.

Apesar de sua criagao ser tao remota, as aplicagoes relativas a regra de trés sao as
mais variadas. O leitor ird perceber que, na verdade trata-se de uma abordagem muito se-
melhante de problemas que envolvem propor¢ao, conteiido que discutimos anteriormente.

Uma regra de trés pode ser simples ou composta e envolve relagoes entre grandezas
diretamente ou inversamente proporcionais. Passaremos entao a detalhar melhor cada

uma delas.
REGRA DE TRES SIMPLES

A regra de trés simples é um processo pratico para resolver problemas que envol-
vam duas grandezas das quais conhecemos trés valores e desejamos determinar um quarto

valor. Para resolver problemas dessa natureza podemos seguir os seguintes passos:

1. construir uma tabela, agrupando as grandezas em colunas relacionando cada valor

a sua grandeza;
2. identificar se as grandezas sao diretamente ou inversamente proporcionais;

3. se as grandezas forem diretamente proporcionais, escrever uma pProporgao com as

razoes observadas e resolver;

4. se as grandezas forem inversamente proporcionais, escrever uma proporc¢ao inver-

tendo uma das razoes, em seguida resolver a proporcao.
Vejamos como aplicar esse processo na resolucao de problemas.

Exemplo 87 Na bula de um remédio pedidlrico recomenda-se a sequinte dosagem: 5 gotas

para cada 2 kg. Se uma crianca recebeu 25 gotas, entdo quantos quilos tem a crianca?
a) 8.
b) 9.
c) 10.

d) 11.
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e) 12.

Solugao:
Seja x o peso da crianca que recebeu as 25 gotas. Comecemos organizando as
grandezas gotas e pesos em uma tabela agrupando em cada coluna seu valor correspon-

dente.

Gotas ‘ Peso(kg)
5 2
25

X

Note que se aumentarmos a quantidade de gotas o peso também aumenta pro-
porcionalmente, logo trata-se de uma regra de trés simples direta. Usaremos duas setas
na mesma diregao, colocadas ao lado de cada grandeza, para indicar que sao diretamente

proporcionais.

Gotas({) ‘ Peso(kg)({)
5 2

25 T

Agora escrevemos a proporcao e usamos a Propriedade 7 para encontrar o valor

de z.
5 2
— =—=5-2=2-25=5xr=50=x=10.
25
Concluimos que se a crianca recebeu 25 gotas, entao seu peso é 10kg. o

Exemplo 88 Uma mdquina varredeira limpa uma drea de 5100m? em 3 horas de traba-

lho. Nas mesmas condicoes, em quanto tempo limpard uma drea de 11900 m?#

a) 4 horas.
b) 5 horas.
c¢) 7 horas.
d) 9 horas.

e) 10 horas.

Solugao:
Seja x o tempo que a maquina leva para varrer a area de 11900m?. Comecemos
organizando as grandezas area e tempo em uma tabela agrupando em cada coluna seu

valor correspondente.
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Area(m?) ‘ Tempo(h)
5100 3

11900 x

Note que se aumentarmos a area o tempo de trabalho da maquina também au-
menta proporcionalmente, logo temos uma regra de trés simples direta. Usaremos duas
setas na mesma dire¢ao, colocadas ao lado de cada grandeza, para indicar que sao dire-

tamente proporcionais.

Arca(m?)(J) | Tempo(h)(})
5100 3

11900 T

Agora escrevemos a proporc¢ao e usamos a Propriedade 7 para determinar o valor

de x.
5100 3
11900 . =5100-z=3 900 = 5100x = 35700 =z =7
Entao a maquina levara 7 dias para varrer a area de 11900m?2. o

Exemplo 89 Se 4 mdquinas fazem um servico em 6 dias, entao 3 dessas mdquinas farao

0 MESMO SETVICO em
a) 7 dias.
b) 8 dias.
c) 9 dias.
d) 4,5 dias.
Solugao:
Seja x a quantidade de dias que as 3 méquinas levarao para fazer o mesmo servico.

Comecemos organizando as grandezas quantidade de maquinas e quantidade de dias em

uma tabela agrupando em cada coluna seu valor correspondente.
Maquinas ‘ Dias
4 6
3 x

Note que ao diminuir a quantidade de maquinas o nimero de dias aumenta pro-
porcionalmente, logo estamos diante de uma regra de trés simples inversa. Para indicar
que as duas grandezas sao inversamente proporcionais, colocamos duas setas, uma para

cima e outra para baixo, ao lado de cada um dos nomes das grandezas.
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Méaquinas(]) ‘ Dias(1)
4 6
3 T

Agora escrevemos a proporcao invertendo uma das razoes e usamos a Propriedade

7 de proporcao para determinar o valor de .

4 =z
§ZE:>3-x:4-6:>3I:24:>x:8.
Entao 3 maquinas farao o mesmo servico em 8 dias. o

Exemplo 90 Um barco com 7 pessoas, a deriva no mar, tem suprimento de dgua sufici-
ente para 28 dias. Apds 3 dias, o barco recolhe mais 2 ndufragos. Se o consumo didrio
de dgua por pessoa se mantiver o mesmo, em quantos dias aproximadamente, acabard a

reserva?

a) 19 dias.
b) 21 dias.
c) 27 dias.
d) 28 dias.

Solugao:

Primeiro observe que quando o naufrago foi recolhido o barco ainda tinha reserva
suficiente para as 7 pessoas que ja estavam a bordo, para 28 — 3 = 25 dias. Devemos
entao, calcular quantos dias durara essa reserva para 9 pessoas ja que a partir dai os 2
naufragos foram recolhidos ao barco.

Se x a quantidade de dias que a reserva ird4 durar com as 9 pessoas a bordo.
Comecemos organizando as grandezas pessoas e dias em uma tabela agrupando em cada

coluna seu valor correspondente.

Pessoas | Dias
7 25
9 T

Note que, aumentando o nimero de pessoas a bordo e mantendo o mesmo con-
sumo diario de dgua por pessoas, a reserva acabard em menos dias proporcionalmente,
logo estamos diante de uma regra de trés simples inversa. Para indicar que as duas gran-
dezas sao inversamente proporcionais, colocamos duas setas, uma para cima e outra para

baixo, ao lado de cada um dos nomes das grandezas.

Pessoas(]) ‘ Dias(T)
7 25
9 T
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Agora escrevemos a propor¢ao invertendo uma das razoes e usamos a Propriedade

7 de proporcao para determinar o valor de .

7
§:;—5;»9-35:7-25;»995:175;»9;;19,4.
Entao a reserva acabara em aproximadamente 19 dias. o

Exemplo 91 (UFMG-adaptada)Uma empresa tem 750 empregados e comprou marmitas
individuais congeladas suficientes para o almoco deles durante 25 dias. Se essa empresa
tivesse mais 500 empregados, a quantidade de marmitas adquiridas seria suficiente para

quantos dias?

a) 11.
b) 15.
c) 17.

d) 20.

Solugao:

Devemos determinar a quantidade de dias que as marmitas compradas pela em-
presa seriam suficiente para alimentar 750 4+ 500 = 1250 empregados. Seja x essa quan-
tidade de dias. Organizando as grandezas empregados e dias em uma tabela agrupando

em cada coluna seu valor correspondente, temos.

Empregados ‘ Dias
750 25
1250 x

Note que aumentando o numero de empregados diminuird proporcionalmente,
o niimero de dias em que as marmitas serdo suficientes para alimenta-los, logo temos
uma regra de trés simples inversa. Para indicar que as duas grandezas sao inversamente
proporcionais, colocamos duas setas, uma para cima e outra para baixo, ao lado de cada

um dos nomes das grandezas.

Empregados(]) ‘ Dias(?)
750 25
1250 x

Agora escrevemos a proporcao invertendo uma das razoes e usamos a Propriedade

7 de proporcao para determinar o valor de z.

750 T
1950 - — .9 12 -1 — 15.
1250 — o5 = 1250 -z = 750 - 25 = 1250z 8750 = 5
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Entao as marmitas compradas seriam suficiente para alimentar os empregados

por 15 dias. o
REGRA DE TRES COMPOSTA

A regra de trés composta é uma generalizacao da regra de trés simples, muito 1til
quando o problema envolve mais de duas grandezas e apenas uma delas ¢ desconhecida.

Para resolver problemas desse tipo siga os seguintes passos:

1. organize os pares de valores de cada grandeza em uma tabela;

2. identifique quais grandezas sao diretamente e inversamente proporcionais indicando
com uma seta. Essa comparacao deve ser feita sempre aos pares onde uma das

grandezas deve ser sempre aquela que apresenta o valor desconhecido;
3. inverta as razoes que foram marcadas com a seta como inversamente proporcionais;

4. organize uma equacao com as razoes onde no primeiro termo fique a razao que
apresenta o valor desconhecido e no segundo termo fique o produto das demais

razoes.
Vejamos algumas aplicagoes desse método.

Exemplo 92 (UFRGS RS-adaptada) Se foram empregados 4kg de fios para tecer 14m
de uma maquete de fazenda com 0,8m de largura, quantos quilogramas serao necessdrios

para produzir 350m de uma maquete de fazenda com 1,2m de larqura?

a) 135kg
b) 147kg
c) 160kg

d) 150kg

Solucao:
Seja x a quantidade de quilogramas necessarios para produzir 350m de uma ma-
quete com 1,2m de largura. Comecemos organizando as grandezas quantidade de fios,

Comprimento da maquete e largura.
Fios(kg) ‘ Comprimento ‘ Largura
4 14 0,8
350 1,2

T
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Comparando agora as grandezas, fixaremos a quantidade de fios (pois é a que

apresenta o valor desconhecido) e comparamos com as outras duas grandezas, assim temos

e quando a quantidade de fios aumenta o comprimento também aumenta proporcio-

nalmente, logo sao diretamente proporcionais;

e quando a quantidade de fios aumenta a largura também aumenta proporcional-

mente, logo sao diretamente proporcionais.

Apos essa andlise, indicamos as grandezas diretamente proporcionais com setas

para baixo, ficando com a seguite tabela

Fios(kg)({) ‘ Comprimento(]) ‘ Largura(|)

4 14 0,8
x 350 1,2
. . . . 4
Agora organizamos a equacao de modo que no primeiro termo fique a razao — e
x
no segundo o produto das outras razoes, ou seja,
4 14 0,8
z 350 1,2

Resolvendo a equacao, temos

4 11,2
— =y = 11,20 =1800 = z = 150,

Entao serao necessarios 150kg de fios para produzir os 350m da maquete de

fazenda com 1,2m de largura. o

Exemplo 93 Numa indistria, 18 operdrios, trabalhando 7 horas por dia, fazem deter-
minado servico em 24 dias. Em quantos dias, 12 operdrios, trabalhando 9 horas por dia

fardo o mesmo servigo?
a) 18.
b) 30.
c) 22.
d) 32
e) 28.

Solucao:
Seja x a quantidade de dias necessarios para que os 12 operarios realizem o
trabalho. Comecemos organizando as grandezas operarios, horas trabalhadas por dia e

dias em uma tabela.
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Operarios ‘ Horas ‘ Dias
18 7 |

12 9 x

Comparando agora as grandezas, fixaremos a quantidade de dias (pois é a que

apresenta o valor desconhecido) e comparamos com as outras duas grandezas, assim temos:

e quando a quantidade de horas trabalhadas aumenta a quantidade de dias diminui

proporcionalmente, logo sao inversamente proporcionais;

e quando o nimero de funcionarios aumenta a quantidade de dias diminui proporcio-

nalmente, logo sao inversamente proporcionais;
Apos essa andlise, indicamos as grandezas inversamente proporcionais com setas

em sentido contréario a da seta da grandeza fixada, conforme a tabela a seguir.

Operérios(1) ‘ Horas(1) ‘ Dias({)
18 7 24

12 9 x

Agora invertemos as razoes que sao inversamente proporcionais e organizamos a
- . . 2
equacao de modo que no primeiro termo fique a razdao — e no segundo o produto das
x

outras razoes, ou seja,

24 129
18 7
Resolvendo a equacao, temos
24 108
— = — = 108z = 3024 = 28.
126 " -

Entao sao necessarios 28 dias para que 12 operirios realizem o mesmo servico,

trabalhando 9 horas por dia. o

Exemplo 94 (Unifor CE-adaptada) Se 6 impressoras iguais produzem 1000 panfletos em

40 minutos, em quanto tempo 3 dessas impressoras produziriam 2000 desses panfletos?
a) 160 minutos.
b) 2h30 minutos.
c¢) 168 minutos.
d) 2h38 minutos.

Solucao:
Seja x a quantidade de minutos necessarios para se produzir os 2000 folhetos com
3 maquinas. Comecemos organizando as grandezas méquinas, quantidade de panfletos e

minutos em uma tabela.



CAPITULO 3. RAZAO E PROPORCAO 123

Maquinas ‘ Panfletos ‘ Minutos
6 1000 10

3 2000 x

Comparando agora as grandezas, fixaremos os minutos (pois é a que apresenta o

valor desconhecido) e comparamos com as outras duas grandezas.

e quando a quantidade de maquinas diminui a quantidade de minutos necessérios
para realizar o trabalho aumenta proporcionalmente, logo sao inversamente propor-

cionais;

e quando o numero de panfletos aumenta a quantidade de minutos necessarios para
pruduzi-los também aumenta proporcionalmente, logo sao diretamente proporcio-

nais.

Apos essa analise, indicamos as grandezas inversamente proporcionais com setas

em sentido contrario a da seta da grandeza fixada, de acordo com a seguite tabela:

Maquinas(1) ‘ Panfletos({) ‘ Minutos({)
6 1000 10

3 2000 T

Agora invertemos as razoes que sao inversamente proporcionais e organizamos a
. o 40
equacao de modo que no primeiro termo fique a razao — e no segundo o produto das
x

outras razoes, ou seja,

40 3 1000

x 6 2000
Resolvendo a equacao, temos

40 3000 40 3

Entao sao necessarios 160 minutos para produzir os 2000 planfletos em 3 maqui-

nas. <

Exemplo 95 (Vunesp) Numa editora, 8 digitadores, trabalhando 6 horas por dia, digita-
ram % de um determinado livro em 15 dias. Entao, 2 desses digitadores foram deslocados
para um oulro servigo, e os restantes passaram a trabalhar apenas 5 horas por dia na
digitacao desse livro. Mantendo-se a mesma produtividade, para completar a digitag¢ao
do referido livro, apos o deslocamento dos 2 digitadores, a equipe remanescente terd de

trabalhar ainda:

a) 18 dias.

b) 16 dias.
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c¢) 15 dias
d) 14 dias.
e) 12 dias.

Solucao:

Primeiro observe que se ja foi digitado g do livro falta 1 — — = —. Além disso,
apos a editora deslocar os 2 digitadores para outro servico, o trabalho devera ser feito por
8 — 2 = 6 digitadores, que trabalharao 5 horas por dia.

Dessa forma, queremos descobrir qual o namero x de dias que a editora levara
para digitar = do livro com 6 digitadores trabalhando 5 horas por dia. Comecemos
organizando as grandezas digitadores, horas trabalhadas, quantidade de digitagao e dias

em uma tabela.
Digitadores ‘ Horas ‘ Digitagao ‘ Dias

8 6 15

6 3 x

Uln ot

Comparando agora as grandezas, fixaremos a quantidade de dias (pois é a que

apresenta o valor desconhecido) e comparamos com as outras trés grandezas.

e as grandezas nimeros de digitadores e dias sao inversamente proporcionais, pois se
diminuirmos o nimero de digitadores a quantidade de dias aumenta proporcional-

mente;

e as grandezas horas trabalhadas por dia e dias sao inversamente proporcionais, pois
se diminuirmos o nimero de horas por dia a quantidade de dias aumenta proporci-

onalmente;

e as grandezas digitagao e dias sao diretamente proporcionais, pois se diminuirmos a

quantidade de digitacao para fazer a quantidade de dias diminui proporcionalmente.

Apos essa andlise, indicamos as grandezas inversamente proporcionais com setas

em sentido contrario a da seta da grandeza fixada, de acordo com a seguite tabela:

Digitadores(?) ‘ Horas(7) ‘ Digitagao(]) ‘ Dias({)
8 6 15

o ot

6 5 x

Agora invertemos as razoes que sao inversamente proporcionais e organizamos a

equacao de modo que no primeiro termo fique a razao — e no segundo o produto das
x

outras razoes, ou seja,
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|
|
SIS

15 450
[k 4 — 79 —16.
:>x 480:> 50x = 7200 = x 6

Entao 6 digitadores concluiram o livro em 16 dias se trabalharem 5 horas por

dia. o

Exemplo 96 (UFPE) Dez guindastes carregam 180 caizas em um navio em 12 dias com 5
horas de trabalho didrias. Quantas caizas serao carregadas em 15 dias, por 12 guindastes,

trabalhando 4 horas por dia?

a) 216.
b) 214.
c) 212.
d) 210.

e) 208.

Solugao:
Seja x a quantidade de caixas que serao carregadas em 15 dias, por 12 guindastes,
trabalhando 4 horas por dia . Comecemos organizando as grandezas guindastes, caixas,

dias e horas em uma tabela.

Guindastes ‘ Caixas ‘ Dias ‘ Horas
10 180 | 12 5

12 T 15 4

Comparando agora as grandezas, fixaremos a quantidade de caixas (pois é a que

apresenta o valor desconhecido) e comparamos com as outras grandezas.

e o nimero de guindastes ¢ diretamente proporcional ao niimero de caixas, pois se

aumentarmos o nimero de caixas precisamos de mais guindastes;

e 0 nimero de dias é diretamente proporcional ao ntimero de caixas, pois se aumen-

tamos o numero de caixas sera necessario um numero maior de dias;

e o nimero de horas é diretamente proporcional ao niimero de caixas, pois se aumen-

tarmos o namero de caixas sao necessariass mais horas.
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Apoés essa andlise, indicamos as grandezas diretamente proporcionais com setas

em mesmo sentido a da seta da grandeza fixada, ficando com a seguite tabela

Guindastes(].) ‘ Caixas({) ‘ Dias({) ‘ Horas(/)
10 180 12 5

12 x 15 4

. . o _ 180
Agora organizamos a equacao de modo que no primeiro termo fique a razao —
x
e no segundo o produto das outras razoes, ou seja,

r 12 15 4
Resolvendo a equacao, temos

180 10 12 5 180 _ 600
T 12 =~ 70 =180~ —1 — 216.
=G 1T o = 7y = 6002 = 180 720600z = 120600 = = 216

Entao 12 guindastes trabalhando 4 horas por dia durante 15 dias carregarao 216

caixas. o

3.5 Caiu no ENEM

Neste capitulo temos abordado um tema muito recorrente nas provas do ENEM,
que é exigido pela Competéncia 4, habilidades 15, 16, 17 e 18 da matriz de referéncia
do ENEM e nesta segao, assim como no capitulo 2, apresentaremos alguns questoes que
abordaram essa competéncia em provas do ENEM ao longo dos altimos 10 anos (2009 &
2019).

RAZAO E PROPORCAO

Exercicio 39 (ENEM 2018) Uma empresa de comunicacdo tem a tarefa de elaborar um
matertal publicitdrio de um estaleiro para divulgar um novo navio, equipado com um
guindaste de 15 m de altura e uma esteira de 90 m de comprimento. No desenho desse
navio, a representacao do guindaste deve ter sua altura entre 0,5 cm e 1 c¢m, enquanto
a esteira deve apresentar comprimento superior a 4 c¢cm. Todo o desenho deverd ser feito

em uma escala 1 : x. Os valores possiveis para x sao, apenas,

a) x> 1500.
b) = < 3000.

c) 1500 < z < 2250.
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d) 1500 < = < 3000.

e) 2250 < x < 3000.

Solugao:

Sabemos que escala é a razao entre o tamanho do desenho e o tamanho real, entao

calculemos a escala ideal para o guindaste e para a esteira que deve ser usada considerando

as restricoes dadas.

e Para a esteira devemos ter:

e Para o guindaste devemos ter:

1 4 1

1
- > — B 22500.
> = — > 59500 = x < 22500

T 90000 T

)
10 1 1
< =< —=
1500 =z 1500
> 1 - 1 - 1
10 1500 =z 1500
1 1 1

3000 =z = 1500
3000 > = > 1500.

Entao para atender a todas as exigéncias os possiveis valores de x devem ser

1500 < z < 2250.

Resposta: Letra c.

<

Exercicio 40 (ENEM 2018) Devido ao ndao cumprimento das metas definidas para a

campanha de vacinacao contra a gripe comum e o virus HINI em um ano, o Ministério

da Satde anunciou a prorrogacao da campanha por mais uma semana. A tabela apresenta

as quantidades de pessoas vacinadas dentre os cinco grupos de risco até a data de inicio

da prorrogacao da campanha.

Qual € a porcentagem do total de pessoas desses grupos de risco jd vacinadas?

a) 12.
b) 18.
¢) 30.
d) 40.

e) 50.
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Tabela 3: Balanco nacional de vacinacao

Balango parcial nacional da vacinagao
contra a gripe

Populagéo ja
5 vacinada
Grupo de risco Ea p_uIElgaD
{milhao) o

{milhdo) | (%)

Criancas 4.5 0.9 20
Profissionais de salde 2.0 1.0 50
Gestantes 25 1.5 60
Indigenas 0,5 0,4 80
ldosos 20,5 8.2 40

Daponivel am: hitpVponalsaude saude govbr Acssss am: 18 ago. 3012,

Solucao:
A porcentagem pedida é dada pela razao entre o ntmero total de pessoas ja

vacinadas e o nimero total da populagao de risco. Calculando essa razao, teremos:

0,94+1+1,5+0,4+82 12
DT LOFOAHS L 22 g~ 40%.
4,5+242,5+0,5+20,5 30

Portanto, 40% das pessoas ja foram vacinadas.
Resposta: Letra d.

O

Exercicio 41 (ENEM 2018) Uma empresa deseja iniciar uma campanha publicitdria di-
vulgando uma promocao para seus possiveis consumidores. Para esse tipo de campanha,
0s meios mais vidveis sao a distribuicao de panfletos na rua e anincios na radio local.
Considera-se que a populacdo alcancada pela distribuicao de panfletos seja igual a quan-
tidade de panfletos distribuidos, enquanto que a alcancada por um aniuncio na rddio seja
igual a quantidade de ouvintes desse anincio. O custo de cada anincio na rddio é de R$
120,00, e a estimativa € de que seja ouvido por 1 500 pessoas. Jd a producao e a distribui-
cao dos panfletos custam R$ 180,00 cada 1 000 unidades. Considerando que cada pessoa
serd alcancada por um unico desses meios de divulgacao, a empresa pretende investir em
ambas as midias.

Considere X e Y os valores (em real) gastos em anincios na rddio e com panfle-
tos, respectivamente.

O nidmero de pessoas alcancadas pela campanha serd dado pela expressao
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) 50X n 50Y
a) — + —.
4 9

50X 50Y
b) — + —.
/ 9 * 4
4X N 4y
50  50°
50 50
d) —+ —.
) 4X + 9y
50 n 50Y
“ox Ty
Solugao:

Calculemos a razao entre os ntmeros de pessoas atingidas por cada anincio do
rddio e o prego de cada aniincio e a razao entre o nimero de pessoas atingidas pela

panfletagem e o gasto destes.

1500 pessoas 50

e Para o antuncio no radio, temos: = pessoa/real,

120 reais
. 1000 pessoas 50
e Para o antincio com panfletos, temos: p— = — pessoa/real.
180 reais 9
Assim, o nimero de pessoas alcancadas para o investimento de X reais no radio
. . 00X  H0Y
e Y reais em panfletos é e + 5

Resposta: Letra a.

<

Exercicio 42 (ENEM 2018) O gerente do setor de recursos humanos de uma empresa
estd organizando uma avaliagao em que uma das etapas € um jogo de perguntas e respostas.
Para essa etapa, ele classificou as perguntas, pelo nivel de dificuldade, em fdcil, médio e
dificil, e escreveu cada pergunta em cartoes para colocagao em uma urna.

Contudo, apds depositar vinte perquntas de diferentes niveis na urna, ele observou
que 256% delas eram de nivel fdacil. Querendo que as perguntas de nivel facil sejam a
matoria, o gerente decidiu acrescentar mais perquntas de nivel facil a urna, de modo que
a probabilidade de o primeiro participante retirar, aleatoriamente, uma pergunta de nivel
fdcil seja de 75%.

Com essas informacoes, a quantidade de perquntas de nivel fdicil que o gerente

deve acrescentar a urna € igual a
a) 10.
b) 15.

c) 35.
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d) 40.
e) 45.

Solugao:

Seja = a quantidade de perguntas faceis que o gerente deve acrescentar a urna.
Inicialmente ha 25% de 20 = 0,25 - 20 = 5 perguntas de nivel facil na urna. Como
queremos que es perguntas faceis representem 75% do total de perguntas entao devemos
ter (z 4+ 5) perguntas faceis de um total de (20 + z) correspondendo a 75% do total. Ou
seja,

S5+x 75

20+x 100

Pela propriedade 7 de proporgao, segue-se

100(5 + ) = 75(20 + ) = 100z — 75z = 1500 — 500 = x = 40.

Portanto, devem ser acrescentadas 40 questoes faceis & urna.
Resposta: Letra d.

&

Exercicio 43 (ENEM 2019) A taza de urbanizac¢ao de um municipio é dada pela razio
entre a populagdo urbana e a populagao total do municipio (isto €, a soma das populagoes
rural e urbana). Os grdficos apresentam, respectivamente, a populacao urbana e a popu-
la¢ao rural de cinco municipios (I, II, III, 1V, V) de uma mesma regido estadual. Em
reunidao entre o governo do estado e os prefeitos desses municipios, ficou acordado que o

municipio com mator taxa de urbaniza¢ao receberd um investimento extra em infraestru-

tura.
Figura 27: Taxa de urbanizacao
Populacéo urbana Populagao rural
e 18 000__ 17 000 1;?:: 12 000
16 000 ::. 451 10 000
14 000 O
11 000 B 000
3':'0[) 8 DU0 & 000 2 000 5 000
6 000 4000
4 000 2 000
2 000
0 0
Il ] A\ v
Fonte: Caderno azul ENEM, 2019
Sequndo o acordo, qual municipio receberd o investimento extra?
a) I

b) II.
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¢) III.
d) V.
e) V.

Solucao:

De acordo com as informacoes fornecidas pelo problema temos:

Populacao urbana

Taxa de Urbanizacao =

Calculando a taxa de urbanizacao de cada municipio temos,

e Municipio 1
8000 8000 8000 = 4000 2

8000 + 4000 12000 12000 = 4000 3’

e Municipio II
10000 ~ 10000 10000 2000 5

10000 + 8000 18000 18000 = 2000 9’

e Municipio IIT
11000 ~ 11000 11000+ 1000 11
11000 + 5000 16000 16000 = 1000 16’

e Municipio IV
18000 ~ 18000 18000 +2000 9

18000 + 10000 28000 28000 = 2000 14’

e Municipio V
17000 17000 17000 <+ 1000 17
17000 + 12000 29000 29000 = 1000 29

Comparando as razoes obtidas temos

2.3 6 5

e — = — entao — < —;

3-3 9 9 3

2.16 32 11-3 33 d,5<2<11

¢ —— =— ¢ —— = —, dal - < - < -—;

3-16 48 ~ 16-3 48’ 9 ~3 16’

2.14 28 9.3 27 = 5<2<9

o — = — - = — _ -

314 42 S 14.3 42 M o9S3S

9.8 72 . 11-7 77 etao5<2<9<11
[ ] — _ — f— — _ _
14-8 112 C16-7 1122 " 9 "3 14 16’
. 5-29 145 . 17-9 153 ontio §<17,

9.29 261 20.9 261’ 9 " 29’

2.29 58 17-3 51 5 17 2 9
o —— =— ¢ ——=—, entao - < — < - < —
3.29 87 20.3 87 9 2 3 14

Populagao urbana + Populagao rural
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Assim, o municipio III é o que apresenta maior taxa de urbanizacao e portanto,
é quem receberd o investimento.
Resposta: Letra c.

<

Exercicio 44 (ENEM 2019) Os exercicios fisicos sao recomendados para o bom fun-
citonamento do organismo, pois aceleram o metabolismo e, em consequéncia, elevam o
consumo de calorias. No grdfico, estao registrados os valores caléricos, em kcal, gastos
em cinco diferentes atividades fisicas, em funcao do tempo dedicado as atividades, contado

em minuto.

Figura 28: Consumo de calorias

(kcal)

5 10 15 20 25 30 Tempo (min)

Fonte: Caderno rosa ENEM, 2019

Qual dessas atividades fisicas proporciona o maior consumo de quilocalorias por

minuto?
a) L
b) I
c) III.
d) IV.
e) V.

Solucao:

Calculando a razao entre o consumo de calorias e o tempo em minutos temos,

Kcal 2
o atividade I: — — 20 2K cal /min;
min 10
Kcal 100
e atividade II: C,a = — =6, 7Kcal/min;
min 15
Kcal 120
o atividade IIT: — — ~=7 6K cal /min;

min 20
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Keal 1
e atividade IV: ca _ 10 4K cal /min;
min 25
Kcal 80

e atividade V:

= — =2, TKcal/min.
min 30 ’ /

Assim, a atividade II é a que proporciona o maior consumo de quilocalorias por
minuto.

Resposta: Letra b.

GRANDEZAS DIRETAMENTE E INVERSAMENTE PROPORCIONAIS

Exercicio 45 (ENEM 2012) José, Carlos e Paulo devem transportar em suas bicicletas
uma certa quantidade de laranjas. Decidiram dividir o trajeto a ser percorrido em duas
partes, sendo que ao final da primeira parte eles redistribuiriam a quantidade de laranjas
que cada um carregava dependendo do cansaco de cada um. Na primeira parte do trajeto
José, Carlos e Paulo dwvidiram as laranjas na propor¢cao 6 : 5 : 4, respectivamente. Na
sequnda parte do trajeto José, Carlos e Paulo dividiram as laranjas na proporcao 4 : 4 : 2,
respectivamente.

Sabendo-se que um deles levou 50 laranjas a mais no sequndo trajeto, qual a
quantidade de laranjas que José, Carlos e Paulo, nessa ordem, transportaram na sequnda

parte do trajeto?
a) 600, 550, 350.
b) 500, 5300, 150.
c) 300, 250, 200.
d) 200, 200, 100.
e) 100, 100, 50.

Solugao:

Uma condicao implicita ao problema é que a divisao nas duas partes do trajeto
foi diretamente proporcional ao cansaco de cada um. Assim, se x é o total de laranjas e
J, C'e P a quantidade que José, Carlos e Pedro levaram, respectivamente na primeira
parte do trajeto, entdo J + C + P = .

Além disso, na primeira parte do trajeto, como essas quantidades foram direta-

mente proporcionais a 6,5 e 4 temos

= k. (3.17)



CAPITULO 3. RAZAO E PROPORCAO 134

Dai, J =6k, C' =5k e P = 4k.
Aplicando a propriedade 8 de proporcao na igualdade 3.17, segue-se

J C P J+C+P
ST - = 3.18
6 5 4 ~ 6+5+4 (3.18)
e
z 1
= 1F k (3.19)
~ 2 — 15k (3.20)

Agora, se Jy, C7 e P; sdo a quantidade que José, Carlos e Pedro levaram, respec-
tivamente, na segunda parte do trajeto, entao J; + C; + P, = .
Como na segunda parte do trajeto essas quantidades foram diretamente propor-

cionais a 4,4 e 2 temos

Jl Cl P1
4 4 2 (3.21)
Dai, Jl = 4k1, Cl = 4]€1 [§] P1 = 2]{,’1

Aplicando a propriedade 8 de proporcao na igualdade 3.21, segue-se

Jl Cl P1 J1+01+P1

_:_:—:k' _— — = .22

14 2 M T Tiiai2 M (3:22)
s

Das igualdades 3.20 e 3.24 segue-se que:

3k
15k = 10k; = by = - (3.25)

Comparando agora as quantidades que cada um levou no primeiro e segundo
trajeto, temos

José
e 12 parte do trajeto: J = 6k
3k
e 22 parte do trajeto: J, =4k = J, =4 - > = J, = 6k.

Carlos
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e 12 parte do trajeto: C' = 5k

e 22 parte do trajeto: C), =4k, = C, =4 - % = (] = 6k.
Paulo

e 12 parte do trajeto: P = 4k

e 22 parte do trajeto: P, =2k = P, =2+ % = P, = 2k.

Note que na segunda parte do trajeto a quantidade de laranjas que José levou
permaneceu a mesma da primeira parte do trajeto, mas a de Carlos aumentou, enquanto
a de Paulo diminuiu. Concluimos entao, que a pessoa que levou 50 laranjas a mais na
segunda parte do trajeto foi Carlos.

Assim, subtraindo a quantidade de laranjas que Carlos levou na primeira parte
do trajeto com a quantidade levada na segunda parte o resultado deve ser 50, ou seja,
6k — bk = 50 dai k = 50.

Substituindo o valor de k na igualdade 3.25, temos

3-50
/{:1:7:1@1:75.

Desta forma, as quantidades de laranja levadas por José, Carlos e Paulo, respec-
tivamente, na segunda parte do trajeto, foram J; = 4 -75 = 300, C; = 4-75 = 300 e
P, =2-75=150.

Resposta: Letra b.

<

Exercicio 46 (ENEM 2013) Para se construir um contrapiso, é comum, na constitui¢ao
do concreto, se utilizar cimento, areia e brita, na sequinte proporcao: 1 parte de cimento,
4 partes de areia e 2 partes de brita. Para construir o contrapiso de uma garagem, uma

construtora encomendou um caminhdo betoneira com 14 m3 de concreto.

3

Qual € o volume de cimento, em m”, na carga de concreto trazido pela betoneira?

a) 1,75.
b) 2,00.
c) 2,39.
d) 4,00.

e) 8,00.
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Solugao:
Sejam ¢, a e b as quantidades em metros cubicos de cimento, areia e brita, res-
pectivamente, na constituicao do concreto. Como esses componentes sao diretamente

proporcionais a 1, 4 e 2, entao:

=~ =k (3.26)

Dai, c =k, a =4k e b = 2k.
Aplicando a propriedade 8 de propor¢ao na igualdade 3.26 segue-se:

c+a+b_k

c a b
=1 = F =2 s (3:27)
b
%:/ﬁ (3.28)

Como é dito que a contrutora encomendou 14m? de concreto, entdo c+a+b = 14.

Substituindo, esse valor na igualdade 3.28, temos:

c+a+b 14
— =k=> —=k=k=2.
7 7

Logo a quantidade de cimento trazidos pela betoneira foi de ¢ = k = ¢ = 2m?3.

Resposta: Letra b.

Exercicio 47 (ENEM 2019) Trés sdcios resolveram fundar uma fdbrica. O investimento
inicial foi de R$ 1 000 000,00. E, independentemente do valor que cada um investiu nesse
primeiro momento, resolveram considerar que cada um deles contribuiu com um terco do
tnvestimento inicial.

Algum tempo depois, um quarto sécio entrou para a sociedade, e 0s quatro, juntos,
investiram mais R$ 800 000,00 na fdibrica. Cada um deles contribuiu com um quarto
desse valor. Quando venderam a fdbrica, nenhum outro investimento havia sido feito. Os
sdcios decidiram entao dividir o montante de R$ 1 800 000,00 obtido com a venda, de
modo proporcional a quantia total investida por cada socio.

Quais os valores mais proximos, em porcentagens, correspondentes as parcelas
financeiras que cada um dos trés socios iniciais e o quarto socio, respectivamente, recebe-

ram?

a) 29,60 e 11,11.
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b) 28,70 e 13,89.
¢c) 25,00 e 25,00.
d) 18,52 e 11,11.

e) 12,96 e 13,89.

Solugao:
Sejam, a, b e c os valores investidos pelos trés primeiros socios e d o valor investido
pelo quarto sécio. Entao temos:

__1000000+ 800000 6400000
3 4 12

ea=b=c = 533333, 33;

800000
d= 4

Como a fabrica foi vendida por R$ 1800000,00 e o que cada socio recebeu foi

= 200000.

proporcional a sua aplicagao, temos

533333, 33

———— =0,296 = 29, 6%;
1800000 ’ ,6%;

e 0s trés primeiros sécios receberam

200000
1800000

Portanto, a porcentagem recebida pelos trés primeiros sécios foi de aproximada-

e 0 quarto sbécio recebeu =~0,1111 = 11, 11%;

mente 29,6% e pelo quarto socio foi de aproximadamente 11,11%.

Resposta: Letra a.

Exercicio 48 (ENEM 2019) Para contratar trés mdquinas que farao o reparo de vias

rurais de um municipio, a prefeitura elaborou um edital que, entre outras cldusulas, previa:

e Cada empresa interessada so pode cadastrar uma unica mdquing para concorrer Go
edital;

e O total de recursos destinados para contratar o conjunto das trés mdquinas € de

R$31000,00;

e O wvalor a ser pago a cada empresa serd inversamente proporcional & tdade de uso

da mdquina cadastrada pela empresa para o presente edital.

As trés empresas vencedoras do edital cadastraram mdquinas com 2, 3 e 5 anos
de idade de uso.

Quanto receberd a empresa que cadastrou a mdquina com maior idade de uso?

a) R$ 3.100,00.
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b) R$ 6.000,00.
¢) R$ 6.200,00.
d) R$ 15.000,00.
e) R$ 15.500,00.

Solugao:
Sejam x, y e z os valores que as empresas que venceram cadastrando as maquinas
com 2, 3 e 5 anos respectivamente, receberao. Como o valor recebido é inversamente

proporcional as idades de uso das maquinas entao teremos

2x:3y:5z:k:x:§, yzg e z:g.
Somando as trés dltimas igualdades, segue-se
rty+z = §+§+§ (3.29)
B D R T (@30
31k
= 37 (3.32)

Como o total de recursos destinados para contratar o conjunto das trés maquinas
é de R$ 31 000,00, entao = + y + z = 31000. Logo da igualdade 3.32 segue-se que
31k

30 = 31000 = 31k = 930000 = k& = 30000.

Assim, os valores que as empresas irao receber serd
30000
[ ]

S — 15000,
2 )
o 30999 4 6000:
3
30000
o = 6000.

Portanto, a empresa que cadastrou a maquina com maior idade de uso recebera
R$ 6000,00.
Resposta: Letra b.

REGRA DE TRES SIMPLES
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Exercicio 49 (ENEM 2009) Uma resolugao do Conselho Nacional de Politica Energética
(CNPE) estabeleceu a obrigatoriedade de adi¢ao de biodiesel ao dleo diesel comercializado
nos postos. A exigéncia é que, a partir de 1° de julho de 2009, 4% do volume da mistura
final seja formada por biodiesel. Até junho de 2009, esse percentual era de 3%. Essa
medida estimula a demanda de biodiesel, bem como possibilita a reducao da importacao

de disel de petrileo.

Disponivel em: http://wwwl.folha.uol.com.br.
Acesso em: 12 jul. 2009 (adaptado).

Estimativas indicam que, com a adi¢ao de 4% de biodiesel ao disel, serao consumi-
dos 925 milhées de litros de biodiesel no sequndo semestre de 2009. Considerando-se essa
estimativa, para o mesmo volume da mistura final disel/biodiesel consumida no sequndo

semestre de 2009, qual seria o consumo de biodiesel com a adigao de 3%7

a) 27,75 milhoes de litros.
b) 37,00 milhoes de litros.
c) 281,25 milhées de litros.
d) 693,75 milhoes de litros.

e) 888,00 milhoes de litros.

Solugao:

Seja z o consumo de biodiesel com a adi¢ao de 3%. Perceba que ao aumentar a
quantidade de biodiesel na mistura o consumo também aumenta, logo podemos calcular
esse valor, fazendo uma regra de trés simples diretamente proporcional.

Comecemos organizando as grandezas Porcentagem e consumo em uma tabela,

indicando com uma seta no mesmo sentido as grandezas diretamente proporcionais.

Porcentagem (%) () ‘ Consumo (milhdes de litros)()
4 925
3 x

Agora escrevendo uma equagao com a proporcao e usando Propriedade 7 para

resolvé-la, temos.

%z%:>4x:3-925:>4x:2775:>x:693,75.
x

Entao o consumo de biodiesel com a adicao de 3% é de 693,75 milhoes de litros.

Resposta: Letra d.
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Exercicio 50 (ENEM 2012) Uma mae recorreu & bula para verificar a dosagem de um
remédio que precisava dar a seu filho. Na bula, recomendava-se a sequinte dosagem: &
gotas para cada 2 kg de massa corporal a cada 8 horas.

Se a mae ministrou corretamente 30 gotas do remédio a seu filho a cada 8 horas,

entdao a massa corporal dele é de
a) 12 ky.
b) 16 kg.
c) 24 kg.
d) 36 kg.
e) 15 kg.

Solugao:

Seja x a massa corporal do filho que tomou as 30 gotas. Note que ao aumentar a
quantidade de gotas, a massa aumenta proporcionalmente também, logo gotas e massas
sao grandezas diretamente proporcionais, neste caso. Assim, organizando-as em uma

tabela, temos:

Gotas ‘ Massa (kg)
5 2
30 T

Agora escrevendo uma equacao com a proporcao e usando a Propriedade 7 para

resolvé-la, temos.

> 2 =5 60 = 12
_— = — Tr = xr = .
30 =z

Portanto, a massa corporal do filho ¢ de 12 Kg.

Resposta: Letra a.

Exercicio 51 (ENEM 2013) Um dos grandes problemas enfrentados nas rodovias brasi-
leiras € o excesso de carga transportada pelos caminhoes. Dimensionada para o trdfego
dentro dos limites legais de carga, o piso das estradas se deteriora com o peso ercessivo
dos caminhoes. Além disso, o excesso de carga interfere na capacidade de frenagem e no
funcionamento da suspensao do veiculo, causas frequentes de acidentes.

Ciente dessa responsabilidade e com base na experiéncia adquirida com pesagens,
um caminhoneiro sabe que seu caminhao pode carregar, no mdzrimo, 1 500 telhas ou 1 200
tijolos.

Considerando esse caminhdao carregado com 900 telhas, quantos tijolos, no md-
ximo, podem ser acrescentados a carga de modo a nao ultrapassar a carga mdrima do

caminhao?
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a) 300 tijolos.
b) 360 tijolos.
¢) 400 tijolos.
d) 480 tijolos.

e) 600 tijolos.

Solucao:
O caminhao ja esti carregado com 900 telhas, entao pode receber no maximo
mais 1500 — 900 = 600 telhas para nao exceder sua carga.

Note que a razao entre o ntimero de telhas e o niimero de tijolos que o caminhao

1500 5
1900 — 1 Isso significa que a cada 5 telhas correspondem 4 tijolos.

Seja x o namero de tijolos que ainda podem ser colocados no caminhao que ja

pode carregar é de

contém as 900 telhas. Perceba que as grandezas telhas e tijolos sao diretamente propor-
cionais, pois a medida que uma grandeza aumenta a outra também aumenta proporcio-
nalmente. Assim, podemos organizar essas grandezas na seguinte tabela, indicando que

Sa0 proporcionais.

Telhas(]) ‘ Tijolos({)
5 4
600 x

Escrevendo a proporcao e usando a propriedade 7 de proporcao para resolvé-la,
teremos:
5 600

- = — = bz = 2400 = z = 4R0.
4 T

Portanto ¢ possivel colocar mais 480 tijolos no caminhao que j& carrega 900 telhas,
sem exceder sua carga maxima.

Resposta: Letra d.

Exercicio 52 (ENEM 2017) A energia solar vai abastecer parte da demanda de energia
do campus de uma universidade brasileira. A instalacdo de painéis solares na drea dos
estactonamentos e na cobertura do hospital pedidtrico serd aproveitada nas instalacoes
universitdarias e também ligada na rede da companhia elétrica distribuidora de energia.
O projeto inclui 100 m? de painéis solares que ficardo instalados nos estacionamentos,
produzindo energia elétrica e proporcionando sombra para os carros. Sobre o hospital
pedidtrico serao colocados aprozimadamente 300 m? de painéis, sendo 100 m? para gerar
energia elétrica utilizada no campus, e 200 m? para geracao de energia térmica, produzindo

aquectmento de dgua utilizada nas caldeiras do hospital.
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Suponha que cada metro quadrado de painel solar para energia elétrica gere uma
economia de 1 kWh por dia e cada metro quadrado produzindo energia térmica permita
economizar 0,7 kWh por dia para a universidade. Em uma sequnda fase do projeto, serd
aumentada em 75% a drea coberta pelos painéis solares que geram energia elétrica. Nessa
fase também deverd ser ampliada a drea de cobertura com painéis para geracao de energia

térmica.

Disponivel em: hitp:agenciabrasil.ebc.com.br.
Acesso em: 30 out. 2013 (adaptado).

Para se obter o dobro da quantidade de energia economizada diariamente, em
relacdo a primeira fase, a drea total dos painéis que geram energia térmica, em metro

quadrado, deverd ter o valor mais prozimo de

a) 231.
b) 431.
¢c) 472.
d) 523.

e) 672.

Solucao:

A universidade ja disponha de 200 m? de painéis solares gerando energia elétrica
(100 m? sobre os estacionamentos e 100 m? sobre o hospital) e 200 m? de painéis solares
gerando energia térmica. Como cada metro quadrado gerando energia solar produz uma
economia de 1 kWh por dia e cada metro quadrado gerando energia térmica produz
economia de 0,7 kWh por dia, entao a economia didria da universidade com esses painéis
é de

200 - (1kWR) + 200 - (0, TkWh) = 200 + 140 = 340 kW h

Para que a economia em energia seja dobrada na segunda fase, essa devera ser de
2-340 = 680 kW h por dia. Mas parte dessa economia serd responsabilidade da energia
elétrica. Como os painéis que geram energia solar terao sua area aumentada em 75%
entao a nova area deve corresponder a 200 +200- 0,75 = 350 m? o que vai gerar economia
de 350 - (1kWh) = 350 kW h/dia.

Assim, a economia que a energia térmica deve gerar é igual a 680 — 350 =
330 kWh/dia. Entdo se x corresponde a area ocupada pelos painéis solares gerando

energia térmica, teremos a seguinte proporgao

0,7kWh _ 1m?
330 kWh  x

= 0,72 = 330 = x = 472.
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Portanto a area total dos painéis que geram energia térmica deverd ser aproxi-
madamente 472 m?.

Resposta: Letra c.

Exercicio 53 (ENEM 2019) O rdtulo da embalagem de um cosmético informa que a dis-
solugao de seu conteido, de acordo com suas especificacoes, rende 2,7 litros desse produto
pronto para o uso. Uma pessoa serd submetida a um tratamento estético em que deverd
tomar um banho de imersio com esse produto numa banheira com capacidade de 0,3 m3.
Para evitar o transbordamento, essa banheira serd preenchida em 80% de sua capacidade.

Para esse banho, o nimero minimo de embalagens desse cosmético é
a) 9.
b) 12.
c) 89.
d) 112.
e) 134.

Solugao:
Comecemos calculando quantos litros corresponde a 0,3 m®. Sabemos que 1 m?
corresponde a 10001, assim se z é a quantidade de litros que corresponde a 0, 3m?, podemos

construir a seguinte tabela com as grandezas m? e litros

m?(}) | Litros(})
1 1000
0,3 T

Note que aumentando os m? os litros também aumentam proporcionalmente,
entao as grandezas sao diretamente proporcionais. Dai montando a propor¢ao e usando
a Propriedade 7, temos:

1 0,3
—— = —— = x = 300 litros.
1000 x

Como a banheira deve ser preenchida com até 80% de sua capacidade, devemos

calcular quantos litros isso corresponde. Temos entao,

80% de 3001 = 0,8-300 = 240 litros.
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Agora devemos calcular quantas embalagens sdo necessarias para essa quantidade
de litros. Seja y essa quantidade. Antes, observe que as grandezas embalagens e litros
sao diretamente proporcionais, pois se a quantidade de litros aumenta a quantidade de
embalagens também aumenta proporcionalmente. Construindo uma tabela com essas

grandezas, temos

Embalagens(]) ‘ Litros(J)
1 2.7
Y 240

Escrevendo a proporc¢ao e usando a propriedade 7, teremos

1 y
— == 2Ty =240 = y = 88,09.
2.7 240 =" y=o
Entao serao necessarias no minimo 89 embalagens para o banho de imersao dessa
pessoa.

Resposta: Letra c.

REGRA DE TRES COMPOSTA

Exercicio 54 (ENEM 2009) Uma cooperativa de colheita propds a um fazendeiro um
contrato de trabalho nos sequintes termos: a cooperativa forneceria 12 trabalhadores e j
mdaquinas, em um regime de trabalho de 6 horas didrias, capazes de colher 20 hectares de
milho por dia, ao custo de R$ 10,00 por trabalhador por dia de trabalho, e R$ 1.000,00
pelo aluguel didrio de cada mdquina. O fazendeiro arqumentou que fecharia contrato se a
cooperativa colhesse 180 hectares de milho em 6 dias, com gasto inferior a R$ 25.000,00.

Para atender as exigéncias do fazendeiro e supondo que o ritmo dos trabalhadores

e das mdquinas seja constante, a cooperativa deveria

a) manter sua proposta.

b) oferecer 4 mdquinas a mais.

c¢) oferecer 6 trabalhadores a mais.

d) aumentar a jornada de trabalho para 9 horas didrias.

e) reduzir em R 400,00 o valor do aluguel didrio de uma mdquina.
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Solugao:

Como o fazendeiro quer que a colheta de 180 hectares seja realizada em 6 dias,
vamos comecar analisando como a cooperativa pode fazer isso mantendo o mesmo niimero
de trabalhadores e a mesma quantidade de maquinas. Para tanto considere que x sera a
quantidade de horas por dia trabalhadas por cada trabalhador e organizemos as grandezas

horas por dia, hectares e dias em uma tabela.

Horas/dia ‘ Hectares ‘ Dias
6 20 1

x 180 6

Fixemos agora a grandeza horas por dia (pois é a que apresenta o valor desco-

nhecido) e comparemos com as outras duas grandezas.

e quando a quantidade de horas trabalhadas aumenta a quantidade de hectares colhi-
dos também aumenta proporcionalmente, logo sao grandezas diretamente proporci-

onais;

e quando a quantidade de horas trabalhadas aumenta a quantidade de dias diminui

proporcionalmente, logo sao grandezas inversamente proporcionais.

Apos essa andlise, indicamos as grandezas diretamente proporcionais com setas
com mesmo sentido e as inversamente proporcionais com setas em sentido oposto. Assim

a tabela anterior fica do seguinte modo:

Horas/dia(]) ‘ Hectares({) ‘ Dias(1)
6 20 1
180 6

X

Agora invertemos a razao que é inversamente proporcional e organizamos a equa-
¢ao de modo que no primeiro termo fique a razao — e no segundo o produto das outras
x

razoes, ou seja, escrevemos

6_206
r 180 1
Resolvendo a equagao, temos:
6 _ 120 = 120x = 1080 =z =9
z 180 e e

Assim, se a cooperativa optar por manter a mesma quantidade de trabalhadores
e a mesma quantidade de maquinas, devera aumentar a jornada de trabalho para 9 horas
diérias.

Devemos entretanto, verificar se essa proposta atende ao orcamento proposto pelo

fazendeiro. Note que o gasto com trabalhadores e maquinas se mantém fixo por dia, assim
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em 6 dias de trabalho serao gastos 6 - (12 - 10 4+ 4 - 1000) = 24720 reais, o que atende ao
orcamento.

Concluimos, portanto, que para atender a exigéncia do fazendeiro, a cooperativa
deve aumentar a jornada de trabalho para 9 horas diarias.
Resposta: Letra d.

&

Exercicio 55 (ENEM 2009)Uma escola langou uma campanha para seus alunos arreca-
darem, durante 30 dias, alimentos nao pereciveis para doar a uma comunidade carente
da regiao. Vinte alunos aceitaram a tarefa e nos primeiros 10 dias trabalharam 3 horas
didrias, arrecadando 12 kg de alimentos por dia. Animados com os resultados, 30 novos
alunos somaram-se ao grupo, e passaram a trabalhar 4 horas por dia nos dias sequintes
até o término da campanha.

Admitindo-se que o ritmo de coleta tenha se mantido constante, a quantidade de

alimentos arrecadados ao final do prazo estipulado seria de
a) 920 kyg.
b) 800 kg.
c) 720 kg.
d) 600 kyg.
e) 570 kg.

Solucao:

Nos primeiros 10 dias tivemos 20 alunos trabalhando 3 horas por dia e arreca-
dando 12 kg de alimentos por dia, o que siginifica que até o décimo dia da campanha foram
arrecadas 12 - 10 = 120 kg de alimentos. Apoés esse periodo mais 30 alunos juntaram-se
ao grupo e comecaram a trabalhar 4 horas por dia, entao nessa segunda etapa, tivemos
20 + 30 = 50 alunos trabalhando 4 horas por dia durante 30 — 10 = 20 dias. Assim se
xr ¢ a quantidade de alimentos arrecadados nessa segunda etapa, podemos organizar as

grandezas, alunos, dias, horas por dia e quilogramas na seguinte tabela.

Alunos ‘ Dias ‘ Horas/dia ‘ Kg
20 | 10 3 120

50 20 4 x

Fixemos agora a grandeza Kg (pois é a que apresenta o valor desconhecido) e

comparemos com as outras grandezas.

e quando a quantidade de alunos aumenta a quantidade de K¢ arrecadados também

aumenta proporcionalmente, logo sao grandezas diretamente proporcionais;
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e quando a quantidade de dias aumenta a quantidade de K¢ arrecadados também

aumenta proporcionalmente, logo sao grandezas diretamente proporcionais;

e quando a quantidade de horas trabalhadas aumenta a quantidade de K g arrecadados

também aumenta proporcionalmente, logo sao grandezas diretamente proporcionais.

Apos essa andlise, indicamos as grandezas diretamente proporcionais com setas

com mesmo sentido. Assim a tabela anterior fica do seguinte modo:

Alunos(}) | Dias({) | Horas/Dia(}) | Kg(1)
20 10 3 120
o0 20 4

T

. . o _ 120
Agora organizamos a equacao de modo que no primeiro termo fique a razao —

x
e no segundo o produto das outras razoes, ou seja, escrevemos

Resolvendo a equagao, temos:

120 600 120 3
=000 = o = g = 3¢ = 2400 = x = 800.

Assim, a quantidade de alimentos arrecadados ao final do prazo estipulado foi de
120 + 800 = 920K g.
Resposta: Letra a.

<

Exercicio 56 (ENEM 2013) Uma indistria tem um reservatorio de dgua com capacidade
para 900 m3. Quando hd necessidade de limpeza do reservatorio, toda a dgua precisa ser
escoada. O escoamento da dgua € feito por seis ralos, e dura 6 horas quando o reservatorio
estd cheio. Esta indistria construird um novo reservatorio, com capacidade de 500 m3,
cujo escoamento da dgua deverd ser realizado em 4 horas, quando o reservatorio estiver
cheto. Os ralos utilizados no novo reservatorio deverao ser idénticos aos do jd existente.

A quantidade de ralos do novo reservatorio deverd ser igual a
a) 2.
b) 4.
c) 5.
d) 8.

e) 9.
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Solugao:
Seja x a quantidade de ralos que devem ser utilizados no novo reservatotio. Or-
ganizando em uma tabela as grandezas Capacidade (m?), quantidade de ralos e horas,

temos:

Capacidade(m?) ‘ Ralos ‘ Horas
900 6 6

200 x 4

Fixando a grandeza quantidade de ralos (pois é a que apresenta o valor desco-

nhecido) e comparando-a com as outras temos:

e quando a capacidade do tanque diminui a quantidade de ralos necessarios para o
escoamento também diminui proporcionalmente, logo sao grandezas diretamente

proporcionais;

e quando a quantidade de horas diminui a quantidade de ralos aumenta proporcional-

mente, logo sao grandezas inversamente proporcionais.

Indicando as grandezas diretamente proporcionais com setas em mesmo sentido
e as inversamente proporcionais com setas em sentidos opostos, ficamos com a seguinte
tabela:

Capacidade(m?3)(]) ‘ Ralos({) ‘ Horas(7)
900 6 6

200 x 4

Agora invertemos a razao que é inversamente proporcional e organizamos a equa-
¢ao de modo que no primeiro termo fique a razao — e no segundo fique o produto das
x

demais, ou seja, escrevemos

6 900 4
- = - =

18
—_ . = — 1 p— , = .
. "0 G =18 =90=2x=5

6
T 15

9 2 N 6
5 3 T

Portanto, a quantidade de ralos do novo reservatorio devera ser igual a 5.
Resposta: Letra c.

<

Exercicio 57 (ENEM 2016 2% aplicagcao) Um clube tem um campo de futebol com drea
total de 8 000 m?, correspondente ao gramado. Usualmente, a poda da grama desse campo
¢ feita por duas mdquinas do clube proprias para o servigo. Trabalhando no mesmo ritmo,
as duas mdquinas podam juntas 200 m? por hora. Por motivo de urgéncia na realizacao
de uma partida de futebol, o administrador do campo precisard solicitar ao clube vizinho
mdquinas iguais as suas para fazer o servico de poda em um tempo mdximo de 5 h.
Utilizando as duas mdquinas que o clube jd possui, qual o niumero minimo de

mdquinas que o administrador do campo deverd solicitar ao clube vizinho?
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a) J.
b) 6.
c) 8.
d) 14.
e) 16.

Solugao:
Seja x a quantidade de maquinas necessarias para realizar a poda dos 8000 m?
de area em 5 horas. Organizando em uma tabela as grandezas quantidade de maquinas,

area (m?) e horas, temos:

Méquinas ‘ Area (m?) ‘ Horas
2 200 1

8000 3

xz

Fixando a grandeza quantidade de maquinas (pois é a que apresenta o valor

desconhecido) e comparando-a com as outras temos:

e quando a quantidade de maquinas aumenta a area podada também aumenta pro-

porcionalmente, logo sao grandezas diretamente proporcionais;

e quando a quantidade de maquinas aumenta a quantidade de horas trabalhadas di-

minui proporcionalmente, logo sao grandezas inversamente proporcionais.

Indicando as grandezas diretamente proporcionais com setas em mesmo sentido
e as inversamente proporcionais com setas em sentidos opostos, ficamos com a seguinte
tabela:

Maquinas(}) | Area (m?)(]) ‘ Horas(1)
2 200 1
x 8000 5)

Agora invertemos a razao que é inversamente proporcional e organizamos a equa-
¢ao de modo que no primeiro termo fique a razao — e no segundo fique o produto das
x

demais, ou seja, escrevemos

9 200 5 2 1 5
_ = — . — —_—= — . = — :1 .
8000 1 Tz a9 1 2r=80=e=106

Logo a quantidade de méaquinas necesséarias para podar os 8000 m? de area é igual
a 16, como o clube ja dispoe de 2, entao devera solicitar 16 — 2 = 14 ao clube vizinho.

Resposta: Letra d.
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Exercicio 58 (ENEM 2017 2° aplica¢io) Uma indistria tem um setor totalmente au-
tomatizado. Sao quatro mdquinas iguais, que trabalham simultdnea e ininterruptamente
durante uma jornada de 6 horas. Apds esse periodo, as mdquinas sao desligadas por
30 minutos para manutencao. Se alguma mdquina precisar de mais manutencao, ficard
parada até a proxima manutencao.

Certo dia, era necessdrio que as quatro mdquinas produzissem um total de 9 000
itens. O trabalho comegou a ser feito as 8 horas. Durante uma jornada de 6 horas,
produziram 6 000 itens, mas na manutencao observou-se que uma Mmdquinag pPrecisava
ficar parada. Quando o servigo foi finalizado, as trés mdquinas que continuaram operando
passaram por uma nova manutencao, chamada manutencao de esgotamento.

Em que hordrio comegcou a manutencao de esgotamento?
a) 16 h 45 min.
b) 18 h 30 min.
¢) 19 h 50 min
d) 21 h 15 min.

e) 22 h 30 min.

Solucao:

As 4 maquinas juntas produziram 6000 itens durante as 6 primeiras horas de
trabalho, apo6s esse periodo elas pararam por 30min e apenas 3 delas voltam a trabalhar.
Estas deverao agora, produzir os 9000 — 6000 = 3000 itens restantes.

Seja x a quantidade de horas que as 3 méaquinas levarao para produzir esses 3000
itens. Organizando em uma tabela as grandezas quantidade de méaquinas, quantidade de

itens produzidos e horas, temos:

MAquinas ‘ Itens ‘ Horas
4 6000 6
3 3000 x

Fixando a grandeza horas (pois é a que apresenta o valor desconhecido) e comparando-

a com as outras temos:

e quando a quantidade de maquinas diminui a quantidade de horas aumenta propor-

cionalmente, logo sao grandezas inversamente proporcionais;

e quando a quantidade de itens diminui a quantidade de horas também diminui pro-

porcionalmente, logo sao grandezas diretamente proporcionais.
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Indicando as grandezas diretamente proporcionais com setas em mesmo sentido
e as inversamente proporcionais com setas em sentidos opostos, ficamos com a seguinte
tabela:

Maquinas(?) ‘ Ttens(]) ‘ Horas({)
4 6000 6

3 3000 x

Agora invertemos a razao que é inversamente proporcional e organizamos a equa-
¢ao de modo que no primeiro termo fique a razao — e no segundo fique o produto das
x

demais, ou seja, escrevemos

6 6000 3
- = - =

6 3
xr 3000 4 =z

:2~Z 6r =24 = v = 4.

Logo serao necessarias mais 4 horas de trabalho para que as 3 méquinas produzam
os 3000 itens restante.

Como a produgdo comegou as 8 horas e terminou 10 horas e 30 minutos depois (6
horas com as 4 maquinas funcionando, 30 minutos de manutencao e 4 horas com apenas
3 maquinas trabalhando), entdo a manutencao de esgotamento comegou as 18h30min.

Resposta: Letra b.



4 METODOS DE CONTAGEM

Neste capitulo abordaremos uma area da matematica que é provavelmente uma
das mais intrigantes para a maioria dos alunos do ensino médio: analise combinétoria ou
simplesmente combindtoria.

Normalmente esse topico é compreendido pelos estudantes como o estudo das
permutacoes, arranjos e combinacoes aliadas a um amontoado de férmulas sem sentido.
Essa visao estd associada a forma como esse topico é costumeiramente abordado nessa
fase do ensino.

O estudo da anéalise combinatoéria no entanto ¢ muito mais fascinante que a solucao
de simples problemas de contagem a partir da aplicacao mecanica de férmulas. Varias
técnicas como o principio da inclusdo-exclusao, o principio da casa dos pombos (também
conhecido como principio das gavetas de Dirichlet) e a teoria dos grafos sdao poderosas
técnicas de resolucoes de problemas desse ramo da matemaética.

Neste trabalho porém, nos limitaremos ao estudo das permutacoes, arranjos e
combinagoes, pois entre outros fatores eles sao, segundo Morgado et al. (2006, p.2) "entre
os varios tipos de nimeros para contagem da Anélise Combinatoéria os mais simples e de
uso mais amplo. Além disso, eles permitem resolver uma grande quantidade de problemas
de Analise Combinatoria". Ficando assim, a cargo do leitor aprofundar-se mais em outras
técnicas.

O texto a seguir é baseado nas referéncias [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [20], [30],
[35], [37] e [41].

4.1 Principio Fundamental da Contagem

Frequentemente enfrentamos situacoes na nossa rotina que nos obrigam a fazer
escolhas e contar o nimero de maneiras que certas acoes podem ser executadas. Por exem-
plo, como montar sua refeicao, que pecas de vestudrio usar para se vestir, que caminho
escolher para chegar em determinado lugar, etc. Esse tipo de problema pode ser soluci-
onado fazendo uma lista de possibilidades e contando-as uma a uma. Mas em algumas
situagoes esse pode ser um processo tao longo que se torna inviavel, como por exemplo se
quisermos contar de quantas formas podemos escolher as seis dezenas da Mega-Sena.

H& varios métodos mais eficientes para realizar contagem em problemas que tra-
balhem com muitas possibilidades e a maioria deles baseia-se, direta ou indiretamente,
no chamado "Principio Fundamental da Contagem" ou, simplesmente, "Principio Mul-
tiplicativo". Mas antes de defini-lo vamos analisar a seguinte situacdo: vocé vai a um

restaurante disposta a comer um s6 tipo de salada, um s6 tipo de carne e uma s6 so-
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bremesa e o restaurante dispéem de 2 tipos de saladas, 3 tipos de carne e 2 tipos de
sobremesa. De quantos modos diferentes vocé pode montar sua refeicao?
Podemos ilustrar essa situacao a partir de uma drvore de possibilidades, como a

que apresentamos a seguir.

Figura 29: Arvore de possibilidades
| SOBREMESA 1 |
e i SOBREMESA 2
SOBREMESA 1
/ SOBREMESA 2
. SOBREMESA 1
SOBREMESA 2
| SOBREMESA 1 |
\ | CARNE1 i SOBREMESA 2
SOBREMESA 1
SOBREMESA 2
SOBREMESA 1
: SOBREMESA 2

Fonte: Autor

Observe que ao desenhar uma arvore de possibilidades também estamos listando
todas as possibilidades para montar a refeicao. Esse é um método préatico, mas nao
muito eficiente em situacoes em que as agoes apresentam muitas possibilidades ou em
que precisamos executar muitas acoes. Nesse caso o Principio Fundamental da Contagem
generaliza esse raciocinio de forma mais rapida e pratica.

O Principio Fundamental da Contagem afirma que, se determinada tarefa pode
ser executada em n agoes (etapas) diferentes, e se ky,ks,- - -, k,, indicam o ntmero de
possibilidades para executarmos cada a¢do (etapa), entdo o namero total de maneiras

pelas quais o evento pode ocorrer é dado por
ky koo k.

Vejamos algumas aplicacoes do Principio Fundamental da Contagem nos exem-

plos a seguir.
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Exemplo 97 Quantas anagramas de 3 letras diferentes podem ser formadas com um
alfabeto de 26 letras?

Solucao:

Um anagrama ¢ uma reorganizacao das letras de uma palavra ou expressao para
produzir outras palavras ou expressoes utilizando todas as letras originais exatamente
uma vez.

Veja que a tarefa de formar esses anagramas seré dividida em trés etapas, escolher
a primeira letra (I), escolher a segunda letra (II) e escolher a terceira letra (III).

Para realizar a etapa I temos 26 possibilidades de escolha, feita essa escolha a
etapa II terd 25 possibilidades, uma vez que nao podemos repetir a letra usada na etapa
I, agora para etapa III, restam 24 possibilidades, pois nao podemos repetir a letra usada
nem na etapa I e nem na etapa II.

Assim, pelo Principio Fundamental da Contagem, a palavra pode ser formada de
26 - 25 - 24 = 15600 modos diferentes. o

Exemplo 98 Quantos sao os gabaritos possiveis de um teste de 10 questoes, de mailtipla

escolha, com cinco alternativas por questao?

Solugao:

Nesta situagao a tarefa é dividida em 10 etapas (escolha das respostas de cada
uma das 10 questoes). Como as alternativas podem ser repetidas nas etapas, entdo cada
uma delas tem 5 possibilidades. Assim, pelo principio fundamental da contagem, o nimero

de gabaritos possiveis é

5.5.5....5 = §lo
———
10 vezes.

<

Exemplo 99 Quantos nimeros naturais de trés algarismos distintos (na base 10) exis-

tem?

Solucao:

O primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 modos, pois o zero nao pode ocupar
essa posicao, o segundo algarismos pode ser escolhido de 9 modos também, pois nao
podemos usar o algarismo colocado na primeira posicao, mas podemos usar o zero € o
ultimo algarismo pode ser escolhido de 8 modos, pois nao podemos usar nenhum dos dois
que ja foram usados nas duas primeiras posi¢oes. Assim, pelo principio fundamental da

contagem, ha 9 -9 -8 = 648 ntimeros naturais de trés algarismos distintos. o

Exemplo 100 Quantos nimeros naturais impares, de 3 algarismos distintos (na base 10)

existem?
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Solugao:

O 1ltimo algarismo pode ser escolhido de 5 modos diferentes, pois como o nimero
deve ser impar deve terminar em um dos algarismos impares (1,3,5,7,9), o primeiro alga-
rismo pode ser escolhido de 8 modos, pois nao pode ser o zero nem o algarismo usado na
ultima posicao e o segundo algarismos pode ser escolhido de 8 modos, pois nao pode ser o
algarismo que ocupou a primeira nem a tltima posicao. Assim, pelo principio fundamental
da contagem, ha 5 -8 - 8 = 320 ntimeros impares de 3 algarismos distintos.

o

O leitor deve observar, que no Exemplo 99, se comecassemos pelo ultimo alga-
rismo, terfamos 10 possibilidades para fazer a escolha dele, 9 possibilidades para escolher
o peniltimo algarismo, pois ele nao pode ser igual ao tltimo e agora nos deparariamos
com um problema para escolher o primeiro algarismo. Se o algarismo zero ja tiver sido
escolhido em alguma das duas tltimas posicoes, entao teremos 8 possibilidades para a es-
colha do primeiro, mas se nao tiver sido escolhido ainda, teremos apenas 7 possibilidades
para escolha do primeiro.

Ja no Exemplo 100 se comegéssemos pela escolha do primeiro algarismo teriamos
9 possibilidades, pois nao pode ser o zero, o segundo algarismo poderia ser escolhido de 9
modos, pois nao pode ser igual ao primeiro e teriamos agora um problema para escolher
o altimo algarismo. Se tivermos escolhido dois algarismo impares nas duas primeiras
posicoes, entao teremos 3 possibilidades para o ltimo algarismo. Se tivermos escolhido
apenas um algarismo impar, teremos 4 possibilidades para o tltimo algarismo. Se nao
tivermos escolhido nenhum algarismo impar, entao teremos 5 possibilidades para o tultimo
algarismo.

Problemas como esses exige que os abordemos comecando sempre pelas "peque-
nas dificuldades" a fim de que elas ndo se tornem grandes dificuldades, como as que
descrevemos acima.

Em seu livro [30] Lima et al. (2016) aconselha que os problemas de contagem

devem ser abordados sempre, seguindo os seguintes passos:

I - devemos sempre nos colocar no papel da pessoa que realiza a acao solicitada pelo

problema;

IT - devemos, sempre que possivel, dividir as decisoes a serem tomadas em decisdes mais

simples;

IIl - nao devemos adiar dificuldades. Se uma das decisoes a serem tomadas for mais

restrita que as demais, essa deve ser a primeira decisao a ser tomada

Perceba que no Exemplo 99 a nossa decisao mais restrita era o algarismo da

primeira posi¢ao, por isso comecamos por ele. J& no Exemplo 100, temos duas decisoes
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com restricao, o primeiro e o dltimo algarismo e entre essas duas decisoes o tltimo alga-
rismo apresentava mais restricoes, por isso comecamos por ele e em seguida pelo primeiro
algarismo, s6 depois nos preocupamos com o algarismo central.

A seguir apresentaremos mais alguns exemplos da aplicacao do Principio Funda-

mental da Contagem.

Exemplo 101 (PUC - 70) Num banco de automdvel o assento pode ocupar 6 posi¢oes di-
ferentes e o encosto 5 posicoes, independente da posi¢cao do assento. Combinando assento

e encosto, esse banco assume:
a) 6 posigoes diferentes.
b) 30 posicoes diferentes.
c¢) 90 posigoes diferentes.
d) 180 posicoes diferentes.
e) 720 posigoes diferentes.

Solucao:
A posicao do assento pode ser escolhida de 6 modos diferentes e a posicao do
encosto de 5 modos diferentes. FEntao, pelo Principio Fundamental da Contagem, hé

6 - 5 = 30 posicoes diferentes para combinar assento e encosto. o

Exemplo 102 (UFAL-99) Com os elementos do conjunto {1,2,3,4,5,6,7} formam-se
nimeros de 4 algarismos distintos. Quantos dos nimeros formados NAO sio divisiveis

por 59
a) 15.
b) 120.
c) 343.
d) 720.
e) 840.

Solucao:

Primeiro lembre que para um ntimero ser divisivel por 5 ele precisa terminar em
0 ou 5, como 0 nosso conjunto nao possui o algarismo 0, entao um nimero formado por
esses algarismos seréd divisivel por 5, se terminar em 5.

Como queremos os NAO divisiveis por 5, devemos contar todos aqueles que nio
terminam nesse algarismo. Logo o tltimo algarismo pode ser escolhido de 6 modos dife-

rentes (entre 1,2,3,4,6,7), o primeiro algarismo pode ser escolhido de 6 modos diferentes
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(nao pode ser o que foi escolhido para a ultima posi¢do, mas pode ser o 5), o segundo
algarismo pode ser escolhido de 5 modos diferentes (ndo pode ser nenhum dos dois ja
escolhidos) e o terceiro algarismo pode ser escolhido de 4 modos diferentes (ndo pode ser
nenhum dos 3 ja escolhidos).

Assim, pelo Principio Fundamental da Contagem, ha 6 - 6 - 5 - 4 = 720 nameros
de 4 alagarismos distintos formados com os algarismos do conjunto dado e que nao sao
divisiveis por 5. o

Uma outra maneira de resolver esse problema seria contando todos os niimeros
de 4 alagrismos distintos e excluindo destes, aqueles que sao divisiveis por 5. Tal solucao
é apresentada a seguir.

Solugao:

Contemos primeiro todos os nimeros de 4 algarismos distintos formados com os
elementos do conjunto dado.

H& 7 possibilidades de escolha para o primeiro algarismo, 6 possibilidades de
escolha para o segundo, 5 possibilidades de escolha para o terceiro e 4 possibilidades de
escolha para o quarto. Logo, h4 7-6 -5 -4 = 840 ntimeros de 4 alagrismos distintos
formados com os elementos do conjunto dado.

Agora, contemos quantos destes numeros sao divisiveis por 5. Para o ultimo
algarismo temos 1 possibilidade de escolha (deve ser 5), para o primeiro ha 6 possibilidades,
para o segundo 5 possibilidades e para o terceiro 4 possibilidades. Assim, ha 1-6-5-4 = 120
numeros de 4 alagrismos divisiveis por 5 formados com os algarismos dados.

Portanto o total de nimeros de 4 algarismos distintos formados com os algarismos

do conjunto dado que nao sao divisiveis por 5 sao 840 — 120 = 720. o

Exemplo 103 (UCSAL-BA) Um cédigo para leitura dtica é constituido por 6 barras,
brancas ou pretas. Nenhum cddigo, tem barras de uma s cor. Quantos desses codigos,

distintos entre si, podem ser formados?
a) 128.
b) 64.
c) 62.
d) 32.

e) 16.

Solucao:
Como o codigo é constituido por 6 barras, teremos 6 escolhas para serem feitas
(escolher a cor para pintar a primeira barra, escolher a cor para pintar a segunda e assim

sucessivamente). Como s6 dispomos das cores preta e branca, teremos duas possibilidades
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para a primeira barra, duas possibilidades para a segunda, duas possibilidades para a
terceira, duas possibilidades para a quarta, duas possibilidades para a quinta e duas
possibilidades para a sexta.

Assim, pelo Principio Fundamental da Contagem, ha 2-2-2-2-2.2 = 64
modos diferentes de pintar as barras, mas como nao podemos ter um codigo formado com
todas as barras brancas ou todas de barras pretas, entao devemos subtrair essas duas

possibilidades, logo h4 64 — 2 = 62 co6digos diferentes. o

Exemplo 104 (ITA/2001) Considere os nimeros de 2 a 6 algarismos distintos formados
utilizando-se apenas 1, 2, 4, 5, 7 e 8. Quantos destes nimeros sao impares e comecam

com um digito par?
a) 375.
b) 465.
c) 545.
d) 585.

e) 625.

Solugao:

Como serao escritos nimeros de 2 a 6 algarismos, teremos niimeros formados com
2 algarismos, nimeros formados com 3 algarismos, nimeros formados com 4 algarismos,
numeros formados com 5 algarismos e niimeros formados com 6 algarismos.

Como eles devem ser niimeros impares entao devem terminar em um algarismo
impar, logo para o tltimo algarismo teremos sempre 3 possibilidades (1, 5, 7) além disso,
como devem comecar com nimeros pares o primeiro algarismo tera sempre 3 possibilidades
(2,4,8). Note que os algarismos que podem ser escolhidos para a primeira posi¢do sao
sempre distintos dos que podem ser escolhidos para a tltima posicao o que ja atende a
condigao de que os algarismos do niimero formado sejam todos distintos. Contemos entao

quantos sao os numeros de 2, 3, 4, 5 e 6 algarismos formados nestas condicoes.

e Numeros formados com 2 algarismos:

Para o primeiro algarismo sao 3 possibilidades de escolha e para o segundo também
sao 3 possibilidades de escolha, entao pelo Principio Fundamental da Contagem, hé

3 -3 =9 nameros.

e Numeros formados com 3 algarismos:

Para o primeiro algarismo sao 3 possibilidades de escolha, para o tltimo também sao
3 possibilidades e como os algarismos devem ser todos distintos, restam 4 possibili-
dades de escolha para o segundo. Entao pelo Principio Fundamental da Contagem,
ha 3 -3 -4 = 36 ntmeros.
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e Numeros formados com 4 algarismos:

Para o primeiro algarismo sao 3 possibilidades de escolha, para o tltimo sao 3
possibilidades, como os algarismos devem ser distintos entao para o segundo sao 4
possibilidades e para o terceiro sao 3 possibilidades de escolha. Entao pelo Principio

Fundamental da Contagem, ha 3 -3 -4 -3 = 108 ntimeros.

e Numeros formados com 5 algarismos:

Para o primeiro algarismo sao 3 possibilidades de escolha, para o Gltimo sao 3 pos-
sibilidades, como os algarismos devem ser distintos entao para o segundo sao 4
possibilidades, para o terceiro sao 3 possibilidades e para o quarto sao 2 possibilida-
des de escolha. Entao pelo Principio Fundamental da Contagem, ha 3-3-4-3-2 = 216

nimeros.

e Numeros formados com 6 algarismos:

Para o primeiro algarismo sao 3 possibilidades de escolha, para o dltimo sao 3
possibilidades, como os algarismos devem ser distintos entao para o segundo sao 4
possibilidades, para o terceiro sao 3 possibilidades, para o quarto sao 2 possibilidades
e para o quinto resta 1 possibilidade de escolha. Entao, pelo Principio Fundamental
da Contagem, hd 3-3-4-3-2-1 = 216 ntimeros.

Portanto o total de nimeros formados, atendendo as condigoes do problema, sao
9+ 36 4+ 108 + 216 + 216 = 585. o

Exemplo 105 (GV-72) Ezistem apenas dois modos de atingir uma cidade D partindo de
uma outra B. Uma delas é ir até uma cidade intermedidria A e de ld atingir D; a outra
€ ir até C e de lda chegar a D. Fxistem 10 estradas ligando B e A; 12 ligando A a D; 5
ligando B a C; 8 ligando C a D; nenhuma ligacao direta entre B e D e nenhuma ligacao
direta entre A e C. Qual e o numero de percursos diferentes que podem ser feitos para,

partindo de B, atingir D pela primeira vez?
a) 4.
b) 35.
c) 160.
d) 300.
e) 4800.

Solucao:
Para atingir a cidade D a pessoa pode escolher o percurso BAD (a pessoa sai da
cidade B passa pela cidade A e vai para cidade D) ou BCD (a pessoa sai da cidade B

passa pela cidade C e vai para cidade D). Analisemos as possibilidades em cada percurso.
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e Percurso BAD

Para sair de B e chegar em A a pessoa tem 10 possibilidades de escolha, feita essa
primeira parte do percurso ela tera 12 possibilidades de escolha para sair de A e
chegar em D. Entao, pelo Principio Fundamental da Contagem, ha 10 - 12 = 120

possibilidades para a pessoa realizar o percurso BAD.

e Percurso BCD

Para sair de B e chegar em C a pessoa tem 5 possibilidades de escolha, feita essa
primeira parte do percurso ela tera 8 possibilidades de escolha para sair de C e chegar
em D. Entao, pelo Principio Fundamental da Contagem, h& 5-8 = 40 possibilidades

para a pessoa realizar o percurso BCD.

Portanto o niimero de percursos diferentes que a pessoa pode fazer para sair da
cidade B e chegar na cidade D é 120 + 40 = 160. o

Exemplo 106 (MACK-7/) A quantidade de nimeros de 3 algarismos que tem pelo menos

2 algarismos repetidos é:
a) 38.
b) 252.
c) 300.
d) 414.
e) 454.

Solugao:

Contemos primeiro todos os niimeros de 3 algarismos que se pode formar. Para o
primeiro algarismo temos 9 possibilidades (ndo pode ser o zero), para o segundo algarismo
sao 10 possibilidades e para o terceiro algarismo sao 10 possibilidades. Pelo principio
fundamental da contagem, temos 9 - 10 - 10 = 900 ntiimeros de 3 algarismos.

Contemos agora, quantos sao os nimeros de 3 algarismos todos distintos. Pelo
Exemplo 97, ha 648.

Assim, o total de nameros de 3 algarismos com pelo menos 2 repetidos é 900 —
648 = 252. o

Exemplo 107 (Masck - SP)Cada um dos circulos da figura deverd ser pintado com uma

cor, escolhida dentre trés disponiveis.
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Figura 30: Circulos

Fonte: Disponivel em: hitps ibrainly.com.britarefa/ 14659721,
Acessol 13 jun. 2020

Sabendo que dois circulos consecutivos nunca serao pintados com a mesma cor,

o numero de formas de se pintar os circulos é:

a) 72.
b) 68.
¢) 60.
d) 54.
e) 48.

Solucao:

Identifiquemos os circulos da esquerda para a direita de A, B, C, D e E . Assim
o circulo A pode ser colorido de 3 modos diferentes, o circulo B pode ser colorido de 2
modos diferentes (ndo pode ter a mesma cor do circulo A), o circulo C pode ser colorido
de 2 modos diferentes (ndo pode ter a mesma cor do circulo B, mas pode repetir a cor de
A), o circulo D pode ser colorido de 2 modos diferentes (s6 nao pode ter a mesma cor de
C) e o circulo E pode ser colorido de 2 modos diferentes (s6 nao pode ter a mesma cor
de D). Entdo pelo principio fundamental da contagem, ha 3-2-2-2-2 = 48 modos de

colorir os circulos. o

Exemplo 108 Sejam A e B conjuntos tais que, o numero de elementos de A € igual a 5

e o numero de elementos de B € igual a 8. Quantas funcoes f : A — B existem?
a) 40.
b) 8.
c) 58.
d) 6720.

e) 40320.
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Solugao:

Lembre-se que para que exista uma funcao f : A — B, todos os elementos de A
(dominio) devem possuir uma e somente uma imagem em B (contradominio). Logo para
determinar o nimero de fungoes devemos contar de quantos modos podemos escolher
essas imagens.

Para escolher a imagem para o primeiro elemento do conjunto A temos 8 possibi-
lidades (pode ser qualquer elemento de B), para escolher a imagem do segundo elemento
de A temos novamente 8 possibilidades ou seja, para cada um dos demais elementos de
A teremos sempre 8 possibilidades de escolha (pode ser qualquer elemento de B). Assim,

pelo Principio Fundamental da Contagem, o niimero de fungoes f : A — B, é

8.8-8-8-8=28°.

4.2 Permutacoes e fatorial de um ntimero natural

Varios problemas de contagem exigem que fagamos "troca" de posi¢oes entre
elementos, que os "embaralhemos". Quando surge esse tipo de problema, normalmente
resolvemos contando o niimero de permutacoes que conseguimos obter com esses elemen-
tos.

Permutar é sinénimo de trocar, de reoordenar. Quando queremos contar quantas
filas diferentes podemos formar com um determinado ntimero de pessoas, por exemplo,
sO precisamos trocar as pessoas de lugar entre si e contar de quantas maneiras diferentes
podemos fazer isso.

O leitor ird perceber que esse método nao diverge do Principio Fundamental
da Contagem no qual, como j& mencionamos na secao anterior, baseia-se a maioria dos
métodos de contagem. Mas antes de defini-lo vamos apresentar um outro conceito muito
importante no estudo da anélise combinatoria, o fatorial de um nimero natural.

Muitos problemas de contagem sao resolvidos por um produto de nimeros na-
turais consecutivos. Por exemplo, pode-se saber quantas filas diferentes podemos formar
com 4 pessoas, basta escolher a primeira pessoa da fila, o que pode ser feito de 4 modos,
a segunda pessoa o que pode ser feito de 3 modos, a terceira pessoa o que pode ser feito
de 2 modos e a quarta pessoa, o que pode ser feito de 1 modo. Entao pelo Principio
Fundamental da Contagem o nimero de filas serd dado pelo produto 4 -3 -2 -1. Esse

produto representa o fatorial do nimero /.

Defini¢ao 15 (Fatorial de um namero natural) Dado um nimero natural n, cha-

mamos de fatorial de n ao produto de todos os naturais de 1 até n e representamos em
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simbolo por n! (lé-se n-fatorial). Assim, temos:
nl=n-(n—1)-(n—2)----- 2-1.
Além disso, definimos 0! = 1, por convencao.

Exemplo 109 De acordo com a definicao os fatoriais de 1,2,5,4,5,6 e 7 sao

e 11=1;

e2=2.1=2

e31=3-2-1=6;

o4l =4.3-2-1=24;

eHl=5-4-3-2-1=120;

e 6!=6-5-4-3-2-1=720;

e 7'=7-6-5-4-3-2-1=5040.

No exemplo anterior podemos perceber que para determinar o valor de n! basta

multiplicar n por (n — 1)!, note
o 71 =7-6!=7-720 = 5040;
e 6! =06-5!=6-120 = 720.

Veja como pode-se aplicar isso na simplificacao de expressoes que envolva fatoriais

de nameros naturais.

Exemplo 110 Simplifique as expressoes.

7!
a) E
Solugao:
nT-6-5-4
3.7
)4' 6!
Solugao:
3 7! 3( 76’(_z o
6l 4380
n!
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Solugao:

n! n- (n—1j7

= =n o

Ry =
n+ 2)!

d)(

n!

Solucao:

(1t 2 o Dol ¢

n! wl

Vimos aqui que o nimero de maneiras diferentes de organizar uma fila com 4

pessoas é 4!. Analisemos agora quantas sao as filas que podemos formar com n pessoas.
Note que para a primeira pessoa temos n possibilidades de escolha, para a segunda temos
(n— 1) possibilidades de escolha, para a terceira temos (n — 2) possibilidades de escolha e
assim por diante até a ultima pessoa, para a qual temos 1 possibilidade de escolha. Entao

o nimero de filas diferentes é dado por
n-(n—1-(n—2)----- 1 =nl

Cada ordenacao que se da as pessoas na fila é chamada de Permutacos simples. Assim,

definimos

Defini¢ao 16 (Permutacgao simples) O nidmero de modos de ordenar n objetos distin-

tos é
n-(n—1)-(n—2)-----1=nl

e cada ordenacao desses n objetos é chamada de permutacao simples, a qual representamos

por P,. Assim, P, = n!.
Exemplo 111 Quantos sao os anagramas da palavra AMOR?

Solucao:
O namero de anagramas da palavra AMOR corresponde ao ntimero de maneiras
de reorganizar das letras A, M, O e R, o que é dado pela permutacao simples de 4

elementos, ou seja, é igual a Py, = 4! = 24. o
Exemplo 112 Quantos sao os anagramas da palavra colar que comecam com consoante?

Solucao:

Para formar anagramas da palavra colar que comecem com consoante, devemos
escolher, inicialmente, a primeira letra e depois reorganizar as letras restantes.

Para a escolha da primeira letra temos 3 possibilidades (c,l,r). Feita a escolha de
uma destas restam 4 letras para reordenar, o que pode ser feito de P, = 4! = 24 modos
distintos. Assim, o numero anagramas da palavra Colar que comeca com consoante é

3-24=72. o
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Exemplo 113 De quantos modos uma familia de 5 pessoas pode sentar-se num banco de

5 lugares para tirar uma foto?

Solucao:
O ntmero de modos de organizar essa familia para a foto é dado por uma per-

mutacao simples de 5 elementos, ou seja, P; = 5! = 120. o

Exemplo 114 De quantos modos podemos arrumar em fila 5 livros de geometria, 3 livros
de dlgebra e 4 livros de trigonometria numa estante, de modo que o0s livros de uma mesma

drea da matemdtica fiquem sempre juntos?

Solugao:

H4 P; = 3! = 6 modos de escolher a ordem das areas. Feita essa escolha, hé
Ps; = 5! = 120 modos de organizar os livros de geometria entre si, P; = 3! = 6 modos
de organizar os livros de algebra entre si e P, = 4! = 24 modos de organizar os livros
de trigonometria entre si. Assim, existem 6 - 120 - 6 - 24 = 103680 modos de organizar os

livros na estante, deixando os livros de cada area juntos. o

Exemplo 115 Quantos sao os anagramas da palavra TEORIA em que as vogais aparecem

juntas?

Solucao:

Como as vogais devem aparecer sempre juntas, vamos formar um "bloco" com
elas e considerar que sao um tnico objeto, assim teremos que fazer uma permutacao de
3 objetos (o bloco e as letras T e R), o que nos d4 P; = 3! = 6 modos diferentes de
ordené-los entre si.

Agora note que podemos ainda, permutar as vogais entre si, de P, = 4! = 24
modos distintos.

Assim, o nimero de anagramas da palavra TEORIA em que as vogais aparecem
juntas é 6 - 24 = 144. o

Exemplo 116 (UECE - Adaptada) A quantidade de nimeros inteiros compreendidos
entre os numeros 1 000 e 4 500 que podemos formar utilizando os algarismos 1, 3, 4 ¢ 5

de modo que nao figurem algarismos repetidos é:
a) 16.
b) 24.
c) 60.
d) 72.

e) 144.
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Solugao:

Para que o nimero formado com os algarismos dados esteja compreendido no
intervalo de 1000 a 4500, deve ser um niimero formado com 4 algarismo e além disso, deve
comecar com um dos algarismos 1, 3 ou 4 desde que o segundo algarismo dos nimeros
que comecam com 4 sejam 1 ou 3. Contemos entao, separadamente, os casos em que o

nimero comeca com 1 ou 3 e os que o nimero comeca com 4.

e comecando com 1 ou 3

Para escolha do primeiro algarismo temos 2 possibilidades, feita essa escolha ha
P; = 3! = 6 modos de organizar os outros alagrismos. Assim, ha 2 -6 = 12 ntimeros

comecando por 1 ou 3.

e comecgando por 4

Para escolha do primeiro algarismo temos apenas 1 possibilidade (tem que ser 4),
para a escolha do segundo algarismo temos 2 possibilidades (1 ou 3, pois se usarmos o
5 o nimero formado ficara fora do intervalo dado). Feita essa escolha, hd P, = 2! = 2

modos de organizar os algarismos restantes. Assim, ha 1-2-2 = 4 ntimeros comecando

por 4.
Entao ha 12 + 4 = 16 nameros entre 1000 e 4500 que tem seus alagarismos
distintos e formados com os alagrismos dados. o

Exemplo 117 (VICOSA) Seis pessoas em fila gastam 10 sequndos para mudarem de

ordem. O tempo necessdrio para todas as mudangas possiveis €:
a) 2h.

b) 3h.

c) 4h.
d) 5h.
e) Gh.

Solucao:
O numero de filas diferentes que essas 6 pessoas podem formar é Py = 6! = 720,
como as pessoas demoram 10 segundos para mudarem de ordem sao necessarios 720-10 =

7200 segundos para formar todas as filas, ou seja, 7200 + 3600 = 2 horas. o

Exemplo 118 (Unesp-02) Quatro amigos, Pedro, Luisa, Joao e Rita, vao ao cinema,
sentando-se em lugares consecutivos na mesma fila. O numero de maneiras que 0s quatros
podem ficar dispostos de forma que Pedro e Luisa fiquem sempre juntos e Joao e Rita

fiquem sempre juntos é:
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a) 2.
b) 4.
¢) 8.
d) 16.
e) 24.

Solucao:

Como queremos que Pedro e Luisa fiquem sempre juntos, vamos colocé-los em
um "bloco" e considera-los como um tnico elemento, da mesma forma como Jodo e Rita
também devem ficar juntos colocaremos também os dois em um "bloco" e os consideramos
como um tnico elemento. Entao temos P, = 2! = 2 modos de permutar os blocos. Feito
isso, ha P, = 2! = 2 modos de permutar o casal Joao e Rita entre si e P, = 2! = 2 modos
de permutar o casal Pedro e Luisa entre si.

Assim, h& 2 -2 -2 = 8 modos diferentes de sentar os quatro amigos. o

Exemplo 119 (UNB) Seis pessoas A, B, C, D, E e F ficam em pé, uma ao lado da outra
para uma fotografia. Se A e B se recusam a ficar lado a lado e C e D insistem em aparecer
uma ao lado da outra, o nimero de possibilidades distintas para as seis pessoas posarem

é:
a) 72.
b) 96.
c) 120.

d) 144.

e) 240.

Solugao:

Como um casal deve ficar junto e um outro casal deve ficar separado, vamos
contar primeiro todas as possibilidades do casal CD, ficar junto.

Como esse casal nao pode se separar, contaremos ele como um bloco (como se
fossem uma tinica pessoa), assim teremos uma permutagao de 5 pessoas apenas, ou seja,
P5; = 5! = 120. No entanto o casal CD nao pode se separar, mas nao é definido sua ordem,
entao devemos permutéa-los entre si, ou seja, ha 120 - P, = 120 - 2! = 120 - 2 = 240 modos
de organizar a fila.

Nessas 240 possibilidades, contamos todas as vezes em que CD estava junto, mas

contamos também as vezes em que o casal AB estava junto e as vezes em que estavam
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separados, logo se retirarmos dai as vezes em que AB esteve junto, teremos as possibili-
dades de CD juntos e AB separados. Contando entao, as vezes em que tivemos AB e CD
juntos, temos Py - Py - P, =4!-2!.21=24.2.2 = 96.

Logo ha 240—96 = 144 modos de organizar as pessoas para a fotografia, deixando

AB separado e CD junto. o

Exemplo 120 (UFPI-2000) Escrevendo-se em ordem decrescente todos os nimeros de

cinco algarismos distintos formados pelos algarismos 8, 5, 7, 8§ ¢ 9, a ordem do nimero
75389 é:

a) 54.
b) 55.
¢c) 56.
d) 66.

e) 67.

Solugao:

Como os numeros formados serao escritos em ordem decrescente devemos contar
todas as permutacoes que geram niimeros maiores que 75389. Note que todo ntimero que
comece com 9 ou 8 e apenas alguns dos nimeros que comegam com 7 Sa0 maiores que 0O
numero 75389. Entao contemos em dois casos os ntimeros que comecam por 9 ou 8 e os

que comecam com 7.

e comecando com 9 ou 8, temos:

O primeiro algarismo pode ser escolhido de 2 modos diferentes, feito isso hd Py =
4! = 24 modos de organizar os demais algarismos. Assim, ha 2 - 24 = 48 ntmeros

comecando por 9 ou 8.

e comecgando por 7, temos:

Para a escolha do primeiro algarismo ha uma tnica possibilidade de escolha (tem
que ser 7), para o segundo algarismo ha 2 possibilidades de escolha (8 ou 9), feita
essa escolha ha P; = 3! = 6 modos de organizar os outros algarismos. Assim, hé
1-2-6 = 12 ntmeros que comecam com 78 ou 79. Além disso, ha ainda 5 nimeros
que comegam com 75 e sdo maiores que 75389 (75983, 75938, 75893, 75839 e 75398).

Ou seja, ha 12 4+ 5 = 17 ntimeros comecando com 7 que sao maiores que 75389.

Entao h& 48 + 17 = 65 ntmeros maiores que 75389 e portanto, a ordem desse

namero é 66°. o
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Exemplo 121 Quantos sao os anagramas da palavra SIMPLES?

Solucao:

Se todas as letras da palavra SIMPLES fossem diferentes a resposta seria P; =
7! = 5040. Mas temos duas letras iguais na palavra (a letra S), entdo quando contamos
os anagramas dessa forma, estamos contando um mesmo anagrama mais de uma vez,
precisamente 2! = 2 vezes, pois ha 2! = 2 modos de permutar as letras S entre si. Assim

o nimero correto de anagramas da palavra é

7_!_7-6-5-4-3-2’(
21 o

=7-6-5-4-3=2520.

o

Neste tltimo exemplo podemos perceber, que ao fazer um reordenacao de ele-
mentos, onde figuram elementos repetidos, nao podemos fazer apenas uma permutacao
simples. Aqui temos a necessidade de definir entao, como calcular a permutagao de ele-

mentos com repeticao.

Defini¢ao 17 (Permutagao com repeticao) O nidmero de permutacdes de n objetos
com ny, No, - -+, Ny representando o niumero de objetos repetidos, onde ni+no+...4+np =n
€ dada por

Prne;-snk
n

Exemplo 122 Quantos sao os anagramas da palavra TETRAEDRO?

Solucao:
Note que a palavra tem 9 letras das quais, duas sao a letra T e duas sao a letra

E. Assim, o niimero de anagramas da palavra é dado por

9  9-8-7-6-5-4-3-21

p22 _
9 21 2! 7.1-21

=9-8-7-6-5-2-3=90720.

Exemplo 123 Quantos anagramas da palavra ELEGER comecam por consoante?

Solucao:
A primeira letra pode ser escolhida de 3 modos diferentes (L, G ou R). Feita essa
escolha restam 5 letras para permutar entre si, das quais temos 3 letras E repetidas. Logo

5! 5-4- 4
o nimero de anagramas pedido é dado p0r3-P53:3-—':3- 3%23-5-4:60.0

3!
Exemplo 124 Com duas bandeiras vermelhas indistinguiveis, trés azuis também indis-

tinguiveis e uma branca, quantos sinais diferentes podemos emitir pendurando todas elas

no mastro de um navio?
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Solugao:

Note que uma sequéncia possivel para organizar as bandeiras no mastro é colocar
primeiro as duas bandeiras vermelhas, depois trés bandeiras azuis, e por fim a bandeira
branca. Assim representando por V cada bandeira vermelha, por A cada bandeira azul
e por B a bandeira branca, teriamos a sequéncia VVAAAB. Perceba ainda, que qualquer
outro sinal pode ser representado fazendo uma permutacao das letras dessa sequéncia.

Como a sequéncia é formada por 6 letras, com a letra V repetida 2 vezes e a letra

A repetida 3 vezes, entao o nimero de sinais que podem ser emitidos com essas bandeiras

., 6 6-5-4-3
. 23 _ e k.o _
R = s =g — 05 2=00. o

Exemplo 125 (FGV) O nimero de anagramas diferentes que podem ser construidos com

as letras da palavra VARGAS, e que comecem e terminem com consoantes €:
a) 15.
b) 24.
c) 144.
d) 288.

e) 360.

Solugao:
Para a escolha da primeira letra temos 4 possibilidades de escolha (V,R,G,S) e 3
possibilidades de escolha para a ultima letra (uma das trés consoantes que restam).
Agora devemos posicionar as quatro letras centrais, para isso dispomos de duas

vogais e duas consoantes, mas como as duas vogais sao iguais temos uma permutacao de
4] 4-3-20
2! 2

4 letras com duas repetigoes, logo ha P} = = 4 -3 = 12 maneiras para
posicionar essas letras.

Dai temos, 4 possibilidades de escolha para a primeira letra, 12 para as letras
centrais e 3 para a ultima, logo ha 4 - 12 -3 = 144 anagramas comecando e terminando

com consoante. o

Exemplo 126 (PUC) Formigas da caatinga ajudam a plantar sementes. Observou-se
que vdrias espécies de formigas carregam a semente para o ninho, comem a carincula
e abandonam a semente intacta, proximo a planta-mae, e que a terra do ninho € mais

propria a germinacao do que o solo sem formigueiros.

(Adaptado de Pesquisa Fapesp. maio 2007. n. 135. p. 87)
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Na figura tem-se um reticulado em que o ponto S representa uma semente e o ponto N

um ninho de formigas.

Figura 31: Ninho

F

Fomte: Caderno deprovas PUC. Disporivel e b8 oo\ waww puics amp. beiw poom entuploads! 201 607P rovaE ngimbient d_padi
hoesso 13 e 2020

Caminhando apenas sobre as linhas do reticulado, uma formiga parte de S e
desloca-se até N, da sequinte forma:
e nas linhas horizontais, caminha somente para a esquerda;
e nas linhas verticais caminha somente para cima.
Nessas condigoes, de quantas maneiras distintas ela pode ir de S até N?
a) 5.
b) 6.
c) 7.
d) 8.
e) 10.

Solucao:

Uma sequéncia de passos possiveis para que a formiga realize o percurso é cami-
nhar dois passos para esquerda e depois dois passos para cima. Assim, representando por
E cada passo para esquerda e por C cada passo para cima, temos a seguinte sequéncia
EECC.

Note que qualquer outro percurso é obtido pela permutacao das letras dessa

sequéncia. Entao como sao 4 letras das quais ha 2 letras E e 2 letras C, temos

4 432
2.2l Z2.1.920

modos diferentes para a formiga realizar o percurso. o

2,2 _
P4 —
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Exemplo 127 (Olimpiada Brasileira-99)Um gafanhoto pula exatamente 1 metro. Ele
estd em um ponto A de uma reta, so pula sobre ela, e deseja atingir um ponto B dessa
mesma reta que estd a 5 metros de distdncia de A com exatamente 9 pulos. De quantas

maneiras ele pode fazer isso?
a) 16.
b) 18.

c) 24.

d) 6.
e) 48.

Solucao:

Primeiro observe que, para o gafanhoto sair do ponto A e parar no ponto B apos
o nono pulo, ele deverd dar x pulos para frente e y pulos para tras, visto que a distancia
entre os pontos A e B é igual a 5 metros. Veja na figura abaixo uma sequéncia de pulos

possivel.

Figura 32: Saltos
Ve o
N BN N BN B RS

— 35— § 3

wr

A A R
A N P -

Fonte: Autor

Sendo F a representacao de cada pulo que o gafanhoto da da esquerda para direita
e T cada pulo que ele d4 da direita para esquerda, entao na figura anterior ele fez a seguinte
sequéncia de pulos TTFFFFFFF.

Agora note que, o nimero de maneiras que o gafanhoto pode pular para atingir o
ponto B, obedecendo as restricoes da questao, ¢ dado pelo ntimero de permutacoes entre
esses F’s e T’s. Além disso, em cada situacao ele dard sempre 9 pulos sendo, 7 pulos da

direita para esquerda e 2 pulos da esquerda para direita. Logo ha

9! 9-8-7
Py? = = =9-4=36
9 el A2
maneiras diferentes do gafanhoto pular até B. o

Exemplo 128 (UERJ 2010) Ao refazer seu calenddrio escolar para o sequndo semestre,

uma escola decidiu repor algumas aulas em exatamente 4 dos 9 sdbados disponiveis nos
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meses de outubro e novembro de 2009, com a condicdo de que nao fossem utilizados 4
sabados consecutivos. Para atender as condicoes de reposicao das aulas, o niumero total

de conjuntos distintos que podem ser formados contendo 4 sdbados € de:

a) 80.
b) 96.
c) 120.
d) 126.

e) 130.

Solugao:

Como sao 9 sabados disponiveis dos quais 4 terao aula e 5 nao, temos por exemplo
a sequéncia SNSNSNSNN, em que S representa um sidbado com aula e N um sabado sem
aula. O numero de maneiras de permutarmos essas letras sera portanto, uma permutacao

de 9 elementos com repeticao de 4 S e 5 N, ou seja,

o] 9.8.7.6.5(

P4,5_ o
O T 45 43215

=9-4.7=126.

Nesses 126 casos contamos também as permutacoes em que os 4 sdbados com
aula sao consecutivos, por exemplo: SSSSNNNNN, entao devemos contar quantos sao
esses casos e subtrai-los. Para isso, coloquemos as 4 letras S em um "bloco" e contemos
como um tnico elemento, assim teremos uma permutacao de 6 elementos com repeticao
de5N,queéigualan’:§—5:%:6.

Dai teremos 126 maneiras de permutar os sdbados das quais 6 nao interessam,
por terem 4 sibados consecutivos. Logo ha 126 — 6 = 120 modos de escolher os sabados

com aula. o

Exemplo 129 (PUC-SP) Alfredo, Arnaldo, Ricardo, Renato e Ernesto querem formar
uma sigla com 5 simbolos, em que cada simbolo € a primeira letra de seus nomes. O total

de siglas possiveis é:
a) 10.
b) 24.
c) 30.
d) 60.

e) 120.
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Solugao:
Escrevendo uma possivel sigla formada das iniciais dos nomes dados temos, por
exemplo, a sigla AARRE. Note que qualquer outra sigla é obtida permutando-se as letras

desta. Assim, como sao 5 letras, sendo 2 letras A e 2 letras R, entao o total de siglas
5! 5-4-3.21
= =5-2-3=30.
o121 3120 ©

Exemplo 130 De quantos modos podem ser alojados 10 campistas em 3 barracas, se na

i D22
possiveis é P,° =

primeira cabem 5, na sequnda 8 e na terceira apenas 27

a) 10.
b) 30.
c) 120.
d) 1250.

e) 2520.

Solugao:

Consideremos 10 fichas com as letras A, B e C sendo 5 fichas com a letra A, 3 com
a letra B e 2 com a letra C. Agora formemos uma fila com os campistas e distribuamos as
fichas entre eles, aqueles que receberem as fichas A serdo alojados na primeira barraca, os
que receberem a ficha B serdo alojados na segunda barraca e os que receberem as fichas
C serao alojados na terceira barraca. Dessa forma o ntimero de maneiras diferentes de
alojar os 10 campistas coincide com o nimero de permutacoes que podemos formar com
os 10 cartoes, sendo que em 5 deles temos a letra A, em 3 deles a letra B e em 2 deles a
letra C. Logo, héa

100 10-9-8-7-6-5
5!.31-21 32

modos diferentes de alojar os campistas nas 3 barracas. o

Pyt = —10-9-4-7 = 2520

Exemplo 131 O ndmero de solugoes inteiras nao negativas da equacao x+y+z = 10 é
a) 10.
b) 30.
c) 66.
d) 120.

e) 132.
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Solugao:

Analisemos a seguinte sequéncia (e e e - eee | e e ee). Se pensarmos que o
nimero de pontos antes do primeiro sinal de adicao é o valor de z, entre os sinais de
adicao, o valor de y e, depois do segundo sinal de adigao, o valor de z entao teremos, para
este exemplo, x = 3, y = 3 e 2 = 4, o que nos da soma 10 e, portanto, ¢ uma solucao da
equagao = +y+ z = 10. Uma outra solugao possivel seria (eeee - oeee+ee) onde, pelo
mesmo raciocinio, terfamos x = 4, y = 4 e z = 2 que também é uma solucao da equacao
x +y+ 2z = 10. Assim, para encontrarmos o nimero de solugoes inteiras ndo negativas

da equacao dada, basta permutarmos 10 pontos e 2 sinais de mais entre si, o que nos déa
P10’2 _ 12' _ ,1/2/ ]_1 M
202! 107 2

=6-11 = 66 solucoes diferentes para a equagao. o

4.3 Arranjo e Combinacao

Vimos nas se¢oes anteriores trés métodos de contagem muito utilizados na re-
solucao de problemas de anélise combinatéria e aqui apresentaremos mais dois metodos
que sao normalmente trabalhados no ensino médio apenas como uma féormula pronta
para resolver problemas de combinatoria. Sao estes os arranjos simples e as combinacoes
simples.

Faremos uma obordagem destes dois métodos buscando, sempre que possivel,
despertar no leitor a percepcao de que as féormulas sao apenas um recurso pratico na
resolucao desses problemas e ndo uma "receita" pronta, pois muitas vezes elas precisam

ser adaptadas ao problema que se deseja resolver.
ARRANJO SIMPLES

Ja discutimos anteriormente que se quisermos reordenar n objetos em uma fila
podemos fazer isso de n! modos diferentes. Os problemas de arranjos simples irdo tratar
de como ordenar uma certa quantidade p destes n objetos, onde 0 < p < n.

Analisemos entao essa situacao. Dados n objetos, quantas filas distintas podemos
formar com p destes n objetos, onde 0 < p < n? Note que para a escolha do primeiro
objeto, temos n possibilidades, para o segundo (n — 1) possibilidades, para o terceiro
(n — 2) possibilidades e assim sucessivamente, até que para a escolha do p-ésimo objeto
tenhamos n — (p — 1) possibilidades de escolha. Assim, pelo Principio Fundamental da

Contagem, o niimero de maneiras de organizar os p objetos é

=1 m=2) e (- 1))
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Multiplicando essa expressao por 1 = M teremos,
(n —p)!
n—p)!
ne=1) (=2 = = Dl
Logo,
n-n—1-n—-2)----- (n—p+1)-(n—p)!: n!
(n—p)! (n—p)!

Desta forma, concluimos que o nimero de maneiras de ordenar p, de um total de

' ' (n—p)!
os quais definimos como:

n objetos, é dado por . Problemas desse tipo sao chamados de arranjos simples,

Defini¢ao 18 (Arranjo Simples) Dado um conjunto com n elementos, chama-se ar-
ranjo simples dos n elementos, tomados p a p, qualquer maneira de listar ordenadamente

p elementos distintos, tomados dentre os n elementos dados.

n!

Escreveremos A, , = ; bara indicar a quantidade de arranjos simples de

(n —p)!
n elementos, tomados p a p.
A seguir apresentaremos alguns exemplos com a aplicacao direta da formula de

arranjo simples e outros mais contextualizados.
Exemplo 132 Calcule.
a) A10,5'

Solucao:

Pela definicao temos,

10! 10-9-8-7-6-51
Aygs = = =10-9-8-7-6 = 30240.
1927 (10 — 5)! Eil
o
b) Ais — Asp.
Solugao:
Pelo item A A;p5 = 30240 e pela defini¢ao temos,
5! 5-4-3
27 (5-2)! El

Assim, Ajo5 — As2 = 30240 — 20 = 30220. o

¢) A2
Aiss - Aigs - Ags - Ass
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Solugao:

Pela definicao temos,

15!

A5 12 N (15 —12)!
Arsg - Aoz Agz - Ass 15! 12! 9! 6!

(15—=3)! (12=3)! (9=3)! (6—3)!

15! 15! 15!

3 3! 3 _
T IR 120 O 6 15 12f of & 15

120 91 6 31 12T of g 31 3l

o
Exemplo 133 Determine o valor inteiro de x > 2, para o qual A, = 156.
Solugao:
|
Pela definicdo, A, 2 = ﬁ, daf como A, 2 = 156 temos
x—2)!
! (x—=1)- .
e @D T (1) = 156 = 2% — 3 — 156 = 0.
(x —2)! (z—27T
Resolvendo a equagao do segundo grau, temos x = 13 ou x = —12. Como
queremos x > 2, entao o valor de z que atende ao problema é x = 13. o

Exemplo 134 (Sefaz RJ-Coperj 2010). Em uma fila do cinema hd 5 cadeiras consecu-

tivas vazias.

O ndmero de maneiras que trés pessoas, A, B e C, podem sentar-se nelas é:
a) 10.
b) 15.
c) 50.

d) 45.

e) 60.

Solugao:

Note que a solucao do problema consiste em determinar de quantas maneiras
podemos escolher 3 das 5 cadeiras disponiveis para dispor as pessoas A, B e C nessa fila,
logo esse nimero é dado pelo arranjo simples de 5 tomados 3 a 3. Ou seja, ha

5! 5! 5-4-3- pal

Ass = == =5-4.3=120
YT (5=3) 2 o
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maneiras das trés pessoas sentar-se. o

Esse mesmo problema pode ser resolvido utilizando simplesmente a idéia do Prin-
cipio Fundamental da Contagem, como apresentamos a seguir.

Solucao:

A pessoa A tem 5 possibilidades de escolha, feita sua escolha a pessoa B tera 4
possibilidades, pois nao pode ocupar a mesma cadeira de A e pelo mesmo motivo a pessoa
C tera 3 possibilidades de escolha. Assim, pelo Principio Fundamental da Contagem, héa
5-4-3 =120 modos das trés pessoas sentar-se. o

Quase sempre os problemas de arranjo simples podem ser solucionados com um
raciocinio semelhante a este. Entao as proximas questoes sé-lo-ao resolvidas, detalhada-
mente, com o uso da nocao de arranjo simples e sugere-se ao leitor que tente resolvé-las

novamente, usando o PFC.

Exemplo 135 (PM SC-Cesiep 2011 adaptada). Em uma corrida com 10 atletas com-
petindo pergunta-se: de quantos modos distintos podem ser conquistadas as medalhas de

Ouro, Prata e Bronze?

a) 500,
b) 720.
¢c) 800.
d) 930.

e) 1000

Solugao:

Podemos pensar esse problema do seguinte modo, dos 10 atletas devemos escolher
3 para formar uma fila, onde o primeiro da fila recebera a medalha de ouro, o segundo
a de prata e o terceiro a de bronze. Dessa forma, o ntimero de maneiras de distribuir as

medalhas é dado pelo nimero de arranjos simples de 10 tomados 3 a 3.

10! 100 10-9-8.-7

distribuir as medalhas. o

Assim, ha Ajp3 =

Exemplo 136 (FGV 95) Uma pessoa vai retirar dinheiro num caiza eletronico de um
banco mas, na hora de digitar a senha, esquece-se do numero. Ela lembra que o nimero
tem 5 algarismos, comeca com 6, nao tem algarismos repetidos e tem o algarismo 7 em

alguma posicao. O nimero mdzximo de tentativas para acertar a senha é
a) 1680.

b) 1344.
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¢) 720.
d) 224,
e) 136.

Solucao:
Como o nimero tem 5 algarismos, comec¢a com 6 e nao tem algarismos repetidos
entao precisamos escolher apenas 4 entre os algarismos restantes (0, 1, 2, 3,4, 5, 7, 8, 9).
Além disso, é dito que o algarismo 7 é um dos 4 algarismos que faltam escolher, assim
comegamos escolhendo sua posi¢ao, o que pode ser feito de 4 modos diferentes (pode ser
o segundo, terceiro, quarto ou quinto algarismo). Feita essa escolha, restam 8 algarismo
para organizarmos nas 3 posigoes restantes (0, 1, 2, 3, 4, 5, 8, 9), o que pode ser feito com
um arranjo simples de 8 tomados 3 a 3. Ou seja, ha
8! gl 8-7-6- 714

Agg = =7 =

= =8-7-6=336
47 (8=3) 5 e

modos diferentes de organizar os algarismos nas posicoes restantes.

Assim, o nimero maximo de tentativas para acertar a senha é 4 - 336 = 1344. ¢

Exemplo 137 (Mackenzie 99)Uma prova de atletismo € disputada por 9 atletas, dos
quais apenas 4 sao brasileiros. Os resultados possiveis para a prova, de modo que pelo

menos uma brasileiro figue numa das trés primeiras colocagoes, sao em nimero de:
a) 426.

b) 444.
¢) 468.
d) 480.
e) 504.

Solugao:

Para determinar as 3 primeiras colocagoes podemos escolher 3 dos 9 atletas e
formar uma fila com estes, assim o niumero de maneiras de fazer isso sera calculado pelo
arranjo simples de 9 tomados 3 a 3. Mas queremos que em uma dessas 3 colocacoes tenha
pelo menos um brasileiro. Uma maneira de resolver esse problema ¢ contando todas
as colocacoes possiveis e retirando aquelas que nao aparecem nenhum dos brasileiros.

Contemos entao em dois casos separados.

e Total de casos possiveis:

9! 9 9.8.7-61
Agg=—r == =22 """ _9.8.7=504.
3T (9=3) " 6 61
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e Total de casos em que nao aparecem nenhum brasileiro:

Devemos fazer a escolha dos trés primeiros colocados entre os 5 atletas que nao sao
brasileiros, assim teremos
5! 5 5-4-3-21

As3 = 0y =

— =5-4-3=060.
(5-3) 2 of

Concluimos assim, que o nimero de maneiras em que ha pelo menos uma brasileiro

entre as trés primeiras colocacoes ¢ 504 — 60 = 444. o

Exemplo 138 (UERJ)Ana dispunha de papéis com cores diferentes. Para enfeitar sua
loja, cortou fitas desses papéis e embalou 30 caixinhas de modo a nao usar a mesma cor no
papel e na fita, em nenhuma das 30 embalagens. A menor quantidade de cores diferentes

que ela necessitou utilizar para a confeccao de todas as embalagens foi igual a:

a) 30.
b) 18.
¢c) 6.
d) 3.
e) 2

Solucao:

Seja n > 0 o nimero de cores diferentes que Ana necessitou para embalar as
caixas. Perceba que uma caixa difere da outra pela ordem em que ela dispoem as cores,
por exemplo, a caixa embalada com a cor vermelha e laco branco é diferente da embalada
com a cor branca e laco vermelho. Assim o total de cores é dado pelo arranjo simples de
n tomados 2 a 2.

Como Ana deve embalar 30 caixas com essas cores, devemos determinar n de

modo que A, 5 = 30. Assim, temos

n! n-(n-—1)- !
App—30= M _ggo oD =B g0,
’ (n—2)! (n—2)1
Resolvendo a equacao do segundo grau, temos que n = 6 ou n = —5, como
queremos n > 0 entao n = —5 nao serve.
Portanto a menor quantidade de cores que Ana precisa é 6. o

Exemplo 139 Sejam os conjuntos A com 3 elementos e B com 5 elementos. O total de

fungoes injetoras de A para B é:
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a) 10.
b) 15.
c) 60.
d) 120.

e) 125.

Solucao:

Inicialmente lembre-se que uma funcao f : A — B é injetora se, e somente
se, cada elemento y € B é imagem de um tnico x € A. Assim o problema consiste
em determinar de quantos maneiras podemos escolher 3 dos 5 elementos de B que sejam
imagem dos elementos de A.

Facamos isso, escolhendo trés dos elementos de B e formando uma sequéncia, onde
o primeiro corresponde a imagem do primeiro elemento de A, o segundo corresponde a
imagem do segundo elemento de A e o terceiro corresponde a imagem do terceiro elemento
de A. Dessa forma, o nimero de maneiras de fazer essa escolha é dado pelo nimero de
arranjos simples de 5 tomados 3 a 3. Ou seja, ha

5! 5 5-4-3-21

A :—:—:—': ~4' =
P (5=3)1 " 2l of 5:4-3=00

funcoes injetoras de A em B. o
COMBINACAO SIMPLES

Nos problemas de arranjo simples podemos perceber que um agrupamento difere
de outro pela sua ordenacao, ou seja, sao problemas em que a ordem da disposicao dos
elementos gera uma nova sequéncia. Entretanto em alguns problemas de analise combi-
natoria nos deparamos com situagoes em que um agrupamento nao difere do outro pela
ordem em que seus elementos sao dispostos. Estes sao os problemas das combinacoes
simples.

Comecemos analisando a seguite situacao: dados n objetos distintos, quantos sub-

conjuntos podemos formar com p desses objetos, sendo 0 < p < n 7 Primeiro montamos
n

. . . (n—p)!

modos diferentes. Acontece que cada conjunto de p elementos sera obtido a partir de exa-

uma lista ordenada com p dos n objetos disponiveis, o que pode ser feito de 4,, ,, =

tamente p! dessas listas, uma vez que p! é o nimero de maneiras de montar uma lista com

os p objetos do conjunto. Assim, a quantidade de subconjuntos com p objetos, escolhidos

dentre os n objetos dados, é igual a # . Ou seja, ha
p!
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(n—p)! n! 1 n!
l T N ol l
p! p! (n—pl) p' pl-(n—pl

subconjuntos de p objetos escolhidos entre os n objetos disponiveis.

Este ¢, portanto, o metodo das combinacoes simples o qual definimos a seguir.

Definigao 19 (Combinacgao simples) Dados n elementos, chamamos de combina¢do
simples dos n tomados p a p (p < 0) aos subconjuntos com exatamente p elementos que
se pode formar com os n elementos dados.

Indica-se por C,p, CJ ou (Z) o numero de combinagoes simples de n elementos

tomados p a p, onde
n!

o = )

Vale a pena destacar aqui uma propriedade muito util para facilitar os calculos
das combinagoes simples, conhecida como igualdade de combinacoes complementares a

qual afirma que
Crp = Cnn—p-

Exemplo 140 As combinagoes a sequir sao complementares.
Cs2 e Cs3 Cro7 € Chogs.

Passaremos agora a discutir aplicagoes da defini¢ao dada, na resolucao de proble-

mas de combinacoes simples.
Exemplo 141 Calcule.
a) Ci5,10-

Solucao:

Pela definicao, temos

15!

Cls.10 10! - (15 — 10)!
15!
~ 10! 5!
154131211160
- Wrp4-3-2-1
- 7-13-3-11
— 3003
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b) Cnm_g,n Z 2.

Solucao:
Pela definicao, temos

C n!
T e =2) - (n—[n —2))!
n!
 m=2)-(n—n+2)!
n-(n—1)- (n—2J"
(n—2)T-2
_ne(n-1)
— 5 .
C) Cn,l-
Solugao:
Pela definicao, temos
n!
Chp = ———
! 11 (n—1)!
_on-(n—17
1 ()T
= n.
d) Cho.
Solugao:
Pela defini¢ao, temos
n!
Cho =
0 0! (n—0)!
o
1-al
= 1.
08 p+2 .
Exemplo 142 (FAM) Sabendo-se que ——= = 2, determine o valor de p.
8,p+1

Solugao:

Pela definicao, temos que
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8!
IR TR Pk
o 8!
N R R R )Tk
Logo,
8!
Cspia 2)! - (8 — N1
08:,:1:2 N (p+2) (8! [p+2]) _ 9
(p+ 1)1 (8 = [p+1])!
. 8! VR L C T e ) LIS
(p+2)-(8—[p+2]) 8! B
N B ‘M-(8—[p+1])!:2
(p+2)  (p4+1)T- (8 — [p+2])! i
N 1 ,(8—[p+1])-(8/—M7T:2
(p+2)- (8=lp=F2])T 1
L =P
p+2
= 2p+4=T7T—p
= 3Ip=
= p=
Concluimos entao que p = 1. o

Exemplo 143 Cinco estudantes fizeram um trabalho em equipe, mas apenas 2 vao apresentd-

lo. De quantos modos podemos escolher a dupla para fazer a apresentacao?

a) 10.
b) 20.
c) 45.
d) 60
e) 120.

Solucao:
O problema consiste em escolher um subconjunto de 2 pessoas entre as 5 dispo-

niveis, o que pode ser feito de

5! XY -
2. (5 —2)! 20.31  2.1-30

Cs = 5-2=10

modos diferentes. o
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Exemplo 144 (PUCCAMP 2005) O cientista John Dalton é bastante conhecido pelas
suas contribuicoes para a Quimica e a Fisica. Descreveu a forma e o uso de vdrios ins-
trumentos de meteorologia, fazendo consideracoes sobre a variacao da altura barométrica.
Além disso, Dalton descreveu uma doenca hereditdria que o impossibilitava de distinguir a
cor verde da vermelha. Essa doenca hereditdria, causada por um alelo recessivo ligado ao
cromossomo X, recebeu o nome de daltonismo. Dois daltonicos fazem parte de um grupo
de 10 pessoas. De quantas maneiras distintas pode-se selecionar J pessoas desse grupo,

de maneira que haja pelo menos um dalténico entre os escolhidos?
a) 140.
b) 240.
c) 285.
d) 336.

e) 392.

Solucao:
Contemos primeiro quantos grupos de 4 pessoas podem ser formados com as 10

disponiveis, o que pode ser feito de

o 10! 100 10-9-8-7
10,4 32

31
pr— p— :1 . . :21
A (10—4)! 4.6 4-F-2-1-60 0-3-7=210

modos diferentes.
Agora contamos em quantos destes grupos nao aparece nenhum daltonico. Neste
caso, devemos formar grupos de 4 pessoas escolhendo entre os 8 que nao sao daltonicos.

Desta forma, temos

8! 8!

C pu— p— pu—
ST (8 —4) 414l

8.7.6.5./4/(_ B
4_3'2.1'/4{—7-2-5—70

modos diferentes de formar os grupos sem nenhum daltonico.
Assim, o total de grupos que podemos formar com pelo menos um daltonico é
210 — 70 = 140. o
Outra forma de resolver esse problema seria dividindo em dois casos, os grupos
que possuem um unico daltdonico e os que possuem dois dalténicos. Veja:
Solucao:
Contemos primeiro os grupos formados por 1 dalténico e 3 nao daltonicos. Para

a escolha do daltonico temos 2 possibilidades, feito essa escolha restam 8 (ndo pode ser
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nenhum dos daltonicos) pessoas para escolhermos as outras 3 que vao compor o grupo, o

que pode ser feito de

8! 8!
Cs3 =

o 8 TBes
’ 3!.(8—3)!_3!-5!_3.2.1.5r_8'7_56

modos. Assim, um grupo com um dalténico e 3 ndao daltonicos pode ser escolhido de
2-56 = 112 modos diferentes.

Agora contemos os grupos formados por 2 daltonicos e dois nao dalténicos. Como
s6 temos dois dalténicos no grupo, entao nao hé escolha a ser feita, os dois devem esta no

grupo. Para a escolha dos que nao sao daltonicos temos

8! 8! g-7-60

08’2:2!-(8—2)!:2!-6!22-1-,6((_

possibilidades de escolha. Assim, um grupo com 2 dalténico e 2 nao daltonicos pode ser
escolhido de 28 modos diferentes.

Portanto o nimero de maneiras distintas de selecionar 4 pessoas de maneira que
haja pelo menos 1 daltonico é 112 + 28 = 140. o

Exemplo 145 (UFMG 99) Um teste é composto por 15 afirmagdes. Para cada uma
delas, deve-se assinalar, na folha de respostas, uma das letras V ou F, caso a afirmagao
seja, respectivamente, verdadeira ou falsa. A fim de se obter, pelo menos, 80% de acertos,

o numero de maneiras diferentes de se marcar a folha de respostas é
a) 455.
b) 576.
c) 560.
d) 620.

e) 720.

Solugao:

Note que 80% de 15 questoes corresponde a 15 - 0,8 = 12 questdes. Assim,
como queremos pelo menos 80% de acertos devemos calcular de quantos modos podemos
escolher 12, 13, 14 ou 15 das afirmacoes do teste para estarem corretas.

Contemos separadamente cada caso.

e Para 12 questoes certas ha

15! 15! ¥5-14-13-127

= = =5-7-13=4
12! (15 —12)! 12! 3! r-3-2-1 o713 =455

Cis12 =

possibilidades de escolha.



CAPITULO 4. METODOS DE CONTAGEM 187

e Para 13 questoes certas ha

15! 15! 15 14 - 137

_ _ =15-7 =105
13- (15— 13)!  131-21  131-2-1

Cis,13 =

possibilidades de escolha.

e Para 14 questoes certas ha C5 14 modos de escolhas. Pela propriedade de igualdade
de combinacoes complementares, temos Ci514 = Ci51 e pelo item ¢ do Exemplo
141, temos que Cy51 = 15. Assim, ha 15 possibilidades de escolhas para 14 questoes

certas.

e Para 15 questoes certas s6 ha 1 possibilidade de escolha.

Assim, o ntmero de maneiras de se obter pelo menos, 80% de acertos é 455 +
1054+ 15+ 1 = 576. o

Exemplo 146 (NC-UFPR 2017)Durante uma ceriménia de formatura, cada um dos 32
formandos cumprimentou uma dnica vez (com um aperto de maos) cada um de seus
colegas e cada um dos 6 professores presentes a cerimonia. Além disso, cada um dos
seis professores também cumprimentou cada um de seus colegas uma unica vez. Quantos

apertos de maos foram dados durante essa cerimonia?
a) 496.
b) 688.
c) 703.
d) 992.
e) 1214.

Solugao:

Como sao 32 formandos e 6 professores temos um total de 38 pessoas. Note
que cada formando cumprimentou uma tnica vez cada colega e cada professor e além
disso cada professor também se cumprimentou uma tnica vez, entao os cumprimentos sao
sempre feitos com 2 pessoas e nao se repetem. Assim o nimero de apertos de maos é dado

pela combinacao simples de 38 tomados 2 a 2, ou seja foram dados

38! 380 38-37-367
21-(38—2)!  21.36!  2.1.367

Csgo = =19-37 =703

apertos de mao. o

Exemplo 147 (FGV) O ndmero de segmentos de reta que tém ambas as extremidades

localizadas nos vértices de um cubo dado é:
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a) 12.
b) 15.
¢c) 18.
d) 24.
e) 28.

Solucao:

Sabemos que um cubo tem 8 vértices sendo que nao ha trés ou mais deles coline-
ares e um segmento de reta fica determinado por dois pontos, além disso o segmento AB
é igual ao segmento BA. Assim para determinar o nimero de segmentos de retas com

extremidades nestes vértices, basta escolhermos 2 deles, o que pode ser feito de

08’2:2!-(8—2)!:2!-6!:2-

8! 8! g-7-61
1-67

modos diferentes.
Portanto é possivel formar 28 segmentos de retas com extremidades nos vértices

de um cubo. o

Exemplo 148 (Mackenzie 96 adaptada)A partir de um grupo de 10 pessoas devemos
formar k comissoes de pelo menos dois membros, sendo que em todas deve aparecer uma

determinada pessoa A do grupo. Entao k vale:

a) 216.
b) 511.
c) 512.
d) 1029.

e) 1024.

Solugao:

Como a pessoa A deve estar em todas as comissoes entao devemos escolher as
outras pessoas que irao compor a comissao entre as 9 pessoas restantes. Como a comissao
deve ter pelo menos 2 membros entao devemos contar todas as comissoes com 2, 3, 4, 5,

6, 7, 8, 9 e 10 membros. Contando-as separadamente, temos:

e para as comissoes com 2 membros ha Cg; = 9 (pelo item ¢ do exemplo 141) possi-
bilidades de escolha;
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e para as comissoes com 3 membros hé

9! 9! 9.8. 74
C — = =9.4=236
P2l 9—2) 2.7 21 A
possibilidades de escolha;
e Para as comissoes com 4 membros ha
9! 9! 9-8-7-67
Cosz = = = =3-4-7T=84
$3T31.(9-3)1 3.6l F-2-1-60
possibilidades de escolha;
e Para as comissoes com 5 membros ha
9! 9! 9-8-7-6-51
C — g = — 3 . 7 . 6 - 126
M A 9 —4) 45l 432140

possibilidades de escolha;

e Para as comissdes com 6 membros hd Cy5 = Cg4 = 126 (combinac¢des complemen-

tares) possibilidades de escolha;

e Para as comissoes com 7 membros ha Co = Cy 3 = 84 (combinagoes complementa-

res) possibilidades de escolha;

e Para as comissoes com 8 membros ha Cy7 = Cy 5 = 36 (combinagoes complementa-

res) possibilidades de escolha;

e Para as comissoes com 9 membros ha Cyg = Cg; = 9 (pelas combinagbes comple-

mentares e pelo item ¢ do exemplo 141) possibilidades de escolha;

e Para as comissoes com 10 membros ha 1 dnica possibilidade de escolha.

Assim, o ntimero k de comissoes com pelo menos 2 membros que podem ser
formadas ¢ 9436 +84 + 126 + 126 + 84 + 36 + 9+ 1 = 511. o

Exemplo 149 (PUC-RJ) De um pelotao com 10 soldados, quantas equipes de cinco sol-

dados podem ser formadas se em cada equipe um soldado € destacado como lider?
a) 1260.
b) 1444.
c) 1520.

d) 1840.
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e) 1936.

Solugao:
H4 10 possibilidades de escolha para o lider, feito essa escolha, devemos escolher

mais 4 soldados para compor a equipe entre os 9 soldados restantes. O que pode ser feito

de
9! 9!

C“”4:44-(9—4)!:4!-5!

=3-7-6=126

987650
A3 21
modos diferentes.

Assim, o namero de equipes com 5 soldados onde 1 é destacado como lider é
10 - 126 = 1260. o

Exemplo 150 (Mack-2007 adaptada) Em uma sala de aula hd 25 alunos, quatro de-
les considerados génios. O nimero de grupos, com trés alunos, que pode ser formado,

icluindo pelo menos um dos génios, €

a) 580.
b) 780.
¢c) 970.
d) 1050.

e) 1200.

Solugao:
Comecemos calculando todos os grupos de 3 alunos que podemos formar escolhendo-

os entre os 25 alunos da sala, o que pode ser feito de
25! 25! 2524 .23 - 221

Chs.3 = = = - =25.4.23 = 2300
B3T3 (25 =3 31.221 0 3.2.1.220

modos diferentes.
Agora contamos todos os casos em que nao ha nenhum génio do grupo, para isso
devemos escolher grupos de 3 entre os 21 alunos restante (retira os 4 génios). Assim,

teremos

211 25! 24-20-19-18

= = =7-10-19 = 1330
31-(21-3)! 3!-18! 3-2-1-18"

Cor3 =

possibilidades.
Portanto o ntimero de grupos com 3 alunos que podemos formar nessa sala in-

cluindo pelo menos um dos génios é 2300 — 1330 = 970. o
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Exemplo 151 (Vunesp-2005) Marcam-se, num plano, 10 pontos, A, B, C, D, E, F, G,
H, I J, dos quais 4 estao sobre a mesma reta e trés outros pontos quaisquer nunca estao

alinhados, conforme a figura.

Figura 33: Pontos

o e

Ce
Fonte: Autor

O numero total de tridngulos que podem ser formados, unindo-se trés quaisquer

desses pontos, €
a) 24.
b) 112.
c) 116.
d) 120.
e) 124.

Solugao:

Sao necessarios 3 pontos nao colineares para formar um tridngulo. Além disso um
triangulo nao difere do outro pela disposicao dos vértices, por exemplo, os triangulos ABC
e CBA sao o mesmo. Entdo para determinar o ntmero de triangulos, basta escolhermos

3 dos 10 pontos dados, o que pode ser feito de

Cios =

10! 10! 10-9-8-4
—10-3-4 =120
z2-1-7

3. (10—3) 3.7 3

modos diferentes.

No entanto, ao fazer essa escolha contamos também Cy3 = Cy1 = 4 casos que
nao formam um tridngulo, pois sdo pontos que estao alinhados (A, B, C, D), devemos
entao retira-los do total.

Assim, o nimero de triangulos que é possivel formar é 120 — 4 = 116. o
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Exemplo 152 (UEL-PR)Sao dados n pontos, dois a dois distintos entre si, 4 dos quais
pertencem a uma reta r e os demais encontram-se sobre uma reta paralela a r. Se podem

ser construidos 126 quadrildteros com vértices nesses pontos, entao n é um niumero:

a) quadrado perfeito.
b) primo.

¢) maltiplo de 7.

d) menor que 10.

e) maior que 15.

Solucao:

Para formar um quadrilatero precisamos escolher 2 pontos na reta r e 2 pontos
na reta paralela a r. Como o total de pontos é n e a reta r possui 4 destes pontos, entao
sua paralela tem (n — 4) pontos. Assim, ha C;5 modos de escolher dois pontos em r e
Cy—42 modos de escolher dois pontos na paralela a r. Assim, pelo principio fundamental
da contagem h& Cjys - C,,_42 modos de formar um quadrilatero nas condigoes dadas.

Como é dito que o nimero de quadrilateros formados é igual a 126, entao temos

4! (n—4)!
Cao-Chogo =126 = : =126
2 2 2. (4=2)! 2! ((n—4)—2)!
4! (n—4)!
= : = 126
2.2 2-(n—-06)!
N 4~3-2’f_ (n—4)-(n—5)-Ln;/6’)T:126
2-20 2. (n—6)T
—4)-(n=5
= 3-(n—4)-(n—>5)=126
= (n—4)-(n—>5) =42
= n’—9n—22=0.
Resolvendo a equacdo do segundo grau temos n = 11 ou n = —2 (ndo serve).
Logo, concluimos que n = 11 e portanto, ¢ um nimero primo. o

Exemplo 153 (ITA-2004) Considere 12 pontos distintos dispostos no plano, 5 dos quais
estao numa mesma reta. Qualquer outra reta do plano contém, no mdrimo, 2 destes

pontos. Quantos tridngulos podemos formar com os vértices nestes pontos?

a) 210.

b) 815.
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c) 410.
d) 415.

e) 521.

Solucao:
Para formar um triangulo precisamos de trés pontos nao colineares, entao facamos

a escolha de 3 dos 12 pontos dispostos no plano, o que pode ser feito de

12! ¥W-11-10-97
C = = =2-11-10 =220
AR (12=3) 32197
modos diferentes.
Destes ha
5! 5-4-30
PPTB(5-3) -2

casos que nao formam triangulos por serem pontos alinhados.

Portanto o niimero de triangulos que se pode formar é 220 — 10 = 210. o

4.4 Caiu no ENEM

Neste capitulo temos abordado nocgoes bésicas sobre os métodos de contagem
mais comumente apresentados no Ensino Médio e que sao exigidos na competéncia 1,
habilidades 2, 3 e 4 da matriz de referéncia do ENEM. Entao nesta secao, como fizemos
nos dois capitulos anteriores, trataremos de exercicios que abordaram essa competéncia
em provas do ENEM ao longo dos ultimos 10 anos (2009 & 2019).

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

Exercicio 59 (ENEM 2012) O diretor de uma escola convidou os 280 alunos de terceiro
ano a participarem de uma brincadeira. Suponha que existem & objetos e 6 personagens
numa casa de 9 comodos; um dos personagens esconde um dos objetos em um dos co-
modos da casa. O objetivo da brincadeira é adivinhar qual objeto foi escondido por qual
personagem e em qual comodo da casa o objeto foi escondido. Todos os alunos decidiram
participar. A cada vez um aluno € sorteado e dd a sua resposta. As respostas devem ser
sempre distintas das anteriores, e um mesmo aluno nao pode ser sorteado mais de uma
vez. Se a resposta do aluno estiver correta, ele € declarado vencedor e a brincadeira é
encerrada.

O diretor sabe que algum aluno acertard a resposta porque hd
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a) 10 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
b) 20 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
¢) 119 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
d) 260 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

e) 270 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

Solucao:

Para dar uma resposta o aluno deve escolher 1 objeto, o que pode ser feito de 5
modos diferentes, 1 personagem, o que pode ser feito de 6 modos diferentes e 1 cémodo,
o que pode ser feito de 9 modos diferentes. Assim, pelo Principio Fundamental da Con-
tagem, ha 5-6 -9 = 270 respostas possiveis. Como cada aluno s6 pode dar uma resposta
e esta serd sempre diferente das ja apresentadas, entao o niimero méaximo de alunos que
podem responder a pergunta é 270.

Entao o diretor pode ter certeza que algum aluno acertard a resposta porque hé
280 — 270 = 10 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

Resposta: Letra a.

o

Exercicio 60 (ENEM 2013) Um banco solicitou aos seus clientes a cria¢ao de uma senha
pessoal de seis digitos, formada somente por algarismos de 0 a 9, para acesso a conta
corrente pela internet. Entretanto, um especialista em sistemas de sequranca eletronica
recomendou a direcao do banco recadastrar seus usudrios, solicitando, para cada um deles,
a criacao de uma nova senha com seis digitos, permitindo agora o uso das 26 letras
do alfabeto, além dos algarismos de 0 a 9. Nesse novo sistema, cada letra mauniscula
era considerada distinta de sua versao minuscula. Além disso, era proibido o uso de
outros tipos de caracteres. Uma forma de avaliar uma alteracao no sistema de senhas €
a verificacao do coeficiente de melhora, que € a razao do novo nimero de possibilidades
de senhas em relacao ao antigo.

O coeficiente de melhora da alteracao recomendada é:
626
106"
62!
o0
62! - 4!
10! - 56!
d) 62! — 10!

e) 626 — 100,
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Solugao:

Para definir uma senha no primeiro modelo proposto pelo banco, o cliente preci-
saria escolher 6 digitos tendo 10 possibilidades (0 a 9) para a escolha de cada um destes.
Pelo principio fundamental da contagem isso daria 10 -10-10-10-10- 10 = 10° senhas
possiveis.

Pelo novo modelo proposto, o cliente também deve escolher 6 digitos, mas tera
agora 26 + 26 + 10 = 62 possibilidades de escolha para cada um deles (26 letras maits-
culas, 26 letras minusculas e 10 algarismos). . Pelo principio fundamental da contagem,
concluimos que é possivel criar agora 62 - 62 - 62 - 62 - 62 - 62 = 62° senhas possiveis.

Assim, como o coeficiente de melhora é dado pela razéjio do novo ntmero de
possibilidades de senhas em relagao ao antigo, entao é igual a %6.

Resposta: Letra a.

&

Exercicio 61 (ENEM 2013) Um artesdo de joias tem a sua disposicdo pedras brasileiras
de trés cores: vermelhas, azuis e verdes. Ele pretende produzir joias constituidas por uma
liga metdlica, a partir de um molde no formato de um losango nao quadrado com pedras
nos seus vertices, de modo que dois vértices consecutivos tenham sempre pedras de cores
diferentes. A figura ilustra uma joia, produzida por esse artesao, cujos vértices A, B, C' e

D correspondem as posicoes ocupadas pelas pedras.

Figura 34: Joia

(@)

5

Fonte: Caderno azul EMEM, 2013

Com base nas informacoes fornecidas, quantas joias diferentes, nesse formato, o

artesao poderd obter?
a) 6.
b) 12.
c) 18.
d) 2.

e) 36.
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Solugao:
Devemos considerar dois casos, os vértices A e C tem a mesma cor e os vértices

A e C tem cores diferentes. Contemos as possibilidades de cada caso separado.

e Os vértices A e C tem cores iguais.

Neste caso hé 3 possibilidades de escolha para o vértice A, 2 possibilidades para o B
(ndo pode ser igual a A), 1 possibilidade para o C (tem que ser a mesma cor de A)
e 2 possibilidades para D (como A e C sao iguais entao D s6 nao pode ter a mesma
cor deles). Assim, pelo principio fundamental da contagem, ha 3-2-1-2 = 12
possibilidades para montar a joia. No entanto, por simetria o colar composto por
A vermelho, B azul, C vermelho e D verde e o colar composto por A vermelho, B

verde, C vermelho e D azul, por exemplo, sao iguais. Veja a figura.

Figura 35: Modelos de joias

@

Fonte: Autor

Isso significa que cada um dos casos acima foi contado duas vezes, logo o niimero

de colares diferentes que se pode produzir com A e C iguais é — = 6.

o Os vértices A e C tem cores diferentes.

Neste caso ha 3 possibilidades de escolha para o vértice A, 2 possibilidades para o
B (ndo pode ser igual a A), 1 possibilidade para o C (é diferente de A e nao pode
ser igual a B) e 1 possibilidade para D (ndo pode ser igual nem a A nem a C).
Assim, pelo principio fundamental da contagem, ha 3-2-1-1 = 6 possibilidades

para montar a joia.

Portanto é possivel montar 6 + 6 = 12 colares diferentes com as 3 pedras.
Resposta: Letra b.
o

Exercicio 62 (ENEM 2014) Um cliente de uma videolocadora tem o hdbito de alugar dois
filmes por vez. Quando os devolve sempre pega outros dois filmes e assim sucessivamente.
Ele soube que a videolocadora recebeu alguns lancamentos, sendo 8 filmes de ac¢do, 5 de
comédia e 3 de drama e, por isso, estabeleceu uma estratégia para ver todos esses 16

lancamentos. Inicialmente alugard, em cada vez, um filme de acao e um de comédia.
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Quando se esgotarem as possibilidades de comédia, o cliente alugard um filme de acao e
um de drama, até que todos os langcamentos sejam vistos e sem que nenhum filme seja
repetido.

De quantas formas distintas a estratégia desse cliente poderd ser posta em prdtica?

a) 20 -8! + (31)2.

b) 8503l
. 8!;);3!‘
q) 8!';'3!‘
e) 12—2!.
Solugao:

No primeiro dia o cliente alugard 1 filme de agdo o que pode fazer de 8 modos
diferentes e 1 de comédia o que pode fazer de 5 modos diferentes, no segundo dia alugara
novamente 1 filme de a¢do o que pode ser feito de 7 modos (ndo pode alugar o do dia
anterior) e 1 de comédia o que pode ser feito de 4 modos diferentes (nao pode alugar o
do dia anterior) e assim sucessivamente, até que acabem os filmes de comédia e ele passa

a alugar 1 de acao e 1 de drama. Entao teremos a seguinte situacao

1°Dia 2°Dia 3°Dia 4°Dia 5%Dia 6°Dia 7°Dia 8%Dia,

—~N = —~ —~ —~ = —~ = —~ —~ —~

Filme A1 Cy A2 CQ A3 03 Ay Cy A5 05 A6 Dy A7 Do Ag D3
Possibilidades 8 5 74 6 3 5 2 4 1 33 2 2 11

Assim, pelo principio fundamental da contagem ha
8:5-7-4-6-3-5-2-4-1-3-3-2-2-1-1=8-7-6-5-4-3-2-1-5-4-3-2-1-3-2-1 =8!-5!- 3!

maneiras do cliente alugar os filmes.
Resposta: Letra b.

<

Exercicio 63 (ENEM 2015) Numa cidade, cinco escolas de samba (I, II, III, IV e V)
participaram do desfile de Carnaval. Quatro quesitos sao julgados, cada um por dois
jurados, que podem atribuir somente uma dentre as notas 6, 7, 8, 9 ou 10. A camped serd
a escola que obtiver maior pontuacdo na soma de todas as notas emitidas. Em caso de
empate, a camped serd a que alcancar a maior soma das notas atribuidas pelos jurados no
quesito Emredo e Harmonia. A tabela mostra as notas do desfile desse ano no momento

em que faltava somente a divulgacao das notas do jurado B no quesito Bateria.
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Tabela 4: Apuracao do desfile de carnaval

eeios 1. Fantasia|2. Evolugéo| 3.Enredo | , o . .
e Alegoria | e Conjunto |e Harmonia

Total
Jurado | A B A B A B A B
Es‘:“a 6|78 |89 9]s 55
ES‘I’I"'a 9 | 8 |10] 9|10/ 10]10 66
Esﬁ:"a 8 | 8|7 |8|e6|7]6s 50
Es::’ 3l o | 1010 10| 9 |10/ 10 68
ES;"'a 8 | 7|9 | 8|6 | 8| 8 54

Fonte: Caderno cinza ENEM, 2015

Quantas configuracoes distintas das notas a serem atribuidas pelo jurado B no

quesito bateria tornariam camped a Escola 117

a) 21.
b) 90.
¢) 750.
d) 1 250.

e) 3 125.

Solucao:
Perceba que a disputa da campea estd apenas entre as Escolas Il e IV, pois
mesmo que estas recebessem nota minima no quesito bateria e as demais recebessem nota

méxima, a pontuacao ficaria
e Fscola I- 55+ 10 =65;

Escola II - 66 + 6 = 72;

Escola III - 50 + 10 = 60;

Escola IV - 68 4+ 6 = 74;

Escola V - 54 + 10 = 64.
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Ou seja, as Escolas I, III e V nao atingiriam pontuacgao suficiente para superar
as Escolas Il e IV.

Entao analisemos o que deve acontecer para que a escola II ganhe da Escola IV.
Note que em caso de empate entre elas a campea é a Escola II, pois apresenta notas
maiores nos quesitos Enredo e Harmonia, que é o critério de desempate. Assim, a Escola
IT pode tirar 10 se a Escola IV tirar 8, 7 ou 6, ou pode tirar 9 se a Escola IV tirar 7 ou 6
ou ainda, pode tirar 8 se a Escola IV tirar 6. O que nos da 6 possibilidades diferentes da
Escola II ganhar da Escola I'V.

Perceba ainda que para cada uma destas possibilidades, temos 5 possibilidades
de escolha de notas para a Escola I, 5 possibilidades de escolha de notas para a Escola I11
e b possibilidades de escolha de notas para a Escola V. Entao pelo Principio Fundamental
da Contagem, ha 6-5-5-5 = 750 modos da Escola II ser a campea.

Resposta: Letra c.

<

Exercicio 64 (ENEM 2016 2% aplica¢do) Para estimular o raciocinio de sua filha, um
pai fez o sequinte desenho e o entregou a crianca juntamente com trés ldpis de cores
diferentes. Ele deseja que a menina pinte somente os circulos, de modo que aqueles que

estejam ligados por um segmento tenham cores diferentes.

Figura 36: Desenho dos circulos

A)—E)

Fonte: Caderno rosa 2° aplicacdo ENEM, 2016

De quantas maneiras diferentes a crianca pode fazer o que o pai pediu?
a) 6.
b) 12.
c) 18.
d) 24.
e) 72.

Solucao:
Devemos considerar dois casos, os circulos A e C tem a mesma cor e os circulos

A e C tem cores diferentes. Contemos as possibilidades de cada caso separado.
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e Os circulos A e C tem cores iguais. Neste caso ha 3 possibilidades de escolha para o

circulo A, 2 possibilidades para o B (nao pode ser igual a A), 1 possibilidade para o

C (tem que ser a mesma cor de A) e 2 possibilidades para D (como A e C sao iguais

entdo D s6 ndo pode ter a mesma cor deles). Assim, pelo principio fundamental da

contagem, ha 3-2-1-2 = 12 possibilidades para a crianca colorir o desenho.

e Os circulos A e C tem cores diferentes. Neste caso ha 3 possibilidades de escolha

para o circulo A, 2 possibilidades para o B (ndo pode ser igual a A), 1 possibilidade

para o C (é diferente de A e nao pode ser igual a B) e 1 possibilidade para D (nao

pode ser igual nem a A nem a C). Assim, pelo principio fundamental da contagem,

h&d 3-2-1-1 =6 possibilidades para a crianca colorir o desenho.

Portanto ha 12 + 6 = 18 modos de colorir o desenho nas condigoes que o pai

apresentou.

Resposta: Letra c.

<

O leitor deve ter notado que esse exercicio é muito semelhante ao Exercicio 61,

no entanto no primeiro uma configuracao tornava-se igual a outra por uma rotac¢ao, o que

nao ocorre neste caso uma vez que o desenho é fixo.

Exercicio 65 (ENEM 2017) Uma empresa construird sua pdgina na internet e espera

atrair um publico de aprorimadamente um milhao de clientes. Para acessar essa pdgina,

serd necessdria uma senha com formato a ser definido pela empresa. FExistem cinco op-

coes de formato oferecidas pelo programador, descritas no quadro, em que "L" e "D"

representam, respectivamente, letra maiiscula e digito.

Tabela 5: Modelos de senhas

Opgdo Formato
| LDDDDD
1] DDDDDD
i LLDDDD
v DDDDD
V LLLDD
Fonte: Caderno cinza ENEM, 2017

As letras do alfabeto entre as 26 possiveis, bem como os digitos, entre os 10

possiveis, podem se repetir em qualquer das opgoes.

A empresa quer escolher uma opgao de formato cujo numero de senhas distintas

possivers seja superior ao numero esperado de clientes, mas que esse numero nao seja

supertor ao dobro do nimero esperado de clientes.
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a)
b)
c)
d)
e)

A opcao que mais se adequa as condigoes da empresa é

L
11
I11.
1V.

V.

Solucao:

Opcao 1

Opcao 11

Opcao 111

Opcao IV

Opcao V

Comecemos analisando o nimero de senhas que se pode formar em cada opcao.

- neste caso a senha deve ser composta por uma letra e 5 digitos, sendo que para cada
letra ha 26 possibilidades de escolha e para cada digito ha 10 possibilidades. Assim,
pelo Principio Fundamental da Contagem, temos 26 - 10 - 10 - 10 - 10 - 10 = 2600000
senhas possiveis. Um nimero superior ao dobro do ntmero esperado de clientes,

logo essa opc¢ao nao serve;

- neste caso a senha deve ser composta por 6 digitos sendo que para cada um hé 10
possibilidades de escolha. Assim, pelo Principio Fundamental da Contagem, temos
10-10-10-10-10 - 10 = 1000000 senhas possiveis. Como esse nimero é igual ao

numero esperado de clientes, entao essa opcao também nao serve;

- neste caso a senha deve ser composta por 2 letras e 4 digitos sendo que para
cada letra ha 26 possibilidades de escolha e para cada digito ha 10 possibilidades de
escolha. Assim, pelo Principio Fundamental da Contagem, temos 26-26-10-10-10-
10 = 6760000 senhas possiveis. Como esse ntimero é superior ao dobro do nimero

esperado de clientes, entao essa opcao também nao serve;

- neste caso a senha deve ser composta por 5 digitos sendo que para a escolha de
cada digito ha 10 possibilidades de escolha. Assim, pelo principio fundamental da
contagem, temos 10 -10-10 - 10 - 10 = 100000 senhas possiveis. Como esse niimero

é inferior ao nimero esperado de clientes, entao essa opcao também nao serve;

- neste caso a senha deve ser composta por 3 letras e 2 digitos sendo que para
cada letra ha 26 possibilidades de escolha e para cada digito ha 10 possibilidades de
escolha. Assim, pelo Principio Fundamental da Contagem, temos 26 - 26 - 26 - 10 -
10 = 1757600 senhas possiveis. Note que esta opcao oferece um nimero de senhas
superior ao numero de clientes esperado e inferior ao dobro de clientes esperados, se

adequando as condicoes da empresa.
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Logo a opcao V ¢é a que melhor se adequa a empresa.

Resposta: Letra e.

PERMUTACOES

Exercicio 66 (ENEM 2010) Joao mora na cidade A e precisa visitar cinco clientes,
localizados em cidades diferentes da sua. Cada trajeto possivel pode ser representado por
uma sequéncia de 7 letras. Por exemplo, o trajeto ABCDEFA, informa que ele saird da
cidade A, visitando as cidades B, C, D, E e F nesta ordem, voltando para a cidade A.
Além disso, o numero indicado entre as letras informa o custo do deslocamento entre as

cidades. A figura mostra o custo de deslocamento entre cada uma das cidades.

Figura 37: Trajetos

Fonte: Caderno azul ENEM, 2010

Como Jodao quer economizar, ele precisa determinar qual o trajeto de menor custo
para visitar os cinco clientes.

Ezaminando a figura, percebe que precisa considerar somente parte das sequén-
cias, pois os trajetos ABCDEFA e AFEDCBA tém o mesmo custo. FEle gasta 1 min30s
para examinar uma sequéncia e descartar sua simétrica, conforme apresentado.

O tempo minimo necessdrio para Joao verificar todas as sequéncias possiveis no

problema € de
a) 60 min.
b) 90 min.
c¢) 120 min.
d) 180 min.

e) 360 min.
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Solugao:

Como Joao mora na cidade A entdo toda sequéncia que ele observar comecara e
terminard sempre em A, logo s6 iremos nos preocupar em permutar as outras 5 cidades
B,C,D.E e F o que pode ser feito de P; = 5! = 120 modos diferentes. Mas como ele
descarta as sequéncias simétricas, devemos dividir o niimero de permutacoes possiveis por
2, pois ao analisar cada sequéncia, esta mesma analise é vilida para a sequéncia simétrica
a ela. Assim, o nimero de trajetos diferentes que Joao pode observar é % = 60.

Agora sabemos que ele gasta 90 segundos (1 minuto e 30 segundos) para ana-
lisar cada trajeto, entao o tempo minimo necessario para calcular todos eles é de 60 -
90 segundos = 5400 segundos (90min).

Resposta: Letra b.

&

Exercicio 67 (ENEM 2011) O setor de recursos humanos de uma empresa vai realizar
uma entrevista com 120 candidatos a uma vaga de contador. Por sorteio, eles pretendem
atribuir a cada candidato um nidmero, colocar a lista de niumeros em ordem numérica
crescente e usd-la para convocar os interessados. Acontece que, por um defeito do compu-
tador, foram gerados nimeros com 5 algarismos distintos e, em nenhum deles, apareceram
digitos pares.

Em razao disso, a ordem de chamada do candidato que tiver recebido o nimero
75 913 €

a) 24.
b) 31.
¢c) 32.
d) 88.
e) 89.

Solucao:

Devemos formar uma lista, em ordem crescente, com todos os niimeros formados
com todos os algarismos impares distintos e determinar a posi¢cao do niimero 75913 nesta
lista. Neste caso, comecemos contando quantos sao os nimeros que comecam com 1, 3 e 5
e quantos sao os nimeros que comecam com 7 seguido de 1 e 3, pois estes serao menores

que o nimero dado.

e Comecando com 1, 3 ou 5.

Para este caso, temos 3 possibilidades de escolha para o primeiro algarismo. Feita
esta escolha, podemos organizar os demais algarismos de P, = 4! = 24 modos.

Assim, h& 3 - 24 = 72 nimeros comecando por 1, 3 ou 5.
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e Comecando por 71 ou 73

Neste caso, temos 1 possibilidade de escolha para o primeiro algarismo (tem que
ser 7), 2 possibilidades de escolha para o segundo (1 ou 3). Feitas estas escolhas,
podemos organizar os outros algarismos de P; = 3! = 6 modos diferentes. Assim,

ha 1-2-6 = 12 ntimeros comecando por 71 ou 73.

Agora temos ainda mais 4 nimeros que serao escritos antes do nimero dado
(75139, 75193, 75319 e 75391). Neste caso serao escritos 72 + 12 4+ 4 = 88 ntimeros antes
de 75913.

Portanto a ordem de chamada do candidato sera 892.
Resposta: Letra e.

&

Exercicio 68 (ENEM 2016 1% aplicacao) Para cadastrar-se em um site, uma pessoa
precisa escolher uma senha composta por quatro caracteres, sendo dois algarismos e duas
letras (maiisculas ou minidsculas). As letras e os algarismos podem estar em qualquer
posicao. Fssa pessoa sabe que o alfabeto € composto por vinte e seis letras e que uma letra

maiuscula difere da minuscula em uma senha.

Disponivel em: www.infowester.com.
Acesso em: 14 dez. 2012.

O ndmero total de senhas possiveis para o cadastramento nesse site € dado por
a) 10% - 262.

b) 10%- 522,

4!
C) ].02 . 522 . 5

d) 102-262-4—!
2!. 2"
4!

2- 2-—
e) 107 52" o

Solucao:
Cada letra pode ser escolhida entre 26 + 26 = 52 possibilidades (26 letras maits-
culas e 26 letras mintsculas) e cada algarismo entre 10 possibilidades (0 a 9).
Representando letra por L e algarismo por A podemos formar, por exemplo,
a senha LLAA, onde o primeiro digito pode ser escolhido de 52 modos o segundo de 52
modos, o terceiro de 10 modos e o quarto de 10 modos. Além disso, o nimero di‘maneiras

de escolher a posicao dessas duas letras e dois algarismos é dada por P42 2 = ST
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Assim, pelo Principio Fundamental da Contagem o ntimero total de senhas pos-
L 4! 5 o A

SlVelSe52521010ﬂ—52 - 10 ﬂ

Resposta: Letra e.

&

Exercicio 69 (ENEM 2019) Durante suas férias, oito amigos, dos quais dois sao canho-
tos, decidem realizar um torneio de vdlei de praia. FEles precisam formar quatro duplas
para a realizacao do torneio. Nenhuma dupla pode ser formada por dois jogadores canho-
tos.

De quantas maneiras diferentes podem ser formadas essas quatro duplas?
a) 69.
b) 70.
c) 90.
d) 104.
e) 105.

Solugao:

Comecemos escolhendo as duplas que tem 1 jogador canhoto. Podemos escolher
o jogador que formara dupla com o primeiro canhoto de 6 maneiras diferentes (6 destros),
j& para o segundo canhoto h& 5 possibilidades para a escolha de sua dupla (5 destros
restantes). Feitas estas escolhas, ha para o terceiro destro (dois ja foram escolhidos), 3
possibilidades de escolha (dos 6, dois ja foram e o 3° ndo pode formar dupla com ele
mesmo). Para o 5° destro (quatro ja foram escolhidos), ha apenas uma possibilidade (o
destro que restou). Assim, pelo principio fundamental da contagem ha 6-5-3 -1 = 90
maneiras diferentes para formar as quatro duplas.

Resposta: Letra c.

ARRANJO E COMBINACAO

Exercicio 70 (ENEM 2009) Doze times se inscreveram em um torneio de futebol ama-
dor. O jogo de abertura do torneio foi escolhido da sequinte forma: primeiro foram
sorteados 4 times para compor o Grupo A. Em sequida, entre os times do Grupo A, foram
sorteados 2 times para realizar o jogo de abertura do torneio, sendo que o primeiro deles
jogaria em Seu proprio campo, e o sequndo seria o time visitante.

A quantidade total de escolhas possiveis para o Grupo A e a quantidade total de

escolhas dos times do jogo de abertura podem ser calculadas através de
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a) uma combinagdo e um arranjo, respectivamente.
b) um arranjo e uma combinagdo, respectivamente.
¢) um arranjo e uma permutacao, respectivamente.
d) duas combinagoes.

e) dois arranjos.

Solugao:

Note que para a formacao do Grupo A serao sorteados 4 times, nao importando
sua ordem de escolha entao podemos contar o niimero de escolhas usando uma combi-
nacao. Ja para o jogo de abertura o primeiro sorteado tem o direito de jogar em seu
proprio campo, entao aqui a ordem da escolha é importante, logo podemos calcular essas
possibilidades de escolha usando um arranjo. Dessa forma, a quantidade total de escolhas
possiveis para o Grupo A e a quantidade total de escolhas dos times do jogo de abertura
podem ser calculadas através de uma combinacao e um arranjo, respectivamente.
Resposta: Letra a.

<

Exercicio 71 (ENEM 2012) O designer portugués Miguel Neiva criou um sistema de
simbolos que permite que pessoas daltonicas identifiquemn cores. O sistema consiste na
utiliza¢ao de simbolos que identificam as cores primdrias (azul, amarelo e vermelho). Além
disso, a justaposicao de dois desses simbolos permite identificar cores secunddrias (como
o verde, que € o amarelo combinado com o azul). O preto e o branco sao identificados por
pequenos quadrados: o que simboliza o preto € cheio, enquanto o que simboliza o branco
¢ vazio. Os simbolos que representam preto e branco também podem estar associados aos

stmbolos que identificam cores, significando se estas sao claras ou escuras.

Folha de Sao Paulo. Disponivel em: wwwl.folha.uol.com.br.
Acesso em: 18 fev. 2012 (adaptado).

De acordo com o texto, quantas cores podem ser representadas pelo sistema pro-

posto?
a) 14.
b) 18.
c) 20.
d) 21.

e) 23.
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Solugao:

Note que 5 cores ja podem ser identificadas de imediato com o sistema, as cores
primarias (azul, amarelo e vermelho), branco e preto.

Contemos entao quantas sao as cores secundarias que podem ser representadas
neste sistema. Perceba que a justaposicao de dois simbolos nao produz uma cor diferente
de acordo com a ordem, por exemplo, se combinarmos o amarelo com o azul conseguimos
representar o verde e se combinarmos o azul com o amarelo continuamos representando
o verde. Entao o nimero de cores secundarias que se pode representar é dado pela
combinagao de 3 tomados 2 a 2, ou seja, é possivel representar C3o = C5; = 3 cores
secundarias nesse sistema. Além disso, cada uma das cores primarias e secundarias podem
aparecer na sua cor normal, ou clara (quando associada com o branco), ou escura (quando
associada com o preto).

Assim é possivel representar 3 +3 +3 -2+ 3 -2+ 2 = 20 cores pelo sistema
proposto. Sendo, 3 primérias na tonalidade normal, 3 secundarias na tonalidade normal,
6 primarias clara ou escura, 6 secundérias clara ou escura, 1 branca e 1 preta.
Resposta: Letra c.

o

Exercicio 72 (ENEM 2015) Uma familia composta por sete pessoas adultas, apos decidir
o itinerdrio de sua viagem, consultou o site de uma empresa aérea e constatou que 0 Voo
para a data escolhida estava quase lotado. Na figura, disponibilizada pelo site, as poltronas

ocupadas estao marcadas com X e as unicas poltronas disponiveis sao as mostradas em

branco.
Figura 38: Disponibilidade de acentos do aviao
579 0 4 0 O o R .
}TﬂF 4 C7 Z XU ; E
(XX (XIIRIICBI I
) < XERACEICICAOIN LA
X X |?TT§E§I~T?1XE C)
ﬁﬁ-?f-‘“ 5 5 o
Disponivel em: www.gebh.net. Acesso em: 30 out. 2013 (adsptado).
O nimero de formas distintas de se acomodar a familia nesse voo é calculado por
9!
a) —.
) 2!
9!
7.2l
c) 7.

51
d) 54l



CAPITULO 4. METODOS DE CONTAGEM 208

5! 4l
Solucao:

Note que ainda ha 9 lugares disponiveis e que a uma nova configuracao é obtida
de acordo com a ordem em que dispomos as pessoas, entao o nimero de maneiras de

acomodar essa familia é dado por um arranjo simples de 9 tomados 7 a 7. Ou seja, héa
9! 9!
Ag7 = ———— = — modos de acomodar a familia.
YT 9= 2l

Resposta: Letra a.

o

Exercicio 73 (ENEM 2016 1% aplicagio)O ténis é um esporte em que a estratégia de jogo
a ser adotada depende, entre outros fatores, de o adversdrio ser canhoto ou destro. Um
clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo que 4 sao canhotos e 6 sao destros. O técnico
do clube deseja realizar uma partida de exibicao entre dois desses jogadores, porém, nao
poderao ser ambos canhotos. Qual o niumero de possibilidades de escolha dos tenistas para

a partida de exibicdo?

10! Al
TR TRTE

10! 4!
b) g_i.

10!

¢) o 2
6!

d) 5 +4-4

6!
6) 54“6'4.

Solugao:
Note que uma dupla nao difere da outra pela ordem da escolha, ou seja a dupla
A e B éamesma B e A, entdo podemos escolher uma dupla entre os 10 tenistas de
10! 10!

Cro2 = o (10=2)! =1 S modos diferentes.

Mas nesse caso contamos também as duplas formadas por dois canhotos, que

nao nos interessa. Temos 4 canhotos entre os tenistas, entao uma dupla formada por 2
4! 4!

2. (4 —2)! =9 '2, modos diferentes.

canhotos pode ser escolhida de Cy o =

10! 4]

Entao ha 51.8l 21,91 possibilidades de escolha dos tenistas para a partida de

exibicao atendendo as exigéncias do problema.

Resposta: Letra a.
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Exercicio 74 (ENEM 2017) Como nao sao adeptos da prdtica de esportes, um grupo de
amigos resolveu fazer um torneio de futebol utilizando videogame. Decidiram que cada
jogador joga uma unica vez com cada um dos outros jogadores. O campedo serd aquele
que consequir o mator numero de pontos. Observaram que o numero de partidas jogadas

depende do nimero de jogadores, como mostra o quadro:

Tabela 6: Torneio de futebol

Quantidade de
jogadores 2 3 < 2 8 {
NUmero de
partidas 1 3 6 10 | 15 | 21

Fonte: Caderno amarelo ENEM, 2017

Se a quantidade de jogadores for 8, quantas partidas serao realizadas?
a) 64.
b) 56.
c) 49.
d) 36.

e) 28.

Solucao:

Como cada jogador joga uma tnica vez com cada um dos jogadores entao para
determinar o niimero de partidas basta contar de quantos modos podemos escolher uma
dupla entre o nimero de jogadores. Como a dupla AB é igual a dupla BA, entao esse
numero é dado pela combinacao simples do nimero de jogadores tomados 2 a 2.

Assim, com 8 jogadores é possivel realizar

partidas.
Resposta: Letra e.

O

Exercicio 75 (ENEM 2017) Um brinquedo infantil caminhdao-cegonha € formado por

uma carreta e dez carrinhos nela transportados, conforme a figura.
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Figura 39: Modelo do brinquedo

) Q0 Q000
000000

000000
O 00—

Fonte: Caderno azul ENEM, 2017

No setor de producao da empresa que fabrica esse brinquedo, € feita a pintura de
todos os carrinhos para que o aspecto do brinquedo figue mais atraente. Sao utilizadas as
cores amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho € pintado apenas com uma cor.
O caminhao-cegonha tem uma cor fira. A empresa determinou que em todo caminhao-
cegonha deve haver pelo menos um carrinho de cada uma das quatro cores disponiveis.
Mudanca de posicao dos carrinhos no caminhao-cegonha nao gera um novo modelo do
brinquedo.

Com base nessas informacoes, quantos sao os modelos distintos do brinquedo

caminhao-ceqgonha que essa empresa poderd produzir?

a) Cea.
b) Cos.
¢) Cia-
d) 64.

e) 46.

Solugao:
Sejam A, B, L, V as quantidades de carrinhos de cada cor que tera no brinquedo.

Como Sao 10 carrinhos, entao:
A+B+L+V =10 (4.33)

Como deve haver "pelo menos" 1 carrinho de cada uma das quatro cores, entao
queremos saber a quantidade de solucoes positivas da equacao acima. Ou seja, nenhuma
incognita pode ser zero. Em cada brinquedo deve haver pelo menos um carrinho Amarelo,
um Branco, um Laranja e um Verde. Entao fazemos uma troca de variaveis, do seguinte
modo:

A=z+1,;
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B=y+1;
L=z+1,
V=t+1.

Fazendo a troca de variaveis, a equagao 4.17 fica,

t4+14+y+l+z4+14t+1=10=>a+y+2+t=06

Entao o problema agora é equivalente a encontrarmos o ntimero de solucoes in-
teiras nao negativas dessa tiltima equacao.

Para tanto, Analisemos a seguinte sequéncia (e + e e + e e + @). Se pensarmos
que o ntimero de pontos antes do primeiro sinal de mais é o valor de x, entre o primeiro
e o segundo sinal de mais, o valor de y, entre o segundo e terceiro sinal de mais, o valor
de z e depois do terceiro sinal de mais, o valor de z entao teremos, para este exemplo,
r=1y=2 2=2et =1, 0 que nos di soma 6 e, portanto, € uma solucao da equacao
x4+ 1y+ 2+t =06. Assim, para encontrarmos o niimero de solugoes inteiras nao negativas

da equacao dada, basta permutarmos 6 pontos e 3 sinais de mais entre si, o que pode ser

feito de Py = m modos diferentes.
T 9! 9!

Note ainda que, 6131 6l (9—6)!

colorir os carrinhos é dado por Cy ;.

= Cy 3. Portanto o nimero de maneiras de

Resposta: Letra b.

<

Exercicio 76 (ENEM 2018) O Saldo do Automdvel de Sio Paulo é um evento no qual
varios fabricantes expoem seus modelos mais recentes de veiculos, mostrando, principal-

mente, suas inovagoes em design e tecnologia.

Disponivel em: http://gl.globo.com.
Acesso em: 4 fev.2015 (adaptado).

Uma montadora pretende participar desse evento com dois estandes, um na en-
trada e outro na regiao central do salao, expondo, em cada um deles, um carro compacto
e uma caminhonete.

Para compor os estandes, foram disponibilizados pela montadora quatro carros
compactos, de modelos distintos, e seis caminhonetes de diferentes cores para serem esco-
lhidos aqueles que serao expostos. A posicao dos carros dentro de cada estande € irrele-
vante.

Uma expressao que fornece a quantidade de maneiras diferentes que os estandes

podem ser compostos é

Cl) A1074 .
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b) Cioa.

c) Cyo-Cga-2-2.
d) Ays-Ags-2-2.
e) Cyo- Cgoa.

Solucao:

Facamos primeiro a escolha dos automoveis que serdao expostos. Perceba que
a ordem dessa escolha é irrelevante, entao estamos trabalhando com um problema de
combinagao simples.

A escolha do carro compacto pode ser feita de C;5 modos diferentes, pois a
montadora disponibilizou 4 modelos para serem escolhidos 2. Ja a escolha da caminhonete
pode ser feita de Cs 2 modos diferentes, ja que foram disponibilizados 6 caminhonetes de
cores diferentes para se escolher 2. Feitas essas escolhas, ha 2 possibilidades de escolha
para expor os carros compactos (estande na estrada ou na regido central) e do mesmo
modo hé 2 possibilidades de escolha para expor as caminhonetes.

Assim, pelo principio fundamental da contagem, ha Cyo - Cg2 - 2 - 2 maneiras
diferentes para expor os automoveis.

Resposta: Letra c.

o

Exercicio 77 (ENEM 2019) Uma empresa confecciona e comercializa um brinquedo for-
mado por uma locomotiva, pintada na cor preta, mais 12 vagoes de iguais formato e
tamanho, numerados de 1 a 12. Dos 12 vagoes, 4 sao pintados na cor vermelha, 3 na cor
azul, 3 na cor verde e 2 na cor amarela. O trem € montado utilizando-se uma locomotiva

e 12 vagoes, ordenados crescentemente seqgundo suas numeracoes, conforme ilustrado na

figura.

Figura 40: Modelo do trem
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Fonte: Caderno cinza ENEM, 2019.

De acordo com as possiveis variagoes nas coloracoes dos vagoes, a quantidade de

trens que podem ser montados, expressa por meio de combinacoes, € dada por
a) Ciay- Craz- Craz - Crap.

b) 012,2 + 08,3 + 05,3 + 0272.
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¢) Cioa-2-Csg-Css.
d) Cioq+2-Cia3+ Clao.

e) Cig-Cssz-Cs3-Cap.

Solucao:

Podemos fazer a escolha dos vagoes que serao pintados de vermelho de Cig4
modos diferentes. Feita essa escolha restam 8 vagoes para serem pintados, entao podemos
escolher quais serao pintados de azul de Cs3 modos diferentes. Agora restam 5 vagoes
para serem pintados, assim podemos escolher os que serao pintados de verde de Cs 3 modos
diferentes e por fim podemos escolher os que serao pintados de amarelo de C55 modos
diferentes.

Portanto, pelo principio fundamental da contagem, h& Ci24-Cs 3-C5 3-Cs 2 modos
de pintar os vagoes.

Resposta: Letra e.



5 CONSIDERACOES FINAIS

A educacgao no Brasil apresenta dados preocupantes que devem, no minimo, in-
quietar todo brasileiro, mas especialmente aqueles profissionais ligados diretamente a ela,
dentre os quais destacam-se os professores que sao responsaveis diretos pela formacao
dos estudantes. E certo que somente eles ndo sio capazes de mudar uma realidade que
vai muito além de simplesmente ensinar a disciplina para a qual foram formados aca-
demicamente. Mas isso nao deve impedi-los de buscar meios e elaborar estratégias que
contribuam para uma mudanca significativa dessa realidade.

Quando a disciplina ministrada por esse profissional é a Matematica o desafio
pode tornar-se ainda maior, uma vez que esta é, segundo dados do governo, uma das
disciplinas que apresenta maiores indices de reprovagao.

Ao concluir essa etapa do ensino, o estudante brasileiro tem como principal meio
de acesso & universidade, a prova do ENEM a qual apresenta significativa parcela de
questoes voltadas para a disciplina de matematica e por isso faz-se necessario estd muito
bem preparado se deseja conquistar uma vaga no ensino superior.

Foi pensando nesses dados preocupantes e almejando contribuir com estudantes
e professores do ensino basico que lidam com a preparacao para o ENEM, que elaboramos
esse material.

Vale ressaltar que essa dissertacao abrange apenas uma pequena parcela dos con-
teidos cobrados na prova e, por fins didaticos, omitimos as demonstracoes de alguns
resultados exibidos ao longo do texto. Para quem desejar aprofundar-se nos assuntos tra-
tados aqui e em outros topicos da matematica sugerimos a leitura dos livros e materiais
que nortearam esse trabalho e encontram-se listados nas referéncias. Deixamos ainda,
como sugestao, para trabalhos futuros a elaboragao de um material como este que aborde

os demais assuntos da prova do ENEM.
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