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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas das transformacoes geométricas no Plano e
no Espaco. Inicialmente, apresentamos alguns tipos de transformacoes especiais no
Plano e encontramos a matriz de cada uma destas transformacoes. Na segunda parte
abordamos as transformacoes no Espaco, dando énfase as rotagoes. Utilizamos os
angulos de Euler para determinar uma rotacao no espago em torno dos eixos carte-
sianos e definimos uma equacgao que permite rotacionar um vetores em torno de um
eixo qualquer. Também abordamos os espacos homogéneos objetivando a represen-
tacao matricial da transformacao de translagao. Por ultimo, usamos a estrutura do
grupo dos Quatérnios para apresentar uma segunda forma de fazer rotacoes de veto-
res e composicao de rotagoes no espaco. Ressaltamos que este estudo é fundamental
para descrever o movimento de objetos no plano e no espaco.

Palavras Chave: Transformacées Geométricas, Angulos de Euler, Grupo dos
Quatérnios, Espaco Homogéneos.



Abstract

Abstract: In this work we study some geometric transformations in the plane
and the space. Initially, we present some special types of transformations in the
plane and find the matrix of each of these transformations. In the second part we
discourse the transformations in the space, emphasizing the rotations. We will use
the angles of Euler to determine a rotation in the space around the Cartesian axes
and define an equation which allows to rotate a vector around any axis. We also
discuss the homogeneous spaces aiming the matrix representation of transformations
of translation. Finally, we use the structure of the quaternions group to present a
second form to rotation vectors and composition of rotations in the space. We
emphasize that this study is essential to describe the motion of objects in the plane
and in the space.

Key words: Geometric Transformations, Angles of Euler, Quaternions Groups,
Homogeneous Space
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Introducao

No ensino médio, quando os alunos tem os primeiros contatos com os conteidos
de matrizes, determinantes, trigonometria e fungoes (este ja introduzido no 9° ano
do ensino fundamental), eles tém a ideia equivocada que esses contetidos sdo apenas
meros procedimentos matematicos para célculos sem nenhuma utilidade, além do
colégio. Visamos neste trabalho, desmitificar esta ideia. Como observado em |[6]
as transformacoes geométricas tem diversas aplicagoes na area da computacao gra-
fica, pois permite alterar, modelar e manipular os objetos que estao contidos numa
determinada cena. Por exemplo, mudancas em orientacoes, tamanho e forma dos
objetos. Elas tem grande importancia na descricao da forma e dos movimentos em
cenarios virtuais. Uma cena por mais complexa que pareca, pode ser reduzida a
uma mais simples, basta observar que cada componente da cena pode ser observado
como um conjunto de subcomponentes, assim algumas podem ser reduzidas a for-
mas geométricas planas mais simples como triangulos, quadrados, pentagonos entre
outros ou figuras espaciais mais usuais como cubo, cilindro, cone , esfera, etc. A par-
tir dessas formas geométricas utilizando as transformacoes de forma e movimento,
podemos gerar modelos de cenas mais complexos. Pretendemos mostrar que os con-
ceitos de matrizes, determinantes, trigonometria e principalmente fungoes sao de
extrema importancia no desenvolvimento da teoria das transformacoes geométricas.
Este trabalho sera dedicado ao estudo das transformacoes geométricas no Plano e
no Espaco, assim como o estudo dos quatérnios, estrutura que facilita o estudo das
rotacoes no espacgo. O nosso trabalho esta escrito como segue:

No Capitulo 1, introduzimos os conceitos elementares das transformagoes no
Plano tendo como foco as transformacoes geométricas: dilatagdo ou contracao, es-
cala, espelhamento ou reflexdo, rotacao, cisalhamento e translacao. Ainda neste
capitulo obtivemos a representacao matricial de cada transformacao.

O Capitulo 2 ¢ dedicado ao estudo de algumas transformacoes geométricas no
Espaco Euclidiano. Mais especificamente, estudamos as rotacoes em torno dos eixos
ordenados. Também introduzimos os angulos de Kuler objetivando uma forma mais
simples de representar uma rotagao no Espaco.

Finalmente no Capitulo 3 deste trabalho, introduzimos o Grupo dos Quatérnios
e usamos esta estrutura para encontrar uma outra forma de representar uma rotagao
no Espaco.



Capitulo 1

Transformacoes Geométricas no
Plano

1.1 Transformacao no Plano

Nesta secao vamos nos dedicar ao estudo das transformacoes no plano, tendo
como foco as transformagcoes lineares: escala, rotacao, reflexao e cisalhamento. Pri-
meiro vamos definir o que é uma transformacao no R?. Também chamada de funcio
ou aplicacao no plano.

Definicao 1 Uma transformacdo no R? é uma aplicacio T : R? — R2, que associa
a cada vetor p do plano um novo vetor p' tal que:

ou

onde p = ( g >, corresponde as coordenadas do vetor @, sendo o a origem do

sistema cartestano.

Observe que o vetor p é transformado no vetor p’ por uma transformacao T :
R? — R? como indica a figura abaixo:
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Figura 1.1: Transformacao de p em p’ no plano

Observacao 1 No que seque, denotaremos o vetor @ por p

Daremos um exemplo simples de uma transformacao no R? para mostrar o que
acontece com o vetor p ap6s ser aplicada uma transformacao T.

Exemplo 1 Considere a aplicacio T : R?* — R? definida por

r(5)-(250)

Note que o vetor p = ( 3 > ¢ transformado por T no vetor

4

(1) (0)

Existem transformacoes que tem algumas propriedades que a diferenciam das
outras, elas sao chamadas de transformacoes lineares, mais podemos nos fazer a
seguinte pergunta. Quando é que uma transformacao é linear? Para responder esta
pergunta precisaremos primeiro definir o que é um espaco vetorial.

Definicao 2 Seja um conjunto E, ndo-vazio, sobre o qual estao definidas as opera-
coes de adicao e multiplicacao por escalar, isto é:

e Vuve Eiut+ve E.

e VAR Ve E \uc E.
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O conjunto E munido dessas duas operacoes é chamado espaco vetorial real se
forem verificados os sequintes axiomas:

1. Para quaisquer vetores u, v, w € F,

(u+v)+w=u+ (v+ w). (associatividade)

2. FExiste um vetor em E, denotado por 0 e chamado vetor nulo, para o qual

u+0=0+u=u. (elemento neutro)
para qualquer vetor u € E.

3. Para cada vetor uw € E, existe um vetor em E, denotado por —u, para o qual

u+ (—u) = (—u)+u=0. (inverso aditivo)

4. Para quaisquer vetores u, v € E,

u+ v=v+u. (comutatividade)

5. Para qualquer escalar A € R e quaisquer vetores u, v € E,

AMu+v) = Au+ \v.

6. Para quaisquer escalares A1, Ao € R e qualquer velor u € E,

()\1 + )\2)’11, = /\1’U,+ )\Q’U,.

7. Para quaisquer escalares A\, Ao € R e qualquer vetor u € E,

(/\1/\2)U = /\1(/\2U)
8. 1lu = u, para qualquer vetor u € E.

Observacao 2 Chamaremos os elementos do espaco vetorial E de wvetores, inde-
pendentemente de sua natureza. No que seque, exceto referéncia contrdria, quando
falarmos que E é um espago vetorial, fica subtendido que E é um espaco vetorial
sobre o conjunto R, dos niimeros reais.

Definicao 3 Sejam E ¢ W espacos vetoriais. Uma transformacao T: E— W, é
dita linear se:
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1. T(u+v) = T(u) + T(v), para todo uw,v € E;
2. T(\.v) = A\.T(v), para todo v € E e para todo escalar A € R.

A Definicao 3 afirma que se, T : E — W é linear, ela preserva as duas operagoes
béasicas de um espaco vetorial, isto é, adicao de vetores e multiplicacao por escalar.

Observacao 3 Uma transformagao linear T : E — E (caso em que E= W ) ¢é
chamado de operador linear sobre E. Neste Capitulo vamos considerar E = W = R2.

Podemos também verificar se uma transformacao T : E — W ¢ linear pelo
seguinte lema:

Lema 3.1 Uma aplicacao T : E — W € uma transformacao linear se, e somente
se, VA1, Ay € R, eVu, v € E tivermos que

T(\ip; + Xopy) = M T(py) + M T(py).

Demonstracao: Se T é linear, utilizando 1 e 2 da Definicdo 3 temos que

T\u+ Xv) = T(Au)+ T(\v)
= MT(u)+ X T(v).

A reciproca segue de que

TOwu) = T(\u+0v)
= M T(u)+0T(v)
= MT(u)

T(lu+1v) = T(u+ v)
= 1T(u) +1T(v)
= T(v) + T(v),

logo T é linear. m

Em outras palavras temos que se aplicarmos uma transformacao T a uma com-
binagao linear de vetores e obtermos como resultado a combinacao linear dos vetores
transformados por T. Essa transformagao sera linear. Uma propriedade importante
das transformagoes lineares é que T(0) = 0, isto é, a transformagao leva elemento
neutro de um espaco em elemento neutro do outro espaco.

Essa propriedade pode ser demonstrada da seguinte forma,

T(0) = T(0u) = 0T(u) = 0.
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1.1.1 Matriz Associada as Transformacoes Lineares

Nesta secao vamos tratar das transformacoes T associadas a multiplicacao de
matrizes. Para cada p € R", T(p) ¢ dado por Mp, onde M é uma matriz m x n.
Para simplificar, muitas vezes denotamos essa transformada matricial por x — Mp.
Observe que o dominio de T é o R™ quando M tem n colunas, e o contradominio de T
é 0 R™ quando cada coluna de M tem m elementos. Sempre que uma transformada
linear aparece geometricamente ou ¢ descrita em palavras, geralmente queremos
uma " formula " para T(p). A discussao que segue mostra que toda transformada
linear T : R® — R™ é na verdade, uma transformada matricial x — Mp e que
propriedades importantes da transformacao T estao intimamente relacionadas as
propriedades conhecidas da matriz M. A chave para se determinar M é observar que
T fica completamente determinada pela sua agao nas colunas da matriz identidade
nxXn,lI,.

Apresentaremos a seguir uma proposicao que diz que toda transformacao linear
pode ser escrita como o produto Mp onde M é denominada de matriz de transfor-
macao.

Proposicao 1 : Uma transformacio T € linear se, e somente se, T(p) = Mp.

Demonstracao: Se T(p) = Mp, entao pelas propriedades do produto de matrizes
segue

M(M\ip; + Aapy) = M(Mip;) + M(A2p,)
A Mp, + A2 Mp,
MT(py) + A T(p,)
= T(\p; + Aapy),

portanto T(p) = Mp é linear.

Vamos mostrar agora que se T é uma transformacao linear, ela pode ser escrita
da forma M p . Como estamos trabalhando com transformagoes no plano, sem
perda de generalidade iremos particularizar a demonstracao para o R2.

Seja p € R?, isto ¢, p = ( z ) temos que

() - T((é) (0))
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Fazendo-se

temos que:

axr + cy
br + dy
B a ¢ T
a b d Y
= Mp,

onde M é a matriz de transformacao linear como queriamos demonstrar. =

Observacao 4 Note que todo elemento p € R? pode ser escrito da forma

(0)==(5) ("),

. L 1
ou seja, todo vetor do plano é uma combinacao linear de e; = ( > e e =

0 .
( 1 ) . Assim,

Analogamente se T : R? — R3 entdo

M= (T(ey) T(e) ).

M= ( T(e)) T(ex) T(es) ),

1 0 0
onde T(e;) =T | 0 | , T(ex) =T | 1 e T(es) =T 0
0 0 1

Trataremos agora das transformacoes lineares geomeétricas do R%. Veremos al-
gumas mais importantes e suas interpretacoes geométricas.
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1.1.2 Transformacao Linear de Dilatacao ou Contracao no
Plano

Antes de falarmos da transformacao de escala no plano, vamos observar o que
acontece com um vetor v € E, onde E = R? quando ¢ aplicado uma transforma-
cao de dilatacao ou contracao. Vejamos algumas transformacoes de dilatacao ou
contracao a seguir, assim como suas matrizes de transformacao:

a) Dilatagao ou contracao na dire¢ao do vetor:

Seja T : R? — R?, tal que

2006 D6)

Observamos que:

e se |[A\| > 1, T dilata o vetor;

e se |A| <1, T contrai o vetor;

e se A =1, T nao altera o vetor, o que implica que T ¢é a identidade I;

e se A\ <0, T troca o sentido do vetor.

T(v)

Figura 1.2: Transformacao de dilatacdo no plano R?
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Exemplo 2 A transformacio T : R? — R2, T( z ) = < v ) representa uma
dilatacao na direcao do vetor.

b) Dilatagao ou contrac¢ao na direcao do eixo x:
Seja T : R? — R?, tal que

r(5)=(5)=(01)()

e se A > 1, T dilata o vetor;

com A > 0.
Observe que:

e se 0 < A <1, T contrai o vetor.

Essa transformacao também é chamada dilatacao ou contracao horizontal de um
fator .

Figura 1.3: Dilatacao ou contracao na direcao do eixo x

Nas figuras 1.3 e 1.4 os fatores de dilatacao e contracao A\ foram considerados
A=2e = 3 respectivamente.

c) Dilatacdo ou contragao na diregao do eixo y:

8
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Seja T : R? — R?, tal que

r(5)=(5)-0 ) (0)

com A > 0.

Y i
2y """"""""""" : (ZL', 2y)
Y fommmmeme ey v (2,9)
T\ | 1
— \ ZE, —
5 Yy | 5 Yy
(@] T X

Figura 1.4: Dilatagao ou contracao em relacao ao eixo y

Observacao 5 No caso de A = 0, teriamos:

r(5)=(n)=(5)

e T seria a projecao ortogonal do plano sobre o eizo x, como podemos ver pela figura.
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Figura 1.5: Projecao ortogonal do plano sobre o eixo x

Se A =0 no caso b), T seria a projecio ortogonal do plano sobre o eizo y.

1.1.3 Transformagao de Escala no Plano

A transformacio de escala ¢ uma aplicacio T : R? — R? onde a abscissa
x ¢ multiplicada por um fator s; e a ordenada y por um fator s, e a matriz de

transformacao é dada por:
S1 0
M =
(%)

()5 2)(5)

Exemplo 3 Vamos aplicar a transformacao de escala no triangulo de vértices A(1,1),

pois

B(5,2) e C(3,3); com s, = 5 €8= 2. Assim se A', B e C' sio 0s novos vértices

1
do tridngulo apds a aplicacdo da transformacao de escala, temos que: A’ (5,2),

5

3
B/(ﬁ’ 2) e C 5,6 . Observe a figura abaixo para entender o que aconteceu com o

tridngulo ABC.

10
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Figura 1.6: Transformagao de escala no R?

Porém, como podemos observar, a escala modifica a posicao inicial do nosso
elemento. Para contornar esse problema, podemos definir um ponto desse elemento
como ponto de origem (também chamado de pivot). Entdo moveriamos esse ponto
para origem do sistema de coordenadas por meio de uma translagdo (que seré vista
mais a diante) e so6 depois aplicada a escala. Apos a aplica¢do da escala no nosso
elemento levariamos de volta o pivot para a posi¢ao inicial.

Na transformagao de escala temos que os escalares s; e sy sao nimeros reais
positivos. Quando eles variam no intervalo (0,1) temos uma reducao da dimensao
correspondente e se s e s, forem maiores que 1 teremos um aumento, porém se forem
negativos os pontos do plano seriam espelhados em torno de um eixo correspondente.

1.1.4 Transformacao de Espelhamento ou Reflexao no Plano

A transformacao linear de espelhamento ou reflexdo tem a matriz de transfor-
macao igual a matriz identidade com alguns de seus termos da diagonal principal
com sinal negativo. Apresentaremos alguns tipos transformacoes de espelhamento.

1. A transformacao de espelhamento em relacao ao eixo x:

Seja T :R? — R2, tal que
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|

Figura 1.7: Transformacao de espelhamento em relacao ao eixo x

Note que a matriz de uma transformacao de espelhamento em relacao ao eixo
x, ¢ dada por:

De fato,

2. Espelhamento em relagao ao eixo y:

Seja T : R? — R2, tal que

r(y)=():

12
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X

Figura 1.8: Transformacao de espelhamento em relacao ao eixo y

Note que a matriz de uma transformacao de espelhamento em relacao ao eixo

y ¢ dada por:
-1 0
M:( ! 1).

(V)= 0)

3. Espelhamento em torno da origem:

Seja T : R? — R2, tal que
Y -y )

De fato,

13
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Figura 1.9: Transformacgao de espelhamento em relagdo a origem

Note que a matriz de uma transformacao de espelhamento em relacao a origem
¢ dada por:

De fato,

4. Espelhamento em torno da reta y = —ux:

Seja T :R? — R2, tal que

14
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=—z
Y A
Y
¥ =—y
/
y=-x
(%)
Sop=
)
()
p =
y/

Figura 1.10: Transformagao de espelhamento em torno da reta y = —x

Note que a matriz de uma transformacao de espelhamento em relacao a reta

y = —x é dada por:

De fato,

5. Espelhamento em torno da reta y = x:

Seja T :R? — R2, tal que

15
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Figura 1.11: Transformacao de espelhamento em torno da reta y = x

Note que a matriz de uma transformacao de espelhamento em relacao a reta
y = x é dada por:

De fato,

(2)=(7e)(3)

1.1.5 Transformacao de Rotacao no Plano

Apresentaremos agora a transformacao de rotacao no plano. Ela permite rotacio-
nar um vetor em torno da origem de um angulo 8 através da multiplicagao da matriz
de transformacao de rotagao pela coordenadas do vetor que queremos rotacionar.

Definicao 4 Uma transformacao de rotacao no plano em torno da origem de um
dngulo 0 ¢ uma aplicacao
R:R? — R?

T cos 8 —sen 0 T
R = )
Y sen §  cos 0 Y

16
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Transformacio de Rotacdo no Plano

Proposicao 2 A matriz de uma transformacdo de rotacio no R? é dada por:

_(COSH —sen@)

sen 0 cos 6

Para realizar esta demonstracao vamos precisar das seguintes

Demonstragao:
formulas trigonométricas:

sen (a+60) =sen a cos § + sen # cos « (1.1)

(1.2)

cos (¢ +0) =cos a cosf) — sen a sen 0

<y

Figura 1.12: Transformacao de rota¢ao no R?

Pela figura vemos que
_ Y _
sen @ == — y = rsen «

r

i
— — L =T COS «

COS v =
r

assim podemos escrever o vetor p em funcao de cos e sen, isto é,
[ T cos a
p rsena /)’
Fazendo a rotacao do vetor p de um angulo ¢ em torno da origem temos:

17
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B x\ [ rcos(a+0)
R(p)—R( Y ) - ( rsen (a+ 0) )’
l,/
como R(p)=p ep = < y ), concluirmos que
'\ [ rcos(a+6)
y ) \ rsen(a+0) )’
Utilizando as férmulas trigonométricas (1.1) e (1.2) obtemos
#'\ ([ rcos acos § — rsen asenf
vy ) \ rcosasenf + rsena cos 6 )’
Desde que x = r cos a e y = rsen a temos que
'\ ([ xcos @ — ysenb \ [ cosf —send x
v )] \xsenf + ycosh ) \ senf cos 6 y )’
ou seja, a matriz de rotacao de um angulo # em torno da origem é
cos € —sen 0
M=
( sen §  cos 0 > ’
0 que prova o resultado desejado. m
Poderiamos ter encontrado a matriz de uma transformacao de rotacao de uma

maneira mais simples se observarmos que as colunas da matriz de rotacao sao as
coordenadas dos vetores {e1, e,} transformados pela transformagao R, isto é:

mer=n( )= ()
mes-n ()= ()

18
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A y
—send
ey = o)
__ ([ cos@
| e = (et
0 T
© - -
O el X

Figura 1.13: Deducao direta da matriz de rotacao

Como M= ( R(e); R(e), ), segue que

M:<COSH —sen9>‘

sen @  cos 6

1.1.6 Produto Interno e Rotacao

Se u e v sao vetores em R", podemos considerar 4 e v como matrizes n x 1. A
transposta u! & uma matriz 1 X n, e o produto matricial u’ - v é uma matriz 1 x 1,
que vamos escrever como um nimero real(escalar). O ntiimero u’ - v é chamado o
produto interno de u por v e é escrito muitas vezes como u - v. Portanto Se

Uy U1

U2 V2
U= , U=

Un, Un

entao o produto interno de u e v é:

U1
Vg
(u1 Uy Uy ) . = UV + UV + * + + + UpVy,.

Un

19
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As propriedades do produto interno sao as seguintes: Sejam u, v e w vetores em R"
e seja A um escalar. Entao

® U V=17
e (utv) - w=u w+ v w,

e (M) - w=Av-w) =v (\w),

e u-u>0eu-u=0seesomente se u=0.

Defini¢do 5 Seja os vetores u, v € R?, tal que u = (x1,v1) e v = (x9,92) 0 produto
interno de u por v que representaremos por u- v, serd determinado por T1To + Y1y,
15to €:

U-v=1122 + Y1Y2.

Definicao 6 Dado um vetor v € R?, a norma, mddulo ou comprimento de v é o
nidmero real nao-negativo, representado por ||v||, definido por:

|v]| = V- v

Proposicao 3 Seja uma matriz M de transformacao no plano , entao:

2 .
v-u v

onde M™ é a matriz transposta de M.

Demonstragido: Sejam u, v € R?, tais que T(e;) = u e T(ey) = v, onde u =

( “ > e v= ( ¢ ) . Entao a matriz de transformacao sera

b d
a c
w=(54)

portanto a transposta da matriz M seréa:

T ab
(7))

Logo

20
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a b a c¢
c d b d
a2 +b ac+bd
ca+db &+ d?

como queriamos demostrar. m

Observacao 6 O produto interno de dois vetores u e v no espago vetorial E tam-
bém pode ser definido da sequinte forma

u-v = [lull]v] cos 5
onde B € o dngulo formado pelos vetores u e v.
Proposicao 4 Os vetores u e v sao ortogonais se, e somente se,
u-v=0.

Demonstracao: Se u é ortogonal a v, ou seja, perpendicular, o angulo entre eles
é 90° pela Observacao 6 temos

u-v = |uv|cos 90°
= /[0
= 0,

como queriamos demostrar. m

Definicao 7 Dizemos que um vetor u € unitdrio se sua norma for igual a 1, isto é:
[ul] = 1.

Neste caso dizemos que u estd normalizado.

Proposicao 5 Todo vetor u nao-nulo pode ser normalizado, fazendo-se:

u
U= -—-.
[

21
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Demonstracao: Observe que

m U u-u_HuH2_1

lall Tull ul )

e, portanto —— é unitario. =

[l

Definicao 8 Dois vetores u e v sao ortonormais se, somente se, ambos forem uni-
tdario e ortogonais entre si, isto é:

u-v=20

[ull = o] = 1.

Definicao 9 Se os vetores coluna de uma matriz M sao unitdrios e ortogonais dois
a dois, dizemos que M é uma matriz ortonormal.

, 3 ‘ 9
Exemplo 4 A matriz M de rotagao no plano € ortonormal, pois lemos u = ( cos )

sen 60
_— —sen 6 ]
cv= cos 0 )7 %9

u-v=-cos 6 (—sen ) + sen  cos 0 =0

|u|| = ||v]| = Vicos? § + sen? § =1 =1.
Observacao 7 O produto interno é comutativo, ou seja,
U-v="0-u.
Proposicao 6 Seja M uma matriz ortonormal, entao
M =M"

Demonstracao: Pela Preposicao 3, segue que

war_ (ul? wev (10 _
MM_('v-u oz )= Lo 1 )=t

onde I é a matriz identidade, portanto M? = M~ como queriamos demostrar. m
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Afirmacao 1 Numa rotacdo, em termos de coordenadas tanto faz rotacionarmos o
vetor p em um dngulo 0 ou escrevermos as coordenadas deste vetor num sistema de
coordenadas rotacionado de —6, ou seja :

w\ (2"\ _ [ cosf —send
v) \vy ) \sen@ cos |

u

Figura 1.14: Transformagao versus mudanca de base

Demonstracao: Temos que as coordenadas dos vetores u e v em relagao aos eixos

. - u v
cartesianos x e 1y sao: 'u,:( v ) e'v:< x),onde

Uy Uy
uy, = cos (—0);
u, = —sen (—0);
v, = sen (—0);
v, = cos (—0);

assim:

cos (—6) sen (—0)
u = ev= ,
—sen (—0) cos (—0)
como as colunas da matriz de transformacao sao as coordenadas dos vetores trans-

formados, entao a matriz M de rotagao de um angulo —@ sera:
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—sen (—60) cos (—0)

més cos (—0) = cos 6 e sen (—0) = —sen 0 , logo:

M:<0089 —senQ))

sen @ cos 0

v (x\ [ cosf —senb x
v /) \y ) \senf cosb y )’

como queriamos demonstrar. m
Temos ainda que se escrevemos a matriz de rotacao de um angulo —6 teriamos

M:( cos (—0) sen (-9))’

portanto

a matriz

A- [ s (=6) —sen (=0) \ [ uy u, \ _( cos & senf
sen (—0) cos (—0) Uy Uy —sen ) cos 0 )°
Observe que a transposta da matriz A é igual a M , assim
v [ cos @ —senf \
4 _(Sené’ cos@>_M'

Através dessa igualdade podemos concluir que para rotacionar um vetor em um
angulo —@ basta tomar a transposta da matriz de rotacao M, isto é, dado um vetor

p do R? temos que:

, [ 2"\ [ cos @ —send T\

p_<y’)_(sen0 0089)(y>_Mp
w2\ cos 0 sen 0 T\ N
p_(y”)_<—sen9 cos@)(y>_Mp’

onde p’ é o vetor rotacionado de p em um angulo 6 e p” é obtido do mesmo vetor p
numa rotacao de um angulo —6.

1.1.7 Transformacao de Cisalhamento no Plano

Agora vamos falar da transformacao linear de cisalhamento que consiste em
preservar uma coordenada e mover a outra, mais esse movimento depende do valor

da coordenada inalterada.
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Proposicao 7 Uma transformacdao de cisalhamento em rela¢do ao eixo x € uma
aplicacao T : R? — R?, tal que

f(5)-(3)-(G ) )

onde v € o dngulo de deslocamento em relacao ao eizo y. A matriz de transformacdo
de cisalhamento em relacdo ao eixo x é:

(1 tgy
v=( "),

Figura 1.15: Transformacao de cisalhamento em x

Demonstragao: Para obter a matriz de transformacao acima, observe que se T é
uma transformacao de cisalhamento entao para todo p € R? temos

v x+ytg7) (1 tg’y)(x)
T pu— = pu— .
(p) (y) ( ) 0 1 y
A ordenada permanece inalterada e a abscissa sofre um acréscimo k € R, isto é:
y=y e d=x+k
k
como tg v = — — k =y tg v, temos
)

v =ztytgy,

0 que prova o resultado desejado. m

Observacao 8 Caso o deslocamento seja em dire¢ao ao eizo y, digamos com o
angulo de deslocamento B a matriz de transformacao serd:
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1 0
=, 1)

Se o cisalhamento ocorrer em ambas direcoes a matriz de transformacao serd

_ I tg~n
M_<tgﬁ 1 )

()=(Ead®)=(us ) ()
y ) \Nztgfp+y ) \tgp 1 y )

1.1.8 Transformacao de Translacao no Plano

pois teriamos

Uma transformacao importante na computacao grafica mais que nao é linear, é
a transformacao de translacao que consiste em adicionar um vetor ¢ nao nulo ao

e ~ . .
vetor p = , esta transformacao por ser muito usada no processo grafico deve
Yy

ser representada de uma forma mais simples possivel.
Seja um vetor p € R?, a transformacao de translacao pode ser vista como:
T:R? — R?, tal que

m=()=(0)+(5) =rve
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Figura 1.16: Transformagao de Translacao no plano

A transformacao de translacao nao é linear pois nao transforma o vetor nulo nele

mesmo, pois
0 «
no- (9)+(5) - eso

Como a translacao nao é linear ela nao pode ser escrita na forma

mw=(5)=(50) ()=

com a, b, ¢ e d constantes reais.
Escrevendo a translagao na forma matricial temos que

() =) (5)=G) )+ (5)

Porém esta forma dificulta a escrita de composicao de transformacoes, pois se
temos duas transformagoes lineares digamos M; e M, a sua composta é dada por
M, M, mas no caso de as transformagoes serem do tipo T(p) = Mp+t a composicao
apresenta uma certa dificuldade na escrita quando o nimero de transformacao vai
aumentando.
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1.1.9 Espaco Homogéneo

Existe uma maneira de tratarmos translacoes como transformagoes lineares,

basta imaginar o
x

R? = y | eR%z=ctey,
z

isto &, sendo um plano do R? com a componente z igual a uma constante real w, assim
o plano seria visto como um espago de dimensao trés chamado de espago homogéneo
onde as coordenadas x e y do R? seriam vista como coordenadas homogéneas xy, yp

e w, portanto um vetor p = ( :yc ) do plano seré representado no espago homogéneo

Th
por | Y
w
As coordenadas do espaco homogéneo sao chamadas de de homogéneas ou pro-
jetivas.
Para nosso estudo vamos considerar w = 1, entdo uma transformacao de trans-
lacao de vetores do R? pode ser vista como uma transformacao linear de vetores que

estao no plano z = 1.

A
Z
w !
X
t
O >
w=1 Y

Figura 1.17: Imersao do R? no sistema homogéneo zy,yy, € w
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Assim
x 1 0 ¢, x
y | =101t y
1 0 0 1 1

representa uma transformacao de translacao que ocorre no plano z = 1.

Observe que para qualquer vetor p do R? com coordenadas ( z ) ¢ linico o vetor

x
no sistema homogéneo representado por | y |, da mesma forma temos que para
1
x
cada vetor no espaco homogéneo com w = 1, ou seja, | y | também ¢ Gnico o vetor
1

do R2. Sendo assim podemos representar transformacoes do R? com matrizes 3 x 3 e
transformacoes do R? com matrizes 4 x4, para nao confundir um vetor homogéneo do
R? com um vetor cartesiano do R? ja que ambos possuem trés coordenadas faremos
o seguinte:

Usaremos ( ) para representar vetores cartesianos e [ | para representar vetores
do espaco homogéneo.

Com a utilizagao das coordenadas homogéneas podemos dar o mesmo tratamento
algébrico as transformacoes translacao dado as transformacoes lineares, desta ma-
neira o processo de composicao de transformacoes fica mais simples, sendo modelado
pelo produto de matrizes.

Exemplo 5 A equacao

x’ 1 0 x cosa —sena 0 1 0 —z x
y | =101y senae  cosa 0 01 —y vy |,
1 0 01 0 0 1 00 1 1

representa a composicao de duas translacoes com uma rotacao de um dngulo o num

vetor p = ;j do plano em coordenadas homogéneas.
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Capitulo 2

Transformacoes Geométricas no
Espaco

2.1 Transformacoes Geométricas no Espaco
No espaco vamos estudar as transformagoes de escala, reflexao, rotacao e trans-
lacao.Vamos definir o que é uma transformacao no espaco.

Definicao 10 Uma transformacdo no R?® é uma aplicacio T : R? — R3, que
associa a cada vetor p do espaco um novo vetor p' tal que:

T(p) =p'
ou
x x
Ty |=|V
z Z
x
Onde p= | vy |, corresponde as coordenadas do vetor op, sendo o a origem do
z
espaco.
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A
Z VA
'; T

___________________ ! — Lo 7’

! : [
» : '. T S p y

Cop=1( Y Z
| \ z |

Figura 2.1: Transformacao de p em p’ no espaco

2.1.1 Transformacao de Translacao no Espaco

A transformacao de translagdo no espaco possui a mesma caracteristicas da trans-
formacao de translacao no plano sendo apenas uma ampliacao do mesmo.

Definicao 11 A transformacao de translagao T no espaco ¢ uma aplicagio T :
R3 — R3, tal que

x x Q@
T\ v |=lv |+]| B8],
z z A
Q
ondet=| (3 é um vetor nao-nulo.
A

Observacao 9 Como a transformacao de translacao no espaco nao € linear porque
nao preserva a origem, isto €, a transformada do vetor nulo é t, que é diferente de
zero. A translacao nao pode ser escrita da forma:

/

x a d g x
vy | =0 e h y |,
Z c f 1 z

com a,b,c,d,e, f,g,h,1 € R.
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A forma matricial de uma transformacao de translacao no espaco é a seguinte:

T 1 00 T «
y |=1010 y |+ B
z 0 0 1 z A

Por esta forma de escrita nao facilitar a composicao de transformagoes, vamos
utilizar o mesmo raciocinio que utilizamos no plano. Para facilitar a composicao de
transformacoes, vamos olhar as transformacoes de translacao no espaco como uma
transformacao linear através do espaco homogéneo, ou seja, o R? sera visto como o
conjunto

eRY: w=ctep;

SIS

w

no nosso estudo vamos considerar w = 1.
Entao a transformacao de translacao no espago poder ser escrita em coordenadas
homogéneas da forma:

HN\@\&
o O O
oo = O
O O O
— > Q
— N Q8

sendo a matriz de transformacao de translacao no espaco homogéneo a seguinte:

1 00 «
010 p
00 1 A
0 0 0 1

2.1.2 Transformacao de Escala no Espaco

Definicao 12 A transformacao de escala T no espaco € uma aplicacio T : R? —

R3, tal que
T AT A 0 0 T
T Yy = )\Qy - 0 >\2 0 Yy )
z A3z 0 0 X3 z

com A1, Ag, Ag > 0.
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No espaco homogéneo a transformagao de escala no espaco seria representada da
seguinte forma:

x )\1 0 0 O T
v | 0 X 0 0 Yy
Z 1 [ 0 0 X O z
1 0O 0 0 1 1

A matriz de transformacao de escala no espaco homogéneo é:

A0 0 0
0 X 0 0
0 0 X3 O
0 0 0 1

2.1.3 Transformacoes de Reflexoes no Espaco
Vamos estudar trés tipos de reflexao no espaco.

a) Reflex0es em relacao aos planos cartesianos:

Definicao 13 A transformacao T de reflexao em relacdo ao plano xOy € uma apli-
cacio T : R> — R3, tal que

T T 1 0 O T
T vy | = Y =101 O Y
z —z 00 -1 z
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zA
p
[ ]
Ly
0 — -y
v/ j/'
X ,
!p’

Figura 2.2: Transformacao de reflexao em relagao ao plano zOy

Definicao 14 A transformacao T de reflexao em relagao ao plano xOz € uma apli-
cacio T: R? — R3, tal que

T T 1 0 O T
Ty |=| -y |]=10-120 Yy
z z 0O 0 1 z

A matriz de transformacao de reflexdao no espaco em relacao ao plano Oz é:

o O =
lO
—

0
0
1

=}
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zA

N

---e

\j
<

8

Figura 2.3: Transformacao de reflexao em relagao ao plano 2Oz

Definicao 15 A transformacao T de reflexao em relagcao ao plano yOz é uma apli-
cacio T : R> — R3, tal que

T —x -1 0 0 T
T| vy | = Y = 0 10 Y
2 z 0 01 z

A matriz de transformagao de reflexao no espago em relagao ao plano yOz é:

-1
0
0

O = O
— O O
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Z | p
| 7
Z _________________ . I’
P
o) . -
Yy

Figura 2.4: Transformacao de reflexao em relagao ao plano yOz

b) Reflexdes em relagao aos eixos coordenados:

Definicao 16 A transformacao T de reflexao em relagcao ao eizo x € uma aplicacao
T:R3> — R3, tal que

T T 1 0 0 T
Ty |=| v |=10 -1 0 Y
z —z 0 0 -1 z

A matriz de transformacao de reflexao no espaco em relagao ao eixo x é:

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1
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~ Y

Figura 2.5: Transformacao de reflexao em relagao ao eixo x

Analogamente,
x’ -1 0 O x
y | = 0 1 0 Y
z' 0 0 —1 z
e
x’ -1 0 0 x
y | = 0 -1 0 Y
2! 0 0 1 z

definem as reflexdes em relagao aos eixos y e z respectivamente.

c) Reflexao na origem:

Definicao 17 A transformacao T de reflexao em relacao a origem no espaco € uma
aplicacao T : R? — R3, tal que

T -z -1 0 0 T
Ty | = —vy | = 0 -1 0 Yy
z —z 0 0 -1 z

A matriz de transformacao de reflexao na origem no espaco é:

-1 0 0
0 -1 0
0 0 -1
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\j

X

Figura 2.6: Transformacao de reflexao no espaco em relagao a origem

2.1.4 Transformacao de Rotacao no Espaco

As matrizes de rotacdo no espago nao sao tao simples de serem definidas como a
matriz de rotacao no plano. Mais podemos simplificar o processo se observarmos a
rotacao de um objeto no espaco a partir de trés rotacoes em torno de cada um dos
eixos cartesianos e observando a ordem das rotacoes pois se alterarmos a ordem em
que elas sao aplicadas obtemos resultados diferentes.
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\j

Figura 2.7: Rotagao em torno dos eixos cartesianos

Vamos considerar a seguinte ordem de rotagao: primeiro em torno do eixo x de
um angulo 6,, segundo em torno do eixo y de um angulo 6, e por dltimo em torno
do eixo z de um angulo 6,.

Proposicao 8 A matriz de uma transformacdo de rotacao no espaco em relagdo ao
eIro T €:

1 0 0
0 cos 0, — send,
0 sen @, cos 6,
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Figura 2.8: Rotacao em relagao ao eixo x no espaco

Demonstragao: Seja o vetor u € R?, com norma igual a r, vamos rotacionar esse
vetor u em torno do eixo x de um angulo ., obtendo assim o vetor v. Considere
que uy e u, sao as componentes do vetor u em relagao ao eixo y e ao eixo z res-
pectivamente, da mesma forma que v, e v, sdo as componentes do vetor v. Assim
temos que: w, = r cos a,u, =r sen o, v, =1 cos (a+0,) e v, =r sen (o + 0,).
Utilizando as identidades trigonométricas (1.1) e (1.2) apresentadas no Capitulo 1

obtemos

r cos (o + 6,)

r (cos a cos 0, — sen « sen 6,)
r cos a cos 0, — rsen « sen 6,
u, cos 0, — u, sen O,

rsen (a+ 0,)

r (sen a cos 6, + sen 6, cos «)
r sen « cos 0, + sen f, cos «
u, cos 0, + wu, sen 0,

u, sen 0, + u, cos O,
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logo
Uy Uy 1 0 0 Uy
vy | =| uy cos 0, —u,sent, | = 0 cos 8, —senb, uy |,
U, u, sen 0, + wu, cos O, 0 senf, cos 0, Uy

portanto a matriz de rotacao no espaco em relacao ao eixo x de um angulo 4, é:

1 0 0
0 cos 0, —sen b,
0 senf, cos 0,

como queriamos demostrar. =
Em coordenadas homogéneas temos que a rotagao no espaco em torno do eixo x
pode ser representada da seguinte forma

x! 1 0 0 0 x
vy | |0 cosf, —senf, O Y
z 0 senf, cos @, O z
1 0 0 0 1 1

Observacao 10 Veja que sendo T a transformacao que rotaciona vetores em torno
do eixo x em um dngulo 0,. temos que:

1 0 0
T(e))=| 0 |, T(ex) = | cos 6, | e T(es) = | —sen b,
0 sen 0, cos 0,

De maneira andloga temos que a rotacao no espago em relagao ao eixo y e ao
eixo z em coordenadas homogéneas serao representadas respectivamente por:

T cos 0, 0O senf, 0 T
7 0 1 0 0 Yy
Z | | —senf, 0 cos b, O z
1 0 0 0 1 1
e
x cos 0, —senf, 0 0 T
y | | senf, cosf, 0 0O Yy
2| 0 0 10 z
1 0 0 01 1

Logo as matrizes de rotagao em relagao aos eixos y e z em coordenadas cartesianas
sao respectivamente
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cos 0, 0 sen 6,
0 1 0
—sen 0, 0 cos 0,

cos 0, —senf6, 0
senf, cos @, O

0 0 1

Como ja definimos as matrizes de rotagao no espago em relagao aos eixos, vamos
nessa proxima secao falar sobre rotacao no espaco usando os angulos de Euler.

2.1.5 Rotacdo no Espaco usando os Angulos de Euler

A parametrizacao das rotacoes no espaco por angulos de Euler da a ideia que
qualquer rotacao no espaco pode ser obtida utilizando as trés rotagoes sucessivas
R,, R, e R, em torno dos eixos coordenados.

Definicao 18 Os dngulos de Euler sao 0, 0, e 0, onde suas respectivas rotagoes
sao dadas por

1 0 0 cos 0, 0 sen 0,
R,=| 0 cos 0, —sent, | ,R,= 0 1 0
0 sen 6, cos 0, —sen ¢, 0 cos 0,
e
cos 6, —senf, O
R.=| senf, cos 6, O
0 0 1

com 0,,0,,0, € [—m, 7|, representando rotag¢des em torno dos eizos T, y e z respec-
tivamente.

Como esta representagao utiliza apenas trés variaveis (6,,0, e 6,) para repre-
sentar uma rotacao, ela é muito util apesar de nao ser facil a composicao de uma
rotacao arbitraria como uma série de trés rotagoes em torno dos eixos coordenados.
A matriz de rotacao especificada pelos angulos de Euler sera obtida pela matriz

R,,0,,0.) = R.R,R,

cos 8, —senf, O cos 6, 0 send, 1 0 0
= senf, cos @, O 0 1 0 0 cos 0, —senf,
0 0 1 —sen 0, 0 cos 0, 0 senf, cos 0,

cos @, sen 0, sen 0, sen 8, sen 6, + cos 8, cos 0, cos 8, sen 0, sen 0, — sen 0, cos 0,

cos f, cos 0, sen 6, sen 0, cos 0, — cos 0, sen 6, cos O, sen 6, cos 0, + sen 0, sen 0,
—sen 0, sen 0, cos 0, cos 0, cos 0,
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Os angulos de Fuler apresentam alguns problemas, entre eles destacamos o " Gim-
bal lock" que significa a perda de um grau de liberdade rotacional, ele acontece

quando alguns dos angulos de Euler é de 90° .

Por exemplo, considere uma sequéncia de rotagoes a serem realizadas por um
vetor. A primeira rotacao de um angulo 6, em torno do eixo x, a segunda é de 90°
em torno do eixo y e a terceira rotagao de um angulo 6, em torno do eixo z. Apoés
estas rotacoes veremos que a rotacao ¢, tem o mesmo efeito que a rotacao em torno
do eixo z. A rotacao 0, = 90° , provoca um alinhamento entre os eixos z e z, o que
causa a perda de um grau de liberdade na rotagdo. Assim R (6,,90°,6,) sera

—sen 90° sen 0, cos 90° cos 0, cos 90°

0 senf, cos 6, — cos 6,sen 8, cos 8, cos 6, + sen 8, sen 0,
= 0 senf,send, + cos 6, cos 0, cos 0,sen 8, — sen 8, cos 0,
—1 0 0

0 sen (6,—6,) cos(0,—06,)
= 0 cos (0,—0.) —sen (0,—80,)
—1 0 0

A matriz acima mostra que a rotacao
R(0,,90°,0.)

depende somente da diferenga (6, — 6,), isto é, tem apenas um grau de liberdade
em vez de dois. Antes de iniciar a proxima secdo, apresentaremos a definicao de
produto vetorial.

2.1.6 Produto Vetorial

Defini¢ao 19 Seja u = (z,y,2),v = (2/,y, ') vetores do espago, entdao o produto
vetorial de w e v € o vetor

uxv=(yz' — zy, za’ — x2' 2y —ya').
Para entender melhor esta definicao e ajudar a sua memorizacao, vamos definir

como se obtém o determinante de uma matriz 2 x 2 e 3 x 3.

.~ . . L b 4
Definicao 20 Seja uma matriz de ordem 2, isto é€, ( ch d ), o determinante dessa
matriz € definido por:
a
c

b
d

‘:ad—bc.
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a c
Definicao 21 Seja uma matriz de ordem 3, isto é, | d e f |, o determinante
g h 1
dessa matriz pode ser definido por:
a b c
def:aZ{—b‘d{’—i-cd;’
g h i g g

Se reescrevermos a Definicao 19 utilizando determinantes de segunda ordem e os
vetores canonicos i, j e k, veremos que o produto vetorial do vetor u = zi+ yj + zk
porv=2xi+yj+zké

i j k
uxv = | Yy =z
x/ y/ Z/
z . x
= yy/ P 1_’ o |t 2 yy/ k.
Proposigao 9 Seja u € R?,entdo:
u X u=0.

Demonstragao: Se u = (z,y, 2), temos que

[SENRSIN-

J
Y
Y

8
X
8
I
8 8 =

(yz — 2y)i — (zz — 22)j + (zy — yx)k
= 0i—0j+0k
= 07
como queriamos demonstrar.
Proposicao 10 O wvetor u X v € ortogonal a w e a v.
Demonstragao: Para mostrar que u X v é ortogonal a u, vamos efetuar o produto
interno com wu:

X
!

Y
.',U/ y/

)
/ /

Yy oz
= x(yz — zy) —y(xz — 22') + 2(zy’ — y2')
= gy —ay'z —ayd + 2'yz +axy'z — 2yz
= 0.

(uxv)-u = X — z

y +

Z/
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De maneira anéloga, mostramos que (u X v) - v = 0. Portanto, u X v é ortogonal
tanto a w quanto a v. =

Proposicao 11 Se 6 ¢ o dangulo formado por u e v, com 0 < 0 < 7, entao
1w vf| = [[ulll|v]sen 6.
Demonstragao: Das defini¢oes de produto vetorial e norma de um vetor, temos
lux ol = (y2' —2y)* + (22’ — 22')* + (g — ya')?
— y22/2 . ny/ZZ/ +22y/2 +Z2x/2 - 21’17/2,2/ —1—5622/2 +
$2y/2 - 25B£E/yy, + nyIQ
— ($2+y2+22)(1‘,2+y,2+2/2) _ (xx'+yy’+zz’)2
= [lul?flol* - (u- v)?
= [lul®flol* — [lul?[[v]* cos® 0
= [lul*|vl*(1 — cos® 0)
= ||ul]*||vl|*sen” 6.

Extraindo a raiz quadrada e observando que vsen? # = sen 6 porque sen 6 > 0
quando 0 < 0 < 7, temos

[l > o] = [[ul]|vllsen 6, (2.1)

o que prova o resultado desejado. m
Proposicao 12 Dois vetores nio nulos u, v € R3 sdo paralelos se, e somente se
ux v=_0.

Demonstracao: Dois vetores nao nulos u e v sao paralelos se o angulo 6 formado
por eles for 0° ou 180°. Em qualquer um dos casos sen # = 0, assim por (2.1) temos
que ||u X v|| =0 e, portanto, u x v=0. =

Aplicando as proposicoes 7 e 8 nos vetores canonicos i, j e k com # = 90° obtemos:

ixj=k jxk=i kxi=]j
jxi=-k kxj=-i ixk=-j
Proposicao 13 Sejam u e v vetores no espaco, entao
ux v=—(vX u).

Demonstragcao: Basta observar que o vetor

uxv = (y2'—zy, 22 — a2 2y — ya!)
= —(2¢f —y2,x — 22 y2' — xy))
= —(vXxu),

como queriamos demonstrar. m

45



Rotacdo no Espaco em torno de um Eixo qualquer CAPITULO 2

2.1.7 Rotacao no Espaco em torno de um Eixo qualquer

Nesta se¢ao, vamos da uma olhada mais aprofundada sobre o processo geométrico
que ocorre durante uma rotacao em torno de um eixo qualquer. Iremos considerar
inicialmente que esse eixo passe pela origem.

Z A - =~ é
~
~
\
N
N TR
h t
pL 8 w
P >
-~
Py
-~
.
o
-~
'
Z

Figura 2.9: Rotacao em torno de um eixo qualquer

Seja o vetor p € R3, vamos rotaciona-lo de um angulo # em torno de um eixo
unitario €. Observe que o vetor p é igual a soma de dois vetores, um paralelo p; ao
eixo € e outro perpendicular p

P=p +p.. (2.2)
Aplicando a transformacao linear de rotacao R no vetor p obtemos o vetor p/
através da equacgao

p'=Rp + Rp,,

temos que Rp; = p; e a componente perpendicular w rotacionada de p, de um
angulo # em torno do eixo € pode ser escrita como

w = (cos 0)p, + (sen O)v,

onde v é um vetor ortogonal aos vetores € e p,, isto é, ele é obtido pelo produto
vetorial de e por p, .
v=(exp,)
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Como ||€é]| = 1 pois ele é unitério e [[(é x p, )| = ||é]/||p[lsen 90°, entao
lol = [l(exp,)l
= [le]l[[p,[lsen 90°
= 1p.1
= .l
Logo temos que a norma de ||v]| = ||p_ || e como w foi obtido de p, por rotacao

eles tem a mesma norma, isto é,

I/ = llvll = lIpll;

assim visualizamos o circulo.

v:éXpL

&)

Figura 2.10: Rotacao
O vetor p’ fica determinado pela equacao

p' = p|+ (cos 0)p, + (sen 0)wv.

Vamos escrever os vetores p;, p, e v em fungdo de p e €. Como p| é a proje¢ao
de p sobre o eixo €, isto é,

~

p| = (e-ple,

da equacdo (2.2) temos que
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b, = P—D
= p —(e-ple

O vetor v sera escrito da seguinte forma

pois € x & = 0, assim podemos obter a equacao

P o= (6-p)e+(cos O)(p — (& p)e) + (sen O)(& X p) (2.3
= (cos O)p+ (1 —cos O)(é-p)é+ (sen 0)(é x p). (2.4)

Mais a formulagao dessa equacao nao é muito préatica nem elegante, embora
esteja escrita nos dados do problema.

Uma outra saida para calcular a rotacao em torno de um eixo qualquer & =
(€, €y,€,) de um vetor p = (z,y,2) seria o calculo da matriz da transformacao
de rotacao. Vamos determiné-la considerando que a primeira, segunda e terceira
coluna seja a transformada dos vetores i,j e k respectivamente. Temos que as
colunas representam rotacoes em torno das direcoes dos eixos coordenados , entao
a matriz de rotacao no espaco homogéneo sera

myr miz myz 0
Mao1 Moy Moz 0
ms; Mgz Mmsaz 0
0 0 0 1
Onde
mi 1 €s 0
may = cos 0| 0 | +(1—cos f)e, | e, | +send €,
masi 0 e, —ey
cos 0+ (1 —cos 6)e?

S
= ezey(l —cos 0) +esen b |,
eze.(1 —cos ) —eysen 6
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Mo 0 €y —e,
Moo = cos 0| 1 | +(1—cos e ey | +sen 6 0
mso 0 €. €z

eyes(1 —cos ) —e, Sen 0
= cos 9+(1—C059
eye.(1 —cos 6) — exsen 0

Mo3 = cos 0| O | +(1—cos Oe ey | +senf | —e,
e.e;(1 —cos 6) + ey sen 6
= e.ey(l —cos 6) — exsen 0

cos 9—|—(1—cos 0)e

|
|
)

Entao pela transformacao de rotacao temos:

/
mi1 Miz My3

Mo Moz MM23
mg3y g2 7133
1 0 0 0

onde a matriz de rotacao seréi

/

’ =

ISERSEES)
_ o O O
— N Q8

cos 04 (1 —cos 0)e2  eye (1 —cos 0) —e,sen 6 e,e.(1—cos )+ eysen 6
exey(l —cos ) +e.sen @ cos 0+ (1 —cos B)e;  e.ey(1 —cos 0) —ezsen 0
eze,(1 —cos 0) —eysen 0 eye,(1 —cos 0) —ezsen § cos 6+ (1 —cos 0)e?

0 0 0

_ o O O

Observacao 11 Na obtencao da matriz M, foram utilizados os sequintes resultados
et=e, eJ=c¢, €ek=e, assim como exi= (0,e,, —e,), exj=(—e,,0,e,) € X
k= (ey,—€;,0), comi=(1,0,0),7=(0,1,0) e k= (0,0,1).

Se o eixo € nao passar pela origem, podemos compor a matriz de rotacao com
duas de translagoes. Considere que o eixo de rotacao € nao passe pela origem, mais
sim pelo vetor p, = (o, Yo, 20), a rotagao final sera dada por

T 1 00 o mi1 M1 Mas 0 1 00 —2X xZ
y L _ 101 0 w M1 Moy Moz 0 01 0 —wo Yy
z 0 01 20 ms31 T3z M33 0 0 0 1 — 20 z
1 000 1 0 0 0 1 000 1 1
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A equagao acima faz uma translagao do vetor p, para origem, em seguida uma
rotacao em torno do eixo € e por ultimo uma translagao para levar o vetor p, a sua
posicao inicial.

Uma maneira mais simples de estudar rotagoes no espaco é através do uso de
Quatérnio o que serd estudado no Capitulo 3.

2.1.8 Instanciacao de Objetos e Hierarquia de movimentos

Quando instanciamos um objeto numa cena, aplicamos transformacgoes geomé-
tricas que colocam o modelo geométrico padrao do objeto no tamanho e na posicao
corretos na cena. Considere, por exemplo, o modelo de um brago mecanico simples
obtido através. O cubo unitario por meio de transformacoes. Basta que o cubo seja
escalado, rodado e transladado de forma adequada.

braco

ante-braco

(a) objeto padrio no espaco do modelo {(b) objetos instanciados no espago da cena

Figura 2.11: Instanciacao de objetos num brago mecanico simples

Para seguir uma cadeia de transformacoes que ocorre em objetos articulados
como o braco mecanico é conveniente pensarmos em outra interpretacao geométrica
para as transformacdes. Ao invés de considerarmos as transformagoes como ocor-
rendo nos objetos, podemos pensar nelas ocorrendo num sistema de eixos, chamados
de eixos locais, que rodam e transladam. A ideia geral é que os eixos locais estao
originalmente coincidentes com os eixos globais. A cada transformacao de rotacao e
translacao, o eixo local muda de posicao. Quando algum objeto for desenhado, ele
estard referenciado no sistema local transformado.

Com a ideia de eixos locais, a instanciacao de objetos para compor o braco
mecanico simples é mais facil de ser organizada. A partir dos eixos xyz a cinematica
do braco mecanico pode ser descrita seguindo a ordem dos objetos, como ilustra o
quadro abaixo.
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Figura 2.12: Eixos locais do braco mecanico

Procedimentos para instanciar objetos no braco mecanico simples
Desenha a base no sistema xyz;

Roda em y;

Roda em z1;

Translada em yl1 de d1/2;

Desenha o ante-brago no sistema x2y2z2;
Translada em yl1 de d1/2;

Desenha cotovelo no sistema x3y3z3;
Roda em z3;

Translada em y3 de d2/2;

Desenha o brago no sistema x4y4z4;
Translada em y3 de d2/2;

Desenha o pulso no sistema x5y5z5;

Roda em z5;

Desenha a mdo no sistema xbybzb;

E interessante notarmos que o procedimento de instanciacao do Quadro acima
resulta na cadeia de matrizes mostrada na tabela abaixo.

base 1
ante-brago | RyR.1 T
cotovelo | RyR,; T, T,
braco R,R, T, T, R.3Ty3
pulso R,R, T, T, R.3T;3T;
mao RszlTlelengygTy3Rz5
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Capitulo 3

Quatérnios

3.1 Fundamentos Historicos

A descoberta dos Quatérnios foi fruto da procura de uma forma algébrica simples
e elegante para representar as rotagoes no espaco onde a partir da extensao dos
ntmeros complexos o Sir William Rowam Hamilton em 1843 inventou uma estrutura
algébrica a qual deu o nome de Quatérnios.

O que motivou Hamilton a procurar nimeros complexos tridimensionais era que
ele queria encontrar uma forma para descrever rotagdes no espacgo, analoga aos
nimeros complexos, onde o produto de dois complexos produz uma rotacao e uma
mudanca de escala no plano. No ano de 1843 do més de outubro numa segunda
feira caminhando pelo Royal Canal em Dublim Hamilton teve a ideia de que seriam
necessarios quatros nimeros para descrever uma rotacao no espaco seguida de um
aumento de escala, um numero representa a mudanca de escala, outro o grau a
ser girado e os outros dois dao o plano em que o vetor deve ser girado. Assim
Hamilton encontrou uma multiplicacao fechada para os ntimeros complexos, quadri-
dimensionais da forma

qg=s+xi+yj+ 2k,

onde

1 = _ji:k7
Jk=-kj=1
ki — —ik — j:
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Hamilton batizou seus numeros complexos de quatérnios. Um quatérnio s+ xi+
yj + zk & usualmente escrito como [s,v],s € R,v € R? onde s é chamado parte
escalar e v = (x,y, z), parte vetorial.

3.1.1 Operacoes com Quatérnios

Nesta secao serd iniciada o estudo das operacoes com quatérnios assim como sua
notacao, entre as operacoes destacamos a adicao, subtracao, multiplicacao por um
escalar e a multiplicacao entre dois quatérnios. Também vamos definir o conjugado
e o inverso de um quatérnio.

Definicao 22 O conjunto dos Quatérnios é representado por H.

Quatérnios sao estruturas algébricas formadas por uma parte escalar s € R
e uma parte vetorial v = (x,y,2) € R3. Usaremos o simbolo “= “para indicar
“igual por defini¢cao ”.
Definicao 23 Sejam i = =k* = —1,ij= —ji=k jk= —kj=ie ki= —ik = j.
Entao, se g € H, podemos escrever:

q = s+xityj+zk

s, (x,y, 2)],com s,x,y,z € R
= [s,v],vER

Definicao 24 Sejam q,q € H, onde q = [s,(z,y,2)] e ¢ = [¢,(2,¢,%)]. O
operador adicio “+ 7, é definido como:

q+d s, 0] + [, V]
s, (z,y,2)] + [8', (', ¢/, 2)]
st+axit+yj+zkl+ [ +2'i+y'j+ 2K

(s+8)+(x+a )i+ (y+y)i+ (2 + 2k

[
[
[
[

Proposigao 14 (Adigao Quatérnia) Sejam q, ¢ € H onde q = [s,v] e ¢ =
[¢', V], entao:
g+15 s+ s, v+ 7]

Demonstracgao:

[s, v] + [s', V]

[s +xi+yj+ 2k| + [ +2'i+ ¢+ 2'K]
[

[

[
+
S8

(s+8)+(x+a)i+(y+y)j+ (z+2)kK]
s+, v+ 7],
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como queriamos demonstrar. m

Definigao 25 Sejam q,q € H, onde g= s+ zi+yj+zke qd =5 +2'i+yj+ k.
A operacao de multiplicacdo € definida por:

e
[
Il

s, v|[s', V]

s, (2, y, 2)][s", (', ¢, )]

s+axt+yj+ 2k +2'i+ y'5+ 2K

ss' — (xa' +yy + 22") + (s2' + s'e +y2' —y'2)i+ (sy + sy + 22’ — 2'2)j
+ (7' + 'z +xy — 2'y)k).

—_— o — —

Proposigao 15 (Multiplicagdo Quatérnia) Sejam q,q € H, onde g = [s, 1] ¢
q =[5, V] entao:

qq =[ss —v sV + v+ vx ]

“oon é

onde e “ x " denotam o produto interno e vetorial em R3, respectivamente.

Demonstracao: Pela Definicao 23, temos que jk = —kj = i, ki = —ik = j,ij =
—Jji = k. Usando-as temos:

qqd = [s,0[s, V]

= (s+ai+yj+zk)(s +2i+9j+2'k)

= s8' — (z2' +yy' + 22') + (s2' + s'x +y2' — 2¢)i
+ (sy' + sy +za’ — a2 )j+ (sz' + s’z + 2y —ya')k
(ss' —v.v) + (yz' — 2y)i+ (22’ — 22")j + (2y — y2')k
+ s(2'i+yj+ 2'k) + ' (xi + yj + 2k)
= [ss' — v, vx v + sV + 50,

0 que prova o resultado desejado. m

Corolario 15.1 A multiplicacao quatérnia geralmente nao é comutativa.
Demonstracao: A prova desse corolario sera feita através de um contra-exemplo,
jAqueij=kmasji=-k =

Apresentaremos algumas proposi¢oes sem prova-las, pois sua prova sao bastante
cansativas e extensas.
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Proposicao 16 Sejam p, q, 4 € H entao:

1. (p 99d = p(g d) (associatividade)
. plg+d)=pq+pq (distributividade a esquerda)
. (g+d)p=qp+4q p (distributividade a direita)

Podemos representar um nimero real r como um quatérnio da forma [r,0]. O
que possibilita a introdugao da multiplicacao por um escalar.

Definicao 26 Sejam g€ H er € R lemos que:
rq=[r,0]q.

A proxima proposicao mostra que a multiplicacao de um quatérnio por um escalar
é comutativa.

Proposigao 17 (Multiplicagdo por um escalar) Sejam g € H e r € R onde
q = [s,v] entdo:
rq= qr.

Demonstracao:

7, 0][s, v]
r+0i+ 0j + 0k)(s + zi + yj + zk)
rs — 0,04+ rv+ s(0,0,0)]

rs + rxi+ ryj + rzk)
s+ xi+yj+ zk)r
= [s,v)r = qr,

como queriamos demonstrar. ®
. g - T o 1
As notagoes = e —q indicam a multiplicacdo de um quatérnio por — e por (—1)
r r
respectivamente com g € He r € R.
Definicao 27 Dados q,qd € H, a subtragao quatérnia é definida por:
g—qd=gq+(-1).

Com esta definicao podemos introduzir a subtragao quatérnia através da propo-
sicao a seguir.
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Proposicao 18 (Subtracao Quatérnia.) Sejam g, ¢ € H, onde g=[s,v] e 4 =
[s', V']. Entao:

-4 =

+(-1)q

— s v—"1].

q
s

Da mesma maneira que definimos o conjugado de um complexo iremos definir o
conjugado de um quatérnio.

Definicao 28 Seja g € H. Entao o conjugado de q serd q° que representamos por

k *

q =[s,v]" =s,—1]

Segue da defini¢ao do conjugado de um quatérnio a seguinte proposicao que tras
algumas propriedades sobre conjugado de quatérnios.

Proposi¢ao 19 Sejam p, g € H entao:

1. (q¢)=g;

2. (g =4qp";

5. (p+a—p+q
494 =d9geR;

Demonstragao: 1) Seja g€ H, isto ¢ g=[s,v] e ¢* = [s, —], logo
(g)" = [s,—(—v)]
2) Sejam p,q € H, onde p = [s,v] e ¢ = [s', V] entdo pela multiplicacao de
quatérnios temos que

pq=[ss’ — v, st +sv+vx ]

logo

(P = [s5 —vt,—sv —s'v—vx ]

= [§'s—v.v,—sv—sv+ v xv] =g'p".

pois
v.v' = v.v (produto interno)

26



Operacdes com Quatérnios CAPITULO 3

e
vx v = —(v X v) (produto vetorial)
3) Sejam p, g € H com p = [s,v] e g = [s', V] temos que
ptg=ls+s v+,
logo

4) Se g= [s,v] entdo ¢* = [s, —v], assim

*

q = [s5—v.v,—5v+ 5V~ v X
= [s*+ I, 0].

)

Temos que qualquer vetor é ortogonal a ele mesmo, isto é
vXx v=0.
Assim

qq =[sstvvsv—sv—vXxv=¢gqeR,

como queriamos demostrar. m
Outra propriedade obtida através da conjugacao quatérnica é a norma.

Definicao 29 Seja p € H, a aplicagdo ||-|| : H — R definida por ||q|| = \/q ¢".
Estd aplicagdo é chamada norma e | q|| € a norma de gq.

A seguir apresentaremos um resumo das propriedades da aplicagao norma.

Proposigao 20 Sejam ¢, ¢ € H e ||| : H — R a aplicagao norma. As sequintes
equacoes sao vdlidas:

1. HQH :\/82+'U.’U: \/82+x2+y2+22
2 gl =4l
3. llg 4l = llalll4]
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Demonstragao: 1) Seja g € H onde g = [s,v] e ¢° = [s, —v], temos que

ldl = Vag
= [s, v][s, — ]
[s?2 + v.v,0]

\/s2+x2+y2+22.

2) Seja g* o conjugado de g segue que

lgll = /a'(g)

3) Sejam ¢, ¢ € H. Assim

ladll = \Jad(ag)

= ldlldl;

como queriamos demonstrar.
Com base no item 1) da Proposicao 20 que define a norma de g € H como

lgll = v/s2 + 22 + y? + 22

Observamos que a norma de um quatérnio tem a mesma definicio do produto
interno de vetores do R*.

I
W
=y

I
W
—~~
8
<

N
=

9]
L

|
o
G\

I

Definigcao 30 Sejam ¢, 4 € H com g
[s', (2", ¥, 2')].
O produto interno € definido como - : H X H — R, onde
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q-qd = ss'+v-d
= ss' +xx' +yy + 22
Dessa definicao segue o seguinte corolario.

Corolério 20.1 A norma de um quatérnio pode ser obtida por | q|| = /@~ q.

Demonstragao: Segue-se da proposigao 7 que g- ¢ = H(_]HQ, com g = [s, (7,9, 2)] €
H. Se indicarmos g como (s, 7,y,2) € R*, o método de calcular a norma acima, é
idéntico ao da norma euclidiana no R*. m

3.1.2 Propriedades Algébricas dos Quatérnios

Nesta se¢ao vamos mostrar que o subconjunto do conjunto dos quatérnios H\ [0, (0, 0, 0)]
¢ um grupo nao abeliano com base na multiplicacao quatérnia.

Defini¢ao 31 O conjunto dos quatérnios H\[0, (0,0,0)]| serd representado por H.

Vamos primeiro definir o que é um grupo para que possamos depois apresentar
algumas proposicoes que mostram que o conjunto dos quatérnios H é um grupo nao
comutativo.

Definicao 32 Seja G um conjunto com um operador - : G x G — G definida por

(a,b) > a-b=ab

G € um grupo se

1. a(bc) = (ab)c,Ya,b,c € G (o operador é associativo)
2. FEziste um unico I € G tal que In = al = a,Ya € G (I € o elemento neutro)

3. Va € G existe um elemento inverso denotado por a=' € G tal que aa™! =

alta=1 (a=' é o elemento inverso de a)

Se ab=ba Va,be G, G ¢ um grupo abeliano ou comutativo.

Sera apresentado dois lemas a seguir onde é mostrado que, existe um elemento
neutro e um inverso em H com relagao a multiplicagao quatérnia.

Lema 32.1 O elemento I=[1,0] € H 6 0 tinico elemento neutro sob a multiplicacao
quatérnia. (I=[1,0] =1 € R)
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Demonstragao: Seja g= [s,v] € H. Como

a = Ig

= [1,0]s, 9]
= [1-s=0-v,1-v+s-0+0x 1
= [1-s,1- v]
[

s, =

Assim I é um elemento neutro. Vamos mostrar que I é o dnico; suponha que
exista outro elemento neutro, digamos J. Entao IJ = JI = I, pois J é um elemento
neutro. Além disso I.J = JI = J, ja que I também é um elemento neutro. Assim
temos que

I=IJ=JI=J,

ouseja, I=J. =

Lema 32.2 Seja g = [s,v] € ]I-]I entao existe um unico q 1 e ]HI tal que q g_l =

%

g = I Onde q ”

>

[~

Demonstracao:  Vamos primeiro mostrar a unicidade do elemento inverso de
g € H. Considere p,P, € H, ambos inversos de g. Assim

p=pI=p(qp,)=(p, 9p,=Ip,=p,

Agora mostraremos que dado q € H existe um elemento inverso denotado por
1 -

4
De fato, seja p o inverso de g, onde p = ||q||2 = ¢g~!. Entdo temos que
q 4
A
ap=4rm="Tm -z -1=1
== Zldl* 4P g
) ¢ lal®
a9 g
pq= ——q=—-=——=1=1
== P g g

Portanto, todo quatérnio em H possui inverso inico. =

Proposicao 21 O conjunto H ¢ um grupo nao - abeliano sob a multiplicacao qua-
térnia.
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Demonstracao: Como o conjunto dos quatérnios é fechado sob a multiplicacao
segundo a definicao de Hamilton. Temos que H tem a propriedade da associatividade
pela Proposicao 16 e possui elemento neutro e inverso com base nos Lemas 32.1 e
32.2. Quanto a ser um grupo nao abeliano, segue da nao - comutatividade dos
quatérnios. m

3.1.3 Quatérnios Unitarios

Estudaremos nesta secao algumas definicoes, proposicoes e propriedades dos qua-
térnios unitarios, um subconjunto do grupo quatérnios que constituem uma esfera
no espaco quadri-dimensional com uma importante aplicagao na rotacao de vetores

3
no R”.

Definicao 33 Seja g € H. Se ||q|| = 1, entdo q € chamado de quatérnio unitdrio.
O conjunto dos quatérnios unitdrios € representado por Hy e se g € H, ele serd
representado por q.

Proposigao 22 Seja q = [s,v] € Hy, entdo existe v € R®, ||[V/|| =1 e § €] — 7, 7]
tal que
q=[cos b, v'send].

Demonstracao: Se g=[1,0] e # =0, ¥/ pode ser qualquer vetor do R?, pois
q=1[1,0] = [cos 0, ¥/sen0].

No caso de g ser diferente do vetor unitario [1,0] e v um vetor do R3 tal que

v 1 , o
m = v Logo v = kv/, onde v/ é um vetor unitario no
v

espago. Como g = [s,v] € H; temos

|v]| = k € R entao v =

1:HQHQ:32+1}-’1)232—}-14321)’-1/:32_1_]{;2'

Como s? + k? = 1 indica uma circunferéncia com centro na origem e raio igual
a 1 no plano. Podemos escrever a equacao da circunferéncia trigonométrica como
cos? 0 + sen?0 = 1, com 0 €] — 7, 7| tal que s = cosf e k = senf. Assim temos que

q=[s,v] = [s,vk] = [cos 0, v'send)],
0 que prova o resultado desejado. m
Proposi¢ao 23 sejam ¢, ¢ € Hy. Entao
1 lgdll =1
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2.4 =4q.

Demonstragio: 1) [|g ¢l = [all@]=1-1=1.

Ak

. q R TN
2) §'=—5=¢,pois|gl=1 m
|4l
Temos que H; C H, isto é, o conjunto dos quatérnios unitarios H; ¢ um subcon-
junto de H = H\[0, (0,0,0)]. Mostraremos através da definicdo e da proposicao a

seguir que H; é um subgrupo de H.

Definigao 34 Seja G e F # ¢ um subconjunto de G. F é um subgrupo de G se:
1. Ya,b € F, temos ab e F (F é fechado)

2. Va€F,a ! eF.
Proposicao 24 O conjunto Hy de quatérnios unitdrios € um subgrupo de H.
Demonstragao: Sejam g, g’ € H;, temos que

lg dll =1,
istoégg'EHle
lg 'l =gl =gl =1

assim 2—1 € H; logo podemos concluir que H; é um subgrupo de H =

3.1.4 Quatérnios e Rotacoes

Como ja falamos anteriormente, que os quatérnios facilitariam as rotagoes de
vetores do R® em torno de um eixo € rotacionado de um angulo 6, explicaremos
como esse processo ¢ obtido seguindo o seguinte roteiro.

1. Considerando uma rotacao de um angulo # em torno de um eixo €, vamos
construir o quatérnio unitario

[ (§) ()]

2. Seja p € R3 isto ¢ p = (x,,2) ou p = i + yj + 2k, vamos considerar o
quatérnio

p=[0,p].
3. Efetuando o produto
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>
"3
>

Obtemos o quatérnio

p =[0,p],

onde p’ é o vetor do R?, rotacionado de p, assim

/

P=apq.

|y
|

p
Observamos que a parte real desse produto é igual a zero e a parte imaginaria
igual ao vetor p'.
Como g ¢ um quatérnio unitério temos que pela Proposi¢ao 23

(Al—l _ g*

oo () () () (2]

O quatérnio p’ possui componente imaginaria igual ao vetor obtido pela equagio

Assim

(cosO)p+ (1 — cosb)(é- p)é + (senb)(é x p).
Vamos mostrar que a igualdade acontece considerando que o eixo de rotagao seja
0 eixo x, isto é, € = (1,0,0) e o angulo de rotagdo serd 6. O procedimento é analogo
se o eixo de rotaca for o eixo y ou o eixo z. Seja g€ H; e p € R3 temos que das
igualdades abaixo
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Efetuando a multiplicacao a seguir

s () o (2) 1,00 0.5 s (£) . —sn (2) 1.0.0]

devemos encontrar o mesmo resultado quando comparamos a parte imaginaria desse
produto com a coordenada do vetor obtido utilizando a equagao

(cosO)p + (1 —cosh)((1,0,0) - p)(1,0,0) + (send)((1,0,0) x p).

Para facilitar, vamos considerar que a = cos (5) e b =sen (§> Assim

—1 (@ + bi+ 0j + 0k)(0 + 2i + yj + zk)(a — bi + 0j + Ok)

= (a+bi)(xi+yj+ zk)(a — bi).

apgq

Como a multiplicacao de quatérnios é associativa, multiplicaremos primeiro ¢

por p e o resultado deste produto por g_l sendo assim temos que

(a+bi)(zi+yj+ 2k)(a —bi) = (azi+ ayj+ azk + bri® + byij + bzik)(a — bi)

= (azi+ ayj + azk — bz + byk — bzj)(a — bi)

= a’zi+ d®yj + a®zk — abx + abyk — abzj — abxi
—abyji — abzki + b?zi — b?yki + b*zji

= a’zi+ d®yj + a®zk — abx + abyk — abzj + abx
+abyk — abzj + b*ri — b*yj — b2k

= a’zi+ b’z + a’yj — 2abzj — b*yj + a*zk
+2abyk — b%2k

= (a®+b*)zi+ [(a® — b*)y — 2ab2]j
+[(a® — b*)z + 2abylk. (3.1)

Das relacoes trigonométricas

cos® o+ sen’av = 1, cos2a = cos® a — sen’a, sen2a = 2senc cos o

e substituindo os valores de a e b em (3.1)obtemos o seguinte resultado.
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i+ cosQyj — senflzj 4+ cosOzk 4+ senfyk = cosbfxi — cosfOxi + xi + cos Oyj
—senfzj + cos 6zk + senfyk
= cosf(zi+yj+ zk) + (1 — cos )i
+senf(yk — zj)
= (cos@)p+ (1 —cosf)((1,0,0) - p)(1,0,0)
+(senf)((1,0,0) x p).

O quatérnio
q=[1,08] =[1,0] =[1,(0,0,0)] =1+ 0i+0j + 0k =1 € R

¢ responsdvel pela rotagao nula, isto é, ele faz com que p’ = p o que resulta em
p' = p. Por facilitar os problemas de composicao de rotagées no espaco, o uso de
quatérnios tornou-se bastante utilizado na computacgao grafica.

3.1.5 Composicoes de Rotagoes no Espaco

Podemos compor rotagoes através de quatérnios unitarios, isto é, seja as rotagoes
definidas por q e por q entao a rotacao resultante da combinacao das rotacoes q
e q é obtida utlhzando o produto g ql onde temos o eixo e o angulo da rotacao que
leva o vetor p da posico original ao ﬁnal da segunda rotacao definida por q

Vamos provar essa propriedade da segumte maneira. Seja p’ o vetor obtldo da
rotagao produzida por q sobre o vetor p e p” o vetor rotacionado de p’ da rotagao
que q2 produziu sobre p’, entao

P=4pr4
e
p'= 9,p ;2_1’
assim temos que
Po= 4(apq g,
= @2 g1)£(g1_1£12_1)
= (4,4,)p(g,3,)"

Vamos exemplificar a composi¢ao de rotagoes com o seguinte exemplo. Considere
um objeto que sofreu duas rotacoes 6, = —60° seguida de 6, = 90°. Assim

65



Composicdes de Rotacdes no Espaco CAPITULO 3

q, = [cos(=30°),sen (—30°)(1,0,0)]
V3 o1
= [7, —5(1,0,0)]
g, = [cos(45%),sen (45%)(0,1,0)]
V2 V2
= [777(07170)] )
logo

Como a norma do vetor

v\ (v (v2\ Vo
() () -

Sabendo que dado um vetor v qualquer diferente do vetor nulo ele pode ser
escrito da seguinte forma

¢ igual a

v= kv,

onde k representa a norma de v e v/ o vetor unitario obtido de v dividindo - se cada
componente pela sua norma. Assim

V2 V6 V2 VIO 1 V3L

47474 ) 4 VB VB VB
portanto

gq - (YO YO 1 V31

g2g1_ 4 Y 4 \/57 \/57\/5 .
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Como

temos que

0
g = arccos <§) &~ 52,248°.

Concluirmos assim que o angulo de rotacao desejada é de 6 = 104,5° em torno

1¢§1>

doeixoe=| —,—, —
( VARV
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