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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas das transformações geométricas no Plano e
no Espaço. Inicialmente, apresentamos alguns tipos de transformações especiais no
Plano e encontramos a matriz de cada uma destas transformações. Na segunda parte
abordamos as transformações no Espaço, dando ênfase as rotações. Utilizamos os
ângulos de Euler para determinar uma rotação no espaço em torno dos eixos carte-
sianos e de�nimos uma equação que permite rotacionar um vetores em torno de um
eixo qualquer. Também abordamos os espaços homogêneos objetivando a represen-
tação matricial da transformação de translação. Por último, usamos a estrutura do
grupo dos Quatérnios para apresentar uma segunda forma de fazer rotações de veto-
res e composição de rotações no espaço. Ressaltamos que este estudo é fundamental
para descrever o movimento de objetos no plano e no espaço.

Palavras Chave: Transformações Geométricas, Ângulos de Euler, Grupo dos
Quatérnios, Espaço Homogêneos.
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Abstract

Abstract: In this work we study some geometric transformations in the plane
and the space. Initially, we present some special types of transformations in the
plane and �nd the matrix of each of these transformations. In the second part we
discourse the transformations in the space, emphasizing the rotations. We will use
the angles of Euler to determine a rotation in the space around the Cartesian axes
and de�ne an equation which allows to rotate a vector around any axis. We also
discuss the homogeneous spaces aiming the matrix representation of transformations
of translation. Finally, we use the structure of the quaternions group to present a
second form to rotation vectors and composition of rotations in the space. We
emphasize that this study is essential to describe the motion of objects in the plane
and in the space.

Key words: Geometric Transformations, Angles of Euler, Quaternions Groups,
Homogeneous Space
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Introdução

No ensino médio, quando os alunos tem os primeiros contatos com os conteúdos
de matrizes, determinantes, trigonometria e funções (este já introduzido no 9o ano
do ensino fundamental), eles têm a ideia equivocada que esses conteúdos são apenas
meros procedimentos matemáticos para cálculos sem nenhuma utilidade, além do
colégio. Visamos neste trabalho, desmiti�car esta ideia. Como observado em [6]
as transformações geométricas tem diversas aplicações na área da computação grá-
�ca, pois permite alterar, modelar e manipular os objetos que estão contidos numa
determinada cena. Por exemplo, mudanças em orientações, tamanho e forma dos
objetos. Elas tem grande importância na descrição da forma e dos movimentos em
cenários virtuais. Uma cena por mais complexa que pareça, pode ser reduzida a
uma mais simples, basta observar que cada componente da cena pode ser observado
como um conjunto de subcomponentes, assim algumas podem ser reduzidas a for-
mas geométricas planas mais simples como triângulos, quadrados, pentágonos entre
outros ou �guras espaciais mais usuais como cubo, cilindro, cone , esfera, etc. A par-
tir dessas formas geométricas utilizando as transformações de forma e movimento,
podemos gerar modelos de cenas mais complexos. Pretendemos mostrar que os con-
ceitos de matrizes, determinantes, trigonometria e principalmente funções são de
extrema importância no desenvolvimento da teoria das transformações geométricas.
Este trabalho será dedicado ao estudo das transformações geométricas no Plano e
no Espaço, assim como o estudo dos quatérnios, estrutura que facilita o estudo das
rotações no espaço. O nosso trabalho está escrito como segue:

No Capítulo 1, introduzimos os conceitos elementares das transformações no
Plano tendo como foco as transformações geométricas: dilatação ou contração, es-
cala, espelhamento ou re�exão, rotação, cisalhamento e translação. Ainda neste
capítulo obtivemos a representação matricial de cada transformação.

O Capítulo 2 é dedicado ao estudo de algumas transformações geométricas no
Espaço Euclidiano. Mais especi�camente, estudamos as rotações em torno dos eixos
ordenados. Também introduzimos os ângulos de Euler objetivando uma forma mais
simples de representar uma rotação no Espaço.

Finalmente no Capítulo 3 deste trabalho, introduzimos o Grupo dos Quatérnios
e usamos esta estrutura para encontrar uma outra forma de representar uma rotação
no Espaço.
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Capítulo 1

Transformações Geométricas no

Plano

1.1 Transformação no Plano

Nesta seção vamos nos dedicar ao estudo das transformações no plano, tendo
como foco as transformações lineares: escala, rotação, re�exão e cisalhamento. Pri-
meiro vamos de�nir o que é uma transformação no R2. Também chamada de função
ou aplicação no plano.

De�nição 1 Uma transformação no R2 é uma aplicação T : R2 −→ R2, que associa
a cada vetor p do plano um novo vetor p′ tal que:

T(p) = p′

ou

T

(
x
y

)
=

(
x′

y′

)
,

onde p =

(
x
y

)
, corresponde as coordenadas do vetor −→op, sendo o a origem do

sistema cartesiano.

Observe que o vetor p é transformado no vetor p′ por uma transformação T :
R2 −→ R2 como indica a �gura abaixo:

1



Transformação no Plano Capítulo 1

Figura 1.1: Transformação de p em p′ no plano

Observação 1 No que segue, denotaremos o vetor −→op por p

Daremos um exemplo simples de uma transformação no R2 para mostrar o que
acontece com o vetor p após ser aplicada uma transformação T.

Exemplo 1 Considere a aplicação T : R2 −→ R2 de�nida por

T

(
x
y

)
=

(
x+ y
x− y

)
.

Note que o vetor p =

(
3
4

)
é transformado por T no vetor

p′ =

(
3 + 4
3− 4

)
=

(
7
−1

)
.

Existem transformações que tem algumas propriedades que a diferenciam das
outras, elas são chamadas de transformações lineares, mais podemos nos fazer a
seguinte pergunta. Quando é que uma transformação é linear? Para responder esta
pergunta precisaremos primeiro de�nir o que é um espaço vetorial.

De�nição 2 Seja um conjunto E, não-vazio, sobre o qual estão de�nidas as opera-
ções de adição e multiplicação por escalar, isto é:

• ∀u, v ∈ E,u+ v ∈ E.

• ∀λ ∈ R,∀ ∈ E, λu ∈ E.

2



Transformação no Plano Capítulo 1

O conjunto E munido dessas duas operações é chamado espaço vetorial real se
forem veri�cados os seguintes axiomas:

1. Para quaisquer vetores u, v,w ∈ E,

(u+ v) +w = u+ (v+w). (associatividade)

2. Existe um vetor em E, denotado por 0 e chamado vetor nulo, para o qual

u+ 0 = 0 + u = u. (elemento neutro)

para qualquer vetor u ∈ E.

3. Para cada vetor u ∈ E, existe um vetor em E, denotado por −u, para o qual

u+ (−u) = (−u) + u = 0. (inverso aditivo)

4. Para quaisquer vetores u, v ∈ E,

u+ v = v+ u. (comutatividade)

5. Para qualquer escalar λ ∈ R e quaisquer vetores u, v ∈ E,

λ(u+ v) = λu+ λv.

6. Para quaisquer escalares λ1, λ2 ∈ R e qualquer vetor u ∈ E,

(λ1 + λ2)u = λ1u+ λ2u.

7. Para quaisquer escalares λ1, λ2 ∈ R e qualquer vetor u ∈ E,

(λ1λ2)u = λ1(λ2u).

8. 1u = u, para qualquer vetor u ∈ E.

Observação 2 Chamaremos os elementos do espaço vetorial E de vetores, inde-
pendentemente de sua natureza. No que segue, exceto referência contrária, quando
falarmos que E é um espaço vetorial, �ca subtendido que E é um espaço vetorial
sobre o conjunto R, dos números reais.

De�nição 3 Sejam E e W espaços vetoriais. Uma transformação T : E −→W, é
dita linear se:

3



Matriz Associada a Transformações Lineares Capítulo 1

1. T(u+ v) = T(u) +T(v), para todo u, v ∈ E;

2. T(λ.v) = λ.T(v), para todo v ∈ E e para todo escalar λ ∈ R.

A De�nição 3 a�rma que se, T : E −→W é linear, ela preserva as duas operações
básicas de um espaço vetorial, isto é, adição de vetores e multiplicação por escalar.

Observação 3 Uma transformação linear T : E −→ E (caso em que E = W ) é
chamado de operador linear sobre E. Neste Capítulo vamos considerar E = W = R2.

Podemos também veri�car se uma transformação T : E −→ W é linear pelo
seguinte lema:

Lema 3.1 Uma aplicação T : E −→W é uma transformação linear se, e somente
se, ∀λ1, λ2 ∈ R, e ∀u, v ∈ E tivermos que

T(λ1p1 + λ2p2) = λ1T(p1) + λ2T(p2).

Demonstração: Se T é linear, utilizando 1 e 2 da De�nição 3 temos que

T(λ1u+ λ2v) = T(λ1u) +T(λ2v)

= λ1T(u) + λ2T(v).

A recíproca segue de que

T(λ1u) = T(λ1u+ 0v)

= λ1T(u) + 0T(v)

= λ1T(u)

e

T(1u+ 1v) = T(u+ v)

= 1T(u) + 1T(v)

= T(u) +T(v),

logo T é linear.
Em outras palavras temos que se aplicarmos uma transformação T a uma com-

binação linear de vetores e obtermos como resultado a combinação linear dos vetores
transformados por T. Essa transformação será linear. Uma propriedade importante
das transformações lineares é que T(0) = 0, isto é, a transformação leva elemento
neutro de um espaço em elemento neutro do outro espaço.

Essa propriedade pode ser demonstrada da seguinte forma,

T(0) = T(0u) = 0T(u) = 0.

4



Matriz Associada a Transformações Lineares Capítulo 1

1.1.1 Matriz Associada as Transformações Lineares

Nesta seção vamos tratar das transformações T associadas a multiplicação de
matrizes. Para cada p ∈ Rn,T(p) é dado por Mp, onde M é uma matriz m × n.
Para simpli�car, muitas vezes denotamos essa transformada matricial por x −→Mp.
Observe que o domínio de T é o Rn quandoM tem n colunas, e o contradomínio de T
é o Rm quando cada coluna de M tem m elementos. Sempre que uma transformada
linear aparece geometricamente ou é descrita em palavras, geralmente queremos
uma " fórmula " para T(p). A discussão que segue mostra que toda transformada
linear T : Rn −→ Rm é na verdade, uma transformada matricial x −→ Mp e que
propriedades importantes da transformação T estão intimamente relacionadas as
propriedades conhecidas da matrizM. A chave para se determinarM é observar que
T �ca completamente determinada pela sua ação nas colunas da matriz identidade
n× n, In.

Apresentaremos a seguir uma proposição que diz que toda transformação linear
pode ser escrita como o produto Mp onde M é denominada de matriz de transfor-
mação.

Proposição 1 : Uma transformação T é linear se, e somente se, T(p) = Mp.

Demonstração: Se T(p) = Mp, então pelas propriedades do produto de matrizes
segue

M(λ1p1 + λ2p2) = M(λ1p1) +M(λ2p2)

= λ1Mp1 + λ2Mp2

= λ1T(p1) + λ2T(p2)

= T(λ1p1 + λ2p2),

portanto T(p) = Mp é linear.
Vamos mostrar agora que se T é uma transformação linear, ela pode ser escrita

da forma M p . Como estamos trabalhando com transformações no plano, sem
perda de generalidade iremos particularizar a demonstração para o R2.

Seja p ∈ R2, isto é, p =

(
x
y

)
temos que

T

(
x
y

)
= T

((
x
0

)
+

(
0
y

))
= T

(
x

(
1
0

)
+ y

(
0
1

))
= xT

(
1
0

)
+ yT

(
0
1

)
.

5



Transformação Linear de Dilatação ou Contração no Plano Capítulo 1

Fazendo-se

T

(
1
0

)
=

(
a
b

)
e T

(
0
1

)
=

(
c
d

)
,

temos que:

T

(
x
y

)
= x

(
a
b

)
+ y.

(
c
d

)
=

(
ax
bx

)
+

(
cy
dy

)
=

(
ax+ cy
bx+ dy

)
=

(
a c
b d

)(
x
y

)
= Mp,

onde M é a matriz de transformação linear como queríamos demonstrar.

Observação 4 Note que todo elemento p ∈ R2 pode ser escrito da forma(
x
y

)
= x

(
1
0

)
+ y

(
0
1

)
,

ou seja, todo vetor do plano é uma combinação linear de e1 =

(
1
0

)
e e2 =(

0
1

)
. Assim,

M =
(
T(e1) T(e2)

)
.

Analogamente se T : R3 −→ R3 então

M =
(
T(e1) T(e2) T(e3)

)
,

onde T(e1) = T

 1
0
0

 ,T(e2) = T

 0
1
0

 e T(e3) = T

 0
0
1

.

Trataremos agora das transformações lineares geométricas do R2. Veremos al-
gumas mais importantes e suas interpretações geométricas.

6



Transformação Linear de Dilatação ou Contração no Plano Capítulo 1

1.1.2 Transformação Linear de Dilatação ou Contração no
Plano

Antes de falarmos da transformação de escala no plano, vamos observar o que
acontece com um vetor v ∈ E, onde E = R2 quando é aplicado uma transforma-
ção de dilatação ou contração. Vejamos algumas transformações de dilatação ou
contração a seguir, assim como suas matrizes de transformação:

a) Dilatação ou contração na direção do vetor:
Seja T : R2 −→ R2, tal que

T

(
x
y

)
= λ

(
x
y

)
=

(
λx
λy

)
=

(
λ 0
0 λ

)(
x
y

)
,

com λ ∈ R.
Observamos que:

• se |λ| > 1, T dilata o vetor;

• se |λ| < 1, T contrai o vetor;

• se λ = 1, T não altera o vetor, o que implica que T é a identidade I ;

• se λ < 0, T troca o sentido do vetor.

Figura 1.2: Transformação de dilatação no plano R2

7



Transformação Linear de Dilatação ou Contração no Plano Capítulo 1

Exemplo 2 A transformação T : R2 −→ R2, T

(
x
y

)
= 3

(
x
y

)
representa uma

dilatação na direção do vetor.

b) Dilatação ou contração na direção do eixo x:
Seja T : R2 −→ R2, tal que

T

(
x
y

)
=

(
λx
y

)
=

(
λ 0
0 1

)(
x
y

)
,

com λ > 0.
Observe que:

• se λ > 1, T dilata o vetor;

• se 0 < λ < 1, T contrai o vetor.

Essa transformação também é chamada dilatação ou contração horizontal de um
fator λ.

Figura 1.3: Dilatação ou contração na direção do eixo x

Nas �guras 1.3 e 1.4 os fatores de dilatação e contração λ foram considerados

λ = 2 e λ =
1

2
. respectivamente.

c) Dilatação ou contração na direção do eixo y:

8



Transformação Linear de Dilatação ou Contração no Plano Capítulo 1

Seja T : R2 −→ R2, tal que

T

(
x
y

)
=

(
x
λy

)
=

(
1 0
0 λ

)(
x
y

)
,

com λ > 0.

Figura 1.4: Dilatação ou contração em relação ao eixo y

Observação 5 No caso de λ = 0, teríamos:

T

(
x
y

)
=

(
x
0y

)
=

(
x
0

)
e T seria a projeção ortogonal do plano sobre o eixo x, como podemos ver pela �gura.

9



Transformação de Escala no Plano Capítulo 1

Figura 1.5: Projeção ortogonal do plano sobre o eixo x

Se λ = 0 no caso b), T seria a projeção ortogonal do plano sobre o eixo y.

1.1.3 Transformação de Escala no Plano

A transformação de escala é uma aplicação T : R2 −→ R2 onde a abscissa
x é multiplicada por um fator s1 e a ordenada y por um fator s2 e a matriz de
transformação é dada por:

M =

(
s1 0
0 s2

)
,

pois

T(p) =

(
s1x
s2y

)
=

(
s1 0
0 s2

)(
x
y

)
.

Exemplo 3 Vamos aplicar a transformação de escala no triângulo de vérticesA(1, 1),

B(5, 2) e C(3, 3); com s1 =
1

2
e s2 = 2. Assim se A′,B′ e C′ são os novos vértices

do triângulo após a aplicação da transformação de escala, temos que: A′
(

1

2
, 2

)
,

B′(
5

2
, 2) e C′

(
3

2
, 6

)
. Observe a �gura abaixo para entender o que aconteceu com o

triângulo ABC.
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Figura 1.6: Transformação de escala no R2

Porém, como podemos observar, a escala modi�ca a posição inicial do nosso
elemento. Para contornar esse problema, podemos de�nir um ponto desse elemento
como ponto de origem (também chamado de pivot). Então moveríamos esse ponto
para origem do sistema de coordenadas por meio de uma translação (que será vista
mais a diante) e só depois aplicada a escala. Após a aplicação da escala no nosso
elemento levaríamos de volta o pivot para a posição inicial.

Na transformação de escala temos que os escalares s1 e s2 são números reais
positivos. Quando eles variam no intervalo (0,1) temos uma redução da dimensão
correspondente e se s1 e s2 forem maiores que 1 teremos um aumento, porém se forem
negativos os pontos do plano seriam espelhados em torno de um eixo correspondente.

1.1.4 Transformação de Espelhamento ou Re�exão no Plano

A transformação linear de espelhamento ou re�exão tem a matriz de transfor-
mação igual a matriz identidade com alguns de seus termos da diagonal principal
com sinal negativo. Apresentaremos alguns tipos transformações de espelhamento.

1. A transformação de espelhamento em relação ao eixo x:

Seja T : R2 −→ R2, tal que

T

(
x
y

)
=

(
x
−y

)
.

11



Transformação de Espelhamento ou Re�exão no Plano Capítulo 1

Figura 1.7: Transformação de espelhamento em relação ao eixo x

Note que a matriz de uma transformação de espelhamento em relação ao eixo
x, é dada por:

M =

(
1 0
0 −1

)
.

De fato, (
x
−y

)
=

(
1 0
0 −1

)(
x
y

)
.

2. Espelhamento em relação ao eixo y:

Seja T : R2 −→ R2, tal que

T

(
x
y

)
=

(
−x
y

)
.
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Figura 1.8: Transformação de espelhamento em relação ao eixo y

Note que a matriz de uma transformação de espelhamento em relação ao eixo
y é dada por:

M =

(
−1 0
0 1

)
.

De fato, (
−x
y

)
=

(
−1 0
0 1

)(
x
y

)
.

3. Espelhamento em torno da origem:

Seja T : R2 −→ R2, tal que

T

(
x
y

)
=

(
−x
−y

)
.
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Figura 1.9: Transformação de espelhamento em relação a origem

Note que a matriz de uma transformação de espelhamento em relação a origem
é dada por:

M =

(
−1 0
0 −1

)
.

De fato, (
−x
−y

)
=

(
−1 0
0 −1

)(
x
y

)
.

4. Espelhamento em torno da reta y = −x:
Seja T : R2 −→ R2, tal que

T

(
x
y

)
=

(
−y
−x

)
.
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Figura 1.10: Transformação de espelhamento em torno da reta y = −x

Note que a matriz de uma transformação de espelhamento em relação a reta
y = −x é dada por:

M =

(
0 −1
−1 0

)
.

De fato, (
−y
−x

)
=

(
0 −1
−1 0

)(
x
y

)
.

5. Espelhamento em torno da reta y = x:

Seja T : R2 −→ R2, tal que

T

(
x
y

)
=

(
y
x

)
.
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Figura 1.11: Transformação de espelhamento em torno da reta y = x

Note que a matriz de uma transformação de espelhamento em relação a reta
y = x é dada por:

M =

(
0 1
1 0

)
.

De fato, (
y
x

)
=

(
0 1
1 0

)(
x
y

)
.

1.1.5 Transformação de Rotação no Plano

Apresentaremos agora a transformação de rotação no plano. Ela permite rotacio-
nar um vetor em torno da origem de um ângulo θ através da multiplicação da matriz
de transformação de rotação pela coordenadas do vetor que queremos rotacionar.

De�nição 4 Uma transformação de rotação no plano em torno da origem de um
ângulo θ é uma aplicação

R : R2 −→ R2,

tal que

R

(
x
y

)
=

(
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

)(
x
y

)
.
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Proposição 2 A matriz de uma transformação de rotação no R2 é dada por:

M =

(
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

)
.

Demonstração: Para realizar esta demonstração vamos precisar das seguintes
fórmulas trigonométricas:

sen (α + θ) = sen α cos θ + sen θ cos α (1.1)

cos (α + θ) = cos α cos θ − sen α sen θ (1.2)

Figura 1.12: Transformação de rotação no R2

Pela �gura vemos que

sen α =
y

r
→ y = r sen α

cos α =
x

r
→ x = r cos α

assim podemos escrever o vetor p em função de cos e sen, isto é,

p =

(
r cos α
r sen α

)
.

Fazendo a rotação do vetor p de um ângulo θ em torno da origem temos:
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R(p) = R

(
x
y

)
=

(
r cos (α + θ)
r sen (α + θ)

)
,

como R(p) = p′ e p′ =
(
x′

y′

)
, concluirmos que(
x′

y′

)
=

(
r cos (α + θ)
r sen (α + θ)

)
.

Utilizando as fórmulas trigonométricas (1.1) e (1.2) obtemos(
x′

y′

)
=

(
r cos α cos θ − r sen α sen θ
r cos α sen θ + r sen α cos θ

)
.

Desde que x = r cos α e y = r sen α temos que(
x′

y′

)
=

(
x cos θ − y sen θ
x senθ + y cos θ

)
=

(
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

)(
x
y

)
,

ou seja, a matriz de rotação de um ângulo θ em torno da origem é

M =

(
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

)
,

o que prova o resultado desejado.
Poderíamos ter encontrado a matriz de uma transformação de rotação de uma

maneira mais simples se observarmos que as colunas da matriz de rotação são as
coordenadas dos vetores {e1, e2} transformados pela transformação R, isto é:

R(e1) = R

(
1
0

)
=

(
cos θ
sen θ

)
e

R(e2) = R

(
0
1

)
=

(
−sen θ

cos θ

)
.
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Figura 1.13: Dedução direta da matriz de rotação

Como M =
(
R(e)1 R(e)2

)
, segue que

M =

(
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

)
.

1.1.6 Produto Interno e Rotação

Se u e v são vetores em Rn, podemos considerar u e v como matrizes n × 1. A
transposta uT é uma matriz 1× n, e o produto matricial uT · v é uma matriz 1× 1,
que vamos escrever como um número real(escalar). O número uT · v é chamado o
produto interno de u por v e é escrito muitas vezes como u · v. Portanto Se

u =


u1
u2
...
un

 , v =


v1
v2
...
vn


então o produto interno de u e v é:

(
u1 u2 · · · un

)


v1
v2
...
vn

 = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.
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As propriedades do produto interno são as seguintes: Sejam u, v e w vetores em Rn

e seja λ um escalar. Então

• u · v = v · v;

• (u+ v) ·w = u ·w+ v ·w;

• (λv) ·w = λ(v ·w) = v · (λw);

• u · u > 0 e u · u = 0 se e somente se u = 0.

De�nição 5 Seja os vetores u, v ∈ R2, tal que u = (x1, y1) e v = (x2, y2) o produto
interno de u por v que representaremos por u · v, será determinado por x1x2 + y1y2,
isto é:

u · v = x1x2 + y1y2.

De�nição 6 Dado um vetor v ∈ R2, a norma, módulo ou comprimento de v é o
número real não-negativo, representado por ‖v‖, de�nido por:

‖v‖ =
√
v · v.

Proposição 3 Seja uma matriz M de transformação no plano , então:

MTM =

(
‖u‖2 u · v
v · u ‖v‖2

)
,

onde MT é a matriz transposta de M.

Demonstração: Sejam u, v ∈ R2, tais que T(e1) = u e T(e2) = v, onde u =(
a
b

)
e v =

(
c
d

)
. Então a matriz de transformação será

M =

(
a c
b d

)
,

portanto a transposta da matriz M será:

MT =

(
a b
c d

)
.

Logo
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MTM =

(
a b
c d

)(
a c
b d

)
=

(
a2 + b2 ac+ bd
ca+ db c2 + d2

)
=

(
u · u u · v
v · u v · v

)
=

(
‖u‖2 u · v
v · u ‖v‖2

)
,

como queríamos demostrar.

Observação 6 O produto interno de dois vetores u e v no espaço vetorial E tam-
bém pode ser de�nido da seguinte forma

u · v = ‖u‖‖v‖ cos β

onde β é o ângulo formado pelos vetores u e v.

Proposição 4 Os vetores u e v são ortogonais se, e somente se,

u · v = 0.

Demonstração: Se u é ortogonal a v, ou seja, perpendicular, o ângulo entre eles
é 90◦ pela Observação 6 temos

u · v = ‖u‖‖v‖ cos 90◦

= ‖u‖‖v‖0
= 0,

como queríamos demostrar.

De�nição 7 Dizemos que um vetor u é unitário se sua norma for igual a 1, isto é:

‖u‖ = 1.

Neste caso dizemos que u está normalizado.

Proposição 5 Todo vetor u não-nulo pode ser normalizado, fazendo-se:

u =
u

‖u‖
.
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Produto Interno e Rotação Capítulo 1

Demonstração: Observe que

u

‖u‖
· u

‖u‖
=
u · u
‖u‖2

=
‖u‖2

‖u‖2
= 1

e, portanto
u

‖u‖
é unitário.

De�nição 8 Dois vetores u e v são ortonormais se, somente se, ambos forem uni-
tário e ortogonais entre si, isto é:

u · v = 0

e
‖u‖ = ‖v‖ = 1.

De�nição 9 Se os vetores coluna de uma matriz M são unitários e ortogonais dois
a dois, dizemos que M é uma matriz ortonormal.

Exemplo 4 A matrizM de rotação no plano é ortonormal, pois temos u =

(
cos θ
sen θ

)
e v =

(
−sen θ

cos θ

)
, logo

u · v = cos θ (−sen θ) + sen θ cos θ = 0

e
‖u‖ = ‖v‖ =

√
cos2 θ + sen2 θ =

√
1 = 1.

Observação 7 O produto interno é comutativo, ou seja,

u · v = v · u.

Proposição 6 Seja M uma matriz ortonormal, então

MT = M−1.

Demonstração: Pela Preposição 3, segue que

MTM =

(
‖u‖2 u · v
v · u ‖v‖2

)
=

(
1 0
0 1

)
= I,

onde I é a matriz identidade, portanto MT = M−1 como queríamos demostrar.
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A�rmação 1 Numa rotação, em termos de coordenadas tanto faz rotacionarmos o
vetor p em um ângulo θ ou escrevermos as coordenadas deste vetor num sistema de
coordenadas rotacionado de −θ, ou seja :(

u
v

)
=

(
x′

y′

)
=

(
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

)
.

Figura 1.14: Transformação versus mudança de base

Demonstração: Temos que as coordenadas dos vetores u e v em relação aos eixos

cartesianos x e y são: u =

(
ux
uy

)
e v =

(
vx
vy

)
, onde

ux = cos (−θ);
uy = −sen (−θ);
vx = sen (−θ);
vy = cos (−θ);

assim:

u =

(
cos (−θ)
−sen (−θ)

)
e v =

(
sen (−θ)
cos (−θ)

)
,

como as colunas da matriz de transformação são as coordenadas dos vetores trans-
formados, então a matriz M de rotação de um ângulo −θ será:
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M =

(
cos (−θ) sen (−θ)
−sen (−θ) cos (−θ)

)
,

más cos (−θ) = cos θ e sen (−θ) = −sen θ , logo:

M =

(
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

)
,

portanto (
u
v

)
=

(
x′

y′

)
=

(
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

)(
x
y

)
,

como queríamos demonstrar.
Temos ainda que se escrevemos a matriz de rotação de um ângulo −θ teríamos

a matriz

A =

(
cos (−θ) −sen (−θ)
sen (−θ) cos (−θ)

)
=

(
ux uy
vx vy

)
=

(
cos θ sen θ
−sen θ cos θ

)
.

Observe que a transposta da matriz A é igual a M , assim

AT =

(
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

)
= M.

Através dessa igualdade podemos concluir que para rotacionar um vetor em um
ângulo −θ basta tomar a transposta da matriz de rotação M, isto é, dado um vetor
p do R2 temos que:

p′ =

(
x′

y′

)
=

(
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

)(
x
y

)
= Mp

e

p′′ =

(
x′′

y′′

)
=

(
cos θ sen θ
−sen θ cos θ

)(
x
y

)
= MTp,

onde p′ é o vetor rotacionado de p em um ângulo θ e p′′ é obtido do mesmo vetor p
numa rotação de um ângulo −θ.

1.1.7 Transformação de Cisalhamento no Plano

Agora vamos falar da transformação linear de cisalhamento que consiste em
preservar uma coordenada e mover a outra, mais esse movimento depende do valor
da coordenada inalterada.
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Proposição 7 Uma transformação de cisalhamento em relação ao eixo x é uma
aplicação T : R2 −→ R2, tal que

T

(
x
y

)
=

(
x+ y tg γ

y

)
=

(
1 tg γ
0 1

)(
x
y

)
,

onde γ é o ângulo de deslocamento em relação ao eixo y. A matriz de transformação
de cisalhamento em relação ao eixo x é:

M =

(
1 tg γ
0 1

)
,

Figura 1.15: Transformação de cisalhamento em x

Demonstração: Para obter a matriz de transformação acima, observe que se T é
uma transformação de cisalhamento então para todo p ∈ R2 temos

T(p) =

(
x′

y′

)
=

(
x+ y tg γ

y

)
=

(
1 tg γ
0 1

)(
x
y

)
.

A ordenada permanece inalterada e a abscissa sofre um acréscimo k ∈ R, isto é:

y′ = y e x′ = x+ k

como tg γ =
k

y
→ k = y tg γ, temos

x′ = x+ y tg γ,

o que prova o resultado desejado.

Observação 8 Caso o deslocamento seja em direção ao eixo y, digamos com o
ângulo de deslocamento β a matriz de transformação será:
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M =

(
1 0

tg β 1

)
.

Se o cisalhamento ocorrer em ambas direções a matriz de transformação será

M =

(
1 tg γ

tg β 1

)
pois teríamos (

x′

y′

)
=

(
x + y tg γ
x tg β + y

)
=

(
1 tg γ

tg β 1

)(
x
y

)
.

1.1.8 Transformação de Translação no Plano

Uma transformação importante na computação grá�ca mais que não é linear, é
a transformação de translação que consiste em adicionar um vetor t não nulo ao

vetor p =

(
x
y

)
, esta transformação por ser muito usada no processo grá�co deve

ser representada de uma forma mais simples possível.
Seja um vetor p ∈ R2, a transformação de translação pode ser vista como:

T : R2 −→ R2, tal que

T(p) =

(
x′

y′

)
=

(
x
y

)
+

(
α
β

)
= p+ t .
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Figura 1.16: Transformação de Translação no plano

A transformação de translação não é linear pois não transforma o vetor nulo nele
mesmo, pois

T(0) =

(
0
0

)
+

(
α
β

)
= t 6= 0.

Como a translação não é linear ela não pode ser escrita na forma

T(p) =

(
x′

y′

)
=

(
a c
b d

)(
x
y

)
= Mp,

com a, b, c e d constantes reais.
Escrevendo a translação na forma matricial temos que(

x′

y′

)
=

(
x
y

)
+

(
α
β

)
=

(
1 0
0 1

)(
x
y

)
+

(
α
β

)
.

Porém esta forma di�culta a escrita de composição de transformações, pois se
temos duas transformações lineares digamos M1 e M2 a sua composta é dada por
M2M1, mas no caso de as transformações serem do tipoT(p) = Mp+t a composição
apresenta uma certa di�culdade na escrita quando o número de transformação vai
aumentando.
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1.1.9 Espaço Homogêneo

Existe uma maneira de tratarmos translações como transformações lineares,
basta imaginar o

R2 =


 x

y
z

 ∈ R3; z = cte

 ,

isto é, sendo um plano do R3 com a componente z igual a uma constante real w, assim
o plano seria visto como um espaço de dimensão três chamado de espaço homogêneo
onde as coordenadas x e y do R2 seriam vista como coordenadas homogêneas xh, yh

e w, portanto um vetor p =

(
x
y

)
do plano será representado no espaço homogêneo

por

 xh
yh
w

 .
As coordenadas do espaço homogêneo são chamadas de de homogêneas ou pro-

jetivas.
Para nosso estudo vamos considerar w = 1, então uma transformação de trans-

lação de vetores do R2 pode ser vista como uma transformação linear de vetores que
estão no plano z = 1.

Figura 1.17: Imersão do R2 no sistema homogêneo xh, yh e w
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Assim  x′

y′

1

 =

 1 0 tx
0 1 ty
0 0 1

 x
y
1


representa uma transformação de translação que ocorre no plano z = 1.

Observe que para qualquer vetor p do R2 com coordenadas
(
x
y

)
é único o vetor

no sistema homogêneo representado por

 x
y
1

, da mesma forma temos que para

cada vetor no espaço homogêneo com w = 1, ou seja,

 x
y
1

 também é único o vetor

do R2. Sendo assim podemos representar transformações do R2 com matrizes 3×3 e
transformações do R3 com matrizes 4×4, para não confundir um vetor homogêneo do
R2 com um vetor cartesiano do R3 já que ambos possuem três coordenadas faremos
o seguinte:

Usaremos ( ) para representar vetores cartesianos e [ ] para representar vetores
do espaço homogêneo.

Com a utilização das coordenadas homogêneas podemos dar o mesmo tratamento
algébrico as transformações translação dado as transformações lineares, desta ma-
neira o processo de composição de transformações �ca mais simples, sendo modelado
pelo produto de matrizes.

Exemplo 5 A equação x′

y′

1

 =

 1 0 x
0 1 y
0 0 1

 cosα −senα 0
senα cosα 0

0 0 1

 1 0 −x
0 1 −y
0 0 1

 x
y
1

 ,
representa a composição de duas translações com uma rotação de um ângulo α num

vetor p =

(
x
y

)
do plano em coordenadas homogêneas.
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Capítulo 2

Transformações Geométricas no

Espaço

2.1 Transformações Geométricas no Espaço

No espaço vamos estudar as transformações de escala, re�exão, rotação e trans-
lação.Vamos de�nir o que é uma transformação no espaço.

De�nição 10 Uma transformação no R3 é uma aplicação T : R3 −→ R3, que
associa a cada vetor p do espaço um novo vetor p′ tal que:

T(p) = p′

ou

T

 x
y
z

 =

 x′

y′

z′

 .

Onde p =

 x
y
z

 , corresponde as coordenadas do vetor ~op, sendo o a origem do

espaço.
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Figura 2.1: Transformação de p em p′ no espaço

2.1.1 Transformação de Translação no Espaço

A transformação de translação no espaço possui a mesma características da trans-
formação de translação no plano sendo apenas uma ampliação do mesmo.

De�nição 11 A transformação de translação T no espaço é uma aplicação T :
R3 −→ R3, tal que

T

 x
y
z

 =

 x
y
z

+

 α
β
λ

 ,

onde t =

 α
β
λ

 é um vetor não-nulo.

Observação 9 Como a transformação de translação no espaço não é linear porque
não preserva a origem, isto é, a transformada do vetor nulo é t, que é diferente de
zero. A translação não pode ser escrita da forma: x′

y′

z′

 =

 a d g
b e h
c f i

 x
y
z

 ,

com a, b, c, d, e, f, g, h, i ∈ R.

31



Transformação de Escala no Espaço Capítulo 2

A forma matricial de uma transformação de translação no espaço é a seguinte:

 x′

y′

z′

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 x
y
z

+

 α
β
λ

 .

Por esta forma de escrita não facilitar a composição de transformações, vamos
utilizar o mesmo raciocínio que utilizamos no plano. Para facilitar a composição de
transformações, vamos olhar as transformações de translação no espaço como uma
transformação linear através do espaço homogêneo, ou seja, o R3 será visto como o
conjunto 


x
y
z
w

 ∈ R4; w = cte

 ;

no nosso estudo vamos considerar w = 1.
Então a transformação de translação no espaço poder ser escrita em coordenadas

homogêneas da forma: 
x′

y′

z′

1

 =


1 0 0 α
0 1 0 β
0 0 1 λ
0 0 0 1



x
y
z
1

 ,
sendo a matriz de transformação de translação no espaço homogêneo a seguinte:

1 0 0 α
0 1 0 β
0 0 1 λ
0 0 0 1

 .
2.1.2 Transformação de Escala no Espaço

De�nição 12 A transformação de escala T no espaço é uma aplicação T : R3 −→
R3, tal que

T

 x
y
z

 =

 λ1x
λ2y
λ3z

 =

 λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 x
y
z

 ,

com λ1, λ2, λ3 > 0.
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No espaço homogêneo a transformação de escala no espaço seria representada da
seguinte forma: 

x′

y′

z′

1

 =


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 1



x
y
z
1

 .
A matriz de transformação de escala no espaço homogêneo é:

λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 1

 .
2.1.3 Transformações de Re�exões no Espaço

Vamos estudar três tipos de re�exão no espaço.

a) Re�exões em relação aos planos cartesianos:

De�nição 13 A transformação T de re�exão em relação ao plano xOy é uma apli-
cação T : R3 −→ R3, tal que

T

 x
y
z

 =

 x
y
−z

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 x
y
z

 .

A matriz de transformação de re�exão no espaço em relação ao plano xOy é: 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .
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Figura 2.2: Transformação de re�exão em relação ao plano xOy

De�nição 14 A transformação T de re�exão em relação ao plano xOz é uma apli-
cação T : R3 −→ R3, tal que

T

 x
y
z

 =

 x
−y
z

 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 x
y
z

 .

A matriz de transformação de re�exão no espaço em relação ao plano xOz é: 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 .
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Figura 2.3: Transformação de re�exão em relação ao plano xOz

De�nição 15 A transformação T de re�exão em relação ao plano yOz é uma apli-
cação T : R3 −→ R3, tal que

T

 x
y
z

 =

 −xy
z

 =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1

 x
y
z

 .

A matriz de transformação de re�exão no espaço em relação ao plano yOz é: −1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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Figura 2.4: Transformação de re�exão em relação ao plano yOz

b) Re�exões em relação aos eixos coordenados:

De�nição 16 A transformação T de re�exão em relação ao eixo x é uma aplicação
T : R3 −→ R3, tal que

T

 x
y
z

 =

 x
−y
−z

 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 x
y
z

 .

A matriz de transformação de re�exão no espaço em relação ao eixo x é: 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .
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Figura 2.5: Transformação de re�exão em relação ao eixo x

Analogamente,  x′

y′

z′

 =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 x
y
z


e  x′

y′

z′

 =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 x
y
z


de�nem as re�exões em relação aos eixos y e z respectivamente.

c) Re�exão na origem:

De�nição 17 A transformação T de re�exão em relação a origem no espaço é uma
aplicação T : R3 −→ R3, tal que

T

 x
y
z

 =

 −x−y
−z

 =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 x
y
z

 .

A matriz de transformação de re�exão na origem no espaço é: −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .
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Figura 2.6: Transformação de re�exão no espaço em relação a origem

2.1.4 Transformação de Rotação no Espaço

As matrizes de rotação no espaço não são tão simples de serem de�nidas como a
matriz de rotação no plano. Mais podemos simpli�car o processo se observarmos a
rotação de um objeto no espaço a partir de três rotações em torno de cada um dos
eixos cartesianos e observando a ordem das rotações pois se alterarmos a ordem em
que elas são aplicadas obtemos resultados diferentes.
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Figura 2.7: Rotação em torno dos eixos cartesianos

Vamos considerar a seguinte ordem de rotação: primeiro em torno do eixo x de
um ângulo θx, segundo em torno do eixo y de um ângulo θy e por último em torno
do eixo z de um ângulo θz.

Proposição 8 A matriz de uma transformação de rotação no espaço em relação ao
eixo x é:  1 0 0

0 cos θx − senθx
0 sen θx cos θx

 .
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Figura 2.8: Rotação em relação ao eixo x no espaço

Demonstração: Seja o vetor u ∈ R3, com norma igual a r, vamos rotacionar esse
vetor u em torno do eixo x de um ângulo θx, obtendo assim o vetor v. Considere
que uy e uz são as componentes do vetor u em relação ao eixo y e ao eixo z res-
pectivamente, da mesma forma que vy e vz são as componentes do vetor v. Assim
temos que: uy = r cos α, uz = r sen α, vy = r cos (α + θx) e vz = r sen (α + θx).
Utilizando as identidades trigonométricas (1.1) e (1.2) apresentadas no Capítulo 1
obtemos

vy = r cos (α + θx)

= r (cos α cos θx − sen α sen θx)

= r cos α cos θx − r sen α sen θx

= uy cos θx − uz sen θx

e

vz = r sen (α + θx)

= r (sen α cos θx + sen θx cos α)

= r sen α cos θx + sen θx cos α

= uz cos θx + uy sen θx

= uy sen θx + uz cos θx
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logo

 vx
vy
vz

 =

 ux
uy cos θx − uz sen θx
uy sen θx + uz cos θx

 =

 1 0 0
0 cos θx −sen θx
0 sen θx cos θx

 ux
uy
uz

 ,

portanto a matriz de rotação no espaço em relação ao eixo x de um ângulo θx é: 1 0 0
0 cos θx −sen θx
0 sen θx cos θx


como queríamos demostrar.

Em coordenadas homogêneas temos que a rotação no espaço em torno do eixo x
pode ser representada da seguinte forma

x′

y′

z′

1

 =


1 0 0 0
0 cos θx −sen θx 0
0 sen θx cos θx 0
0 0 0 1



x
y
z
1

 .
Observação 10 Veja que sendo T a transformação que rotaciona vetores em torno
do eixo x em um ângulo θx. temos que:

T(e1) =

 1
0
0

 ,T(e2) =

 0
cos θx
sen θx

 e T(e3) =

 0
−sen θx
cos θx

 .

De maneira análoga temos que a rotação no espaço em relação ao eixo y e ao
eixo z em coordenadas homogêneas serão representadas respectivamente por:

x′

y′

z′

1

 =


cos θy 0 sen θy 0

0 1 0 0
−sen θy 0 cos θy 0

0 0 0 1



x
y
z
1


e 

x′

y′

z′

1

 =


cos θz −sen θz 0 0
sen θz cos θz 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



x
y
z
1

 .
Logo as matrizes de rotação em relação aos eixos y e z em coordenadas cartesianas

são respectivamente
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 cos θy 0 sen θy
0 1 0

−sen θy 0 cos θy


e  cos θz −sen θz 0

sen θz cos θz 0
0 0 1

 .

Como já de�nimos as matrizes de rotação no espaço em relação aos eixos, vamos
nessa próxima seção falar sobre rotação no espaço usando os ângulos de Euler.

2.1.5 Rotação no Espaço usando os Ângulos de Euler

A parametrização das rotações no espaço por ângulos de Euler dá a ideia que
qualquer rotação no espaço pode ser obtida utilizando as três rotações sucessivas
Rx, Ry e Rz em torno dos eixos coordenados.

De�nição 18 Os ângulos de Euler são θx, θy e θz onde suas respectivas rotações
são dadas por

Rx =

 1 0 0
0 cos θx −sen θx
0 sen θx cos θx

 ,Ry =

 cos θy 0 sen θy
0 1 0

−sen θy 0 cos θy


e

Rz =

 cos θz −sen θz 0
sen θz cos θz 0

0 0 1


com θx, θy, θz ∈ [−π, π], representando rotações em torno dos eixos x, y e z respec-
tivamente.

Como esta representação utiliza apenas três variáveis (θx, θy e θz) para repre-
sentar uma rotação, ela é muito útil apesar de não ser fácil a composição de uma
rotação arbitrária como uma série de três rotações em torno dos eixos coordenados.
A matriz de rotação especi�cada pelos ângulos de Euler será obtida pela matriz

R(θx, θy, θz) = RzRyRx

=

 cos θz −sen θz 0
sen θz cos θz 0

0 0 1

 cos θy 0 sen θy
0 1 0

−sen θy 0 cos θy

 1 0 0
0 cos θx −sen θx
0 sen θx cos θx


=

 cos θy cos θz sen θx sen θy cos θz − cos θx sen θz cos θx sen θy cos θz + sen θx sen θz
cos θy sen θz sen θx sen θy sen θz + cos θx cos θz cos θx sen θy sen θz − sen θx cos θz
−sen θy sen θx cos θy cos θx cos θy
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Os ângulos de Euler apresentam alguns problemas, entre eles destacamos o "Gim-
bal lock" que signi�ca a perda de um grau de liberdade rotacional, ele acontece
quando alguns dos ângulos de Euler é de 90◦ .

Por exemplo, considere uma sequência de rotações a serem realizadas por um
vetor. A primeira rotação de um ângulo θx em torno do eixo x, a segunda é de 90◦

em torno do eixo y e a terceira rotação de um ângulo θz em torno do eixo z. Após
estas rotações veremos que a rotação θz tem o mesmo efeito que a rotação em torno
do eixo x. A rotação θy = 90◦ , provoca um alinhamento entre os eixos x e z, o que
causa a perda de um grau de liberdade na rotação. Assim R (θx, 90◦, θz) será

=

 cos 90◦ cos θz sen θx sen 90◦ cos θz − cos θx sen θz cos θx sen 90◦ cos θz + sen θx sen θz
cos 90◦ sen θz sen θx sen 90◦ sen θz + cos θx cos θz cos θx sen 90◦ sen θz − sen θx cos θz
−sen 90◦ sen θx cos 90◦ cos θx cos 90◦



=

 0 sen θx cos θz − cos θx sen θz cos θx cos θz + sen θx sen θz
0 sen θx sen θz + cos θx cos θz cos θx sen θz − sen θx cos θz
−1 0 0


=

 0 sen (θx − θz) cos (θx − θz)
0 cos (θx − θz) −sen (θx − θz)
−1 0 0

 .

A matriz acima mostra que a rotação

R (θx, 90◦, θz)

depende somente da diferença (θx − θz), isto é, tem apenas um grau de liberdade
em vez de dois. Antes de iniciar a próxima seção, apresentaremos a de�nição de
produto vetorial.

2.1.6 Produto Vetorial

De�nição 19 Seja u = (x, y, z), v = (x′, y′, z′) vetores do espaço, então o produto
vetorial de u e v é o vetor

u× v = (yz′ − zy′, zx′ − xz′, xy′ − yx′).

Para entender melhor está de�nição e ajudar a sua memorização, vamos de�nir
como se obtém o determinante de uma matriz 2× 2 e 3× 3.

De�nição 20 Seja uma matriz de ordem 2, isto é,

(
a b
c d

)
, o determinante dessa

matriz é de�nido por: ∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc.
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De�nição 21 Seja uma matriz de ordem 3, isto é,

 a b c
d e f
g h i

, o determinante

dessa matriz pode ser de�nido por:∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣ e f
h i

∣∣∣∣− b ∣∣∣∣ d f
g i

∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣ d e
g h

∣∣∣∣ .
Se reescrevermos a De�nição 19 utilizando determinantes de segunda ordem e os

vetores canônicos i, j e k, veremos que o produto vetorial do vetor u = xi+ yj+ zk
por v = x′i + y′j + z′k é

u× v =

∣∣∣∣∣∣
i j k
x y z
x′ y′ z′

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ y z
y′ z′

∣∣∣∣ i− ∣∣∣∣ x z
x′ z′

∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣ x y
x′ y′

∣∣∣∣k.
Proposição 9 Seja u ∈ R3,então:

u× u = 0.

Demonstração: Se u = (x, y, z), temos que

u× u =

∣∣∣∣∣∣
i j k
x y z
x y z

∣∣∣∣∣∣
= (yz − zy)i− (xz − zx)j + (xy − yx)k

= 0i− 0j + 0k

= 0,

como queríamos demonstrar.

Proposição 10 O vetor u× v é ortogonal a u e a v.

Demonstração: Para mostrar que u×v é ortogonal a u, vamos efetuar o produto
interno com u:

(u× v) · u =

∣∣∣∣ y z
y′ z′

∣∣∣∣x− ∣∣∣∣ x z
x′ z′

∣∣∣∣y +

∣∣∣∣ x y
x′ y′

∣∣∣∣ z
= x(yz′ − zy′)− y(xz′ − zx′) + z(xy′ − yx′)
= xyz′ − xy′z − xyz′ + x′yz + xy′z − x′yz
= 0.
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De maneira análoga, mostramos que (u× v) · v = 0. Portanto, u× v é ortogonal
tanto a u quanto a v.

Proposição 11 Se θ é o ângulo formado por u e v, com 0 6 θ 6 π, então

‖u× v‖ = ‖u‖‖v‖sen θ.

Demonstração: Das de�nições de produto vetorial e norma de um vetor, temos

‖u× v‖2 = (yz′ − zy′)2 + (zx′ − xz′)2 + (xy′ − yx′)2

= y2z′2 − 2yy′zz′ + z2y′2 + z2x′2 − 2xx′zz′ + x2z′2 +

x2y′2 − 2xx′yy′ + y2x′2

= (x2 + y2 + z2)(x′2 + y′2 + z′2)− (xx′ + yy′ + zz′)2

= ‖u‖2‖v‖2 − (u · v)2

= ‖u‖2‖v‖2 − ‖u‖2‖v‖2 cos2 θ

= ‖u‖2‖v‖2(1− cos2 θ)

= ‖u‖2‖v‖2sen2 θ.

Extraindo a raiz quadrada e observando que
√

sen2 θ = sen θ porque sen θ > 0
quando 0 6 θ 6 π, temos

‖u× v‖ = ‖u‖‖v‖sen θ, (2.1)

o que prova o resultado desejado.

Proposição 12 Dois vetores não nulos u, v ∈ R3 são paralelos se, e somente se

u× v = 0.

Demonstração: Dois vetores não nulos u e v são paralelos se o ângulo θ formado
por eles for 0◦ ou 180◦. Em qualquer um dos casos sen θ = 0, assim por (2.1) temos
que ‖u× v‖ = 0 e, portanto, u× v = 0.

Aplicando as proposições 7 e 8 nos vetores canônicos i, j e k com θ = 90◦ obtemos:

i× j = k j× k = i k× i = j

j× i = −k k× j = −i i× k = −j
Proposição 13 Sejam u e v vetores no espaço, então

u× v = −(v× u).

Demonstração: Basta observar que o vetor

u× v = (yz′ − zy′, zx′ − xz′, xy′ − yx′)
= −(zy′ − yz′, xz′ − zx′, yx′ − xy′)
= −(v× u),

como queríamos demonstrar.
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2.1.7 Rotação no Espaço em torno de um Eixo qualquer

Nesta seção, vamos dá uma olhada mais aprofundada sobre o processo geométrico
que ocorre durante uma rotação em torno de um eixo qualquer. Iremos considerar
inicialmente que esse eixo passe pela origem.

Figura 2.9: Rotação em torno de um eixo qualquer

Seja o vetor p ∈ R3, vamos rotacioná-lo de um ângulo θ em torno de um eixo
unitário ê. Observe que o vetor p é igual a soma de dois vetores, um paralelo p‖ ao
eixo ê e outro perpendicular p⊥

p = p‖ + p⊥. (2.2)

Aplicando a transformação linear de rotação R no vetor p obtemos o vetor p′

através da equação

p′ = Rp‖ +Rp⊥,

temos que Rp‖ = p‖ e a componente perpendicular w′ rotacionada de p⊥ de um
ângulo θ em torno do eixo ê pode ser escrita como

w′ = (cos θ)p⊥ + (sen θ)v,

onde v é um vetor ortogonal aos vetores ê e p⊥, isto é, ele é obtido pelo produto
vetorial de ê por p⊥.

v = (ê× p⊥).
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Como ‖ê‖ = 1 pois ele é unitário e ‖(ê× p⊥)‖ = ‖ê‖‖p⊥‖sen 90◦, então

‖v‖ = ‖(ê× p⊥)‖
= ‖ê‖‖p⊥‖sen 90◦

= 1‖p⊥‖1
= ‖p⊥‖.

Logo temos que a norma de ‖v‖ = ‖p⊥‖ e como w′ foi obtido de p⊥ por rotação
eles tem a mesma norma, isto é,

‖w′‖ = ‖v‖ = ‖p⊥‖,

assim visualizamos o círculo.

Figura 2.10: Rotação

O vetor p′ �ca determinado pela equação

p′ = p‖ + (cos θ)p⊥ + (sen θ)v.

Vamos escrever os vetores p‖, p⊥ e v em função de p e ê. Como p‖ é a projeção
de p sobre o eixo ê, isto é,

p‖ = (ê · p)ê,

da equação (2.2) temos que
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p⊥ = p− p‖
= p − (ê · p)ê.

O vetor v será escrito da seguinte forma

v = ê× (p − (ê · p)ê)

= (ê× p) − (ê · p)(ê× ê)

= ê× p,

pois ê× ê = 0, assim podemos obter a equação

p′ = (ê · p)ê + (cos θ)(p − (ê · p)ê) + (sen θ)(ê× p) (2.3)

= (cos θ)p+ (1− cos θ)(ê · p)ê + (sen θ)(ê× p). (2.4)

Mais a formulação dessa equação não é muito prática nem elegante, embora
esteja escrita nos dados do problema.

Uma outra saída para calcular a rotação em torno de um eixo qualquer ê =
(ex, ey, ez) de um vetor p = (x, y, z) seria o cálculo da matriz da transformação
de rotação. Vamos determiná-la considerando que a primeira, segunda e terceira
coluna seja a transformada dos vetores i, j e k respectivamente. Temos que as
colunas representam rotações em torno das direções dos eixos coordenados , então
a matriz de rotação no espaço homogêneo será

m11 m12 m13 0
m21 m22 m23 0
m31 m32 m33 0

0 0 0 1

 .
Onde

 m11

m21

m31

 = cos θ

 1
0
0

+ (1− cos θ)ex

 ex
ey
ez

+ sen θ

 0
ez
−ey


=

 cos θ + (1− cos θ)e2x
exey(1− cos θ) + ezsen θ
exez(1− cos θ)− eysen θ

 ,
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 m12

m22

m32

 = cos θ

 0
1
0

+ (1− cos θ)ey

 ex
ey
ez

+ sen θ

 −ez0
ex


=

 eyex(1− cos θ)− ezsen θ
cos θ + (1− cos θ)e2y

eyez(1− cos θ)− exsen θ


e

 m13

m23

m33

 = cos θ

 0
0
1

+ (1− cos θ)ez

 ex
ey
ez

+ sen θ

 ey
−ex

0


=

 ezex(1− cos θ) + eysen θ
ezey(1− cos θ)− exsen θ

cos θ + (1− cos θ)e2z

 .

Então pela transformação de rotação temos:
x′

y′

z′

1

 =


m11 m12 m13 0
m21 m22 m23 0
m31 m32 m33 0

0 0 0 1



x
y
z
1

 ,
onde a matriz de rotação será

M =


cos θ + (1− cos θ)e2x eyex(1− cos θ)− ezsen θ ezex(1− cos θ) + eysen θ 0

exey(1− cos θ) + ezsen θ cos θ + (1− cos θ)e2y ezey(1− cos θ)− exsen θ 0
exez(1− cos θ)− eysen θ eyez(1− cos θ)− exsen θ cos θ + (1− cos θ)e2z 0

0 0 0 1

 .
Observação 11 Na obtenção da matrizM, foram utilizados os seguintes resultados
ê·i = ex, ê·j = ey, e ê·k = ez assim como ê×i = (0, ez,−ey), ê×j = (−ez, 0, ex) e ê×
k = (ey,−ex, 0), com i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0) e k = (0, 0, 1).

Se o eixo ê não passar pela origem, podemos compor a matriz de rotação com
duas de translações. Considere que o eixo de rotação ê não passe pela origem, mais
sim pelo vetor p0 = (x0, y0, z0), a rotação �nal será dada por


x′

y′

z′

1

 =


1 0 0 x0
0 1 0 y0
0 0 1 z0
0 0 0 1



m11 m12 m13 0
m21 m22 m23 0
m31 m32 m33 0

0 0 0 1




1 0 0 −x0
0 1 0 −y0
0 0 1 −z0
0 0 0 1



x
y
z
1

 .
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A equação acima faz uma translação do vetor p0 para origem, em seguida uma
rotação em torno do eixo ê e por último uma translação para levar o vetor p0 a sua
posição inicial.

Uma maneira mais simples de estudar rotações no espaço é através do uso de
Quatérnio o que será estudado no Capítulo 3.

2.1.8 Instanciação de Objetos e Hierarquia de movimentos

Quando instanciamos um objeto numa cena, aplicamos transformações geomé-
tricas que colocam o modelo geométrico padrão do objeto no tamanho e na posição
corretos na cena. Considere, por exemplo, o modelo de um braço mecânico simples
obtido através. O cubo unitário por meio de transformações. Basta que o cubo seja
escalado, rodado e transladado de forma adequada.

Figura 2.11: Instanciação de objetos num braço mecânico simples

Para seguir uma cadeia de transformações que ocorre em objetos articulados
como o braço mecânico é conveniente pensarmos em outra interpretação geométrica
para as transformações. Ao invés de considerarmos as transformações como ocor-
rendo nos objetos, podemos pensar nelas ocorrendo num sistema de eixos, chamados
de eixos locais, que rodam e transladam. A ideia geral é que os eixos locais estão
originalmente coincidentes com os eixos globais. A cada transformação de rotação e
translação, o eixo local muda de posição. Quando algum objeto for desenhado, ele
estará referenciado no sistema local transformado.

Com a ideia de eixos locais, a instanciação de objetos para compor o braço
mecânico simples é mais fácil de ser organizada. A partir dos eixos xyz a cinemática
do braço mecânico pode ser descrita seguindo a ordem dos objetos, como ilustra o
quadro abaixo.
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Figura 2.12: Eixos locais do braço mecânico

Procedimentos para instanciar objetos no braço mecânico simples
Desenha a base no sistema xyz;

Roda em y;

Roda em z1;

Translada em y1 de d1/2;

Desenha o ante-braço no sistema x2y2z2;

Translada em y1 de d1/2;

Desenha cotovelo no sistema x3y3z3;

Roda em z3;

Translada em y3 de d2/2;

Desenha o braço no sistema x4y4z4;

Translada em y3 de d2/2;

Desenha o pulso no sistema x5y5z5;

Roda em z5;

Desenha a mão no sistema x5y5z5;

É interessante notarmos que o procedimento de instanciação do Quadro acima
resulta na cadeia de matrizes mostrada na tabela abaixo.

base I
ante-braço RyRz1Ty1

cotovelo RyRz1Ty1Ty1

braço RyRz1Ty1Ty1Rz3Ty3

pulso RyRz1Ty1Ty1Rz3Ty3Ty3

mão RyRz1Ty1Ty1Rz3Ty3Ty3Rz5
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Capítulo 3

Quatérnios

3.1 Fundamentos Históricos

A descoberta dos Quatérnios foi fruto da procura de uma forma algébrica simples
e elegante para representar as rotações no espaço onde a partir da extensão dos
números complexos o Sir William Rowam Hamilton em 1843 inventou uma estrutura
algébrica a qual deu o nome de Quatérnios.

O que motivou Hamilton a procurar números complexos tridimensionais era que
ele queria encontrar uma forma para descrever rotações no espaço, análoga aos
números complexos, onde o produto de dois complexos produz uma rotação e uma
mudança de escala no plano. No ano de 1843 do mês de outubro numa segunda
feira caminhando pelo Royal Canal em Dublim Hamilton teve a ideia de que seriam
necessários quatros números para descrever uma rotação no espaço seguida de um
aumento de escala, um número representa a mudança de escala, outro o grau a
ser girado e os outros dois dão o plano em que o vetor deve ser girado. Assim
Hamilton encontrou uma multiplicação fechada para os números complexos, quadri-
dimensionais da forma

q = s+ xi + yj + zk,

onde
i2 = j2 = k2 = −1;

ij = −ji = k;

jk = −kj = i;

ki = −ik = j;
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Hamilton batizou seus números complexos de quatérnios. Um quatérnio s+xi+
yj + zk é usualmente escrito como [s, v], s ∈ R, v ∈ R3 onde s é chamado parte
escalar e v = (x, y, z), parte vetorial.

3.1.1 Operações com Quatérnios

Nesta seção será iniciada o estudo das operações com quatérnios assim como sua
notação, entre as operações destacamos a adição, subtração, multiplicação por um
escalar e a multiplicação entre dois quatérnios. Também vamos de�nir o conjugado
e o inverso de um quatérnio.

De�nição 22 O conjunto dos Quatérnios é representado por H.

Quatérnios são estruturas algébricas formadas por uma parte escalar s ∈ R
e uma parte vetorial v = (x, y, z) ∈ R3. Usaremos o símbolo �≡ �para indicar
�igual por de�nição �.

De�nição 23 Sejam i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i e ki = −ik = j.
Então, se q ∈ H, podemos escrever:

q ≡ s+ xi+ yj+ zk

≡ [s, (x, y, z)], com s, x, y, z ∈ R
≡ [s, v], v ∈ R3.

De�nição 24 Sejam q, q′ ∈ H, onde q = [s, (x, y, z)] e q′ = [s′, (x′, y′, z′)]. O
operador adição �+ �, é de�nido como:

q+ q′ ≡ [s, v] + [s′, v′]

≡ [s, (x, y, z)] + [s′, (x′, y′, z′)]

≡ [s+ xi+ yj+ zk] + [s′ + x′i+ y′j+ z′k]

≡ [(s+ s′) + (x+ x′)i+ (y + y′)j+ (z + z′)k].

Proposição 14 (Adição Quatérnia) Sejam q, q′ ∈ H onde q = [s, v] e q′ =
[s′, v′], então:

q+ q′ ≡ [s+ s′, v+ v′].

Demonstração:

q+ q′ ≡ [s, v] + [s′, v′]

≡ [s+ xi + yj + zk] + [s′ + x′i + y′j + z′k]

≡ [(s+ s′) + (x+ x′)i + (y + y′)j + (z + z′)k]

≡ [s+ s′, v+ v′],
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como queríamos demonstrar.

De�nição 25 Sejam q, q′ ∈ H, onde q = s+ xi+ yj+ zk e q′ = s′+ x′i+ y′j+ z′k.
A operação de multiplicação é de�nida por:

q q′ ≡ [s, v][s′, v′]

≡ [s, (x, y, z)][s′, (x′, y′, z′)]

≡ [s+ xi+ yj+ zk][s′ + x′i+ y′j+ z′k]

≡ [ss′ − (xx′ + yy′ + zz′) + (sx′ + s′x+ yz′ − y′z)i+ (sy′ + s′y + zx′ − z′x)j

+ (sz′ + s′z + xy′ − x′y)k].

Proposição 15 (Multiplicação Quatérnia) Sejam q, q′ ∈ H, onde q = [s, v] e
q′ = [s′, v′] então:

q q′ ≡ [ss′ − v.v′, sv′ + s′v+ v× v′],

onde � ·� e � × � denotam o produto interno e vetorial em R3, respectivamente.

Demonstração: Pela De�nição 23, temos que jk = −kj = i,ki = −ik = j, ij =
−ji = k. Usando-as temos:

q q′ ≡ [s, v][s′, v′]

≡ (s+ xi + yj + zk)(s′ + x′i + y′j + z′k)

≡ ss′ − (xx′ + yy′ + zz′) + (sx′ + s′x+ yz′ − zy′)i
+ (sy′ + s′y + zx′ − xz′)j + (sz′ + s′z + xy′ − yx′)k

≡ (ss′ − v.v′) + (yz′ − zy′)i + (zx′ − xz′)j + (xy′ − yx′)k
+ s(x′i + y′j + z′k) + s′(xi + yj + zk)

≡ [ss′ − v.v′, v× v′ + sv′ + s′v],

o que prova o resultado desejado.

Corolário 15.1 A multiplicação quatérnia geralmente não é comutativa.

Demonstração: A prova desse corolário será feita através de um contra-exemplo,
já que ij = k mas ji = −k.

Apresentaremos algumas proposições sem prová-las, pois sua prova são bastante
cansativas e extensas.
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Proposição 16 Sejam p, q, q′ ∈ H então:
1. (p q)q′ = p(q q′) (associatividade)
2. p(q+ q′) = p q+ p q′ (distributividade a esquerda)
3. (q+ q′)p = q p+ q′ p (distributividade a direita)

Podemos representar um número real r como um quatérnio da forma [r, 0]. O
que possibilita a introdução da multiplicação por um escalar.

De�nição 26 Sejam q ∈ H e r ∈ R temos que:

rq ≡ [r, 0]q.

A próxima proposição mostra que a multiplicação de um quatérnio por um escalar
é comutativa.

Proposição 17 (Multiplicação por um escalar) Sejam q ∈ H e r ∈ R onde
q = [s, v] então:

rq = qr.

Demonstração:

rq = [r, 0][s, v]

= (r + 0i + 0j + 0k)(s+ xi + yj + zk)

= [rs− 0, 0 + rv+ s(0, 0, 0)]

= [rs, rv]

= (rs+ rxi + ryj + rzk)

= (s+ xi + yj + zk)r

= [s, v]r = qr,

como queríamos demonstrar.

As notações
q

r
e −q indicam a multiplicação de um quatérnio por

1

r
e por (−1)

respectivamente com q ∈ H e r ∈ R.

De�nição 27 Dados q, q′ ∈ H, a subtração quatérnia é de�nida por:

q− q′ ≡ q+ (−1)q′.

Com esta de�nição podemos introduzir a subtração quatérnia através da propo-
sição a seguir.
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Proposição 18 (Subtração Quatérnia.) Sejam q, q′ ∈ H, onde q = [s, v] e q′ =
[s′, v′]. Então:

q− q′ ≡ q+ (−1)q′

≡ [s− s′, v− v′].

Da mesma maneira que de�nimos o conjugado de um complexo iremos de�nir o
conjugado de um quatérnio.

De�nição 28 Seja q ∈ H. Então o conjugado de q será q∗ que representamos por

q∗ ≡ [s, v]∗ ≡ [s,−v].

Segue da de�nição do conjugado de um quatérnio a seguinte proposição que trás
algumas propriedades sobre conjugado de quatérnios.

Proposição 19 Sejam p, q ∈ H então:

1. (q∗)∗ = q ;

2. (p q)∗ = q∗p∗ ;

3. (p+ q)∗ = p∗ + q∗ ;

4. q q∗ = q∗q ∈ R;

Demonstração: 1) Seja q ∈ H, isto é q = [s, v] e q∗ = [s,−v], logo

(q∗)∗ = [s,−(−v)]

= [s, v] = q.

2) Sejam p, q ∈ H, onde p = [s, v] e q = [s′, v′] então pela multiplicação de
quatérnios temos que

p q = [ss′ − v.v′, sv′ + s′v+ v× v′],

logo

(p q)∗ = [ss′ − v.v′,−sv′ − s′v− v× v′]
= [s′s− v′.v,−s′v− sv′ + v′ × v] = q∗p∗.

pois
v.v′ = v′.v (produto interno)
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e
v× v′ = −(v′ × v) (produto vetorial)

3) Sejam p, q ∈ H com p = [s, v] e q = [s′, v′] temos que

p+ q = [s+ s′, v+ v′],

logo

(p+ q)∗ = [s+ s′,−(v+ v′)]

= [s+ s′,−v− v′]
= [s,−v] + [s′,−v′]
= p∗ + q∗.

4) Se q = [s, v] então q∗ = [s,−v], assim

q q∗ = [ss− v.v,−sv+ sv− v× v]

= [s2 + ‖v‖2, 0].

Temos que qualquer vetor é ortogonal a ele mesmo, isto é

v× v = 0.

Assim

q q∗ = [ss+ v.v, sv− sv− v× v] = q∗q ∈ R,

como queríamos demostrar.
Outra propriedade obtida através da conjugação quatérnica é a norma.

De�nição 29 Seja p ∈ H, a aplicação ‖·‖ : H → R de�nida por ‖q‖ ≡
√
q q∗.

Está aplicação é chamada norma e ‖q‖ é a norma de q.

A seguir apresentaremos um resumo das propriedades da aplicação norma.

Proposição 20 Sejam q, q′ ∈ H e ‖·‖ : H → R a aplicação norma. As seguintes
equações são válidas:

1. ‖q‖ =
√
s2 + v.v =

√
s2 + x2 + y2 + z2

2. ‖q∗‖ = ‖q‖

3. ‖q q′‖ = ‖q‖‖q′‖
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Demonstração: 1) Seja q ∈ H onde q = [s, v] e q∗ = [s,−v], temos que

‖q‖ =
√
q q∗

=
√

[s, v][s,−v]

=
√

[s2 + v.v, 0]

=
√
s2 + x2 + y2 + z2.

2) Seja q∗ o conjugado de q segue que

‖q∗‖ =
√
q∗(q∗)∗

=
√
q∗q

=
√
q q∗

= ‖q‖.

3) Sejam q, q′ ∈ H. Assim

‖q q′‖ =
√
q q′(q q′)∗

=
√
q q′(q′)∗q∗

=
√
q‖q′‖2q∗

=
√
q q∗‖q′‖2

=
√
‖q‖2‖q′‖2

= ‖q‖‖q′‖,

como queríamos demonstrar.
Com base no item 1) da Proposição 20 que de�ne a norma de q ∈ H como

‖q‖ =
√
s2 + x2 + y2 + z2.

Observamos que a norma de um quatérnio tem a mesma de�nição do produto
interno de vetores do R4.

De�nição 30 Sejam q, q′ ∈ H com q = [s, v] = [s, (x, y, z)] e q′ = [s′, v′] =
[s′, (x′, y′, z′)].

O produto interno é de�nido como · : H×H→ R, onde
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q · q′ = ss′ + v · v′

= ss′ + xx′ + yy′ + zz′.

Dessa de�nição segue o seguinte corolário.

Corolário 20.1 A norma de um quatérnio pode ser obtida por ‖q‖ =
√
q · q.

Demonstração: Segue-se da proposição 7 que q ·q = ‖q‖2, com q = [s, (x, y, z)] ∈
H. Se indicarmos q como (s, x, y, z) ∈ R4, o método de calcular a norma acima, é
idêntico ao da norma euclidiana no R4.

3.1.2 Propriedades Algébricas dos Quatérnios

Nesta seção vamos mostrar que o subconjunto do conjunto dos quatérniosH\[0, (0, 0, 0)]
é um grupo não abeliano com base na multiplicação quatérnia.

De�nição 31 O conjunto dos quatérnios H\[0, (0, 0, 0)] será representado por H̊.

Vamos primeiro de�nir o que é um grupo para que possamos depois apresentar
algumas proposições que mostram que o conjunto dos quatérnios H̊ é um grupo não
comutativo.

De�nição 32 Seja G um conjunto com um operador · : G×G→ G de�nida por

(a, b)→ a · b ≡ ab

.
G é um grupo se

1. a(bc) = (ab)c,∀a, b, c ∈ G (o operador é associativo)

2. Existe um único I ∈ G tal que Ia = aI = a, ∀a ∈ G (I é o elemento neutro)

3. ∀a ∈ G existe um elemento inverso denotado por a−1 ∈ G tal que aa−1 =
a−1a = I (a−1 é o elemento inverso de a)

Se ab = ba ∀a, b ∈ G, G é um grupo abeliano ou comutativo.

Será apresentado dois lemas a seguir onde é mostrado que, existe um elemento
neutro e um inverso em H̊ com relação à multiplicação quatérnia.

Lema 32.1 O elemento I = [1, 0] ∈ H̊ é o único elemento neutro sob a multiplicação
quatérnia. (I = [1, 0] ≡ 1 ∈ R)
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Demonstração: Seja q = [s, v] ∈ H̊. Como

qI = Iq

= [1, 0][s, v]

= [1 · s− 0 · v, 1 · v+ s · 0 + 0× v]

= [1 · s, 1 · v]

= [s, v] = q.

Assim I é um elemento neutro. Vamos mostrar que I é o único; suponha que
exista outro elemento neutro, digamos J. Então IJ = JI = I, pois J é um elemento
neutro. Além disso IJ = JI = J, já que I também é um elemento neutro. Assim
temos que

I = IJ = JI = J,

ou seja, I = J .

Lema 32.2 Seja q = [s, v] ∈ H̊, então existe um único q−1 ∈ H̊, tal que q q−1 =

q−1 q = I. Onde q−1 =
q∗

‖q‖2
.

Demonstração: Vamos primeiro mostrar a unicidade do elemento inverso de
q ∈ H̊. Considere p

1
,p

2
∈ H̊, ambos inversos de q. Assim

p
1

= p
1
I = p

1
(q p

2
) = (p

1
q)p

2
= Ip

2
= p

2
.

Agora mostraremos que dado q ∈ H̊ existe um elemento inverso denotado por
q−1.

De fato, seja p o inverso de q, onde p =
q∗

‖q‖2
= q−1. Então temos que

q p = q
q∗

‖q‖2
=
q q∗

‖q‖2
=
‖q‖2

‖q‖2
= 1 ≡ I,

e

p q =
q∗

‖q‖2
q =

q∗ q

‖q‖2
=
‖q‖2

‖q‖2
= 1 ≡ I.

Portanto, todo quatérnio em H̊ possui inverso único.

Proposição 21 O conjunto H̊ é um grupo não - abeliano sob a multiplicação qua-
térnia.
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Demonstração: Como o conjunto dos quatérnios é fechado sob a multiplicação
segundo a de�nição de Hamilton. Temos que H̊ tem a propriedade da associatividade
pela Proposição 16 e possui elemento neutro e inverso com base nos Lemas 32.1 e
32.2. Quanto a ser um grupo não abeliano, segue da não - comutatividade dos
quatérnios.

3.1.3 Quatérnios Unitários

Estudaremos nesta seção algumas de�nições, proposições e propriedades dos qua-
térnios unitários, um subconjunto do grupo quatérnios que constituem uma esfera
no espaço quadri-dimensional com uma importante aplicação na rotação de vetores
no R3.

De�nição 33 Seja q ∈ H. Se ‖q‖ = 1, então q é chamado de quatérnio unitário.
O conjunto dos quatérnios unitários é representado por H1 e se q ∈ H1 ele será
representado por q̂.

Proposição 22 Seja q̂ = [s, v] ∈ H1, então existe v′ ∈ R3, ‖v′‖ = 1 e θ ∈] − π, π[
tal que

q̂ = [cos θ, v′senθ].

Demonstração: Se q̂ = [1, 0] e θ = 0, v′ pode ser qualquer vetor do R3, pois

q̂ = [1, 0] = [cos 0, v′sen0].

No caso de q̂ ser diferente do vetor unitário [1, 0] e v um vetor do R3 tal que

‖v‖ = k ∈ R então v′ =
v

‖v‖
=

1

k
v. Logo v = kv′, onde v′ é um vetor unitário no

espaço. Como q̂ = [s, v] ∈ H1 temos

1 = ‖q̂‖2 = s2 + v · v = s2 + k2v′ · v′ = s2 + k2.

Como s2 + k2 = 1 indica uma circunferência com centro na origem e raio igual
a 1 no plano. Podemos escrever a equação da circunferência trigonométrica como
cos2 θ + sen2θ = 1, com θ ∈]− π, π[ tal que s = cos θ e k = senθ. Assim temos que

q̂ = [s, v] = [s, v′k] = [cos θ, v′senθ],

o que prova o resultado desejado.

Proposição 23 sejam q̂, q̂′ ∈ H1. Então

1. ‖q̂ q̂′‖ = 1;
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2. q̂−1 = q̂∗.

Demonstração: 1) ‖q̂ q̂′‖ = ‖q̂‖‖q̂′‖ = 1 · 1 = 1.

2) q̂−1 =
q̂∗

‖q̂‖2
= q̂∗, pois ‖q̂‖ = 1.

Temos que H1 ⊂ H̊, isto é, o conjunto dos quatérnios unitários H1 é um subcon-
junto de H̊ = H\[0, (0, 0, 0)]. Mostraremos através da de�nição e da proposição a
seguir que H1 é um subgrupo de H̊.

De�nição 34 Seja G e F 6= φ um subconjunto de G. F é um subgrupo de G se:

1. ∀a, b ∈ F, temos ab ∈ F (F é fechado)

2. ∀a ∈ F, a−1 ∈ F.

Proposição 24 O conjunto H1 de quatérnios unitários é um subgrupo de H̊.

Demonstração: Sejam q̂, q̂′ ∈ H1, temos que

‖q̂ q̂′‖ = 1,

isto é q̂ q̂′ ∈ H1 e
‖q̂−1‖ = ‖q̂∗‖ = ‖q̂‖ = 1,

assim q̂−1 ∈ H1 logo podemos concluir que H1 é um subgrupo de H̊.

3.1.4 Quatérnios e Rotações

Como já falamos anteriormente, que os quatérnios facilitariam as rotações de
vetores do R3 em torno de um eixo ê rotacionado de um ângulo θ, explicaremos
como esse processo é obtido seguindo o seguinte roteiro.

1. Considerando uma rotação de um ângulo θ em torno de um eixo ê, vamos
construir o quatérnio unitário

q̂ =

[
cos

(
θ

2

)
, sen

(
θ

2

)
ê

]
.

2. Seja p ∈ R3, isto é p = (x, y, z) ou p = xi + yj + zk, vamos considerar o
quatérnio

p = [0,p].

3. Efetuando o produto
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q̂ p q̂−1.

Obtemos o quatérnio

p′ = [0,p′],

onde p′ é o vetor do R3, rotacionado de p, assim

p′ = q̂ p q̂−1.

Observamos que a parte real desse produto é igual a zero e a parte imaginária
igual ao vetor p′.

Como q̂ é um quatérnio unitário temos que pela Proposição 23

q̂−1 = q̂∗.

Assim

p′ =

[
cos

(
θ

2

)
, sen

(
θ

2

)
ê

]
[0,p]

[
cos

(
θ

2

)
,−sen

(
θ

2

)
ê

]
.

O quatérnio p′ possui componente imaginária igual ao vetor obtido pela equação

(cos θ)p+ (1− cos θ)(ê · p)ê + (senθ)(ê× p).

Vamos mostrar que a igualdade acontece considerando que o eixo de rotação seja
o eixo x, isto é, ê = (1, 0, 0) e o ângulo de rotação será θ. O procedimento é análogo
se o eixo de rotaçã for o eixo y ou o eixo z. Seja q̂ ∈ H1 e p ∈ R3 temos que das
igualdades abaixo

q̂ =

[
cos

(
θ

2

)
, sen

(
θ

2

)
(1, 0, 0)

]
p = (1, 0, 0)

q̂−1 = q̂∗

q̂−1 =

[
cos

(
θ

2

)
,−sen

(
θ

2

)
(1, 0, 0)

]
p = [0,p].
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Efetuando a multiplicação a seguir[
cos

(
θ

2

)
, sen

(
θ

2

)
(1, 0, 0)

]
[0,p]

[
cos

(
θ

2

)
,−sen

(
θ

2

)
(1, 0, 0)

]
devemos encontrar o mesmo resultado quando comparamos a parte imaginária desse
produto com a coordenada do vetor obtido utilizando a equação

(cos θ)p+ (1− cos θ)((1, 0, 0) · p)(1, 0, 0) + (senθ)((1, 0, 0)× p).

Para facilitar, vamos considerar que a = cos

(
θ

2

)
e b = sen

(
θ

2

)
. Assim

q̂ p q̂−1 = (a+ bi + 0j + 0k)(0 + xi + yj + zk)(a− bi + 0j + 0k)

= (a+ bi)(xi + yj + zk)(a− bi).

Como a multiplicação de quatérnios é associativa, multiplicaremos primeiro q̂
por p e o resultado deste produto por q̂−1 sendo assim temos que

(a+ bi)(xi + yj + zk)(a− bi) = (axi + ayj + azk + bxi2 + byij + bzik)(a− bi)
= (axi + ayj + azk− bx+ byk− bzj)(a− bi)
= a2xi + a2yj + a2zk− abx+ abyk− abzj− abxi2

−abyji− abzki + b2xi− b2yki + b2zji

= a2xi + a2yj + a2zk− abx+ abyk− abzj + abx

+abyk− abzj + b2xi− b2yj− b2zk
= a2xi + b2xi + a2yj− 2abzj− b2yj + a2zk

+2abyk− b2zk
= (a2 + b2)xi + [(a2 − b2)y − 2abz]j

+[(a2 − b2)z + 2aby]k. (3.1)

Das relações trigonométricas

cos2 α + sen2α = 1, cos 2α = cos2 α− sen2α, sen2α = 2senα cosα

e substituindo os valores de a e b em (3.1)obtemos o seguinte resultado.
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xi + cos θyj− senθzj + cos θzk + senθyk = cos θxi− cos θxi + xi + cos θyj

−senθzj + cos θzk + senθyk

= cos θ(xi + yj + zk) + (1− cos θ)xi

+senθ(yk− zj)
= (cos θ)p+ (1− cos θ)((1, 0, 0) · p)(1, 0, 0)

+(senθ)((1, 0, 0)× p).

O quatérnio

q̂ = [1, 0ê] = [1, 0] = [1, (0, 0, 0)] = 1 + 0i + 0j + 0k ≡ 1 ∈ R

é responsável pela rotação nula, isto é, ele faz com que p′ = p o que resulta em
p′ = p. Por facilitar os problemas de composição de rotações no espaço, o uso de
quatérnios tornou-se bastante utilizado na computação grá�ca.

3.1.5 Composições de Rotações no Espaço

Podemos compor rotações através de quatérnios unitários, isto é, seja as rotações
de�nidas por q̂

1
e por q̂

2
, então a rotação resultante da combinação das rotações q̂

1
e q̂

2
é obtida utilizando o produto q̂

2
q̂
1
onde temos o eixo e o ângulo da rotação que

leva o vetor p da posiçõ original ao �nal da segunda rotação de�nida por q̂
2
.

Vamos provar essa propriedade da seguinte maneira. Seja p′ o vetor obtido da
rotação produzida por q̂

1
sobre o vetor p e p′′ o vetor rotacionado de p′ da rotação

que q̂
2
produziu sobre p′, então

p′ = q̂
1
p q̂−1

1

e
p′′ = q̂

2
p′q̂−1

2
,

assim temos que

p′′ = q̂
2
(q̂

1
p q̂−1

1
)q̂−1

2

= (q̂
2
q̂
1
)p(q̂−1

1
q̂−1
2

)

= (q̂
2
q̂
1
)p(q̂

2
q̂
1
)−1.

Vamos exempli�car a composição de rotações com o seguinte exemplo. Considere
um objeto que sofreu duas rotações θx = −60◦ seguida de θy = 90◦. Assim
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q̂
1

= [cos (−30◦) , sen (−30◦) (1, 0, 0)]

=

[√
3

2
,−1

2
(1, 0, 0)

]
e

q̂
2

= [cos (45◦) , sen (45◦) (0, 1, 0)]

=

[√
2

2
,

√
2

2
(0, 1, 0)

]
,

logo

q̂
2
q̂
1

=

(√
2

2
+

√
2

2
j

)(√
3

2
− 1

2
i

)

=

√
6

4
−
√

2

4
i +

√
6

4
j +

√
2

4
k.

Como a norma do vetor (
−
√

2

4
,

√
6

4
,

√
2

4

)
é igual a √√√√(√2

4

)2

+

(√
6

4

)2

+

(√
2

4

)2

=

√
10

4
.

Sabendo que dado um vetor v qualquer diferente do vetor nulo ele pode ser
escrito da seguinte forma

v = kv′,

onde k representa a norma de v e v′ o vetor unitário obtido de v dividindo - se cada
componente pela sua norma. Assim(

−
√

2

4
,

√
6

4
,

√
2

4

)
=

√
10

4

(
− 1√

5
,

√
3√
5
,

1√
5

)
,

portanto

q̂
2
q̂
1

=

(√
6

4
,

√
10

4

(
− 1√

5
,

√
3√
5
,

1√
5

))
.
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Como

cos

(
θ

2

)
=

√
6

4
,

temos que
θ

2
= arccos

(√
6

4

)
∼= 52, 248◦.

Concluirmos assim que o ângulo de rotação desejada é de θ ∼= 104, 5◦ em torno

do eixo ê =

(
− 1√

5
,

√
3√
5
,

1√
5

)
.
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