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“ A ostra, para fazer uma pérola,

precisa ter dentro de si um grdo de areia

que a faca sofrer. O ato criador, seja na ciéncia

ou na arte, surge sempre de uma dor e por vezes a dor
aparece como aquela coceira que tem o nome de curiosidade.
Ostra feliz ndo faz pérola.”

(Rubem Alves)






RESUMO

FREITAS, A. G. Exponenciais e logaritmos: Tépicos da historia, da teoria e aplicacoes no
mundo real. 2020. 125 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Mate-
madtica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade
de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2020.

Compilamos neste trabalho tépicos (histdricos, tedricos e aplicados) das funcdes logaritmicas
e exponenciais, com o intuito de prover ao professor do ensino médio aspectos que julgamos

interessantes referentes a tais funcoes.

Palavras-chave: aspectos historicos do logaritmo, teoria de exponenciais e logaritmos, aplica-
¢oes da exponencial no ensino médio, tabela de John Napier, a contaminagdo de césio 137 em

Goilnia.






ABSTRACT

FREITAS, A. G. Exponentials and logarithms: Topics on history, theory and applications to
the real world. 2020. 125 p. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Ma-
temdtica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade
de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2020.

In this work we compile topics (historical, theorical and applied) regarding logarithms and
exponential functions, aiming at providing high school teacher with aspects we judge interesting

regarding these functions.

Keywords: historical aspects of logarithm, exponentials and logarithms theory, applications of

exponential in high school, John Napier table, cesium 137 contamination in Goiania.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O presente trabalho compila aspectos que julgamos interessantes no estudo (e ensino)
das funcdes exponenciais e logaritmicas. Visa fornecer a professores do Ensino Médio o desen-
volvimento tedrico de tais fun¢des numa abordagem que vai do nivel do ensino bésico até o
nivel superior. Apresenta também tépicos da historia das fungdes logaritmicas, e contextualiza a
exponencial em problemas concretos. Acreditamos que explorando aspectos histdricos curiosos
e aplicacdes em problemas contemporaneos, relacionados a tais temas, o professor que for
ministrar estes contetdos terd subsidios para tornar sua aula mais atrativa para os alunos do
ensino médio (e de cursos preparatorios para vestibulares). Apresentamos abaixo o conteudo de

cada capitulo.

Durante séculos, na busca para simplificacdo de operagdes com nimeros “astrondmicos”,
0 homem buscou maneiras de se transformar o cdlculo de produtos e divisdes em somas e
diferencas, respectivamente. Esta busca passou pela exploracdo de propriedades das fungdes
trigonométricas com as tabelas de Ptolomeu, e no século XVI, pelas tabelas de Napier, com as
ideias primitivas do logaritmo. Nesta ultima, ja se tinha em mente as relacOes entre progressoes
geométricas e progressoes aritméticas. Assim no Capitulo 2 contamos um pouco da histéria
de Napier, o “inventor” dos logaritmos e exploramos brevemente as ideias predecessoras a
criagdo da sua tdbua de logaritmos. Exibimos parte desta tabela explicando cada um de seus
elementos, bem como fazemos seu uso na conversao das operacdes de multiplicagdo e divisao,
respectivamente em somas e diferencas. Além disso através da defini¢do, dita geométrica, do
logaritmo de Napier e sua transcri¢do em termos de equagdes diferenciais, vimos qual sua relagdo
com o logaritmo atual. As tabelas de Napier foram aperfeicoadas por Briggs e utilizadas até
meados do século XX e as ideias de sua construcao estdo mostradas na Sequéncia didatica I,

contida no Capitulo 8.

No Capitulo 3, a partir das poténcias com expoentes naturais € suas propriedades,
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evoluimos para a construgdo de poténcias com expoentes reais, de modo que tais propriedades

fossem preservadas.

No Capitulo 4 definimos a fun¢do exponencial mostrando sua continuidade e no Capitulo

5 definimos a fun¢do logaritmica e estudamos suas propriedades.

No Capitulo 6 motivamos o aparecimento do nimero e através de um problema financeiro
envolvendo cOmputo de juros em intervalos de tempo cada vez menores, o que ja era alvo de
interesse por banqueiros no século XVII. Com o nimero e em maos, mostramos que as fungdes

exponenciais e logaritmicas sdo derivaveis.

No Capitulo 7 passamos a explorar problemas envolvendo quantidades que variam com
o tempo e cujas taxas de variacdo dependem da prépria quantidade e, deduzimos através do
Teorema de Existéncia e Unicidade de Equacdes Diferenciais Ordindrias, que tais quantidades
devem ser dadas através de funcdes do tipo exponencial. Entdo passamos a descrever modelos de
problemas ligados a dindmica populacional, radioatividade, arqueologia, firmacos radioativos,

financas e resfriamento de corpos.

Por fim, exibimos no Capitulo 8 duas sequéncias didaticas. A primeira explora as
propriedades do logaritmo através da construcao da tabela logaritmica de Briggs e a utiliza na
conversao de multiplicagdes e produtos em somas e diferencas, respectivamente. A segunda
explora problemas contemporaneos apresentados no Capitulo 7, para contextualizagdo das
exponenciais. As sequéncias diddticas foram modificadas a partir de uma experiéncia do autor

com alunos do terceiro ano do Ensino Médio na escola COC, situada em Rio Claro-SP.
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CAPITULO

NAPIER E A ADMIRAVEL INVENCAO DOS
LOGARITMOS

2.1 John Napier

Nascia na metade do século XVI, John Napier, o oitavo Bardo de Merchiston, localizada
a sudeste da Escdcia. O menino rico e talentoso estudou em sua casa até os seus 13 anos, idade
normal para o ingresso na Universidade de St. Andrews, a mais antiga da Escécia. Nao se sabe
ao certo se Napier se formou em St. Andrews, possivelmente optou por estudar no exterior,
costumeiro entre os jovens nobres da época. Contudo, em 1571 ele voltara a Escécia, onde
se casou e em pouco tempo, apds o falecimento de seu pai em 1603, mudou-se para perto de
Edimburgo, no castelo de Merchiston, onde além do trabalho sobre logaritmos, ndo poupou suas
energias ao escrever um livro tentando provar que o papa de sua época era o Anticristo. Este

livro atingiu 10 edi¢des ainda em vida do autor e 21 edi¢des no total.

Nao foi apenas no campo teolégico que Napier ficou conhecido, mas como inventor
também. Uma de suas invencdes consistia em um parafuso hidraulico para regular o nivel da dgua
nas minas de carvao. Demonstrou também estima por questdes relacionadas a guerra, planejando
armas que visavam a defesa de seu pais. Dentre essas, segundo BURTON (2011, p.351), assim
como Arquimedes, Napier elaborou um sistema de espelhos que incendiariam navios inimigos
a grandes distancias, uma peca de artilharia que tinha a finalidade de “eliminar de um campo
de quatro milhas de circunferéncia todas as criaturas vivas que excedessem um pé de altura”,
producio de “dispositivos para navegar debaixo d’dgua” e uma carruagem blindada que teria o
poder de “espalhar a destrui¢do por todas as partes” Eves (2005, p. 342). Nao hd registros se
essas armas foram concretizadas, mas o intrigante € que a metralhadora, o submarino e o tanque

se sucederam na primeira guerra mundial.
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E possivel que Napier acreditasse que seria lembrado pelas suas obras no campo teoldgico
ou por suas invencdes engenhosas, mas foi numa atividade de descontracio — o estudo da

Matematica abstrata— que seu nome repousou, entrando para a historia da Matematica.

2.2 A prenunciada ideia do logaritmo

E charmoso e roméntico pensar que a ideia da criacdo dos logaritmos por Napier surgiu
de forma ndo usual, acontecendo de maneira repentina e inesperada através de um insight
espetacular, contudo barbaramente inexata; muito provavelmente a ideia de Napier € uma
evolucido de ideias de outros grandes matemdticos, que assim como ele, se dedicaram ao longo

de muitos anos para conclui-las, como veremos aqui.

Sabe-se que o desenvolvimento dos logaritmos surgiu da necessidade de facilitar longos
célculos, especificamente reduzindo multiplicagdes e divisdes a operagdes simples de adicdo e
subtragdo. De acordo com BURTON (2011, p.352) o termo logaritmo foi criado pelo préprio
Napier e significa nimero estimado, contudo os termos nimero de razdo e nimero artificial se
revelam em sua obra traduzida para o inglés. Vejamos abaixo algumas ideias bem conhecidas em

sua época, que possivelmente sdo predecessoras dos logaritmos.
e Formulas de Werner:

Comecemos por uma ideia que nos remete a trigonometria, conhecida por férmulas de
Werner(1468-1528). Ao que tudo indica o alemao as utilizou como forma de facilitar calculos
astronomicos, sendo largamente utilizadas ao fim do século XVII por diversos astronomos. Sao

quatro as férmulas:

2 sen (a) cos (b) = sen (a—b)+ sen(a+b) (1)
2 cos (a) cos (b) = cos (a—b)+ cos (a+D) (II)
2 cos (a) sen (b) = sen (a+b) — sen(a—D) (1)
2 sen (a) sen (b) = cos (a—b) — cos(a+D) (1V)
Utilizemos como exemplo a segunda féormula. Considere a seguinte multiplicacdo: 9563

por 5740.
9563 - 5740 = 0,9563-0,5740 - 10°

Repare que os dois fatores acima foram escritos no formato abaixo:
o- 10" 0<a<l1

pois o intervalo em que ¢ varia estd contido na imagem da func¢do cosseno, que varia entre —1 e

1, incluindo os extremos.
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Com o auxilio de uma tdbua de cossenos, os valores a e b tais que cos (a) =2 0,5740 e
cos (b) = 0,9563, entdo a=55° e b=17°.

Pela Férmula (IT) acima e utilizando novamente uma tabela de cossenos, temos:

cos (55°+17°) + cos (55° —17°)

—10%.0.5485.
> 0%.0,5485

10%- cos (55°) - cos (17°) = 108 -

Entdo, o produto dado passou a ser calculado através de uma adi¢do. Férmulas como
estas sdo conhecidas por férmulas de prostaférese, com base em uma palavra grega que significa

“adicdo e subtracdo”.
e Tabela de Stifel:

Talvez a ideia que mais influenciou a criagcdo do conceito de logaritmos, foi a publicagdo,
em 1544, da obra conhecida por Arithmetica Integra, pelo matemaético algebrista alemao Michael
Stifel. Obra esta dedicada aos nimeros racionais, nimeros irracionais e algebra. Na parte que
trata de numeros racionais, Stifel enfatiza o quao proveitoso poderia ser a associagdo de uma
progressao aritmética a uma progressao geométrica, prenunciando assim, de quase um século,

por meio de métodos que mostraremos logo a seguir, a invenc¢ao dos logaritmos.

O algebrista alemao organizou uma tabela em que a segunda linha (uma progressao
geométrica de razao 2) é representada por poténcias de base 2 e a primeira linha (uma progressao

aritmética de razdo 1) contém seus respectivos expoentes:

Tabela 1 — Associagdo das progressdes

PA.|n |01 314 (5] 6 7 8 9 10 11 12
PG. |2" 1248|1632 |64 | 128|256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096

Fonte — Préprio autor

[\S)

Apontando que a soma de termos na primeira linha possui um vinculo com a multipli-
cacgdo de termos na segunda linha. Por exemplo, para se realizar a multiplicacdo entre 32 e 64,
procuramos seus correspondentes na primeira linha que sdo 5 e 6, somando-se 5 e 6 obtemos
11. Localizando, entdo, na primeira primeira linha o 11, concluimos que seu correspondente na
segunda linha é 2048, logo 2° - 2% = 32 64 = 2048.

Um processo semelhante poderia ser utilizado para realizar divisdes, mas ao invés
da soma poderia-se utilizar a subtracao, afinal o sucesso do método decorre das conhecidas

propriedades:

(i) a”-a=a""¢ e (i) —=*", a#0
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Reparemos que uma consequéncia da propriedade (ii) € que se um par de nimeros desta
tabela é proporcional a outro par, entdo o expoente correspondente ao quociente do primeiro par

serd 0 mesmo do correspondente ao outro par.

Vejamos um exemplo:

128 32
180 2% 975 _ 953
32 8

E possivel que as Férmulas de Werner e a tabela de Stifel tenham fornecido a Napier

a ideia de desenvolver um método que substituiria as operacdes de multiplicacdo e divisdo por

soma e subtracao.

2.3 A invencdo dos Logaritmos (NapLog)

Os métodos mostrados até entdo, sdo interessantes, contudo limitados, pois nos permite
realizar um nimero limitado de multiplicagdes e divisdes, dado que as poténcias de base 2

crescem rapidamente, bem como o intervalo entre duas poténcias consecutivas.

Logo, os esforcos para facilitar ainda mais as contas, culminaram na invencdo dos
logaritmos por Napier. Este resolveu utilizar como “base” um niimero ligeiramente préximo de 1,
fazendo com que as suas poténcias crescessem lentamente. Como consequéncia, a distancia entre
poténcias consecutivas ficou pequena, dessa forma, eventuais lacunas poderiam ser preenchidas
por interpolagdo para garantir maior exatidao. Todavia, como na época era muito comum pelos
astronomos, o uso de valores de senos e cossenos, seria pertinente criar uma tdbua com ampla

quantidade de ndmeros no intervalode 0 a 1.

Assim, Napier optou por utilizar 0,9999999 (ou em notagio moderna, 1 — 10~7). Para
evitar o incomodo de se trabalhar com decimais, cada poténcia era multiplicada por 107. Ele

entdo chamou n de logaritmo de N, onde:

1 n
N=10"-(1—-—
(1-w)

Para fins de simplificacdo de linguagem denotaremos o logaritmo de N por
NapLog N =n
Entdo podemos concluir que:

NapLog [107(1 —1077)°] = NapLog(10000000) = 0;

NapLog [107(1—107")"] = NapL0g(9999999) = I;
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NapLog [107(1—10"")?] = NapL0g(9999998) = 2;

E assim por diante.

Observe que a sequéncia: [107(1—1077)%], [107(1 —1077)'], [107(1—1077)?], etc de
fato é um progressao geométrica de razao 0,9999999.

Seguindo essa linha de raciocinio, Napier viria a criar a sua tdbua de logaritmos, contudo
dedicar-se-ia a encontrar uma maneira simples — ou a mais simples possivel — de realizar os
calculos da tabela, uma vez que seria laborioso e enfadonho realizar isto através de multiplicacdes
envolvendo o fator 0,9999999 (cabe observar que na época ndo se utilizava notacdo de expoentes).
Veremos adiante como ele calculou as poténcias de 0,9999999. Todavia, utilizaremos simbolismo

moderno. Usando tal simbolismo, consideraremos a progressdao geométrica:

N, =10"-(1-1077)"

Assim,

Ny =10"-(1—10"7)!

N
Ny =10"-(1-1077)?=10"(1-10"")(1-10"") =N, (1-10"7) =N, — 1—017
N3 =10"-(1-10"7)* =10"(1-10")*(1 =10 ") =N, — %27

Obtendo entdo, a seguinte equacdo de recorréncia de primeira ordem:

anl

Ny =Ny—1— 1—07

A partir desse raciocinio simplificador, Napier realizou os cdlculos através das seguintes

subtracOes sucessivas:

10000000, 0000000

=19999999, 0000000

—1,0000000

9999999, 0000000

=19999998, 0000001

—0,9999999

9999998, 0000001

=19999997,0000003

—0,9999998
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9999997, 0000003

=19999996, 0000006
—0,9999997

Sendo N; = 9999999, N, = 9999998, N3 = 9999997.

Dessa maneira, Napier publicou em 1614 sua obra sobre logaritmos intitulada Mirifici
logarithmorum canonis descriptio (Descricdo da Maravilhosa Lei dos Logaritmos), a qual
dedicou mais de 50 paginas de explicacao de métodos logaritmicos de célculo, seguido de 90
paginas de tabelas numéricas que envolvem o célculo do logaritmo de senos de 0° a 90°, sendo
cada grau subdividido de 0’ a 60°.

2.4 Logaritmo de Napier em notacao moderna

Napier nunca mencionou em seus trabalhos algo sobre “base” para seus logaritmos, ainda
assim, analisando a definicdo em termos geométricos presente em seu trabalho, percebemos que
o conceito de “base” estd implicito a este. Vejamos abaixo, em linguagem moderna, como seria

essa defini¢do:

Sejam MN um segmento de reta de medida 107 e PQ uma semirreta de origem P (figura
1) e vamos considerar que os pontos méveis O e R coloquem-se em movimento a partir de M e P,
respectivamente, e com mesma velocidade inicial, tal que, a velocidade de O € numericamente
igual a ON e a velocidade de R é constante, o que nos leva a concluir que a velocidade de R vale
107,

Entiio Napier definiu que PR é logaritmo de ON, isto é:
PR = NapLogON

Adotemos PR=X e ON=Y, de modo que X = NapLog(Y).

A partir da situacdo relacionada na figura a seguir poderemos concluir que de acordo

com as notacdes atuais de logaritmos, teremos:

Y
_ _ 107
X = NapLog(Y) = 10" -log: (W)

e

Vejamos como isso da. Para tanto, utilizaremos a linguagem de equagdes diferenciais para

descrever este problema.
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Figura 1 — PR = NapLogON

P R Q
| |
! i

Fonte — Préprio autor

\J

Colocando M e P na posicdo 0, consideremos que Z(t) fornece o deslocamento do ponto
mével O com o tempo ¢ e X (¢), o deslocamento do ponto mével R também em fun¢io do tempo ,

ambos a partir de 0. Entéo:
Z'(t)=10"-2Z(t), X'(t)=cte e Z'(0)=X'(0)=10"—-2Z(0)=10".

Consequentemente Z(7) e X (¢) sao solu¢des dos seguintes problemas de valores iniciais:

7' +7Z =107 X' =107
e
Z(0)=0 X(0)=0

Resolvendo o segundo problema temos que:

X(t)=10"¢ (2.1)

Resolvendo o primeiro problema temos que:

t t
Z'(1)e +Z(t)e' =107 = / (Z(s)e*) ds :/ 107¢%ds
0 0

L Z()e —2(0)e =10"(e' — 1) = Z(t) = 10" (1 —e ™)
Mas Y(t)=ON=10"—Z(r)=10"—10" + 10"

Y(t)=10"e"" (2.2)

Y Y
Assi T e t=In|—
ssim, e o7 & n (107>

Y Y
Portanto, X = 10"t = —107(—t) = —10In <1_o7> = 10710g% <1_07> = NapLog(Y)
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Dessa maneira temos, basicamente, um logaritmo moderno na base %, isto €é:

y \ 1
_ 1
NapLog(Y) = log% (W)

Em notac@o moderna € possivel também isolar X, simplesmente por:

7 X Y X Y
Y =10"(1-107") adTiA (1-107")" & X =log(;_yo7) (1—07) (2.3)
107
Para se chegar que NapLog (Y) = log: (%) poderia-se usar o 2° limite fundamental

(pp. 72-76)

1 X
lim (1 + —) =e
X—yfoo X

107 1 7
de forma que, paraX = —107, 14+ % =1- 10_7 e (1 — 10_7) 10 ~eou—~= (1 — 10_7)10 .
e
X n
Y X 107 | 107 1\ 107
De(23), — = (1-1077)" = |(1=10"" ~ |- VN
e (23). 757 = ( ) {( ) ] (e>

Entao Eves (2005, p. 345) complementa:

Nota-se ademais que, sobre uma sucessao de periodos de tempo iguais,
y decresce em progressdo geométrica enquanto X cresce em progressao
aritmética. Assim, verifica-se o principio fundamental de um sistema de
logaritmos, a associacdo de uma progressdao geométrica a uma aritmética.
Dai que, por exemplo, se a/b = ¢/d, entdo NapLog(a) — NapLog(b) =
NapLog(c) — NapLog(d), que é um dos muitos resultados estabelecidos
por Napier.

A igualdade mencionada na citag@o acima pode ser facilmente demonstrada utilizando-se

as propriedades de NapLog que serdo mostradas em seguida.

' Com uma simbologia desconhecida por Napier, a fun¢do neperiana possui base i , portanto expressoes

da forma /n(x) ndo devem ser chamadas de logaritmos neperianos, mas de logaritmos naturais, afinal
In(x) =loge(x) .
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2.5 Propriedades do NapLog

Inspirados nas conhecidas propriedades dos logaritmos modernos, vejamos como se

comporta o NapLog para produtos e divisdes. Para tanto, utilizamos como referéncia Edwards

(1979, p. 149).

NapLog(MN) = NapLog(M) + NapLog(N) — NapLog(1)

M
NapLog (N) = NapLog(M) — NapLog(N) + NapLog(1)

Para as demonstracdes das equacdes acima, adotaremos:
m = NapLogM, n = NapLogN e Q = NapLog(1), isto é,
M=10"(1-10""Y", N=10"(1-10"")"e 1 = 107 (1 —1077)2.

Demonstracdo. NapLog(MN) = NapLog(M) + NapLog(N) — NapLog(1):
De fato,

MN =107(1—=10"7)"*"107 = 107 (1 — 1077)"*"~€ = NapLog(MN) = m+n— Q.

Demonstragcdo. NapLog (%) = NapLog(M) — NapLog(N) + NapLog(1):
De fato,

M 107 —TI\m—n 7 —7\m—n1n—7 7 —7\m—n+Q
Nzl_(ﬂ(1—1o ) =10"(1—-107") 107" =10"(1-10"") =

M
= NapLog <ﬁ> =m—n+Q.

Observacao 1. Referente a citagdo contida na pagina 30, mostremos que :

g = 2 = NapLog(a) — NapLog(b) = NapLog(c) — NapLog(d)

De fato, NapLog (g) = NapLog (2) e segue de (2.5) que

NapLog(a) — NapLog(b) + NapLog(1) = NapLog(c) — NapLog(d) + NapLog(1)

(2.4)

(2.5)
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Observacio 2. Como 0 < 0.9999999 < 1, e considerando M = 107(0.9999999)" e

N = 107(0.9999999)”, do Teorema 3.10 (resultado a ser mostrado posteriormente), temos:

M>NE&m<n.

Ou ainda,

M > N < NapLog(M) < (N)

Y
Observacio 3. Para o valor de NapLog(1) devemos nos lembrar que se NapLog(Y) =log: (W
entao:
1
NapLog(1) = 1O7logl (W) = —10710gl (107) ~ 161180957.
Logo,

NapLog(1) = NapLog[107(1 —1077)9¢] = Q0 ~ 161180957. (2.6)

Ao que tudo indica John Napier desconhecia® e consequentemente nio considerava em
seus cdlculos de multiplicagdo e divisdo, o valor de NapLog(1) como aparece nas Equagdes (2.4)
e (2.5). Assim, para o calculo de produtos era necessario fazer um ajuste no resultado através do

fator multiplicativo 107 e na divisdo de 10~7, como veremos adiante.

Mais a frente comentaremos o que motivou Henry Briggs a adotar base 10 para seu

sistema de logaritmos, o que, entre outras coisas, resultou nas seguintes propriedades:

i) log(ab) = log(a) +1log(b); a,b>0
i) log (g) =log(a) —log(b) a,b>0

2.6 A tabela de Napier

Apresentaremos a tabela de Napier e algumas de suas aplicagdes possiveis, 0 que nos
levard a entender por que esta foi uma revolu¢do em um tempo que ndo havia calculadora.
A diante seguem as imagens das duas primeiras, das noventa paginas de tabela do livro Mirifici
logarithmorum canonis descriptio (NAPIER, 1614), e posteriormente serd explicado o significado

de cada coluna da tabela.

2 Um sinal que indica o desconhecimento € que o valor de Q ~ 161180957 nio pode ser encontrado na

tabela; outro sinal ocorre no cdlculo da tangente pela tabela, que consiste na simples diferenca entre os
dois Naplogs de uma linha, como veremos adiante.

) 107
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Figura 2 — Primeira pigina de tabela do livro Mirifici logarithmorum canonis descriptio

1) ety ’
o . 4 . T ;
win| Sinusi | ) Laf.mtlmi ‘ .Dr‘f:rrmu | bogavichmi| | Simur |
o 0 | [ InAnicuam | InhAaitum 0| | 10020000 [ GO
I TGN 31415’53||EI41;63D I 10300000 | §9
1 s81 744992 13 | 734494211 1 9999908 | 58
) By27d | 70439564 | 70439560° 4 9090926 | 57
4 L1636 67562745 | 6756273D 7 0099991 ] 450
1 14544 | =] 65331315 | 65331304 i 9000082 | 55
4 17453 | | 63508090 [ 63508043 16 9999986 | 54
- 20362 61066595 | GIDGG5T3 12 0999080 | 53
3 23171 ﬁaﬂ;l:ﬂ'q. 60631256 28 0999974 | 52
o | 26180 [59453 ss‘ 59453418 35 [ | 9999067 51
19 20088 | | §830 58300814 | 43 0099050 | 52
1} 3997 :.-ﬁq-'gﬁ.?iy. 57446707 52 $999950 | 47
12| 34996 | | 50576546 | sG576584 61 2099940 | 48
13 E?HI-; ﬁ;*fﬁzu §5776149 73 0909928 | 47
14 ?14 L $ﬂ3$143 §501§004 84 0990917 | 46
15 43632 I_'_:H»Hus s9345129| 96 { 9999905 | 45
16 | 46541 153699843 [\§3609734 109 pooulor | 44
17| @94501 |530936001.§7093577 113 0900878 | 43
18 | %2359 2522000 (52521881 | 138 | | nooolcs | 42
19 55268 | | s1081356| suo81202 154 | | 9900847 | 41
20 s8177 | | 51468431 | 51468361 ] 179 9929831 { 40
21 61086 | | sooBos17 | 500804590 187 5999813 | 3u
11 63095 505151342 | 50515137 204 9909795 | 38
23 66004 0070827 | §900700603 224 09997706 ':'.2
24| 69813 | |49645239 [ 49044995 244 0999756 | 36
26 | 72721 | | 49237030 49234765 2065 0999736 | 35
L6 =e630 | | 48844826 | 49844532 28 0999714 | 34
27| 78539 | 48467431 48467122 309 09990602 [ 33
28| 8448 | (48103763 48103431 332 9999668 | 32
200! 1. 84357 || 47752359 | 477525031  + 356 9999644 | 31
300 87365 | 1|a7413852 | 47413471 |+ 330 | 9999619 | 30
4 Y s | . : ; 1
’ J |

|

8o

Fonte — livro Mirifici logarithmorum canonis descriptio
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Figura 3 — Segunda pégina de tabela do livro Mirifici logarithmorum canonis descriptio

Gr. o I

0 = o) | :

m‘ﬂ[ Sinmre | I ng’.trirhmi l n:ﬂ‘m-mi.f‘ E-{E‘.frifﬁmr'] ] S.-mf.f
30 87265 | | 47413852 | 47413471 381 9099619 [ 30
31 90174 | | 47085961 | 47084554 407 0009593 | 20
32 p3083 | ) 457684383 | 46768049 434 | | 9999566 28
31 0§9Y2 40460773 | 46460312 461 09905390 | 27
34 08001 | | 46162254 | 46161765 a8y 9!!99?!1] 26
35| 101800 | | 45872301 | 45871874 518 | | 99994827 2§
;:;_ 104718 | | 45500688 | 45500140 548 0000452 | 24
a 107617 45316714 | 453106135 579 00004211 23
2R 112516 | | 45050041 | 45049430 GL1 9999389 | 22
0 113445 | | 44790206 | 34789652 644 9999357 | 21
iu 11'53’:'31 44537132 'EHH; 6455 677 | | 9999323 | 10
41 110262 | | 44290216 | 442804505 11 9999289 | 19
4; 122171 | | 49049255 | 490485090 ‘;'.’.1_6 9000254 | 18
43| + 125079 | "1 43813055 | 43813177 2| | 9999218 | 17
4a| 127988 | 43584078 | 43583240 19 9990181 | 16
45 1308961 143352360 | 43358503 B57 9999143 | 15
40 133805 43139582 | 43138686 ¥o5| { no9oolos } 14
47 116714 42924534 | 42023599 215 Fu?ﬂﬂﬁi; 13
Q1 139622 | | 42714014 | 42713039 975 || 9990025 | 12
11;- 142531 L | 42507833 | 42506817 1016 || | o9eRo84 | 11
§0 H‘Hfﬂf' 41305826 | 42304768 1058 00989042 | 10
g1 1453348 [ [ 42107812 | 42106711 1101 9998900 |
£1 151257 | | 41013644 | 41012499 ”f 09988561 . 8
s1| 154165 | | 41723175 | 41721986 1189 | | 9998811 | 7
sa | 157974 | [ 41536271 | 41535037 1234 | | 9993766 | 6
54 350082 | | 41352705 | 41351515 1280 9008r20| §
§6 162801 | | 41172626 | 41171299 1327 ouoRés2| 4
s71 | 165799 | | 41006643 [ 41005263 1375 0505025 | '3
8 168-08 | | 308217406 | 40820322 1424 9008577 2
§0 191616 40650816 | 40649343 | . 1473 l}pﬂHfI';': 1
6o | 174524 | | 40482704 | 40481241 | w23 | | 998477 ©
i e
L 1 i g?‘,
Bo

|

89
a

Fonte — livro Mirifici logarithmorum canonis descriptio
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Em seguida colocamos parte da primeira pagina da tabela adaptada para a linguagem

moderna:
Figura 4 — Reescrevendo a tabela de Napier
o° + ] -
o 107sen(a) = NaplLog[107sen{a]] = Naplog NapLog[107sen(p)] = 107sen(p) = B=90-a
107(0,99999 | NapLog[107(0,9999999)"] | [107Tg(a)] | NapLog[107(0,9999999)"] | 107(0,9999999)"
gg)n
0°0’ 0 Infinito Infinito 0 10000000 20°50’
0°1 2300 81425681 81425680 1 10000000 89°59’
0°2 5818 74434213 74494211 2 9999998 89°5g’
0°3 8727 70439564 70439560 4 9999996 89°57’
04 11636 67562746 67562739 7 9999993 89°56’
0°29’ 84357 47752859 47752503 356 9999644 297371’
0°30° 87265 47413852 47413471 381 9999613 89°30'
ag®

Fonte — Proéprio autor

Note que no canto superior esquerdo da pagina da tabela original aparece Gr. 0, que

corresponde ao 0°. Bem como no canto inferior direito vem o nimero 89, que corresponde a

89°. Além disso, a tabela aparece graduada em minutos de 0’ a 60’. Esta graduacdo aparece na

primeira coluna em ordem crescente e € retomada na ultima coluna em ordem decrescente. Esta

ordenacdo permite que numa mesma linha visualizemos as informagdes referentes a um angulo

e a seu complementar; por exemplo, na tabela original vemos os nimeros 2 e 58 na mesma

linha, o que corresponde, na tabela adaptada a 0°2° e 89°58’, respectivamente, que sdo angulos

complementares.

Na segunda coluna aparecem os valores de 107 sen « e na terceira o NapLog de 107 sen c.

Seguindo a mesma linha, no sentido da direita para a esquerda, vemos as mesmas informagdes ,

porém referentes ao angulo complementar contido na primeira coluna.

Por exemplo, pela tabela, 107 sen (0°2') = 5818. Assim, de acordo com a terceira coluna
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NapLog (107 sen (0°2')) = 74494213, isto ¢, 107 sen (0°2') = 107(0,9999999)74494213

Na mesma linha, observando da direita para a esquerda, na segunda coluna encon-
tramos o valor de 107 sen (8) e na terceira coluna o NapLog de 107 sen 8. Nesta linha, por
exemplo, nota-se que 107 sen (89°58’) = 9999998. Assim, de acordo com a terceira coluna,
NapLog (107 sen (89°58)) = 2, isto &, 107 sen (89°58’) = 107(0,9999999)>.

Como f8 = 90° — @, entdo 107 cos (B) = 107 sen (90° — B). Esse raciocinio nos permite

encontrar valores de cossenos pela tabela, como veremos na proxima sec¢ao.

Para qualquer sen o localizado em alguma das linhas da tabela, encontramos na ultima

coluna da referida linha o correspondente valor de cos f3, pois sendo @ = 90° — 3, tem-se que:
sen @ = cos (90° —a) = cos B
Assim, do exemplo anterior:
107 sen (0°2') = 5818 = 107 cos (89°58') e
107 sen (89°58') = 9999998 = 107 cos (0°2')

Um outro exemplo; se quiséssemos encontrar o valor 107 cos (60°), procurarfamos a

linha que contém o 107 sen (30°), vejamos:

Figura 5 — Cosseno na tabela de Napier

Gr. 30
30 + LY
min|  Simus | | Zogarvithmi | Differemie | toparithmi | | Simus )

I° | 5000000 [ | 6931460 | 5493059 | 1438410 | | 8660254 | 6o
T §002519 6926431 | §486G6342 | 1440090 316537!}9 $p
§005038 6921399 | $§479628 | 1431771 8657344 | 58

Fonte — livro Mirifici logarithmorum canonis descriptio

2

Conclui-se que 107 cos (60°) = 107 sen (30°) = 5000000
e A tangente na tabela:

Agora estamos aptos a compreender a quarta coluna. Note que na tabela original aparece a
palavra "differentia", e de fato ela contém a diferenca entre os valores da terceira e quinta colunas,
isso é, a diferenca entre NapLog(10”senco) e NapLog(107 cos «), assim esta era utilizada para

calcular a tangente.

De fato,
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NapLog(107 sen o) = n e NapLog (107 cos &) = NapLog (107 sen (90° — &) = m =
107(0,9999999)"
107(0,9999999)™

= 107 tgax = 107 =107(0,9999999)" "™
Logo,
NapLog (107 tg o) = n —m = NapLog(10” sen o) — NapLog(10’ cos )

Exemplo Vamos calcular a tg (14°), usando a tabela de Napier :

Figura 6 — Tangente na tabela de Napier

Gr. 14.

14 AL
win|  Simus | | Logarithwi | Differcntia | logavithmi [ | Sous ]
l° 2419219 | [ 14101398 [ 13889854 | 301544 | | 9702457 ""l
I 2421041 141709730 | 13897468 | 302270 | [ 9702253 [ 52
2424863 1416800 | 13865005 | 302007 | | 9701543 [ 538

‘}‘ —

3 2427005 14156401 | 13852737 | 393724 ) | 9700842 57
1 2430507 | | 14144844 | 13840392 | 304452 | | 9700135 | 50
§ 2433219, 14133242 | 13828061 ,ou‘h 2609428 | ¢§

=i B - WS s IS St el ——2- 1 I afnNman 3

Fonte — livro M1r1ﬁ01 logarithmorum canonis descrlptlo

Pela quarta coluna notemos que NapLog(107 tg 14°) = 13889854; em seguida devemos
procurar, em alguma das paginas, na terceira ou quinta coluna, o valor mais proximo de 13889854.
Nesse exemplo, pode-se encontrar o valor 13892850 na terceira coluna da mesma pégina (veja
na figura abaixo):

Figura 7 — Tangente na tabela de Napier

Gr. 14.

14 s
win|  Soms | | Logarithni | Drﬁ'cr(mm | g withmi || Swws |
> I 2419219 ' I 14‘9'3)'@ 13\8 0854 301544 9702457 | 6v
B 2422041 4179710 | 13897468 | 302270 0702263 | §v
25| 2480717 ] 13904152 ) 13554202 ) 51Y957] | VOS5IV | 35
[ 26| 2492534 | 13802850 [ 13572145 | 320705] [ 0084383134 |
— - e Cl(\"b(? 33
24951361 13881554 | 13560100 | 321454 0603 7 (3
iE 229‘{?28 13870272 12548068 | 322204} 9682031 | 32
20 | 2600084 | | 13859004} 13536049 | 322955 9682204 | 311,
30\ ZSO»\OOII | 13847749 | 13524042 3=3¢o7] l 9681476 303

75

Fonte — livro Mirifici logarithmorum canonis descriptio

Dai, NapLog (107 tg 14°) = 13889854 ~ 13892850 = NapLog(2492534).
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Portanto, 107 tg 14° ~ 2492534 = tg 14° =~ 0,2492534 .

Abaixo uma tabela comparativa entre os valores que obtivemos para tg 14° calculando

de formas diferentes:

Tabela 2 — Tabela comparativa

Calculadora 0,24932800284316
Tabela 0,2492534

Fonte — Préprio autor

¢ Realizando multiplicacoes e divisoes:

Como sabemos, o interesse de Napier era calcular a multiplicagdo através da soma
e a divisdo através da subtracdo. Nas proximas secdes mostraremos como eram feitas essas
operacOes por meio da tabela.

A multiplicacio:

Vejamos como utilizar a tabela e transformar o célculo de um produto em uma soma. Pri-
meiramente, observemos que se M = 107(0.9999999)”, N = 107(0.9999999)" ¢ P = 107 (0,9999999)"+",

entao:

M.N =107[107(0.9999999)"*"] = M -N = 10" - P (2.7)

Assim, para encontrar o valor de M - N basta buscar o valor de P, tal que NapLog(P) =

m+n.
Exemplo Determinemos o produto 3746066 - 5446390.

Figura 8 — Localizagao de valores na tabela de Napier

Gr. 32

22 ‘ o
'”?'”’ Sivus ’ | Logarithmi Differcntia [Iagarilhnri [ Sinus
[o T 3726066 | | 9818785 | 9062752 [ 756033 ] | 9271830 | 6°]

Gr. 33 ‘

. 4 + t e

wun( Sinus,- || Logarithmi | Differentie | logarithmi| | Sinus )
© [ §446390] | .6076319 | 4316047 [ 1759372 38670

Fonte — livro Mirifici logarithmorum canonis descriptio

Sejam M = 3746066 e N = 5446390. Que na tabela correspondem, respectivamente, a
107sen(22°) e 107sen(33°).
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Buscamos na segunda ou sexta coluna da tabela estes valores(ou o mais proximo possivel

deles) e obtemos da terceira coluna que:
M = 3746066 = 107 (0,9999999)*818785 & N — 5446390 = 107(0,9999999)6076319,

Assim denotando-se m = 9818785 e n = 6076319 temos que n+ m = 15895104. Voltando a
tabela, buscamos na terceira coluna este valor (ou o valor mais préximo a ele) e encontramos na
segunda coluna correspondente a sen(11°46’) o valor 2039266 isto ¢, 107(0,9999999)15895104 —
P ~ 2039266.

Figura 9 — Exemplo de multiplicacio

Gr. i1 :
0 v ' + | —
min| Sinus, | ) Logmithmi | Differentie | logarithmi | | Sinus I___

_2,'0 1993679 16126028 1§923233 20279§ 979v247 | 30
31| 1996530 16111742 | 15908355 | 229338y | | 0798667 | 29
32 1999380 16007477 | 15893497 ] 203980 | | 9798086 | 28

'45 [ 2039260 [ 15899951 [ 15687573 [ 212378 [ [ 978986214

Fonte — livro Mirifici logarithmorum canonis descriptio

Logo, de acordo com (2.7) temos:

3746066 - 5446390 = 10" P = 107 (0.9999999) 13893104 =~ 2039266 - 10”.

Abaixo a comparacdo dos resultados obtidos para M - N pela calculadora e pela tabela de

Napier:

Tabela 3 — Tabela comparativa

Calculadora 20402536401740
Tabela 2039266.107

Fonte — Préprio autor

Observe que se os nimeros a serem multiplicados, M e N, nao forem da ordem de 107,
basta multiplicd-los por convenientes poténcias de 10, para que o resultado seja da ordem de 107.

Vejamos o exemplo a seguir:

Utilizemos M’ = 37461 e N’ = 54464. Queremos o produto M- N'.
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Procurariamos, na tabela, os nlimeros mais préximos de 37461.10% e 54464.10% e en-
contrariamos os mesmos M e N do exemplo anterior, assim repetiriamos o raciocinio daquele

exemplo, contudo o resultado final adaptado com conveniente base 10 seria:
M'-N'=(107 - P) - 10~* =(107 - 2039266) - 10~* ~ 2039266.10°.

A divisao:

Observe que se M < N, M = 107 - (0,9999999)", N = 107 - (0,9999999)" ¢ P = 107 -
(0,9999999)" " entdo:

% =1077.P (2.8)

Assim, para encontrar o valor de % basta determinar, na tabela, P tal que NapLog(P) seja o mais

proximo possivel de m — n.

Suponhamos, entdo, a divisdo entre M e N, com M < N. Assim, teriamos:

M 107(0.9999999)"
N 107(0.9999999)"

= (0.9999999)" "

Onde m —n > 0 pela Observacao 2.

Jase M > N, temos ainda da Observacgao 2 que m —n < 0 e portanto, ndo existe valor
correspondente na tabela de Napier. Nesse caso, ajustaremos a fragao % com poténcias de 10
de modo que a nova fragdo tenha numerador menor que o denominador. Em seguida devemos

procurar na tabela o logaritmo (expoente) que mais se aproxima da diferenca entre m e n.
2503800

E lo 1: F ivisdo —————
xemplo acamos a divisao 5562956

Pela tabela,
2503800 = 107sen(14°30") = 107(0,9999999) 3847749,
5562956 = 107sen(33°48") = 107(0,9999999)3864352,

Dessa forma,

2503800  107(0,9999999) 13847749
5562956  107(0,9999999)3864552

= (0,9999999)7983197

Consultando a tabela novamente, a poténcia cujo logaritmo mais se aproxima da diferenca
13847749 — 5864552 = 7983197 é referente a 107(0,9999999)7932887 — 4500084.

Logo da equacdo (2.8):

2503800

5562956 107" -4500984 = 0,4500984
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Tabela 4 — Tabela comparativa

Calculadora 0,4500845
Tabela 0,4500984

Fonte — Préprio autor

5562956
2503800
Usando os dados do exemplo anterior,

Exemplo 2: Facamos a divisdao

5562956  107(0,9999999)3864552 7983197
2503800  107(0,9999999) 13847749 — (0,9999999) '

Teriamos entdo um expoente negativo, ja que o numerador € maior que o denominador e
a funcdo NapLog € decrescente.

Assim ajustaremos a fracio AN’I com poténcias de 10 de modo que a nova fragdo tenha

) , ) -1,
numerador menor que o denominador. Neste caso, € suficiente trabalhar com w. Para
—1, . -
encontrar IOTM procedemos como no exemplo anterior. Como nao encontramos um valor exato

para 10! - M , buscamos na tabela o valor mais préximo dele e que continue menor que N.

Encontramos entao,

10°'-M 555312 107(0,9999999)28%08117
N 72503800  107(0,9999999)13847749

10-7[107(0,9999999) 15060368] .

Entao,
M
10715 = (0,9999999) 120058
Pela tabela,
107(0,9999999) 13060368 — 2718322
Logo,

M 10-'-m
—=10- | ——— | =~ 1075 (2218322)
N N

Na tabela a seguir a comparagao entre as diferentes formas de se obter o resultado dessa

divisdo:
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Tabela 5 — Tabela comparativa

Calculadora 2.,221805
Tabela 2,218322

Fonte — Préprio autor

2.7 O que a tabela de Napier inovou

Segundo Eves (2005), as melhores tabuas de seno da época eram formadas por valores
que se estendiam em até 7 casas decimais (por isso Napier utilizou 7 digitos em 0,9999999).
Ainda segundo Roegel (2010, p.16) , Napier utilizou a tabela do astrobnomo alemao Erasmus
Reinhold (1511-1553), que continha informacdes relativas ao seno e tangente, com variagdo de 1

em 1 minuto.

Exceto para alguns erros de escrita, a tabela de Reinhold concordava com a de Napier
entre 0° e 89°. Contudo, entre 89° e 90° existiam algumas diferencas, o que mostra que Napier

também usou outra(s) fonte(s), sendo varias as possibilidades.

Seja qual for a fonte utilizada, Napier teve de obter, para cada valor de seno, um valor
de logaritmo, ou seja, 90x60=5040 diferentes logaritmos (NapLogs); talvez a maior heranga do
trabalho que durou 20 anos. Como afirmou Laplace, sobre os logaritmos “ao diminuir o trabalho,
dobrou a vida dos astronomos”, pois estas tabelas facilitavam os calculos de multiplicacoes,
divisdes e extracdo de raizes quadradas e cibicas, sendo um dos objetivos deste trabalho, mostrar

as duas primeiras aplicacoes.

E importante que se saiba que, ao que tudo indica, as tabelas até entdo comentadas eram
utilizadas apenas pelos cientistas da época, afinal apenas as pessoas com maior poder econdomico

tinham acesso a educagdo e consequentemente as operagdes de multiplicagdo e divisao.

Segundo Augarten (1984, p.9), € possivel que, por este motivo, Napier tenha lancado em
1617 (seu ultimo ano de vida), um novo método de se realizar contas de multiplicacdo, divisdo e
extracdo de raizes quadradas e cuibicas, que ficou conhecida como Barras de Napier ou Ossos
de Napier em seu livro Rabdologia. Este método era acessivel as pessoas ndo escolarizadas e

também convertia produtos e divisdes em somas e diferengas, de modo bastante simples.
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e Outra inovacao: O uso da base decimal

Henry Briggs, professor de geometria do Gresham College em Londres e mais tarde
professor em Oxford, maravilhado com a publicacdo de Napier, o visita em Edimburgo. Briggs
sugeriu que o novo sistema seria comodo, se o logaritmo de 1 fosse 0 e o de 10 fosse 1, o que
na esséncia significa trabalhar com logaritmos na base > 10. Isso traria, por utilizarmos sistema
decimal de numeracao, progresso em termos de cdlculos numéricos. Dentre as vantagens da
utilizag¢do da base 10, podemos considerar também que o logaritmo de qualquer nimero maior
que um seria positivo e, além disso, a montagem de uma nova tabela seria menos demorada; a

titulo de ilustragdo, se log(x) = n, log(10x) = 1 +n.

Briggs, que contou com a ajuda de Adriaen Vlacq (1600-1660), entregou-se ao trabalho
de criag@o das novas tdbuas de logaritmos, publicando em 1624 o Arithmetica Logarithmica que
continha uma tdbua logaritmica, com 14 casas decimais, dos nimeros de 1 a 100000. Edmund
Gunter (1581 — 1626), publicou uma tdbua de logaritmos de senos e tangentes intervaladas de
um em um minuto, com exatidio de sete casas decimais. Todo esse trabalho foi recentemente

(entre 1924 e 1949) superado por longas tdbuas logaritmicas com 20 casas decimais.

3 Assim o sistema de logaritmos de Briggs seria crescente, diferentemente do sistema de Napier, além

disso, com logl =0 e log10 = 1 seria mais simples de se relacionar os logaritmos com os angulos das
tabelas trigonométricas ja existentes, contudo essas melhorias ja haviam sido consideradas por Napier,
mas por questdes de saide o matematico nfo as colocou em pratica.
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CAPITULO

A CONSTRUCAO DAS POTENCIAS COM
EXPOENTES REAIS

O presente capitulo, o qual construiremos as poténcias de nimeros positivos com ex-
poentes reais e exploraremos suas propriedades, baseia-se no livro Muramaki, lezzi e Dolce

(2004).

3.1 Poténcias de expoentes inteiros

Consideremos a € R™. Seja N={1,2,3,...} o conjunto do nimeros naturais.

Definimos que, para todo n € N, @" representa o produto de n fatores de valor a, ou seja,

dt=a-a-a-...-a
—

n fatores

Decorre facilmente desta definicdo que se n, m € N

am-a" =a"" (3.1)

uma vez que em ambos os membros da igualdade, temos o fator "a” repetindo-se a mesma

quantidade de vezes, ou seja, m + n vezes.

Com o intuito de manter esta propriedade serd natural definir a” observando-se que se:

logo, para a > 0,
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E assim definimos
0=1

a’ =

Propriedades 3.1. : Sejam a, b > 0e mn € {0,1,2,...} temos:

e P(N):a">0

o P(N):a" -da"=a™™"
am

e A(N): —=d""m>n

e s(N):(a-b)"=d"-b"

a\n a"
OP4(N)Z E —ﬁ,b#O
o Ps(N): (a™)" =a™"

Demonstragcdo. Consideremos m e a > 0 fixos. Para as propriedades 3 e 4 o método utilizado

serd o de Inducgao Finita.
e Py(N):
Da definicao temos que a” € o o produto de n fatores positivos.
o P (N):
Feito em (3.1).
e A (N):
Suponha m > n, isto é, m —n >0 . Logo @ = g™ """ PlLN) a™"a". Logo d" " = f.

L] P3(N)Z

Base da indugdo: Paran = 0, temos que (a-b)? =1=1-1=a"-b". Logo a propriedade

¢ vélida paran = 0.

Hipotese de inducdo: Suponhamos que a propriedade seja vdlida para algum paran € N,
ou seja, (a-b)" =a"-b".

Assim, mostremos que a propriedade também € vélida para n+ 1:

(a-b)”Jrl = (a-b)" -(a-b)=(a"-b")-(a-b)=(d"-a)-(b"-b) =qg"t! !
——
hipotese

Portanto, pelo Principio da Indugdo Finita, (a-b)" =a"-b",Vn € {0,1,2,...}.
L] P4(N)Z

Base da indugdo: Para n = 0, temos:

(5) =1-3
b))
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Logo, a propriedade € vélida para n = 0.

Hipotese de indugdo: Suponhamos que a propriedade seja valida para algum n, ou seja, (g) =

a}’l

ﬁ.
Assim, mostremos que a propriedade também € vélida para n+ 1.
a n+1 a\” a an.al an—i—l
(Z) B (E) bbbl il
~——
hipétese

Portanto, pelo Principio da Indug@o Finita, (a-b)" =a"-b", ¥n € {0,1,2,...}.
® P5 (N)

De P;, temos:

anl 'anz . _anm — an1+n2+...—|—nm

Contudo, se n] = ny =n3 = ... = n, = n, entdo (a")" = a"".

Temos assim o conceito de poténcia natural para reais positivos e suas propriedades.

Vamos estender este conceito para poténcias inteiras de modo que tais propriedades

continuem validas.

Supondo que (3.1) continue valida para poténcias inteiras, teriamos:

Logo, faz sentido definir:

Note que tal expressdo resulta no seguinte:
1

Defini¢éio 3.2. a™" = — Vn € Z.
a

Propriedades 3.3. : Sejam a, b > 0 e m,n € Z temos:

° P()(Z) 2a >0
e P(Z):ad"-a" =a"™"
am m—n
° Pz(Z) . E =da
e P5(Z):(a-b)"=a"-D"
a\n a"
o Ps(Z): (a")" =a™"
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Demonstragdo. Suponhamos m e a > 0 fixos.

e Py(Z): Sabemos por Py(N) que se a>0, entdo a”" > 0, Vn € {0,1,2,3,...}

Logo,sen:—m,commeN,a":a*m:aLm>()

e P|(Z): a) Se m, n € N temos a"" = g™ - a" por P;(N).

b) Suponhamos m = —pen=—q, p,q €{0,1,2,...}.

a"th = g P4 = a_(P'HI) — 1 Pl@l) ! 1 i Def:.3.2 a P -al=d" 4"

abtd — gl.gd gl g4

¢) Suponhamos m = pen= —q, p,q € {0,1,2,...} e p-q>0. Entio,
amin = gr—a LY a” :ap~i:ap-a*q:am-a"
a4 a4
d) Suponhamos m=pen=—gq, € {0,1,2,...} e p— g < 0. Entio,
Def.32 1 ¢ 1 I 1 n

=——=a%a’"=d"a

"t = g9 = g—(a—p) 2
aq4—p al-q= P a4 a P

° Pz(Z :
_pDef. 32 a"

) —n__m+(—n)_
Por P (Z): , temos que a™ "=a" (=n)=gm . 4 -

o P3(Z)Z

Por P3(N) temos que (a-b)" =a"-b" paran € {0,1,2,...}.

Esen=—m,comm € {1,2,...}, temos

_ | NG\ | 1 1 per.32 _ _
(a-b)"=(a-b) m:(a-b)m - aM.bm:a_m.b_m = g Mm.pMm=gq".p"
OP4(Z)Z
Por P4(N), sabemos que (g)n = %, Vne {0,1,2,..}. Se n = —m, m € N, entdo:
a\» cax-m 1 pxN o b 1 1 ad
G =G) @ - F et

G

OPS(Z)I

Por P5(N), (a™)" = a™" param,n € {0,1,2,...}

a) Assim, paran=—q,q € Nem € {0,1,2,...}, temos:

@y =@y 1P L L g gtea) — g
(@)t~ ama

b)Jisen€{0,1,2,..}em=—q,q€{1,2,...}, temos:

o Def 32 (TN "Rm) 1" PN) 1 Def. 32 (—q)n _ mn
(@ = (a2 () P P L R g g,

c) Eporfim,sem=—gen=—p,compeqcN, temos:

(@) = (a7)"

pDef32 1 b)) 1 Def.32

= al? =a"". [
(a—q)p a—4qp




3.2. Poténcias de expoentes racionais

49

3.2

Poténcias de expoentes racionais

com o intuito de preservar as propriedades de Fy a Ps.

Queremos agora estender o conceito para poténcias racionais de reais positivos, sempre

Recordemos inicialmente o conceito de raiz enésima de reais positivos: Sabemos que

dadoreal a>0 e n € N, 3! b>0, tal que b" = a. Este b € dito raiz enésima de a e é denotado por

seguem

Note que desta defini¢do temos que Vn > 0, a = ({/a)"

b=a

as propriedades de R a Rs:
® Ry \/a" = "am4

Ry WZ\"/E'%
.R3 =% b#£0

* Ry (\’75) = Va"

o Rs {/Ya="a

Demonstragdo. :

n-\q/a,n_.q

o Ry

Fagamos x = v/a™ e portanto x" = a”. Assim x4 = (x")? = (a™

R
Facamos x = (/a - +/b). Entio,
= (Y- /by = (Yay - (V) =a-b=x=</ab
o R;3
Consideremos x = Vaey = V/b . Entdo, X" = a e y* = b. Dai
%z’y‘—ﬁz() \/_Istoe,V Ve
* Ry

Chamemos x = /a. Entdo x" = a e X" = ({/a)™.

,além dissoparag e Nem € Z

)9 =a™. Logo x =

Assim @ = (X")" = xX"™ = (x™)". Finalmente, X" = /a™ = ({/a)™.

o Rs
Fagcamos x = (" \’75)
X=Va= x1)'=a=x= %a
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]

Assim com o intuito de preservar as propriedades de P;(Z) a Ps(Z), em especial P5(Z),
note que se r = g onde p € Z e g € N entdo rqg = p. Logo a” = a" = (a")4, assim faz sentido

definir:

= var (3.2)

mp

Note que nao h4 ambiguidade nesta defini¢do, pois se r = §= g

o = Yap = Y

, m € N, temos de R; que

Propriedades 3.4. : Sejama, b >0er,s € Qes #0.
Entao,
e Py (Q):a" >0

o P (Qrad -a*=ad™"*

e’ (@=L
o3 (Q):(a-b) =d"-b"
R @:(5) =%

Demonstragao. r:B,pEZ,qENes:ﬂ,meZeneN.
q n
e (Q):
r-q=p=a"4=af >0, pois vale Py (Z).

Mas da defini¢do de raiz quadrada, 3!b > 0 tal que b = /a? = at =d.

e P (Q)
dd = ad g = Aap - an = Rapn. RWamd = agpn.qgnd = " gvprma
T i g
e P (Q)
Vr,s € Q=r—secQ.Logo,de P (Q), temos:
e
P
e P;(Q)
(a-b)" = (a‘b)g = Q/(a-b)l’: aP - bP = W—{’/b_l’:ag b1 =a b

o P, (Q)
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(5) = (5)
e P5 (Q)
(@) = (a)7 = {/ (a)n = 3/ Yapm = YaPm = a'sn =a

p
» P
q_ (a)p& vaP a? a

b) "~ Ypr i b

N
=3

r-s

I
Q

]

Os préximos resultados t€m o objetivo de nos fazer concluir que se r, s € Q e r < s,

entdose a > 1, teremos a’ < a®*e 0 < a < 1, entdo a” > a’.

Propriedade 3.5. : Sejaa > 1
a)Sen>0=ad">1.
b)Sen=0=a"=1.

)Sen<0=ada"<1.

Demonstragdo.
a) Por inducdo sobre n:
a =a'>1. Suponhamos a" > 1. Entdo, a"*! = a"-a'> 1 -1=1.

b) Por defini¢do a® = 1.

c)Sen=—m, m e N, entdo:
1 a)
at=a"m=— < 1.
am

Corolario 3.6. Se 0 < a < 1. Entdo:
a)sen>0,0<d" <1
b)sen:O,aozl

c)sen<0,d*>1

1
Demonstragdo. Como 0 < a < 1= — > 1. Aplicando-se os resultados da Propriedade 3.5 sobre
a

% temos os resultados requeridos. [

Observacao 4. Note que destes resultados concluimos que:

Sea">1len>0=a>1bemcomo,se0<d'<len>0=0<a<].

1 1
Lema 3.7. Sejama >1legeN,entdoas >1.Ese0<a<legeN,entdo 0 <a? < 1.

~ P5(Q L\ 4
Demonstragdo. Basta observar que a = (af/) .
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Logo, da Observagdo 4, concluimos os resultados. ]

Propriedade 3.8. Sejama > 1,pcZegeN
a)Se p>0,isto é, r = P >0, entdoa > 1.
q
b)Se p =0, isto &, r =0, entdo a’ = 1.

c)Sep<O,ist0é,r:£<O,ent500<a’<1.
q

Demonstragdo.

a)Sea>1lep>0,temos a” > 1 (pela Propriedade 3.5 a). Logo, segue do Lema 3.7

que:
P 1
ai = (al)s >1
b) Demonstracao trivial.

¢) Segue da Propriedade 3.5c. ]

Corolario 3.9. Sejam0<a<1,peZeqgeN.
a)Sep>Oer:[—7,ent€100<a’<1.
q
b) Se p =0, entdo o’ = 1.

C)Sep<0er:B,entﬁoa’>1
q

Demonstracdo. a) Basta notar que % > 1, assim de P4(Q), " < 1 e de Py(Q), a" > 0, logo
0<a <L

b) trivial

c) Se p < 0, entdo r < 0. Logo, do Coroldrio 3.6 ¢, a” > 1.

[]
p
Observacao 5. Novamente, segue destes resultados que se a¢ > 1 e d >(0=-a> 1. Bem como,
q

P

se 0 < a1 <le£<O:>0<a< 1.
q

Com isso estamos prontos para provar:
Teorema 3.10. Ser,s € Q,r<sea>1l,entioa” <a®.Jase 0 <a < 1, entdod” > a’.
Demonstragdo. a) Sejaa > 1,

P .
a =a st Q) a’ % -a’. Mas pela Propriedade 3.8, como r —s < 0 temos que 0 <

a* < 1leportantoa”*-a’ < a’. Logo, a” < a’.
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r

b)Seja0 <a < 1er—s<0,entdo pelo Coroldrio 3.9 c,a”"* > 1. Isto é, a_v >1=dad >
a

]

3.3 Poténcias de expoentes reais

Agora desejamos estender o conceito de poténcias com expoentes reais, nao necessari-
amente racionais. Para isto, nos apoiaremos nos lemas seguintes, sendo que os dois primeiros
podem ser encontrados em Guidorizzi (2001, pp. 515-517). e o dltimo foi baseado em Lima
(2014, p.153).

Lema 3.11. Seja a > 1 um real dado. Entdo, para todo € > 0, existe n € N, tal que an—1<e.
Demonstragdo. Pela Desigualdade de Bernoulli (ver Morgado e Carvalho (2015, p. 17)), temos:
(1+e)">1+n-¢

Tomando n tal que 1 +n- € > a, resulta:
(I1+&)">a=(1+e¢) > an

) 1
Assimar —1 < €

]

Lema 3.12. Sejam a > 1 e x dois reais dados. Entdo, para todo € > 0, existem r, s € O, com

r<x<s,taisquea’—a <€

Demonstracdo. Seja € >0 , tomemos inicialmente x < ¢, r € Q. Entdo, pelo Lema 3.11, 3n € N

tal que an —l<e-a'e portanto:
d-(an—1)<e (I)
Tomemos entdor,s € Q,comr<x<ses—r< % 1D
Do Teorema 3.10 & < d' e a*~" < an. Logo:
ad—a =d-(a@"—1) <at~(a%—l) < €.

Portanto, a®* —a” < €.
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Lema 3.13. Sejaa > 1.
a) Paratodo x € R 3!y € R, tal que a” < y < a’ para quaisquer r, s € QQ tais que r < x <.

b)Sex € Q, y=a".

Demonstragdo.
a) SejaA ={a";re Qer<ux}.

A € o conjunto ndo vazio e se s € Q e x < s tem-se que r < x < s. Mas pelo

Teorema 3.10, a” < a’. Assim, A também é um conjunto limitado superiormente.
Logo, A tem supremo, isto é, 3y € R, tal que:
od <yVr<x,reQ.
eSea" <MVa €A, entioy < M.

Com isso, temos que para todo s € QQ, tal que x < s:

a <a'Va e€A.

Logo
a <y<da',VrseQ, talquer <x<s. (3.3)

Na realidade as desigualdes em (3.3) sdo estritas. De fato, suponha por absurdo que dry € Q

satisfazendo ryp < x < s e tal que a’® = 7.

Da densidade de (Q em R sabemos que J r; € QQ tal que rg < r; < x. Mas do Teorema

3.10 concluimos que a’ < a’'. Além disso,

n<x<s=d'eA=a"<y=d".

Entdo a0 < a"t < 4’0, absurdo.
sat <y Vr<x,reQ.

Do mesmo modo concluimos que:
y<a’Vx<s.

Assim, quaisquer que sejam r, s € QQ, satisfazendo

r<x<s=d<y<dad (3.4)

Além disso, 7y € tnico. De fato, suponha por absurdo que exista ¥ # ¥, tal que a” <y < @*

parar < x <s.
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Suponhamos, sem perda de generalidade, que ¥ < 7. Entdo,

a<y<y<a (3.5)
Mas pelo Lema 3.12, dado € = 77%7/ > (0 existem r, s € Q satisfazendo r < x < s e tais
quea’ —a" <é&.
Logo, de ( 3.5) temos que
Y—y<ad—a < 77%7 0 que é um absurdo.

Logo, dado a > 1 e x € R existe um tnico ¥ € R tal que a” < y < a’ para quaisquer r, s

€ Q satisfazendo r < x < s.
Note ainda que ¥ >0 jd que a” > 0 Vr € Q.
b) Vejaquesex € Q, y=a".

De fato, sabemos do Teorema 3.10 que se r < x < s, com r, x, s € (Q temos:
a <a <adt

Mas pelaparte a) 3! y >0talquese Vr<x <s,a <y<a’.
Assim, da unicidade de y temos:

Y=a", parax € Q.

Corolario 3.14. Seja0 <a < 1.
a) Para todo x € R3!y € R™ tal que a” > ¥ > a* para quaisquer r, s € Q tal que r < x < s.

b) Se x € Q entdo y = a*.

Demonstragdo. a)Se 0 <a<1=a"1> 1.

Logo, pelo Lema 3.13 paratodox € R 3! y~! > 0 tal que (') <y ! < (a~!)* para
todor,s € Qtaisquer < x <s.

Logo, por P5(Q):
a>y>a*Vr,seQtaisquer <x<s.

b) Em particular se x € Q, y‘1=(a_1)x = y=ad".

Com base nestes fatos estamos prontos para definir a funcdo exponencial.
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CAPITULO

FUNCAO EXPONENCIAL

4.1 Definicao e propriedades

Teorema 4.1. Dado a > 0 e a # 1, existe uma tnica fungfo continua f: R — R tal que para x
€ Q tem-se f(x)=a*. Além disso:

a) Se a > 1 entdo f(x) é crescente, isto é, se x; < x3 = f(x1) < f(x2).

b) Se 0 < a < 1 entdo f(x) é decrescente, isto é, se x; < xp = f(x1) > f(x2).

Demonstragdo.

a) Sendo a > 1, para cada x € R definamos f(x) = 7, y dado pelo Lema 3.13, e portanto
f estd bem definida. Além disso, segue também do Lema 3.13 e de Py(Q) que para cada x tem-se

que se r € Qe r <x.Entdo y>a" > 0. Logo, f: R — RT.
Assim, se x1,x2 € R e x| < xp, temos da densidade dos racionais em R que existem ry,
ry e sy € Q tais que

r <xp<rn<x<s

Logo, do Lema 3.13
al < f(x;) <a? < f(xp) = f(x1) < f(x2), isto é, f é crescente.
b) Anélogo ao caso a).

Com relagdo a continuidade de f segue do Lema 3.12sea > 1,dadoe >0ep e R

existemr, s € Qtaisquer < p<sea’'—a <e.

Assim, tomemos 6 > 0tal que r < p— 0 < p+ 6 < 5. Entdo, como f é crescente, para

todo x, tal que |x — p| < 6 tem-se:
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If(x)—fp)| <a'—d"<e

isto é, dado € >0 3 6 >0 tal que se |x — p| < d entdo |f(x) — f(p)| < €. Portanto, f é continua.

O caso 0 < a < 1 segue de modo anélogo, lembrando que neste caso f(x) = a* serd uma

fungdo decrescente. O

Notacao: Denominaremos tal fung¢do de exponencial de x com base a e passaremos a

denoté-la por

fx) =d".

Observacéo 6. Note que Va > 0 e a # 1 tem-se que f(x) = a* é injetiva jd que para a > 1 ela é

crescente e para 0 < a < 1 ela € decrescente.

¢ A funcao exponencial é ilimitada superiormente:

Lema 4.2.
a) Se a > 1 entdo lim a" = oo.
n—oo

b)Se0<a< 1lentio limad" =0

n—oo

Demonstragdo.
a)Comoa>1,Fh>0talquea=1-+h

Pela desigualdade de Bernoulli:

(1+h)">1+4+n-h

Mas
lim (1+nh) =
Logo,
lim @" = oo.
n—oo

b)C0m00<a<13h>0talquea:ﬁ.

1 1

) M R
Assim, 0 < a =0z ),lg Tk

e consequentemente, lim a" = 0.
n—oo
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Teorema 4.3.

a)Sea > lentio lima* =we lim a*=0.
X—ro0 X—r—00

b)Se0<a<lentio lima*=0e lim a' = .
X—ro0 X—r—00

Demonstragdo.

a) Vimos no Lema 4.2 que lim a" = . Logo, dado € > 0 3 ng tal que se n > ng , entdo
n—oo

at>¢€.

Mas f(x) = a* é crescente. Assim, se x > ng temos a* > €. Portanto, dado € > 0 3 ny tal

que se x > ng tem-se f(x) = a* > €. Portanto,

lim a@* = oo.
X—3o0

Por outro lado, temos do Lema 4.2 que se 0 < b < 1 entdo lim 5" = 0. Assim, se b = a !

n—yoo
temos lim (a~')" = 0, o que equivale a dizer que dado & > 0 3 ng tal que se n < —ng, 0 < a" < &.
n—yoo

Mas f(x) é crescente. Logo, se x < ng, entdo 0 < a* < €. Portanto, dado € > 0 3 —ny tal que se

m a" =0.

x < —ngptemos 0 < a* < g, isto é, li
X—s—00

b) Segue de modo anédlogo ao item a).

e A funcao exponencial é bijetiva:

Teorema 4.4. Sejam a > 0, a # 1 e B >0 dois reais quaisquer. Entdo existe um tnico Y real tal

que:

a’ =B,
isto é. f € bijetiva.

Demonstragdo. Suponhamos a > 1.
Dado >0, como f € continua e )}1_{1010 a* = oo, entdo 3d € R tal que a¢ > B.
Mas xLierax = 0. Portanto, Jc € R tal que a“ < 3.
Logo dado B > 0 existem ¢ e d, com ¢ < d, tais que a¢ < B < a“.

Como a* é continua na reta, em particular também € continua para x € [c,d|.

Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, 3y € (c,d) tal que

f(Y)=Boua’=p
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Assim, f € sobrejetiva.

A unicidade de ¥ segue do fato de f ser estritamente crescente. Sendo assim, f € injetiva

e, consequentemente, bijetiva.

O caso 0 < a < 1 € andlogo. ]

Vejamos agora que tal funcdo preserva as propriedades ja demonstradas para expoentes

racionais.

Propriedades 4.5. Seja a, b > 0 com a # 1, entdo:

:(a-b)*=a* -b*,V x e R.

:(g)x: Z—i,VxE]R.

(@) =a",Vx,yeR.

Demonstragdo. Sejam x,y € R e x,,y, € Q tais que

limx, =xe hmyn =y.
n—yoeo

eFy (R): Segue do Teorema 4.1.

eP; (R): Como f(x)=a" é continua leva sequéncia convergente em sequéncia convergente.

Assim como lim x, +y, =x+y
n—soo

lim "™ = g,
n—oo

E por outro lado lim a™ - & = a* - &’

n—soo
Logo, segue de P(Q) que a7 =a*-a’.
oP (R) & =gty P1(:R) a7

ax
Portanto, a* > = — Vx,y € R.

a’
oP; (R): lim (a-b)"™ = (a-b)"

n—oo

Mas, lim (a-b)*™ = lim a™ - b = a* - b*

n—oo n—soo
Portanto, (a-b)* =a*-b*V x € R.
a a
s (B): 0" = (7 ) G
Portanto, <a) ,VxeR.
— e X
b bx
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oP5 (R): Sabemos que f(x) = a* é continua, qualquer que sejaa >0,a # 1,V x € R.

Entdo lim r-x, =r-x Vr € Q e portanto:
n—yoo

ar-xn — ar~x.

Mas lim ™ = lim (a")* = (a")".
n—oo n—yo0

Portanto, (a")" = a™* VxeR,re@Q 4.1)

Mas a* — a* e h(y) =y" é continuaVy > 0er € Q.

Portanto (a™)" — (a*)" 4.2)

Como a™* = (a")* = (a*)", segue de (4.1) e (4.2), que:

a*=(a")" = (a)" VreQ e xeR (4.3)

Logo,sey, =y €R,y, € Q temos paratodox,y € R
a’n —a*?
(@) — (a*)

Logo, de (4.3) temos:

a? = (a)’, para todo x,y € R, como queriamos.

4.2 Caracterizacao da funcao exponencial

Teorema 4.6. Seja f: R — R™ uma fun¢do mondtona injetiva. Sdo equivalentes as afirmacdes:
(D) f(x)=a*VxeR,ondea=f(1)e0<a##l.

(2) f(x+y)=f(x)- f(y),Vx,y €R.
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Demonstragdo.
(1) — (2): Segue da Propriedade P; (R).

(2) = (1): Como f: R — R™ segue que f(1) > 0. Além disso, f(1) = f(140) =
f(1)-£(0) = f£(0) = 1. Mas f(x) é injetiva. Suponhamos f crescente.

Entdo, f(1) > f(0) = 1. Chamemos f(1) = a:

F)=ft1+..+1)=f(1)-f(1)-..- f(1) =a", neN

n vezes n V‘e,ZCS

e Vamos estender aos Inteiros (Z):

Como f(0) =1

FO) =f(=1+D)=f=1)-f()=1=f(-1)=L=a"!
Assim, para n € N:

[ =D+ (D4 (D)= f(ED) - f(=0) - (=) = (@) =a

n vezes n vezes

e Vamos estender aos Racionais (Q):

Para todo niimero racional r = %, com m € Z e n € N, temos nr = m. Logo [f(r)]" =

f(nr) = f(m) = [F()]". Entao, [£(r)]" = [F()]" = £(r) = [F()]F = [F(1)) =@ , assim

temos:

flry=d", Vre@Q
e Vamos estender aos Reais (R):

Suponhamos por absurdo que Ix € (R — Q) tal que a* # f(x). Sem perda de generalidade

tomemos f(x) < a*. Seja a sequéncia de racionais r,, < x e tal que li_r>n rp =x.Mas g(x) =a* é
n—roo

crescente e portanto a’ < a*. Além disso, g(x) = a* é continua, logo dado € = a* — f(x) > 03

rmptalque a* —a" <e=a"— f(x).
Assim, J racional r,, < x tal que:
flx) <ad™ <a*

Mas f é crescente e f(r,) = a’™. Logo, @ = f(r,) < f(x) < @™ o que é uma contradic3o.
Para f(x) > a* basta repetir o raciocinio com r, > x .

Logo f(x) = a* para todo x real. Analogamente trata-se o caso 0 < a < 1.
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Definicao 4.7. Func¢do do Tipo Exponencial

Uma fun¢ao g : R — R € classificada como do tipo exponencial quando se tem g(x) =
b-a*,VxceR,ondea>0eb#0.
g(x+nh)

,onde x, h € R,
g(x)

Note que uma fung¢do do tipo exponencial € tal que o quociente

depende apenas do acréscimo £, mas ndo de x, como abaixo:

g(x+h) _ ba*th _
g(x) ba*

4.3 Outra caracterizacao da funcao exponencial

Vejamos abaixo o teorema que fornece uma segunda caracteriza¢ao dessa fungao:

Teorema 4.8. Seja g : R — R™ injetiva. Suponhamos que exista fungdo ¢ (h) tal que @(h) =

h
slx (+> ) para todo x,h € R. Entdo g(x) é do tipo exponencial, isto é g(x) = b - a*, para todo x
g(x
€eR,ondeb>0e0<a#l.
. g(1) s
Demonstra¢do. Mostremos que b = g(0) e a = W Observemos que como g € injetiva e
8
positiva temos 0 < a # 1 e b > 0.
1 h
Seja f(x) = A -g(x). Assim f também € injetiva, f : R — R e satisfaz f(}c(—I_) ) = @(h),
X
O+h
Vx,h € R. Em particular f(0) =1e f(h) = f<f(?)—) ) =o@(h).

Portanto f(x+h) = f(x)- f(h) Vx,h € R.

Logo pelo teorema anterior f(x) =c¢*onde 0 < ¢ # 1.

Assim g(x) =b- f(x) e g(1) =b- f(1). Portanto % = % =a
Logo g(x) =b-a*ondeb=g(0) >0ea= % como querfamos.

Observacdo 4.9. Se no teorema anterior tivermos g : R — R~ teremos que g(x) = ba* onde
b=g(0)<0.
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CAPITULO

FUNCAO LOGARITMICA

Com base no fato da fun¢do f(x) = a*, com 0 < a # 1 ser uma fungdo f: R — R™

bijetiva, faz sentido a seguinte defini¢ao:

Definicao 5.1. Dado a > 0 e a # 1, chamamos de logaritmo de x (x > 0) na base a, o nimero y

tal que @’ = x. Denotaremos y por:

y=log,x

O ntimero a € a base do logaritmo, x o logaritmando e y o logaritmo. Além disso, da

definic¢do, al%%a* = x,

E assim definimos a funcdo inversa da exponencial de base a por:
log,:RT - R

Esta fun¢do chamada logaritmo de x na base a, associa a cada nimero real x positivo, o

numero real log,, x.

5.1 Propriedades de logaritmos
Propriedade 5.2. (Multiplicacao) Para todo a,m,n positivos com a # 1 tem-se:
log,(m-n) =log,m+log,n

Demonstragcdo. Como a exponencial € uma fungdo bijetiva, existem reais u, v, tais que:

m=a" = u=log,m
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n=a"=v=log,n
m-n=d =t=log,(m-n)

Segue que:

dad=d""=d =utv=t

entdo, log,(m-n) = log,m+log,n. O

Propriedade 5.3. (Divisao): Para todo real positivo a,m,n com a # 1 temos:

log,, (T) = log,m—log,n
n

Demonstragcdo. Novamente da bijecdo da exponencial decorre que:

m=a" = u=log,m
n=a"=v=log,n

m m
—=a :>s:loga<—>
n n

Segue que:

abt
—=d"=d=u—v=s
aV

entao,

log, (T) = log,m—log,n
n

[l
Propriedade 5.4. (Poténcia): Seja0 < a # 1, paratodom > 0e k € R, temos:
log, m* = k-log,m
Demonstragdo.
Sejam u = log,m e v = log, m* . Entdo, a* =me a’ = m" .
Assim, a** = mk = @" = v =u -k, isto é:
logamk =k-log,m
O

Teorema 5.5. Seja0 <a # 1e f: RT — R dada por f(x) = log,(x). Entdo:
a) Se a > 1 tem-se que f € crescente.
b) Se 0 < a < 1 tem-se que f € descrecente.

¢) f € funcdo continua.
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Nao demonstraremos estes resultados. Mas todos sdo consequéncia do fato de f(x) = a*

ser mondtona e continua.

Observacao 5.6. Veja que a exponencial assim definida vai de encontro ao que Briggs desejava,

ja que log,1 = 0.

Observacao 5.7. Paraa > 1 e como log,1 = 0 temos que valores maiores que 1 terdo logaritmos

positivos, enquanto que para 0 < a < 1 serdo negativos.

Na Figura 10 apresentaremos exemplos de fun¢des logaritmicas com base maior que 1 e

menor que 1, ambas com suas respectivas func¢des inversas.

Figura 10 — Gréficos de fungdes exponenciais e logaritmicas

Fonte — Arquivo - Geogebra

Se as bases dos graficos apresentados na figura anterior fossem, ao invés de 2 ou 1/2,
quaisquer valores maiores que 1 ou entre 0 e 1, estes possuiriam 0 mesmo aspecto (formato) que

os graficos representados acima, como veremos na Propriedade seguinte.

Propriedade 5.8. (Mudanca de base): A igualdade log,x = log,x ¢ vglida para quaisquer

a
log, b’

valores de a, b e x dentro da condi¢do de existéncia de um logaritmo (ver Defini¢do 5.1).

Demonstragdo.

Sejam u = log, x, v = log,x e ¢ = log, b. Segue que a" = x, b¥ = x e a“ = b, logo:

Como u = c- v, entdo vale a igualdade:
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log, x
log,b

a

log,x =log,b-log,x = log,x =
O

Assim, comparando-se func¢des logaritmicas de bases distintas vemos que estas diferem
apenas por um fator multiplicativo e portanto seus graficos terao, essencialmente, a mesma

forma.

5.2 Caracterizacao das funcoes logaritmicas

Teorema 5.9. Seja f: Rt — R uma fungiio mondtona e injetiva. Sdo equivalentes as afirmagdes:

(1) f(x) =log, x, para alguma >0 e a # 1.
) fxy)=f)+f(y).Vx,y eRT.

Demonstragdo. (1) — (2) segue da Propriedade 5.2. (2) — (1) Vamos assumir, sem perda de

generalidade, que f: RT — R € estritamente crescente.

Como f(1) = f(1-1) = f(1) +f(1) = f(1) =2-f(1) = f(1) = 0.
a) Consideremos inicialmente que existe a > 0 com f(a) = 1. Observe que como f é

crescente e f(1) =0 temos que a > 1. Pela unicidade da fungdo inversa, basta mostrar que
fl@*)=x,YxeR.

Note que, sem =1, 2, 3, ...

f(d") = fla) + fla) +...f(a) =m-f(a) =m.

-~

m vezes
Como,
0=f(1)=f(@"")=f(d"-a™)=f(d")+fla™)
Entao,
f@™) = —f(a") = fla™) = —m.
Logo,

fl@)=m\NmeZ

e Vamos estender aos Racionais (Q): Sejar ="', talquem € Zen € N,istoé&: m=n-r.

Assim sendo,
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Portanto,

fla)y=""=r

n
e Vamos estender aos Reais (R):

Sejax € (R—Q)esejamr,s € Q,taisque r <x<s.Masa>1,logoa" <a*<a’e

como f ¢é crescente teremos:

fld) < fla") < f(@)

Note entao que

r<x<s=r<fla)<s

Logo tomando-se sequéncias de nimeros racionais r, € s, tais que r, < x < s, € tais que

lim r, = x = lim s, concluimos que f(a*) = x.
n—oo n—oo

Portanto, f(x) = log,x ,Vx € R .

b) Suponhamos agora ndo conhecer a > 0 tal que f(a) = 1. Assim continuamos com
f crescente, f: RT — Re f(xy) = f(x)+ f(y). J4 vimos que f(1) =0 e como f é crescente
f(2) =b > 0 para algum b real.

Construimos entdo g(x) = ]% Entdo g : R — Re g(xy) = g(x) +g(y). Além disso
g(2) = 1. Logo satisfaz a) e portanto g(x) = log(x) = ]%

Assim x = 2¢0) =275 — (25)/™ o que nos da

—_

flx)= log2 1 X, COmO queriamos.
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CAPITULO

DERIVADAS DAS FUNCOES EXPONENCIAIS
E LOGARITMICAS E O NUMERO ¢

O presente capitulo se apoia em Guidorizzi (2001, pp. 119, 120, 133).
¢ O niimero e:
Antes de definir o nlimero e, vejamos uma situacdo onde ele vai aparecer.

Suponhamos que uma dada aplica¢do bancéria ofereca juro anual real de 1% ao ano.
Suponha que este juro seja capitalizado anualmente. Caso seja aplicado um montante M, em um

ano, qual serd o montante resultante? Entdo, apds um ano, teremos:

1 1
M1:M+E-M:M(l+m> =M-(1+1%) =1,01M

Suponhamos agora, que este financiamento seja capitalizado semestralmente. Em seis

M-1% 1%
My =M+= =M. (1+70>

meses, teremos:

Ap6s 12 meses

My 1% 1% 1%\ 2
My = M, + 12 0:M1~(1+70):M(1+70) —1,010025M

Suponhamos que a capitalizacdo seja quadrimestral. Apos 4 meses, teriamos:

1
M1:M(1+?>

Ap6s 8 meses, teriamos:

1 1%\
e (1) < (115)
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Ap6s 12 meses, teriamos:

1% 1%\ °
M3:M2-(1+T0):M.(1+T0) ~1,010033M

Continuando este raciocinio deduzimos que se a capitalizag¢do for em n etapas no ano, o

montante final apds 1 ano sera:

M, =M 1+1% n—M 1+ ! n—M
" n B n-100)

Fazendo m = 100n, obtemos:
1\™] 0
()]
m

Veja que se imaginarmos que estas capitalizacdes sejam feitas continuamente no tempo, o que

L

1 n-100 | 100
1
( Ly 100> ]

pode ser representado por n — oo, 0 montante apds um ano seria:

1

— . m=100n . 1" ™o
M=1mM, =" ImM-||1+— (6.1)
m

n—yoo m—soo

Vejamos a tabela abaixo para se ter uma nocao sobre o possivel valor deste limite:

Tabela 6 — Aproximando-se do nimero e

n m (1 + %)m
1/100 | 1 2
2/100 | 2 2,25

1 100 2,7048

2 200 2,7115

3 300 2,7137

Fonte — Préprio autor

Com os valores encontrados percebemos que parece tratar-se de uma tabela com valores
crescendo com n. Serd que crescerd infinitamente? Esta questdo interessava aos banqueiros
do século XVIII, que imaginavam que poderiam obter lucros maiores — e até infinitos — em

empréstimos se tornassem o periodo de capitalizacio de juros cada vez menor.

Assim, é possivel imaginar que uma financiadora mal-intencionada, ao praticar capitali-
zacdo didria, hordria, ou até em periodicidade infinitesimal (continua), encontraria uma fonte
inesgotavel de Juro (dinheiro). Contudo, esse aumento tende a um limite (€ finito) relacionado

ao numero e, que verificaremos em seguida.

Teorema 6.1. Segundo limite fundamental: Existe e > 0 tal que:

1 n
lim (1—1——) —e
n—oo n
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Para mostrar este resultado precisamos dos seguintes lemas:

Lema 6.2. Se a, é uma sequéncia limitada superiormente e crescente, entdo existe a € R tal que

lima, = a, isto é, a, converge para algum a.
n—soo

Demonstragdo. Ver demonstracdo em Figueiredo (1996, p. 27) [l

Lema 6.3. 2" < (n+1)!, para n> 1:

Demonstracdo. Faremos a demonstragao usando o Método da indugao finita.
n=1:2=2!
Hipétese de indugdo: 2" < (n+1)!
21l =212 <2 (n+1)! < (n+2)(n+1)! = (n+2)!
Portanto, 2" < (n+1)! quando n > 1. O

Assim, podemos obter o seguinte resultado que serd importante a frente:

<—=,Vn>1
CES
[
Lema 6.4. (1—|—%)n <3, paran>1.
Demonstracdo. Recordemos inicialmente que a série geométrica
1 1 |
1+§+Z+'“:,§1F:2'
Observe que usando o Bindmio de Newton temos que:
1\" n\ (1" & nan—Dn-2)..-(n—k+1) 1
(HZ) :Z(k) (Z) =L 123k nk
k=0 k=0
< -1)n-2)-...-(n—k+1) 1
_y e ) ok ) L (6.2)
= n k!
Mas,
0< n-(n—1)-(n—2£-...-(n—k+1) _n (n—1) (n—2) (n—k+1) <1
n n n n n

Entao, usando o Lema 6.3, temos:

Z":n(n—l)(n—Z)n.n(n—k—f—l)‘lgZl:1+il§1+i _

k !
= n k!
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1 1 1 =1
:1+(1+§+Z+...+F) <1+;§’1W:1+2:3

Portanto,
1 n
<1 —f——) <3,VvneN.
n

]

1\"” 1\" 1\"
Lema 6.5. Se m > n, entdo (1 + —> > (1 + —) , isto é, a sequéncia (1 + —) é crescente
m n n

n—1 m-—1

|
Demonstracdo. 0 <1——-<1——,istoé,
n m n m

2 2
O0<l—-<1-——
n m

n—1 n—1
<

0<1— 1—
m
dai,
1_1 _n n—l:n-(n—1)<ﬂ'm—1:m-(m—1): l—l
n n o n n? m m m? m

(1-1) (1-3) ey e (1) (1)
E assim sucessivamente obtemos
.. (1_%) ' (1_%) <1_k;1) :n-(n—1)-(n—j£-...-(n—k+l) _

<1-<1—n11)-(1_n31) (1_";1> :m'<m—1>‘<m—m2k>--~--(m—k+1>

Segue entdo de (6.2) que (1 + %)n € crescente.
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Demonstragdo. Prova do Teorema 6.1

1 n
Pelos Lemas 6.4 € 6.5 temos que 0 < a, = (1 + —) paran > 1 € crescente e limitada
n

superiormente.

Logo, pelo Lema 6.2 existe 0 < e € R, tal que

1 n
lim <1—|——> =e
n—o0 n

Mais do que isso, temos:

Teorema 6.6. lim (1-+ )—lc)x =e¢,onde x € R.

X—>+o0
Demonstracdo. Consideremos n < x < n+ 1. Entdo:

1 1
1+->214+->

+1
n x n+1

Como vimos no Teorema 4.1, sabemos que se a > 1 a funcéo f(x) = a* é crescente.

Logo se 0 < a < b entdo (g)x > (Z—’)O =1 para x > 0. Portanto, a* < b* para x > 0. Com essas

a

consideragdes concluimos que:

1 n 1 n 1 X 1X 1 n+1
() < () = (1e3) < (7)< (1+)
n+1 X X n n
Assim,
1\" 1 1\* 1 \" 1\ 1
14=) (14=) > (1+=) > (1+ —(1+ (2
n n X n+1 n+1 n—+2

Observemos que como n < x < n+ 1 temos que n — oo < x — oo, Assim,
1)" 1 1\* 1\ 1
e=tlim (14+=) (14+=)>1im(1+=) > lim (1+ N (i
n—s-00 n n X—yo0 X n—s-o00 n+1 n+2

O que nos da:
1 X
lim (1 + —> =e.
X—>+oo X
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X—>—00

1 X
Corolario 6.7. lim (1 + —) =e.
X

Demonstracdo. Fazendo x = —(t+ 1), com ¢ > 0, vem:

x —(t+1) t
(Hl) :(1_L> :(Hl) (ﬂ)
X t+1 t t

Mas x — —oo &t — 400, assim:

X t
im (147) = tim (147) () =e
X——o00 X t—>+oo t t

]
1 X
Corolario 6.8. lim <1 — —) =e L
X—poo X
Demonstragdo. Se x = —t, temos:
X —> 00— —o0,
Logo,
X 1\~ 71
lim (1——) = lim (1—|——> = {hm (l—l——) } —e¢ !
X—>c0 X t——o0 t f—r—o0
]

Voltando a situacdo descrita no inicio do capitulo, vimos que o montante obtido em um

ano, com capitaliza¢Ges continuas, seria dado por:

— 1\ ™7 100
M:IimMn:IimM-[(l—f——) }
m

n—yoo m—soo

Logo, pelo Teorema 6.1 concluimos que:
M=M- elﬁﬁo

Assim, mesmo com capitalizacdo continua, embora M, seja crescente, 0 montante

acumulado em um ano M nio ser4 infinito.
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¢ Derivando as funcées f(x) = ¢* e f(x) = In(x):

a) flx) =e'

Vimos que f : R — (0,) e que f(x) é continua. Além disso, e = ET (1+ %)x onde, em
X oo

particular, (l + %)n é crescente com n. Assim, como (1 + %)2 =2,25entdoe > 2,25 > 1.

Logo, e > 1 e portanto f(x) = ¢* € funcao crescente.

b) Denotaremos log,(x) por In(x). Assim temos que f : (0,00) — R é continua e é a inversa

de f(x) = ¢*. Logo também é uma funcéo crescente.

Vamos agora calcular suas derivadas. Mas para isso, precisaremos dos seguintes fatos:

Lema 6.9. Temos validos os seguintes limites:

1
lim (1 +h)" =e.
D=

eh—1
b) li =1.
)hl—r>r(l)( h )

1
Demonstragdo. a) Seja x = W Logo,

h— 0" & x— 4o, e

h— 0" < x — —oo, daf:

lim (1+h)% = lim (1+)—16)x:e. Bem como,

h—0t X—rtoo

lim (14+h)i = lim (1+1)" =e.

h—0~ X—y—oo

Portanto,

1
lim(1+h)1 = e.
h—0
b) Fagamos u = e — 1 = h =In(1 +u). Dai, vem que :

el —1 u 1

he n(l+u) (14w

Mash—-0=u—0

Assim:

h—0 h u=07p(1 4 u)i In(e)
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[
d
Teorema 6.10. Se f(x) = ¢*, entdo ];ix) = f'(x) = ¢" para todo x € R.
Demonstragdo. Pela definicdo de derivada, temos:
xX+h _ x h 1L
1) — Lim [ € N\ _ i emacos x | x
F ) 10 ( h o0 K ¢ ¢
Portanto,
fl(x)=¢€VxeR
O
d 1
Teorema 6.11. Se g(x) = In(x), V x > 0, entdo ‘Z(x) =g (x)=—-,Vx>0.
X x
Demonstracdo. Seja g(x) = In(x) parax > 0.
In(x+h) —In(x) . [In(51)
! = l = 1 —h =
) ) < h hs0 h
1 =1k 1 6.9q) 1
— lim- - In (1 + f) " limin(1 +u)¥i = + - limin(1 4 u)s 2009 L
h—0h h u—0 X u—0 X
Portanto,
, 1
g(x)=—-,vx>0.
x
O

Corolario 6.12. Seja h(x) = a*, onde 0 < a # 1. Entdo, #'(x) = (In(a)) - a*

Sabemos pela Definicio 5.1, que ¢/"(@)=a. Entio,

a* = elnla)x

E lembrando que, pela Regra da Cadeia, se temos fungdes derivaveis f: B — C e
g:A — B, entdo h(x) = f(g(x)) é derivavel para todo xem A e i’ (x) = f'(g(x)) - g’ (x). Assim,
fazendo f(x) = ¢* e g(x) = (In(a)) - x, temos que h(x) = a* = f(g(x)) e portanto:

K (x) = "% (Ina) = In(a) - a*

As expressdes [n(x) e e, estudadas anteriormente, aparecerdo naturalmente em algumas

aplicagdes que mostraremos adiante.
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CAPITULO

APLICACOES DA FUNCAO EXPONENCIAL

Vimos no Coroldrio 6.12 que se y(t) = e = (eX)’, com k fixo, entdo y/(t) = [In(e")] -

M =k- ek Logo,
Y1) =k-y(t) (7.1)
De modo geral, se y(t) = M - ekt com M e k fixos, também vale (7.1).

Assim, uma quantidade descrita através de uma fungdo exponencial ou multipla dela,

tem a propriedade de que:
Sua taxa de variagcdo, em qualquer ponto, é proporcional a prépria quantidade naquele ponto.

Segue do Teorema de Existéncia-Unicidade, ver Zill (2003, capitulo 4), que para k real e

to, yo reais dados, existe uma tnica funcdo derivavel y = y(t), solu¢do do problema :

/ — k .
P): Yy Yy
¥(to) = yo
Como se pode ver facilmente,

(1) =yo- ) = (7.2)
¢ tal solucao.
Assim, veremos alguns fendmenos que sdo modelados através da equagdo (7.1).

Mas antes de descreve-los vejamos algumas terminologias que estdo comumente atreladas

a tais fenOmenos.

Primeiramente observemos que se M,k > 0 e y(t) = M - ¢ vemos que y(¢) crescerd com

o tempo e assim y'(¢) fornece a taxa de crescimento de y(t).
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Jase M,k >0ey(t)=M-e ™, y(t) decrescerd com o tempo e y'(t) fornecera a taxa de

decrescimento de y(t).
Definimos entfo:

a) Meia vida, que é o tempo necessdrio para uma certa quantidade reduzir-se a metade.

Assim, se tal quantidade no instante ¢ é
y(t) =yo-e ¥=0) comk>0eyy#0

buscamos 7 tal que

y(t)

t+t)=—>=
Wi+t) ==
0 que nos da
i} . e—kli—10)
Yo+ e_k(t+t_t0) — %
Logo, e ¥ = % = —kt = —In2 e portanto
_ In2
I =— 7.3
k (7.3)

Observe que ndo importa a partir de qual momento ¢ tenhamos medido a tal quantidade e nem o
valor dessa quantidade, que sempre levara 7 unidades de tempo para uma quantidade se reduzir a
metade. Matematicamente falando, ndo importa yy, fp ou ¢ que 7 sempre serd 0 mesmo, para uma

mesma taxa k.

b) Tempo de duplicacdo € o tempo necessario para que uma certa quantidade dobre
de valor. Logo, se tal quantidade, num instante ¢, é dada por y(t) = yo - ekl _tO), com Yy, k > 0,

queremos encontrar 7 tal que y(r +7) = 2-y(¢), isto &, yo - kHT—10) — 2.y . gkli=t0)

i}

Logo, =20 que nos da:
In(2)

k

S

(7.4)

Como no caso anterior f € 0 mesmo, quaisquer que sejam yo, fo € f.

Vistos estes conceitos, vejamos entdo alguns fendmenos com propriedades exponenciais.

1) Dinamica Populacional (Modelo de Malthus)
Neste modelo, o economista Thomas Malthus previu que a taxa de crescimento de uma

populacdo é proporcional a prépria populagdo.

Assim, se y(¢) é uma dada populagdo no instante ¢, entdo 3 k > 0 tal que:

Y0 =ky(0)
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2) Decaimento radioativo
A taxa de decaimento radiativo de uma certa substancia radioativa é proporcional a massa

desta substancia.

Assim, se y(r) é a massa desta substincia no instante 7, entdo 3 —k < 0 tal que
/
Y(t) = —k-y(t)

3) Decaimento de farmaco na corrente sanguinea
Se uma certa quantidade de farmaco for administrado num individuo, a taxa de decaimento

desta quantidade serd proporcional a propria quantidade.

Assim, se y(t) € a quantidade de farmaco presente num individuo num instante 7, existe

—k < 0 tal que
Y(t) = —k-y(1)

4) Juros compostos continuamente
Se r% € a taxa de juros de uma certa aplicacio e esta for aplicada continuamente, a taxa de
crescimento do montante aplicado é proporcional ao montante. Assim, se y(¢) é o montante

no instante ¢:
/ r

y = 100 "y
5) Fendmeno de resfriamente de Newton

A lei empirica de Isaac Newton para resfriamente de corpos, nos diz que a taxa de
decrescimento da temperatura de um corpo € proporcional a diferenga entre a temperatura

do corpo e a temperatura do ambiente em que o0 corpo se encontra.

Assim, se y(t) é a temperatura do corpo no instante ¢ e Ty € a temperatura ambiente, existe

—k < O tal que
Y =—k-(y—T)

Em particular, se Ty = 0°C, temos:
Yy =—k-y

Exploraremos tais fendmenos nos problemas a seguir.

7.1 Dinamica populacional (Modelo de Malthus)

Questdes relativas ao crescimento populacional, especialmente aquelas que buscam

estudar o convivio do ser humano como sociedade, historicamente, costumavam ser levantadas
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no meio das Ciéncias Humanas. Contudo, no século XVIII, o economista Thomas Robert
Malthus, considerado como o precursor da ciéncia demogréfica, argumentou que o crescimento
em ritmo exponencial da populacdo mundial superaria a oferta de alimentos — que cresceria
aritmeticamente, o que traria como consequéncia, a miséria. Assim, criou um modelo matematico
que supostamente iria corroborar com seus argumentos. A teoria Malthusiana pressupde que a
taxa de crescimento da populacdo de um pais, em um dado instante, € proporcional a populacio
total deste, naquele instante. Considerando P(t) como a populac¢do total no instante t, 0 modelo
seria:
dP

—=k-P, k>0
dt » K>

Assim, se no tempo 7y tivermos P(#y) = Py concluimos que:
P(t) =PF- ekh(l*tO), r>1

Hoje se sabe que o modelo se mostra confidvel em populagdes que possuem poucos, ou nenhum
agente limitante natural para o crescimento destas, como escassez de alimentos, espago limitado
ou variacdo de temperatura, por exemplo. Por isso, este pode ser um bom modelo matemético
quando se trata do crescimento de pequenas populacdes, ou populacdes em estdgio inicial e
em pequenos intervalos temporais, pois quanto maior a populagdo mais se nota a existéncia de
agentes limitadores. A seguir, para o estudo de um exemplo envolvendo o modelo Malthusiano,
consideraremos um exemplo com a bactéria Escherichia Coli, uma das maiores responsaveis

pela contaminagdo por infecgdes alimentares em seres humanos, segundo Fujita (2019).

Esta bactéria possui, geralmente, tempo de duplicacdo entre 15 e 30 minutos. Suponha-
mos, neste exemplo, que o tempo de duplicacdo seja de 20 minutos. Analisando o grafico a seguir

destacamos as seguintes fases no desenvolvimento de tal populagdo:
Fase lag (1): Fase de adaptacdo metabdlica ao ambiente.

Fase log(2): Fase log ou fase exponencial € a fase na qual as bactérias crescem em ritmo

exponencial.

Fase estaciondria(3): Fase em que o crescimento diminui drasticamente devido as

condi¢des limitantes do meio.

Fase de morte celular(4): Fase em que a taxa de divisdo celular torna-se menor que a

taxa de morte celular, assim, decrescem exponencialmente até completa eliminacdo.
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Figura 11 — Curva de crescimento bacteriano
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Assim, com base nesta figura, vamos supor que ap0s a fase de adaptacdo ao ambiente
tenhamos uma cultura com 10? bactérias. Logo, se P(t) é o niimero de bactérias em ¢ horas,

entdo P(t) satisfaz

P=k-P k>0
P(1) =102
E de (7.2) segue que P(r) = 10%- (=1, com r medido em horas.

Observe ainda que como o tempo de duplicacio € de 20 minutos, isto €, em % de hora

temos de (7.4) que:

In(2)

3= i= tempo de duplicacdo = %

Portanto k = 3 - In(2)
Assim, P(r) = 102 ¢32:(=1) = 102. g/~

Com base nessas informagdes, qual a quantidade de bactérias nessa cultura para que o

meio limite o crescimento destas?

Pelo gréfico, a fase exponencial termina em ¢ = 3, logo:
P(3) = 10?- 8 = 6400 bactérias

Portanto, a quantidade de bactérias para que se chegue ao limiar de entrar na fase

estacionaria € de 6400 bactérias.
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7.2 Decaimento exponencial

7.2.1 Acidente radioativo

Segundo Armbruster e Kostelich (1996, p. 80), o decaimento de um isétopo radioativo
pode ser modelado por uma funcdo exponencial, para a qual o tempo de reducio, mais comumente
chamado de tempo meia-vida, caracteriza a taxa de decaimento. O instante preciso no qual um
atomo radioativo decai é, em esséncia, aleatorio, mas a probabilidade de decaimento por unidade
de tempo € igual para qualquer dtomo. Em muitas aplicagcdes praticas, uma amostra de alguns

020

is6topos pode conter na ordem de 10" d&tomos ou mais. Uma aproximagdo precisa e continua da

taxa de decaimento de um conjunto tdo grande pode ser declarada como segue:
A taxa em que a massa do isotopo diminui é proporcional ao tamanho atual da massa.
Podemos expressar essa relacio como a equagao diferencial:
m'(t)=—k-m(t), k>0

onde m(t) é a massa no instante 7 ¢ k é a constante que fornece a taxa de decaimento.

Como exemplo, utilizaremos o Césio-137, que possui meia-vida de 30 anos. Este is6topo
foi protagonista de um acidente radioativo ocorrido em Goiania, 1987, quando uma amostra
de aproximadamente 19 gramas foi encontrada, por catadores de lixo, dentro de um aparelho
de tratamento para cancer abandonado. Seu brilho verde-azulado chamou aten¢do de muitos
populares que quiseram conferir de perto o suposto objeto valioso. O item brilhante ficou
conhecido na regido como "brilho da morte", pois em poucos dias matou 4 pessoas e deixou

centenas contaminadas.
Suponhamos ter uma amostra de 200mg e que queiramos saber:
a) Qual a massa remanescente apos t anos?
b) Qual a massa remanescente apés 600 anos?
Solugdo:

a) Seja m(r) a massa remanescente apds t anos, entdo m(z) é solugéo do problema:
m'(t)=—k-m
m(0) = 200mg

Assim, de (7.2):
m(t) =200- e~
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Para determinarmos a constante k, utilizaremos o fato de que a meia vida do césio € de

30 anos. Logo, de (7.3)

f_ln2:>k_ln2
ok 30

Concluimos que apds ¢ anos, a massa remanescente €:

30

m(t) =200-¢~ 30

b) Para o cdlculo da massa remanescente apds 600 anos:
n(2)
m(600) = 200- e~ 30 000 =200.¢7"()20 ~ 0,00019.

Assim, apds 600 anos, a massa remanescente ¢ de, aproximadamente, 0,00019mg.
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7.2.2 Datacao de achados arqueoldgicos

Para que se entenda o modo de vida de nossos antepassados faz-se necessario, dentre
outros aspectos, a datacao de fosseis. Segundo Farias (2002), no geral, o carbono presente na
Terra € composto por dois is6topos estaveis, o Carbono-12 (98,9%) e o Carbono-13 (1,1%).
No entanto, todo ser vivo contém tragcos do is6topo radioativo Carbono-14 (na propor¢ao de 1
dtomo de Carbono-14 para cada 10'2 dtomos de Carbono-12), pois o absorvemos por meio da

alimentacdo ou fotossintese, no caso das plantas.

Ao morrer, um ser vivo deixa de absorver Carbono-14. Uma vez que este elemento
possui tempo de meia-vida de 5730 anos, € possivel descobrir, utilizando técnicas modernas, que
basicamente medem a razdo entre Carbono-14 e Carbono-12, a idade de um achado orgénico.
Assim, segundo Interessante (2011), em 5730 anos, uma certa quantidade de carbono 14 ficard
reduzida a metade, sendo a outra metade transformada em carbono 12. Dessa forma, basta que
se examine a razao Carbono-14/Carbono-12 para se determinar a porcentagem de Carbono-14

remanescente em relacdo a original e, finalmente, descobrir a idade do achado.

Contudo, o método possui suas limitacdes. Um objeto com 100 anos de idade nao poderia
ser adequadamente datado, pois a quantidade de radiac@o beta emitida terd diminuido muito
pouco e, dessa maneira, a incerteza na medida serd de 4+ 100 anos. Analogamente, objetos com
mais de 7 “meias-vidas” (aproximadamente 40000 anos) ndo podem ser datados com precisao,

uma vez que apos esse tempo a quantidade de radiagdo emitida tende a zero.

Em 1989, trés laboratérios em Oxford, Zurique e Tucson, analisaram uma amostra do
"Sudario de Turim", o tecido de linho que supostamente seria o Santo Suddrio (manto utilizado
para cobrir o corpo de Jesus apds a crucificacdo), fora analisado através da técnica do Carbono-14.
Segundo, Cohen e Henle (2005, p. 203), a medi¢do constatou que a quantidade de Carbono-14
encontrada no tecido era de 92% da quantidade existente em tecidos do mesmo tipo produzido
por plantas atuais de mesma espécie. Por se tratar de um problema de tempo de meia-vida e

sendo C14(7) a quantidade de Carbono-14 no tempo ¢ medido em anos, temos que Cy4(t) satisfaz

/14 =—k-Ci4 ,k> 0
C14(0) =C4

Onde 7y = 0 indica o ano em que o Sudério de Turin fora confeccionado e Cy4 € a
quantidade original de Carbono-14 da amostra. Assim segue de ( 7.2) que Ci4(t) = C4 - ekt
k> 0.

Podemos entdo responder aos itens que seguem:
a) Qual o valor de k?

b) Estime a data do achado.
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- _In2
a) Segue de (7.3) que 5730 =7 = % =

B In2
5730

=0,00012096809.
b) Seja 1, tal que Ci4(t1) = % -C(0) =0,92-C4, entdo:

In(0,92)

0,92-Cla=Cg-e ¥ = e k1 =0,92 =1 = .

Portanto, t{ = 689, 3 anos.

No entanto, segundo estudos mais atuais como o de Raymond Roger, como consta em
Globo (2005, p. 31), o suddrio seria mais antigo do que aponta o teste de 1989, pois o pano
utilizado para o teste foi, supostamente, um pedaco de remendo feito na idade Média para reparar
um dano provocado por um incéndio, ocorrido exatamente na época e no local onde o tecido
estava guardado, sendo assim, existe a chance de que este tecido seja o que, supostamente, cobriu

o corpo de Jesus Cristo.
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7.2.3 Decaimento de farmaco

Os cientistas da Unido Soviética que fizeram parte da forga-tarefa que possuia como
objetivo atenuar as consequéncias do acidente nuclear ocorrido em Chernobyl em 1986, afim de
evitar cancer na tireoide ou outros tipos de cancer ocasionados pela contaminacao da tiredide,
ingeriram pastilhas de iodo ao desconfiar do acidente. Isso pode parecer contraditério, uma vez
que, em um acidente nuclear, o iodo radioativo (Iodo-131) € uma das —primeiras— substancias

que escapam da usina, causando os supracitados tipos de cancer.

Contudo, o iodo contido nas pastilhas ndo € o radioativo, mas sim o iodeto de potdssio,
que em doses adequadas € inofensivo. Assim, administrando-se corretamente, a glandula tireoide
fica sobrecarregada e nao mais armazena qualquer forma de iodo, seja ele radioativo ou nao.
Desse modo, o Iodo-131 que for absorvido pela pele, alimentos ou ar serd, em tese, eliminado
pelos rins. Todavia, a pastilha de Iodeto de Potassio ndo protege contra todos os materiais

radioativos que podem escapar em um acidente nuclear.

Mesmo que acima tenha sido descrito como vilao, o iodo-131 possui grande utilidade
médica. Como exemplo, denomina-se lodoterapia a técnica indicada em alguns casos, como no
tratamento de algumas doengas que causam hipertireoidismo, cancer de tireoide, entre outras,

segundo Barretos (2015).

O tempo de meia-vida do iodo-131 € de 8 dias. Suponhamos que tenham sido adminis-

trados, 10 mg a um paciente.
a) Qual serd o volume restante apos 2 meses da primeira aplicagdo?

b) Suponhamos que a quantidade de Iodo-131 recomendével na corrente sanguinea de
uma pessoa em tratamento seja de, no minimo, 3 mg. Assim, apds a primeira dose, em quanto
tempo o paciente devera receber outra, supondo que esta nova dose deva ser administrada ao se

constatar que a quantidade de lodo-131 esteja proxima a minima?
Solugdo:

a) Seja m(t) a massa de iodo no tempo ¢, medido em dias, dentro do organismo da pessoa.

Entao,

m=—k-m k>0

m(0) = 10mg

Consequentemente m(t) = 10-e~**, k > 0. Como a meia vida do iodo-31 é de 8 dias,

temos de (7.3) que

_ In2 In2
8=ft=—=k=—=0,087
k 8 ’
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Assim, m(t) = 100087
Logo, apés 2 meses, n(60) = 10-e~%08760 ~ 0, 006mg

b) Queremos saber para qual tempo ¢, m(t) = 3mg.

3
1070987 —3 = 0,087 = Inig =t~ 14.

Assim, para que a dosagem no sangue se mantenha préxima a minima necessaria, nova

administracdo devera ser feita em 14 dias.
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7.3 Juros compostos continuamente

a) Suponha que uma dada aplicacao bancdria ofereca juros mensais de r=1% capitalizados
continuamente. Se um investidor aportar R$10.000,00, quanto tempo levara para que seu
capital evolua a R$15.000,00 ?

b) Um antdncio na internet promete a investidores um rendimento de 100% sobre o valor
investido em 6 meses. Se o anincio nao for uma fraude, qual a taxa de juros aproximada

(supondo capitaliza¢io continua) ofertada nesta aplicagdao?

Solugdo

a) Se my é o capital aplicado inicialmente e m(¢) é o montante apds o tempo ¢, dado em

meses, tem-se
{m’(t) —k-m(t) k=r%

m(0) = my
Assim, sendo mgy = 10*, segue de (7.2) que
m(t) =mg-e"" = m(t) = 10* el0
Entdo, param(t) = 1,5- 10%, temos:

1,5-10° = 10% €' = 10721 = In(1,5) = 1 ~ 40,55.

Assim, apds cerca de 40,55 meses, isto €, 3 anos e 4 meses, terd o montante desejado.

b) Sendo m(t) = my - &t com t medido em meses, concluimos pelo enunciado que 6
meses € 0 tempo necessdrio para o valor aplicado inicialmente duplicar, uma vez que nesse

tempo havera retorno de 100% do investimento.
Logo, por (7.4):

6:2:%:&%%,1155:11,55%

Assim, r =~ 11,55% ao més.

Observacdo: Em tempos onde a inflacdo € cerca de 4% ao ano, certamente este antncio é

uma fraude.



7.4. Fendomeno de resfriamento de Newton 91

7.4 Fenomeno de resfriamento de Newton

Suponha que uma torta seja colocada num freezer que seja mantido na temperatura de
0°C.

Se sua temperatura média encontra-se a 69°C e apds duas horas estava com 23°C , quanto

tempo levard para sua temperatura atingir 10°C?
Solugdo:

Seja T'(t) a temperatura média no tempo #, com ¢ em horas.

T'=—k-T, k>0
(1)
T(0) =69

Logo, T(t) = 69 - ek
1
T(2)=69-¢ "2 =23 =" =2 = —2k=—In3=k~0,5.

Portanto, T'(t) = 69 - ¢~ 037

Logo,
—0,55¢ 10
T(t)=10=0,69-¢ "= —0,55-t=In 5 =1t~3,512.

Assim, em aproximadamente trés horas e meia a torta estard a 10°C

Caso a temperatura do freezer fosse diferente de 0°C, digamos 7, neste caso a equagao

diferencial que regeria o problema seria

Fazendo y(t) = T(t) — Ty temos que y/' (1) =T'(t) = —k- (T(t) — To) = —k-y(t) e
y(0) =T(0) — T = 69 — T.

Assim y(r) satisfaria o problema

= k-y, k>0
(1) y y
y(0)=69—-To

—0,55¢

Como antes concluiriamos que y(t) = (69 —Tp) - e e portanto a solucéo de (II) serd

T(t) =To+ (69— Tp)-e 0.
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CAPITULO

SEQUENCIAS DIDATICAS

8.1 Sequéncia didatica |

Titulo: Explorando logaritmos através da tabela de Henry Briggs.

Contetido: Tabela de logaritmos de Henry Briggs; mantissa, caracteristica e propriedades

de logaritmos.
Ano/ Série: 3° do Ensino Médio
Bimestre: 4°
Tempo previsto: 6 horas/aula.

Materiais necessarios: lousa, tabelas de logaritmos (Anexo) e lista de exercicios de sala

(pagina 105) impressas.
Metodologia: aula expositiva e resolugcdo de exercicios.
Objetivos:
Fazer o uso de propriedades dos logaritmos e operar com a tabela de Henry Briggs

para entdo transformar operacdes de multiplicacdes e divisdes em, respectivamente, somas e

diferencas.
Competéncias e habilidades da BNCC BRASIL (2017, pp. 265, 317, 537):

Competéncia especifica 1 (Ensino Fundamental): Reconhecer que a Matemadtica é uma
ciéncia humana, fruto das necessidades e preocupacodes de diferentes culturas, em diferentes
momentos histdricos, e € uma ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e
tecnoldgicos e para alicercar descobertas e construcdes, inclusive com impactos no mundo do

trabalho.
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Competéncia especifica 3 (Ensino Médio): Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e
procedimentos matemadticos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagdo das solu¢des propostas, de

modo a construir argumentacao consistente.
Habilidades:

(EFO9MAQO3): Efetuar calculos com niimeros reais, inclusive poténcias com expoentes

fracionarios.

(EFO9MAO04): Resolver e elaborar problemas com niimeros reais, inclusive em notagao

cientifica, envolvendo diferentes operacoes.

(EM13MAT313): Utilizar, quando necessario, a notagao cientifica para expressar uma
medida, compreendendo as nocdes de algarismos significativos e algarismos duvidosos, e

reconhecendo que toda medida € inevitavelmente acompanhada de erro.

Conceitos prévios: Professor(a), € importante que seus alunos tenham conhecimento
prévio de todos os itens a serem apresentados . Procure relembréa-los na ordem sugerida abaixo.

1) Propriedades de exponenciais: Seja 0 < a # 1, entdo
oFy:a*>0,VxeR.
oP :a" =a"-a’,Vx,yeER.

ax
oP :a" V=—Vux,yeR.

ay
oPs: (a-b)*=a* -b*,Vx e R.

X a’

o’ :( ) = VxeReb#0.

oPs5: (a*)) =a",Vx,yeR.

SR

Além disso € importante também relembrar as seguintes propriedades envolvendo expo-

entes racionais:
o Ry {/a" = "Yami
.Rz. \”/a~b:(75-\”/5
R5. ==, b#0
‘R 07
OR4. (W)m: \”/am

®Rs. {/Ja= "Ya

Revise que se r = p onde p € Z e g € N*, entdo:
q
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2) Definicao e propriedades de logaritmos :

Definigao de logaritmos: Dado a > 0 e a # 1, chamamos de logaritmo de x (x > 0) na

base a, o nimero y tal que ¢° = x. Denotaremos y por:

y=log,x

O nimero a € a base do logaritmo, x o logaritmando e y o logaritmo. Além disso, da

definigao, al%%a® = x,

Faz-se necessdrio também a revisdo das trés propriedades logaritmicas que seguem.
Sugere-se revisar o assunto por meio dos exemplos abaixo, usando para isso as seguintes

aproximacdes: log;;,2 ~ 0,3, log;(3 ~ 0,48 e log, 7 ~ 0, 85.
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(2.1) Propriedade da multiplica¢ao: Para todo a,m,n positivos com a # 1 tem-se:
log,(m-n) =log,m-+log,n

Exemplo: Calcule log 6:
Resolugdo: log,6 =1log;((3.2) =log;,3 +1og;n2 =0,3+0,48 =0,78.

(2.2) Propriedade da divisao: Para todo real positivo a,m,n com a # 1 temos:

log, <T> = log,m—log,n
n

14
Exemplo: Calcule log; (;)

14
Resolugdo: log,, (?) =log;o 14 —log,n3 =1og;((7.2) —logi03 =log,o7 +1og;n2 —
log;o3 = 0,85+0,3—0,48 = 0,67.

(2.3) Propriedade da poténcia: Seja0 < a # 1, paratodom > 0 e k € R, temos:
log,mF = k-log,m

Exemplo: Calcule log;,v/5

Resolugdo: log;gV/5 = log;g52 = J1og;o5 = Llogo () = L(log; 10 —log;o2) =
3(1-0,3)=0,35.
3) Notacao cientifica:

Professor(a), relembre com seus alunos a definicdo de notagdo cientifica, ou seja:
x=a-10",onde 1 <a<10encZ

Lembre-se de enfatizar o intervalo ao qual a pertence e que n é um nimero inteiro.
Trabalhe com exemplos como os abaixo:

a) 278346

Resolugdo: 278346 = 2,78346.10°

b) 1250.10°

Resolugdo: 1250.10° = 1,250.108

¢) 0,00367.10~4

Resolugdo: 0,00367.107% = 3,67.107
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DESENVOLVIMENTO:

1) Definicio de mantissa e caracteristica (com uso de propriedade da multiplica-

¢a0):

Com tempo estimado de uma aula, o professor deve apresentar aos alunos a defini¢do de
mantissa e caracteristica de logaritmos, podendo usar para isso o préprio contetido da sequéncia

didatica. Para tanto, é importante que os alunos tenham familiaridade com notagao cientifica.
2) Explicacao da tabela:

Com tempo estimado de 3 aulas, sugere-se primeiramente que o professor entregue
impressa aos alunos a tabela de logaritmos de Henry Briggs e entdo apresente o raciocinio de
construgdo dessa tabela. Contudo, € importante que os alunos tenham familiaridade com as

propriedades de logaritmos.

Em seguida, resolva em lousa os exercicios 1, 2, 3 e 4 da lista, os quais tém a funcdo de

explorar a tabela no sentido de se calcular logaritmos decimais.
3) Uso da tabela para calculo de produtos e divisoes:

Mesmo que os alunos ja possuam afinidade com a tabela, estima-se duas aulas para
mostrar-lhes como a tabela era utilizada para o cédlculo de produtos e divisdes. Para tanto,
sugerimos a resolu¢@o do exercicio 5 da seguinte forma: Primeiramente o professor explica aos
alunos o passo a passo para o cdlculo de multiplicacao e divisdo, detalhado no préprio exercicio
e, em seguida, ofereca um tempo para que os alunos resolvam os itens a e b deste exercicio.

Finalmente estes devem ser corrigidos em lousa.
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PARTE TEORICA

Abaixo segue um texto que mostra como a tabela de Henry Briggs, com o uso das

propriedades de logaritmos, fora contruida.

As tabuas de logaritmos que sdo utilizadas em livros didaticos, sdo as tdbuas de Henry
Briggs, criadas basicamente para facilitar ainda mais as multiplicacdes e divisdes — na época,
eram feitas por meio das geniais tabelas de Napier. Para que se entenda o funcionamento das
tabelas de Briggs, comentaremos brevemente os conceitos de caracteristica e mantissa. Como

bem sabemos, um nimero x, em notagao cientifica pode ser escrito como:
x=a-10",onde 1 <a<10encZ

Dessa maneira, Briggs notou que:
log(x) =log(a-10") = log(a) +1og(10") = log(a) +n
Com isso, para todo x em notacdo cientifica, poder-se-ia escrever:
log(x) =log(a)+n

Como o logaritmo de qualquer nimero em notacdo cientifica ficard em fungdo de a, basta
conhecermos os logaritmos dos nimeros a, com 1 < a < 10. Henry Briggs denominou o log(a)

de mantissa do logaritmo de x e n de caracteristica do logaritmo de x. Sendo assim:
log(x) = log(a)+ n = mantissa + caracteristica
Portanto, no nosso exemplo,
1og(3476,7) = log(3,4767-10%) = log(3,4767) +log( 10%) =~ 0,5412 + 3.

Logo, log(3,4767) ~ 0,5412 é a mantissa e log(10°) = 3 & a caracteristica.

Para construir sua tdbua, comegou, segundo Avila (2019), extraindo a raiz quadrada de
10 e, em seguida, a raiz quadrada dos resultados subsequentes, 54 vezes. Todos os calculos
com aproximacao de 30 casas decimais. Isso equivale a calcular o resultado de cada termo da

sequéncia:

V10, V10 = ¥/10,1/VV10 = V10, ..., *V/10.

Obteve assim, o logaritmo de varios nimeros, como ilustrado na seguinte tabela:
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Tabela 7 — Logaritmos de algumas raizes n-ésimas de 10

X log(x)
V10 = 3,16228 0,50000

/10 = ¥/10 = 1,77828 | 0,25000
/10 = /10 = 1,33521 | 0,12500
V10= /10 =1,15478 | 0,06250
/10= ¥/10 = 1,07461 | 0,03125
V10 = §/10 = 1,03663 | 0,01563
V/10= '3¥/10 = 1,01815 | 0,00781
/10 = /10 = 1,00904 | 0,00391
V10 = °¥/10 = 1,00450 | 0,00195
210 = '3/10 = 1,00225 | 0,00097
2V/10 = /10 = 1,00112 | 0,00048
2Y/10 = “%Y10 = 1,00056 | 0,00024
2Y/10 = /10 = 1,00028 | 0,00012

2710 = 1,00000 0,00000

Fonte — Préprio autor

Os logaritmos de nimeros pares foram encontrados utilizando-se o log(2). Para encontré-

lo, fez-se o seguinte processo, segundo Sampaio (2010):
Comecou procurando, na tabela, a raiz n-ésima de 10, menor que 2, e mais proxima

- 10t , . 4 - . .
possivel desse ultimo nimero, encontrando assim v/ 10. Entdo realizou o célculo :

2 4
—— =1,12468 =2 =+/10-1, 12468
V10

~ . . s . 32 ~
Procurou, entdo, a maior raiz n-ézima de 10 menor que 1,12468, encontrando 3/10 e entdo:

1,12468 32
———— =1,04659 = 1,12468 = V/10-1,04659
V10

Seguindo 0 mesmo processo até que chegasse no nimero 1, obteve:

1,04659 o
= =1,00961 = 1,04659 = ¥/10-1,00961
Y10
1,00961 -
T 1,00056 = 1,00961 = *¥/10-1,00056
1,00056 1006
W50 1,00000 = 1,00056 = “*V/10.

Em posse dessas igualdades, concluiu:

2=+v10-1,12468 = v10- ¥/10-1,04659 = v/10- ¥/10- ¥/10-1,00961 =
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=v/10- ¥10- ¥/10- ¥/10-1,00056 =
:\4/1_0 S\Z/E W 256/10. 4096 1():
1

1 1 1 1
— Qi et s tas — 9 — 10030103

E, finalmente

log(2) = 0,30103

E dessa forma foi aumentando ainda mais os dados de sua tabela utilizando as proprie-
dades de logaritmos. Valores como, por exemplo, log(5), log(8), entre outros, podem ter sido

obtidos por meio dos seguintes cdlculos:

10
log(5) = log (7) =1log(10) —log(2) = 1—-0,30103 = 0,69897 = | log(5) = 0,69897 |.

log(8) = log2® = 3-10g(2) = 3-0,30103 = 0,90309 = | log(8) = 0,90309 |.

Bem como, utilizando outros resultados ja obtidos:

l0g(10? - 10%) = log(10?) + log(107) =

log(3,16228-1,77828) = 0,5+0,25 = 0,75 = | log(5,62342) = 0,75.

Neste exemplo, Briggs obteria o log(5,62342). Ja para calcular valores entre log(5) e
log(5,62342), usaria o raciocinio de média geométrica entre dois nimeros. Como sabemos, a
média geométrica entre dois nimeros A e B estd entre esses dois valores, isto é, se A,B,C > 0,
onde B> AeC =+/A-B, entio, A < C < B e consequentemente log(A) < log(C) < log(B), ou

seja:

_ log(A) +log(B).

log(C) =log(VA-B) >

Logo,

log(5,00000) + log(5,62342
log(1/5,00000-5,62342) = log(5,30255) = ( 0g(5, )+ log(5, ))

2

B (0,69897 +0,75

=0,72448.
7R) =0

Portanto,

l0g(5,30255) = 0,72448].
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E dessa forma, calculou logaritmos intermedidrios aos ja calculados pelas propriedades

anteriores. Posteriormente organizou sua tdbua de logaritmos.

A seguir, um modelo simplificado da tdbua obtido em Pecorari (2013), para aplicag¢do da

atividade em sala de aula:

Figura 12 — Tabua de Logaritmos - Parte 1

| N[ 000 | 001 [ 002 ] 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 008 | 009 |
1,0 10,0000 [ 0,0043 [ 0,0086 [ 0,0128 [ 0,0170 [ 0,0212 ] 0,0253 | 0,0294 [ 0,0334 | 0,0374
1,1 | 0,0414 | 0,0453 | 0,0492 | 0,0531 | 0,0569 | 0,0606 | 0,0645 | 0,0682 | 0,0719 | 0,0755
1,2 10,0792 | 0,0828 | 0,0864 | 0,0809 | 0,0934 | 0,0060 | 0,1004 | 0,1039 | 0,1072 | 0,1106
1,3 10,1139 | 0,1173 | 0,1206 | 0,1239 | 0,1271 | 0,1303 | 0,1335 | 0,1367 | 0,1399 | 0,1430
1,4 10,1461 [ 0,1492 [ 0,1523 | 0,1553 | 0,1584 | 0,1614 | 0,1644 | 0,1673 | 0,1703 | 0,1732
0,1761 | 0,1790 | 0,1818 | 0,1847 | 0,1875 | 0,1903 | 0,1931 | 0,1959 | 0,1987 | 0,2014
0,2041 | 0,2068 | 0,2005 | 0,2122 | 0,2148 | 0,2175 | 0,2201 | 0,2227 | 0,2253 | 0,2279
0,2304 | 0,2330 | 0,2355 | 0,2380 | 0,2405 | 0,2430 | 0,2455 | 0,2480 | 0,2504 | 0,2529
0,2553 | 0,2577 | 0,2601 | 0,2625 | 0,2648 | 0,2672 | 0,2695 | 0,2718 | 0,2742 | 0,2765
0,2788 | 0,2810 | 0,2833 | 0,2856 | 0,2878 | 0,2000 | 0,2923 | 0,2045 | 0,2967 | 0,2089
0,3010 | 0,3032 | 0,3054 | 0,3075 | 0,3006 | 0,3118 | 0,3139 | 0,3160 | 0,3181 | 0,3201
0,3222 | 0,3243 | 0,3263 | 0,3284 | 0,3304 | 0,3324 | 0,3345 | 0,3365 | 0,3385 | 0,3404
0,3424 | 0,3444 | 0,3464 | 0,3483 | 0,3502 | 0,3522 | 0,3541 | 0,3560 | 0,3579 | 0,3598
0,3617 | 0,3636 | 0,3655 | 0,3674 | 0,3602 | 0,3711 | 0,3729 | 0,3747 | 0,3766 | 0,374
0,3802 | 0,3820 | 0,3838 | 0,3856 | 0,3874 | 0,3892 | 0,3909 | 0,3927 | 0,3945 | 0,3962
0,3979 | 0,3997 | 0,4014 | 0,4031 | 0,4048 | 0,4065 | 0,4082 | 0,4099 | 0,4116 | 0,4133
0,4150 | 0,4166 | 0,4183 | 0,4200 | 0,4216 | 0,4232 | 0,4249 | 0,4265 | 0,4281 | 0,4298
0,4314 | 0,4330 | 0,4346 | 0,4362 | 0,4378 | 0,4393 | 0,4409 | 0,4425 | 0,4440 | 0,4456
0,4472 | 0,4487 | 0,4502 | 0,4518 | 0,4533 | 0,4548 | 0,4564 | 0,4579 | 0,4594 | 0,4609
0,4624 | 0,4639 | 0,4654 | 0,4669 | 0,4683 | 0,4698 | 0,4713 | 0,4728 | 0,4742 | 0,4757
0,4771 | 0,4786 | 0,4800 | 0,4814 | 0,4829 | 0,4843 | 0,4857 | 0,4871 | 0,4886 | 0,4900
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Figura 13 — Tébua de Logaritmos - Parte 2

| N | 000 | 001 | 002 | 003 | 004 | 005 | 0,06 | 007 | 008 | 009 |
3,1 10,4914 ] 0,4928 | 0,4942 | 0,4955 | 0,4969 | 0,4983 | 0,4997 | 0,5011 | 0,5024 | 0,5038
3,2 | 0,5051 | 0,5065 | 0,5079 | 0,5092 | 0,5105 | 0,5119 | 0,5132 | 0,5145 | 0,5159 | 0,5172
3,3 | 0,5185 | 0,5198 | 0,5211 | 0,5224 | 0,5237 | 0,5250 | 0,5263 | 0,5276 | 0,5289 | 0,5302
3.4 10,5315 | 0,5328 | 0,5340 | 0,5353 | 0,5366 | 0,5378 | 0,5391 | 0,5403 | 0,5416 | 0,5428
3,5 | 0,5441 | 0,5443 | 0,5465 | 0,5478 | 0,5490 | 0,5502 | 0,5514 | 0,5527 | 0,5539 | 0,5551
3,6 | 0,5563 | 0,5575 | 0,5587 | 0,5599 | 0,5611 | 0,5623 | 0,5635 | 0,5647 | 0,5658 | 0,5670
3,7 10,5682 | 0,5694 | 0,5705 | 0,5717 | 0,5729 | 0,5740 | 0,5752 | 0,5763 | 0,5775 | 0,5786
3.8 0,5798 | 0,5809 | 0,5821 | 05832 | 0,5843 | 0,5855 | 0,5866 | 0,5877 | 0,5888 | 0,5899
3.9 0,5911 | 0,5922 | 0,5933 | 05944 | 0,5955 | 0,5966 | 0,5977 | 0,5988 | 0,5999 | 0,6010
4,0 | 0,6021 | 0,6031 | 0,6042 | 0,6053 | 0,6064 | 0,6075 | 0.6085 | 0,6096 | 0,6107 | 0,6117
4,1 10,6128 | 0,6138 | 0,6149 | 0,6160 | 0,6170 | 0,6180 | 0,6191 | 0,6201 | 0,6212 | 0,6222
12106232 ] 0,6243 | 0,6253 | 0,6263 | 0,6274 | 0,6281 | 0,6294 | 0,6301 | 0,6314 | 0,6325

bl

4.3 10,6335 | 0,6345 | 0,6355 | 0,6365 | 0,6375 | 0,6385 | 0,6395 | 0,6405 | 0,6415 | 0,6425

bl

4.4 10,6435 | 0,6444 | 0,6454 | 0,6464 | 0,6474 | 0,6484 | 0,6493 | 0,6503 | 0,6513 | 0,6522

bl

4,51 0,6532 | 0,6542 | 0,6551 | 0,6561 | 0,6571 | 0,6580 | 0,6590 | 0,6599 | 0,6609 | 0,6618

4.6 | 0,6628 | 0,6637 | 0,6646 | 0,6656 | 0,6665 | 0,6675 | 0,6684 | 0,6693 | 0,6702 | 0,6712
47106721 | 0,6730 | 0,6739 | 0,6749 | 0,6758 | 0,6767 | 0,6776 | 0,6785 | 0,6794 | 0,6803

0,6812 | 0,6821 | 0,6830 | 0,6839 | 0,6848 | 0,6857 | 0,6866 | 0,6875 | 0,6884 | 0,6893
0,6902 | 0,6911 | 0,6920 | 0,6928 | 0,6937 | 0,6946 | 0,6955 | 0,6964 | 0,6972 | 0,6981
0,6990 | 0,6998 | 0,7007 | 0,7016 | 0,7024 | 0,7033 | 0,7042 | 0,7050 | 0,7059 | 0,7067
0,7076 | 0,7084 | 0,7093 | 0,7101 | 0,7110 | 0,7118 | 0,7126 | 0,7135 | 0,7143 | 0,7152
0,7160 | 0,7168 | 0,7177 | 0,7185 | 0,7193 | 0,7202 | 0,7210 | 0,7218 | 0,7226 | 0,7235
0,7243 | 0,7251 | 0,7259 | 0,7267 | 0,7275 | 0,7284 | 0,7292 | 0,7300 | 0,7308 | 0,7316
0,7324 | 0,7332 | 0,7340 | 0,7348 | 0,7356 | 0,7364 | 0,7372 | 0,7380 | 0,7388 | 0,7396
0,7404 | 0,7412 | 0,7419 | 0,7427 | 0,7435 | 0,7443 | 0,7451 | 0,7459 | 0,7466 | 0,7474
0,7482 | 0,7490 | 0,7497 | 0,7505 | 0,7513 | 0,7520 | 0,7528 | 0,7536 | 0,7543 | 0,7551
0,7559 | 0,7566 | 0,7574 | 0,7582 | 0,7589 | 0,7597 | 0,7604 | 0,7612 | 0,7619 | 0,7627
0,7634 | 0,7642 | 0,7649 | 0,7657 | 0,7664 | 0,7672 | 0,7679 | 0,7686 | 0,7694 | 0,7701
0,7709 | 0,7716 | 0,7723 | 0,7731 | 0,7738 | 0,7745 | 0,7752 | 0,7760 | 0,7767 | 0,7774
0,7782 | 0,7788 | 0,7796 | 0,7803 | 0,7810 | 0,7818 | 0,7825 | 0,7832 | 0,7839 | 0,7846
0,7853 | 0,7860 | 0,7868 | 0,7875 | 0,7882 | 0,7889 | 0,7896 | 0,7903 | 0,7910 | 0,7917
0,7924 | 0,7931 | 0,7938 | 0,7945 | 0,7952 | 0,7959 | 0,7966 | 0,7973 | 0,7980 | 0,7987
0,7993 | 0,8000 | 0,8007 | 0,8014 | 0,8021 | 0,8028 | 0,8035 | 0,8041 | 0,8048 | 0,8055
0,8062 | 0,8069 | 0,8075 | 0,8082 | 0,8089 | 0,8096 | 0,8102 | 0,8109 | 0,8116 | 0,8122
0,8129 | 0,8136 | 0,8142 | 0,8149 | 0,8156 | 0,8162 | 0,8169 | 0,8176 | 0,8182 | 0,8189
0,8195 | 0,8202 | 0,8209 | 0,8215 | 0,8222 | 0,8228 | 0,8235 | 0,8241 | 0,8248 | 0,8254
0,8261 | 0,8267 | 0,8274 | 0,8280 | 0,8287 | 0,8293 | 0,8299 | 0,8306 | 0,8312 | 0,8319
0,8325 | 0,8331 | 0,8337 | 0,8344 | 0,8351 | 0,8357 | 0,8363 | 0,8370 | 0,8376 | 0,8382
0,8388 | 0,8395 | 0,8401 | 0,8407 | 0,8414 | 0,8420 | 0,8426 | 0,8432 | 0,8439 | 0,8445
0,8451 | 0,8457 | 0,8463 | 0,8470 | 0,8476 | 0,8482 | 0,8488 | 0,8494 | 0,8500 | 0,8506
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Figura 14 — Tébua de Logaritmos - Parte 3

N[ 000 | 001 | 002 | 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 008 | 0,09 |
7,1 08513 [ 0,8519 | 0,8525 | 0,8531 | 0,8537 | 0,8543 | 0,8549 | 0,8555 | 0,8561 | 0,8567
7,2 08573 [ 0.8579 | 0,8585 | 0.8591 | 0,8597 | 0,8603 | 0.8609 | 0.8615 | 0,8621 | 0,8627
7,3 0,8633 [ 0,8639 | 0,8645 | 0,8651 | 0,8657 | 0,8663 | 0,8669 | 0,8675 | 0,8681 | 0,8686
7,4 0,8692 [ 0,8698 | 0,8704 | 0,8710 | 0,8716 | 0,8722 | 0,8727 | 0,8733 | 0,8739 | 0,8745
7,5 08751 | 0.8756 | 0,8762 | 0.8768 | 0,8774 | 0,8779 | 0,8785 | 08791 | 0,8797 | 0,8802
7,6 | 0,8808 [ 0,8814 | 0,8820 | 0,8825 | 0,8831 | 0,8837 | 0,8842 | 08848 | 0,8854 | 0,8859
7,7 0,3865 | 0.8871 | 0,3876 | 0,8882 | 0,8587 | 0,8893 | 0,8399 | 0,8004 | 0,8910 | 0,8915
7,8 | 0,8921 | 0,8927 | 0,8932 | 0,8938 | 0,8943 | 0,8949 | 0,8954 | 08960 | 0,8965 | 0,8971
7,9 | 0,8976 | 0,8082 | 0,8087 | 0,8993 | 0,8998 | 0,9004 | 0,9009 | 0,9015 | 0,9020 | 0,9025
8,0 | 0,001 | 0,9036 | 0,9042 | 0,9047 | 0,9053 | 0,9058 | 0,9063 | 0,9069 | 00074 | 0,9079
8,1 | 0,9085 | 0,9090 | 0,9096 | 0,9101 | 0,9106 | 0,9112 | 0,9117 | 0,9122 | 0,9128 | 0,9133
8,2 | 0,9138 [ 0,9143 | 0,9149 | 0,9151 | 0,9150 | 0,9165 | 0,9170 | 0,9175 | 0,9180 | 0,9186
8,3 0,9191 [ 0,9196 | 0,9201 | 0,9206 | 0,9212 | 0,9217 | 0,9222 | 0,0227 | 0,0232 | 0,9238
8,4 09243 [ 0,9248 | 0,9253 | 0,9258 | 0,9263 | 0,9269 | 0,9274 | 0,9279 | 0,9284 | 0,9289
8,5 0,9204 [ 0,9299 | 0,9304 | 0,9309 | 0,9315 | 0,9320 | 0,9325 | 0,9330 | 09335 | 0,9340
8,6 | 0,9345 [ 0,9350 | 0,9355 | 0,9360 | 0,9365 | 0,9370 | 0,9375 | 0,9380 | 0,0385 | 0,390
8,7 0,9395 | 0,9400 | 0,9405 | 0,9410 | 0,9415 | 0,9420 | 0,9425 | 0,9430 | 0,9435 | 0,9440
8,8 | 0,9445 [ 0,9450 | 0,9455 | 0,9460 | 0,9465 | 0,9460 | 0,9474 | 0,9479 | 09484 | 0,9489
8,9 | 0,9194 ] 0,9499 | 0,9501 | 0,9509 | 0,9513 | 0,9518 | 0,9523 | 0,9529 | 09533 | 0,9538
0,0 | 0,9542 | 0,9547 | 0,9552 | 0,9557 | 0,9562 | 0,9566 | 0,9571 | 0,9576 | 00581 | 0,9586
9,1 | 0,9590 | 0,9595 | 0,9600 | 0,9605 | 0,9609 | 0,9614 | 0,9619 | 0,9624 | 09628 | 0,9633
9,2 [ 0,9638 | 0,9643 | 0,9647 | 0,9652 | 0,9657 | 0,9661 | 0,9667 | 0,9671 | 0,9675 | 0,9680
9,3 0,9685 | 0,9689 | 0,9694 | 0,9699 | 0,9703 | 0,9708 | 0,9713 | 0,9719 | 0,0722 | 0,9727
0,4 0,9731 [ 0,9736 | 0,9741 | 0,9745 | 0,9750 | 0,9754 | 0,9759 | 0,9763 | 00768 | 0,9773
0,5 09777 [ 0,9782 | 0,9786 | 0,9791 | 0,9795 | 0,9800 | 0,9805 | 0,9809 | 0,9814 | 0,9818
0,6 | 0,9823 | 0,9827 | 0,9832 | 0,9836 | 0,9841 | 0,9845 | 0,9850 | 0,9854 | 0,0850 | 0,9863
0,7 [ 0,9868 | 0,9872 | 0,9877 | 0,9881 | 0,9586 | 0,9890 | 0,9894 | 0,989 | 0,0903 | 0,9908
9,8 | 0,9912 [ 0,9917 | 0,9921 | 0,9926 | 0,9930 | 0,993 | 0,9939 | 0,9943 | 0,998 | 0,9952
9,9 | 0,9956 [ 0,9961 | 0,9965 | 0,996 | 0,9974 | 0,9978 | 0,9983 | 0,9987 | 0,0991 | 0,996

A tabela acima possui, em sua primeira coluna, valores compreendidos de 1,0 a 9,9,
espacados de 0,1 em 0,1. Enquanto que na primeira linha encontram-se os nimeros de 0,01 a
0,09 espagados de 0,01 em 0,01. Assim, caso queiramos saber o logaritmo de 2,35, por exemplo,
devemos procurar, na primeira coluna, o valor 2,3 e, na primeira linha, o valor 0,05. A célula
da tabela que estd na intersec¢ao da linha do valor 2,3 e coluna do valor 0,05 corresponde ao
logaritmo de 2,35, ou seja, log(2,3 + 0,05). Assim, no exemplo, log(2,35) ~ 0,3711. Além disso,
a célula da tabela que contém o valor 0,3711 pode ser interpretada como o expoente que na base
10 resulta em 2,35, isto €, 10%3711 =235,
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Observacdo 7. Se 1 < x < 10, entdo as caracteristicas de log(x) sdo nulas. Como log(x) =
mantissa + caracteristica = log(x) = mantissa + 0 = mantissa . Por este motivo a tabela acima

pode ser chamada de tabela de mantissas. Veja pela tabela que as mantissas de log(x) variam no

intervalo [0;0,9996].
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LISTA DE EXERCICIOS A SEREM TRABALHADOS EM SALA DE AULA

Utilizando a Tébua apresentada anteriormente, responda aos exercicios abaixo:
Exercicio 1) Responda, fazendo uso da tabela, ao que se pede:
a) Encontre o valor aproximado de /og(3,41).
b) Como 0,341 = 3,41-10~", encontre o valor aproximado de log(0,341).

¢) Qual o valor aproximado de log(341) ?

d) Calcule o valor aproximado de 109328,

Exercicio 2) Responda ao que se pede, por meio da tabela:
a) Qual o valor de log(62,8)?

b) Encontre o valor de log(0,00000628).

¢) Qual o valor de 10°79809

Exercicio 3) Sabendo-se que 653 é um nimero primo, responda usando as aproximagdes

da tabela o valor de [og5877.

Exercicio 4 Uma técnica para contarmos a quantidade de algarismos de uma poténcia, é
escrevé-lo em notacdo cientifica. Assim, consideremos o nimero x em nota¢ado cientifica, ou seja,
x=a-10", onde | <a < 10 e n € Z. Dessa forma, o nimero de algarismos de x é (n+ 1). Por
exemplo, suponhamos x = 520000, que em notagdo cientifica fica x = 5,2 - 10°. Temos entfo,
que o numero de algarismos de x € (5+1), portanto 6, como se poderia ter notado logo de inicio.
Isso vale para qualquer nimero real escrito em notacgdo cientifica. Com relagido ao enunciado

acima, responda:
a) Qual a quantidade de algarismos do niimero 0,00541 - 10'? ?

b) Consultando a tabela, encontre o valor de log2 e responda qual a quantidade de

algarismos do ntimero 22,

Exercicio 5) Observe por meio dos passos abaixo como calcular a multiplicagdo e a
divisao entre dois nimeros (95499000 e 3710).

Observagdo: A tabela disponibilizada aqui possui logaritmandos com apenas duas casas
decimais. As tabelas de Briggs, possuiam mais casas decimais, conferindo mais exatiddo aos

cdlculos.
a) Multiplicacdo entre 95499000 e 3710:

i) Calcule o logaritmo da multiplicacdo (com os fatores em notacgao cientifica), usando para isso
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a propriedade da multplicacdo e a tabela (quando necessério):
10g(9,55-3,71-107 - 10%) = log(9,55) +log(3,71) +10g10'° =

= 0,9800+0,5694 4 10 = l0g(9,55-3,71-107 - 10%) = 11,5494.

ii) Repare que a multiplica¢do pode ser escrita em base 10:
9,55-3,71-107-10% = 101144

iii) Separe a parte inteira da parte nao inteira do expoente do 2° membro da igualdade acima,

obtendo os fatores:
1011 . 10,5494

iv) Encontre o valor aproximado da poténcia de base 10 cujo expoente ndo € inteiro usando a

tabela. Em seguida multiplique pelo outro fator, encerrando o processo.
10'1.3,54

Logo, 95.499.000-3710 = 10'! .3, 54.
b) Divisdo entre 95.499.000 e 3.710:

i) Calcule o logaritmo da divisdo (com numerador e denominador em notacao cientifica),

usando para isso a propriedade da divisdo e a tabela (quando necessario):

9,55-107 9,55-10* 1

9,55-10%

= 0,98 —0,5694 +4 = 4,4106 = log( —

) — 4,4106.

ii) Repare que a divisdo pode ser escrita em base 10:

9,55-107 _ 10*4106
3,71-10°

iii) Separe a parte inteira da parte ndo inteira do expoente do 2° membro da igualdade

acima, obtendo os fatores:
10%. 100+4106

iv) Calcule o valor aproximado da poténcia de base 10 cujo expoente ndo € inteiro usando

a tabela. Em seguida multiplique pelo outro fator, encerrando o processo:

10*.2,57
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5499000
L ’(9 99

~ 4,
10 >N10 2,57.

Entendido o método, realize os calculos abaixo:

a) 896123-9121
896123
b) 9121
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RESOLUCAO DA LISTA DE EXERCICIOS
Exercicio 1

a) log3,41 = 0,5328.
b) log0,341 = log(3,41-101) = log3,41 + 1ogl0~! = —0,4672.
c) log341 = log(3,41-10%) = log3,41 4 1og10* = 2,5328.

d) Seja 1093328 — x assim:

log(x) = 0,5328. Como 10° < x < 10, 0,5328 é a pr6pria mantissa do log(x) (ver
Observagao 7).

Portanto, x = 3,41.
Exercicio 2

a) 10g62,8 = 10g6,28 - 10 = 10g6,28 +10g10 = 0,7980 + 1 = 1,7980.
b) log0,00000628 = l0g(6,28 - 1076) = 0,7980 — 6 = —5,202.

c) 1077980 = 103 . 1097980, Procedendo como no exercicio anterior temos que se
x = 10%7980 entdo log(x) = 0,7980. Portanto 103798 = 10° - 6,28 = 628000.

Exercicio 3

Duas resolucdes sdo possiveis:
14: Da fatorag@o de 5877 vemos que 5877 = 653 - 9. Portanto,
10g5877 = 10g(653-9) = log6,53 +1og10% +10g9 = 3,7691.

2%: Sem utilizar a fatora¢do podemos considerar [0g5877 ~ log(5,88 - 103). Assim

encontrariamos o valor de log5, 88 na tabela, ficando:

10g5877 =~ log(5,88 - 10°) = log5,88 + 3 = 3,7694.
Exercicio 4

a) 0,00541-10'> = 5,41 - 10°. Portanto sdo 10 algarismos.
b) Como log2 = 0,301 = 2 = 10%3!, Assim,

2200 — (100,301)200 — 60,2 — 160 10,2,

Por 10° < 10°? < 10!, entdo 10%2 - 10°0 est4 na forma de notacio cientifica. Logo sio

61 algarismos.



8.1. Sequéncia diddtica I 109

Exercicio 5

Primeiramente vejamos que 896.123 ~ 8,96-10° e 9121 ~ 9,12 10°.
a) [0g(8,96-9,12-10%) = 10g8,96 4+ 10g9,12 4+ 8 = 9,9123.
Entdo, 8,96-9,12-10% = 1079123 = 107 1099123 ~ 10°- 8, 17.

8,96 - 102
b) log <’9T> =10g8,96 —10g9,12+2 = 1,9932.

8,96-10° _ 1019932

512 =10-10%"%2 ~10-9,84 = 98, 4.

Entao,
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8.2 Sequéncia didatica Il

Titulo: Sugestio de problemas concretos usando funcdes exponenciais.
Contetido: Fungdes exponenciais e suas propriedades e equagdes exponenciais.
Ano/ Série: 3° do Ensino Médio.

Bimestre: 4° .

Tempo previsto: 2 horas/aula.

Materiais necessarios: lousa e tabelas de logaritmos (Anexo) ou calculadora.
Metodologia: aula expositiva e resolucdo de exemplos (pigina 113).

Objetivos: Estudar problemas concretos e contemporaneos que envolvam quantidades
descritas por fungdes exponenciais, utilizando suas propriedades e a relagdo com a fungio

logaritmica.
Competéncias e habilidades da BNCC BRASIL (2017, pp. 535-536):

Competéncia especifica 3: Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacgdo das solu¢des propostas, de modo a

construir argumentacdo consistente.
Habilidades:

EM13MAT304: Resolver e elaborar problemas com func¢des exponenciais nos quais é
necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos como o

da Matemadtica Financeira e o do crescimento de seres vivos microscopicos, entre outros.

EMI3MAT305: Resolver e elaborar problemas com fun¢des logaritmicas nos quais €
necessario compreender e interpretar a variagdo das grandezas envolvidas, em contextos como

os de abalos sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira, entre outros.
Conceitos prévios: Propriedades de exponenciais e logaritmos.

Desenvolvimento: Com tempo previsto de 2 aulas, o professor pode trabalhar a parte
tedrica a seguir e também realizar a resolucao de dois exemplos, com o auxilio da tabela (ou da
calculadora), que envolvem equagdes logaritmicas e exponenciais e cujos temas sao: Decaimento

radioativo e achados arqueoldgicos.

Assim, sugerimos que o professor resolva-os em conjunto com os alunos, pois entende-
mos que o objetivo deve ser, além de mostrar quantidades concretas descritas por exponenciais,
que a resolugcdo de uma equagdo exponencial necessita da fungdo logaritmica e suas proprie-

dades(extrapolando o uso desta funcao para além da conversao de multiplicag@o e divisdo em
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somas e diferencas).
Avaliacao:

Sugere-se que o professor indique alguns (ou todos) exercicios da Lista Extra contida
imediatamente apds essa sequéncia diddtica, que contém exercicios recorrentes em exames

vestibulares, como forma do aluno praticar exercicios pds sala de aula.
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PARTE TEORICA

Funcoes e equacoes exponenciais e tempo de meia-vida:

Suponha que uma certa quantidade varie com o tempo e que a funcio que descreve esta

situacdo seja:
y(t) = Ae! onde k < 0 e A € R sdo dados e ¢ é a unidade de tempo.

Suponha que no tempo ¢ tenhamos a quantidade y(z). Pergunta-se: Depois de quanto

tempo ¢ esta quantidade se reduzird a metade?

Aqui devemos levar os alunos a concluirem que matematicamente esta pergunta se reduz

a determinar um tempo 7 tal que:

<

yirn =20,

|

Usando que y(t) = Ael temos:
y(t)=A-eM, comk<0eA#0

buscamos 7 tal que

. y(1)
[+1)=—=
Yi+t) ==
0 que nos da
_ A- ekt
Akl 2%
¢ 2
Logo, ek = % = kt = —I[n2 e portanto
7 —In2
ok

Observacao 8. Note que 7 € positivo, pois k € negativo. O que era de se esperar ja que f indica

um tempo futuro.

Essa demonstracdo ndo precisa, necessariamente, ser trabalhada em sala de aula. Mas se
feita, € interessante notar que ndo importa a partir de qual momento ¢ tenhamos medido a tal
quantidade e nem o valor dessa quantidade, que sempre levard 7 unidades de tempo para uma
quantidade se reduzir a metade. Matematicamente falando, ndo importa o valor de A ou f que ¢
sempre serd 0 mesmo. Se ndo for feita a demonstragio, o valor de k ou 7 sera obtido repetindo-se

o raciocinio acima, mas em problemas especificos (como no exercicio a seguir).

Sugerimos fazer os exemplos que seguem com o objetivo de relembrar equacdes expo-

néncias e logaritmicas e dar significado ao conceito de tempo de meia-vida.
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EXEMPLOS PARA SEREM TRABALHADOS EM SALA DE AULA

Exemplo 1) Para que se entenda o modo de vida de nossos antepassados faz-se necessé-
rio, dentre outros estudos o de datacao de fésseis. Todo ser vivo possui em seu organismo dois
isGtopos estdveis, o Carbono-12 (98,9%) e o Carbono- 13 (1,1%), além de tragos do is6topo
radioativo Carbono-14 presente no ar e alimentos. Ao morrer, todo ser vivo deixa de absorver o

isétopo radioativo, com tempo de meia-vida de 5730 anos.

Em 1989, trés laboratérios em Oxford, Zurique e Tucson, analisaram uma amostra do
"Sudério de Turim", o tecido de linho que supostamente seria o Santo Suddrio (manto utilizado
para cobrir o corpo de Jesus apds a crucificacdo); a medicao constatou que a quantidade de
Carbono-14 encontrada na amostra de tecido era de 92% da quantidade existente em tecidos do

mesmo tipo produzido por plantas de mesma espécie que vivem atualmente.

Assim, conhecendo-se o tempo de meia-vida do Carbono-14, e que a quantidade restante
de massa de um material radioativo, apds t anos, € calculada pela expressdo Cy4(t) = C14 - ekt

onde C14 € a massa inicial e k uma constante negativa, calcule:

a) O valor da constante k. Use a aproximagdo e ~ 2,72 (se julgar necessario). Além
disso, use o tempo de meia-vida do Carbono-14 (5730 anos) e a tdbua logaritmica apresentada
anteriormente (ou a calculadora) para encontrar os valores de logaritmos que surgirdo nos

calculos.

b) Qual a data da amostra testada? Utilize, para isso, a porcentagem de Carbono-14

encontrada na amostra.

Exemplo 2) (ENEM 2013 - Adaptado) Em setembro de 1987, Goiania foi palco do
maior acidente radioativo ocorrido no Brasil, quando uma amostra de césio-137, removida de um
aparelho de radioterapia abandonado, foi manipulada inadvertidamente por parte da populacao.
A meia-vida de um material radioativo € o tempo necessario para que a massa desse material se
reduza a metade. A meia-vida do césio-137 € 30 anos e a quantidade restante de massa de um
material radioativo, apSs ¢ anos, é calculada pela expressio M(t) = A - (2,7)¥, onde A é a massa

inicial e k € uma constante negativa.

a) Qual o tempo necessario, em anos, para que uma quantidade de massa do Césio-137

se reduza a 10% da quantidade inicial? Considere 0,3 como aproximagao para log;2.

b) Encontre o valor da constante negativa k (constante de decaimento), explicando qual o

seu significado no contexto do exercicio. Considere 0,43 como aproximagdo para log,2,7.
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RESOLUCAO DOS EXEMPLOS
Exemplo 1:

a) Professor, observe que Ci4(t) = C14 -t e que k < 0 pois a fungdo Cy4(z) deve ser

decrescente.

Ccl4
Observando-se que C14(5730) = — teremos:

Cl4
C14(5730) = C14 - 3730 = -

Usando e ~ 2,72, como sugere o enunciado, divindo os dois membros por C14 e apli-

cando logaritmo em base 10, temos:
log2,72%3730 = log 1 = —log2 = k-5730-log2,72 = k ~ —0,000120871.

Ou usando diretamente a féormula do tempo de meia-vida:
n2 [n2

5730 =t = k = k= ~5730 ~ —0,00012096809.
) 92 -
b) Seja t; tal que C4(t;) = 100 -C14 =0,92-C14, entio:
[n(0,92
0,92-Cl4=Cl4- & = &1 = 0,92 = 1, = %

Portanto, #; = 689, 3 anos.
Exemplo 2:

a) Pelos dados do exercicio temos que M(t) = A - (2,7)" e que log;,2 = 0, 3. Queremos
encontrar ¢ tal que M(t) = 10% - A.

Como a meia-vida do Césio € de 30 anos, entio:

A A 1 _
M(30) =5 =A-270 =2 5270 = 2507t 2%

Assim, tomando 0,3 como aproximagdo para log;,2, vem:
M(t)=0,1-A=A-(2,7%" =0,1-A.

-1
Como 2,7 = 2%, entdo
t

30 log;p2 =1log;;10 =

_ t —t —t
(237%) =10 = (2%) = 107" = log;y2% =log,y 10! =
t
= %«0,3 =1 =1 =100 anos.
Portanto, o tempo necessdrio para que reste 10% da massa inicial de Césio € de 100 anos.
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b) Queremos encontrar o valor da constante negativa k.

Sabemos que M(100) =0, 1 -A.

Assim,

A-2,7K100 = 1.4 =2 75100 =0 1.

Usando a aproximagdo log;y2,7 ~ 2,43 ¢ aplicando log na base 10 em ambos os
membros da equacao acima, obtemos:

log,2,7%1% =10g,,0,1 = k-100-log,y2,7 = log,;, 107! = k-100-0,43 ~ —1 =

=k~ —~—0,0233.
43 ’
Observe que uma vez que se espera que a massa de Césio, M(t), diminua com o tempo e
que M(t) = A- ek com A > 0, de fato k deve ser negativo.
Caso queira encontrar o valor de k por outra forma, lembre-se que:

—In2

F—
k

onde 7 é o tempo de meia-vida (30, nesse caso). Todavia, o valor de /n2 ~ 0,69 deve ser fornecido

ao aluno.



Lista extra de exercicios

1. (Unicamp 2013) Uma barra cilindrica é aquecida a uma temperatura de 740°C. Em seguida,
€ exposta a uma corrente de ar a 40°C. Sabe-se que a temperatura no centro do cilindro varia
de acordo com a fungéo

T(1) = (To - Tar ) x10 112 + Tag

sendo t o tempo em minutos, Ty a temperatura inicial e Tpg a temperatura do ar. Com essa

funcéo, concluimos que o tempo requerido para que a temperatura no centro atinja 140°C é dado
pela seguinte expressédo, com o log na base 10:

a) 12[log(7)—1] minutos. b) 12[1-log(7)] minutos. c) 12log(7) minutos.
d) [1-log(7)]/12 minutos.

2. (Insper 2014) Analisando o comportamento das vendas de determinado produto em diferentes
cidades, durante um ano, um economista estimou que a quantidade vendida desse produto em
um més (Q), em milhares de unidades, depende do seu preco (P), em reais, de acordo com a
relacéo

Q=1+4-(0,8)%.

No entanto, em Economia, é mais usual, nesse tipo de relacdo, escrever o preco P em funcéo
da quantidade Q. Dessa forma, isolando a variavel P na relacao fornecida acima, o economista
obteve

a) P=logyg /QT_l b) P =logyg (QT_lj c) P:O,5~018fQT_1. d) P:O’SIQT_l.

e) P=0,5-loggg (%—1}.

3. (Ufpr 2012) Para se calcular a intensidade luminosa L, medida em lumens, a uma
profundidade de x centimetros num determinado lago, utiliza-se a lei de Beer-Lambert, dada pela
seguinte férmula:

Iog(Lj =-0,08x
15

Qual a intensidade luminosa L a uma profundidade de 12,5 cm?
a) 150 lumens. b) 15lumens. c) 10 lumens. d) 1,5 lumens. €)1 limen.

4. (Pucpr 2015) O numero de bactérias N em um meio de cultura que cresce exponencialmente
pode ser determinado pela equacéo N:Noekt em que Ny €é a quantidade inicial, isto €,
Ng =N (0) e k é a constante de proporcionalidade. Se inicialmente havia 5000 bactérias na

cultura e 8000 bactérias 10 minutos depois, quanto tempo sera necessario para que o nimero
de bactérias se torne duas vezes maior que o inicial?

(Dados: In2=0,69 In5=161)

a) 11 minutos e 25 segundos. b) 11 minutos e 15 segundos. c¢) 15 minutos.
d) 25 minutos. €) 25 minutos e 30 segundos.



5. (Unesp 2015) No artigo “Desmatamento na Amazénia Brasileira: com que intensidade vem
ocorrendo?”, o pesquisador Philip M. Fearnside, do INPA, sugere como modelo matematico para

o célculo da area de desmatamento a funcdo D(t) = D(O)~ek't, em que D(t) representa a area
de desmatamento no instante t, sendo t medido em anos desde o instante inicial, D(0) a area
de desmatamento no instante inicial t =0, e k ataxa média anual de desmatamento da regiéo.

Admitindo que tal modelo seja representativo da realidade, que a taxa média anual de
desmatamento (k) da Amazonia seja 0,6% e usando a aproximacédo ¢n 2= 0,69, o niUmero de

anos necessarios para que a area de desmatamento da Amazodnia dobre seu valor, a partir de
um instante inicial prefixado, é aproximadamente
a) 51. b) 115. c) 15. d) 151. e) 11.

6. (Ufsm 2015) Quando um elemento radioativo, como o Césio 137, entra em contato com o

meio ambiente, pode afetar o solo, os rios, as plantas e as pessoas. A radiacdo néo torna o solo
infértil, porém tudo que nele crescer estara contaminado.

A expressao

Q(t) = Qpe 002t

representa a quantidade, em gramas, de atomos radioativos de Césio 137 presentes no instante
t, em dias, onde Qg ¢é a quantidade inicial.

O tempo, em dias, para que a quantidade de Césio 137 seja a metade da quantidade inicial é
igual a

Use In2=0,69
a) 60. b) 30. ¢)15. d) 5. e€) 3.

7. (Ufrgs 2013) Dez bactérias séo cultivadas para uma experiéncia, e o nimero de bactérias
dobra a cada 12 horas. Tomando como aproximagdo para log2 o valor 0,3, decorrida

exatamente uma semana, o nimero de bactérias esta entre
a) 10%° e 10°. Db) 10° e 10°°. ¢) 10°° e 10°%. d) 10° e 10%°. e) 105° e 10"

8. (Uerj 2013) Um lago usado para abastecer uma cidade foi contaminado apds um acidente
industrial, atingindo o nivel de toxidez To, correspondente a dez vezes o nivel inicial. Leia as
informacdes a seguir.

- A vazao natural do lago permite que 50% de seu volume sejam renovados a cada dez dias.
- O nivel de toxidez T(x), apés x dias do acidente, pode ser calculado por meio da seguinte
equacgao:

T(x) = To- (0,5)0%

Considere D o menor numero de dias de suspensao do abastecimento de 4gua, necessario para
gue a toxidez retorne ao nivel inicial.

Sendo log 2 = 0,3, o valor de D é igual a:

a)30 b)32 ¢)34 d)36



9. (Unesp 2012) Em 2010, o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) realizou o
Gltimo censo populacional brasileiro, que mostrou que o pais possuia cerca de 190 milhdes de
habitantes. Supondo que a taxa de crescimento populacional do nosso pais ndo se altere para o
préximo século, e que a populacéo se estabilizara em torno de 280 milhées de habitantes, um
modelo matematico capaz de aproximar o nimero de habitantes (P), em milh&es, a cada ano (t),
a partir de 1970, é dado por:

P(t) = [280 ~190. efo,019-(t71970)J

Baseado nesse modelo, e tomando a aproximacéo para o logaritmo natural

14
In[ =2 |=-19
”(95) -

a populacéo brasileira sera 90% da suposta populacdo de estabilizacdo aproximadamente no
ano de:
a) 2065. b) 2070. c) 2075. d) 2080. e) 2085.

10. (Unesp 2013) Todo nimero inteiro positivo n pode ser escrito em sua notagéo cientifica como

sendo n=k-10%, em que keR*, 1<k<10 e x eZ Além disso, o nimero de algarismos de n
€ dado por (x + 1).

Sabendo que log 2 = 0,30, o numero de algarismos de 257 é

a)16. b)19. c)18. d)15. e)17.

GABARITO:

1: [C] 2: [A] 3: [D] 4: [C] 5: [B] 6: [B] 7: [B] 8: [C] 9: [B] 10: [C]
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Frequentemente algumas indagacdes sdo feitas aos professores como onde vou usar isso,
de onde veio essa formula, entre outras . Consideramos fundamental que estas perguntas sejam
apropriadamente respondidas, pois acreditamos que estas respostas fomentam o aprendizado.
A presente dissertacdo trouxe ao professor algumas mintcias historicas e alguns exercicios
contextualizados que nio sdo facilmente encontradas em livros didéticos, dando assim base para
que o professor pudesse responder aquelas perguntas com seguranca. Sendo assim, mostrar ao
aluno que um — tdo temido — conceito mateméatico, como o conceito de logaritmos, tem uma
histdria belissima e ainda por cima tem aplica¢do na resolugdo de problemas do mundo real, faz

com que a compreensdo do conceito seja mais ampla e interessante.

Foi o que notou-se através da aplica¢do da sequéncia diddtica, em aulas para o 3¢ ano do
Colégio COC localizado em Rio Claro-SP. Pudemos perceber o interesse dos alunos através de
uma maior participagdo destes com as atividades em sala de aula e com a resolugdo de exercicios
extras que foram entregues voluntariamente por varios alunos, para que fossem corrigidas. Isto é
algo que ndo costuma ocorrer em uma aula onde simplesmente se aborda o conceito e ignora-se
o contexto histérico ou aplicado dos mesmos. Assim, a presente pesquisa foi de fundamental

importincia para a minha formacao e o meu conhecimento enquanto educador.






121

REFERENCIAS

ARMBRUSTER, D.; KOSTELICH, E. J. Introductory differential equations. Califérnia:
ADDISON-WESLEY, 1996. Citado na pagina 84.

AUGARTEN, S. Bit by bit: an illustrated history of computers. New York: Ticknor and
Fields, 1984. Citado na pédgina 42.

AVILA, G. Como se constéi uma tabua de logaritmos. Revista do Professor de Matematica,
n. 26, 2019. Disponivel em: <http://www.rpm.org.br/cdrpm/26/1.htm>. Acesso em: 03.08.2019.
Citado na pagina 98.

BARRETOS, H. de Cancer de. lodoterapia. 2015. Disponivel em: <https://www.hcancerbarretos.
com.br/iodoterapia-2>. Acesso em: 19/07/2019. Citado na pagina 88.

BRASIL. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia: MEC, 2017. Disponivel em: <http:

//basenacionalcomum.mec.gov.br/images/BNCC_EI_EF_110518_versaofinal_site.pdf>. Acesso
em: 20.06.2018. Citado nas paginas 93 e 110.

BURTON, D. The history of mathematics: an introduction. Nova York: McGraw-Hill, 2011.
Citado nas péaginas 23 e 24.

COHEN, D. W.; HENLE, J. M. Calculus: the language of change. Ontario: Jones and Bartlett
Learning, 2005. Citado na pagina 86.

EDWARDS, C. H. The historical development of the calculus. Michigan: Springer-Verlag
New York, 1979. Citado na pagina 31.

EVES, H. Introducio a histéria da mateméatca. Campinas: Editora Unicamp, 2005. Citado
nas paginas 23, 30 e 42.

FARIAS, R. F. de. A quimica do tempo: carbono-14. Quimica nova na escola, 2002. Disponivel
em: <http://qnesc.sbq.org.br/online/qnesc16/v16_A03.pdf>. Acesso em: 15/07/2019. Citado na
pagina 86.

FIGUEIREDO, D. G. de. Analise 1. Rio de Janeiro: LTC, 1996. Citado na pagina 73.

FUJITA, L. Intoxicacdo alimentar atinge 13 mil pessoas anualmente. Portal
Drauzio Varella, 2019. Disponivel em: <https://drauziovarella.uol.com.br/geral/
intoxicacao-alimentar-atinge- 13-mil-pessoas-anualmente/>.  Acesso em: 21/07/2019.
Citado na pégina 82.

GLOBO. Sudario seria mais antigo do que apontou teste. O GLOBQO, 2005. Disponivel
em: <https://www?2.senado.leg.br/bdsf/bitstream/handle/id/397435/noticia.htm?sequence=1>.
Acesso em: 13/07/2019. Citado na pagina 87.

GUIDORIZZI, H. L. Um curso de calculo. Sao Paulo: LTC, 2001. Citado nas paginas 53 e 71.


http://www.rpm.org.br/cdrpm/26/1.htm
https://www.hcancerbarretos.com.br/iodoterapia-2
https://www.hcancerbarretos.com.br/iodoterapia-2
http://basenacionalcomum.mec.gov.br/images/BNCC_EI_EF_110518_versaofinal_site.pdf
http://basenacionalcomum.mec.gov.br/images/BNCC_EI_EF_110518_versaofinal_site.pdf
http://qnesc.sbq.org.br/online/qnesc16/v16_A03.pdf
https://drauziovarella.uol.com.br/geral/intoxicacao-alimentar-atinge-13-mil-pessoas-anualmente/
https://drauziovarella.uol.com.br/geral/intoxicacao-alimentar-atinge-13-mil-pessoas-anualmente/
https://www2.senado.leg.br/bdsf/bitstream/handle/id/397435/noticia.htm?sequence=1

122 Referéncias

INTERESSANTE, S. Como ¢é determinada a idade de um f6ssil? Super In-

teressante, 2011. Disponivel em: <https://super.abril.com.br/mundo-estranho/
como-e-determinada-a-idade-de-um-fossil/>. Acesso em: 13/07/2019. Citado na pé-
gina 86.

LIMA, E. L. Nameros e funcoes reais. Rio de Janeiro: SBM, 2014. Citado na pagina 53.

MORGADO, A. C.; CARVALHO, P. C. P. Matematica Discreta. Rio de Janeiro: SBM, 2015.
Citado na pagina 53.

MURAMAKI, C.; IEZZI, G.; DOLCE, O. Fundamentos de matematica elementar 2 - Loga-
ritmos. Sdo Paulo: Atual editora, 2004. Citado na pagina 45.

NAPIER, J. Mirifici logarithmorum canonis descriptio. Edinburgh: Andrew Hart, 1614. Ci-
tado na péagina 32.

PECORARI, M. Logaritmos e aplicacoes. Dissertacdo (Mestrado) — UNESP - Campus Rio
Claro, 2013. Citado na pagina 101.

ROEGEL, D. Napier’s ideal construction of the logarithms. 2010. Citado na pagina 42.

SAMPAIQ, J. C. V. John napier, henry briggs e a invenc¢ao dos logaritmos. Departamento
de Matematica - UFSCAR, 2010. Disponivel em: <http://www.dm.ufscar.br/profs/sampaio/
logshistoria.PDF>. Acesso em: 04.06.2018. Citado na pdgina 99.

ZILL, D. G. Equacoes diferenciais com aplicacoes em modelagem. Sao Paulo: Thomson,
2003. Citado na péagina 79.


https://super.abril.com.br/mundo-estranho/como-e-determinada-a-idade-de-um-fossil/
https://super.abril.com.br/mundo-estranho/como-e-determinada-a-idade-de-um-fossil/
http://www.dm.ufscar.br/profs/sampaio/logshistoria.PDF
http://www.dm.ufscar.br/profs/sampaio/logshistoria.PDF

123

ANEXO

TABELA DE LOGARITMOS

| N 000 [ 001 [ 002 ] 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 008 | 009 |

1,0

0,0000

0,0043

0,0086

0,0128

0,0170

0,0212

0,0253

0,0294

0,0334

0,0374

1.1

0,0414

0,0153

0,0492

0,0531

0,0569

0,0606

0,0645

0,0682

0,0719

0,0755

1.2

0,0792

0,0828

0,0864

0,0899

0,0934

0,0969

0,1004

0,1039

0,1072

0,1106

1.3

0,1139

0,1173

0,1206

0,1239

0,1271

0,1303

0,1335

0,1367

0,1399

0,1430

1.4

0,1461

0,1492

0,1523

0,1553

0,1584

0,1614

0,1644

0,1673

0,1703

0,1732

0,1761

0,1790

0,1818

0,1847

0,1875

0,1903

0,1031

0,1959

0,1987

0,2014

0,2041

0,2068

0,2095

0,2122

0,2148

0,2175

0,2201

0,2227

0,2253

0,2279

0,2304

0,2330

0,2355

0,2380

0,2405

0,2430

0,2455

0,2480

0,2504

0,2529

0,2553

0,2577

0,2601

0,2625

0,2648

0,2672

0,2695

0,2718

0,2742

0,2765

0,2788

0,2810

0,2833

0,2856

0,2878

0,2900

0,2023

0,2945

0,2967

0,2089

0,3010

0,3032

0,3054

0,3075

0,3096

0,3118

0,3139

0,3160

0,3181

0,3201

0,3222

0,3243

0,3263

0,3284

0,3304

0,3324

0,3345

0,3365

0,3385

0,3404

S A

0,3424

0,3444

0,3464

0,3483

0,3502

0,3522

0,3541

0,3560

0,3579

0,3598

[S]

0,3617

0,3636

0,3655

0,3674

0,3692

0,3711

0,3729

0,3747

0,3766

0,3784

[S]

0,3802

0,3820

0,3838

0,3856

0,3874

0,3892

0,3909

0,3927

0,3945

0,3062

]

0,3979

0,3097

0,4014

0,4031

0,4048

0,4065

0,4082

0,4099

0,4116

0,4133

0,4150

0,4166

0,4183

0,4200

0,4216

0,4232

0,4249

0,4265

0,4281

0,4298

[S] v

0,4314

0,4330

0,4346

0,4362

0,4378

0,4393

0,4409

0,4425

0,4440

0,4456

[S]

0,4472

0,4487

0,4502

0,4518

0,4533

0,4548

0,4564

0,4579

0,4594

0,4609

0,4624

0,4639

0,4654

0,4669

0,4683

0,4698

04713

0,4728

0,4742

0,4757

[S]
OO || ~I| S| T k| W

Lo

04771

0,4786

0,4800

0,4814

0,4829

0,4843

0,4857

0,4871

0,4336

0,4900
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| N | 000 | 001 | 002 | 003 | 004 | 005 | 0,06 | 007 | 008 | 009 |
3,1 0,4914 [ 0,4928 | 0,4942 | 0,4955 | 0,4969 | 0,4983 | 0,4007 | 0,5011 | 0,5024 | 0,5038
3,2 | 0,5051 | 0,5065 | 0,5079 | 0,5092 | 0,5105 | 0,5119 | 0,5132 | 0,5145 | 0,5159 | 0,5172
3,3 0,5185 | 0,5108 | 0,5211 | 0,5224 | 0,5237 | 0,5250 | 0,5263 | 0,5276 | 0,5289 | 0,5302
3,4 0,5315 | 0,5328 | 0,5340 | 0,5353 | 0,5366 | 0,5378 | 0,5301 | 0,5403 | 0,5416 | 0,5428
3,5 | 0,5441 | 0,5443 | 0,5465 | 0,5478 | 0,5490 | 0,5502 | 0,5514 | 0,5527 | 0,5539 | 0,5551
3,6 | 0,5563 | 0,5575 | 0,5587 | 0,5599 | 0,5611 | 0,5623 | 0,5635 | 0,5647 | 0,5658 | 0,5670
3,7 0,5682 | 0,5604 | 0,5705 | 0,5717 | 0,5729 | 0,5740 | 0,5752 | 0,5763 | 0,5775 | 0,5786
3,8 | 0,5798 | 0,5809 | 0,5821 | 0,5832 | 0,5843 | 0,5855 | 0,5866 | 0,5877 | 0,5888 | 0,5809
3,9 | 0,5911 | 0,5922 | 0,5933 | 0,5944 | 0,5955 | 0,5966 | 0,5077 | 0,5988 | 0,5999 | 0,6010
1,0 | 0,6021 | 0,6031 | 0,6042 | 0,6053 | 0,6064 | 0,6075 | 0,6085 | 0,6096 | 0,6107 | 0,6117
1,1 0,6128 | 0,6138 | 0,6149 | 0,6160 | 0,6170 | 0,6180 | 0,6191 | 0,6201 | 0,6212 | 0,6222
1206232 [ 0,6243 | 0,6253 | 0,6263 | 0,6274 | 0,6281 | 0,6204 | 0,6301 | 0,6314 | 0,6325

bl

4,3 10,6335 | 0,6345 | 0,6355 | 0,6365 | 0,6375 | 0,6385 | 0,6395 | 0,6405 | 0,6415 | 0,6425

bl

4,4 10,6435 | 0,6444 | 0,6454 | 0,6464 | 0,6474 | 0,6484 | 0,6493 | 0,6503 | 0,6513 | 0,6522

bl

4,5 10,6532 | 0,6542 | 0,6551 | 0,6561 | 0,6571 | 0,6580 | 0,6590 | 0,6599 | 0,6609 | 0,6618

4.6 | 0,6628 | 0,6637 | 0,6646 | 0,6656 | 0,6665 | 0,6675 | 0,6684 | 0,6693 | 0,6702 | 0,6712
47106721 | 0,6730 | 0,6739 | 0,6749 | 0,6758 | 0,6767 | 0,6776 | 0,6785 | 0,6794 | 0,6803

0,6812 | 0,6821 | 0,6830 | 0,6839 | 0,6848 | 0,6857 | 0,6866 | 0,6875 | 0,6884 | 0,6893
0,6902 | 0,6911 | 0,6920 | 0,6928 | 0,6937 | 0,6946 | 0,6955 | 0,6964 | 0,6972 | 0,6981
0,6990 | 0,6998 | 0,7007 | 0,7016 | 0,7024 | 0,7033 | 0,7042 | 0,7050 | 0,7059 | 0,7067
0,7076 | 0,7084 | 0,7093 | 0,7101 | 0,7110 | 0,7118 | 0,7126 | 0,7135 | 0,7143 | 0,7152
0,7160 | 0,7168 | 0,7177 | 0,7185 | 0,7193 | 0,7202 | 0,7210 | 0,7218 | 0,7226 | 0,7235
0,7243 | 0,7251 | 0,7259 | 0,7267 | 0,7275 | 0,7284 | 0,7292 | 0,7300 | 0,7308 | 0,7316
0,7324 | 0,7332 | 0,7340 | 0,7348 | 0,7356 | 0,7364 | 0,7372 | 0,7380 | 0,7388 | 0,7396
0,7404 | 0,7412 | 0,7419 | 0,7427 | 0,7435 | 0,7443 | 0,7451 | 0,7459 | 0,7466 | 0,7474
0,7482 | 0,7490 | 0,7497 | 0,7505 | 0,7513 | 0,7520 | 0,7528 | 0,7536 | 0,7543 | 0,7551
0,7559 | 0,7566 | 0,7574 | 0,7582 | 0,7589 | 0,7597 | 0,7604 | 0,7612 | 0,7619 | 0,7627
0,7634 | 0,7642 | 0,7649 | 0,7657 | 0,7664 | 0,7672 | 0,7679 | 0,7686 | 0,7694 | 0,7701
0,7709 | 0,7716 | 0,7723 | 0,7731 | 0,7738 | 0,7745 | 0,7752 | 0,7760 | 0,7767 | 0,7774
0,7782 | 0,7788 | 0,7796 | 0,7803 | 0,7810 | 0,7818 | 0,7825 | 0,7832 | 0,7839 | 0,7846
0,7853 | 0,7860 | 0,7868 | 0,7875 | 0,7882 | 0,7889 | 0,7896 | 0,7903 | 0,7910 | 0,7917
0,7924 | 0,7931 | 0,7938 | 0,7945 | 0,7952 | 0,7959 | 0,7966 | 0,7973 | 0,7980 | 0,7987
0,7993 | 0,8000 | 0,8007 | 0,8014 | 0,8021 | 0,8028 | 0,8035 | 0,8041 | 0,8048 | 0,8055
0,8062 | 0,8069 | 0,8075 | 0,8082 | 0,8089 | 0,8096 | 0,8102 | 0,8109 | 0,8116 | 0,8122
0,8129 | 0,8136 | 0,8142 | 0,8149 | 0,8156 | 0,8162 | 0,8169 | 0,8176 | 0,8182 | 0,8189
0,8195 | 0,8202 | 0,8209 | 0,8215 | 0,8222 | 0,8228 | 0,8235 | 0,8241 | 0,8248 | 0,8254
0,8261 | 0,8267 | 0,8274 | 0,8280 | 0,8287 | 0,8293 | 0,8299 | 0,8306 | 0,8312 | 0,8319
0,8325 | 0,8331 | 0,8337 | 0,8344 | 0,8351 | 0,8357 | 0,8363 | 0,8370 | 0,8376 | 0,8382
0,8388 | 0,8395 | 0,8401 | 0,8407 | 0,8414 | 0,8420 | 0,8426 | 0,8432 | 0,8439 | 0,8445
0,8451 | 0,8457 | 0,8463 | 0,8470 | 0,8476 | 0,8482 | 0,8488 | 0,8494 | 0,8500 | 0,8506
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