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RESUMO 

 

 Este trabalho acadêmico estrutura-se para tornar acessível o conhecimento de 

ideias gerais sobre o Último Teorema de Fermat (UTF), apresentando-se alguns dos 

seus elementos algébricos e históricos. Desenvolve-se, de forma central, uma 

demonstração para o caso 𝑛 ൌ 5 da equação do UTF. No trabalho, detalham-se ainda: 

curiosidades, exemplos e atividades resolvidas. 

 

Palavras-chaves: Fermat. Teorema. Álgebra. Aritmética. Divisibilidade. Congruências. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

ABSTRACT 

 

 This academic work is structured to make accessible the knowledge of general 

ideas about Fermat's Last Theorem (FLT), showing some of its algebraic and historical 

elements. Centrally, a demonstration for case 𝑛 ൌ  5 of the FLT equation is presented. 

In the work, are also detailed: curiosities, examples and activities solved. 

 

Keywords: Fermat. Theorem. Algebra. Arithmetic. Divisibility. Congruences. 
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INTRODUÇÃO 

 

A conjectura de Fermat foi motivada pela observação da infinidade de soluções 

que apresenta uma equação pitagórica, ou seja, uma equação da forma  𝐗𝟐 ൅ 𝐘𝟐 ൌ 𝐙𝟐. 

Na equação anterior, tem-se que ሺX, Y, Zሻ denota uma terna pitagórica. Estas 

ternas tem, claramente, respaldo na Geometria Plana com a utilização de uma simples 

relação entre áreas de quadrados, que pode ainda ser verificada com o Teorema de 

Pitágoras. 

Após esta motivação inicial, em uma etapa de aprofundamento, estudou-se a 

existência ou não das soluções inteiras não nulas para as “Equações Fermatianas”, ou 

seja, para as equações da forma: 

𝐗𝐧 ൅ 𝐘𝐧 ൌ 𝐙𝐧  com  𝒏 ൐ 𝟐 

Conjecturou-se, assim, que, em tais equações, não existiam soluções inteiras não 

nulas. Após a conjectura, a demonstração final, contudo, só seria obtida cerca de três 

séculos e meio mais tarde.  

Estudando-se, particularmente, o caso  𝑛 ൌ 3, pode-se, por exemplo, intuir 

alguma relação entre as variáveis com a Geometria Espacial. Neste sentido, poderíamos 

colocar a seguinte questão: “A soma dos volumes de dois cubos seria igual ao volume de 

um outro cubo qualquer?” Certamente não, pois, se isso acontecesse, teríamos um 

contraexemplo do Último Teorema de Fermat (UTF), invalidando a conjectura 

proposta. 

Como ponto de partida, os matemáticos concentraram esforços nas provas dos 

casos particulares para, assim, obter-se uma prova geral, isto é, uma prova com validade 

para 𝑛 ൐ 2.  

Demonstraram-se, inicialmente, as seguintes equações, casos particulares do 

UTF:  

 Fermatiana Cúbica ሺ𝑛 ൌ 3ሻ:   Xଷ ൅ Yଷ ൌ Zଷ;  

 Fermatiana Biquadrática ሺ𝑛 ൌ 4ሻ:   Xସ ൅ Yସ ൌ Zସ;  e   

 Fermatiana Quíntupla ሺ𝑛 ൌ 5ሻ:  Xହ ൅ Yହ ൌ Zହ. 
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Destaca-se que, em 2014, Salvador da Silva Bruno abordou o tema da Equação 

Fermatiana Cúbica na sua dissertação, apresentada com o seguinte título: “O Último 

Teorema de Fermat para 𝒏 ൌ 𝟑”. O texto desta dissertação encontra-se disponível na 

Base de Dados de Dissertações do PROFMAT. 

Com o desenvolvimento das provas de novos casos particulares e com a 

elaboração de teoremas auxiliares ao UTF, a Teoria Algébrica foi, ao longo do tempo, 

aumentando o seu corpo teórico. Ressalta-se ainda o importante papel do estudo de casos 

particulares de expoentes primos em virtude da generalização dos seus resultados. 

Um destacado papel desempenhou Sophie Germain, matemática francesa, que 

assumiu identidade de homem para estudar matemática, apresentando importantes 

resultados sobre o UTF. Publicou um teorema, cujos resultados subsidiaram as provas 

obtidas por Legendre e Dirichlet para a Equação Fermatiana Quíntupla. 

Ao fim, após desenvolvidas teorias sobre curvas elípticas e formas modulares e 

com o esforço de muitos outros matemáticos, Andrew Wiles elabora, em 1995, a versão 

final da tão esperada prova geral do UTF.  

Pode-se dizer que essa demonstração, na verdade, condensou um conjunto de 

ideias, “fracassos”, teorias e teoremas; isso desde os primeiros a se dedicarem à prova, 

como Euler, Germain e Kummer. 

Objetiva-se, com esta dissertação, contribuir com a divulgação deste assunto de 

Teoria dos Números através da apresentação de uma demonstração do UTF para o caso 

particular 𝒏 ൌ 𝟓.  

Para tanto, assume-se que o referencial teórico é suficiente para a leitura de todas 

as etapas da demonstração apresentada. Complementarmente, à teoria e à demonstração, 

desenvolve-se ainda um capítulo com curiosidades e exercícios. 

Destaca-se que a maior parte das demonstrações e das atividades propostas requer 

conhecimentos básicos de aritmética. Contudo, uma parte delas necessita de alguns 

conhecimentos um pouco mais elaborados de álgebra, abordados na parte teórica.  

A relevância do trabalho se dá na medida em que se verificam poucas publicações 

em português sobre o UTF, especialmente para o caso 𝑛 ൌ 5, além, é claro, da 

importância do Teorema no contexto histórico-matemático.  
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Outro ponto de destaque é que há educadores matemáticos que defendem 

“apresentação de certos teoremas e de algumas de suas demonstrações ou esboços, a fim 

de que matemática não se transforme em uma ciência dogmática.” (Ávila, 2010) 

No que se refere à metodologia, realizou-se um levantamento bibliográfico. 

Faremos, a seguir, uma descrição sucinta sobre o conteúdo abordado nos capítulos. 

No Capítulo 𝟏, que trata dos Pré-requisitos, faz-se uma síntese teórica sobre 

Aritmética e Teoria Algébrica com princípios, definições, provas e exemplos para dar 

suporte ao entendimento das demonstrações apresentadas e à realização das atividades 

propostas.  No capítulo, levantam-se ainda aspectos histórico-matemáticos, que 

abrangem a conjectura inicial, a elaboração das primeiras provas e a demonstração final. 

O Capítulo 𝟐 centra-se na demonstração da Equação Fermatiana Quíntupla.  

Inicialmente, aborda importantes aspectos do Teorema de Sophie Germain (TSG) 

aplicados ao estudo da Equação Fermatiana Quíntupla. Logo depois, apresentam-se, 

detalhadamente, as etapas da demonstração, a fim de que, idealmente, o leitor possa 

refazê-las sozinho. 

O Capítulo 𝟑 – Curiosidades, exemplos e atividades – esta parte desempenha um 

papel complementar ao resto do texto, servindo para ampliar alguns exemplos da teoria 

e também para reforçar certos pontos abordados na demonstração principal. 
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CAPÍTULO 1 – PRÉ-REQUISITOS  
 

O conceito de divisibilidade representa a base do desenvolvimento teórico de 

aritmética e álgebra, conteúdos importantes nas demonstrações presentes no UTF. A 

noção de divisibilidade, estudada de forma intuitiva no ensino básico, terá uma 

apresentação formal neste trabalho. 

Conforme Tao (2013), as aplicações matemáticas que derivam do conceito de 

divisibilidade nos inteiros são inúmeras e são alicerces para muitos campos da 

matemática. O referido autor, ganhador da Medalha Fields de 2006, afirma: 

O conceito de divisibilidade leva naturalmente ao de 

número primo, o que conduz ao estudo detalhado de 

fatoração. O conceito das operações entre inteiros adapta-

se à aritmética modular, a qual se aplicando aos 

subconjuntos dos inteiros, é generalizada pela álgebra dos 

grupos, anéis e corpos finitos, e, assim, leva à teoria 

algébrica dos números onde o conceito de número é 

alargado aos irracionais quadráticos, aos elementos dos 

corpos ciclotômicos e aos números complexos. 

 

Nos pré-requisitos, realiza-se um resumo teórico com princípios, definições, 

provas e exemplos, abordando tópicos de divisibilidade nos inteiros, aritmética modular 

e teoria algébrica para apoio à leitura e ao entendimento das etapas da demonstração do 

capítulo seguinte e para realização das atividades propostas. 

Espera-se que, como uma aplicação didática, os passos da demonstração sejam 

lidos linha a linha e refeitos com consulta ao compêndio teórico, caso necessária. Também 

se espera que este compêndio desempenhe papel similar no que se refere ao capítulo de 

Curiosidades, exemplos e atividades. 

Neste capítulo, inicialmente, são abordados alguns aspectos histórico-

matemáticos, abrangendo a conjectura inicial, a elaboração das primeiras provas e a 

demonstração final para a contextualização e o entendimento do desenvolvimento 

histórico do teorema proposto na dissertação. Deste modo, serão introduzidas certas 

questões histórico-matemáticas com relevância na demonstração e, em sequência, será 

desenvolvida uma explanação teórica. 
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1.1  Aspectos Históricos 

 

Conjectura de Fermat 

                                            

 
Fermat fez uma importante anotação no Livro Aritmética do matemático grego 

Diofanto de Alexandria como comentário sobre a proposição da infinitude de soluções de 

uma equação pitagórica.  

Assim, para agregar mais conhecimento àquela informação, conjecturou, 

portanto, a solução de um problema que só seria, de fato, demonstrado três séculos e meio 

mais tarde, desafiando, nesse período, várias centenas de matemáticos e de não-

matemáticos na busca de um desfecho para a conjectura enunciada e que ficou muito 

tempo em aberto. Extrapolou, estudando expoentes maiores que 2. 

A nota de Fermat dizia o seguinte em Latim, com tradução para o português: 

É impossível decompor um cubo em dois cubos, um 

biquadrado em dois biquadrados e, de um modo geral, 

qualquer potência acima de dois na soma de duas 

potências de igual expoente. Para isso, eu descobri uma 

demonstração verdadeiramente maravilhosa, mas a 

margem é pequena demais para contê-la. 

 

Desta forma, Fermat declarava que não podiam existir três números inteiros, todos 

não nulos, satisfazendo a “Equação Fermatiana” ሺ𝐗𝐧 ൅ 𝐘𝐧 ൌ 𝐙𝐧ሻ, isto é, tal equação não 

podia apresentar soluções inteiras não triviais. 

Brilhantes matemáticos não conseguiram reconstituir a prova geral, mencionada 

por Fermat, tais como Euler e Gauss. Foi apenas, em 1993, que Wiles, utilizando técnicas 

e conteúdos matemáticos ainda não disponíveis no século XVII, desenvolveu a citada 

demonstração.  
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A exposição desta conjectura proporcionou uma maior atratividade à matemática, 

visto que o enunciado dado por Fermat é pequeno e de simples compreensão. Todavia, a 

apresentação de uma prova geral ou de um contraexemplo para o enunciado cada vez 

mais se estabelecia como uma tarefa bastante árdua e de grande complexidade. 

 

 

Wiles, quando criança, leu a 

Conjectura de Fermat no livro 

“The Last Problem” do autor Eric 

Bell. 

 

ALGUMAS RELAÇÕES SOBRE O UTF: 

Expressões Fermatianas 
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Teorema de Fermat – Primeiras provas 

 

 

A figura, a seguir, ilustra os principais personagens desta primeira etapa. 

 

Em relação aos personagens citados, pode-se destacar: 

 Fermat enunciou a conjectura em 1637 e, por volta de 1640, esboçou a 

prova para o caso do expoente  𝑛 ൌ 4, apresentando uma importante 

técnica de demonstração por contradição, conhecida, na literatura, como 

Método da Descida Infinita de Fermat, que consiste em uma “descida 

infinita” de soluções naturais. Pode ser aplicada também nos casos                 

𝑛 ൌ 3 e 5. 

 Samuel de Fermat, publicou, por volta de 1670, uma edição do livro 

Aritmética de Diofanto com as anotações do seu pai. 

 Apenas em 1770, foi publicado o trabalho de Leonhard Euler do caso      

𝑛 ൌ 3 (Equação Fermatiana Cúbica), no qual se aplicou o conceito do 

número imaginário 𝑖 ൌ √െ1 na fatoração. Para o aprofundamento da 

prova, estudaram-se os Anéis Eisenstein. Destaca-se ainda que Euler 



16 
 

verificou “algumas pistas” nas anotações de Fermat sobre a ideia da 

“descida infinita”, método que não era de fácil extrapolação. 

 Em 1823, Sophie Germain propôs um teorema auxiliar ao Último Teorema 

de Fermat, dividido em dois casos. Relaciona a divisibilidade das ternas 

de inteiros a certos expoentes primos (primos de Germain). Os trabalhos 

de Germain foram importantes nas demonstrações dos casos  𝑛 ൌ 5 e 7, 

entre outros casos. 

 Por volta de 1825, Dirichlet e Legendre provaram, de forma independente, 

o caso particular 𝑛 ൌ 5, estudando-se a fatoração única nos Anéis de 

Dedekind. 

 Dirichlet demonstrou, em 1832, o caso do expoente 𝑛 ൌ 14. 

 Já, em 1839, Lamé apresentou uma elaborada demonstração para o caso 

 𝑛 ൌ 7, aprimorando, inclusive, certos aspectos da prova original de 

Germain. Utilizou uma expressão algébrica com fatores lineares e 

quadráticos equivalente à  ሺX ൅ Y ൅ Zሻ଻ െ ሺX଻ ൅ Y଻ ൅ Z଻ሻ. 

 Em 1847, Kummer enunciou um outro importante teorema auxiliar, 

também dividido em dois casos, que relaciona o Último Teorema de 

Fermat a uma importante classe de primos, denominados regulares, úteis 

em várias outras demonstrações. Assim, tendo-se um “expoente primo e 

regular em uma equação fermatiana, garante-se a não existência de solução 

de inteiros não nulos”. 

  Kummer trouxe ainda um importante “método para os divisores 

complexos”. 

 Segue um diagrama útil que resume a estratégia dessas provas iniciais: 

Fonte: Elaboração Própria. 
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Em qualquer Equação Fermatiana tem-se: 

 

𝒎𝒅𝒄ሺ𝒙,𝒚ሻ ൌ 𝟏 ⇔ 𝒎𝒅𝒄ሺ𝒙, 𝒛ሻ ൌ 𝟏 ⇔ 𝒎𝒅𝒄ሺ𝒚, 𝒛ሻ ൌ 𝟏 

Existe ሺ𝑥଴,𝑦଴, 𝑧଴ሻᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ௌ௢௟.  ௜௡௧௘௜௥௔
௡ã௢ ௡௨௟௔

 ⟹  Existe ሺ𝑥ଵ, 𝑦ଵ, 𝑧ଵሻᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ௌ௢௟.  ௜௡௧௘௜௥௔
௡ã௢ ௡௨௟௔ ௖௢௠ 
௠ௗ௖ ሺ௫భ,௬భሻୀଵ

 

Ainda sobre estas equações, observa-se: 

𝐗𝐧 ൅ 𝐘𝐧 ൌ ሺ𝐗 ൅ 𝐘ሻሺ𝐗 ൅ 𝛇𝐘ሻ… ሺ𝐗 ൅ 𝛇𝐧ି𝟏𝒀ሻ ൌ 𝐙𝐧 

Onde:  𝜁 ൌ 𝑐𝑜𝑠 ቀଶగ
௡
ቁ ൅ 𝑖 𝑠𝑒𝑛 ቀଶగ

௡
ቁ ൌ 𝑒ቀ

మഏ೔
೙
ቁ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௣௔௥௔ ௡ ௣௥௜௠௢ í௠௣௔௥

 

𝛇𝐧 ൌ 𝟏  com   𝛇 ് 𝟏 

Observação: as potências de ζ são chamadas de “inteiros ciclotômicos” (“os que cortam 

o círculo”). 

 

A figura, a seguir, resume importantes considerações gerais acerca dos Ternos 

Fermatianos: 

 

                       Fonte: Elaboração Própria. 
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No caso da “Equação Fermatiana Biquadrática”, analisam-se os ternos 

pitagóricos reduzidos ሺ𝑥ଶ,𝑦ଶ, 𝑧ଶሻ, tomados a partir dos números inteiros  𝑚 e 𝑛 (não 

ambos ímpares), com 𝑚 ൐ 𝑛 ൐ 0  e  𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑚,𝑛ሻ ൌ 1:     

                      ሺ𝑥ଶ, 𝑦ଶ, 𝑧ଶሻ ൌ ሺ𝑚ଶ െ 𝑛ଶ, 2𝑚𝑛, 𝑚ଶ ൅ 𝑛ଶሻ 

A apresentação anterior dos ternos é útil para se estudar certas relações de 

paridade. 

Na Escola Básica, pode-se abordar a ideia dos ternos pitagóricos da seguinte 

forma: 

                  

Em relação à “descida infinita” (aplicada ao caso 𝑛 ൌ 4), merece destaque que a 

sua ideia central é, sem perda de generalidade, esboçar uma terna que seja solução com 

inteiros positivos ሺ𝑎ଵ, 𝑏ଵ, 𝑐ଵሻ para a equação  Xସ ൅ Yସ ൌ Zସ e, em sequência, esboçar uma 

outra solução, também de inteiros positivos ሺ𝑎ଶ, 𝑏ଶ, 𝑐ଶሻ, de modo que se tenha, assim, um 

𝑐ଶ com  0 ൏ 𝑐ଶ ൏ 𝑐ଵ.   

Em seguida, exibe-se outra terna ሺ𝑎ଷ, 𝑏ଷ, 𝑐ଷሻ, tendo-se  0 ൏ 𝑐ଷ ൏ 𝑐ଶ ൏ 𝑐ଵ. 

Recursivamente, tal procedimento pode ser repetido “infinitas vezes”, de maneira 

a sempre se obter um inteiro positivo menor que o anterior:                                  

0 ൏ ⋯ ൏ 𝑐௞ ൏ ⋯ ൏ 𝑐ଷ ൏ 𝑐ଶ ൏ 𝑐ଵ 

Chega-se, assim, a uma contradição, pois estão sendo exibidos números inteiros 

positivos sempre menores que os anteriores, mas, entre um número inteiro positivo e o 

número zero, existe apenas uma quantidade finita de possibilidades.  
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Note que se isso não representasse uma contradição, também não haveria um 

menor elemento para o conjunto dos inteiros positivos.        

O Método da Descida Infinita de Fermat esquematiza-se a seguir: 

 
 

                  Fonte: Elaboração Própria. 

No que se refere à Estrutura Algébrica específica das Equações Biquadráticas, 

estuda-se a fatoração única no Anel dos Inteiros de Gauss com representação a seguir: 

𝑥ସ ൅ 𝑦ସ ൌ 𝑧ସ ൌ ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶሻሺ𝑥 ൅ 𝑦ሻሺ𝑥 െ 𝑦ሻ 

ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦ሻ. ሺ𝑥 ൅ 𝑖𝑦ሻ. ሺ𝑥 െ 𝑦ሻ. ሺ𝑥 െ 𝑖𝑦ሻ 

De fato, pela Reciprocidade Biquadrada de Gauss, os Inteiros Gaussianos são 

da seguinte forma: 

                       ℤሾ𝑖ሿ ൌ ሼ𝑎 ൅ 𝑏𝑖;  𝑎 e 𝑏 ∈ ℤ ሽ ሺേ1 e േ 𝑖 são suas unidadesሻ, 

                       sendo  ℤሾ𝑖ሿ: Domínio de Fatoração Única (será estudado na teoria) 

Euler, ao estudar a “Equação Fermatiana Cúbica” introduz um sistema de 

números da forma 𝑎 ൅ 𝑏√െ3  em  ℤൣ√െ3൧, que nem sempre apresenta fatoração única 

neste domínio. Este era um problema que precisava ser resolvido. 
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Na prova do caso 𝑛 ൌ 3, há um importante conceito acerca da divisibilidade dos 

“números inteiros da forma  𝒂𝟐 ൅ 𝟑𝒃𝟐”, que pode ser apresentado da seguinte forma:  

      𝑝     ᇣᇧᇤᇧᇥ
௣௥௜௠௢
í௠௣௔௥

|  ሺ𝑎ଶ ൅ 3𝑏ଶሻᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௔ ୣ ௕ ௜௡௧௘௜௥௢௦ ஷ଴
௠ௗ௖ ሺ௔,௕ሻୀଵ

⟹ ൤
 𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑖𝑟𝑜𝑠 𝑎଴ e  𝑏଴, 𝑡𝑎𝑖𝑠 𝑞𝑢𝑒: 

𝑝 ൌ  𝑎଴ଶ ൅ 3𝑏଴
ଶ ൨ 

 

Exemplos:  ቐ
7  |  28 ൌ ሺ5ሻଶ ൅ 3. ሺ1ሻଶ ⟹ 7 ൌ ሺ2ሻଶ ൅ 3. ሺ1ሻଶ

13  |  39 ൌ ሺ6ሻଶ ൅ 3. ሺ1ሻଶ ⟹ 13 ൌ ሺ1ሻଶ ൅ 3. ሺ2ሻଶ
 

 

Neste caso, explora-se a Reciprocidade Cúbica de Gauss, obtendo-se os Inteiros 

de Eisenstein, assim, representados: 

ℤሾ𝑤ሿ ൌ ሼ𝑎 ൅ 𝑏𝑤;  𝑎 e 𝑏 ∈ ℤ ሽ 

Sendo: 

𝑤 ൌ 𝑒ቀ
ଶగ௜
ଷ ቁ ൌ

െ1 ൅ √െ3
2

 

Tem-se também: 

ℤሾ𝒘ሿ ൌ ቊ
ሺ𝜶𝟏 ൅ 𝜶𝟐√െ𝟑ሻ

𝟐
 𝐜𝐨𝐦 𝜶𝟏 ≡ 𝜶𝟐 ሺ𝒎𝒐𝒅 𝟐ሻቋ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ୈ୓୑Í୒୍୓ ୈ୉ ୊୅୘୓ୖ୅ÇÃ୓ Ú୒୍େ୅

 

Pode-se escrever a Equação Fermatiana Cúbica em ℤሾ𝑤ሿ: 

Xଷ ൅ Yଷ ൌ ሺX ൅ YሻሺX ൅ wYሻሺX ൅ wଶYሻ 

Na demonstração de 𝑛 ൌ 3, Euler verifica que há “cubos de números da forma 

𝒂𝟐 ൅ 𝟑𝒃𝟐”.  

Assim, perda de generalidade, existe um número 𝑧, tal que: 

𝑧ଷ ൌ 𝑎ଶ ൅ 3𝑏ଶ ൌ ൫𝑎 ൅ 𝑏√െ3൯൫𝑎 െ 𝑏√െ3൯ 

Como ൫𝑎 ൅ 𝑏√െ3൯ e ൫𝑎 െ 𝑏√െ3൯ são primos entre si, uma ideia bem 

interessante para esta demonstração é ver que estes fatores também representam cubos. 
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Analogamente, na demonstração do caso  𝑛 ൌ 5, como há “quintas potências de 

números da forma 𝒂𝟐 െ 𝟓𝒃𝟐”, os fatores ൫𝑎 ൅ 𝑏√5൯ e ൫𝑎 െ 𝑏√5൯ também são primos 

entre si. 

Para as Equações Fermatianas Quíntuplas, é importante observar ainda a 

Estrutura Algébrica dos Inteiros de Dedekind: 

ℤሾ𝜃ሿ ൌ ሼ𝑎 ൅ 𝑏𝜃;  𝑎 e 𝑏 ∈ ℤ ሽ 

Sendo: 

𝜃 ൌ 𝑒ቀ
ଶగ௜
ହ ቁ ൌ

1 ൅ √5
2

 

Tem-se também: 

ℤሾ𝜽ሿ ൌ ቊ
ሺ𝒘𝟏 ൅ 𝒘𝟐√𝟓ሻ

𝟐
 𝐜𝐨𝐦 𝒘𝟏 ≡ 𝒘𝟐 ሺ𝒎𝒐𝒅 𝟐ሻቋ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ୈ୓୑Í୒୍୓ ୈ୉ ୊୅୘୓ୖ୅ÇÃ୓ Ú୒୍େ୅

 

 

A francesa Sophie Germain, ilustrada na figura a seguir, assumiu a identidade de 

homem para desenvolver os seus estudos matemáticos. Ela trouxe uma grande 

contribuição para algumas provas do Último Teorema de Fermat. 

 

 

Esta matemática trouxe o conceito dos números de Germain, que representam uma 

classe de primos, tais que se “𝐩 é primo de Germain, então 𝟐𝐩 ൅ 𝟏 é primo”. 

Exemplos de primos de Germain: 2, 3, 5, 11, 23, 29, 41, 53, 83 e 89. Uma questão 

ainda em aberto é se estes números são infinitos ou não. 
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O Teorema de Sophie Germain (TSG), aplicável aos primos de Germain, pode 

ser enunciado da seguinte forma: 

Se, em uma terna de inteiros ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ, nenhum ou apenas um 

destes números for divisível por 𝑝 ൐ 2 (primo de Germain), 

então não existem soluções inteiras não nulas para a equação: 

X୮ ൅ Y୮ ൌ Z୮. 

 

Pode-se ainda dizer o seguinte: 

Se 𝑝 ൐ 2, sendo  𝑝  e  2𝑝 ൅ 1 primos, então não existem inteiros  𝑥, 𝑦  e  𝑧,  

diferentes de zero e não múltiplos de 𝑝, tais que: 

𝐗𝐩 ൅ 𝐘𝐩 ൌ 𝐙𝐩 

Exemplo: Supondo 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ ൌ 1 e sendo 5  e  11, ambos primos de 

Germain, tem-se que: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

5 ∤ ሺ𝑥.𝑦. 𝑧ሻ ⟹ 𝑥ହ ൅ 𝑦ହ ൌ 𝑧ହᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
௡ã௢ ௧௘௠ ௦௢௟௨çõ௘௦ ௜௡௧௘௜௥௔௦

௡ã௢ ௡௨௟௔௦

11 ∤ ሺ𝑥.𝑦. 𝑧ሻ ⟹ 𝑥ଵଵ ൅ 𝑦ଵଵ ൌ 𝑧ଵଵᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௡ã௢ ௧௘௠ ௦௢௟௨çõ௘௦ ௜௡௧௘௜௥௔௦

௡ã௢ ௡௨௟௔௦

 

De fato, sabe-se que:  

𝑝 ∤ ሺ𝑥. 𝑦. 𝑧ሻ ⟹ 𝑝 ∤ 𝑥  e  𝑝 ∤ 𝑦  e  𝑝 ∤ 𝑧 

O Teorema de Germain apresentou grande relevância na prova da “Equação 

Fermatiana Quíntupla”  ሺ𝐗𝟓 ൅ 𝐘𝟓 ൌ 𝐙𝟓ሻ.  

Germain observou que, para a equação anterior poder apresentar uma solução 

inteira não nula, pelo menos uma das variáveis  𝐗, 𝐘 𝐞  𝐙 deveria ser divisível por 5.  

Lamé chegou a anunciar que tinha obtido a prova geral do Último Teorema de 

Fermat. Todavia, Kummer pontuou que uma prova genérica do teorema dependeria, 

fundamentalmente, de se garantir a decomposição única em fatores primos para certos 

inteiros pertencentes a anéis, tais como os Inteiros de Eisenstein e os de Dedekind, de 

forma a se “estender o significado dos números inteiros”. 

Para se resolver o imbróglio da Decomposição Única no Teorema de Fermat, 

Kummer, Lamé e Dedekind trabalharam arduamente nesta questão, estabelecendo-se, 
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assim, um notável desenvolvimento da Teoria dos Anéis naquela época.  

Kummer apresentou uma importante modalidade de números, denominados 

Números Algébricos sobre Corpos, isto é, números complexos que são raízes de equações 

polinomiais com coeficientes nestes corpos.  

Embora o estudo dos Números Algébricos tenha representado um razoável 

avanço, a sua fatoração nem sempre é única. Apenas com os “Números Ideais” teríamos 

definidos os Domínios de Fatoração Única, estruturas algébricas fundamentais no UTF. 

De acordo com Kleiner (2007), Kummer não elaborou um conceito 

matematicamente preciso acerca dos “Números Ideais”, tendo enunciado uma importante 

ideia inicial sobre o tema, abordando a Fatoração Única em “Primos Ideais Complexos”. 

Deste modo, a formulação precisa e ainda hoje utilizada sobre os “Números Ideais” coube 

a Dedekind. 
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Teorema de Fermat-Wiles 

 

                                                             

 

Percurso da Prova Contribuições para Wiles 

 

 

Andrew Wiles passou anos trabalhando sozinho e em segredo para realizar a prova 

do Último Teorema de Fermat. Em uma conferência em Cambridge, na Inglaterra, em 

junho de 1993, anunciou um resultado como prova do Último Teorema. 

O manuscrito da demonstração circulou entre um seleto grupo de matemáticos, 

especialistas em Teoria nos Números e, durante o processo de arbitragem, uma lacuna foi 

encontrada. De fato, após uma verificação detalhada nos manuscritos de Wiles, descobre-

se um erro sutil.  

Wiles volta ao trabalho para tentar corrigir o erro apontado e, em dezembro do 

mesmo ano, pronuncia-se sobre o teorema através de uma mensagem eletrônica, que 
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circula em toda comunidade matemática.  

Ele explica que, no processo de revisão da prova, surgiram vários problemas, 

muitos dos quais foram resolvidos, mas um, em particular, não foi. 

A questão a ser resolvida estava no passo da conjectura de Taniyama-Shimura, 

conforme detalhado, em inglês, no e-mail a seguir: 

Subject: Fermat Status 
Date: 4 Dec. 93 01:36:50 GMT 

In view of the speculation on the status of my work on the Taniyama-Shimura 
conjecture and Fermat’s Last Theorem I will give a brief account   of the situation. During the 
review process a number of problems emerged, most of which have been resolved, but one in 
particular I have not yet settled. The key reduction of (most cases of) the Taniyama-Shimura 
conjecture to the calculation of the Selmer group is correct. However the final calculation of a 
precise upper bound for the Selmer group in the semistable case (of the symmetric square 
representation associated to a modular form) is not yet complete as it stands. I believe that I will 
be able to finish this in the near future using the ideas explained in my Cambridge lectures. 

The fact that a lot of work remains to be done on the manuscript makes it still 
unsuitable for release as a preprint. In my course in Princeton beginning in February I will give a 
full account of this work. 

 

Andrew Wiles. 

 

No início de 1994, decidiu continuar trabalhando no teorema, pedindo ajuda a 

Richard Taylor, doutor em Teoria dos Números e seu orientado em Princeton.  

Durante o ano de 1994, trabalharam intensamente no Grande Teorema1, que foi 

publicado em 1995 sob o título: “Modular Elliptic Curves and Fermat's Last theorem” 

(Curvas elípticas modulares e o Último Teorema de Fermat), in Annals of Mathematics, 

Nº 141(1995), p. 443-551. 

 
1 Wiles recebeu, dentre outros, os prêmios matemáticos: Fermat em 1995 e Abel em 2016, ambos 
por suas contribuições ao Último Teorema. Taylor foi ainda agraciado, em 2001, com o prêmio 
Fermat por suas importantes contribuições às representações de Galois e automorfismos. 
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Trata-se de um artigo de 110 páginas, baseado em trabalhos de vários outros 

matemáticos, podendo ser lido no seguinte endereço, mantido pelo professor Nicolau 

Saldanha da PUC Rio: <http://www.mat.puc-rio.br/~nicolau/olimp/Wiles.pdf>. 

A solução final do problema do Último Teorema de Fermat é, consideravelmente, 

técnica, havendo vários teoremas, lemas e proposições envolvidos.  

Assim, buscamos realizar, nesta parte do trabalho, uma descrição bastante 

simplificada da ideia da prova de Wiles e de alguns conceitos aplicados a ela. 

Segue o resumo, traduzido de Wiles, sobre a sua demonstração final: 

 

Resumo (tradução nossa). Quando Andrew John Wiles tinha 10 anos de idade, leu “O Último 

Problema”, obra do escritor e matemático Eric Temple Bell. Assim, ficou tão impressionado que decidiu 

ser a primeira pessoa a provar o Último Teorema de Fermat. Este teorema afirma que a terna (a, b, c), 

solução de  𝑎௡ ൅ 𝑏௡ ൌ 𝑐௡ com  𝑛 ൐ 2, não pode representar soluções inteiras não nulas da equação. 

Este artigo objetiva provar que todas as curvas elípticas semiestáveis sobre o conjunto de números 

racionais são modulares. O Último Teorema de Fermat segue como um corolário dos trabalhos de Frey, 

Serre e Ribet. 
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Conforme visto no resumo do artigo de Wiles, o enunciado do teorema é bem 

simples, entretanto, a prova a ele relacionada possui muitos passos e diferentes conceitos, 

além de um elevado grau de dificuldade. Assim, era improvável poder ser demonstrado 

apenas com o arcabouço conceitual da época de Fermat.  

A primeira versão da prova dependia da construção de um Sistema de Euler2, que 

era muito complexa e relacionada ao teorema de Taniyama-Shimura. Neste sentido, a 

colaboração de Taylor foi fundamental, resultando em uma demonstração final com 

importantes pontos acertados em relação à apresentada em 1993. 

Destaca-se que o Teorema de Taniyama-Shimura, cuja conjectura deve-se, 

principalmente, ao matemático japonês Taniyama, estabelece um importante princípio 

para as curvas elípticas3 e as formas modulares: “toda curva elíptica pode ser 

parametrizada por funções modulares”. Uma das consequências da validade do teorema 

foi a proposição de Fermat-Wiles. 

Destaca-se que “Equações Elípticas” são, por exemplo, as do tipo: 

𝐘𝟐 ൌ 𝐗𝟑 ൅ 𝒂𝐗𝟐 ൅ 𝒃𝐗 ൅ 𝒄, sendo 𝒂,  𝒃, 𝒄 ∈ ℤ 

Na figura, a seguir, são formas elípticas: 

                    

Um maior detalhamento sobre o tema de equações e formas elípticas pode ser 

consultado na dissertação do PROFMAT intitulada: “Criptografia via curvas elípticas” 

(Júnior, 2013). 

Ainda se tem que as “Formas Modulares” são funções complexas e que possuem 

a propriedade de serem, desordenadamente, simétricas. 

 
2 Sistema de Euler é um conceito presente na Teoria dos Módulos de Galois, onde se tratam 
especialmente as curvas elípticas modulares. 
3 Curvas Elípticas são objetos de um ramo da matemática, denominado Geometria Algébrica 
(combinação de conteúdos de Geometria e de Álgebra Abstrata). 
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Em 1984, Gerhard Frey conjecturou que um contraexemplo de  𝑎௡ ൅ 𝑏௡ ൌ 𝑐௡ 

para o UTF geraria uma Curva Elíptica Semiestável (Curva Frey):   

𝒚𝟐 ൌ 𝒙. ሺ𝒙 ൅ 𝒂𝒏ሻ. ሺ𝒙 െ 𝒃𝒏ሻ 

Esta curva possui propriedades atípicas que implicariam em uma forma de 

contradição da Conjectura Taniyama-Shimura (ainda não provada na época). 

Kenneth Ribet, ganhador do Prêmio Fermat de 1989, demonstrou ainda a 

Conjectura do Epsilon (do matemático Jean-Pierre Serre), que afirma que uma Curva 

Frey não é configurável através de funções modulares. Portanto, se a conjectura 

de Taniyama-Shimura é verdadeira, então o Último Teorema também é. Assim: 

 

As contribuições de Frey, Serre e Ribet foram determinantes para a prova de 

Fermat-Wiles, o que justifica a citação dos nomes destes matemáticos no artigo final. 

Em 2016, Andrew Wiles recebe o Prêmio Abel, atribuído anualmente pelo Rei da 

Noruega, com a seguinte justificativa e motivação: “pela sua impressionante 

demonstração do Último Teorema de Fermat com recurso à conjetura da modularidade 

para curvas elípticas semiestáveis, dando início a uma nova era na Teoria dos Números”. 

Conforme Singh (2004): “Uma demonstração como a de Fermat é um grande 

triunfo intelectual e não se deve perder de vista o fato de que ela revolucionou a Teoria 

dos Números em um só golpe”.  
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O seguinte diagrama esquematiza e sintetiza algumas das principais etapas do 

processo de elaboração da demonstração geral ao longo do tempo:  

     Fonte: Elaboração Própria 
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1.2 Aritmética 

 

O conceito de divisibilidade, possui um papel central na aritmética dos inteiros. 

Sejam 𝑎 e 𝑏 ∈ ℤ. Diz-se que “𝑎 é divisor de 𝑏” quando existe um inteiro 𝑞, tal que: 

  𝒃 ൌ 𝒒.𝒂 

Denota-se assim: 𝑎 | 𝑏.  

A sua negação é denotada por: 𝑎 ∤ 𝑏.  

Para todo 𝑎 ് 0, dizer que 𝑎 | 𝑏 é equivalente à afirmação de que: 

𝒃
𝒂

 

é uma fração que representa um número inteiro. 

Exemplos 1.1 – Temos que: 

a) 𝑑 | 4 ⇔ 𝑑 ∈ ሼേ1,േ2,േ4ሽ, pois existem inteiros 𝑞 que satisfazem 4 ൌ 𝑞.𝑑 

(fatorações possíveis do número 4). 

b) Considere os números inteiros: 7, 17 e 21. Tem-se que 7 | 21, pois existe um 

inteiro 3, tal que 21 ൌ 3.7. Mas, 7 ∤ 17, pois, supondo ser 𝑞 um inteiro qualquer, 

verifica-se que 17 ് 𝑞. 7. De fato, as relações a seguir terão a sua sequência 

explicada na Divisão Euclidiana: 

14 ൌ 2.7 ൏ 17 ൌ 2.7 ൅ 3 ൏ 3.7 ൌ 21 e 𝑞ᇱ ൌ
17
7
ൌ
ሺ2.7 ൅ 3ሻ

7
ൌ ൬2 ൅

3
7
൰ ∉ ℤ 

Observação: As seguintes expressões são todas equivalentes: “𝑎 é um fator ou divisor 

de 𝑏”; “𝑎 divide 𝑏”; “𝑏 é múltiplo de 𝑎”; e “𝑏 é divisível por 𝑎”. 

 

No âmbito da Teoria Axiomática dos Conjuntos, há um importante conceito, 

denominado de Princípio da Boa Ordenação (PBO). Este princípio informa que todo 

subconjunto não vazio de inteiros, formado por números naturais, possui um menor 

elemento. 
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Merece destaque que, nesta parte teórica, incluímos o zero no conjunto dos 

números naturais (ℕ). Todavia, há autores que não consideram o zero como elemento dos 

naturais. 

                                  

A figura anterior representa a estátua de Arquimedes de Siracusa, matemático e 

físico da Grécia Antiga, que propôs a chamada Propriedade Arquimediana, enunciada 

e provada a seguir.  

Propriedade 1.2 (Arquimediana): Sejam 𝑎 e 𝑏 ∈ ℤ com 𝑎 ് 0, então existe um inteiro 

𝑛  tal que 𝑛.𝑎 ൐ 𝑏. 

Prova: 𝑎 ് 0 ⟹ |𝑎| ് 0 ⟹ |𝑎| ൒ 1 ⟹ ሺ|𝑏| ൅ 1ሻ. |𝑎| ൒ |𝑏| ൅ 1 ൐ |𝑏| ൒ 𝑏. 

Logo, supondo existir um inteiro 𝑛 ൌ |𝑏| ൅ 1, tem-se: 

ሺ|𝑏| ൅ 1ሻ. |𝑎| ൐ 𝑏 ⇔ ቐ
𝑎 ൐ 0, existe 𝑛ଵ ൌ |𝑏| ൅ 1 ∈ ℤ, tal que  𝑛ଵ. 𝑎 ൐ 𝑏      

𝑎 ൏ 0, existe 𝑛ଶ ൌ െሺ|𝑏| ൅ 1ሻ ∈ ℤ, tal que 𝑛ଶ. 𝑎 ൐ 𝑏
 

 

Portanto, existe um inteiro 𝑛 ൌ ൝
𝑛ଵ, se 𝑎 ൐ 0

𝑛ଶ, se 𝑎 ൏ 0
  ⟹ 𝑛. 𝑎 ൐ 𝑏. ▄  
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Será apresentada uma modalidade de divisão entre quaisquer números naturais 

com divisor não nulo, fundamentada no Algoritmo de Euclides do matemático grego 

Euclides, ilustrado a seguir.  

                                                          

 

Assim, daremos o enunciado formal da Divisão Euclidiana em ℕ. 

 

Propriedade 1.3 (Divisão Euclidiana em  ℕ): Dados dois números inteiros positivos 𝑎 e 

𝑏, com 𝑏 ് 0 e 0 ൏ 𝑎 ൏  𝑏, então existem e são únicos inteiros 𝑞 e 𝑟 (quociente e resto, 

respectivamente), com 0 ൑ 𝑟 ൏ 𝑎, tais que  𝑏 ൌ 𝑞.𝑎 ൅ 𝑟, sendo 𝑎 o divisor e 𝑏 o 

dividendo. 

Prova: Sendo  0 ് 𝑏 ൐ 𝑎 ൐ 0  

Tome o conjunto 𝑆 ൌ  ሼ𝑏, 𝑏 െ 1.𝑎, 𝑏 െ 2.𝑎, … , 𝑏 െ 𝑛. 𝑎 ሽ ⊆ ℕ 

 

Note que, pela Propriedade Arquimediana, existe um inteiro 𝑛, tal que: 

𝑛. ሺെ𝑎ሻ ൐ െ𝑏 ⇔ 𝑏 െ 𝑛.𝑎 ൐ 0 

Pelo PBO, 𝑆 tem um menor elemento 𝑟, isto é, existe 𝑞 ∈ ℕ tal que: 

𝑟 ൌ  𝑏 െ  𝑞. 𝑎 ⟹ 𝑏 ൌ 𝑞. 𝑎 ൅ 𝑟 

Afirmação: 𝑟 ൏  𝑎. 

A afirmação é verdadeira, pois caso contrário teríamos: 

         𝑟 ൐  𝑎  ⟹   ∃ 𝑐 ∈  ℕ ;   𝑟 ൌ 𝑎 ൅ 𝑐 

                ⟹   𝑐 ൌ 𝑟 െ 𝑎 ൌ ሺ𝑏 െ 𝑞.𝑎ሻ െ 𝑎 ൌ 𝑏 െ ሺ𝑞 ൅ 1ሻ.𝑎 ∈ 𝑆  

                                      ⟹ 𝑐 ൏ 𝑟  com 𝑐 ∈ 𝑆 

Isto é um absurdo, pois 𝑟 é o menor elemento de 𝑆.  
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Definindo  𝑟 ൌ  𝑏 െ  𝑞. 𝑎 

Como 𝑟 ∈ 𝑆, afirma-se o seguinte: 

𝑞.𝑎 ൑ 𝑏 ൏ ሺ𝑞 ൅ 1ሻ.𝑎 ⟹ ൝
𝑟 ൌ ሺ𝑏 െ  𝑞.𝑎ሻ ൏ 𝑎

𝑟 ൒ 0                         
 

Portanto, existem os inteiros 𝑞 e 𝑟 com 0 ൑ 𝑟 ൏ 𝑎, tais que  𝑏 ൌ 𝑞. 𝑎 ൅ 𝑟 

Note que 𝑟 ൌ 0 representa a divisão exata. 

A prova da unicidade consiste em supor, inicialmente, que: 

𝑏 ൌ 𝑞ଵ.𝑎 ൅ 𝑟ଵ ൌ 𝑞ଶ.𝑎 ൅ 𝑟ଶ 

Para mostrar a igualdade dos quocientes e restos da igualdade anterior. 

Sendo: 

𝑞ଵ, 𝑟ଵ, 𝑞ଶ, 𝑟ଶ ∈ ℤ
0 ൑ 𝑟ଵ ൑ 𝑎
0 ൑ 𝑟ଶ ൑ 𝑎

 

Deste modo, tem-se: 

𝑞ଵ.𝑎 ൅ 𝑟ଵ ൌ 𝑞ଶ. 𝑎 ൅ 𝑟ଶ ⟹ 0 ൌ ሺ𝑞ଵ െ 𝑞ଶሻ𝑎 ൅ ሺ𝑟ଵ െ 𝑟ଶሻ 

⟹ ሺ𝑟ଶ െ 𝑟ଵሻ ൌ ሺ𝑞ଵ െ 𝑞ଶሻ𝑎 

⟹ 𝑎  |  ሺ𝑟ଶ െ 𝑟ଵሻ 

    0 ൑ 𝑟ଶ ൏ 𝑎      
  െ𝑎 ൏ ሺെ𝑟ଵሻ ൑ 0 ൠ ⟹ െ𝑎 ൏ ሺ𝑟ଶ െ 𝑟ଵሻ ൏ 𝑎 ⟹ |𝑟ଶ െ 𝑟ଵ| ൏ 𝑎 

 

Como 𝑎 divide |𝑟ଶ െ 𝑟ଵ|, então ሺ𝑟ଶ െ 𝑟ଵሻ ൌ 0. 

Assim: 

𝑟ଵ ൌ 𝑟ଶ ⟹ 𝑞ଵ ൌ 𝑞ଶ 

 

Portanto, conclui-se a existência e a unicidade desta proposição. ▄ 

 

Exemplo 1.4: Seja 𝑏 ൌ 48  e  𝑎 ൌ 6. Temos que 48 ൌ 8.6. Verificando também                     

𝑏 ൌ 50  e  𝑎 ൌ 6, tem-se que 𝑟 ് 0, já que 50 não é um múltiplo de 6 como, por exemplo, 

48. Assim, devem-se observar os múltiplos de 6, entre os quais, 50 está compreendido, 

que são 48 e 54. Note que: 

48 ൌ 8.6 ൏ 50 ൏ ሺ8 ൅ 1ሻ. 6 ൌ 54 

Logo: 

𝑟 ൌ 50 െ 8.6 ൌ 2ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௥௘௦௧௢ ௦௘௠௣௥௘ ௦௘௥á 

௣௢௦௜௧௜௩௢

 



34 
 

O resultado anterior pode ainda ser estendido para ℤ.  

Desta forma, daremos o enunciado formal da Divisão Euclidiana em ℤ. 

 

Propriedade 1.5 (Divisão Euclidiana em  ℤ): Dados dois números inteiros 𝑎 e 𝑏 com 

𝑏 ് 0, então existem e são únicos os inteiros 𝑞 e 𝑟 (quociente e resto, respectivamente) 

com 0 ൑ 𝑟 ൏ 𝑎 (𝑎 inteiro estritamente positivo), tais que 𝑏 ൌ 𝑞. 𝑎 ൅ 𝑟, sendo 𝑎 o divisor 

e 𝑏 o dividendo. 

Prova: Considerando números inteiros 𝑏 e 𝑞 e 𝑎 inteiro positivo e observando ainda os 

argumentos da Propriedade Arquimediana, sempre se verificam apenas uma das 

seguintes possibilidades, sendo a primeira 𝑏 é múltiplo de 𝑎 e a segunda 𝑏 está entre 

múltiplos de 𝑎: 

 

𝟏ª 𝐏𝐨𝐬𝐬𝐢𝐛𝐢𝐥𝐢𝐝𝐚𝐝𝐞:  𝑏 ൌ 𝑞.𝑎 ⟹ 𝑏 െ 𝑞.𝑎 ൌ 0   

𝟐ª 𝐏𝐨𝐬𝐬𝐢𝐛𝐢𝐥𝐢𝐝𝐚𝐝𝐞:  𝑞. 𝑎 ൏ 𝑏 ൏ ሺ𝑞 ൅ 1ሻ.𝑎 ⟹ 0 ൏ 𝑏 െ 𝑞. 𝑎 ൏ 𝑎  

Fazendo também: 𝑏 െ 𝑞.𝑎 ൌ 𝑟 ⟹  𝑏 ൌ 𝑞.𝑎 ൅ 𝑟, com 0 ൏ 𝑟 ൏ 𝑎 

Juntado as duas possibilidades, pode-se afirmar que, dados dois inteiros 𝑎 e 𝑏 quaisquer, 

com 𝑎 ൐ 0, então existem dois inteiros 𝑞 e 𝑟, tais que  𝑏 ൌ 𝑞.𝑎 ൅ 𝑟, em que 0 ൑ 𝑟 ൏ 𝑎. 

Note que, sendo 𝑏 múltiplo de 𝑎: 

𝑟 ൌ 𝑏 െ 𝑞.𝑎 ൌ 0 

Observe também o seguinte artifício que pode ser utilizado na questão dos sinais e que 

ficará mais claro com o exemplo numérico: 

𝑏 ൌ 𝑞ଵ. ሺെ𝑎ሻ ൅ 𝑟  com  0 ൑ 𝑟 ൏ 𝑎 

𝑏 ൌ ሺെ𝑞ଵሻ.𝑎 ൅ 𝑟ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
ሺି௤భሻ ୀ ௤ ∈ ℤ

   

Já a prova da unicidade é análoga à da Divisão Euclidiana em ℕ.  

Temos, assim, a existência e a unicidade desta proposição. ▄ 
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Exemplo 1.6: Seja 𝑏 ൌ െ48  e  𝑎 ൌ 6. Temos que െ48 ൌ ሺെ8ሻ. ሺ൅6ሻ. Observando 

ainda 𝑏 ൌ െ50  e 𝑎 ൌ 6, verifica-se que 𝑟 ് 0, pois െ50 não é um múltiplo de 6 como, 

por exemplo, െ48. Assim, devem-se observar os múltiplos de 6, entre os quais, െ50 está 

compreendido, que são െ54 e െ 48. Note que: 

െ54 ൌ ሺെ9ሻ. ሺ൅6ሻ ൏ െ50 ൏ ሺെ9 ൅ 1ሻ. ሺ൅6ሻ ൌ െ48 

Portanto, tem-se que: 

𝑟 ൌ െ50 െ ሺെ9ሻ. ሺ൅6ሻ ൌ 4ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௥௘௦௧௢ ௦௘௠௣௥௘ ௦௘௥á 

௣௢௦௜௧௜௩௢

 

 

Conceito geral 1.7 (Anel): Anéis são estruturas algébricas que possuem duas operações 

binárias com  propriedades similares às dos inteiros. A matemática Emmy 

Noether escreveu um livro em 1921, cujo título é “Ideal Theory in Rings”, o qual 

estabeleceu importantes fundamentos axiomáticos, especialmente aos anéis comutativos.  

 

Definição 1.8 (Anel): Sendo A um conjunto não vazio, tem-se a seguinte definição de 

anel – Seja A munido de duas operações: "൅" e " ∗ ", condição também denotada por 

ሺA,൅,∗ሻ. Afirma-se que A é um anel se, para quaisquer elementos 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 , as 

propriedades são todas satisfeitas: 

i. Comutatividade para a operação ሺ൅ሻ:   

𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 𝑏 ൅ 𝑎 

ii. Existência de elemento neutro para a operação ሺ൅ሻ, denominado zero do anel 

ሺ0୅ ∈ Aሻ: 

𝑎 ൅ 0୅ ൌ 0୅ ൅ 𝑎 ൌ 𝑎   

iii. Existência e unicidade do elemento simétrico, também chamado de inverso 

aditivo:   

𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 𝑏 ൅ 𝑎 ൌ 0୅ ⟹ 𝑏 ൌ െ𝑎   e   𝑎 ൌ െሺെ𝑎ሻ ൌ െ𝑏 

iv. Associatividade para as operações ሺ൅ሻ  e  ሺ∗ሻ: 

ሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻ ൅ 𝑐 ൌ 𝑎 ൅ ሺ𝑏 ൅ 𝑐ሻ   e   ሺ𝑎 ∗ 𝑏ሻ ∗ 𝑐 ൌ 𝑎 ∗ ሺ𝑏 ∗ 𝑐ሻ 

v. Distributividade à esquerda e à direita: 

𝑎 ∗ ሺ𝑏 ൅ 𝑐ሻ ൌ 𝑎 ∗ 𝑏 ൅ 𝑎 ∗ 𝑐 

ሺ𝑏 ൅ 𝑐ሻ ∗ 𝑎 ൌ 𝑏 ∗ 𝑎 ൅ 𝑐 ∗ 𝑎 
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Observações: Se além destas propriedades, o anel possuir a propriedade de 

comutatividade para ሺ∗ሻ: 𝑎 ∗ 𝑏 ൌ 𝑏 ∗ 𝑎, denomina-se anel comutativo. Existindo 

também uma unidade ሺ1୅ሻ no anel A, com  0୅ ് 1୅, tem-se: 𝑎 ∗ 1୅ ൌ 1୅ ∗ 𝑎 ൌ 𝑎, caso 

de anel com unidade. Se tivermos 𝑎 ∗ 𝑏 ൌ 0୅ ⟹ 𝑎 ൌ 0୅  ou  𝑏 ൌ 0୅, verifica-se ainda 

o caso de anel sem divisores de zero.  

 

Reunindo os três casos, temos um DOMÍNIO DE INTEGRIDADE. Neste 

trabalho, para fins de simplificação, quando nos referirmos ao termo anel estamos, de 

forma geral, nos referindo a anel comutativo com unidade. 

 

Exemplos 1.9 – Observe os seguintes casos: 

a) O conjunto ℤ (números inteiros), munido das operações de soma e produto, que 

satisfaz as propriedades acima é chamado de anel dos inteiros. 

b) O anel dos inteiros pares, A ൌ 2.ℤ, não possui unidade ሺ1୅ሻ. 

c)  A ൌ ℤ଺  não é um domínio de integridade, pois, neste anel, existem elementos 

não nulos cujo produto resulta 0୅. Por exemplo, neste anel, 2 e 3  são divisores 

de zero. 

d) Observe que o anel M௡ ୶ ௡ሺℝሻ, matrizes  𝑛 x 𝑛 com entradas nos números reais, é 

um anel não-comutativo para 𝑛 ൒ 2. 

e) Os Inteiros de Gauss, subconjunto dos números complexos ℂ, definido da seguinte 

forma ℤ ሾ𝑖ሿ ൌ ሼ 𝑎 ൅ 𝑏 𝑖 ;  𝑎 , 𝑏 ∈  ℤ ሽ é outro exemplo de anel, pois é munido das 

operações de ሺ൅ሻ e ሺ∗ሻ: 

                   ሺ൅ሻ 𝑧ଵ  ൅  𝑧ଶ   ൌ  ሺ𝑎ଵ  ൅  𝑏ଵ𝑖 ሻ ൅  ሺ𝑎ଶ  ൅  𝑏ଶ𝑖 ሻ ൌ  ሺ𝑎ଵ ൅  𝑎ଶሻ ൅ ሺ𝑏ଵ  ൅  𝑏ଶሻ𝑖  

                    ሺ ∗ ሻ 𝑧ଵ ∗  𝑧ଶ ൌ ሺ𝑎ଵ ൅ 𝑏ଵ𝑖ሻ  ∗  ሺ𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ𝑖ሻ ൌ ሺ𝑎ଵ𝑎ଶ െ 𝑏ଵ𝑏ଶሻ ൅ ሺ𝑎ଵ𝑏ଶ ൅ 𝑎ଶ𝑏ଵሻ𝑖 

 

Propriedades 1.10 (Divisibilidade em um Anel): Sendo 𝑎 𝑒 𝑏 ∈ A, sendo A um anel, 

pode-se realizar as seguintes afirmações: 

i. 𝑎 | 𝑎 para todo 𝑎 ∈ A, 𝑎 ് 0 

ii. Se 𝑎 | 𝑏  e  𝑏 | 𝑎, então 𝑎 ൌ 𝑏 

iii. Se 𝑎 | 𝑏  e  𝑏 | 𝑐, então 𝑎 | 𝑐 

iv. Se 𝑎 | 𝑏  e  𝑏 | 𝑐, então 𝑎 | ሺ𝑏 ∗ 𝑥 ൅ 𝑐 ∗ 𝑦ሻ para todo 𝑥, 𝑦 ∈ A  

Diremos que 𝑑 é um divisor comum de 𝑎 e 𝑏, se: 𝑑 | 𝑎  e  𝑑 | 𝑏. 
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Convém mencionar que a “operação de dividir” é igual à usual, pois, no algoritmo 

da divisão, utilizam-se as operações de ሺ൅ሻ e ሺ∗ሻ presentes nos anéis. 

 

Examinando os conjuntos dos divisores de dois números inteiros quaisquer, que 

podem ser tanto positivos como negativos, falar em Máximo Divisor Comum (MDC) 

é analisar se é possível determinar um divisor que seja comum aos inteiros dados e que 

apresente ainda um “valor máximo” no conjunto dos divisores comuns.  

 

Para fins didáticos, serão apresentadas duas proposições de MDC para melhor fixação 

deste tópico. 

 

Proposições 1.11 (MDC): 

a) A primeira é: “dados dois números inteiros 𝑎 e 𝑏 (não simultaneamente nulos), o 

maior divisor comum ou o máximo divisor comum de 𝑎 e 𝑏 é denotado por 

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ, maior inteiro que divide 𝑎 e 𝑏 ao mesmo tempo. Esta proposição 

estende-se ainda aos elementos de um anel.” 

b) A segunda contém uma caracterização que possibilita uma abordagem de mais 

fácil manipulação para certas demonstrações. Enuncia-se assim: “sendo 𝑎 e  𝑏 

inteiros, tem-se um inteiro positivo 𝑑 ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ, se são válidas as seguintes 

condições”: 

𝑖ሻ   𝑑 | 𝑎  e  𝑑 | 𝑏; e 

𝑖𝑖ሻ  𝑐 | 𝑎  e  𝑐 | 𝑏 ⟹  𝑐 | 𝑑 

 

A partir destas proposições, temos algumas afirmações com MDC: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ0,𝑎ሻ ൌ |𝑎|,  𝑚𝑑𝑐 ሺ1,𝑎ሻ ൌ 1  e  𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎,𝑎ሻ ൌ |𝑎| 

𝑚𝑑𝑐ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐ሺെ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐ሺെ𝑎,െ𝑏ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐ሺ𝑎,െ𝑏ሻ 

𝑚𝑑𝑐ሺ𝑐.𝑎;  𝑐. 𝑏ሻ ൌ 𝑐. ሾ𝑚𝑑𝑐ሺ𝑎, 𝑏ሻሿ 

 

Exemplo 1.12 – Mostrar que: 

 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ e 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 1 ⟹  𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎 ൅ 𝑏,𝑎 െ 𝑏ሻ ൌ 1  ou  2 

Seja 𝑑 ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎 ൅ 𝑏,𝑎 െ 𝑏ሻ. Então existem  𝑘ଵ,𝑘ଶ ∈ ℤ, tais que: 

ቐ
ሺ1ሻ 𝑎 ൅ 𝑏 ൌ  𝑘ଵ.𝑑

ሺ2ሻ 𝑎 െ 𝑏 ൌ  𝑘ଶ.𝑑
 



38 
 

Tem-se ainda: 

ሺ∗ሻ ቮ
ሺ1ሻ ൅ ሺ2ሻ ⟹   2𝑎 ൌ  ሺ𝑘ଵ ൅  𝑘ଶሻ.𝑑

ሺ1ሻ െ ሺ2ሻ ⟹  2𝑏 ൌ  ሺ𝑘ଵ െ  𝑘ଶሻ.𝑑
 

Sabe-se ainda que: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ2𝑎, 2 𝑏ሻ ൌ 2.𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ୀଵ

ൌ 2ሺ∗∗ሻ 

De ሺ∗ሻ e ሺ∗∗ሻ, segue que 𝑑 divide simultaneamente: 

ሺ𝑘ଵ ൅  𝑘ଶሻ.𝑑  e  ሺ𝑘ଵ െ  𝑘ଶሻ.𝑑 

 

E ainda utilizando a Proposição 11.1 𝑏ሻ, obtém-se: 

 

𝑑 | 2 ⟹ ൝
 𝑑 ൌ 1

ou
 𝑑 ൌ 2

  ▄ 

 

Há também um outro importante tópico, que é o do Mínimo Múltiplo Comum 

(MMC) entre dois inteiros não nulos, que, em termos gerais, consiste na determinação 

do “menor valor positivo”, escolhido no conjunto dos múltiplos comuns dos inteiros 

dados. 

 

Proposição 1.13 (MMC): Sejam 𝑎 e 𝑏 inteiros não nulos, tem-se um inteiro positivo         

𝑚 ൌ 𝑚𝑚𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ, se são válidas as seguintes condições: 

 

                                                    𝑖ሻ 𝑎 | 𝑚  𝑒  𝑏 | 𝑚; e           

  𝑖𝑖ሻ 𝑎 | 𝑐  𝑒  𝑏 | 𝑐 ⟹  𝑚 | 𝑐 

 

Propriedade 1.14 (Relação entre MDC e MMC): Se 𝑎 e 𝑏 são inteiros positivos, então 

𝑚𝑚𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ.𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 𝑎. 𝑏. 

 

Será realizada uma primeira aplicação de MDC e MMC no ensino básico. Na 

educação básica, costuma-se abordar, intuitivamente, o conceito de máximo divisor 

comum entre dois números inteiros, conforme exemplificado a seguir. 
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Exemplo 1.15 – Calcular o máximo divisor comum e o mínimo múltiplo comum entre 

62 e 30. No ensino básico, em geral, realizam-se os seguintes passos para o exemplo 

proposto: 

i. Achar os divisores de 62, assim denotados 𝐷ሺ62ሻ ൌ ሼ1, 2, 31, 62ሽ 

ii. Depois achar os de 30: 𝐷ሺ30ሻ ൌ ሼ1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30ሽ 

iii. Com este procedimento, verifica-se que:  𝐷ሺ62ሻ ∩ 𝐷ሺ30ሻ ൌ ሼ1, 2ሽ representa 

o conjunto dos divisores comuns de 62 e 30 

iv. Conclui-se, assim, que o 𝑚𝑑𝑐 ሺ62,30ሻ ൌ max  ሼ1,2ሽ ൌ 2 

v.  𝑚𝑚𝑐 ሺ62,30ሻ ൌ ሺ଺ଶሻ.ሺଷ଴ሻ

ଶ
ൌ 930 

 

Antes da segunda aplicação, será apresentado o Lema de Euclides, importante 

conceito para o entendimento do mecanismo utilizado no Algoritmo de Euclides.  

 

Lema 1.16 (Lema de Euclides): Se 𝑎, 𝑏,𝑛 ∈  ℤ, então 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ  ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏 െ 𝑛𝑎ሻ. 

Prova: Seja  𝑐 ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ  e  𝑑 ൌ  𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏 െ 𝑛𝑎ሻ.  

Tem-se que:  

𝑑 ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏 െ 𝑛𝑎ሻ ⟹ 𝑑 | 𝑎  e  𝑑 | ሺ𝑏 െ 𝑛𝑎ሻ

      𝑑 | ሺ𝑏 െ 𝑛𝑎ሻ ⟹ 𝑑 | 𝑏;  𝑏 ൌ  ሺ𝑏 െ 𝑛𝑎ሻ ൅ 𝑛𝑎
ቑ ⟹ 

                                                                                         ⟹  𝑑 | 𝑎  e  𝑑 | 𝑏  

                                                                                         ⟹   𝑑 | 𝑐   

Também se afirma que: 

𝑐 ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ⟹  𝑐  | 𝑎  e  𝑐 |  𝑏   

                              ⟹   𝑐  | 𝑎  e  𝑐  | ሺ𝑏 െ 𝑛𝑎ሻ 

                              ⟹    𝑐 |  𝑑 

Sendo 𝑐 e 𝑑 ambos inteiros positivos, então: 𝑐 ൌ  𝑑. ▄ 

 

A segunda aplicação consiste na utilização do Algoritmo de Euclides para o 

cálculo do MDC. No ensino básico, explora-se também o Algoritmo de Euclides como 

um método de cálculo do máximo divisor comum.  

Primeiramente, vamos mostrar a base teórica deste método de MDC e depois 

vamos aplicá-lo com um exemplo.  
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Se 𝑎 e 𝑏 ∈  ℤ, então existem 𝑞ଵ, 𝑟ଵ  ∈  ℤ  tal que 𝑏 ൌ 𝑎𝑞ଵ ൅ 𝑟ଵ. Do Lema de 

Euclides, verifica-se:  

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, ሺ𝑏 െ 𝑎𝑞ଵሻሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑟ଵሻ 

De forma análoga, para 𝑎 e 𝑟ଵ existem  𝑞ଶ, 𝑟ଶ  ∈  ℤ  tal que  𝑎 ൌ 𝑟ଵ𝑞ଶ ൅ 𝑟ଶ e 

verifica-se ainda: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑟ଵ,𝑎ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑟ଵ, ሺ𝑎 െ 𝑟ଵ𝑞ଶሻሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑟ଵ, 𝑟ଶሻ 

Logo:  𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑟ଵሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑟ଵ, 𝑟ଶሻ 

Note que se trata de um método recursivo, pois, a partir da primeira divisão, vão 

se efetuando novas divisões entre o “antigo divisor” e o “resto anterior” até que se obtenha 

o último e menor resto não nulo, que será o resultado do 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 𝑟௡.                             

O 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ será sempre o último resto não nulo. Este procedimento é chamado de 

Algoritmo de Euclides ou “Método das Divisões Sucessivas”.  

O Algoritmo de Euclides esquematiza-se no seguinte dispositivo prático: 

 

Exemplo 1.17 – Seja a ൌ 82 e b ൌ 30. Calculando os restos de cada um dos valores 

do mdc e aplicando-se o Lema de Euclides, tem-se: 

 

𝑚𝑑𝑐 ሺ82, 30ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ൭30, ሺ82 െ 2.30ሻᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫ
௥భ ୀ ଶଶ

൱ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ30, 22ሻ 

𝑚𝑑𝑐 ሺ30, 22ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ൭22, ሺ30 െ 1.22ሻᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫ
௥మ ୀ ଼

൱ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ22, 8ሻ 

𝑚𝑑𝑐 ሺ22, 8ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ൭8, ሺ22 െ 2.8ሻᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
௥య ୀ ଺

൱ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ8, 6ሻ 

𝑚𝑑𝑐 ሺ8, 6ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ൭6, ሺ8 െ 1.6ሻᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
௥ర ୀ ଶ

൱ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ6, 2ሻ ൌ 2ᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௥ఱ ୀ ଴

 

 

 

 

 

 𝑞ଵ 𝑞ଶ ⋯ 𝑞௡ 𝑞௡ାଵ 

𝑎 𝑏 𝑟ଵ ⋯ 𝑟௡ିଵ 𝑟௡ 

𝑟ଵ 𝑟ଶ 𝑟ଷ ⋯ 𝑟௡ାଵ ൌ 0  
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A aplicação direta do Algoritmo de Euclides no exemplo é: 

 

Teorema 1.18 (Teorema de Bézout): Se 𝑑 ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ então existem 𝑘ଵ,𝑘ଶ ∈  ℤ  tal 

que 𝑑 ൌ 𝑘ଵ.𝑎 ൅ 𝑘ଶ. 𝑏. 

Prova: Seja  𝐵 ൌ ሼ𝑚.𝑎 ൅ 𝑛. 𝑏;  𝑚,𝑛 ∈ ℤሽ.  

Pelo PBO (aplicado ao subconjunto de B formado por naturais), existe um 𝑐 ∈ B, menor 

inteiro positivo, de modo que 𝑐 ൌ 𝑘ଵ.𝑎 ൅ 𝑘ଶ. 𝑏 com 𝑘ଵ, 𝑘ଶ ∈ ℤ.  

Suponha, por absurdo, que 𝑐 não divida 𝑎.  

Então, existem 𝑞, 𝑟 ∈ ℤ, tal que 𝑎 ൌ 𝑞. 𝑐 ൅ 𝑟 com 0 ൏ 𝑟 ൏ 𝑐.  

Logo: 𝑟 ൌ 𝑎 െ 𝑞. 𝑐 ൌ 𝑎 െ 𝑞. ሺ𝑘ଵ. 𝑎 ൅ 𝑘ଶ. 𝑏 ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑞.𝑘ଵሻ. 𝑎 ൅ ሺെ𝑞. 𝑘ଶሻ. 𝑏 

Então, 𝑟 ∈ 𝐵 (absurdo), pois 0 ൏ 𝑟 ൏ 𝑐  e  𝑐 é menor inteiro positivo de 𝐵. 

Como 𝑑 ൌ 𝑚𝑑𝑐ሺ𝑎, 𝑏ሻ, temos que d é divisor comum de a e b.  

Assim: 𝑎 ൌ 𝑤ଵ.𝑑 e  𝑏 ൌ 𝑤ଶ.𝑑 ⇒ 𝑐 ൌ 𝑘ଵ.𝑎 ൅ 𝑘ଶ. 𝑏 ൌ 𝑘ଵ. ሺ𝑤ଵ.𝑑ሻ ൅ 𝑘ଶ. ሺ𝑤ଶ.𝑑 ሻ ⇒ 𝑑 | 𝑐. 

Como 𝑑 e 𝑐 são positivos, temos 𝑑 ൑ 𝑐. Mas como 𝑑 ൏ 𝑐 não é possível pois 𝑑 é o maior 

divisor comum de 𝑎 e 𝑏, então: 

൜
𝑑 ൌ 𝑐                    
𝑑 ൌ 𝑘ଵ. 𝑎 ൅ 𝑘ଶ. 𝑏  ▄ 

 

Corolário 1.19: Se 𝑐 divide 𝑎 e 𝑏 e 𝑑 ൌ 𝑚𝑑𝑐ሺ𝑎, 𝑏ሻ , então c divide  d. 

Prova: Seja 𝑑 ൌ 𝑚𝑑𝑐ሺ𝑎, 𝑏ሻ. Pelo Teorema de Bézout, tem-se que 𝑑 ൌ  𝑘ଵ.𝑎 ൅ 𝑘ଶ. 𝑏 com 

𝑘ଵ,𝑘ଶ ∈  ℤ.  

Como 𝑐 | 𝑎 e 𝑐 | 𝑏, temos que  𝑑 ൌ 𝑘ଵ. ሺ𝑤ଵ. 𝑐ሻ ൅ 𝑘ଶ. ሺ𝑤ଶ. 𝑐ሻ com 𝑤ଵ,𝑤ଶ ∈  ℤ.   

Logo: 𝑐 | 𝑑.▄ 

 

Definição 1.20 (primos): Diremos que os números inteiros 𝑝, maiores que 1 e com 

േ1  e േ 𝑝  como os seus únicos possíveis divisores, são denominados números primos. 

Se um número não é primo, ele é dito composto. 

 

Definição 1.21 (primos entre si): Dois números inteiros 𝑎 e 𝑏 são primos entre si se o  

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 1. 

 𝑞ଵ ൌ 2 𝑞ଶ ൌ 1 𝑞ଷ ൌ 2 𝑞ସ ൌ 1 𝑞ହ ൌ 3 

  𝑎 ൌ 82     𝑏 ൌ 30 𝑟ଵ ൌ 22 𝑟ଶ ൌ 8 𝑟ଷ ൌ 6 𝑟ସ ൌ 2 

𝑟ଵ ൌ 22 𝑟ଶ ൌ 8 𝑟ଷ ൌ 6 𝑟ସ ൌ 2 𝑟ହ ൌ 0  
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Exemplo 1.22: São inteiros primos entre si os números 2 e 3; 3 e 5; 7 e െ11, pois, em 

relação ao MDC, afirma-se que 1 ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ2,3ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ3,5ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ7,െ11ሻ. 

 

Proposição 1.23: O conjunto dos números primos é infinito. 

Prova: Euclides supôs que a sucessão 𝑝ଵ ൌ 2,  𝑝ଶ ൌ 3, . . . ,𝑝௥ dos 𝑟 números primos é 

finita. Assim, considera-se 𝑃 ൌ  𝑝ଵ . 𝑝ଶ . . .𝑝௥ ൅ 1 e seja 𝑝 um número primo que divide 

𝑃. Esse número não pode ser igual a qualquer um dos números 𝑝ଵ,𝑝ଶ, . . . ,𝑝௥ porque, deste 

modo, ele dividiria a diferença 𝑃 െ 𝑝ଵ.𝑝ଶ. . .𝑝௥ ൌ 1, o que é impossível. Assim 𝑝 é um 

número primo que não pertence à sucessão e, por consequência, 𝑝ଵ,𝑝ଶ, . . . ,𝑝௥ não podem 

formar o conjunto de todos os números primos. ▄ 

 

Teorema 1.24 (Teorema Fundamental da Aritmética – TFA): Todo inteiro 𝑎 ൐  1 ou 

é primo ou se escreve, de maneira única e a menos da ordem dos fatores, como um produto 

de números primos”. 

Prova (por indução): Se 𝑛 ൌ 2, o resultado é obviamente verificado. Suponhamos o 

resultado valido para todo número inteiro menor do que n e vamos provar que vale para 

𝑛.  

Se o número 𝑛 é primo, nada temos a demonstrar.  

Suponhamos, então, que 𝑛 seja composto. Logo, existem números inteiros positivos 𝑛ଵ e 

𝑛ଶ tais que: 

𝑛 ൌ 𝑛ଵ.𝑛ଶ com 1 ൏  𝑛ଵ  ൏  𝑛  e 1 ൏  𝑛ଶ  ൏  𝑛. 

Pela hipótese de indução, temos que existem números primos: 

𝑝ଵ, . . . , 𝑝௥  e  𝑞ଵ, . . . , 𝑞௦,  tais que: 𝑛ଵ ൌ 𝑝ଵ. . .𝑝௥  e  𝑛ଶ  ൌ  𝑞ଵ. . . 𝑞௦. 

Portanto, 𝑛 ൌ 𝑛ଵ.𝑛ଶ  ൌ  𝑝ଵ. . .𝑝௥ . 𝑞ଵ. . . 𝑞௦. 

Vamos agora provar a unicidade da escrita.  

Suponha que tenhamos 𝑛 ൌ 𝑝ଵ … 𝑝௥ ൌ 𝑞ଵ … 𝑞௦, onde os 𝑝ଵ e os 𝑞௝ são números primos.  

Como 𝑝ଵ  |  𝑞ଵ. . . 𝑞௦, temos que 𝑝ଵ  ൌ  𝑞௝ para algum 𝑗, que, após reordenamento de 

𝑞ଵ, . . . , 𝑞௦, podemos supor que seja 𝑞ଵ.  

Portanto:  𝑝ଶ. . . 𝑝௥  ൌ  𝑞ଶ. . . 𝑞௦. 

Como 𝑝ଶ. . .𝑝௥  ൏  𝑛, a hipótese de indução acarreta que 𝑟 ൌ  𝑠 e os 𝑝௜ e 𝑞௝ são iguais aos 

pares. ▄ 
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Será apresentada uma definição para Relação de Equivalência. Uma relação de 

equivalência representa uma “espécie de generalização” da relação de igualdade, pois 

elementos de um dado conjunto, mesmo distintos, podem vir a cumprir um papel 

equivalente.  

 

Definição 1.25 (Relação de Equivalência) – Para que uma relação entre elementos em 

um conjunto A seja definida como Relação de Equivalência (~), as seguintes condições 

devem ser sempre satisfeitas: 

 

i. (Reflexividade) 𝑥~𝑥;  ∀𝑥 ∈ 𝐴. 

ii. (Simetria) 𝑥~𝑦 ⟹ 𝑦~𝑥;  ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝐴. 

iii. (Transitividade) 𝑥~𝑦 e 𝑦~𝑧 ⟹ 𝑥~𝑧;  ∀𝑥,𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴. 

 

Observação: Define-se por  𝑥  a classe de equivalência do elemento 𝑥  de  A em relação 

a (~) da seguinte forma: 

𝑥 ൌ ሼ𝑎 ∈ A;  𝑎~𝑥ሽ 

 

Definição 1.26 (Congruências nos inteiros) – Sendo 𝑛 um número natural maior que 

um, verificam-se a seguintes possíveis relações de congruência entre os inteiros 𝑎  e  𝑏: 

 

i. 𝑎 é dito congruente (módulo 𝑛) a 𝑏, denotando-se: 

𝑎 ≡ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ  ⇔   𝑛 | ሺ𝑎 െ 𝑏) 

ii. 𝑎 é dito incongruente (módulo 𝑛) a 𝑏, denotando-se: 

𝑎 ≢ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ   ⇔ 𝑛 ⫮ ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ 

 

Observações: O símbolo: ≡  representa uma relação de congruência. Na aritmética 

modular módulo 𝑛, tem-se que o  𝑛 foi identificado com a classe residual zero, ou seja,                             

𝑛 ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ  ou ainda  𝑛ത ൌ 0ത. O conjunto quociente de ℤ é denotado por: 

ℤ / ~ ൌ ℤ௡ ൌ ሼ𝑎;  𝑎 ∈  ℤሽ 

 𝑎 ൌ ሼ𝑎 ൅ 𝑘.𝑛; 𝑘 ∈  ℤሽ 

 ℤ௡ ൌ ሼ0ത ,  1ഥ , 2ത , …𝑛 െ 1തതതതതതതሽ 
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E ainda: 

  𝑎 ൌ 𝑏 ∈ ℤ௡ ⇔ ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ ⇔ 𝑎 ൌ 𝑏 ൅ 𝑘𝑛ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௞ ∈ ℤ

 

 

Exemplo 1.27: 7 ≡ 4 ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ, pois 3 | ሺ7 െ 4ሻ. Este resultado é assegurado porque 7 e 

4 têm o mesmo resto na divisão por 3:  7 ൌ 2.3 ൅ 1  e 4 ൌ 1.3 ൅ 1. Portanto, nesta 

relação de congruência (e também de equivalência), 7 e 4 estão na mesma classe de 

equivalência: 7ത ൌ 4ത. 

 

Proposição 1.28 – Propriedades das congruências (𝑎, 𝑏,𝑛,𝑘 ∈ ℤ e 𝑛, 𝑘 ൐ 1ሻ: 

 

i. 𝑎 ≡ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ  e  𝑐 ≡ 𝑑 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ ⇔ ሺ𝑎 േ 𝑐ሻ ≡ ሺ𝑏 േ 𝑑ሻ ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ 

ii. 𝑎 ≡ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ  e  𝑐 ≡ 𝑑 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ ⇔ ሺ𝑎. 𝑐ሻ ≡ ሺ𝑏.𝑑ሻሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ 

iii. 𝑎 ≡ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ ⇔ 𝑎௞ ≡ 𝑏௞ ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ 

iv. 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ  e  𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐,𝑛ሻ ൌ 𝑑 ⇔ 𝑎 ≡ 𝑏 ൬𝑚𝑜𝑑 ቀ௡
ௗ
ቁ൰ 

Observação: Garante-se a aplicação destas propriedades, pois o anel ሺℤ௡,൅,∗ሻ 

é definido da seguinte forma: ℤ௡ ൌ ሼ𝑎;  𝑎 ∈  ℤሽ  com  𝑎 ൌ ሼ𝑎 ൅ 𝑘. 𝑛; 𝑘 ∈  ℤሽ. 

 

Exemplo 1.29: Encontre o resto da divisão de 237ଶ଼ por 13. 

237 ≡ 3 ሺ𝑚𝑜𝑑 13ሻ ⇔ 237ସ ≡ 3ସ ൌ 81 ≡ 3 ሺ𝑚𝑜𝑑 13ሻ 

237ଵଶ ൌ ሺ237ସሻଷ ≡ ሺ3ସሻଷ ≡ 3ଷ ൌ 27 ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 13ሻ 

237ଶ଼ ൌ ሺ237ଵଶሻଶ. 237ସ ≡ 1ଶ. 3 ൌ 3 ሺ𝑚𝑜𝑑 13ሻ 

 

De fato, ሺ237ଶ଼ െ 3ሻ é um número divisível por 13, ou seja, existe um inteiro 𝑘, tal que: 

ሺ237ଶ଼ െ 3ሻ ൌ 13𝑘 ⟹ 237ଶ଼ ൌ 13𝑘 ൅ 3 

Logo, a divisão de 237ଶ଼ por 13 apresenta resto 3 

Pode-se verificar que, a partir das propriedades das congruências, várias manipulações 

aritméticas podem ser feitas para obtenção de restos de certas potências. 
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Definição 1.30 (Sistema Completo de Resíduos Módulo n – SCRM (n)): Para um 

conjunto de inteiros  ሼrଵ, rଶ , … r୬ ሽ, tem-se um SCRM ሺnሻ, se: 

 

a) 𝑟௜ ≢ 𝑟௝  ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ para 𝑖 ് 𝑗; e 

b) considerando 𝑘 ∈ ℤ, existe um 𝑟௜ tal que 𝑟௜ ≡ 𝑘ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ, denominado resíduo de 

k módulo n. 

 

Exemplo 1.31: Para 𝑛 ൌ 6, tem-se que os seguintes conjuntos formam Sistemas 

Completos de Resíduos Módulo 6: 

ሼ0, 1, 2, 3, 4, 5ሽ; ሼ19, 18, 17, 16, 15, 14ሽ; e ሼെ22,െ32,െ60, 9,െ53, 47ሽ 

 

Definição 1.32 (Função 𝛟 de Euler): A função ϕ de um inteiro 𝑛 ሺ𝑛 ൒ 1ሻ é denotada 

por 𝜙ሺ𝑛ሻ e representa o número de inteiros positivos, menores ou iguais a 𝑛 e primos 

com 𝑛, onde se tem: 𝜙ሺ𝑛ሻ ൌ #ሼ𝑚 ∈ ℕ; 1 ൑ 𝑚 ൑ 𝑛 𝑒 mdcሺ𝑚,𝑛ሻ ൌ 1ሽ. 

 

Exemplos 1.33 – Temos que: 𝜙ሺ6ሻ ൌ #ሼ1, 5ሽ ൌ 2;   𝜙ሺ7ሻ ൌ #ሼ1, 2, 3, 4, 5, 6ሽ ൌ 6;  e  

𝜙ሺ8ሻ ൌ #ሼ1, 3, 5, 7ሽ ൌ 4. 

 

Definição 1.34 (Sistema Reduzido de Resíduos Módulo n – SRRM ሺnሻ): Pode-se dizer 

que o SRRM (n) é um conjunto constituído por alguns elementos de SCRM (n). Assim, 

o SRRM (n) trata-se de um conjunto com 𝜙ሺ𝑛ሻ inteiros, assim representados: 

൛𝑟ଵ, 𝑟ଶ , … 𝑟மሺ୬ሻ ൟ, de modo que temos: 

a) 𝑟௜ ∈ SCRM ሺnሻ; e 

b) 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑟௜ ,𝑛ሻ ൌ 1 para cada 𝑖 ൌ 1, 2, … ,𝜙ሺ𝑛ሻ. 

 

Exemplo 1.35: ሼ0, 1 ,2, 3, 4, 5, 6, 7ሽ  representa um dos possíveis Sistemas Completos de 

Resíduos Módulo 8. Considerando apenas os elementos do conjunto anterior, que são 

relativamente primos com 8, temos:  ሼ1, 3, 5, 7ሽ, subconjunto que representa um dos 

possíveis Sistemas Reduzidos de Resíduos Módulo 8. Escolhendo um número, como 9, 

onde:  𝑚𝑑𝑐 ሺ8, 9ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ2ଷ, 3ଶሻ ൌ 1, pode-se construir um novo conjunto da seguinte 

forma: ሼ1x9, 3x9, 5x9, 7x9ሽ ൌ ሼ9, 27, 45, 63ሽ, que representa um outro Sistema Reduzido 

de Resíduos Módulo 8. 
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Lema 1.36 (Lema para o Pequeno Teorema de Fermat): Se 𝑝 é primo, então 𝑝 divide  

C௣,௜ , para 0 ൏ 𝑖 ൏ 𝑝. 

Prova: Temos que 

C௣,௜ ൌ
𝑝!

𝑖! ሺ𝑝 െ 𝑖ሻ!
ൌ
𝑝. ሺ𝑝 െ 1ሻ… ሺ𝑝 െ 𝑖 ൅ 1ሻ

𝑖!
 ∊ ℕ     

Como 0 ൏ 𝑖 ൏ 𝑝, temos que todos os fatores irredutíveis de 𝑖! são estritamente menores 

do que 𝑝. Assim: 

𝑖!  | 𝑝. ሺ𝑝 െ 1ሻ. ሺ𝑝 െ 2ሻ… ሺ𝑝 െ 𝑖 ൅ 1ሻ e sendo 𝑝 um primo, então 

𝑖!  | ሺ𝑝 െ 1ሻ. ሺ𝑝 െ 2ሻ… ሺ𝑝 െ 𝑖 ൅ 1ሻ 

∴ ሺ𝑝 െ 1ሻ… ሺ𝑝 െ 𝑖 ൅ 1ሻ ൌ 𝑚௜ . 𝑖! com  𝑚௜ ∊ ℕ.  

Logo,  C௣,௜ ൌ 𝑝.𝑚𝑖 ⟹  𝑝 | C௣,௜. ▄ 

 

Teorema 1.37 (Pequeno Teorema de Fermat – PTF): Se 𝑝 é primo e 𝑎 é um inteiro 

positivo, então: 

𝑎௣ ≡ 𝑎 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ 

Prova: Utilizemos indução sobre 𝑎. 

1º)   𝑎 ൌ 1 ⇒ ሺ1௣ െ 1ሻ ൌ 0.𝑝  

2º) Suponha verdadeiro:  𝑎 ൌ 𝑘 ⇒  ሺ𝑘௣ െ 𝑘ሻ ൌ 𝑐. 𝑝   𝑐𝑜𝑚 𝑐 ∈ ℤ  

3º) Vamos mostrar que vale para 𝑎 ൌ 𝑘 ൅ 1, isto é, 

ሺ𝑘 ൅ 1ሻ௣ െ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ൌ  𝑑. 𝑝  𝑐𝑜𝑚 𝑑 ∈ ℤ 

Com efeito, segue da fórmula binomial e do Lema anterior, que: 

ሺ𝑘 ൅ 1ሻ௣ ൌ 𝑘௣ ൅ 𝐶௣ଵ.𝑘௣ିଵ. 1 ൅⋯൅ 𝐶௣
௣.𝑘. 1௣ିଵᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

௠.௣ ,   ௠∊ℕ

൅ 1௣ 

Subtraindo ሺ𝑘 ൅ 1ሻ em ambos os termos da igualdade, tem-se:  

ሺ𝑘 ൅ 1ሻ௣ െ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ൌ 𝑘௣ ൅ 𝑚𝑝 ൅ 1 െ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ 

Pela hipótese de indução (2º) temos:  

ሺ𝑘 ൅ 1ሻ௣ െ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ൌ  𝑘௣ െ 𝑘ᇣᇧᇤᇧᇥ൅𝑚𝑝 ൌ ሺ𝑐 ൅ 𝑚ሻ𝑝 
௖.௣                                                    

 

Portanto,  𝑝 | ሺ𝑘 ൅ 1ሻ௣ െ ሺ𝑘 ൅ 1ሻ. ▄ 
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Note ainda que: ሺ𝑥 േ 𝑦ሻ௣ ≡ 𝑥௣ േ 𝑦௣ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇫ
ሺ௫േ௬ሻ೛ୀ௫೛ାሺേ௬ሻ೛ା௞.௣

≡ 𝑥 േ 𝑦 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ com 𝑝 primo, pois:  

 

ቐ
ሺ𝑥 േ 𝑦ሻ௣ ≡ 𝑥௣ േ 𝑦௣ ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ

𝑥௣ ≡ 𝑥 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ
𝑦௣ ≡ 𝑦 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ

 

 

Corolário 1.38 (Corolário do PTF): Se 𝑝 é primo,  𝑎 é um inteiro positivo e 𝑝 ⫮ 𝑎, então:  

𝑎௣ିଵ ≡ 1ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ 

Prova: Sendo 𝑘ଵ e  𝑘ଶ inteiros, segue, do PTF, que:  

ሺ𝑎௣ െ 𝑎ሻ ൌ 𝑎. ሺ𝑎௣ିଵ െ 1ሻ ൌ 𝑘ଵ𝑝      ⇒     ᇩᇭᇪᇭᇫ
௠ௗ௖ ሺ௔,௣ሻ ୀ ଵ

ሺ𝑎௣ିଵ െ 1ሻ ൌ 𝑘ଶ𝑝. ▄ 

 

Assim, resumindo o Teorema e o seu Corolário, são válidas as afirmações: 

i. Se  𝑎, 𝑝 ∈ ℤ  com 𝑝  primo, então  𝑎௣  ≡ 𝑎 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ. 

ii. Se 𝑝 é primo e 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎,𝑝ሻ ൌ 1, então  𝑎௣ିଵ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ.  

 

Exemplo 1.39: Calcule o resto da divisão de 3ଵ଴଴ଷ por 101. Sabe-se que 101 é um número 

primo e que 101 ∤ 3, o que implica que 𝑚𝑑𝑐 ሺ3, 101ሻ ൌ 1. Assim, pode-se aplicar o 

Corolário do PTF (𝑎௣ିଵ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ), onde se tem: 

3ሺଵ଴ଵିଵሻ ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 101 ∴ 3ଵ଴଴ ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 101 

Pode-se afirmar também: 

ቐ
3ଵ଴଴଴ ൌ ሺ3ଵ଴଴ሻଵ଴ ≡ 1ଵ଴ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 101ሻ
3ଷ ൌ 27 ሺ𝑚𝑜𝑑 101ሻ                                    
3ଵ଴଴ଷ ൌ ሺ1ሻ. ሺ27ሻ ൌ 27 ሺ𝑚𝑜𝑑 101ሻ        

 

Portanto, o resto da divisão de 3ଵ଴଴ଷ por 101 é 27. 

 

Teorema 1.40 (Teorema de Euler): Se 𝑎 e 𝑛 são inteiros positivos com 𝑛 ൐ 1, tais que, 

se 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎,𝑛ሻ ൌ 1, então: 

𝑎థሺ௡ሻ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ 

 

Ideia da prova com um exemplo numérico:  

Pensando nos argumentos da demonstração do Corolário do PTF, verificar se existe um 

inteiro positivo 𝑘, tal que 5௞ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 8ሻ. Sabe-se que 𝑚𝑑𝑐 ሺ5, 8ሻ ൌ 1 e que 
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ሼ5, 15, 25, 35ሽ é um sistema reduzido de resíduos módulo 8 com todos os seus elementos 

sendo congruentes a exatamente um elemento do conjunto ሼ1, 3, 5, 7ሽ. Pode-se verificar: 

1.5 ≡ 5 ሺ𝑚𝑜𝑑 8ሻ
3.5 ≡ 7 ሺ𝑚𝑜𝑑 8ሻ
5.5 ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 8ሻ
7.5 ≡ 3 ሺ𝑚𝑜𝑑 8ሻ

ൢ ⟹ ሺ1.3.5.7ሻ. 5ସ ≡ 1.3.5.7 ሺ𝑚𝑜𝑑 8ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௠ௗ௖൫ሺଵ.ଷ.ହ.଻ሻ,଼൯ୀଵ

⟹ 5ସ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 8ሻ 

Logo,  𝑘 ൌ 𝜙ሺ8ሻ ൌ 4 e 5థሺ଼ሻ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 8ሻ ▄ 

 

Prova: Considere o sistema reduzido de resíduos módulo 𝑛 por: 

൛𝑟ଵ, 𝑟ଶ, … , 𝑟థሺ௡ሻൟ  ⊆ ሼ0,1,2, … ,𝑛 െ 1ሽ 

Segue que ൛𝑎. 𝑟ଵ, … ,𝑎. 𝑟థሺ௡ሻൟ é um sistema reduzido de resíduos e, assim, cada elemento 

deste conjunto é congruente a um único elemento de: ൛𝑟ଵ, … , 𝑟థሺ௡ሻൟ. 

Desse modo: 

𝑎. 𝑟ଵ … 𝑎. 𝑟థሺ௡ሻ ≡ 𝑟ଵ … 𝑟థሺ௡ሻ ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ ⟹ 𝑎థሺ௡ሻ. ෑ𝑟௜

థሺ௡ሻ

௜ୀଵ

≡ ෑ𝑟௜

థሺ௡ሻ

௜ୀଵ

ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ 

Sendo 𝑚𝑑𝑐 ቀ∏ 𝑟௜
థሺ௡ሻ
௜ୀଵ ,𝑛ቁ ൌ 1, tem-se que: 𝑎థሺ௡ሻ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑛ሻ. ▄ 

 

Observação: O Corolário do PTF é um caso particular do Teorema de Euler, pois se 𝑝 

for primo, temos que 𝜙ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑝 െ 1  e, portanto: 𝑎௣ିଵ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ. 

 

Lema 1.41: Seja 𝑝 um inteiro primo. Sabe-se que os únicos elementos do conjunto 

ሼ1, 2, . . . ,𝑝 െ 1ሽ  que satisfazem a equação quadrática 𝑥ଶ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ são os elementos 

1  e  𝑝 െ 1. 

Prova: Com efeito, se  𝑎 ∈ ሼ1, 2, … ,𝑝 െ 1ሽ é tal que: 

𝑎ଶ ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝 ⇒ 𝑝 | ሺ𝑎ଶ െ 1ሻ ൌ ሺ𝑎 െ 1ሻሺ𝑎 ൅ 1ሻ 

Como 𝑝 é primo, segue que: 

𝑝 | ሺ𝑎 െ 1ሻ  𝑜𝑢  𝑝 | ሺ𝑎 ൅ 1ሻ 

Equivalente a 𝑎 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝  ou  𝑎 ≡ െ1 ≡ ሺ𝑝 െ 1ሻ ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ 

Como 𝑎 ∈ ሼ1, 2, … , 𝑝 െ 1ሽ, segue que 𝑎 ൌ 1   ou   𝑎 ൌ ሺ𝑝 െ 1ሻ. ▄ 
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Teorema 1.42 (Teorema de Wilson): Se 𝑝 é primo, então: 

 ሺ𝑝 െ 1ሻ! ≡ െ1ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ 

Prova: Conforme Santos (2015), serão utilizados os seguintes resultados, demonstrados 

no livro “Introdução à Teoria dos Números”: 

i. A congruência 𝑎. 𝑥 ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ  admite única solução para                

𝑎 ∈ ሼ1, . . . ,𝑝 െ 1ሽ. 

ii. Somente 𝑎 ൌ 1 e 𝑎 ൌ ሺ𝑝 െ 1ሻ satisfazem a equação 𝑥ଶ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ.  

Assim, segue das duas afirmações anteriores que, para quaisquer números                        

𝑎, 𝑏 ∈ ሼ2, … ,𝑝 െ 2ሽ com 𝑎 ് 𝑏, existe a seguinte relação: 

𝑎. 𝑏 ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ 

Fazendo o produto dos elementos, aos pares, com a propriedade anterior, temos: 

2 … . ሺ𝑝 െ 2ሻ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ 

ሺ𝑝 െ 1ሻ ≡ െ1 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ ⟹  2 … . ሺ𝑝 െ 2ሻሺ𝑝 െ 1ሻ ≡ െ1 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ 

⟹ ሺ𝑝 െ 1ሻ!  ≡ െ1 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ. ▄ 

 

Exemplo 1.43: A exemplificação numérica a seguir contém a ideia da demonstração do 

Teorema de Wilson. Considere um primo 𝑝 ൌ 11. Conforme o Lema anteriormente 

enunciado, os únicos elementos do conjunto: ሼ1, 2, 3, … ,9, 10ሽ que satisfazem a equação: 

𝑥ଶ ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 11 são 1 e 10 ≡ െ1 𝑚𝑜𝑑 11. De fato: ሺ1ሻଶ ≡ ሺെ1ሻଶ ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 11. Pode-

se verificar: 

2.6 ≡ 12 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 11
3.4 ≡ 12 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 11
5.9 ≡ 45 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 11
7.8 ≡ 56 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 11

ൢ ⟹ 9! ≡ ሺ1ሻସ ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 11 

 

A congruência  𝑎𝑥 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 11 é verificada na relação: 

2.6 ≡ 3.4 ≡ 5.9 ≡ 7.8 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 11 

Finalmente, como se tem que 9! ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 11 e 10 ≡ െ1 𝑚𝑜𝑑 11, conclui-se o seguinte: 

 10! ≡ െ1 𝑚𝑜𝑑 11 
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Proposição 1.44 (Binômio de Newton): Sejam a e b inteiros e 𝑛 ∈ ℕ, então      

ሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻ௡ ൌ ∑ C௡,௞.𝑎௡ି௞. 𝑏௞௡
௞ୀ଴ . Esta proposição pode ser provada por indução.  

 

A partir dela, desenvolve-se o Triângulo Aritmético de Tartaglia e Pascal, que se refere 

a uma série de números binomiais, coeficientes dos Binômios de Newton. Para construí-

lo, associam-se os coeficientes Cଵ,଴ e Cଵ,ଵ do binômio ሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻଵ à primeira linha e, assim, 

sucessivamente, até os coeficientes do binômio ሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻ௡, escritos na n-ésima. Verifica-

se, portanto, um padrão, no qual os números, a partir da segunda linha e de cima para 

baixo, podem ser calculados pela soma dos dois acima dele, excetuando-se os números 

da forma C௞,଴ e C௞,௞. Segue a construção deste Triângulo Aritmético até o expoente 5: 

 

ሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻଵ ൌ 𝑎 ൅ 𝑏 

ሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻଶ ൌ 𝑎ଶ ൅ 2𝑎𝑏 ൅ 𝑏ଶ 

ሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻଷ ൌ 𝑎ଷ ൅ 3𝑎ଶ𝑏 ൅ 3𝑎𝑏ଶ ൅ 𝑏ଷ 

ሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻସ ൌ 𝑎ସ ൅ 4𝑎ଷ𝑏 ൅ 6𝑎ଶ𝑏ଶ ൅ 4𝑎𝑏ଷ ൅ 𝑏ସ 

ሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻହ ൌ 𝑎ହ ൅ 5𝑎ସ𝑏 ൅ 10𝑎ଷ𝑏ଶ ൅ 10𝑎ଶ𝑏ଷ ൅ 5𝑎𝑏ସ ൅ 𝑏ହ 
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1.3  Estruturas Algébricas 

 

Definição 1.45 (Domínio ou Domínio de Integridade): Diremos que um anel ሺA,൅,∗ሻ 

comutativo e com unidade trata-se de um Domínio ou Domínio de Integridade quando 

apresentar a seguinte propriedade para os seus elementos, de forma que, para 𝑎, 𝑏 ∈ A, 

tem-se: 

𝑎 ∗ 𝑏 ൌ 0୅ ⟹ 𝑎 ൌ 0୅  ou  𝑏 ൌ 0୅  (“anel sem divisores de zero”) 

 

Exemplos 1.46: O anel dos inteiros ሺℤ ൅,∗ሻ é um domínio, bem como os números 

racionais ሺℚ,൅,∗ሻ, os números reais ሺℝ,൅,∗ሻ e os complexos  ሺℂ,൅,∗ሻ. Todos estes são 

munidos com suas duas operações: ሺ൅ሻ e ሺ∗ሻ. Note que ሺℤହ,൅,∗ሻ é um domínio e que 

ሺℤ଺,൅,∗ሻ não é. Apenas este último apresenta divisores de zero.   

 

Definição 1.47 (Corpo): Diremos que um domínio ሺA,൅,∗ሻ é um corpo quando possuir 

a seguinte propriedade adicional para todos os elementos 𝑎 ∈ A com  𝑎 ് 0:  

Existe 𝑏 ∈ 𝐴, tal que 𝑎 ∗ 𝑏 ൌ 1୅ 

 

Exemplos 1.48: ሺℚ,൅,∗ሻ, ሺℝ,൅,∗ሻ e ሺℂ,൅,∗ሻ são corpos.  

Observações:  

i. Todo corpo é um domínio de integridade. 

ii. ℚ ൌ ቄ௣
௤

 ∈ ℤ e 𝑞 ് 0ቅ 

iii.  ℤ௣ é corpo ⇔ 𝑝 é primo 

 

Definições 1.49 (unidade e elemento inverso): Seja A um anel. Diremos que 𝑎 ∈ A é 

uma unidade ou é inversível se existe 𝑏 ∈ A, tal que 𝑎 ∗ 𝑏 ൌ 1୅ e, neste caso, diremos 

que 𝑏 é o elemento inverso ou inverso multiplicativo de 𝑎.  

 

Definição 1.50 (elemento irredutível): Sendo A um domínio com 𝑎, 𝑏  e  𝑝 ∈ A, um 

elemento 𝑝 será irredutível em A, observando-se: 

𝑝 ൌ ሺ𝑎 ∗ 𝑏ሻ ⟹ 𝑎 é 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 em A  ou  𝑏 é 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 em A.  

 

 



52 
 

Definição 1.51 (elemento primo): Sendo A um domínio com 𝑎, 𝑏  e  𝑝 ∈ A, um 

elemento 𝑝 será primo em A, verificando-se: 

𝑝  |  ሺ𝑎 ∗ 𝑏ሻ ⟹ 𝑝  |  𝑎  ou  𝑝  |  𝑏  

 

Proposição 1.52 – Relaciona primos e irredutíveis. Sendo ሺA,൅,∗ሻ um domínio: 

“Se 𝑝 é primo em A, então 𝑝 é irredutível em A” 

Prova: Vamos mostrar que 

𝑝 ൌ ሺ𝑎 ∗ 𝑏ሻ ⟹ 𝑎 é 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 em A  ou  𝑏 é 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 em A.  

𝑝 ൌ ሺ𝑎 ∗ 𝑏ሻ ⟹ 𝑝  |  ሺ𝑎 ∗ 𝑏ሻ ⟹ 𝑝  |  𝑎  ou  𝑝  |  𝑏ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
஽௔ ௛௜௣ó௧௘௦௘: ௣ é ௣௥௜௠௢ ௘௠ ஺

 

Divide-se a prova nos casos a seguir: 

 

Caso 1:  𝑝 | 𝑎 para algum 𝑘ଵ ∈ ℤ 

 𝑝  |  𝑎 ⟹ 𝑎 ൌ ሺ𝑘ଵ ∗ 𝑝ሻ 

𝑝 ൌ ሺ𝑎 ∗ 𝑏ሻ ൌ ሺ𝑘ଵ ∗ 𝑝ሻ ∗ 𝑏ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௔ ୀ ሺ௞భ∗௣ሻ

 

                        ⟹ 𝑝െ ሺ𝑘ଵ ∗ 𝑏ሻ ∗ 𝑝 ൌ 0 ⟹ 𝑝 ∗ ሺ1 െ 𝑘ଵ ∗ 𝑏ሻ ൌ 0 

Como A é domínio e 𝑝 ് 0, segue que:  

ሺ1 െ 𝑘ଵ ∗ 𝑏ሻ ൌ 0  ⟹   𝑘ଵ ∗ 𝑏 ൌ 1୅   ⟹ 𝑏 é 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒.  

Caso 2:  𝑝 | 𝑏 para algum 𝑘ଶ ∈ ℤ 

𝑝  |  𝑏 ⟹ 𝑏 ൌ ሺ𝑘ଶ ∗ 𝑝ሻ 

𝑝 ൌ ሺ𝑎 ∗ 𝑏ሻ ൌ 𝑎 ∗ ሺ𝑘ଶ ∗ 𝑝ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௕ ୀ ሺ௞మ∗௣ሻ

 

                        ⟹ 𝑝െ ሺ𝑎 ∗ 𝑘ଶሻ ∗ 𝑝 ൌ 0 ⟹ 𝑝 ∗ ሺ1 െ 𝑎 ∗ 𝑘ଶሻ ൌ 0 

Analogamente: 

ሺ1 െ 𝑎 ∗ 𝑘ଶሻ ൌ 0  ⟹   𝑎 ∗ 𝑘ଶ ൌ 1୅   ⟹ 𝑎 é 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒. ▄ 

 

Temos ainda que a recíproca do resultado anterior é falsa, isto é, em um domínio 𝐴: 

“Um elemento 𝑝 irredutível em 𝐴 não implica que 𝑝 seja primo em 𝐴” 

 

De fato, basta considerar o seguinte domínio como exemplo: 

𝐴 ൌ  ℤ ൣ𝑖 √5 ൧ ൌ ሼ 𝑎 ൅ 𝑏𝑖√5  ;𝑎, 𝑏 ∈  ℤ  ሽ 
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Neste domínio, o elemento 6 pode ser escrito de duas formas distintas em um produto de 

elementos irredutíveis: 

6 ൌ 2.3 ൌ ൫1 ൅ 𝑖√5 ൯൫1 െ 𝑖√5൯ 

Sabe-se que 2 é um elemento irredutível em 𝐴 ൌ  ℤ ൣ𝑖 √5 ൧ e ainda que:   

i. Divide ൫1 ൅ 𝑖√5  ൯. ൫1 െ 𝑖√5൯ ൌ 6  

ii. Não divide ൫1 ൅ 𝑖√5  ൯  

Caso 2 dividisse ൫1 ൅ 𝑖√5൯, então existiria um elemento ൫𝑎 ൅ 𝑏𝑖√5൯ tal que:  

൫1 ൅ 𝑖√5൯ ൌ 2. ൫𝑎 ൅ 𝑏𝑖√5൯ 

Deste modo, teríamos: ൫1 ൅ 𝑖√5൯ ൌ 2𝑎 ൅ 2𝑏𝑖√5.  

Portanto: 

 ൞

2𝑎 ൌ 1 ⟹ 𝑎 ൌ ଵ

ଶ
∉ ℤ

2𝑏 ൌ 1 ⇒ 𝑏 ൌ ଵ

ଶ
∉ ℤ

 

Analogamente, 2 não divide ൫1 െ 𝑖√5൯. 

Assim, pela definição de primo, conclui-se que 2 não é um elemento primo em                 

𝐴 ൌ  ℤ ൣ𝑖 √5 ൧. 

 

Definição 1.53 (Domínio de Fatoração Única – DFU): Um domínio 𝐴 é chamado de 

DFU, se todo elemento não nulo e não inversível de 𝐴 pode ser escrito de maneira única, 

a menos da ordem, como um produto de elementos irredutíveis. Engloba, assim, um 

conceito também construído para aplicação nas provas de casos particulares do Último 

Teorema de Fermat. 

 

Exemplos 1.54: Considerando a definição anterior, tem-se que 𝐴 ൌ  ℤ ሾ 𝑖√5ሿ não é um 

DFU, pois, por exemplo, o elemento 6 tem duas fatorações distintas em elementos 

irredutíveis em 𝐴. Contudo, verificando-se os elementos de 𝐴 ൌ  ℤ, conclui-se que se 

trata de um DFU.  
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Proposição 1.55 – Seja A um DFU, então vale a seguinte relação: 

“ 𝑝 é irredutível em 𝐴, se e somente se,  𝑝 é primo em 𝐴” 

Prova: ሺ⇐ሻ Já provado anteriormente 

            ሺ⇒ሻ  Seja 𝑝 irredutível em 𝐴.  

Supondo que 𝑝 divide 𝑎 ∗ 𝑏 e que 𝑝 não divide 𝑎, vamos mostrar que 𝑝 divide 𝑏. Assim, 

como 𝑝 divide 𝑎 ∗ 𝑏, segue que 𝑎 ∗ 𝑏 ൌ 𝑝 ∗ 𝑘 e como 𝑝 é irredutível e 𝑝 não divide 𝑎, 

segue que 𝑝 aparece na fatoração de 𝑏. Portanto, 𝑝 divide 𝑏 e, consequentemente, 𝑝 é 

primo em A. Na suposição de que 𝑝 não divide 𝑏, a prova seria análoga. ▄ 

 

Definição 1.56 (Anéis de Inteiros Quadráticos ℤൣ√𝐧 ൧): Seja 𝑛 ് 0 e 𝑛 ് 1 um inteiro 

livre de quadrados, define-se ℤൣ√𝑛 ൧ como o seguinte subanel de ℂ:                             

ℤൣ√𝑛 ൧ ൌ ൛𝑎 ൅ 𝑏√𝑛 ห 𝑎, 𝑏 ∈ ℤሽ. 

 

Exemplos 1.57 – Temos que: 

i. ℤሾ𝑖 ሿ, caso em que 𝑛 ൌ െ1, o Anel de Inteiros de Gauss. 

ii. ℤൣ√5 ൧ ൌ ൛𝑎 ൅ 𝑏√5 ห 𝑎, 𝑏 ∈ ℤሽ. 

 

Observações: 

 ℚൣ√𝑛 ൧ ൌ ൛𝑎 ൅ 𝑏√𝑛 ห 𝑎, 𝑏 ∈ ℚሽ representa os Anéis dos Corpos Quadráticos.  

O estudo aritmético de  ℤൣ√n ൧ necessita do conceito da norma de um elemento deste 

anel. 

 

Definição 1.58 (Norma de um elemento do anel ℤൣ√𝐧 ൧): Se 𝛿 ൌ 𝑎 ൅ 𝑏√𝑛 ∈ ℤൣ√𝑛 ൧, 

então a norma de  𝛿, denotada por 𝑁ሺ𝛿ሻ, fica assim determinada:                

Função Norma –  𝑁: ℤൣ√𝑛 ൧ ⟶ ℤ, definida para todo  𝛿 ൌ 𝑎 ൅ 𝑏√𝑛, onde se tem 

𝑁ሺ𝛿ሻ ൌ  𝛿. 𝛿̅ ൌ ൫𝑎 ൅ 𝑏√𝑛൯ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
ୀఋ

. ൫𝑎 െ 𝑏√𝑛൯ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
ୀఋഥ

ൌ ሺ𝑎ଶ െ 𝑏ଶ𝑛ሻ, sendo 𝛿̅ o conjugado de  𝛿. 
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Proposição 1.59 – Propriedades da Norma: 

i. 𝑁ሺ𝛿ሻ ൌ 0 ⇔  𝛿 ൌ 0 

ii. 𝑁ሺ𝛿.𝛽ሻ ൌ 𝑁ሺ𝛿ሻ.𝑁ሺ𝛽ሻ 

iii. 𝑁ሺ1ሻ ൌ 1 

iv. 𝑁ሺ𝛿ሻ ൌ േ1 ⇔  𝛿 é inversível 

v. 𝑁ሺ𝛿ሻ ൌ 𝑝 (primo) ⟹ 𝛿 é um irredutível em  ℤൣ√𝑛 ൧ 

Provas: Em relação aos itens i), ii) e iii), a prova é imediata pela definição de Norma. 

Em relação ao item iv): tome 𝑁ሺ𝛿ሻ ൌ 𝑎ଶ െ 𝑏ଶ𝑛 ൌ േ1. 

Desse modo, ൫𝑎 ൅ 𝑏√𝑛൯. ൫𝑎 െ 𝑏√𝑛൯ ൌ േ1 ∈ ℤ. 

Como 𝛿̅ ൌ 𝛿ିଵ ൌ ൫𝑎 െ 𝑏√𝑛൯ ∈ ℤൣ√𝑛 ൧, tem-se que ∀𝛿 ൌ ൫𝑎 ൅ 𝑏√𝑛൯ ∈ ℤൣ√𝑛 ൧ possui 

elemento inversível neste anel. 

De forma recíproca:  𝛿 é inversível⟹ ∃𝛽 ∈ ℤൣ√𝑛 ൧, tal que: 𝛿.𝛽 ൌ 1 ⟹𝑁ሺ𝛿.𝛽ሻ ൌ

𝑁ሺ𝛿ሻ.𝑁ሺ𝛽ሻ ൌ 𝑁ሺ1ሻ ൌ 1. 

Logo:  𝑁ሺ𝛿ሻ | 1 em ℤ ⟹ 𝑁ሺ𝛿ሻ ൌ േ1.  

Em relação ao item v): sendo 𝑁ሺ𝛿ሻ ൌ 𝑝 ⟹ 𝑁ሺ𝛿ሻ ് േ1 e 𝑁ሺ𝛿ሻ ് 0 ⟹ ∄ 𝛿ିଵ ∈

ℤൣ√𝑛 ൧ e 𝛿 ് 0. Supor: 𝛿 ൌ 𝛽. 𝛾 em ℤൣ√𝑛 ൧. Daí,  𝑁ሺ𝛿ሻ ൌ 𝑝 ൌ 𝑁ሺ𝛽. 𝛾 ሻ ൌ 𝑁ሺ𝛽ሻ.𝑁ሺ𝛾ሻ. 

Como tem-se, em ℤ,  𝑝 ൌ 𝑁ሺ𝛽ሻ.𝑁ሺ𝛾ሻ, logo: 𝑁ሺ𝛽ሻ ൌ േ1 ou  𝑁ሺ𝛾ሻ ൌ േ1. Assim,  𝛽 é 

inversível ou  𝛾 é inversível. Portanto, 𝛿 é irredutível. ▄ 
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CAPÍTULO 2 – EQUAÇÃO FERMATIANA QUÍNTUPLA 

 

Neste capítulo, será demonstrado que a equação: 

𝐗𝟓 ൅ 𝐘𝟓 ൌ 𝐙𝟓  ሺ𝟏ሻ 

Não admite soluções inteiras não triviais, isto é, inteiras todas não nulas. 

É importante observar que as demonstrações do Último Teorema de Fermat 

(UTF) para os casos particulares 𝑛 ൌ 3   e   𝑛 ൌ 4  apresentaram soluções razoavelmente 

diferentes. Assim, nas primeiras provas, já haviam indícios da dificuldade de se 

estabelecer uma solução geral para o UTF.  

Antes de começarmos a elaborar a demonstração, objeto da Dissertação, será, 

oportunamente, apresentado o Teorema de Sophie Germain (TSG), que possui 

importantes ideias para o caso 𝑛 ൌ 5. Germain trouxe argumentos relacionados à 

divisibilidade por 5, possibilitando que a prova do UTF para  𝑛 ൌ 5  pudesse ser estudada 

e demonstrada em duas partes: 

 (PRIMEIRA PARTE): Nenhum dos inteiros 𝑥,𝑦 e 𝑧 é divisível por 5, ou 

seja, 5 não divide ሺ𝑥.𝑦. 𝑧ሻ; e 

 (SEGUNDA PARTE): Apenas um dos inteiros 𝑥, 𝑦 e 𝑧 é divisível por  𝟓, 

sendo tal inteiro divisível por 5, analisado, separadamente, em dois casos: 

ሺ1º 𝑐𝑎𝑠𝑜ሻ:  𝐢𝐧𝐭𝐞𝐢𝐫𝐨 𝐩𝐚𝐫 divisível por 5.        

ሺ2º 𝑐𝑎𝑠𝑜ሻ:  𝐢𝐧𝐭𝐞𝐢𝐫𝐨 í𝐦𝐩𝐚𝐫 divisível por 5.   

A demonstração do caso particular em que 𝑛 ൌ 5 foi estudada, em grande parte, 

na seguinte referência do autor Paulo Ribenboim: 
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Conforme Ribenboim (1999), as principais demonstrações apresentadas para a 

Equação Fermatiana Quíntupla, cuja prova completa se subdivide em dois casos, 

foram as seguintes: 

         

 

No que se refere à Teoria Algébrica, merecem destaque, em  𝑛 ൌ 5,  as definições e os 

exemplos de: 

 Corpos, Domínios de Integridade e Domínios de Fatoração Única (DFU). 

 Unidades, elementos inversos, irredutíveis e primos. 

 

2.1 Breve apresentação do Teorema de Sophie Germain  

           

A francesa Sophie Germain, utilizando um pseudônimo masculino, desenvolveu 

trabalhos matemáticos, interagindo com alguns de seus colegas da época, como Gauss, 

que a apoiava e a admirava pela sua originalidade matemática. 

Germain buscava resolver o UTF sob uma nova estratégia, que era a de uma 

abordagem geral, consideravelmente complexa, visto que muitos casos particulares 

apresentavam estruturas algébricas e estratégias de solução diferentes entre si. Por 

exemplo, nos casos  𝑛 ൌ 3   e   𝑛 ൌ 5, em relação à questão da fatoração única, tem-se 
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que, no primeiro caso, estuda-se o Anel de Inteiros de Eisenstein e, no segundo, o Anel 

de Inteiros de Dedekind.  

Assim, sem perda de generalidade, temos números das seguintes formas: 

ቊ
𝒛𝟑 ൌ 𝒂𝟐 ൅ 𝟑𝒃𝟐 ൌ ൫𝒂 ൅ 𝒃√െ𝟑൯. ൫𝒂 െ 𝒃√െ𝟑൯

𝒛𝟓 ൌ 𝒄𝟐 െ 𝟓𝒅𝟐 ൌ ൫𝒄 ൅ 𝒅√𝟓൯. ൫𝒄 െ 𝒅√𝟓൯       
 

É importante notar, nos exemplos a seguir, que as expressões fermatianas podem 

sem decompostas em fatores lineares associados às seguintes estruturas algébricas: 

                      

De fato, conforme os expoentes vão aumentando, a complexidade algébrica vai, 

invariavelmente, crescendo. Mesmo diante deste grande desafio, Germain concentrou 

esforços na busca de uma solução definitiva para o problema do UTF. 

Embora não tenha elaborado a sonhada prova final do UTF, Germain apresentou 

um teorema com o seu nome, que foi um passo relevante no desenvolvimento de ideias 

sobre o UTF. Ela o demonstrou através de uma prova para dois casos, que, neste capítulo, 

serão apenas enunciados para 𝑛 ൌ 5.  

Kummer, inspirando-se na ideia de Germain de estudar o UTF em dois casos, 

elaborou um outro importante teorema, abrangendo o conceito de números regulares, 

que, em linhas gerais, representam certos primos com propriedades de corpos 

ciclotômicos (estruturas algébricas que, dentre outros papéis, possibilitam analisar a 

fatoração nas Equações Fermatianas). 
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O TEOREMA DE SOPHIE GERMAIN (TSG) para  𝑛 ൌ 5 tem o enunciado: 

O TSG para as potências quíntuplas ሺ𝑛 ൌ 5ሻ, subdivide-se nos CASOS I e II a seguir: 

CASO I – Se nenhum dos inteiros 𝑥, 𝑦  e  𝑧  é divisível por 5, então não existem 

soluções inteiras não nulas ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ para  Xହ ൅ Yହ ൅ Zହ ൌ 0  ሺ2ሻ. 

CASO II – Se apenas um dos inteiros  𝑥, 𝑦  e  𝑧  é divisível por 5, então não existem 

soluções inteiras não nulas ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ para  Xହ ൅ Yହ ൅ Zହ ൌ 0  ሺ2ሻ. 

De forma equivalente, escreve-se ainda o CASO I: 

Se a equação ሺ2ሻ apresenta soluções inteiras não nulas ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ, então: 

𝑥  ou  𝑦  ou  𝑧  deve ser divisível por 5.  

 

Neste trabalho não será elaborada demonstração para o TSG. Contudo, caso algum 

leitor deseje aprofundar os seus conhecimentos sobre este teorema, recomenda-se a leitura 

do artigo: “Sophie Germain and Special Cases of Fermat’s Last Theorem”, que consta 

nas Referências Bibliográficas. 

Ressalta-se, a seguir, duas implicações (em negrito) com ideias utilizadas na 

demonstração do TSG para 𝑛 ൌ 5 ሺCASO Iሻ, desenvolvida por EDWARDS (1977).  

Assim, assumindo 𝑥,𝑦 e 𝑧 inteiros não nulos, tem-se: 

ቐ
𝒙  𝐨𝐮  𝒚  𝐨𝐮  𝒛 ≡ 𝟎 ሺ𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟏ሻ ⟹ 𝑥ହ ൅ 𝑦ହ ൅ 𝑧ହ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ

 
 𝒙  𝐞  𝒚  𝐞  𝒛 ≢ 𝟎 ሺ𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟏ሻ ⟹ 𝑥ହ ൅ 𝑦ହ ൅ 𝑧ହ ≢ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ      

 

Para entender corretamente os argumentos das afirmações anteriores, deve-se 

observar o comportamento das potências quíntuplas de inteiros não nulos em relação à 

divisibilidade por 11, pois esta prova tem, como estratégia, analisar as classes de 

equivalência dessas potências quíntuplas, que, no caso, são: 0 e േ1. 
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Deste modo, sem perda de generalidade, dividindo-se 𝑥ହ por 11, podemos 

apresentar os seguintes pontos de destaque: 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑥ହ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ ⇔ 𝑥 ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ                      

ou
𝑥ଵ଴ ൌ ሺ𝑥ହሻଶ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

୔୘୊  ௘  ௦௘௡ௗ௢  ௫≢଴ ሺ௠௢ௗ ଵଵሻ

⟹ 𝑥ହ ≡ േ1 ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ

                                                   ⇔ 𝑥 ≡ േ1 ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ

 

 

 A redução a apenas três possíveis ሺ0  e േ 1ሻ deve-se à estratégia da prova 

do TSG para 𝑛 ൌ 5 ሺCASO Iሻ, que é a de se realizar uma demonstração por 

absurdo, apresentando-se resíduos diferentes de െ1, 0 e ൅ 1. 

 

 Considerando, sem perda de generalidade, 𝑥 ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ, temos: 

                 ൝
𝑥 ≡ 𝑦 ≡ 𝑧 ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ                

ou 
 𝑥 ≡ 0   e  𝑦 ≡ െ𝑧 ≡ േ1 ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ

ൡ ⟹ 𝑥ହ ൅ 𝑦ହ ൅ 𝑧ହ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ 

Em outras palavras, isso quer dizer o seguinte: 

HIPÓTESE:  ൥
As três variáveis  são  divisíveis por 11.   

ou
Apenas uma das variáveis  é  divisível por 11.  

൩ 

TESE:   𝑥ହ ൅ 𝑦ହ ൅ 𝑧ହ ≡ 0  é  divisível por 11 

 Observe que ሺേ1ሻହ ൅ ሺേ1ሻହ ൅ ሺേ1ሻହ ≢ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ. De fato, se 

nenhuma variável for divisível por 11, tem-se: 

൞
𝑥 ≢ 0  ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ
𝑦 ≢ 0  ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ
𝑧 ≢ 0  ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ

ං ⟹𝑥ହ ൅ 𝑦ହ ൅ 𝑧ହ ≢ 0  ሺ𝑚𝑜𝑑 11ሻ 

Isto é: “Se nenhuma das variáveis é divisível por 11, então 𝑥ହ ൅ 𝑦ହ ൅ 𝑧ହ 

não é divisível por 11”. 
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No Apêndice desta dissertação, será apresentada uma ideia das provas dos Lemas 

da Equação Fermatiana Quíntupla, denominados Lemas 1  e  2, cujos resultados serão 

aplicados diretamente (sem as suas provas neste momento) na demonstração do Teorema 

da Equação Fermatiana Quíntupla (Teorema 2.2), que ainda será apresentado. 

Os enunciados dos Lemas encontram-se nas tabelas a seguir com o Anel A 

denotando os Inteiros de Dedekind, Anel de Inteiros no Corpo ℚሺ√5ሻ. 

Lema 1 – Para o Teorema da Equação Fermatiana Quíntupla 

 

Sejam 𝑎 e 𝑏 inteiros não negativos com: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 1;𝑎 ≢ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ; 5 ∤ 𝑎;  e 5 | 𝑏 

 Se ሺ𝒂𝟐 െ 𝟓𝒃𝟐ሻ é a quinta potência de um elemento do Anel A, então 

 existem 𝑐 e 𝑑, inteiros não nulos, tais que: 

ቐ
𝑎 ൌ 𝑐. ሺ𝑐ସ ൅ 50𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 125𝑑ସሻ

𝑏 ൌ 5𝑑. ሺ𝑐ସ ൅ 10𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସሻ
 

onde: 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐,𝑑ሻ ൌ 1;  𝑐 ≢ 𝑑 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ;  e  5 ∤  𝑐. 

 

Lema 2 – Para o Teorema da Equação Fermatiana Quíntupla 

 

Sejam 𝑎 e 𝑏 inteiros não negativos e ímpares com: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 1;  𝑎 ≢ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ; 5 ∤ 𝑎;  e 5 | 𝑏 

 Se  
൫𝒂𝟐ି𝟓𝒃𝟐൯

𝟒
  é a quinta potência de um elemento do Anel A, então: 

 existem 𝑐 e 𝑑, inteiros não nulos, tais que: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑎 ൌ

𝑐. ሺ𝑐ସ ൅ 50𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 125𝑑ସሻ
16

𝑏 ൌ
5𝑑. ሺ𝑐ସ ൅ 10𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସሻ

16

 

onde: 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐,𝑑ሻ ൌ 1;  𝑐  e  𝑑 ímpares;  e  5 ∤  𝑐. 
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2.2 Teorema da Equação Fermatiana Quíntupla 

 

TEOREMA 2.2: A Equação Fermatiana Quíntupla 𝐗𝟓 ൅ 𝐘𝟓 ൅ 𝐙𝟓 ൌ 𝟎  ሺ𝟐ሻ não 

apresenta solução com números inteiros não nulos. 

 

Prova: Suponha por absurdo que a equação Xହ ൅ Yହ ൅ Zହ ൌ 0 possui solução ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ 

de inteiros não nulos, onde podemos assumir 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ 1. E, portanto, 𝑥,𝑦 e 𝑧 são 

relativamente primos aos pares. 

Dividiremos esta prova em duas partes. 

Primeira parte – 5 não divide ሺ𝒙.𝒚. 𝒛ሻ  

Deste modo, 𝑥, 𝑦 e 𝑧 são congruentes a  േ1 ou  a േ 2 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ. 

Segue do PTF que 

ቐ
𝑥ହ ≡ 𝑥 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ
𝑦ହ ≡ 𝑦 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ
𝑧ହ ≡ 𝑧 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ

  ⟹ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ≡ 𝑥ହ ൅ 𝑦ହ ൅ 𝑧ହᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫ
≡଴ ሺ௣௢௥ ௛௜௣ó௧௘௦௘ሻ

≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ 

Se  𝑥,𝑦 e 𝑧 são, aos pares, incongruentes módulo 5, então: 

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ≢ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ 

Obtemos uma contradição que implica na nossa suposição inicial ser falsa. 

Nos resultados seguintes, considere a seguinte afirmação para 𝑥, 𝑦 e 𝑝 ∈ ℕ com 𝑝 primo: 

𝑥 ≡ 𝑦  ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ   ⟹   𝑥௣ ≡ 𝑦௣ ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ଶሻ 

Assim, com 𝑝 ൌ 5, temos que: 

𝑥ହ ≡ 𝑦ହ ሺ𝑚𝑜𝑑 5ଶሻ 

Sem perda de generalidade, considere 𝑥  e  𝑦  da solução da equação ሺ2ሻ, de modo que: 

𝑥 ≡ 𝑦 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ   ⟹   ቐ
െ𝑧 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ≡ 2𝑥 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ  ⟹   െ𝑧ହ ≡ 2ହ𝑥ହ ሺ𝑚𝑜𝑑 5ଶሻ    

𝑥ହ ≡ 𝑦ହ ሺ𝑚𝑜𝑑 5ଶሻ   ⟹   െ𝑧ହ ≡ 𝑥ହ ൅ 𝑦ହ ≡ 2𝑥ହ ሺ𝑚𝑜𝑑 5ଶሻ
 

⟹െ𝑧ହ ≡ 2ହ𝑥ହ ≡ 2𝑥ହሺ𝑚𝑜𝑑 5ଶሻ                         
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Por outro lado, isto gera uma contradição, pois:  

2ହ ≡ 7 ≢ 2 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ଶሻ 

Obtemos uma contradição que implica na nossa suposição inicial ser falsa. ▄ 

 

Ideia Geral da Demonstração para a segunda parte: 

No que se refere à análise da paridade da equação  Xହ ൅ Yହ ൅ Zହ ൌ 0  ሺ2ሻ, tem-se: 

ሺ𝟏º 𝐜𝐚𝐬𝐨ሻ:  𝑧 é par ⟹ 𝑥  e  𝑦 são ímpares 

Desta forma, existem  𝑝 e 𝑞 ∈ ℤ, tais que: 

ቐ
 2𝑝 ൌ 𝑥 ൅ 𝑦

 2𝑞 ൌ 𝑥 െ 𝑦
   ⟹  ቐ 

ሺ൅ሻ ⟹ 𝑥 ൌ 𝑝 ൅ 𝑞

ሺെሻ ⟹ 𝑦 ൌ 𝑝 െ 𝑞
    

Implicando  𝑝  e  𝑞 terem paridades distintas. 

Sabe-se ainda que: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑝 ൅ 𝑞;   𝑝 െ 𝑞ሻ ൌ 1 ⟹  𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑝;  𝑞ሻ ൌ 1 

 

ሺ𝟐º 𝐜𝐚𝐬𝐨ሻ:  𝑧 é ímpar ⟹ 𝑥  e  𝑦 têm paridades distintas ⟹ ቐ
𝑥 é par ⟹ 𝑦 é ímpar

𝑥 é ímpar ⟹ 𝑦 é par
 

Com isso, existem  𝑢 e 𝑣 ∈ ℤ, tais que: 

൝
 𝑢 ൌ 𝑥 ൅ 𝑦

 𝑣 ൌ 𝑥 െ 𝑦
   ⟹   

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ሺ൅ሻ ⟹  𝑥 ൌ  

𝑢 ൅ 𝑣
2

ሺെሻ ⟹  𝑦 ൌ  
𝑢 െ 𝑣

2

   

Implicando  𝑢  e  𝑣  serem ímpares. 

Sabe-se também que: 

 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ 1 ⟹  𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑥 ൅ 𝑦;   𝑥 െ 𝑦ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑢;  𝑣ሻ ൌ 1 
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De fato, na terna ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ, solução da equação  Xହ ൅ Yହ ൅ Zହ ൌ 0  ሺ2ሻ, observa-se sempre 

a seguinte associação entre as variáveis: 

uma variável par e duas ímpares 

 

Segunda parte – sem perda de generalidade, 𝟓 divide 𝒛. 

Deste modo:  5  |  𝑧 ⟹ 5 ∤ ሺ𝑥.𝑦ሻ, onde: 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ 1. 

ሺ𝟏º 𝐜𝐚𝐬𝐨ሻ:   𝑧 é par ⟹ 𝑥  e  𝑦 são ímpares 

Assim: 

ቐ
2  |  𝑧

5  |  𝑧
  ⟹   𝑧 ൌ 2௠. 5௡. 𝑧’ ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

௦௘௡ௗ௢ ௢௦ ௜௡௧௘௜௥௢௦
௠,௡ஹଵ

   com    2 ∤  𝑧’   e   5 ∤  𝑧’ 

Suponha por absurdo que a equação  Xହ ൅ Yହ ൅ Zହ ൌ 0  apresenta solução não nula. 

Deste modo, pode-se exibir uma trinca de inteiros não nulos ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ tais que: 

െ𝑧ହ ൌ 𝑥ହ ൅ 𝑦ହ 

Esta equação pode ser reescrita da seguinte forma: 

െ2ହ௠. 5ହ௡. ሺ𝑧’ሻହ ൌ 𝑥ହ ൅ 𝑦ହ           ሺ3ሻ    

Pode-se fazer  𝑝  e  𝑞  inteiros não nulos com 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑝, 𝑞ሻ  ൌ  1.  

De fato: 

𝑥  e  𝑦 ímpares ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௣௢௥ ௛௜௣ó௧௘௦௘

  ⟹   ൝ 
𝑥 ൌ 𝑝 ൅ 𝑞

𝑦 ൌ 𝑝 െ 𝑞ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௣  ୣ  ௤ ⟶ ௜௡௧௘௜௥௢௦ ௖௢௠ ௣௔௥௜ௗ௔ௗ௘௦  

ௗ௜௦௧௜௡௧௔௦  

 

Reescrevendo-se a equação ሺ3ሻ, obtém-se: 

െ𝑧ହ ൌ െ2ହ௠. 5ହ௡. ሺ𝑧’ሻହ ൌ ሺ𝑝 ൅  𝑞ሻହ ൅ ሺ𝑝 െ  𝑞ሻହ ൌ 2𝑝. ሺ𝑝ସ ൅ 10𝑝ଶ𝑞ଶ ൅ 5𝑞ସሻ         ሺ4ሻ 

Como 5 é primo, temos que: 

5  |  𝑝      ou      5  |  ሺ𝑝ସ ൅ 10𝑝ଶ𝑞ଶ ൅ 5𝑞ସሻ 
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Assumindo que 5 divide 𝑝, então: 

𝑝 ൌ 5𝑟  com   𝑟 ∈ ℤ 

E ainda, 5 não divide 𝑞, pois: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ5𝑟, 𝑞ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑟, 𝑞ሻ ൌ 1ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௠ௗ௖ ሺ௣; ௤ሻ ୀ ଵ

 

Como  𝑝  e  𝑞  apresentam paridades diferentes, então  𝑟  e  𝑞  também apresentam. 

Substituindo  𝑝 ൌ 5𝑟  com  𝑟 ∈ ℤ na equação ሺ4ሻ, obtemos: 

െ𝑧ହ ൌ െ2ହ௠ . 5ହ௡ . ሺ𝑧’ሻହ ൌ 2. 5ଶ𝑟. ሺ𝑞ସ ൅ 50𝑞ଶ𝑟ଶ ൅ 125𝑟ସሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ୀ ௧

 

Consideremos ainda 𝑡 expresso através das variáveis auxiliares 𝑢 e 𝑣: 

  𝑡 ൌ ሺ𝑞ଶ ൅  25𝑟ଶᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ୀ ௨

ሻଶ– 5 . ሺ10𝑟ଶถ
ୀ ௩

ሻଶ 

⟹

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
𝑢;  𝑣 ് 0, pois  𝑟;  𝑞 ് 0

𝑢 é 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑜 í𝑚𝑝𝑎𝑟ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௥ ௘ ௤ ௧௘௠ ௣௔௥௜ௗ௔ௗ௘௦

ௗ௜௦௧௜௡௧௔௦
10 | 𝑣

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ 1ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ଵ଴ ∤ ௨  ௘  ௠ௗ௖ ሺ௥,௤ሻୀଵ ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

  ⟹ 𝑡 ൌ 𝑢ଶ െ 5𝑣ଶ 

⟹

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

t é ímparᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௨  ୣ  ௩ ୲ୣ୫ ୮ୟ୰୧ୢୟୢୣୱ 

ୢ୧ୱ୲୧୬୲ୟୱ

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑡, 𝑟ሻ ൌ 1ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
௠ௗ௖ ሺ௥; ௤ሻୀଵ

5 ∤  𝑡      ⎭
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎫

 ⟹ 5 |  𝑟  ሺdesde que 5n ൐ 2ሻ 

⟹𝑚𝑑𝑐 ሺ2. 5ଶ𝑟;   𝑡ሻ ൌ 1 ⟹  2. 5ଶ𝑟  e  𝑡ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௥௘௣௥௘௦௘௡௧௔௠

௤௨௜௡௧௔௦ ௣௢௧ê௡௖௜௔௦
ௗ௘ ௜௡௧௘௜௥௢௦

 

Pode-se escrever o seguinte: 

൞

𝑡 ൌ 𝑢ଶ െ 5𝑣ଶ

com
𝑢 ≢ 𝑣 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௠ௗ௖ ሺ௨; ௩ሻ ୀ ଵ

ൢ 
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Observe, novamente, o seguinte ponto: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

5 ∤ 𝑢ᇣᇤᇥ
௨ୀ௤మାହమ௥మ

5  |  𝑣ᇣᇤᇥ
௩ୀሺଶ.ହሻ.௥మ

 

Considerando o Lema 1, a ser demonstrado no Apêndice, pode-se reescrever  𝑢  e  𝑣  com 

𝑐  e  𝑑 inteiros não nulos, tais que 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐,𝑑ሻ ൌ 1;  𝑐 ≢ 𝑑 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ;  e  5 ∤ 𝑐: 

൞

𝑢 ൌ 𝑐. ሺ𝑐ସ ൅ 2.5ଶ. 𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5ଷ𝑑ସሻ ≢ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௖ ≢ ଴ ሺ௠௢ௗ ହሻ   

𝑣 ൌ 5𝑑. ሺ𝑐ସ ൅ 2.5. 𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସሻ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ

 

Sabe-se que: 

൝
5 |  𝑟

𝑣 ൌ 2.5. 𝑟ଶ
⟹ 5  |  𝑑 

Multiplicando-se 𝑣 por 2 . 5ଷ, tem-se: 

2.5ଷ. 𝑣 ൌ ሺ2 . 5ଶ 𝑟ሻଶ ൌ 2. 5ସ.𝑑. ሺ𝑐ସ ൅ 2.5. 𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௉௢௧ê௡௖௜௔ ௗ௘ ହ ௦௘ ሺଶ .ହమ ௥ ሻ

௧௔௠௕é௠ ௙௢௥

 

Assim: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐;  𝑑ሻ ൌ 1

𝑐 ≢ 𝑑 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ

5 ∤  𝑐 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

   ⟹    𝑚𝑑𝑐 ሺ2. 5ସ.𝑑;   𝑐ସ ൅ 2.5. 𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସሻ ൌ 1 

                      ⟹   ሺ𝑐ସ ൅ 2.5. 𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସሻ  é  ímpar 

Sendo  2. 5ଶ𝑟 uma quinta potência de inteiros, o produto dos inteiros, a seguir, também é 

uma potência de 5. Sendo o MDC desses inteiros igual a 1, então eles, isoladamente, 

representam potências quíntuplas: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 2. 5ସ.𝑑                                                                            

 ሺ𝑐ସ ൅ 2.5. 𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
é í௠௣௔௥

ൌ ሺ𝑐ଶ ൅ 5𝑑ଶሻଶ–  5. ሺ2𝑑ଶሻଶᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ሺ௖మାହௗమሻ
        ሺଶௗమሻ

ൠ ௧ê௠ ௣௔௥௜ௗ௔ௗ௘௦ ஷ
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O MDC é 1 porque, além do exposto acima, temos o seguinte: 

5 ∤  𝑐    e   𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐,𝑑ሻ ൌ 1    

Afirma-se ainda para posterior reaplicação do Lema 1: 

ሺ𝑐ଶ ൅ 5𝑑ଶሻ
        ሺ2𝑑ଶሻ

ൠ  ⟹
ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ேã௢ ௦ã௢ ௔௠௕௢௦

í௠௣௔௥௘௦
⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

 

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐ଶ ൅ 5𝑑ଶ;   2𝑑ଶሻ ൌ 1

5 ∤  ሺ𝑐ଶ ൅ 5𝑑ଶሻ

5 |  ሺ2𝑑ଶሻ

 

 

Utilizando, recursivamente, o Lema 1, existem 𝑐’ e 𝑑’ inteiros não nulos, tais que  

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐’,𝑑’ሻ ൌ 1;  𝑐’ ≢ 𝑑’  ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ;  e  5 ∤ 𝑐’: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑐ଶ ൅ 5𝑑ଶ ൌ 𝑐ᇱ. ൫𝑐ᇱସ ൅ 2.5ଶ. 𝑐ᇱଶ𝑑ᇱଶ ൅ 5ଷ𝑑ᇱସ൯ ≢ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

௖ᇲ ≢ ଴ ሺ௠௢ௗ ହሻ   

2𝑑ଶ ൌ 5𝑑ᇱ. ൫𝑐ᇱସ ൅ 2.5. 𝑐ᇱଶ𝑑ᇱଶ ൅ 5𝑑ᇱସ൯ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ

 

Analogamente, tomando um 𝑑’ ൐ 0: 

5  |  𝑑ᇱ   ⟹  5ଶ |  𝑑 

Multiplicando-se agora 2𝑑ଶ por 2 . 5଼, tem-se: 

2𝑑ଶ. ሺ2 . 5଼ሻ ൌ ሺ2 . 5ସ𝑑ሻଶ ൌ 2 . 5ଽ.𝑑’. ሺ𝑐’ସ ൅ 2.5. 𝑐’ଶ𝑑’ଶ ൅ 5𝑑’ସሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௉௢௧ê௡௖௜௔ ௗ௘ ହ ௦௘ ሺଶ .ହర.ௗ ሻ

௧௔௠௕é௠ ௙௢௥

 

De forma análoga: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ2 . 5ଽ.𝑑’;  𝑐’ସ ൅ 2.5. 𝑐’ଶ𝑑’ଶ ൅ 5𝑑’ସ ሻ ൌ 1 ⟹  𝑐’ସ ൅ 2.5. 𝑐’ଶ𝑑’ଶ ൅ 5𝑑’ସ ሺímparሻ 

A seguir, tomando os inteiros como potências de 5: 

൝
2 . 5ଽ.𝑑’                                                                                

 𝑐’ସ ൅ 2.5. 𝑐’ଶ𝑑’ଶ ൅ 5𝑑’ସ ൌ ሺ𝑐’ଶ ൅ 5𝑑’ଶሻଶ–  5. ሺ2𝑑’ଶሻଶ
 

Tem-se ainda que: 

0 ൏ 𝑑’ ൏ 𝑑 
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Com efeito: 

5𝑑’ସ ൑ ሺ𝑐’ସ ൅ 2.5. 𝑐’ଶ𝑑’ଶሻᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ஹ଴

൅ 5𝑑’ସ 

E multiplicando-se a inequação anterior por  5𝑑’, obtém-se: 

5ଶ𝑑’ହ ൑ 5𝑑’. ሺ𝑐’ସ ൅ 2.5. 𝑐’ଶ𝑑’ଶ ൅ 5𝑑’ସሻ ൌ 2𝑑ଶ 

𝑑’ହ ൑
𝑑’. ሺ𝑐’ସ ൅ 2.5. 𝑐’ଶ𝑑’ଶ ൅ 5𝑑’ସሻ

5
ൌ

2𝑑ଶ

25
 

𝑑’. ሺ𝑐’ସ ൅ 2.5. 𝑐’ଶ𝑑’ଶ ൅ 5𝑑’ସሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ஹ ௗ’

ൌ
2𝑑ଶ

5
 

Logo: 

0 ൏ 𝑑’ଶ ൑
2𝑑ଶ

5
 ⟹ 0 ൏ 𝑑’ ൑ ඨ

2𝑑ଶ

5
ൌ ඨ

2
5

.𝑑 ൏ 𝑑 

Prosseguindo com este raciocínio, pode-se obter uma sequência infinita de inteiros entre 

zero e um inteiro 𝑑 (Princípio da Descida Infinita de Fermat), o que implica ser falsa 

a suposição inicial. 

Portanto, neste caso, os argumentos provam a inexistência de solução inteira não nula 

para a equação  Xହ ൅ Yହ ൅ Zହ ൌ 0.▄ 
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ሺ𝟐º 𝐜𝐚𝐬𝐨ሻ:  𝑧 é ímpar ⟹ 𝑥  e  𝑦 têm paridades distintas 

Assim: 

𝑧 ൌ  5௡. 𝑧’ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௦௘௡ௗ௢ ௢ ௜௡௧௘௜௥௢

 ௡ஹଵ 

, onde: ቄ 2 ∤  𝑧’
 5 ∤  𝑧’

   

Suponha também por absurdo que a equação  𝑋ହ ൅ 𝑌ହ ൅ 𝑍ହ ൌ 0 apresenta solução não 

nula. Deste modo, pode-se exibir uma trinca de inteiros não nulos ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ tais que: 

െ𝑧ହ ൌ 𝑥ହ ൅ 𝑦ହ 

Esta equação pode ser reescrita também da seguinte forma: 

െ𝑧ହ ൌ െ5ହ௡. ሺ𝑧’ሻହ ൌ 𝑥ହ ൅ 𝑦ହᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௖௢௠ ௫ ≢ ௬ ሺ௠௢ௗ ଶሻ 

           ሺ5ሻ  

Tem-se  𝑢  e  𝑣  inteiros ímpares não nulos com  𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ 1: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 ൌ  

𝑢 ൅ 𝑣
2

⟹ 2𝑥 ൌ ሺ𝑢 ൅ 𝑣ሻ

 𝑦 ൌ  
𝑢 െ 𝑣

2
⟹ 2𝑦 ൌ ሺ𝑢 െ 𝑣ሻ

   

A partir da equação ሺ5ሻ, pode-se afirmar: 

ሺ2𝑥ሻହ ൅ ሺ2𝑦ሻହ ൌ 2ହ. ሺ𝑥ହ ൅ 𝑦ହሻ ൌ െ2ହ. 𝑧ହ ൌ െ2ହ. 5ହ௡. ሺ𝑧’ሻହᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇫ
ሺହሻ

  

Utiliza-se ainda a seguinte identidade: 

ሺ2𝑥ሻହ ൅ ሺ2𝑦ሻହ ൌ ሺ𝑢 ൅ 𝑣 ሻହ ൅ ሺ𝑢 െ 𝑣ሻହ ൌ 2𝑢. ሺ𝑢ସ ൅ 10𝑢ଶ𝑣ଶ ൅ 5𝑣ସሻ ൌ െ2ହ. 5ହ௡. ሺ𝑧’ሻହ 

Obtendo-se a seguinte a equação: 

െ2ହ. 𝑧ହ ൌ െ2ହ. 5ହ௡. ሺ𝑧’ሻହ ൌ 2𝑢. ሺ𝑢ସ ൅ 10𝑢ଶ𝑣ଶ ൅ 5𝑣ସሻ           ሺ6ሻ 

Como 5 é primo, temos que 5 divide 𝑢, isto é,  𝑢 ൌ 5𝑟  com  𝑟 ∈ ℤ. 

Tem-se, portanto, que: 

  5 ∤  𝑣 

  𝑚𝑑𝑐 ሺ5𝑟, 𝑣ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑟, 𝑣ሻ ൌ 1ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௠ௗ௖ ሺ௨; ௩ሻୀଵ

 

  𝑢  e  𝑣  ímpares  ⟹  𝑟  e  𝑣  ímpares     
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Substituindo-se   𝑢 ൌ 5𝑟  com  𝑟 ∈ ℤ na equação ሺ6ሻ: 

െ2ହ. 𝑧ହ ൌ െ2ହ. 5ହ௡. ሺ𝑧’ሻହ ൌ ሺ2.5ଶሻ. 𝑟. ሺ𝑣ସ ൅ 2.5ଶ. 𝑣ଶ𝑟ଶ ൅ 5ଷ𝑟ସᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ୀ ௧ ∈ ℤ

ሻ 

Desta forma: 

 െ2ହ. 5ହ௡. ሺ𝑧’ሻହ ൌ 2.5ଶ. 𝑟. 𝑡              ሺ7ሻ 

Analogamente, podemos escrever  𝑡 ൌ 𝑢’ଶ– 5𝑣’ଶ com: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑢’ ൌ 𝑣ଶ ൅ 5ଶ𝑟ଶ ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

௨’ஷ଴

 

 𝑣’ ൌ 2.5. 𝑟ଶ ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
௩’ஷ଴

        
 

Pode-se ainda concluir: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑟, 𝑣ሻ ൌ 1 ⟹𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑟, 𝑡ሻ ൌ 1 

Como: 

൝
𝑣 ≡ 1   ou  3  ሺ𝑚𝑜𝑑 4ሻ

𝑟 ≡ 1   ou  3  ሺ𝑚𝑜𝑑 4ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
 ୮୭୧ୱ ௩  ௘  ௥  ୱã୭ í୫୮ୟ୰ୣୱ

 

Observa-se que: 

ቐ
𝑢’ ≡ 𝑣ଶ ൅ 𝑟ଶ ≡ 2 ሺ𝑚𝑜𝑑 4ሻ

𝑣’ ≡ 2𝑟ଶ ≡ 2 ሺ𝑚𝑜𝑑 4ሻ
 

Garante-se ainda o seguinte: 

5 ∤  𝑣  ⟹  5 ∤  𝑡ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௧ ୀ ሺ௩రାଶ.ହమ.௩మ௥మାହయ௥రሻ

 

 Tem-se que 5 divide  𝑟, como argumentado a seguir: 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧
𝑢’;  𝑣’ ് 0, pois 𝑣;  𝑟 ് 0

𝑢’  e  𝑣’ são pares

5 ∤  𝑡 

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑡, 𝑟ሻ ൌ 1
     ⎭

⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎫

 ⟹ 5 |  𝑟  ሺpara 5n ൐ 2ሻ 
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Reescrevendo as variáveis, com analogia a etapas já desenvolvidas neste texto, tem-se: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

 𝑢’ ൌ 2𝑢’’                             
𝑣’ ൌ 2𝑣’’                             
𝑡 ൌ 4. ሺ𝑢’’ሻଶ– 20. ሺ𝑣’’ሻଶ   

𝑡’ ൌ
𝑡
4
ൌ ሺ𝑢’’ሻଶ െ 5ሺ𝑣’’ሻଶ

 

Note que: 

ቐ
𝑢’ ≡ 2 ሺ𝑚𝑜𝑑 4ሻ ⟹ 𝑢’ ൌ 4𝑘ଵ ൅ 2 ൌ 2. ሺ2𝑘ଵ ൅ 1ሻ ൌ 2𝑢’’

𝑣’ ≡ 2 ሺ𝑚𝑜𝑑 4ሻ ⟹ 𝑣’ ൌ 4𝑘ଶ ൅ 2 ൌ 2. ሺ2𝑘ଵ ൅ 1ሻ ൌ 2𝑣’’
 ⟹ 𝑢’’ e  𝑣’’ ᇣᇧᇤᇧᇥ

ሺ௡ú௠௘௥௢௦ í௠௣௔௥௘௦ሻ

  

⟹  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑢’’ ≡ 1   ou  3 ሺ𝑚𝑜𝑑 4ሻ                            

𝑣’’ ≡ 1   ou  3 ሺ𝑚𝑜𝑑 4ሻ                             

 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑟, 𝑣ሻ ൌ 1 ⟹  𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑢’’, 𝑣’’ሻ  ൌ 1

 

 

Assim, 5 não divide 𝑢’’ e  5  divide 𝑣’’. E como: 

𝑡’ ൌ ሺ𝑢’’ሻଶ െ 5ሺ𝑣’’ሻଶ ⟹ 𝑡’ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 4ሻ 

Das equações  ሺ5ሻ  e  ሺ7ሻ, tem-se: 

െ5ହ௡. ሺ𝑧’ሻହ  ൌ  5ଶ𝑟. ൬
𝑡

16
൰  ൌ  5ଶ𝑟.ቆ

𝑡ᇱ

4
ቇ 

Verificando-se ainda a seguinte relação: 

𝑚𝑑𝑐 ቆ5ଶ𝑟;    
𝑡′
4
ቇ ൌ 1  

  Com argumentos análogos aos do 1º Caso, sabe-se que são potências de 5: 

൞ 

5ଶ𝑟                                

𝑡′
4

 ൌ  
ሺ𝑢’’ሻଶ –  5ሺ𝑣’’ሻଶ

4
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Considerando o Lema 2, a ser demonstrado no Apêndice, reescreve-se  𝑢’’ e  𝑣’’ com  

𝑐  e  𝑑 inteiros não nulos, tais que 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐,𝑑ሻ ൌ 1; 𝑐  e 𝑑 são ambos ímpares; e 5 ∤ 𝑐: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑢ᇱᇱ ൌ

𝑐. ሺ𝑐ସ ൅ 2.5ଶ. 𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5ଷ𝑑ସሻ

2ସ

𝑣ᇱᇱ ൌ
5𝑑. ሺ𝑐ସ ൅ 2.5. 𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସሻ

2ସ

 

Visto que:  

5  |  𝑟  ⟹  5ଶ |  𝑣’’ ⟹  5  |  𝑑 

Pode-se assumir um 𝑑 ൐ 0  e ainda multiplicar-se  𝑣’’ por  5ଷ: 

5ଷ𝑣’’ ൌ ሺ5ଶ𝑟ሻଶ ൌ
5ସ𝑑

4
. ൥ቆ

𝑐ଶ ൅ 5𝑑ଶ

2
ቇ
ଶ

െ 5𝑑ସ൩ 

 de onde se afirma que: 

ቆ
𝑐ଶ ൅ 5𝑑ଶ

2
ቇ
ଶ

െ 5𝑑ସ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 4ሻ 

Sabe-se que: 

𝑚𝑑𝑐 ൥
5ସ𝑑

4
;  ቆ

𝑐ଶ ൅ 5𝑑ଶ

2
ቇ
ଶ

െ 5𝑑ସ൩ ൌ 1 

Como são quintas potências os números: 

ሺ5ଶ𝑟ሻଶ  e  
ሺ𝑢’’ሻଶ –  5ሺ𝑣’’ሻଶ

4
 

Então também são potências de 5 os números a seguir: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧5ସ𝑑                                             

1
4

. ൥ቆ
𝑐ଶ ൅ 5𝑑ଶ

2
ቇ
ଶ

െ 5. ሺ𝑑ଶሻଶ൩
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Assumindo, novamente, o Lema 2, existem 𝑐’ e 𝑑’ inteiros não nulos, tais 

que 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐’,𝑑’ሻ ൌ 1;  𝑐’  e  𝑑’ são ambos ímpares; e 5 ∤ 𝑐’: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑐

ଶ ൅ 5𝑑ଶ

2
ൌ 𝑐ᇱ.ቆ

𝑐ᇱସ ൅ 2.5ଶ. 𝑐ᇱଶ𝑑ᇱଶ ൅ 5ଷ𝑑ᇱସ

2ସ
ቇ

𝑑ଶ ൌ 5𝑑ᇱ.ቆ
𝑐ᇱସ ൅ 2.5. 𝑐ᇱଶ𝑑ᇱଶ ൅ 5𝑑ᇱସ

2ସ
ቇ

 

Considerando um  𝑑’ ൐ 0, sabe-se que 5 divide 𝑑’. 

Agora, multiplicando-se  𝑑ଶ  por  5଼, tem-se: 

5଼𝑑ଶ ൌ ሺ5ସ𝑑ሻଶ ൌ
5ଽ𝑑’
2ସ

. ሺ𝑐ᇱସ ൅ 10𝑐ᇱଶ𝑑ᇱଶ ൅ 5𝑑ᇱସሻ 

                                  ൌ
5ଽ𝑑’

4
. ൥ቆ

𝑐ᇱଶ ൅ 5𝑑ᇱଶ

2
ቇ

ଶ

െ 5. ൫𝑑ᇱଶ൯
ଶ
൩ 

Analogamente, são ainda potências de 5:  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧5ଽ𝑑’                                                 

1
4

. ൥ቆ
𝑐ᇱଶ ൅ 5𝑑ᇱଶ

2
ቇ

ଶ

െ 5. ൫𝑑ᇱଶ൯
ଶ

 ൩
 

Tem-se, portanto que: 

0 ൏ 𝑑’ ൏ 𝑑, pois  25𝑑’ହ ൑ 16𝑑ଶ 

Logo, analogamente, pelo Princípio da Descida Infinita de Fermat, conclui-se ser falsa 

a suposição inicial. 

Portanto, neste caso também, os argumentos provam a inexistência de solução inteira não 

nula para a equação  Xହ ൅ Yହ ൅ Zହ ൌ 0.▄ 
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CAPÍTULO 3 – CURIOSIDADES, EXEMPLOS E ATIVIDADES 

 

3.1 Curiosidades e exemplos 

 

I) Euler afirmava também que não existe solução não trivial nos inteiros para as 

equações que são soma de ሺ𝑛 െ 1ሻ potências de grau 𝑛, resultando uma 

potência de grau 𝑛, para 𝑛 ൒ 3, isto é:  Xଵ
୬ ൅  Xଶ

୬ ൅ ⋯൅ X୬ିଵ
୬ ൌ Z୬. Contudo, 

encontraram-se algumas soluções de casos particulares 𝑛 ൌ 4   e  5 como 

contraexemplos ao resultado geral de Euler: 

 

 ሺ95.800ሻସ ൅ ሺ217.529ሻସ ൅ ሺ414.560ሻସ ൌ ሺ422.481ሻସ    

ሺ2.682.440ሻସ ൅  ሺ15.365.639ሻସ ൅ ሺ18.796.760ሻସ ൌ ሺ20.615.673ሻସ 

ሺ27ሻହ ൅ ሺ84ሻହ ൅ ሺ110ሻହ ൅ ሺ133ሻହ ൌ ሺ144ሻହ 

 

II) Na equação fermatiana cúbica, o resultado mais próximo que alguém já 

chegou de uma terna, solução não trivial, foi  𝑥 ൌ 6, 𝑦 ൌ 8  e  𝑧 ൌ 9,  valores 

que apresentam a seguinte relação: 6ଷ ൅ 8ଷ ൌ 216 ൅ 512 ൌ 728 ൌൌ 9ଷ െ 1. 

Já, nas potências sétimas, 348଻ representa um resultado apenas 0,028% maior 

do que a soma 232଻ ൅ 345଻. 

 

III)  

               

Em dois Programas da série norte-americana “The Simpsons”, o personagem 

Homer acha ter encontrado contraexemplos para o Último Teorema de Fermat 

com o expoente 12 em ambos os casos. Embora as seguintes igualdades sejam 

falsas, os valores apresentados nos lados esquerdo e direito destas 

“igualdades” são muito próximos: 

𝟏𝟕𝟖𝟐𝟏𝟐 ൅ 𝟏𝟖𝟒𝟏𝟏𝟐 ൌ 𝟏𝟗𝟐𝟐𝟏𝟐 ሺlado direito é 0,000000028% maiorሻ  

                  𝟑𝟗𝟖𝟕𝟏𝟐 ൅ 𝟒𝟑𝟔𝟓𝟏𝟐 ൌ 𝟒𝟒𝟕𝟐𝟏𝟐 ሺlado esquerdo é 0,0000000019% maiorሻ  
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IV) O número 30 pode ser escrito como a seguinte soma de três cubos: 

 

2.220.422.932ଷ ൅ ሺെ283.059.965ሻଷ ൅ ሺെ2.218.888.517ሻଷ ൌ 30 

 

V) Os maiores primos encontrados até as datas de 2018, de 2017 e de 2016 e as 

suas respectivas quantidades de dígitos são:  

 

2଼ଶ.ହ଼ଽ.ଽଷଷ െ 1  ሺ24.862.048 dígitosሻ
2଻଻.ଶଷଶ.ଽଵ଻ െ 1 ሺ23.249.425 dígitosሻ
2଻ସ.ଶ଴଻.ଶ଼ଵ െ 1 ሺ22.338.618 dígitosሻ

 

 

VI) O número composto  2ଵଽଷ െ 1 é, realmente, muito grande. Foi, com auxílio 

de computador, que se conseguiu determinar os fatores primos deste número, 

que também são grandes números: 

 

𝑝 ൌ 13.821.503
𝑞 ൌ 61.654.440.233.248.340.616.559

𝑟 ൌ 14.732.265.321.145.317.331.353.282.383

 ∴ 2ଵଽଷ െ 1 ൌ 𝑝. 𝑞. 𝑟

 

 

VII) Há uma importante identidade na fatoração utilizada para provar certas 

afirmações sobre números primos e compostos, que é a identidade de Sophie 

Germain, enunciada a seguir. Dados 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, vale a igualdade: 

 

𝑎ସ ൅ 4𝑏ସ ൌ ሺ𝑎ଶ ൅ 2𝑏ଶ ൅ 2𝑎𝑏ሻ. ሺ𝑎ଶ ൅ 2𝑏ଶ െ 2𝑎𝑏ሻ. Isto pois: 

 𝑎ସ ൅ 4𝑏ସ ൌ 𝑎ସ ൅ 4𝑎ଶ𝑏ଶ ൅ 4𝑏ସ െ 4𝑎ଶ𝑏ଶ ൌ ሺ𝑎ଶ ൅ 2𝑏ଶሻଶ െ 4𝑎ଶ𝑏ଶ ൌ

ሺ𝑎ଶ ൅ 2𝑏ଶ ൅ 2𝑎𝑏ሻ. ሺ𝑎ଶ ൅ 2𝑏ଶ െ 2𝑎𝑏ሻ 

 

VIII) A relações de paridade dos números inteiros são, normalmente, utilizadas nas 

provas de Casos Particulares do Último Teorema de Fermat. Assim, se P e I 

denotam, respectivamente, em ℤ, os subconjuntos referentes aos números 

pares e aos números ímpares, então, tem-se: 

 

P ൌ ሼ2𝑘; 𝑘 ∈ ℤሽ  e  I ൌ ሼ2𝑘 ൅ 1;  𝑘 ∈ ℤሽ 

P ∩ I ൌ ∅  e  P ∪ I ൌ ℤ 
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                                  Sendo  𝑥 e 𝑦 inteiros arbitrários ሺpares ou ímparesሻ ⟹

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

𝑥,𝑦 ∈ P

𝑥,𝑦 ∈ I

 𝑥 ∈ P e 𝑦 ∈ I

𝑥 ∈ I e 𝑦 ∈ P

  

    Verifica-se na soma algébrica ሺേሻ e multiplicação ሺ . ሻ entre 𝑥 e 𝑦: 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 ⟹ ሺ𝑥 േ 𝑦ሻ ∈ 𝑃 𝑒 ሺ𝑥.𝑦ሻ ∈ 𝑃  

𝑥,𝑦 ∈ 𝐼 ⟹ ሺ𝑥 േ 𝑦ሻ ∈ 𝑃 𝑒 ሺ𝑥.𝑦ሻ ∈ 𝐼 

𝑥 ∈ 𝑃 e 𝑦 ∈ 𝐼 ⟹ ሺ𝑥 േ 𝑦ሻ ∈ 𝐼 e ሺ𝑥.𝑦ሻ ∈ 𝑃 

𝑥 ∈ 𝐼 𝑒 𝑦 ∈ 𝑃 ⟹ ሺ𝑥 േ 𝑦ሻ ∈ 𝐼 𝑒 ሺ𝑥.𝑦ሻ ∈ 𝑃 

 

IX) As ternas de números inteiros positivos ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ com 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ 1, que 

satisfazem a equação Xଶ ൅ Yଶ ൌ Zଶ são denominadas ternas pitagóricas 

primitivas e o triângulo retângulo de catetos 𝑥 e 𝑦 e hipotenusa 𝑧 é chamado 

de triângulo pitagórico primitivo. Assim, estas ternas podem ser escritas na 

seguinte forma, considerando ainda os inteiros positivos 𝑎, 𝑏 com 𝑎 ൐ 𝑏:     

𝑥 ൌ 𝑎ଶ െ 𝑏ଶ, 𝑦 ൌ 2𝑎𝑏  e  𝑧 ൌ 𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ. Esta relação é bastante útil na prova 

do Último Teorema de Fermat para o caso 𝑛 ൌ 4. 

 

X) Um importante conceito é que apenas em domínios de fatoração única ou 

domínios fatoriais, diz-se que primos e irredutíveis representam os mesmos 

números. Isto, de fato, ocorre no conjunto dos inteiros e, assim, neste conjunto, 

tem-se o conceito de decomposição em “produto de primos” para o Teorema 

Fundamental da Aritmética (TFA). Contudo, há outros anéis, além dos 

inteiros, em que o conceito do TFA se relaciona à decomposição em um 

“produto de irredutíveis”. Note, no exemplo a seguir, que não há uma 

fatoração única, mas, sim, uma escolha entre possíveis formas de fatoração: 

12 ൌ  2ଶ. 3 ൌ ሺ1 ൅ √11𝑖ሻ. ൫1 െ √11𝑖൯ ൌ ൫2 ൅ √8𝑖൯. ൫2 െ √8𝑖൯ 

XI) O conceito dos Inteiros de Eisenstein foi muito importante na realização da 

prova do Último Teorema de Fermat para o caso  𝑛 ൌ 3, especialmente no que 

se refere ao estudo de suas formas fatoradas. Tem-se que os Inteiros de 

Eisenstein são certos domínios de integridade, que podem ser escritos da 
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forma a seguir, tendo 𝑤 como unidade: 

ℤሾ𝑤ሿ ൌ ሼ𝑥 ൅ 𝑦.𝑤 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤሽ  com  𝑤 ൌ
െ1 ൅ √െ3

2
ൌ 𝑒ቀ

ଶగ௜
ଷ ቁ 

Pode-se tomar ainda os números 𝛼ଵ e  𝛼ଶ, inteiros de mesma paridade, que 

possuem a seguinte relação: 

𝛼ଵ ൌ 2𝑥 െ 𝑦  e  𝛼ଶ ൌ 𝑦 

 

Assim, equivalentemente, tem-se que Inteiros de Eisenstein são números 

presentes no corpo ℚൣ√െ3 ൧ e que podem ser escritos da seguinte forma: 

ሺ𝛼ଵ ൅ 𝛼ଶ√െ3ሻ
2

 com 𝛼ଵ ≡ 𝛼ଶ ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ 

Note que: 

𝑤ଶ ൌ 𝑤ഥ ൌ
െ1 െ √െ3

2
ൌ 𝑒ቀି

ଶగ௜
ଷ ቁ 

 

Observe, em relação à prova do Último Teorema de Fermat ሺ𝑛 ൌ 3ሻ, a 

importância da seguinte relação na análise das formas fatoradas no anel dos 

Inteiros de Eisenstein: 

 

𝑥ଷ ൅ 𝑦ଷ ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦ሻ. ሺ𝑥ଶ െ 𝑥𝑦 ൅ 𝑦ଶሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦ሻ. ሺ𝑥 ൅ 𝑤𝑦ሻ. ሺ𝑥 ൅ 𝑤ଶ𝑦ሻ 

 

Observando ainda o anel ℤሾ√െ3ሿ e o número 4 (elemento do anel), afirma-se 

que o anel não é um domínio fatorial, pois 4 ൌ 2.2 ൌ ൫1 ൅ √െ3൯. ൫1 െ √െ3൯. 

 

XII) No texto, faz-se menção a uma importante honraria matemática, denominada 

Medalha Fields, prêmio concedido apenas a matemáticos com menos de 40 

anos. Andrew Wiles, infelizmente, completou essa idade na época da 

demonstração do “Último Teorema de Fermat”, fato que o tornou inelegível a 

concorrer ao prêmio. Wiles, contudo, recebeu diversas honrarias por suas 

importantes contribuições às ciências exatas. Destaca-se que a citada medalha 

é concedida, a cada quatro anos, no Congresso da União Internacional de 

Matemática, tendo sido o brasileiro Artur Ávila um dos condecorados no ano 

de 2014. A insígnia da medalha traz, em um dos seus lados, a figura de 
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Arquimedes e uma citação a ele atribuída. Do outro lado, há também a 

seguinte frase escrita em latim: “Matemáticos do mundo inteiro reunidos 

deram este prêmio por seus escritos extraordinários”. 

 

XIII) Recentemente, desvendou-se um mistério de 65 anos sobre a seguinte questão: 

“Existem três números ao cubo cuja soma seja 42?” Por exemplo, tem-se que 

29 ൌ 3ଷ ൅ 1ଷ ൅ 1ଷ, mas há outros números insolúveis nesta forma de escrita 

algébrica. Em relação à questão inicial e após grande esforço matemático e 

computacional, obteve-se o seguinte resultado: 

                                             

XIV) Na prova do Caso Particular em que 𝑛 ൌ 7, a seguinte identidade algébrica 

tem grande utilidade: 

ሺ𝐗 ൅ 𝐘 ൅ 𝐙ሻ𝟕 െ ሺ𝐗𝟕 ൅ 𝐘𝟕 ൅ 𝐙𝟕ሻ ൌ 

ൌ 7ሺX ൅ Yሻ. ሺX ൅ Zሻ. ሺY ൅ Zሻ. ሾሺXଶ ൅ Yଶ ൅ Zଶ ൅ XY ൅ XZ ൅ YZሻଶ ൅ XYZ. ሺX ൅ Y ൅ Zሻ 

 

XV) Euler escreveu uma das mais belas fórmulas matemáticas que relaciona cinco 

importantes números, que são 0, 1, 𝑒,𝜋, 𝑖: 

𝒆𝒊𝝅 ൅ 𝟏 ൌ 𝟎 ⟹ 𝒆𝒊𝝅 ൌ 𝐜𝐨𝐬ሺ𝝅ሻ ൅ 𝒊. 𝒔𝒆𝒏ሺ𝝅ሻ ൌ െ𝟏 

Assim, a partir desta identidade, tem-se que todo número complexo pode ser 

escrito da seguinte forma: 

𝑧 ൌ 𝑟. ൫cosሺ𝜃ሻ ൅ 𝑖. 𝑠𝑒𝑛ሺ𝜃ሻ൯ ൌ 𝑟. 𝑒௜ఏ 
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Euler fez esta descoberta verificando as seguintes identidades das séries de 

Taylor: 

𝑠𝑒𝑛ሺ𝜃ሻ ൌ
𝜃
1!
െ
𝜃ଷ

3!
൅
𝜃ହ

5!
െ⋯ , 

𝑐𝑜𝑠ሺ𝜃ሻ ൌ 1 െ
𝜃ଶ

2!
൅
𝜃ସ

4!
െ⋯ , 

𝑒௜ఏ ൌ 1 ൅
𝑖𝜃
1!
൅
ሺ𝑖𝜃ሻଶ

2!
൅
ሺ𝑖𝜃ሻଷ

3!
൅
ሺ𝑖𝜃ሻସ

4!
൅⋯. 

E ainda: 

cosሺ𝜃ሻ ൅ 𝑖. 𝑠𝑒𝑛ሺ𝜃ሻ ൌ 𝑒௜ఏ

cosሺ𝜃ሻ െ 𝑖. 𝑠𝑒𝑛ሺ𝜃ሻ ൌ 𝑒ି௜ఏ
ቑ ⟹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑠𝑒𝑛ሺ𝜃ሻ ൌ

𝑒௜ఏ െ 𝑒ି௜ఏ

2𝑖

cosሺ𝜃ሻ ൌ
𝑒௜ఏ ൅ 𝑒ି௜ఏ

2

 

 

XVI) O produto de dois números, em que, cada um deles é igual à soma de dois 

quadrados, também é igual a uma soma de outros dois quadrados, observando 

a relação algébrica a seguir: 

ሺ𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶሻ. ሺ𝑐ଶ ൅ 𝑑ଶሻ ൌ ሺ𝑎𝑐 ൅ 𝑏𝑑ሻଶ ൅ ሺ𝑎𝑑 െ 𝑏𝑐ሻଶ ൌ

ൌ ሺ𝑎𝑐 െ 𝑏𝑑ሻଶ ൅ ሺ𝑎𝑑 ൅ 𝑏𝑐ሻଶ 

Pode-se fazer a seguinte exemplificação numérica para melhor ilustrar o que 

se afirmou acima: 

൞

61 ൌ 25 ൅ 36 ൌ 5ଶ ൅ 6ଶ                                                              
65 ൌ 49 ൅ 16 ൌ 7ଶ ൅ 4ଶ                                                               
61.65 ൌ ሺ6.4 ൅ 5.7ሻଶ ൅ ሺ6.7 െ 5.4ሻଶ ൌ 59ଶ ൅ 22ଶ ൌ 3965
61.65 ൌ ሺ6.4 െ 5.7ሻଶ ൅ ሺ6.7 ൅ 5.4ሻଶ ൌ 11ଶ ൅ 62ଶ ൌ 3965

 

 

XVII) Em 1989, houve um episódio da Série de Televisão “Jornada nas Estrelas”, 

ambientado no Século XXIV, em que o personagem fictício Jean-Luc Picard, 

Almirante da Frota Estelar, fala que, talvez, o Último Teorema de Fermat 

seja “um tipo de enigma que jamais resolvamos”. Contudo, neste caso, a 

ficção extrapolou a realidade, já que supôs que este problema ficaria em aberto 

por, pelo menos, 700 anos ou, provavelmente, jamais seria resolvido. Sabe-se 

que Andrew Wiles concluiu a demonstração ainda no Século XX. Esse 

episódio retrata a complexidade da proposição intuída por Fermat e 

demonstrada por Wiles. 
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3.2 Atividades Matemáticas 

 

I) Dizemos que um número natural é legal quando for soma de dois naturais 

consecutivos e também for soma de três naturais consecutivos. Mostre que 

2001 é legal, mas 1999 e 2002 não são legais. Mostre ainda que 2001ଶ଴଴ଵ é 

legal (Olimpíada Brasileira de Matemática). 

 

II) Prove que se 𝑛 é ímpar, então  𝑛ଶ െ 1  é múltiplo de  8. 

 

III) Prove que, para qualquer número inteiro 𝑘, os números 𝑘  e  𝑘ହ sempre 

terminam com o mesmo algarismo. 

 

IV) Mostre que 𝑎଻ ≡ 𝑎 ሺ𝑚𝑜𝑑 21ሻ para todo inteiro 𝑎. 

 

V) Ache o resto da divisão de 1ହ ൅ 2ହ ൅ ⋯൅ 183ହ por 5 (Exame Nacional de 

Qualificação do PROFMAT). 

 

VI) Mostre que o número 43ଵ଴ଵ ൅ 23ଵ଴ଵ é divisível por 66, considerando 

verdadeira a seguinte afirmação com 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ e 𝑛 ∈ ℕ: ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ | ሺ𝑎௡ െ 𝑏௡ሻ 

 

VII) Mostre que, para todo 𝑛 ∈ ℕ, a fração  
ଶଵ௡ାସ

ଵସ௡ାଷ
  é irredutível. 

 

VIII) Determine todos os pares  𝑥,𝑦 ∈ ℤ da equação elíptica  Y³ ൌ  X² ൅  2. 

 

IX) Mostre que logଵ଴3 é um número irracional. 

 

X) Mostre, como consequência direta do Último Teorema de Fermat, que            

√2೙  representa um número irracional. 
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XI) Seja a função 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଽ ൅ ଵ

௫వ
  com domínio em ቄ𝑥 ∈ ℝା

∗  | 𝑥ଶ ൅ ଵ

௫మ
ൌ 4ቅ e 

contradomínio em ℝ.  𝑓ሺ𝑥ሻ pode assumir qual dentre os seguintes números? 

(Magistério de Matemática – Prefeitura de Maricá) 

153√6, 156√6, 204√6, 208√6      e   147√6  

 

XII) Utilizando uma planilha Excel, solicitar que os alunos encontrem uma Terna 

Fermatiana Quíntupla ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ com todos não nulos satisfazendo a equação 

Xହ ൅ Yହ ൌ Zହ. 

 

XIII) Mostre que ℤൣ𝑖√7൧ não é um Domínio de Fatoração Única (DFU). 

 

XIV) Determinar três elementos inversíveis no anel  ℤൣ√6 ൧. 

 

XV) Elencar os elementos inversos e as unidades do anel A, determinado a seguir: 

 

A ൌ ቊ
𝑎 ൅ 𝑏√5

2
, tal que: 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ 𝑒 𝑎 ≡ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻቋ 

 

XVI) Utilizando o conceito de norma, mostre que se 𝑓 e 𝑔 são inteiros que, 

individualmente, representam uma soma de dois quadrados, então o produto 

𝑓.𝑔 também é uma soma de dois quadrados. 

 

XVII) No Capítulo anterior, utilizou-se um resultado sem demonstrá-lo. O seu 

enunciado é: 

Para 𝑥,𝑦 e 𝑝 ∈ ℕ com 𝑝 primo, tem-se: 

𝑥 ≡ 𝑦  ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ   ⟹   𝑥௣ ≡ 𝑦௣ ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ଶሻ 

Apresentou-se ainda um caso particular ሺ𝑝 ൌ 5ሻ: 

𝑥 ≡ 𝑦  ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ   ⟹   𝑥ହ ≡ 𝑦ହ ሺ𝑚𝑜𝑑 5ଶሻ 

Elabore uma demonstração para o caso geral. 
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XVIII) Prove que se 𝑎 e 𝑏 são números reais positivos, tais que 𝑎ଷ ൌ 𝑎 ൅ 1  e          

𝑏଺ ൌ 𝑏 ൅ 3𝑎,  então:  𝑎 ൐ 𝑏 (Olimpíada Brasileira de Matemática). 

 

XIX) Mostre que: 

𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 0 ⟹ 𝑎ଷ ൅ 𝑏ଷ ൅ 𝑐ଷ ൌ 3𝑎𝑏𝑐 

 

XX) Quantos restos diferentes são possíveis na divisão de 𝑛ଶ por 11, sendo 𝑛 um 

número natural? (Instituto Militar de Engenharia) 

 

XXI) Sabendo-se que o resultado de: 12x11x10x … x3x2x1 ൅ 14 é divisível 

por 13, qual é o resto da divisão do número 13x12x … x3x2x1 por 169? 

(Colégio Naval) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



83 
 

3.3 Soluções das Atividades Matemáticas 

 

I) Sendo 𝑛 um número natural, a soma de dois naturais consecutivos tem a 

seguinte representação: 2𝑛 ൅ 1, ou seja, é um ímpar e a de três naturais 

consecutivos: 3. ሺ𝑛 ൅ 1ሻ, ou seja, é um múltiplo de 3. Assim, pela definição 

do enunciado, um número legal é um número ímpar e múltiplo de 3.  

Portanto, 2001 é legal, mas 1999 e 2002 não são. ▄ 

 

Como 2001 é ímpar, tem-se que o número 2001ଶ଴଴ଵ, na sua forma fatorada, 

não apresenta o 2 como fator, sendo, assim, um ímpar. Sabe-se também que:  

2001ଶ଴଴ଵ ൌ ሺ3ሻଶ଴଴ଵ. ሺ667ሻଶ଴଴ଵ é um múltiplo de 3.  

Portanto, 2001ଶ଴଴ଵ é legal. ▄ 

 

II) 𝑛 é ímpar ⟹ 𝑛 ൌ 2𝑘 ൅ 1; 𝑘 ∈ ℤ 

𝑛ଶ െ 1 ൌ ሺ𝑛 ൅ 1ሻ. ሺ𝑛 െ 1ሻ ൌ ሺ2𝑘 ൅ 2ሻ. ሺ2𝑘ሻ ൌ 4. 𝑘. ሺ𝑘 ൅ 1ሻ 

Sendo 𝑘 um inteiro qualquer, tem-se que  𝑘 ≡ 0 ou 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ. De onde se 

conclui: 

 𝑘 ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ ⟹ 𝑘. ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ 

 𝑘 ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ ⟹ 𝑘. ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ 

 Assim, para qualquer inteiro 𝑘, tem-se que 2 | 𝑘. ሺ𝑘 ൅ 1ሻ 

Portanto: 8 | 4.𝑘. ሺ𝑘 ൅ 1ሻ ൌ 𝑛ଶ െ 1 ▄ 

 

III) Mostrar que um inteiro e a sua quinta potência apresentam sempre o mesmo 

algarismo das unidades é equivalente a mostrar que 𝑘ହ ≡ 𝑘 ሺ𝑚𝑜𝑑 10ሻ. Tais 

números podem ser colocados da seguinte forma com 𝑎ଵ, 𝑎ଶ ∈ ሼ0,1, … ,9ሽ:  

𝑘 ൌ ሺ10𝑏ଵ ൅ 𝑎ଵሻ e  𝑘ହ ൌ ሺ10𝑏ଶ ൅ 𝑎ଶሻ. Assim, 𝑎ଶ ≡ 𝑎ଵ ሺ𝑚𝑜𝑑 10ሻ. 

Sendo 𝑘 um inteiro qualquer, tem-se que  𝑘 ≡ 0 ou 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ. De onde se 

conclui: 

 𝑘 ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ ⟹ 𝑘ହ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ. Logo, 𝑘ହ ≡ 𝑘 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ. 

 𝑘 ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ ⟹ 𝑘ହ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ. Logo, 𝑘ହ ≡ 𝑘 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ. 

 Logo, 𝑘ହ ≡ 𝑘 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ para qualquer inteiro 𝑘. 

 Pelo PTF, 𝑘ହ ≡ 𝑘 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ. 
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 Como 𝑚𝑑𝑐 ሺ2, 5ሻ ൌ 1, pode-se afirmar que: 

𝑘ହ ≡ 𝑘 ሺ𝑚𝑜𝑑 10ሻ ▄ 

 

IV) Sendo 𝑎 um inteiro qualquer, tem-se que  𝑎 ≡ 0, 1  ou  2 ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ. De onde 

se conclui: 

 𝑎 ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ ⟹ 𝑎଻ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ. Logo, 𝑎଻ ≡ 𝑎 ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ 

 𝑎 ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ ⟹ 𝑎଻ ≡ 1 ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ. Logo, 𝑎଻ ≡ 𝑎 ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ 

 𝑎 ≡ 2 ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ ⟹ 𝑎଻ ≡ 2଻ ≡ 2 ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ. Logo, 𝑎଻ ≡ 𝑎 ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ 

 Assim, 𝑎଻ ≡ 𝑎 ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ para qualquer inteiro 𝑎 

 Tem-se ainda, pelo PTF, que 𝑎଻ ≡ 𝑎 ሺ𝑚𝑜𝑑 7ሻ 

Portanto: 𝑎଻ ≡ 𝑎 ሺ𝑚𝑜𝑑 21ሻ, pois 𝑚𝑑𝑐 ሺ3, 7ሻ ൌ 1 ▄ 

  

V) Pode-se afirmar que 𝑛ହ ≡ n ሺmod 5ሻ, conforme PTF.  

Assim: 

1ହ ൅ 2ହ ൅ ⋯൅ 183ହ ≡ 1 ൅ 2 ൅⋯൅ 183 ൌ
ሺ184ሻ. ሺ183ሻ

2
 ሺmod 5ሻ 

ሺ184ሻ. ሺ183ሻ
2

ൌ ሺ92ሻ. ሺ183ሻ ≡ 2.3 ≡ 1ሺmod 5ሻ 

Portanto, a resposta é 1. 

 

VI) Como ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ | ሺ𝑎௡ െ 𝑏௡ሻ, sendo 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ e 𝑛 ∈ ℕ, então tomando o 

exemplo 𝑎 ൌ 43  e  𝑏 ൌ െ23 e ainda 𝑛 ൌ 101, tem-se, portanto que: 

43 െ ሺെ23ሻ | ሺ43ሻଵ଴ଵ െ ሺെ23ሻଵ଴ଵ ∴  66 | 43ଵ଴ଵ ൅ 23ଵ଴ଵ 

Portanto, o número 43ଵ଴ଵ ൅ 23ଵ଴ଵ é divisível por 66. ▄ 

 

VII) Deve-se mostrar que 𝑚𝑑𝑐 ሺ21𝑛 ൅ 4, 14𝑛 ൅ 3ሻ ൌ 1. 

𝑚𝑑𝑐 ሺ21𝑛 ൅ 4, 14𝑛 ൅ 3ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ21𝑛 ൅ 4 െ 14𝑛 െ 3, 14𝑛 ൅ 3ሻ ൌ 

ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ7𝑛 ൅ 1, 14𝑛 ൅ 3ሻ ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ7𝑛 ൅ 1, 14𝑛 ൅ 3 െ 14𝑛 െ 2ሻ ൌ 

ൌ 𝑚𝑑𝑐 ሺ7𝑛 ൅ 1, 1ሻ ൌ 1 ▄ 
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VIII) Considerando ሺ𝑥,𝑦ሻ ∈ ℤଶ um ponto da equação elíptica  Y³ ൌ  X² ൅  2, 

temos: 

𝑦ଷ ൌ 𝑥ଶ ൅ 2 ൌ ൫𝑥 ൅ √2. 𝑖൯. ൫𝑥 െ √2. 𝑖൯ 

Como 𝑚𝑑𝑐 ቀ൫𝑥 ൅ √2. 𝑖൯, ൫𝑥 െ √2. 𝑖൯ቁ ൌ 1, então são cubos os seguintes 

fatores: 

൫𝑥 ൅ √2. 𝑖൯  e  ൫𝑥 െ √2. 𝑖൯ 

Daí, pode-se concluir a existência de inteiros p e q, tais que: 

 ൫𝑥 ൅ √2. 𝑖൯ ൌ ൫𝑝 ൅ 𝑞√2. 𝑖൯
ଷ
ൌ 𝑝ଷ െ 6𝑝𝑞ଶ ൅ ሺ3𝑝ଶ𝑞 െ 2𝑞ଷሻ.√2. 𝑖 ⟹ 

1 ൌ 𝑞. ሺ3𝑝ଶ െ 2𝑞ଶሻ ⟹ ൜
𝑞 ൌ 1
𝑝 ൌ േ1 

𝑥 ൌ 𝑝ଷ െ 6𝑝𝑞ଶ ⟹ 𝑥 ൌ േ5 ⟹ 𝑥ଶ ൌ 25 ⟹ 𝑦ଷ ൌ 27 ⟹ 𝑦 ൌ 3. 

Portanto: ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ ሺേ5, 3ሻ ▄ 

 

IX) Suponha que ser racional o seguinte número com 𝑝 e 𝑞 inteiros positivos e 

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑝, 𝑞ሻ ൌ 1 para se tomar uma fração irredutível: 

Logଵ଴3 ൌ
p
q
൐ 0 ⟹ 10

ቀ௣௤ቁ ൌ 3 

∴ 10௣ ൌ 3௤ ⟹ 2௣. 5௣ ൌ 3௤ 

Contudo, como 2, 3 e 5 são primos e irredutíveis no anel dos inteiros, tem-se 

que a igualdade  2௣. 5௣ ൌ 3௤ trata-se de um absurdo pela questão da fatoração 

única.  

Portanto: Logଵ଴3 é um número irracional. ▄ 

 

X) Tomemos os inteiros não nulos 𝑎 e 𝑏, tais que: 

√2೙ ൌ  
𝑎
𝑏

  ⟹  2 ൌ ቀ
𝑎
𝑏
ቁ
௡
ൌ
𝑎௡

𝑏௡
  ⟹   𝑎௡ ൌ 2𝑏௡    ⟹   𝑎௡ ൌ 𝑏௡ ൅ 𝑏௡    

Tendo-se, assim, uma terna ሺ𝑏, 𝑏,𝑎ሻ como uma solução não trivial para o 

Último Teorema de Fermat, o que é um absurdo.  

Portanto: √2೙  é um número irracional ▄ 
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XI) Nesta função, tem-se: 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଽ ൅

1
𝑥ଽ

                             

Dom ൌ ൜𝑥 ∈ ℝା
∗  | 𝑥ଶ ൅

1
𝑥ଶ

ൌ 4ൠ

Cd ൌ ℝ                                             
Im ൌ ?                                              

                                          

 

  𝑓ሺ𝑥ሻ assume qual valor?  153√6, 156√6, 204√6, 208√6   e  147√6 . 

  

Como: 

൜
ሺ𝑥 ൅ 𝑦ሻଶ ൌ 𝑥ଶ ൅ 2𝑥𝑦 ൅ 𝑦ଶ               
𝑥ଷ ൅ 𝑦ଷ ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦ሻ. ሺ𝑥ଶ െ 𝑥𝑦 ൅ 𝑦ଶሻ

 

Sabe-se que: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥ଷሻଷ ൅ ሺ𝑥ିଷሻଷ ൌ ሺ𝑥ଷ ൅ 𝑥ିଷሻ.ቆ𝑥଺ െ 𝑥ଷ. 𝑥ିଷᇣᇧᇤᇧᇥ
ୀଵ

൅ 𝑥ି଺ቇ 

ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑥ିଵሻ.ቆ𝑥ଶ െ 𝑥. 𝑥ିଵᇣᇤᇥ
ୀଵ

൅ 𝑥ିଶቇ ቈሺ𝑥ଶ ൅ 𝑥ିଶሻ.ቆ𝑥ସ െ 𝑥ଶ. 𝑥ିଶᇣᇧᇤᇧᇥ
ୀଵ

൅ 𝑥ିସቇ െ 1቉ 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑥ିଵሻ. ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑥ିଶ െ 1ሻ. ሾሺ𝑥ଶ ൅ 𝑥ିଶሻ. ሺ𝑥ସ ൅ 𝑥ିସ െ 1ሻ െ 1ሿ 

Assim: 

ሺ𝑥 ൅ 𝑥ିଵሻଶ ൌ ቆ𝑥ଶ ൅ 𝑥ିଶᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ୀସ

൅ 2ቇ ൌ 6 

⟹ ሺ𝑥 ൅ 𝑥ିଵሻ ൌ √6ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௫ ∈ ℝశ

∗

 

ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑥ିଶሻଶ ൌ 16 ൌ ሺ𝑥ସ ൅ 𝑥ିସ ൅ 2ሻ 

⟹ ሺ𝑥ସ ൅ 𝑥ିସሻ ൌ 14 

∴ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √6. ሺ4 െ 1ሻ. ሾሺ4ሻ. ሺ14 െ 1ሻ െ 1ሿ ൌ 153√6 ▄ 

 

XII) Na atividade, objetiva-se fazer os alunos testarem possíveis soluções de 

Ternas Fermatianas Quíntuplas através do recurso didático do Excel. 

Obviamente, estas não serão encontradas. 

 

XIII) Tomemos o domínio: ℤ ൣ𝑖 √7 ൧ ൌ ൛ 𝑎 ൅ 𝑏𝑖√7;  𝑎, 𝑏 ∈  ℤ ൟ 

Tem-se que 2 é um elemento de ℤ ൣ𝑖 √7 ൧, que divide o produto a seguir: 

൫1 ൅ 𝑖√7൯. ൫1 െ 𝑖√7൯ ൌ 2ଷ ൌ 8 
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Contudo, 2 não divide ൫1 ൅ 𝑖√7൯, pois, caso dividisse, existiria um elemento 

൫𝑎 ൅ 𝑏𝑖√7൯ tal que ൫1 ൅ 𝑖√7൯ ൌ 2. ൫𝑎 ൅ 𝑏𝑖√7൯ ൌ 2𝑎 ൅ 2𝑏𝑖√7 

Pois, se a suposição fosse verdadeira, teríamos: 

൞
2𝑎 ൌ 1 ⟹ 𝑎 ൌ

1
2
∉ ℤ

2𝑏 ൌ 1 ⇒ 𝑏 ൌ
1
2
∉ ℤ

 

De fato, 2 não divide ൫1 ൅ 𝑖√7൯ e, por analogia, também não divide 

൫1 െ 𝑖√7൯. Da mesma forma, 2 não é dividido por estes números. 

Logo: 

2, ൫1 ൅ 𝑖√7൯ e ൫1 െ 𝑖√7൯ são elementos irredutíveis em ℤൣ𝑖√7൧ 

Portanto: ℤൣ𝑖√7൧ não é um DFU. 

Pois o elemento 8 apresenta duas formas distintas de fatoração em 

irredutíveis. ▄ 

 

XIV) Seja  𝜃 ൌ 𝑎 ൅ 𝑏√6 ∈ ℤൣ√6 ൧, então, para se determinar os elementos 

inversíveis, coloca-se:  𝑁ሺ𝜃ሻ ൌ 𝑎ଶ െ 6𝑏ଶ ൌ േ1. 

𝑎 ൌ 0 ⟹െ6𝑏ଶ ൌ േ1 ⟹ 𝑏 ൌ േඨ
1
6

  𝑜𝑢  𝑏 ൌ േඨ
1
6
𝑖 ⟹ 𝑏 ∉ ℤ 

𝑎 ൌ 1 ⟹െ6𝑏ଶ ൌ 0  ou െ 6𝑏ଶ ൌ െ2 ⟹ 𝑏 ൌ 0  ou  𝑏 ൌ േඨ
1
3

 ⟹ 

⟹ 𝑏 ൌ 0 (𝜃 ൌ 𝑎 ൅ 𝑏√6 ൌ 1 ൅ 0.√6 ൌ 1 ⟶ unidade trivial) 

𝑎 ൌ 2 ⟹െ6𝑏ଶ ൌ െ3  ou െ 6𝑏ଶ ൌ െ5 ⟹ 𝑏 ൌ േඨ
1
2

  ou  𝑏 ൌ േඨ
5
6

 ⟹ 

⟹ 𝑏 ∉ ℤ 

𝑎 ൌ 3 ⟹െ6𝑏ଶ ൌ െ8  ou െ 6𝑏ଶ ൌ െ10 ⟹ 𝑏 ൌ േඨ
4
3

  ou  𝑏 ൌ േඨ
5
3

 ⟹ 

⟹ 𝑏 ∉ ℤ 

𝑎 ൌ 4 ⟹െ6𝑏ଶ ൌ െ15  ou െ 6𝑏ଶ ൌ െ17 ⟹ 𝑏 ൌ േඨ
5
2

  ou  𝑏 ൌ േඨ
17
6

  

⟹ 𝑏 ∉ ℤ 
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𝑎 ൌ 5 ⟹െ6𝑏ଶ ൌ െ24  ou െ 6𝑏ଶ ൌ െ26 ⟹ 𝑏 ൌ േ2  ou  𝑏 ൌ േඨ
13
3

 ⟹ 

⟹ 𝑏 ൌ േ2 (𝜃 ൌ 𝑎 ൅ 𝑏√6 ൌ 5 ൅ 2√6  ou  5 െ 2√6   ⟶  unidades não  

triviaisሻ 

Portanto, os elementos inversíveis e unidades em  ℤൣ√6 ൧ são: 

1,   5 ൅ 2√6    e   5 െ 2√6 ▄ 

 

XV) Sabe-se que o anel A possui unidade e elemento inverso, se e somente se, a 

sua norma, nos inteiros, é dada por: 𝑁ሺ𝐴ሻ ൌ േ1. 

𝑁ሺ𝐴ሻ ൌ
൫𝑎 ൅ 𝑏√5൯

2
.
൫𝑎 െ 𝑏√5൯

2
ൌ േ1 ⟹ 𝑎ଶ െ 5𝑏ଶ ൌ േ4 

𝑎 ൌ േ1 ⟹ 𝑎ଶ ൌ 1 ⟹ ቄ െ5𝑏ଶ ൌ 3
െ5𝑏ଶ ൌ െ5

⟹ 𝑏 ൌ േ1 

𝑎 ൌ േ1 e 𝑏 ൌ േ1 ⟹
൫𝑎 ൅ 𝑏√5൯

2
ൌ
൫േ1 േ √5൯

2
 

𝑎 ൌ േ2 ⟹ 𝑎ଶ ൌ 4 ⟹ ቄ െ5𝑏ଶ ൌ 0
െ5𝑏ଶ ൌ െ8

⟹ 𝑏 ൌ 0 

𝑎 ൌ േ2 𝑒 𝑏 ൌ 0 ⟹
൫𝑎 ൅ 𝑏√5൯

2
ൌ േ1 

São unidades e elementos inversos de A: 

 
൫േଵേ√ହ൯

ଶ
 

 േ1 

 𝑎ଵ e 𝑏ଵ ∈ ℤ, tais que െ 5𝑏ଵ
ଶ ൌ േ4 െ 𝑎ଵ

ଶ 

Pode-se destacar o seguinte ponto:  

െ5𝑏ଵ
ଶ ൌ േ4 െ 𝑎ଵ

ଶ ⇔ േቆ
𝑎ଵ ൅ 𝑏ଵ√5

2
ቇ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

௔భ ୣ  ௕భ  ୥ୣ୰ୟ୫   
൫௔ା௕√ହ൯

ଶ  ୙୒୍ୈ୅ୈ୉ୗ
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Na determinação das unidades de A, verifica-se que estas estruturas 

apresentam a seguinte forma, sendo 𝑛 inteiro ou zero: 

േቆ
1 ൅ √5

2
ቇ

௡

 

XVI) Sejam 𝑎, 𝑏, 𝑐 e 𝑑 inteiros tais que 𝑓 ൌ 𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ  e  𝑔 ൌ 𝑐ଶ ൅ 𝑑ଶ. Então,  𝑓.𝑔 ൌ 

 ൌ ሺ𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶሻ. ሺ𝑐ଶ ൅ 𝑑ଶሻ ൌ Nሺ𝑎 ൅ 𝑖𝑏ሻ. Nሺ𝑐 ൅ 𝑖𝑑ሻ ൌ N൫ሺ𝑎 ൅ 𝑖𝑏ሻ. ሺ𝑐 ൅ 𝑖𝑑ሻ൯ 

ൌ N൫ሺ𝑎𝑐 െ 𝑏𝑑ሻ ൅ 𝑖ሺ𝑎𝑑 ൅ 𝑏𝑐ሻ൯ ൌ ሺ𝑎𝑐 െ 𝑏𝑑ሻଶ ൅ ሺ𝑎𝑑 ൅ 𝑏𝑐ሻଶ ൌ 𝑓.𝑔 ▄ 

XVII) Sejam os naturais, a seguir, tomados a partir da seguinte hipótese: 

𝑥 ≡ 𝑦  ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௣  ௡௔௧௨௥௔௟ ௣௥௜௠௢

 

Sem perda de generalidade, suponha ainda 𝑦 ൒ 𝑥. 

Assim, utilizando o seguinte resultado: 

𝑥 ≡ 𝑦 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑘ሻ   ⟹  𝑥௜ ≡ 𝑦௜  ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑘ሻ  para  𝑖,𝑘 ∈ ℕ 

Afirma-se que: 

𝑥௣ ≡ 𝑦௣ ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ ⟹ ൜
𝑦௣ െ 𝑥௣ ൌ 𝑘.𝑝;  𝑘 ∈ ℕ
𝑦௣ െ 𝑥௣ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ

 

Tem-se ainda que: ሺ𝑦 െ 𝑥ሻ௣ ≡ 𝑦௣ െ 𝑥௣ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ 

E também: 𝑥 ≡ 𝑦 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ  ⟹  ሺ𝑦 െ 𝑥ሻ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ 

Ao fim, tem-se o seguinte: 

ሺ𝑦 െ 𝑥ሻ௣ ൌ ሺ𝑦 െ 𝑥ሻ. ሺ𝑦௣ିଵ ൅ 𝑥𝑦௣ିଶ ൅ 𝑥ଶ𝑦௣ିଷ ൅ ⋯൅ 𝑥௣ିଷ𝑦ଶ ൅ 𝑥௣ିଶ𝑦 ൅ 𝑥௣ିଵሻ 

ሺ𝑦௣ିଵ ൅ 𝑥𝑦௣ିଶ ൅ 𝑥ଶ𝑦௣ିଷ ൅ ⋯൅ 𝑥௣ିଷ𝑦ଶ ൅ 𝑥௣ିଶ𝑦 ൅ 𝑥௣ିଵሻ ≡ 𝑝. 𝑥௣ିଵሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ி௔௭௘௡ௗ௢:   ௫≡௬ ሺ௠௢ௗ ௣ሻ

 

𝑦௣ െ 𝑥௣ ≡ ሺ𝑦 െ 𝑥ሻ௣ ≡ ሺ𝑦 െ 𝑥ሻ.𝑝. 𝑥௣ିଵሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ሻ 

⟹ 𝑦௣ െ 𝑥௣ ൌ ሺ𝑘ଵ.𝑝ሻ. ሺ𝑘ଶ.𝑝ሻ ൌ 𝑘.𝑝ଶ 

⟹ 𝑥௣ ≡ 𝑦௣ ሺ𝑚𝑜𝑑 𝑝ଶሻ ▄ 
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XVIII) Sendo 𝑎 e 𝑏 são números reais positivos: 

𝑎ଷ ൌ 𝑎 ൅ 1 ⟹ ሺ 𝑎ଷሻଶ ൌ ሺ𝑎 ൅ 1ሻଶ     

                    ⟹ 𝑎଺ ൌ 𝑎ଶ ൅ 2𝑎 ൅ 1 

                    ⟹ ሺ𝒂𝟔 െ 𝒂ሻ ൌ 𝒂𝟐 ൅ 𝒂 ൅ 𝟏 

                 𝑏଺ ൌ 𝑏 ൅ 3𝑎 ⟹ ሺ𝒃𝟔 െ 𝒃ሻ ൌ 𝟑𝒂   

               ሺ𝑎 െ 1ሻଶ ൒ 0 ⟹ 𝑎ଶ ൅ 1 ൒ 2𝑎 ⟹ 𝑎ଶ ൅ 𝑎 ൅ 1 ൒ 3𝑎 

               ⟹ ሺ𝑎଺ െ 𝑎ሻ ൒ ሺ𝑏଺ െ 𝑏ሻ ⟹ ሺ𝑎଺ െ 𝑏଺ሻ ൒ ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ 

               ⟹ ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ.൭𝑎ହ ൅ 𝑎ସ. 𝑏 ൅ 𝑎ଷ. 𝑏ଶ ൅ 𝑎ଶ. 𝑏ଷ ൅ 𝑎𝑏ସ ൅ 𝑏ହᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ୀ୏வଵ,   ୮୭୧ୱ ୟ,ୠஹଵ

൱ ൒ ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ 

               ⟹ ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ. K ൒ ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ  com  K ൐ 1 

               ⟹ ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ. ሺK െ 1ሻ ൒ 0 ⟹ ሺ𝑎 െ 𝑏ሻ ൒ 0 ⟹ 𝑎 ൒ 𝑏, pois  K ൐ 1. 

              Assim: 𝑎 ൌ 𝑏 ou  𝑎 ൐ 𝑏. 

              Assumindo 𝑎 ൌ 𝑏, tem-se: 

𝑎 ൌ 𝑏 ⟹ ൜
ሺ𝑎଺ െ 𝑎ሻ ൌ ሺ𝑏଺ െ 𝑎ሻ ൌ 𝑎ଶ ൅ 𝑎 ൅ 1
ሺ𝑏଺ െ 𝑏ሻ ൌ ሺ𝑎଺ െ 𝑎ሻ ൌ 3𝑎               

 

𝑎 ൌ 𝑏 ⟹ 𝑎ଶ ൅ 𝑎 ൅ 1 ൌ 3𝑎 ⟹ 𝑎ଶ െ 2𝑎 ൅ 1 ൌ ሺ𝑎 െ 1ሻଶ ൌ 0 ⟹ 𝑎 ൌ 1 

            Considerando: 𝑎 ൌ 𝑏 ൌ 1, verifica-se ሺ1଺ െ 1ሻ ് 3. ሺ1ሻ. 

            Portanto:  𝑎 ൐ 𝑏. ▄ 

 

XIX) 𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 0 ⟹ 𝑎 ൅ 𝑏 ൌ െ𝑐 ⟹ ሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻଷ ൌ ሺെ𝑐ሻଷ ൌ െ𝑐ଷ 

⟹ 𝑎ଷ ൅ 3𝑎ଶ𝑏 ൅ 3𝑎𝑏ଶ ൅ 𝑏ଷ ൌ െ𝑐ଷ ⟹ 𝑎ଷ ൅ 𝑏ଷ ൅ 𝑐ଷ ൌ െሺ3𝑎ଶ𝑏 ൅ 3𝑎𝑏ଶሻ 

  ⟹ 𝑎ଷ ൅ 𝑏ଷ ൅ 𝑐ଷ ൌ െ3𝑎𝑏 ሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻᇣᇧᇤᇧᇥ
ୀି௖

ൌ ሺെ3𝑎𝑏ሻ. ሺെ𝑐ሻ 

   ⟹ 𝑎ଷ ൅ 𝑏ଷ ൅ 𝑐ଷ ൌ 3𝑎𝑏𝑐 ▄ 
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XX) Para a resolução deste exercício, tem-se que são 6 (seis) os restos possíveis, 

conforme pode-se verificar na tabela a seguir: 

 

𝒏 ≡ 𝒌𝟏ሺ𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟏ሻ ⟹ 𝒏𝟐 ≡ ሺ𝒌𝟏ሻ𝟐ሺ𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟏ሻ 

𝒌𝟏 ሺ𝒌𝟏ሻ𝟐 

0ത 0ത 

േ1ത 1ത 

േ2ത 4ത 

േ3ത 9ത 

േ4ത 16തതതത ൌ 5ത 

േ5ത 25തതതത ൌ 3ത 

 

XXI) Seja N ൌ 12x11x10x … x3x2x1 

N ൅ 14 ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 13ሻ ⟹ N ≡ െ14 ≡ െ14 ൅ 26 ≡ 12 ሺ𝑚𝑜𝑑 13ሻ 

Assim, N é um número da forma N ൌ 13k ൅ 12 

                  13x12x … x3x2x1 ൌ 13N ൌ 13. ሺ13k ൅ 12ሻ ൌ 13ଶ𝑘 ൅ ሺ13ሻ. ሺ12ሻ 

                  13x12x … x3x2x1 ൌ 169𝑘 ൅ 156 ≡ 𝟏𝟓𝟔 ሺ𝑚𝑜𝑑 169ሻ. 

                  Portanto, o resto que se pede é 𝟏𝟓𝟔. ▄ 
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CONCLUSÃO 

 

Neste trabalho, realizou-se uma fundamentação teórica em Aritmética e em Teoria 

Algébrica e uma breve apresentação histórica para subsidiarem o entendimento das etapas 

necessárias à demonstração do Último Teorema de Fermat – UTF ሺ𝑛 ൌ 5ሻ e, 

adicionalmente, para facilitarem a realização das atividades propostas, que reforçam e 

complementam aspectos teóricos, focalizados na demonstração principal. 

Possivelmente, pela densidade das demonstrações deste texto, este proporcionará 

um aumento da maturidade matemática aos seus mais persistentes leitores. De fato, o 

entendimento das estruturas lógicas, bem como o encadeamento dos passos das 

demonstrações tendem a levar os seus leitores à necessidade de elaboração e de 

reelaboração de diferentes ideias algébricas. 

O público que irá ler este trabalho deve ser constituído, principalmente, por 

professores de matemática, alunos de graduação em ciências exatas, autodidatas e alunos 

de ensino médio com boa curiosidade matemática.  

No desenvolvimento deste trabalho, assumiu-se o pressuposto de que tanto o 

compêndio teórico como as atividades propostas são suficientes, pelo menos, para o 

entendimento da ideia geral do UTF ሺ𝑛 ൌ 5ሻ. 

A proposta didática desta Dissertação vai além da apresentada no Capítulo de 

curiosidades, exemplos e atividades, pois, idealmente, espera-se que os passos da 

demonstração sejam refeitos sem consulta ao seu texto base após a leitura do trabalho. 

Um ponto de destaque é que a relevância da leitura do teorema não está no 

conhecimento da demonstração por si só, mas, sim, no desenvolvimento do “pensamento 

matemático”, responsável pelo desenvolvimento contínuo de novas ideias matemáticas. 

Almeja-se que este trabalho acadêmico sirva de importante fonte de consulta na 

Base de Dados das Dissertações do PROFMAT para os leitores desta temática. 
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APÊNDICE – Prova dos Lemas da Equação Fermatiana Quíntupla 

 

Serão provados os Lemas 1 e 2, que se aplicam, exclusivamente, às potências 

quíntuplas.  

Em ambos os Lemas, utiliza-se o conceito dos Inteiros do Anel de Dedekind, 

denotados por A. Os Inteiros de Dedekind (A) são um anel de inteiros no corpo ℚሺ√5ሻ. 

A ൌ ℤ ቈ
1 ൅ √5

2
቉ 

Os inteiros 𝜆, elementos de A, podem ser escritos da seguinte forma: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜆 ൌ

𝑤ଵ ൅ 𝑤ଶ√5
2

           

com 𝑤ଵ ≡ 𝑤ଶ ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௪భ ௘  ௪భ ௧ê௠ ௔ ௠௘௦௠௔

௣௔௥௜ௗ௔ௗ௘

 

Temos também que os elementos inversíveis de A representam as suas unidades.  

Assim: 

𝜆 ൌ
𝑤ଵ ൅ 𝑤ଶ√5

2
  

É unidade de A, se e somente se, a sua norma, definida por  𝑁: A ⟶ ℤ, é 

representada por: 

𝑁ሺ𝜆ሻ ൌ
ሺ𝑤ଵ ൅ 𝑤ଶ√5ሻ

2
.
ሺ𝑤ଵ െ 𝑤ଶ√5ሻ

2
ൌ
ሺ𝑤ଵ

ଶ െ 5𝑤ଶ
ଶሻ

4
ൌ േ1 

Neste caso, afirma-se ainda: 𝑤ଵ
ଶ െ 5𝑤ଶ

ଶ ൌ േ4. 

Sabe-se que as unidades de A podem ser representadas por elementos que 

apresentam a seguinte forma, onde e representa um número inteiro: 

േቆ
1 ൅ √5

2
ቇ

ୣ

 

Destaca-se que os elementos de A podem ser escritos, de forma única, como um 

produto de potências de primos.  
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No caso, os primos são também irredutíveis, pois temos domínios fatoriais. Tal 

argumento pode ser verificado com o exemplo dos números 2 e √5 em que ambos são 

elementos primos e irredutíveis em A. 

Nas demonstrações, a seguir, serão analisadas as potências quíntuplas de A. 

 

Lema 1 – Para o Teorema da Equação Fermatiana Quíntupla 

 

Sejam 𝑎 e 𝑏 inteiros não negativos com: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 1;𝑎 ≢ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ; 5 ∤ 𝑎;  e 5 | 𝑏 

 Se ሺ𝒂𝟐 െ 𝟓𝒃𝟐ሻ é a quinta potência de um elemento do Anel A, então 

 existem 𝑐 e 𝑑, inteiros não nulos, tais que: 

ቐ
𝑎 ൌ 𝑐. ሺ𝑐ସ ൅ 50𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 125𝑑ସሻ

𝑏 ൌ 5𝑑. ሺ𝑐ସ ൅ 10𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସሻ
 

onde: 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐,𝑑ሻ ൌ 1;  𝑐 ≢ 𝑑 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ;  e  5 ∤  𝑐. 

 

Prova: Verifica-se, uma vez provada a existência dos inteiros não nulos 𝑐  e  𝑑, que os 

números inteiros 𝑎  e  𝑏 podem ser escritos da seguinte forma: 

ቐ
𝑎 ൌ 𝑐. ሺ𝑐ସ ൅ 50𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 125𝑑ସሻ 

𝑏 ൌ 5𝑑. ሺ𝑐ସ ൅ 10𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସሻ  
 

Tem-se que  𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐,𝑑ሻ  ൌ 1,  pois  𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ  ൌ 1ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ௗ௔ ௛௜௣ó௧௘௦௘

.  

Logo, 𝑐  e  𝑑 não são ambos pares.  

Assim, estudando ainda as paridades de 𝑎  e  𝑏, a partir das paridades de 𝑐  e  𝑑, tem-se 

que 𝑐  e  𝑑 não podem ser ambos ímpares, pois, caso contrário, 𝑎 e 𝑏 seriam ambos pares, 

contrariando, desta forma, a hipótese de que 𝑎 ≢ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ. 

Portanto, 𝑐  e  𝑑 apresentam diferentes paridades. 

Sabe-se ainda que 𝑏 é múltiplo de 5. Tem-se ainda: 

5  |  𝑏 ⟹ 5 ∤  𝑎ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ⟹
௠ௗ௖ ሺ௔,௕ሻୀଵ

5 ∤  𝑐 
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Provemos, nos passos seguintes, a existência de 𝑐 e 𝑑.  

Afirmação 1 – Sendo 𝑎  e  𝑏 inteiros não negativos e tomando ainda os inteiros  ℎ  e  𝑘, 

tais que ℎ ≡ 𝑘 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ, pode-se afirmar que se: 

𝑎 ൅ 𝑏√5 ൌ ቆ
ℎ ൅ 𝑘√5

2
ቇ

ହ

∈  Anel Aᇱ  de  ℚ൫√5൯ 

Então, ℎ 𝑒 𝑘 são pares. 

Observe que: 

  
ℎ ൅ 𝑘√5

2
∈  Anel A 

Mas há ainda o Anel 𝐴’, gerado a partir das quintas potências dos elementos do Anel 𝐴. 

Sabe-se que ℎ  e  𝑘 possuem a mesma paridade. 

Tem-se, para a prova da Afirmação 1, a seguinte equivalência: 

2ହ. ൫𝑎 ൅ 𝑏√5 ൯ ൌ 2ହ.ቆ
ℎ ൅ 𝑘√5

2
ቇ

ହ

 

Desenvolvendo-a e ainda supondo, por contradição, que ℎ  e  𝑘 sejam ímpares, tem-se: 

2ହ𝑎 ൅ 2ହ𝑏√5 ൌ ሺℎହ ൅ 50ℎଷ𝑘ଶ ൅ 125ℎ𝑘ସሻ ൅ ሺ5ℎସ𝑘 ൅ 50ℎଶ𝑘ଷ ൅ 25𝑘ହሻ.√5 

2ହ𝑏 ൌ 5𝑘. ሺℎସ ൅ 10ℎଶ𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସሻ 

Sendo 𝑘 ímpar, tem-se que 2ହ divide ሺℎସ ൅ 10ℎଶ𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସሻ, se e somente se: 

ሺℎସ ൅ 10ℎଶ𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସሻ ൌ 2ହ𝜆 ൌ 32𝜆;   𝜆 ∈ ℤ 

Em linguagem de congruências, pode-se escrever: 

ሺℎସ ൅ 10ℎଶ𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସሻ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ 

Com a suposição de ℎ  e  𝑘 sendo números ímpares e estudando ainda as suas 

congruências em um Sistema Completo de Resíduos (módulo 8), conclui-se que as 

possíveis representações destes ímpares são as seguintes: 

ℎ ≡ േ1;  േ3  ሺ𝑚𝑜𝑑 8ሻ
e

𝑘 ≡ േ1;  േ3  ሺ𝑚𝑜𝑑 8ሻ
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Verifica-se ainda: 

ℎଶ ≡ 1    ou    9 ሺ𝑚𝑜𝑑 16ሻ 

Porque se tem: 

ℎଶ ൌ ሺ8𝑘 ൅ 𝑎ଵሻଶ ൌ 64𝑘ଶ ൅ 16𝑘𝑎ଵ ൅ 𝑎ଵ
ଶ   ൌ 16. ሺ4𝑘ଶ ൅ 𝑘𝑎ଵሻ ൅ 𝑎ଵ

ଶ ≡ 𝑎ଵ
ଶ ≡ 

≡ 1  ou  9 ሺ𝑚𝑜𝑑 16ሻ   com   𝑎ଵ ∈  ሼേ1,േ3ሽ 

Observa-se também que: 

ℎସ ≡ 1   ou   17 ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ 

Como 81 ≡ 17 ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ e, ainda utilizando o raciocínio análogo ao da prova de ℎଶ, 

chega-se a esta conclusão para ℎସ. 

Analogamente, 𝑘ଶ ≡ 1   ou   9 ሺ𝑚𝑜𝑑 16ሻ  e  𝑘ସ ≡ 1   ou   17 ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ.  

Logo, sabe-se que tanto ℎସ como 𝑘ସ são côngruos (módulo 32) a 1 ou a 17. 

Como se verificam os seguintes resultados: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ℎଶ ≡ 1  ou  9 ሺ𝑚𝑜𝑑 16ሻ

90 ≡ 26 ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ         
       

10 ≡ 10 ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ         

 

Pode-se considerar, para 10ℎଶ e para 10ℎଶ𝑘ଶ, as seguintes equivalências (módulo 32): 

ቐ
10ℎଶ ≡ 10  ou  26  ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ             

10ℎଶ𝑘ଶ ≡ 10𝑘ଶ  ou  26𝑘ଶ ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ
 

Portanto, considerando estas equivalências, tem-se: 

ሺℎସ ൅ 10ℎଶ𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସሻ ≡ 1 ൅ 10𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ 

ou 

ሺℎସ ൅ 10ℎଶ𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସሻ ≡ 17 ൅ 26𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ 

Assim, examinando todas as possibilidades, conclui-se, que, considerando módulo 32, 

ሺℎସ ൅ 10ℎଶ𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସሻ será sempre côngruo aos casos apresentados em ሺ𝑖ሻ ou ሺ𝑖𝑖ሻ: 
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(i) 1 ൅ 10𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସ ≡

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

1 ൅ 10 ൅ 5 ≡ 16 ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ para 𝑘 ൌ േ1     

ou

1 ൅ 90 ൅ 5.81 ≡ 16 ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ para 𝑘 ൌ േ3

 

 

(ii) 17 ൅ 26𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସ ≡

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

17 ൅ 26 ൅ 5 ≡ 16 ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ para 𝑘 ൌ േ1         

ou

17 ൅ 26.9 ൅ 5.81 ≡ 16 ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ para 𝑘 ൌ േ3

 

Logo, conclui-se que: 

ሺℎସ ൅ 10ℎଶ𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସሻ ≡ 2ସ ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ 

E, portanto, chega-se a uma contradição, pois: 

ሺℎସ ൅ 10ℎଶ𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସሻ ≡ 16 ≢ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 32ሻ 

Utilizando-se da técnica da prova por contradição, desejava-se, provar, de início, que:   

ሺℎସ ൅ 10ℎଶ𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସሻ ൌ 2ହ𝜆;   𝜆 ∈ ℤ, com ℎ e 𝑘 ímpares 

Contudo, chegou-se, assim, a uma conclusão diferente: 

 ሺℎସ ൅ 10ℎଶ𝑘ଶ ൅ 5𝑘ସሻ ് 2ହ𝜆 

Portanto: 

ℎ  e  𝑘 são pares. ▄ 

Em sequência, deve-se ainda provar: 

Afirmação 2 – Sendo o Anel 𝐴ᇱ um anel de inteiros de ℚሺ√5ሻ  e   𝑎 ൅ 𝑏√5 , 𝑎 െ 𝑏√5 ∈

𝐴ᇱ, tem-se que: 

𝑚𝑑𝑐 ൫𝑎 ൅ 𝑏√5;   𝑎 െ 𝑏√5൯ ൌ 1 
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Suponha, por absurdo, a existência de um primo e irredutível 𝑑, elemento do Anel 𝐴′, 

então: 

ቐ
൫𝑎 ൅ 𝑏√5൯  ൌ  𝑘ଵ.𝑑

൫𝑎 െ 𝑏√5൯  ൌ  𝑘ଶ.𝑑
, com  𝑘ଵ,𝑘ଶ ∈ 𝐴′ 

Somando  ሺ𝑘ଵ.𝑑ሻ  a  ሺ𝑘ଶ.𝑑ሻ , obtém-se: 

൫𝑎 ൅ 𝑏√5൯ ൅ ൫𝑎 െ 𝑏√5൯ ൌ 2𝑎 ൌ ሺ𝑘ଵ ൅ 𝑘ଶሻ.𝑑 ⟹ 𝑑  |  2𝑎 

Subtraindo  ሺ𝑘ଵ.𝑑ሻ  de  ሺ𝑘ଶ.𝑑ሻ , obtém-se: 

൫𝑎 ൅ 𝑏√5൯ െ ൫𝑎 െ 𝑏√5൯ ൌ 2𝑏.√5 ൌ ሺ𝑘ଵ െ 𝑘ଶሻ.𝑑 ⟹ 𝑑  | ൫2𝑏.√5൯ 

Assim: 

 ൝
2𝑎 ൌ 𝑑.𝑤ଵ     

e
2𝑏√5 ൌ 𝑑.𝑤ଶ

 ⟹ 𝑑 | 2𝑎  e  𝑑 | 2𝑏.√5  ⟹  ൝
𝑑 | 2𝑎                  

e
 𝑑 | 2𝑏  ou d |√5

 ⇔   ሺ𝑖ሻ   ou   ሺ𝑖𝑖ሻ 

(i) ⟹  𝑑 | 2𝑎   e  𝑑 | 2𝑏  

Como 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎 , 𝑏ሻ ൌ 1  e  𝑑 é divisor comum de 2𝑎  e  2𝑏, pode-se garantir que: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ2𝑎 , 2𝑏ሻ ൌ 2. ቈ𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎 , 𝑏ሻᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ୀଵ

቉ ൌ 2 ൌ 𝑑 

Suponha, por absurdo, que: 

𝑚𝑑𝑐 ൫𝑎 ൅ 𝑏√5;   𝑎 െ 𝑏√5൯ ൌ 2 

Note que o Lema 1 estabelece 𝑎  e  𝑏 como inteiros não negativos com paridades 

distintas.   

Sabe-se que: 

𝑑 ൌ 2 ൌ 𝑚𝑑𝑐 ൫𝑎 ൅ 𝑏√5;    𝑎 െ 𝑏√5൯  ⇔  𝑎 ≡ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ 

Isto contraria a hipótese do Lema.  

Logo, 𝑑 ൌ 2 é um absurdo.  

Assim, garante-se que 𝑚𝑑𝑐 ൫𝑎 ൅ 𝑏√5;  𝑎 െ 𝑏√5൯ ് 2. 
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Observe que 2 é primo e irredutível no Anel 𝐴′. 

(ii)  ⟹  𝑑 | 2𝑎  e  𝑑 | √5  

Tem-se que √5 é primo e irredutível no Anel 𝐴ᇱ  (domínio fatorial).  

Supondo que se tome, também em 𝐴ᇱ, um elemento 𝑑 que seja primo e irredutível, então 

existe um outro elemento 𝜃, inversível e unidade no anel, de modo que se observa: 

√5 ൌ 𝑑.𝜃  ⇔  𝑑 ൌ √5.𝛽 com 𝛽 ൌ 𝜃ିଵ 

De fato, 𝜃  e  𝛽 são elementos inversíveis e unidades em 𝐴ᇱ. 

Suponha, por absurdo, que 𝑑  |  √5, então escreve-se: 

√5 ൌ 𝑑.𝜃  e  𝑑 ൌ √5.𝛽, sendo 𝜃 e 𝛽 unidades em 𝐴ᇱ 

Mas tem-se ainda que: 

𝑑  ห  2𝑎 ⟹ ൫√5.𝛽൯  ห  2𝑎 

Assim: 

൫√5.𝛽൯ |  2𝑎 ⟹ 2𝑎 ൌ ൫√5.𝛽൯.𝑤 

De forma que: 

 𝑤 ∈ 𝐴′ 

Como: 

2𝑎 ൌ √5. ሺ𝛽.𝑤ሻ  ⟹  4𝑎ଶ ൌ 5. ሺ𝛽.𝑤ሻଶ  ⟹  5 | 𝑎ଶ  ⟹  5 | 𝑎 

Tem-se, portanto, uma contradição da hipótese do Lema.  

Logo, nossa suposição é falsa e ainda: 

𝑑 ∤ √5 

Em virtude das suposições iniciais de  ሺ𝑖ሻ  e  ሺ𝑖𝑖ሻ serem falsas, conclui-se que 𝑑 ൌ 1  é 

unidade no Anel 𝐴′ e único divisor de  𝑎 ൅ 𝑏√5   e  𝑎 െ 𝑏√5. 

Portanto: 

𝑚𝑑𝑐 ൫𝑎 ൅ 𝑏√5,𝑎 െ 𝑏√5൯ ൌ 1. ▄ 
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Provados os argumentos das afirmações 1  e  2, retoma-se a sequência da demonstração. 

Conforme o Lema 1: 

ሺ𝑎ଶ െ 5𝑏ଶሻ é um elemento do  Anel 𝐴′ e representa uma quinta potência de um Anel 𝐴 

com 𝑎  e  𝑏 inteiros não negativos e: 

𝑎 ≢ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ 

Assim, pode-se reescrever  ሺ𝑎ଶ െ 5𝑏ଶሻ  da seguinte forma: 

 ሺ𝑎ଶ െ 5𝑏ଶሻ ൌ ൫𝑎 ൅ 𝑏√5 ൯. ൫𝑎 െ 𝑏√5 ൯ 

São ainda elementos de A′, representando as quintas potências de 𝐴: 

𝑎 ൅ 𝑏√5     e    𝑎 െ 𝑏√5 ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௣௢௜௦ ௠ௗ௖ ൫௔ା௕√ହ,   ௔ି௕√ହ൯ୀଵ

 

Observe que existem 𝑚  e  𝑛 inteiros, tais que: 

𝑚 ≡ 𝑛 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ  ⟹  
𝑚 ൅ 𝑛√5

2
∈ 𝐴 

Pode-se escrever ainda em um domínio fatorial: 

𝑎 ൅ 𝑏√5 ൌ ቆ
𝑚 ൅ 𝑛√5

2
ቇ

ହ

 

Como provado na Afirmação 1, 𝑚 e 𝑛 são pares.  

Dessa forma: 

𝑚 ≡ 𝑛 ≡ 0  ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ 

Fazendo: 

𝑚 ൌ 2𝜆ଵ   e   𝑛 ൌ 2𝜆ଶ 

E considerando: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 1    e    𝑎 ≢ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ௗ௔ ௛௜௣ó௧௘௦௘
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Realiza-se a expansão do seguinte binômio: 

𝑎 ൅ 𝑏√5 ൌ ቆ
𝑚 ൅ 𝑛√5

2
ቇ

ହ

 

Para, assim, verificar que: 

𝜆 ଵ ≢ 𝜆ଶ ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ 

Logo: 

𝑎 ൅ 𝑏√5 ൌ ൫𝜆 ଵ ൅ 𝜆ଶ√5൯
ହ

  

De maneira que se tem: 

 ቐ
𝑎 ≢ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ  

𝜆 ଵ ≢ 𝜆ଶሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ
 

Portanto, são elementos irredutíveis no Anel 𝐴ᇱ: 

𝑎 ൅ 𝑏√5    e    𝜆 ଵ ൅ 𝜆ଶ√5 

Pode-se considerar a seguinte unidade: 

1஺ᇲ ൌ 𝜆 ′ଵ ൅ 𝜆′ଶ√5 

De modo que seja ainda uma unidade no Anel 𝐴ᇱ. 

Como se sabe que: 

𝜆′ ଵ ≢ 𝜆ᇱଶ ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ 

Tem-se: 

𝑎 ൅ 𝑏√5 ൌ ൫𝜆 ଵ ൅ 𝜆ଶ√5൯
ହ

. ൫𝜆 ′ଵ ൅ 𝜆′ଶ√5൯ 

Considerando: 

𝑡 ൌ 2. 𝜆′ ଵ   e   𝑢 ൌ 2. 𝜆′ଶ  ⟹  𝑡 ≡ 𝑢 ≡ 0  ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ 

Reescreve-se: 

𝑎 ൅ 𝑏√5 ൌ ቆ
𝑚 ൅ 𝑛√5

2
ቇ

ହ

.ቆ
𝑡 ൅ 𝑢√5

2
ቇ

ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
ୀଵಲᇲ
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Onde: 

ቐ
𝑚 ≡ 𝑛 ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ

  𝑡 ≡ 𝑢 ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ
 

Tem-se também que: 

𝑚 ൅ 𝑛√5
2

   e   
𝑡 ൅ 𝑢√5

2
 ∈ A 

Como se tem ainda: 

𝑡 ≡ 𝑢 ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ 

Pode-se afirmar que: 

𝑡 ൅ 𝑢√5
2

  é  unidade de  𝐴′  

Para mostrar que este elemento é uma unidade e é inversível neste anel, deve-se 

estabelecer que: 

A sua norma valha  േ1 

A função norma é dada por: 

൜𝑁:𝐴′ ⟶ ℤ           
𝑧 ⟶ 𝑁ሺ𝑧ሻ ൌ 𝑧. 𝑧̅

 

ሼ𝑧 ∈ 𝐴′ | 𝑧 é inversívelሽ  ⇔  ሼ𝑁ሺ𝑧ሻ ൌ േ1 em ℤሽ  

Portanto: 

𝑁ሺ𝑧ሻ ൌ
ሺ𝑡 ൅ 𝑢√5ሻ

2
.
ሺ𝑡 െ 𝑢√5ሻ

2
ൌ
ሺtଶ െ 5𝑢ଶሻ

4
ൌ േ1 ⟹  tଶ െ 5𝑢ଶ ൌ േ4 

 

Seja também: 

ቆ
𝑚 ൅ 𝑛√5

2
ቇ

ହ

ൌ ቆ
𝑚ᇱ ൅ 𝑛ᇱ√5

2
ቇ 
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Observada a seguinte relação: 

ቐ
𝑚 ≡ 𝑛 ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ  

𝑚ᇱ ≡ 𝑛ᇱ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ
 

De forma que se conclui: 

൫𝑚 ൅ 𝑛√5൯
ହ
ൌ 16𝑚ᇱ ൅ 16𝑛ᇱ√5 ⟹ 

ሺ𝑚ହ ൅ 50𝑚ଷ𝑛ଶ ൅ 125𝑚𝑛ସሻ ൅ ሺ5𝑚ସ𝑛 ൅ 50𝑚ଶ𝑛ଷ ൅ 25𝑛ହሻ√5 ൌ 16𝑚ᇱ ൅ 16𝑛ᇱ√5 ⇔ 

 ⇔  ቐ
16𝑚ᇱ ൌ 𝑚ହ ൅ 50𝑚ଷ𝑛ଶ ൅ 125𝑚𝑛ସ ≡ 𝑚ହ ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ

 16𝑛ᇱ ൌ 5𝑚ସ ൅ 50𝑚ଶ𝑛ଷ ൅ 25𝑛ହ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ         
 

Portanto, tem-se: 

ቐ
16𝑚ᇱ ≡ 𝑚ହ ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ

16𝑛ᇱ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ   
 

De acordo com o PTF, verifica-se a relação: 

𝑚ହ ≡ 𝑚 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ 

Dessa forma: 

16𝑚ᇱ ≡ 𝑚ହ ≡ 𝑚 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ 

Logo: 

16𝑛ᇱ ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ ⟹ 5  | 16𝑛ᇱ ⟹  5  | 𝑛ᇱ 

Seja: 

𝑎 ൅ 𝑏√5 ൌ ቆ
𝑚ᇱ ൅ 𝑛ᇱ√5

2
ቇ .ቆ

𝑡 ൅ 𝑢√5
2

ቇ ⟹ 

⟹ 4𝑎 ൅ 4𝑏√5 ൌ ൫𝑚ᇱ ൅ 𝑛ᇱ√5൯. ൫𝑡 ൅ 𝑢√5൯ ⟹ 

⟹ 4𝑎 ൅ 4𝑏√5 ൌ ሺ𝑚ᇱ𝑡 ൅ 5𝑛ᇱ𝑢ሻ ൅ ሺ𝑚ᇱ𝑢 ൅ 𝑛ᇱ𝑡ሻ.√5 ⇔ ൝
4𝑎 ൌ 𝑚ᇱ𝑡 ൅ 5𝑛ᇱ𝑢

4𝑏 ൌ 𝑚ᇱ𝑢 ൅ 𝑛ᇱ𝑡
 

 



116 
 

Supondo que: 

5  |  𝑚ᇱ ⟹ 5  |  ሺ4𝑎 ൌ 𝑚ᇱ𝑡 ൅ 5𝑛ᇱ𝑢ሻ 

Assim, 5 deveria dividir 𝑎, o que, portanto, é uma contradição.  

Logo: 

5 ∤  𝑚ᇱ 

 Afirma-se: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

16𝑚ᇱ ≡ 𝑚 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ଵ଺ ≡ ଵ ሺ௠௢ௗ ହሻ

⟹ 𝑚ᇱ ≡ 𝑚 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ

𝑚ᇱ ≡ 𝑚 ≢ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ

5 ∤  𝑚    e    5  |  𝑛′

 

Como:  

5 divide 𝑏ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ௗ௔ ௛௜௣ó௧௘௦௘

 

Deve-se garantir que: 

5  | ሺ𝑚ᇱ𝑢ሻ  ⟹  5  | 𝑢ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௣௢௜௦ ହ  ∤  ௠ᇲ 

 

Fazendo  𝑢 ൌ 0  em: 

𝑡ଶ െ 5𝑢ଶ  ൌ േ4 ⟹  𝑡 ൌ േ2  (soluções inteiras) 

E observando ainda: 

𝑎 ൅ 𝑏√5 ൌ ቆ
𝑚 ൅ 𝑛√5

2
ቇ

ହ

.ቆ
േ2 ൅ 0.√5

2
ቇ ൌ േቆ

𝑚 ൅ 𝑛√5
2

ቇ

ହ

 

 

Considerando 𝑚, 𝑛, 𝑐   e  𝑑, enunciados no Lema 1 e tomados da seguinte forma:  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑐 ൌ േ

𝑚
2

 

𝑑 ൌ േ
𝑛
2
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Com a relação anterior e tomando 𝑢 ൌ 0, tem-se: 

Uma prova da existência dos inteiros não nulos  𝑐  𝑒  𝑑. 

Para que todas as possibilidades sejam cobertas e a prova, portanto, concluída, deve-se 

supor  𝑢 ് 0 e considerar a seguinte unidade de 𝐴′: 

𝑡 ൅ 𝑢√5
2

ൌ േ1 

Considere uma equação da forma: 

ሺtଶ െ 5𝑢ଶሻ
4

ൌ േ1 

Note que existe uma solução genérica do tipo: 

𝑡 ൅ 𝑢√5
2

ൌ േቆ
1 ൅ √5

2
ቇ

௘

 

Já se analisou o caso em que   𝑒 ൌ 0: 

𝑒 ൌ 0 ⟹  𝑡 ൌ േ1   e   𝑢 ൌ 0 

Assim, ficaremos agora restritos ao caso em que  𝑒 ് 0  para estudarmos as soluções 

genéricas, conforme apresentado acima. 

Observe que, em relação aos números a seguir, um é o inverso multiplicativo do outro: 

1 ൅ √5
2

     e    
െ1 ൅ √5

2
 

Assume-se que  𝑒 ൐ 1: 

ቐ
 𝑒 ൌ 1  ⟹   𝑢 ൌ േ1 ሺimpossívelሻ

5  |  𝑢                                                   
 

Logo, escreve-se assim: 

േ2௘ିଵ. ൫𝑡 ൅ 𝑢√5൯ ൌ ൫1 േ √5൯
௘
⟹ 

േ2௘ିଵ𝑡 േ 2௘ିଵ𝑢√5 ൌ ቀ
𝑒
0ቁ1௘൫േ√5൯

଴
൅ ቀ

𝑒
1ቁ1௘ିଵ൫േ√5൯

ଵ
൅ ቀ

𝑒
2ቁ1௘ିଶ൫േ√5൯

ଶ
൅ ⋯ 
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Sabe-se que a parcela: 

േ2௘ିଵ.𝑢√5 

Corresponde às somas da expansão binomial de: 

൫1 േ √5൯
௘
 

Em que se apresentam as potências ímpares para o termo  േ√5. 

Desta forma: 

േ2௘ିଵ.𝑢√5 ൌ 𝑒. ൫േ√5൯ ൅ ቀ
𝑒
3ቁ . ൫േ√5൯

ଷ
൅ ቀ

𝑒
5ቁ . ൫േ√5൯

ହ
൅ ⋯ 

േ2௘ିଵ.𝑢√5 ൌ 𝑒. ൫േ√5൯ ൅ 5 ቀ
𝑒
3ቁ . ൫േ√5൯ ൅ 5ଶ ቀ

𝑒
5ቁ . ൫േ√5൯ ൅ ⋯ 

േ2௘ିଵ.𝑢 ൌ 𝑒 ൅ 5 ቀ
𝑒
3ቁ ൅ 5ଶ ቀ

𝑒
5ቁ ൅ ⋯ 

2௘ିଵ.𝑢 ≡ േ𝑒 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ 

Tem-se que: 

൝
5  |  𝑢 ⟹ 5  |  𝑒 ⟹ 2௘ିଵ.𝑢 ≡ േ𝑒 ≡ 0 ሺ𝑚𝑜𝑑 5ሻ

 
𝑒 ൌ 5𝑓  com  𝑓 ∈ ℤ 

 

Assim, reescreve-se a relação: 

𝑚൅ 𝑛√5
2

.ቆ
1 േ √5

2
ቇ

௙

ൌ
𝑐ᇱ ൅ 𝑑ᇱ√5

2
 

Sendo: 

 𝑐ᇱ ≡ 𝑑ᇱ ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ 

 

Garante-se que: 

 𝑎 ൅ 𝑏√5 ൌ േቆ
𝑐ᇱ ൅ 𝑑ᇱ√5

2
ቇ

ହ
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Retomando  𝑐  e  𝑑  do Lema 1, verifica-se: 

𝑐 ൌ േ
𝑐′
2

    e    𝑑 ൌ േ
𝑑′
2

 

Portanto, estabelecida esta relação: 

Conclui-se a prova de existência dos inteiros não nulos 𝑐 e 𝑑. ▄ 

 

 

Lema 2 – Para o Teorema da Equação Fermatiana Quíntupla 

 

Sejam 𝑎 e 𝑏 inteiros não negativos e ímpares com: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 1;  𝑎 ≢ 𝑏 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ; 5 ∤ 𝑎;  e 5 | 𝑏 

 Se  
൫𝒂𝟐ି𝟓𝒃𝟐൯

𝟒
  é a quinta potência de um elemento do Anel A, então: 

 existem 𝑐 e 𝑑, inteiros não nulos, tais que: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑎 ൌ

𝑐. ሺ𝑐ସ ൅ 50𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 125𝑑ସሻ
16

𝑏 ൌ
5𝑑. ሺ𝑐ସ ൅ 10𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସሻ

16

 

onde: 𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐,𝑑ሻ ൌ 1;  𝑐  e  𝑑 ímpares;  e  5 ∤  𝑐. 

 

Prova: Analogamente ao Lema 1, tem-se: 

𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 1 ⟹𝑚𝑑𝑐 ሺ𝑐,𝑑ሻ ൌ 1, 

uma vez que se mostre a existência dos inteiros não nulos 𝑐 e 𝑑, tais que: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑎 ൌ

𝑐. ሺ𝑐ସ ൅ 50𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 125𝑑ସሻ
16

𝑏 ൌ
5𝑑. ሺ𝑐ସ ൅ 10𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସሻ

16

 

No estudo das paridades de 𝑎  e  𝑏, a partir das de  𝑐  e  𝑑, tem-se que: 

 Se 𝑐  e  𝑑 forem ambos pares, 𝑎  e  𝑏 também serão, logo esta situação não é 

possível, pois, da hipótese, 𝑎  e  𝑏 são ímpares. 

 Se 𝑐  e  𝑑 tiverem paridades diferentes: 
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𝑐ସ ൅ 50𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 125𝑑ସ     e      𝑐ସ ൅ 10𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସ 

São ímpares e, assim, 16 não os divide, mas 16 deveria dividir 𝑐  e  𝑑 ao mesmo 

tempo, ocorrendo, com isso, uma contradição. Logo, 𝑐  e  𝑑 não podem ter 

paridades diferentes. 

 Se 𝑐  e  𝑑 forem ímpares: 

𝑐ସ ൅ 50𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 125𝑑ସ       e       𝑐ସ ൅ 10𝑐ଶ𝑑ଶ ൅ 5𝑑ସ 

São pares e  16 os dividirá, já que, por hipótese, 𝑎  e  𝑏 são ímpares.  

Logo, este é o único caso possível. 

Assim, 𝑐  e  𝑑 são ímpares, faltando apenas a prova a existência destes inteiros. 

A demonstração da existência de 𝑐  e  𝑑 é análoga à proposta no Lema 1, observando 

ainda as especificidades do Lema 2, conforme detalhado a seguir: 

Deve-se demonstrar que: 

𝑚𝑑𝑐 ቆ
𝑎 ൅ 𝑏√5

2
;  
𝑎 െ 𝑏√5

2
ቇ ൌ 1 

Esta prova é análoga à anterior. 

Portanto:  

𝑎 ൅ 𝑏√5
2

ൌ ቆ
𝑚 ൅ 𝑛√5

2
ቇ

ହ

.ቆ
𝑡 ൅ 𝑢√5

2
ቇ 

onde 𝑚 ≡ 𝑛 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ  e  𝑡 ≡ 𝑢 ሺ𝑚𝑜𝑑 2ሻ, sendo a unidade em 𝐴′: 

ቆ
𝑡 ൅ 𝑢√5

2
ቇ 

Tem-se também: 

𝑡ଶ െ 5𝑢ଶ ൌ േ4 

Conforme o Lema 1 e utilizando o raciocínio análogo, conclui-se que 5 divide 𝑢. 

Neste sentido, fazendo 𝑢 ൌ 0  e  assumindo: 

𝑐 ൌ േ𝑚    e    𝑑 ൌ േ𝑛 
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Prova-se, assim: 

A existência dos inteiros não nulos 𝑐  e  𝑑, considerando este caso particular 

Para concluir a prova, suponha ainda: 

𝑢 ് 0 

Considerando a relação desenvolvida no Lema 1 para  𝑒 ൐ 1: 

േ2௘ିଵ. ൫𝑡 ൅ 𝑢√5൯ ൌ ൫1 േ √5൯
௘
 

Conclui-se também que: 

𝑒 ൌ 5𝑓  com  𝑓 ∈ ℤ 

Portanto: 

ቆ
𝑚 ൅ 𝑛√5

2
ቇ .ቆ

1 േ √5
2

ቇ

௙

ൌ ቆ
𝑐 ൅ 𝑑√5

2
ቇ 

Logo, conclui-se a prova ao se mostrar a validade da seguinte relação: 

ቀ
௔ା௕√ହ

ଶ
ቁ ൌ ቀ

௖ାௗ√ହ

ଶ
ቁ
ହ

 ▄ 
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