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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos um estudo das médias aritmética, geométrica, harmonica e
quadratica voltada para o ensino médio com algumas aplicagdes na Fisica, nas Engenharias,
mercado financeiro entre outros, passando pela base do estudo das médias e evoluindo para
algumas aplicagdes pouco exploradas atualmente no Ensino Médio, buscando assim

enriquecer e variar os exemplos sobre o assunto.

Palavras-chave: Média; Ensino Médio; Aplicagdes.
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ABSTRACT

In this essay we present a study of the arithmetic, harmonic, quadratic and geometry
measures focused on high school with some applications in physics, in the financial market
engineering among others going through the base of the study of the averages and evolving
into some little explored explanations currently in high school, by seeking to enrich and vary

the examples on the subject.

Keywords: Average, High School, Applications.
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INTRODUCAO

O ensino da matematica nas escolas, atualmente, deve ser feito de forma
contextualizada com as demais disciplinas. De acordo com os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN’s) uma das propostas ¢ que o ensino médio, como parte da educagdo basica,
deva ser desenvolvido buscando uma interdisciplinaridade e contextualizacdo. Com essa
proposta, o ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio), que hoje ¢ uma das maiores avali¢des
nacionais para ingresso no ensino superior nas universidades publicas e privadas, busca a
interdisciplinaridade e contextualizagdo dos conteudos, que no decorrer da resolucao das
questdes, os alunos poderdo perceber situagdes matematicas relacionadas a questdes de outras
ciéncias e em situacdes praticas do cotidiano.

Buscando uma contribuig¢do significativa para o ensino da matematica ¢ tendo como
foco principal os contetidos do ensino médio voltado para o ENEM, neste trabalho trazemos
alguns exemplos sobre o conteudo de médias com o objetivo de fornecer ao professor de
matematica, um pouco de teoria e alguns exemplos de aplicagdes pouco explorados nos
materiais de ensino médio atual. A média quadratica foi a que se mostrou mais pratica na
producao de exemplos e aplicagdes, propiciando o embasamento teodrico relacionado a pratica.

Buscando esclarecer algumas ideias matematicas que estdo sendo construidas, no
Capitulo 1- trazemos um breve histdrico que descrevemos sobre alguns matematicos durante a
histéria que discorreram em algum momento, sobre as médias e suas aplicagdes. No Capitulo
2- descrevemos sobre as médias aritmética, geométrica ¢ harmodnica e alguns exemplos
classicos para melhor compreensdo do que estd sendo escrito. No Capitulo 3- foi dedicado
unicamente a média quadratica, onde apresento algumas aplica¢des na Fisica e na Engenharia
Ambiental. Finalmente, o Capitulo 4- traz uma interpretacdo geométrica das médias

aritmética, geométrica, harmonica, quadratica e uma comparagao entre elas.
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1. BREVE HISTORICO

As médias, ao longo da histéria, foram objetos de estudos de alguns matematicos.
Pitagoras foi um dos que contribuiu para o estudo das médias. Segundo CONTADOR (2008),
a média aritmética, geométrica e subcontraria (harmdnica), tiveram origem na Mesopotamia,
onde Pitagoras, em uma de suas viagens, as conheceu.

Segundo CONTADOR (2008), a média harmodnica tem sua origem em estudos a musica,
nos quais Pitagoras usava um instrumento chamado monocordio para suas experiéncias. Os
sons obtidos por Pitagoras depois deram origem a lira, alatde, cravo, violdo, piano, 6rgao de
tubo entre outros. Pitdgoras encontrou entdo uma relagdo entre a Harmonia musical e a
Matematica.

Arquimedes foi outro matematico que se dedicou aos estudos de algumas médias.
Segundo BOYER (2010), ao avaliar a razao da circunferéncia para o didmetro de um circulo,
novamente, Arquimedes provou sua habilidade em computacdo. Comegando com hexagono
regular inscrito, ele calculou os perimetros de poligonos obtidos dobrando sucessivamente o
nimero de lados até chegar a noventa e seis lados. Seu processo interativo para esses
poligonos relacionava-se com o que as vezes se chama algoritmo de Arquimedes. Escreve-se
a sequéncia Py, pn, Pon, P2ns Pans Pany -, onde B, € p, sdo os perimetros dos poligonos
regulares inscritos e circunscritos de n lados respectivamente. Comegando do terceiro termo,
calcula-se cada termo a partir dos dois termos precedentes tomando, alternadamente, a média
harmoénica e a média geométrica.

Papus de Alexandria também teve sua contribui¢do para o estudo das médias. Grego,
que por volta do ano de 320 escreveu sua obra Colecao Matematica, composta de oito livros.
No livro III, Papus oferece com uma constru¢do geométrica simples em um semicirculo as
representacdes das médias aritmética, geométrica e harmonica.

Hoje em dia as médias sdo comumente utilizadas. Seja ela para um simples calculo com
o objetivo de verificacdo de uma possivel aprovacao escolar a calculos de médias muito mais
complexos nos setores cientifico, industrial, financeiro, que muitas vezes objetiva uma
explicacdo momentanea ou até mesmo predizer algum fato futuro.

No proximo capitulo vamos tratar das médias mais comuns estudadas no ensino médio,
média aritmética, média geométrica ¢ média harmdnica. Nesse capitulo vamos utilizar as

defini¢des formais de MORGADO e CARVALHO (2015) e alguns de seus exemplos.
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2. MEDIAS: ARITMETICA, GEOMETRICA E HARMONICA

Uma ideia importante de aplicagdo matematica ¢ o conceito de média, que ¢ um niimero
real que estd associado a um conjunto de dados e pode representar esse conjunto que esta
sendo analisado. Ha diversas médias na literatura e cabe a quem estiver analisando os dados
definir qual a média serd mais conveniente usar. Em geral, a média de uma lista de nimeros ¢
um valor que pode substituir todos os elementos da lista sem alterar certa caracteristica da
lista. Nesse capitulo iremos trabalhar os conceitos de média aritmética, geométrica e

harmonica e desenvolver alguns exemplos e aplicacdes.

2.1 Meédia aritmética

Uma média, de uma lista de valores, ¢ um numero que pode substituir todos os
elementos desta lista sem alterar determinada caracteristica. Se essa caracteristica for a soma
desses elementos, entdo temos a mais famosa das médias, a média aritmética.

De maneira mais formal vamos ver a definigdo de média aritmética segundo

MORGADO e CARVALHO (2015).

Defini¢do 2.1: A média aritmética (X¥) de uma lista de n nimeros (x;, X3, X3, ..., X) €
dada por
x1+x2+ X3 +"'+xn (2_1)

X =
n

Nos paragrafos a seguir vamos ver quatro exemplos de média aritmética utilizados no

ensino médio.

Exemplo 2.1: (ENEM - 2012, adaptado)

Vamos considerar que cinco empresas estdo a venda e um investidor deseja comprar
duas dessas empresas. A Tabela 2.1 a seguir mostra a evolucao da receita bruta anual nos trés
ultimos anos dessas cinco microempresas (ME). De qual maneira um investidor poderia

justificar a sua escolha para tal compra?
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Uma maneira bastante comum ¢ que sua escolha seja baseada nas empresas que
possuem maior rendimento médio no periodo avaliado. Vamos analisar a Tabela 2.1 para

concluir nosso raciocinio.

Tabela 2.1: Evolugdo de uma receita bruta

2009 2010 2011

ME (em milhares de reais) | (em milhares de reais) | (em milhares de reais)
Alfinetes V 200 220 240
Balas W 200 230 200
Chocolate X 250 210 215
Pizzaria Y 230 230 230
Tecelagem Z 160 210 245

Este exemplo ¢ um cléssico da média aritmética, que visa a comparagdo das médias da
receita bruta anual dos ultimos trés anos. Portanto, devemos realizar a média da receita de
cada empresa no periodo desejado e escolher as duas empresas que obtiveram os maiores
resultados.

E preciso calcular a média aritmética de cada empresa no mesmo periodo. Assim:

200+220+240

Alfinetes V: V= 3 =220
Balas W: w — 200+230+200 _ 210
Chocolate X: X = 250+210+21 _ 225
Pizzaria Y: y =2 = 230
Tecelagem Z 7 =220r210%2% _ 70,

Analisando as médias das empresas podemos concluir que o investidor escolhera as
empresas Pizzaria Y, com média de R$ 230.000,00 e Chocolates X, com média de R$

225.000,00, pois obtiveram o maior rendimento médio anual.
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Exemplo 2.2:

Considere que o perimetro de um retdngulo de dimensdes a e b e o quadrado de lado ¢

possuem o mesmo perimetro. Podemos dizer que a média aritmética das dimensdes desse
retangulo ¢ igual:

(A) ao perimetro desse quadrado;

(B) a metade do lado desse quadrado;

(C) ao lado desse quadrado;

(D) ao dobro do lado desse quadrado.

Para resolver esse problema, devemos comparar os perimetros das duas figuras
geométricas.

Figura 2.1: Retangulo/Quadrado

Fonte: Autor

Os perimetros do retangulo P ¢ do quadrado F; sdo, respectivamente

P.=2(a+b) e P =4-7.

Como as figuras possuem mesmo perimetro, entao devemos ter,

2(a+b) (a+b)
—:f = =
4 2

P=P = 2(+b)=4-¢ t,

ou seja, o lado do quadrado ¢ igual a média aritmética X das dimensdes do retangulo, assim,
(a+b)
2

1

=X .

Portanto, a alternativa correta é a (C).

122



Exemplo 2.3: (Insper — 2014, adaptado)

Para fazer parte do time de basquete de uma escola ¢ necessario ter, no minimo, 11 anos
de idade. A média das idades dos cinco jogadores titulares desse time ¢ 13 anos, sendo que o
mais velho deles tem 17 anos de idade. Uma questao interessante nesse problema ¢ calcular a
idade méaxima do segundo mais velho do time titular.

Este ¢ um exemplo mais complexo, onde devemos trabalhar com algumas suposi¢des
para obtermos um possivel resultado. Vamos entao a solucao desse problema.

Como um dos jogadores tem 17 anos, devemos escolher um entre os cinco jogadores
que tenha essa idade. Sem perda de generalidade, vamos escolher o jogador E para tal idade.

Sabemos que a média aritmética das idades dos jogadores ¢ de 13 anos, entdo

A+B+C+D+17

c =13 = A+B+C+D+17=65 = A+B+(C+D =48.

Sabemos agora que a soma das idades dos quatro jogadores A,B,C,D ¢ de 48 anos.
Desejamos calcular a idade maxima de um desses jogadores. Vamos supor que os outros trés
jogadores tenham a idade minima possivel.

Vamos escolher o jogador D para que tenha a idade maxima e entdo os jogadores 4, B e
C tenham a idade minima possivel.

Assim, A = B = C = 11 anos de idade. Entdo,

11+11+114+D=48 = 33+D=48 = D=15.

Concluimos que o segundo jogador mais velho deve ter, no maximo, 15 anos de idade.

Exemplo 2.4: (ENEM — 2018)

No quadro estdo representadas as quantidades de certos tipos de vinho vendidos durante
um ano ¢ o lucro por unidade vendida de cada um desses tipos. Para repor seu estoque, o
proprietario escolherd apenas os tipos de vinho em que o lucro total com sua venda foi maior

do que a média entre os lucros obtidos com a venda de todos os tipos.

Tabela 2.3: Tipos de vinho e lucro

Tipo de vinho I 1T I v \% VI
Unidades vendidas 120 50 71 47 70 90
Lucro por unidade (RS) 6,00 12,00 ' 10,00 20,00 5,00 12,00
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Conforme condigdes estabelecidas, os tipos de vinhos escolhidos serdo:
(A)leVI

(B)yIVe VI

(O LIVeVl

(D) 1L, IV e VI

(E) IL, III, IV e VI

Este exemplo busca uma comparagdo de dois valores que estdo implicitos no exercicio.

O lucro total de cada tipo de vinho durante o ano e a média dos lucros obtidos durante o ano.

Para resolver essa questao devemos primeiramente calcular o lucro total de cada tipo de
vinho. Para isso vamos criar uma linha na Tabela 2.3 que representa o lucro total por tipo de
vinho em reais, bastando multiplicar lucro por unidade pelas unidades vendidas de cada tipo

de vinho.

Tabela 2.4: Lucro por tipo de vinho.
Tipo de vinho I I I v \% VI

Unidades vendidas 120 50 71 47 70 90
Lucro por unidade (R$) 6,00 12,00 | 10,00 | 20,00 5,00 12,00

Lucro total por tipode | 720,00 | 600,00 710,00 | 940,00 350,00  1080,00
vinho (R$)

Vamos agora, calcular o lucro médio por tipo de vinho. Para obtemos o lucro médio,

que denotaremos por [, devemos fazer a média aritmética do lucro total por tipo de vinho.

I = 720+ 600 + 710 + 940 + 350 + 1080 4400

= 733,33 .
6 6

O lucro médio por tipo de vinho que ¢ de R$ 733,33. Como o proprietario deseja repor
somente os vinhos que tiveram lucro acima da média, ele ira repor os vinhos de tipo IV e VI,
pois seus lucros foram R$ 940,00 e R$ 1080,00 respectivamente, acima da média que ¢ de

R$ 733,33. Concluimos que a alternativa correta ¢ a (B).
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Na se¢do seguinte falaremos de média aritmética ponderada utilizando o mesmo

raciocinio de média aritmética simples.
2.2 Média aritmética ponderada

A ideia primitiva de média ponderada ¢ uma média simples de uma lista de nimeros que
possuem determinados pesos. Esses pesos representam simplesmente a frequéncia com que
cada termo aparece nesta lista de nimeros e, conforme aplicag@o esses pesos podem assumir
valores nao inteiros.

A seguir vamos ver uma defini¢do formal de média aritmética ponderada segundo

MORGADO e CARVALHO (2008).

Definicdo 2.2: A média aritmética ponderada (@) dos numeros xq, X3, ... , X, com 0S

pesos respectivamente iguais a, pq, Py, ---, Pn, ¢ definida por

x_:P1'x1+P2'x2+'”+ Pn " Xn (2.2)
P p1+p2+ -+

Em algumas institui¢des de ensino é comum que utilizem peso nas médias de notas
bimestrais de seus alunos. O proximo exemplo foi desenvolvido a partir de uma institui¢ao

real que utiliza média ponderada para formagao da média de seus alunos.

Exemplo 2.5:
A escola ANGLO-UNIGRAN de Dourados-MS, utiliza a média ponderada para efetuar
a média de seus alunos. Para o calculo da média anual, os bimestres possuem peso 1, 2, 3 ¢ 4,
representando o primeiro, segundo, terceiro e quarto bimestre, respectivamente. Multiplica-se
a nota do primeiro bimestre por 1, a do segundo bimestre por 2, a do terceiro bimestre por 3 e
a do quarto bimestre por 4, soma-se os quatro produtos e divide o resultado por 10. Essa sera
a média anual do aluno.
Considere a seguinte notagao:
NB; = Nota no primeiro bimestre;
NB, = Nota no segundo bimestre;
NB; = Nota no terceiro bimestre;
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NB, = Nota no quarto bimestre;

M, = Média anual.

Equacionando a média obtemos:
NB{-1+NB, 2+ NB3-3+ NB,-4
A =
10

Na formula a divisao por 10 ¢ feita devido a soma dos pesos das médias bimestrais
(10=1+2+3+4).

Suponhamos, que Jeferson ¢ um aluno dessa escola e ao longo do ano suas médias
foram iguais a

N81:6,0, NB2:3,5; NB3:5,6, NB4:8,1.

A questao desse problema ¢ saber a média anual de Jeferson. Entdo,

60-1+35-2+56-3+8,1-4 6,0+ 7,0+ 16,8 + 32,4
My, = 10 = T = 6,22 .

Logo a média anual de Jeferson ¢ de 6,22 pontos. No préximo exemplo vamos mostrar

que os pesos podem ser nimeros nao inteiros, como dissemos anteriormente.

Podemos utilizar os pesos da média aritmética ponderada do exemplo 2.5 como pesos
ndo inteiros. Fazendo uma manipulacao algébrica podemos colocar os pesos em forma

percentual, assim como uma frequéncia relativa utilizada na estatistica. Termos,
NBl'1+NB2'2+NB3'3+NB4'4
AT 10

1 2 3 4
= MA:NBl'O,1+NB2'0,2+NB3'0,3+NB4'0,4’.
Os pesos agora serdao 0,1; 0,2; 0,3 ¢ 0,4 cuja soma representa um inteiro. Podemos

entdo transformar a equacao da média anual em uma simples multiplicagdo. De outra forma,

podemos considerar os pesos como sendo pontos percentuais, pois

10

0,1=m

=10%;
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20

= —_— = 0 -
0,2 =55 =20%;
03 = 0 =30%;
<7100 Y

0.4 = 9 = 40%
T 1000 Y

Concluimos assim que
NB, representa 10% da composi¢ao da média anual;
NB,, representa 20% da composicao da média anual;
NBj;, representa 30% da composi¢cao da média anual e
NB,, representa 40% da composi¢ao da média anual.
No préoximo exemplo também verificamos que os pesos, da média ponderada, podem

ser numeros nao inteiros.

Exemplo 2.6: (PROFMAT - 2015p.168, exemplo 8.9)
Em um grupo de pessoas, 70% das pessoas sdo adultos e 30% sdo criangas. O peso
médio dos adultos ¢ de 70kg e o peso médio das criangas ¢ de 40kg. Qual o peso médio do

grupo?

Solucio:
E uma média ponderada X, de dois subgrupos, com pesos 0,7 (ou 70%) para os adultos
e peso 0,3 (ou 30%) para as criangas, assim

. 0,7-70+0340
T T 07403

=61kg.

Portanto, a média de peso do grupo ¢ de 61kg por pessoa.
Na secdo seguinte vamos definir média geométrica com algumas aplicagdes na

matematica financeira e nas geometrias plana e espacial.
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2.3 Média geométrica

A média Geométrica, ¢ pouco explorada no ensino médio, mas possui algumas
aplicagOes classicas na matemadtica financeira e na geometria.
No proximo paragrafo vamos ver a defini¢do formal de média geométrica segundo

MORGADO e CARVALHO (2015).

Defini¢ao 2.3: A média geométrica dos n nimeros positivos x4, X,, X3, ..., X, ¢ definida

por

g="1X1"X3" X3 "o "Xy . (2.3)

Devemos observar que a média geométrica deve ser calculada somente para nimeros
positivos, evitando assim obter um nimero nao pertencente ao conjunto dos nimeros reais.
Como exemplo, se n =2, x; =1 e x, = —1 a média geométrica seria g = vV—1 que nio
pertence ao conjunto dos numeros reais.

Nos proximos trés exemplos vamos mostrar uma aplicagdo e em seguida vamos obter

uma formula para resolver cada situacao proposta.

Exemplo 2.7: (Matematica financeira)

Uma pessoa dispde de uma quantia para investir e obter maior lucratividade durante trés
meses, sem nenhuma retirada antes desse prazo. No primeiro més investiu a uma taxa de 6%
ao més (am), no segundo més conseguiu investimento a 5,5% am e no terceiro més conseguiu

investir a 5,1% am. Qual o rendimento médio desse investimento nos trés meses?

Para resolver esse problema, vamos recordar um pouco de matematica financeira.

Considere as seguintes notagdes:

C: representa o capital a ser investido;
i: representa a taxa de investimento (taxa unitaria);
Jj: representa os juros produzidos em um periodo, ou seja, j = C i ;

M: representa o montante, ou seja, M = C +j .
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Substituindo a equagdo dos juros na equacdo do montante temos,

M=C+Ci=C+i. (2.4)

Nesse exemplo vamos obter os trés montantes diferentes, que chamamos de M;, M, ¢
Ms;, trés capitais diferentes que chamamos de C;, C; e C3 e quatro taxas, i ¢ a taxa média e
i1, I, € i3 as taxas apresentadas no exemplo. Para melhor entendimento, criamos uma tabela
para a capitalizagdo com taxas iguais e outra para capitalizacdo com taxas diferentes nos trés
periodos.

Vamos agora montar uma tabela, Tabela 2.5, com uma capitalizacdo com taxas iguais

em cada periodo.

Tabela 2.5: Capitalizacdo com taxas iguais.

Final do
Capital ao inicio do periodo de
periodo de Montante
capitalizacio
capitalizacio
1 Cl Ml = Cl(l + l)

Concluimos que o montante ao final do terceiro periodo de aplicagdo com a mesma taxa

M; = C,(1+ D)1+ D)1 +10). 2.5)

Agora, vamos montar uma tabela, Tabela 2.6, com uma capitalizacio com taxas

diferentes em cada periodo.

Tabela 2.6: Capitalizacdo com taxas diferentes.

Final do
Capital ao inicio do periodo
periodo de Montante
de capitalizacio

capitalizacio
1 C; M, =Ci(1+1iy)
2 C, =M, =C(A+1i) M,=C,(1+i)=CA+i)A+iy)
3 C;=M,=C(1+iH(A+i,) M;=C;A+)=CA+i)A+i)(A+i3)
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Concluimos, que o montante ao final do terceiro periodo de aplicagdo com taxas
diferentes ¢

M;=Ci(1+i)A+i)(1+1i3). (2.6)

Para que tenhamos um rendimento médio devemos igualar o montante gerado pelas
aplicacdes com taxas diferente ao montante gerado a uma taxa média durante os trés meses,
ou seja, igualar as equagdes (2.5) e (2.6).

CGA+DA+DA+D)=CA+ipA+i(A+i3)

Dividindo os dois membros da igualdade por C;, temos
A+DA+DA+D)=0+ipA+iA+i3). (2.7)

Substituindo os valores das taxas i; = 0,060, i, = 0,055 e i3 = 0,051 na Equagdo
(2.7), temos
1+ +D(A+i)=(1,06)(1,055)(1,051) = (1+i)3=(1,06)(1,055)(1,051) =

= (1+i) =3(1,06)(1,055)(1,051) = (1+1i)=3/1,1753333,

que ¢ a formula da média geométrica.
Logo,
(1+1i)=1,05533 = i=0,05533.

Portanto, o rendimento médio mensal é de 5,533% ao més.

Podemos definir uma formula para esse tipo de situagdo. Em n periodos de uma
aplicacdo com 7 taxas diferentes nesse periodo podemos obter uma taxa média por periodo
nesta aplicagdo. Lembrando que o periodo de capitalizagdo deve ser sempre o mesmo, ou seja,
todas as taxas devem ser capitalizadas ao dia, ao més, ao bimestre, ao trimestre ou ao ano,
assim por diante. Sendo i a taxa média por periodo e iy,i5,...,I, as taxas nos periodos de
aplicagdo, ou seja, i; ¢ a taxa do rendimento do primeiro periodo, i, ¢ a taxa do rendimento

do segundo periodo, e assim até i,, que ¢ a taxa do n-ésimo periodo de aplicagao.

Uma taxa média aplicada por n periodos deve resultar o mesmo montante em uma

aplicacdo com n taxas “diferentes”.
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A+DA+DA+D) A+ =Q+iD)A+i) (A +iy)

A+D)" =A+ipA+iy)-—-A+iy)

A+) =YA+i)A+i) (1 +1i,) (2.8)

Verificamos que e a equagao (2.8) possui a média geométrica em sua composi¢ao.

g=yVA+iD)A+iy) (1 +iy) (2.9)
Concluimos entdo, que para calcular a taxa média basta fazer

i=g—1. (2.10)

Exemplo 2.8:

Na geometria plana podemos utilizar a média geométrica como calculo de areas

equivalentes. Para se obter o lado x de um quadrado que tenha area equivalente & de um

retangulo, de dimensdes y e z, basta fazer a média geométrica das dimensdes do retangulo.

Considere um caso particular onde a medida x dos lados de um quadrado tenha area

equivalente a de um retangulo de dimensdes y = 4 cm e z = 9 cm. (observe a Figura 2.2)

Figura 2.2: Retangulo e quadrado equivalentes

4 cm

9cm Xcm

Fonte: Autor
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Devemos equacionar igualando as areas das duas figuras, Figura 2.2. Area do quadrado

Sq de lado x cm

_ 2
Sq—x .

Area do retangulo S, de lados y cm e z cm
S, =4-9=36.

Entao,

Dessa forma, concluimos que
x=v36 = x=6cm.
Portanto, o quadrado deve ter 6 cm de lado.

De modo mais simplificado poderiamos fazer a média geométrica das dimensdes do

retangulo para obter a medida do lado do quadrado.

X = V49 = 6 cm de lado.

Com o mesmo raciocinio do Exemplo 2.8 podemos obter uma féormula para calcular as
dimensdes de um cubo com o mesmo volume de um paralelepipedo reto retangulo de

dimensoes a, b e c.
Exemplo 2.9

Considerando um paralelepipedo reto-retingulo de dimensdes a, b e c. Determinar a

aresta de um cubo que tenha 0 mesmo volume do paralelepipedo.
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Figura 2.3 — Paralelepipedo reto-retdngulo e cubo equivalentes

Cubo

Paralelepipedo reto-retangulo

Fonte: Autor

Solucio:
Lembrado que o volume de um paralelepipedo reto-retangulo V}, €
VW,=a-'b-c
e o volume de um cubo V. de aresta [ ¢ igual a
V.=
Os so6lidos tém volumes equivalentes, entao
V.=V, = P=ab-c.
Logo, a aresta do cubo ¢ a média geométrica das dimensdes do retangulo

I=Va-b-c . (2.11)

Portanto, basta fazer a média geométrica das dimensdes de um paralelepipedo reto-

retangulo para se obter a aresta de um cubo com o mesmo volume.
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2.4 Média geométrica ponderada

De forma semelhante, podemos buscar o mesmo raciocinio que construimos na média
aritmética ponderada em relacdo aos pesos para aplicacdo na média geométrica. Esses pesos
podem ser interpretados como uma frequéncia de cada termo em uma lista de nimeros.
Porém, média geométrica ¢ a raiz n-ésima do produto dos » nimeros que se deseja calcular.
Logo, se temos termos iguais, em um produto, podemos escrever de forma simplificada com
uma poténcia, ja que produto de mesma base, deve-se conservar a base e somar os expoentes.
Entdo, de forma simplificada, podemos dizer que os pesos em uma média geométrica
ponderada sdo as poténcias que cada termo apresenta. Nada impede que esses pesos possam
ser nimeros nao inteiros.

No proximo paragrafo vamos ver uma defini¢do mais formal de média geométrica

ponderada.

Definicao 2.4:
A média geométrica ponderada g, dos numeros Xxq,Xz,..,X, COM O0S pESOS

respectivamente iguais a py, Py, ..., P, € definida por

9p = Vxlpl . xzpz A xnpn , (212)
onde k =p; +p, + -+ pn.

Comparando a média geométrica ponderada g, com a media geométrica simples g
podemos perceber que a diferenca entre elas, nada mais € que a frequéncia (peso) com que
cada termo aparece na amostra, pois no caso da média geométrica simples, a frequéncia
(peso) a ser considerado de cada elemento ¢ igual a 1. Veremos um caso de pesos diferentes

no exemplo a seguir.

Exemplo 2.9:

Suponhamos que queremos calcular a média geométrica dos nove valores 2, 2, 4, 5, 3,
2,5,6¢e4.

Para resolver essa questao, normalmente fariamos uma média geométrica simples,

g=32-2-4-5-3-2-5-6-4
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mas, ordenando a sequéncia, temos 2, 2,2,3,4,4,5,5¢6.
Verificamos que cada valor aparece um quantidades de vezes na amostra, ou seja,
o valor 2 aparece trés vezes (peso 3);
o valor 3 aparece uma vez (peso 1);
o valor 4 aparece duas vezes (peso 2);
o valor 5 aparece duas vezes (peso 2);
o valor 6 aparece uma vez (peso 1),
entdo, os valores 2, 3, 4, 5 e 6 possuem seus respectivos pesos iguaisa 3, 1,2,2 e 1.
Logo podemos reescrever a média geométrica simples como uma média geométrica

ponderada, ou seja,

g=32-2-4-5-3-2-5-6-4=32-2-2-3-4-4-5-5-6=

9
— \/23'31'42'52-61=gp.
Dessa forma, temos que a média geométrica dos nove valores ¢ g = 3,38
2.5 Média harmonica

Também chamada de média subcontraria, a média harmonica ¢ uma das trés médias
estudadas por Pitdgoras. A média harmonica ¢ o inverso da média aritmética dos inversos dos
numeros.

Vamos ver uma defini¢do formal de média harmoénica segundo MORGADO e

CARVALHO (2015).

Definicao 2.5: A média harmonica (simples) dos n niimeros positivos Xxq, X5, X3, ..., X,
¢ definida por

B = n _ (2.13)

A média harmoénica ¢ utilizada quando estamos trabalhando com grandezas

inversamente proporcionais. Um exemplo classico ¢ a relacdo entre velocidade e tempo na
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cinemadtica, ramo da fisica que estuda o movimento dos corpos. O Exemplo 2.10 ¢ um

classico da cinematica.

Exemplo 2.10:

Um veiculo percorre de um ponto A4 até um ponto B a uma velocidade média de 120
km/h. Depois, ele volta do ponto B até o ponto 4 com uma velocidade média de 80 km/h.
Qual a velocidade média para realizar o percurso de ida e volta entre os pontos A ¢ B?

(considere o trajeto entre os pontos 4 e B retilineo)

Um erro bastante comum, na resolucao desse problema, ¢ fazer a média aritmética entre

as velocidades, ou seja;

80 + 120
T: 100,

chegando ao resultado de 100 km/h.

Mas, o que se pede ¢ a velocidade média para realizar o percurso ¢ nao a média das
velocidades. A resposta correta ¢ de 96 km/h, resultado esse que se obtém usando a média
harmonica.

Para facilitar o entendimento vamos estipular um valor para a distancia entre os pontos
A e B de 240 km. Com essas informagdes podemos determinar o tempo gasto na ida e volta

entre os pontos 4 e B. Na ida o tempo t,5 sera de 2 horas, ou seja,

tap = 240 =
120
Ja o tempo gasto no trajeto de volta tz4, do ponto B até o ponto 4, € de 3 horas, isto &,
lpa = 2 =
80

Entdo, o tempo de ida e volta é a soma dos tempos, ou seja, 5 horas para percorrer a
distancia de ida e volta 480 km.
Concluimos que a velocidade média v, para realizar todo o percurso ¢ de 96 km/h,
480
=< =

Vamos verificar a média harmonica utilizadas implicitamente no raciocinio anterior.

U 96 .

1° passo: Calculo de tempo gasto em cada trecho, em horas

240 240
t = —= e t = —_—= 3
AB ™ 1350 BA ™ gg
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2°passo: Calculo do trajeto total (ida e volta), em quildmetros

240 + 240 = 480

3° passo: Velocidade média dos 480 km

480 480 240 -2 2 o
Uy = = = = = .

tap T tpa 240 240 (1 1 11

720 T80 240 (12 +80) 120 T 80

Logo, temos
2
S S
120 T 80

que ¢ a média Harmonica das velocidades médias de 120 e 80 km/h.
Verificamos que para este exemplo ndo foi necessario estipular uma distancia entre os
pontos A4 e B, basta utilizar a média harmonica entre as velocidades.
Generalizando o problema, vamos considerar s a distancia entre os pontos 4 ¢ B. Antes,
vamos definir as seguintes notacdes:
e v,p: velocidade de ida;
e t,p: tempo gasto no trajeto de ida;
e vg,: velocidade de volta;
e tp4: tempo gasto no trajeto de volta;

e 1, velocidade média.

Em cinematica utilizamos para velocidade média a variagdo do espago dividido pela

variacao de tempo, através da formula

As (2.14)
Vm =
Assim temos,
S S
Vap = tn = g = Tan (2.15)
e
S s
Vg = o = tpa= Zon (2.16)
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Substituindo as equagdes (2.15) e (2.16) na equagdo (2.14), temos

s+s 2-s s+ 2 2
Uy = = = =
tAB+tBA i.'.i ( 1 1 ) 1 1
Vap VUpa VUaB +vBA VUaB +vBA

Portanto, independente da distancia, as velocidades médias de ida e volta entre dois
pontos ¢ dado pela média harmdnica, ou seja,

2
1 1 - (2.17)
_+_
Uap  VUpa

h =

No proximos dois exemplos veremos a média harmonica aplicada a geometria.

Exemplo 2.11:

Dada uma reta » e dois nimeros positivos a e b, considere dois pontos 4 ¢ B de r. A
partir deles, construimos os segmentos de reta AC e BD de comprimentos a e b,
respectivamente e perpendiculares a reta ». Se ligarmos o ponto C ao ponto B, o ponto D ao
ponto 4 e chamarmos o ponto de intersec¢cao dos segmentos AD e CB de E (Figura 2.4), prove

que a distancia x de E até a reta r ¢ a metade da média harmonica de a e b. (PEREIRA, 2014).

Figura 2.4: Representagao geométrica da média Harmonica - 1.

A B

Fonte: Autor

'38



Solucio:

Sabemos que a média harménicade ae b ¢

2 2 2ab
"CT 1T axb a+b
a b ab
Observe a Figura 2.5, devemos mostrar que
h ab
X = 2 a+bh

Figura 2.5: Representagdo geométrica da média Harmonica - 2.

C

A F B
Fonte: Autor

Temos que os segmentos de reta AF e BF sdo as respectivas alturas relativas ao vértice
E dos triangulos AEC e BED.

Da semelhanca de tridngulos temos,

AF
a_ar (2.18)
b FB
Também, da semelhanga dos tridngulos ACB e FEB, temos
a AB
x FB’
Como AB = AF + FB, podemos reescrever a relagdo acima como
a AF +FB a AF FB a AF
—_ = —_—— = _ = — —_— = _——= — 1 . 2.19
FB x FB * FB x FB * @19)
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Substituindo a equagdo (2.18) em (2.19)

a a +1 a a+b
—_ = — = —_ = .
X b X b
Portanto,
ab
‘= _ (2.20)
a+b

Exemplo 2.12:
Demonstre que, em um tridngulo retdngulo de hipotenusa a e catetos b e ¢, o quadrado
da altura referente a hipotenusa ¢ igual a metade da média harmoénica dos quadrados dos

catetos.

Considere a Figura 2.6 a seguir.

Figura 2.6: Triangulo retangulo

G

Fonte: Autor

Se considerarmos h(bz c2) 2 média harmonica entre o quadrado dos catetos. Entdo

devemos obter a seguinte relagao

2. -2
H2=1'h ) = 2=1'2b ‘ ’
2 (%) 2 b2 +c?

ou seja,

y? = b? - c? . (2.21)
b2 + ¢*

Para demostrar a equagdo (2.21) devemos lembrar de uma relagdo métrica no tridngulo

retangulo, obtida a partir da semelhanca dos triangulos ADC e ABC.
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a_c = (2.22)
T = a-H=b-c
Elevando ambos 0os membros da equagao (2.22) ao quadrado, temos
a’-H? = b?-c?, (2.23)
e dividindo a equagdo (2.23) por a?, temos
b?. c? 2.24
b (2.24)
a
Lembrando que a ¢ a hipotenusa do triangulo ABC, entdo vale a relagao
a’ = b% +c* . (2.25)
Substituindo a equacao (2.25) em (2.24), temos
b?. c?
H?> =—— . 2.26
b2 + ¢* (2.26)

Portanto, chegamos ao resultado desejado, a equacao (2.26) ¢ igual a equagao (2.21).

O exemplo a seguir envolve uma relagao entre as médias aritmética, geométrica € harmonica.

Exemplo 2.13:

Uma curiosidade interessante ¢ que com os nimeros a € b, reais ndo nulos e positivos, ao
fazermos a média geométrica das médias aritmética e harmonica, obtemos a propria média
geométrica desses numeros.

Vamos verificar essa afirmagdo. Para fazermos essa verificagdo devemos lembrar das

médias propostas. Considere as médias aritmética, geométrica ¢ harmonica entre a e b, ou

seja,
a+b 2-a-b
_f = , = \[ a- b , e —
2 g a+b
Consideremos g (X, h) a média geométrica entre as médias aritmética e harmonica, ou
seja,
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a+b 2-a-b
2 a+b

glx,h)=Vvx-h = g(x h)= = g(x,h)=VvVa-b=g.

Portanto, a média geométrica entre a média aritmética e harmdnica dos nimeros a e b

¢ a propria média geométrica.
Até o final desse capitulo, fizemos uma revisdo das médias mais utilizadas no ensino
médio. No proximo capitulo vamos ver alguns exemplos incomuns no ensino escolar a fim de
contribuir para o enriquecimento do conteido com exemplos de aplicagdes da média

quadratica na Fisica e na Engenharia Florestal.

3. MEDIA QUADRATICA E SUAS APLICACOES

A média quadratica ¢ pouco explorada no ensino médio, embora tenha grande
importancia para ciéncia. Neste capitulo estudaremos a importancia da média quadratica na

Engenharia Florestal e na Fisica.
3.1. Média Quadratica

Nos préoximos pardgrafos vamos ver a definicdo formal de média quadratica e um

exemplo, retirado de MORGADO e CARVALHO (2015).

Definicao 3.1: A média quadratica dos nameros x4, X5, X3, ..., X,, € definida por

x12 + xzz + X32 + + xnz

q= " (3.1)

isto ¢, a média quadratica ¢ a raiz quadrada da média aritmética dos quadrados dos nimeros.

Exemplo 3.1:
A quantidade de uma aproximagao ¢ medida pelo seu erro, que ¢ a diferenga entre o
valor da aproximacdo e o valor real da grandeza. Se considerarmos o niimero inteiro 4 entao

ele ¢ uma aproximacdo do numero decimal 3,8 com erro de 0,2 (também se diz uma
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aproximacao com excesso de 3,8 com erro de 0,2) e o numero decimal 5,5 ¢ uma aproximacao
do niimero decimal 5,7 com erro de 0,2 (ou uma aproximagdo com falta de 5,7 com erro 0,2).
Evidentemente quanto mais proximo de zero estiver o erro, melhor serd a aproximacao.

A qualidade de uma lista de aproximacdes ¢ medida pela média quadratica dos seus
erros, ou também pelo erro médio quadratico, que ¢ o quadrado dessa média quadratica, ou
seja, ¢ a média aritmética dos quadrados dos erros. Abaixo temos duas listas S; e S, de
aproximagao do niimero 4:

S1=(@3;45;36); S, =(32;493).

Os erros médios quadraticos sao respectivamente iguais a

12 4+ 0,52 + 0,42 0,82 + 0,82
3 =047 ; — = 0,64 .

Dessa forma, concluimos que a lista de aproximagdo S; ¢ melhor do que a lista de
aproximagao S,.

Na proxima se¢do vamos ver uma aplicagdo da média quadratica na area de Engenharia
Elétrica. O Root Mean Square (RMS), comumente conhecido como valor eficaz, ¢ comum

entre os profissionais de eletricidade, mas algo incomum ainda no ensino médio.

3.2 Valor Eficaz (RMS)

Para a medi¢do de tensdo (Volt) e corrente (Ampere) no dia a dia de muitos eletricistas,
¢ utilizado um equipamento chamado multimetro que mede a tensdo RMS. Dependendo da
escolha do multimetro essa medicdo pode apresentar alguns erros em alguns circuitos. Isso
ocorre pelo modo como cada multimetro ¢ projetado para fazer a medigdo. O modelo mais
comum e com preco mais acessivel foi desenvolvido para medir um circuito onde as ondas

sdo senoidais como representado na Figura 3.1.
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Figura 3.1 - Um periodo de Senoide

3

v

Fonte: Autor

Ja os modelos dos medidores TRUE RMS, apesar de ter um custo maior no mercado,
apresentam uma medi¢do mais precisa com diferentes formas de ondas. Na Figura 3.2. temos
alguns modelos de ondas onde o multimetro TRUE RMS apresenta uma medi¢ao mais precisa

que o multimetro comum.

Figura 3.2: Ondas diversas

Onda senoidal retificada
A

v

Onda triangular

ANWAN AN
/ NV VV

. Onda quadrada

v

v

Fonte: Autor

A tensdo ¢ usado para o célculo da poténcia média dissipada, gerada por qualquer tipo

de onda em corrente alternada em um circuito elétrico.
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Para identificarmos a aplicacdo da média quadratica nas medi¢cdes e chegarmos a
poténcia média dissipada, precisamos antes relembrar alguns conceitos que veremos nas

proximas secoes.
3.2.1 Tensao média

Para o calculo da tensdo elétrica em uma corrente alternada ¢ utilizado uma ferramenta
matematica chamada Integral. Nao vamos aprofundar nos célculos integrais, pois o objetivo
das Se¢des 3.2.1 e 3.2.2 ¢ apenas entender como um multimetro foi projetado para fazer a
medi¢ao de uma onda senoidal.

O valor médio da tensao elétrica, ¢ calculado conforme a integral

1 T
Vmea =1 | (O] de (3.2)
0

onde, V.4 € a tensdo média obtida no intervalo de tempo de zero a T da fungdo tensdo v(t)
medida em Volts. Observe que a tensao média na equagao (3.2) estd em moddulo, pois se
fizermos a integral em um ciclo, a média seria zero, pois a fun¢do senoidal ¢ simétrica em
relacdo ao eixo x.

Na Figura 3.3 podemos identificar a relacdo entre a tensdo alternada e a tensao média

obtida em um ciclo.

Figura 3.3 — Tensdo média

A

média  pico Pico a pico

v

v

Fonte: Autor
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Uma informagao relevante ¢ sobre a tensdo fornecida pelas concessiondrias de energia

nas redes domésticas no Brasil. Uma das tensdes utilizadas é 220 volts, sendo na verdade o

RMS, que ¢ um valor que esta entre tensao média e o pico maximo. Como mostra a Figura
3.4.

Figura 3.4 — Tensao RMS

A

l i Pico a pico

1

»

Fonte: Autor

A lei de OHM afirma que a tensdo aplicada em dois terminais é proporcional a corrente
elétrica que percorre no circuito. Considere as notagoes,

V' = Tensao (Volts),
I = Corrente medida em amperes,

R = Resisténcia medida em Ohms,

Conforme a lei de OHM temos,

(3.3)

Nao podemos deixar de lembrar da poténcia, conceito fisico que relaciona a corrente de

um circuito e a tensdo, ou seja, a poténcia P ¢ igual ao produto das duas grandezas, tensdo e
corrente,

P=V.I (3.4)

sendo a poténcia P medida em Watts.

Substituindo a equacdo (3.3) na equacao (3.4), obtemos uma equagao para calcular a

poténcia de um circuito de corrente continua relacionando tensao e resisténcia,
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V2 (3.5)

Na secdo a seguir, nos dedicaremos em fazer o calculo do valor da tensdo RMS que

comentamos anteriormente.

3.2.2 O calculo do RMS

Para calcular o RMS vamos considerar que uma resisténcia R, seja alimentada com uma
tensdo alternada v(t). Circulard pelo circuito uma corrente i(t) também alternada. Como

tensao e corrente sdo fungdes em relagdo ao tempo ¢z, a poténcia pode ser escrita por

p(t) = v(t) - i(t) = 2 Igt) . (3.6)

Para calcular a poténcia média ao longo do periodo T, a equagao (3.6) pode ser escrita

como

dt . (3.7)

1 (Tv3(t)
Prea :TfO R

Na Figura 3.5 estdo representados os circuitos de corrente continua e de corrente
alternada, respectivamente, que produzem a mesma poténcia dissipada para determinacdo do

valor eficaz.

Figura 3.5 — circuitos: corrente continua e alternada

Circuito de corrente continua Circuito de corrente alternada
—
._)
[ i(t)
14 R 0 R

Fonte: Autor
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Entdo, se igualarmos as equacdes (3.5) e (3.7) que, representam respectivamente a
poténcia do circuito de corrente continua e poténcia do circuito de corrente alternada, onde

possuem a mesma poténcia dissipada temos,

v lfTvz(t)t v_1 thdt v? 1fTtht
_——=— = _— = — = —_ — .
R TJ, R R-TR) VO 7) VO

Portanto,

1 (T .

Assim, obtemos a tensdo RMS

1 T
Vrms = TL vi(t)dt . (3.9)

Portanto, um multimetro comum faz a medigao da tensdao RMS com a equagao (3.9). Na

seguinte secdo veremos como ¢ feito o calculo do TRUE RMS.

3.2.3 O calculo do TRUE RMS

O multimetro com a funcdo TRUE RMS faz um mapeamento na onda, marcando pontos

com seus valores em um determinado instante de acordo com Figura 3.6.

Figura 3.6 — Mapeamento multimetro TRUE RMS

UV A

Vo

Fonte: Autor
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Para calcular a tensdo eficaz (RMS) o multimetro utiliza a média quadratica dos valores

marcados, isto &,

Vo2 + V12 + V5% + ... +1,2
- :

(3.9)

Vems =

Observe que o multimetro com a fungdo TRUE RMS ¢ mais preciso nas situacdes
adversas, pois funciona com qualquer tipo de onda. Observe, também, que a formula do
TRUE RMS ¢ a mesma da média quadratica.

Para melhor entendimento vamos simular o mapeamento feito por um multimetro

TRUE RMS em uma onda senoidal durante um ciclo completo, conforme Figura 3.7.

Figura 3.7 — Mapeamento multimetro TRUE RMS em um ciclo

L

147
132
125

102
97

64
50
42

Fonte: Autor

Podemos observar que o mapeamento foi feito com 21 medi¢des durante um ciclo. Para

que a equacdo ndo fique muito longa, vamos apresentar a média quadratica utilizando
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somatorio, onde v; representa a primeira medi¢do, v, representa a segunda medicdo e assim

por diante até¢ a v,; medi¢do, logo

Vems =
Efetuando os calculos, temos
167930
Veus = —7 - 7996,667 = 89,42 .

Dessa forma, concluimos que a tensdo eficaz ¢ de 89,42 volts.

Uma outra aplicacdo da média quadratica vem da teoria cinética dos gases da Fisica,
onde se calcula a velocidade média das moléculas de um gas sob pressdo a uma temperatura

constante, como veremos na proxima se¢ao.

3.3 Teoria cinética dos gases e média quadratica

Antes de apresentar tal aplicagcdo ligada a média quadratica, vamos relembrar alguns
conceitos importantes para melhor compreensdo dessa aplicagao.

Um gas consiste em atomos que preenchem o volume de seu recipiente. As variaveis
volume, pressdo e temperatura, sdo consequéncias do movimento dos dtomos. Consideramos
as seguintes definigodes:

Volume — resultado da liberdade dos atomos;
Pressao — resultado das colisdes dos atomos com as paredes do recipiente;

Temperatura — relacionada com a energia cinética dos atomos.

A constante de Avogadro, aparece nos calculos dessa aplicacdo, logo ¢ importante
entendermos o que significa.

Amadeo Avogadro, fisico Italiano, que em 1811, formulou uma hipdtese relacionada ao
nimero de moléculas existente em uma amostra de gés, hipotese essa que ficou mais tarde

conhecida com a lei de Avogadro, que diz:
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“Volumes iguais, de gases diferentes a mesma
temperatura e pressdo, possuem o mesmo numero de
moléculas.

Numero esse que ficou conhecido como namero de Avogadro (Ny).
(MUNDOEDUCACAO, 2019)

Definimos mol como o ntimero de 4&tomos ou moléculas N, em uma amostra de 12g do
carbono-12. Num mol de qualquer substancia existem

N, = 6,02.10%3mol™? .

numero de mols (n) contidos em uma amostra de qualquer substancia ¢ igual a razdo entre o

numero de moléculas (N) na amostra e o nimero de moléculas em 1mol

N (3.10)

Tl:N—A.

O niimero de mols n pode ser encontrado dividindo a massa (M,,,) da amostra pela sua

massa molar (M), onde

M =m.N,. (3.11)
Entao,
Mam Mam
_ Yam _ , 3.12
"M Tmn, (3-12)

onde, M,,, ¢ a massa da amostra, M ¢ a massa molar ¢ m a massa de uma molécula.
Na préxima se¢do vamos ver qual a relacdo entre pressdo, temperatura e velocidade

média quadratica.
3.3.2 Pressao, Temperatura e Velocidade Média Quadratica
Para darmos continuidade no raciocinio e entendermos essa relagdo, precisamos saber o
que ¢ quantidade de movimento linear (ou momentum linear).

Observando uma partida de bilhar, ao projetar uma bolinha na outra, podemos ver que

uma bolinha transfere seu movimento total ou parcialmente para a outra.
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A grandeza fisica que possibilita o estudo dessa transferéncia de movimento ¢ a
. . - . . .
quantidade de momento linear (Q), ou seja, quantidade de momento ou momentum linear.

A quantidade de movimento relaciona a massa de um corpo com sua velocidade

Q=m-7. (3.13)
Como caracteristicas da quantidade de movimento, temos

e Mobdulo: 0 =m-v
e Dire¢do: a mesma da velocidade.
e Sentido: a mesma da velocidade.

e Unidade de medida no sistema internacional (SI): kg.m/s.
Exemplo 3.1: (Fonte: SOFISICA —2020)

Qual a quantidade de movimento de um corpo de massa 2kg a uma velocidade de

1m/s?
Q=m-% = 0=21 = Q=2kg.m/s.

Para chegarmos na relacao existente entre pressao, temperatura ¢ velocidade média
quadratica, vamos ilustrar uma situagdo no Exemplo 3.2. e através de equagdes vamos
encontrar a média quadratica e definir essa relagdo matematica. Qualquer definicdo necessaria

sera descrita no decorrer da resolugao.

Exemplo 3.2:
Vamos admitir que n mols de um gas ideal esteja confinado numa caixa cubica de
volume V, mantendo as paredes da caixa em uma temperatura T. Vamos obter a equacao que

relaciona a pressdo p exercida pelo gés sobre as paredes e as velocidades das moléculas.

Para comegarmos a equacionar, vamos verificar o que precisamos para nao efetuarmos

calculos excessivos. Observamos a Figura 3.8.
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Figura 3.8 — Molécula sob pressao

y

@Y /

/—Normal

Z

Fonte: Autor

Considere a parede sombreada da Figura 3.8. Iniciaremos pela pressdo p na parede
sombreada, que ¢ determinada pela razdo da for¢ca impulsiva média (F) exercida na parede

pela area da parede. Ou seja,

F (3.14)
b= 17

Agora, precisamos obter a for¢a impulsiva média exercida por uma molécula sobre a
parede. Essa for¢a ¢ igual a quantidade de movimento linear transferida, dividida pelo
intervalo de tempo entre as transferéncias, isto &,

Y (3.15)
x _E .

Quando a molécula da Figura 3.8 colidir com a parede, a variacdo da quantidade de

movimento linear ao longo do eixo x ¢ dada pela diferenca entre a quantidade de movimento
final ((_2) r) € a quantidade de movimento inicial ((_2) 1)

Aé) = Q)F - é)l = (_mvx) - (mvx) = _vax ’

ou seja, o valor em modulo da quantidade de movimento ¢

Aa = 2muv, . (3.16)

A molécula vai atingir a parede varias vezes. O tempo entre duas colisdes na mesma

parede sera dado por
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As 2L (3.17)

Substituir as equagdes (3.16) e (3.17) na equagao (3.15), temos

2m- v m - v2 3.18
E, = 2Lx > F = Lx. (3.18)
Uy

Para obter a for¢a total sobre a parede sombreada (F', ), isto ¢, a taxa com a qual a

quantidade de movimento linear ¢ atribuida a parede por todas as moléculas, deve-se somar as
. mvg , . , .
quantidades Tx para todas as moléculas. Considerando que temos N moléculas, sendo v, ¢

a componente x da velocidade da molécula 1, v,, ¢ a componente x da velocidade da
molécula 2, e assim por diante. Assim,

2 2 2
mv mv mv 3.19
le _ Lxl sz I . LxN ( )

Em seguida, para obter a pressdo, divide-se essa for¢a pela area da parede (L?) a pressao

¢ portanto,

_F omui/L+mug, /L4 +mugy /L

P12~ 12
mvZ;, + mvz, + -+ mvZy
= p= e

m
= P= (ﬁ) (Vi + g+t vRy) (3-20)

Se N ¢ o nimero de moléculas na caixa ¢ N =n.N,, Equacdo (3.10), podemos

convenientemente multiplicar o numerador e denominador da equagao (3.16) por

n.Ny

N )

sem alterar a equacdo. Assim,

N n.m.N V2 + v 402
A — ( A)( x1 x2 xN)I (3'21)

m n.
= « (p2 2 2.
b = (E) (vxl + V2 + + va) N 13 N
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Se

w2y, = vi +vi + o+ vy (3.22)
x)med —
N

¢ a velocidade média quadratica da componente x de todas as velocidades moleculares, entdo,
podemos reescrever a equagdo (3.21) da seguinte forma,
n-m- Ny (3.23)

L3 (vag)med )

p =
Substituindo, a equacdo (3.11) em (3.23) e lembrando que o volume da caixa da Figura
3.8¢ V = L3, temos

n-M (3.24)

p= T(Ux)med .

Nao podemos esquecer que até a equagdo (3.24) efetuamos os célculos somente para a
componente x. Mas podemos estender para as componentes y € z, pois os valores dos
quadrados das componentes da velocidade sdo iguais. Para qualquer molécula, v?, = v?, =

v?,, de modo que, v? = v{ 4+ vy} + v7, entdo
v=3-v,

ou seja,

2 (3.25)

W] =
<

Assim, substituindo a equagao (3.25) na equacao (3.24) temos,

n-M
3V (Uz)med . (3.26)

p:

A raiz quadrada de (v*);,0q ¢ uma velocidade conhecida como velocidade média

quadratica, simbolizada por vgys, Ou seja,

,/(vz)méd = VRuMs -
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Assim, temos as equagdes

n-M 3.27
b= 3V v rus ( )
e
3p-V
VRMs = 7T (3.28)

Com a equacdo (3.28) chegamos a relacdo que propomos no inicio desse capitulo no
Exemplo 3.2. A relagdo existente entre pressdo p exercida pelo gas sobre as paredes e as
velocidades das moléculas em uma caixa com volume e temperatura constantes.

Agora, veremos uma aplicacdo de média quadratica na area de engenharia florestal.

Uma ferramenta utilizada nesta area ¢ a de dendrometria, que definiremos na secao a seguir.

3.4 Dendrometria e média quadratica

Nesta se¢ao devemos esclarecer que muitos métodos de campo sao desenvolvidos para
que os cientistas ou técnicos possam ter maior agilidade e simplicidade na execugdo e
processamento de dados. Esses métodos podem apresentar uma margem de erro maior.
Lembrando que a escolha do método a ser utilizado, e todas informagdes, coletadas e
analisadas ¢ de responsabilidade integral do técnico responsavel. Entdo, a escolha ¢ muito
pessoal. Nesta secao escolhemos um desses métodos que utiliza a média quadratica na
dendrometria para estimar ou determinar quantitativamente o que uma floresta possui em
recursos naturais.

A palavra dendrometria ¢ derivada dos vocébulos gregos dendron e metria, que
significam, respectivamente, arvore e mensuracdo. A dendrometria, portanto, refere-se ao
estudo das dimensdes das arvores e objetiva, basicamente, determinar o volume florestal e,
portanto, antever com confianca o estoque e o incremento florestal.

A dendrometria ¢ a disciplina que se encarrega de estudar todas as variaveis de estado
que definem uma arvore, seus componentes ¢ os produtos que dele se originam. Também
inclui o estudo do crescimento das arvores através da evolugdo temporal de variaveis de

interesse como os diametros, alturas ou volumes de fustes. (MUNIZ, 2007).
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No proximo pardgrafo veremos algumas varidveis dendrométricas essenciais para
entendimento dessa aplicagdo da média quadratica.

As variaveis dendrométricas mais importantes para o inventario florestal compreendem
o diametro na altura do peito de uma pessoa (DAP), a altura total e o fator de forma. Em
inglés o DAP ¢ conhecido como DBH (Diameter at Breast Height). O DAP ¢ uma medida do
diametro da arvore a 1,30 metros de altura em relagdo ao nivel do solo (medida utilizada no
Brasil); a altura total ¢ o comprimento da arvore ou do seu fuste/tronco; e o fator de forma
expressa o afilamento do fuste ao longo de seu comprimento, isto €, indica quanto o didmetro
de uma éarvore diminui ao longo da sua altura.

O diametro a altura do peito (DAP) ¢ considerado uma variavel dendrométrica muito
importante em trabalhos florestais. Sempre que possivel a medicdo do DAP de uma arvore em
pé deve ser realizada a 1,30m de altura. Esse ponto de medicao da agilidade ao trabalho de
campo, facilita o manuseio de instrumentos de medi¢do e diminui o risco de problemas
ergondmicos ao mensurador, sendo uma forma de padronizacdo mundial da altura de tomada

da medida.

Vamos ver algumas ferramentas utilizadas para a medi¢cdo do DAP:

Uma ferramenta utilizada para medi¢gdo do DAP ¢ a Suta. Consiste em uma régua
graduada conectada a dois bragos perpendiculares, sendo um fixo e o outro moével (Figura
3.9). Para a correta medigdo do didmetro das arvores ¢ importante que a Suta esteja em

posicao perpendicular ao eixo do fuste da arvore.

Figura 3.9 — Suta

s

Fonte: Referéncia [8]
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Uma outra ferramenta para medi¢do do DAP ¢ a Fita Métrica, que ¢ utilizada para a
medicao da circunferéncia da arvore. Neste caso, o diametro ¢ obtido pelo desenvolvimento

da seguinte relagdo matematica:

CAP
pap = A2 (3.29)

onde, o DAP ¢ o didmetro a altura do peito, CAP a circunferéncia a altura do peito e m a
propor¢ao numérica originada da relacdo entre as grandezas do perimetro de uma
circunferéncia e o seu diametro cujo valor ¢ aproximadamente 3,141592... .

Como os didmetros representam medidas de uma unica dimensdo (comprimento) €
usual o célculo da média aritmética dos DAPs. Para calcular a média aritmética dos DAPs
podemos calcular utilizando os dados individuais Equagao (3.30) ou utilizando uma tabela de

frequéncia Equacao (3.31),

" DAP, (3.30)
=

D=

Se consideramos as seguintes notagdes
DAP; = diametro a 1,30 m do solo da i-ésima arvore;
n = namero total de arvores;
cl; = centro da i-ésima classe de diametro;

f; = freqliéncia na i-ésima classe de diametro,

teremos a Equacdo (3.30) escrita da seguinte forma

5 Y el fi (3.31)

= fi

Na proxima se¢do veremos a relagdo entre o didmetro médio e média quadratica.
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3.4.1 Diametro médio (q) e Média Quadratica

A area seccional média (g), considerando-se os DAPs de um conjunto de n arvores,
pode ser obtida por
- q* (3.32)

Q
I

Pode-se utilizar, no entanto, uma alternativa para o calculo da area seccional média.
Nesse caso, deve-se usar a média quadratica dos didmetros ou o diametro médio q. A area
seccional g ¢ calculada por

- DAP? (3.33)
g=—7—>

a area seccional média pode ser definida por

- (3.34)

g = 4 "

Para facilitar e justificar o entendimento do uso da média quadratica na dendrometria
vamos mostrar uma aplicacdo. Vamos considerar um conjunto de n arvores com mesma altura
H e DAP;com 0 < i < n . Se os volumes dos fustes destas arvores fossem obtidos por meio

da expressao do volume de um cilindro, temos

m-DAP? - H m-DAP -H m-DAP? -H m-DAB? - H
1=—4 ) 2=—4 ) 3=—4 ’ '“'I/T'l:—4 .

Para calcular o volume médio (¥m) utilizaremos a média aritmética simples

1(n-DAP? H m-DAP?-H m-DAP?-H 7 DAP? - H
o= + + tot—" ) =
n 4 4 4 4
1 H ,
= Vm=£-Z(7T-DAP12+7T-DAP22+7T-DAP32+---+7T-DAPn) =

§<

4

_m-H <DAP12 + DAP} + DAP? + -+ + DAPn2>
n )

ou simplesmente,
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m-H-q* (3.35)

Sendo,

DAP? + DAP} + DAP? + -+ DAR,> Y. DAP* (3.36)
= = =
n n

2

q

(3.37)

n

- \/DAPf + DAP? + DAP? + -+ + DAB,? jz DAB,?
q= - '
n

Portanto, podemos concluir que o diametro médio ¢ a média quadrada dos DAPs de

uma amostra.
Para melhor entendimento vamos resolver um exemplo que utilize a média quadratica

na dendrometria.

Exemplo 3.3
Um engenheiro florestal coletou os DAPs de 20 arvores em uma amostra de um hectare

e os valores estdo na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: DAPs da amostra em um hectare (em cm)
21132 | 44 |23 |22
20127 |35 |41 |35
38126 |28 |42 |42
50137 |39 |40 |15

Queremos determinar a area seccional média dessa amostra.

Para resolver este exemplo devemos calcular o didmetro médio g dos DAPs e depois
calcular a area seccional média g. Novamente, para que a equagdo ndo fique muito longa,
vamos apresentar a média quadratica utilizando somatoério. Onde DAP; representa a primeira

medi¢do,DAP, representa a segunda medicao e assim por diante até a DAP,, assim,

'60



Efetuando os calculos temos,

_[23321

1= =20 =,/583,025 = 24,24591 .

Agora, podemos calcular a area da seccional média desejada. Usaremos a equagdo

2

(3.34) e substituindo, g = 24,24591 cm, na equagdo g = L > femos
.o (w/ 583,025) 2 1831,627
g = = = 457,9068 .

4 B 4

Portanto, a area seccional média da amostra é de 457,91 cm?.

Exemplo 3.4:

Deseja-se calcular o volume médio de madeira obtido de dez medi¢des das arvores. A
Tabela 3.2 apresenta os DAPs e altura dos frustres (H) (troncos) das arvores medidas em
metros. Uma dica para os célculos: Considere os frustres cilindros perfeitos e utilize o

diametro médio para os calculos.

Tabela 3.2: DAPs e Altura de dez arvores em metros.

Arvore 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

DAP | 0,10 | 0,23 | 0,11 | 0,25 | 0,34 | 0,32 | 0,41 | 0,27 | 0,35 | 0,27

Altura | 3,00 | 4,50 | 2,56 | 5,60 | 6,30 | 7,00 | 6,50 | 4,80 | 6,20 | 5,00

Para calcular o volume médio, usaremos a equagdo (3.35) que ¢ o diametro médio,

assim,

\/DAPf + DAPZ + DAPZ + -+ DAP?
q =
n

\/0,102 + 0,232 4+ 0,112 + 0,252 + 0,342 + 0,322 + 0,412 4+ 0,272 + 0,352 4+ 0,272
>q=
10
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= ¢=407919 = ¢*=0,7919. (3.38)

Agora, podemos calcular o volume médio, Equagao (3.35),
m-H-qg*
y, =229
4

Consideremos, H; a altura da arvore 1, H, a altura da arvore 2, assim até¢ H;, a altura
da arvore 10. O volume total é a soma dos volumes de todas as dez arvores. Entdo temos,

T['H'ZTI'H'Z TL"H'2
_ 1q+ 2q+”+ 10 " 4

m 4 4 ' 4
- q*
= sz 4 (H1+H2++ HIO)'
Logo,
m-0,7919
Vm=T(3+4,5+2,56+5,6+6,3+7+6,5+4,8+6,2+5) =
7+0,7919 - 51,46
= = 2 V,, = 32,00.

Portanto, o volume médio de madeira ¢ de 32 m? com aproximagdo final de duas casas
decimais.
No proximo pardgrafo vamos ver uma aplicacao real de média quadratica na engenharia

florestal.

Um trabalho interessante foi realizado no municipio de Machadinho d’Oeste, no estado
de Rondonia. Que teve como objetivo determinar a composicado floristica e estrutural de um
fragmento florestal em uma éarea de 184,10 ha em cobertura florestal nativa (VIEIRA ef al.,
2002). Vamos utilizar esse exemplo para uma possivel aplicagdo no ensino médio,
desconsiderando algumas variaveis utilizadas no trabalho cientifico, podendo entdo os valores
aqui calculados apresentarem diferenga em relacao ao trabalho original. Utilizamos apenas as
informagdes contidas na Figura 3.10 e consideraremos que a coleta foi efetuada em uma
amostra equivalente a 5 hectares distribuidos aleatoriamente dentro da area. A Figura 3.9

apresenta a distribuicdo diamétrica da area observada.
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Figura 3.10 — Distribuicao de frequéncia por centro de classe de didmetro em uma

floresta densa em machadinho d’Oeste, RO.

1800711670

Numero de Individuos

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
Classe de DAP (cm)

Fonte: VIEIRA et al. , 2002

Uma observagdo importante nesse trabalho € o calculo da area Basal (AB) que fornece
ao cientista a densidade do povoamento, podendo determinar o grau de ocupacao da area por
madeira.

A érea basal ¢ simplesmente o somatdrio de todas as areas seccionais das arvores.

AB=Y",9; ou AB=n-g, (3.39)

sendo n o niumero de arvores da amostra.
A area basal média (AB) ¢ a razdo entre a area basal em m? e a area de observacdo em
hectares. Nesse caso, a area de observagao foi de 5 hectares,

- AB
1B = = (3.40)

Entdo, vamos colocar como objetivo o calculo da area basal média (AB) para essa
aplicagdo. Iniciamos o calculo com o diametro médio e devemos nos atentar que o grafico
apresenta uma frequéncia para cada classe. Observamos também que na Figura 3.10 o topo de
cada classe diamétrica esta o nimero (frequéncia f; ) de arvores de cada classe diamétrica.

Assim, na classe diamétrica de DAP; = 10 cm temos f; = 1670 arvores, na classe
diamétrica de DAP; =20 cm temos f, = 605 arvores, e assim sucessivamente. Outra

observagdo importante ¢ que em geral se calcula a area basal em metros quadrados por
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hectares (m*ha), entdo vamos utilizar as classes diamétricas em metros. Usaremos somatorio

para representar os célculos, assim,

13
1
2 = — .. 2
1 2686Z(f‘ DAP’)
=

Substituindo os valores e calculando temos,

2 _ 119,06

= 0,044326 .

2686

Vamos calcular agora a area seccional média (g)

- q* _ 1-0,044326
Z 9Ty

= 0,034814

Q
I

Para obtemos a é4rea basal, precisamos do valor de n que ¢ a soma de todas as

frequéncias no topo de cada coluna da figura 3.10, ou seja,

n=1670+605+199+109+44+27+15+8+5+1+2+1=2686

entao,

AB=n.g = AB =12686-0,034814 = AB =93,50951 m~

Finalmente, vamos obter a area basal média (AB), que para esse caso foi calculada com

base em um experimento de 5 hectares. Entdo,

__ AB _ 93,50951 S

Concluimos que nessa amostra teremos uma area basal média de 18,70 m?/ha.
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4. REPRESENTACOES GEOMETRICAS DAS MEDIAS

Neste capitulo vamos apresentar a representacdo geométrica da média aritmética,
geométrica, harmodnica e quadratica. Vamos fazer uma comparacao dessas médias através das

construgdes em um semicirculo.

4.1. Representacio da média aritmética

Vamos representar a média aritmética X entre dois segmentos distintos de comprimento
a e b, conforme orientacdo a seguir:
Primeiramente, construimos dois segmentos colineares AB ¢ BC de comprimentos a ¢

b, respectivamente, conforme Figura 4.1.

Figura 4.1: Segmentos colineares

a b
A B C

Fonte: Autor

Em seguida, marcamos o ponto médio O do segmento AC, conforme Figura 4.2.

Figura 4.2: Ponto médio de AC
a b
A 0 B C

Fonte: Autor

Construimos um semicirculo com centro O, tendo AC como didmetro d, onde d = a +

b, conforme Figura 4.3.
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Figura 4.3: Semicirculo

Fonte: Autor
Como d = 2r, sendo r o raio do semicirculo e d = a + b temos que
a+b

2r=a+b = r= 5

Portanto, o raio OA ¢ a média aritmética dos segmentos a e b,

__ a+b _ 4.1)
OA = > =X .

Figura 4.4: Representacdo geométrica da média aritmética

Fonte: Autor
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Dessa forma, qualquer raio representado no semicirculo ¢ a média aritmética entre a e

b, logo podemos considerar OP como média aritmética.

4.2. Representacio da média geométrica

A partir do semicirculo construido na Figura 4.4, tragcaremos por B um segmento
perpendicular ao didmetro AC e denotando por D o ponto de intersegdo deste segmento com o
semicirculo.

Em seguida, construirmos os segmentos AD e CD.

Como o angulo ADC é angulo inscrito e possui 0 mesmo arco do 4ngulo AOC , que
mede 180°, entdo o angulo ADC é angulo reto. Podemos concluir que o tridngulo ADC é
retangulo.

Utilizando as relagdes métricas do tridngulo retangulo, onde o quadrado da altura

relativa a hipotenusa € igual ao produto das projecdes dos catetos na hipotenusa, temos que

(BD)? = AB.BC = BD =+ AB.BC . (4.2)

Concluimos, que BD ¢ a média geométrica g dos segmentos AB = a ¢ BC = b, entio,

BD=Vab=g. (4.3)

Figura 4.5: Representacdo da média geométrica

D

Fonte: Autor
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4.3. Representaciao da média harmonica

A partir do semicirculo construido na Figura 4.5, tragamos o raio OD. Lembrando que

0D = _a+b
=r = >

Partindo de B tragcamos um segmento perpendicular ao raio OD. Denotando por F, o

ponto de interse¢ao desse segmento com o raio OD;

Figura 4.6 Representacao da média harmdnica 1

P D
F L
._|
| ' l
A O B IC
e ===
a b

Fonte: Autor

Observamos os triangulos OBD e DFB e vimos que
e Os angulos BFD e OBD sao angulos retos, ou seja, BED = OBD = 90°
e Osangulos FDB ¢ ODB sio angulos comuns, ou seja, FDB = ODB = «
e Os angulos BOD e DBF sio angulos com a mesma medida, pois a soma dos

angulos internos de um tridngulo ¢ 180°, ou seja,

BEFD + FDB + DBF = O0BD + 0DB + BOD
90°+ a + DBF =90°+ a + BOD
DBF = BOD
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Logo, concluimos que os tridngulos OBD e DFB sdo semelhantes, pois seus angulos sdo
iguais. Logo, pela semelhanga desses tridngulos temos
oD BD OB
BD DF BF’

Como OD representa a média aritmética, onde

0D = _a+b
=r = >

e BD representa a média geométrica onde BD = g = va. b , obtemos a seguinte relagio

0D BD _ o 2 a+b __ a+b __
—=— = (BD)?=0D.DF = (Vab) = .DF = ab= .DF =
BD DF 2 2
2ab
2ab _ 57 b _pF o 2 _DF = DF=-2
M EY R ~ a+b = a_ b - 1.1
ab ab ab a b

Concluimos, que DF ¢ a média harménica (h) dos segmentos AB = a e BC = b, entdo
_ 2
F —_

= =h .
1
~+

(4.4)

S| =

Figura 4.7: Representacao da média harmdnica 2

D

Fonte: Autor
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4.4. Representacio da média quadratica

A partir do semicirculo construido na Figura 4.4, construir o segmento de extremidades
B e P, obtendo assim um triangulo retdngulo POB retangulo em O.

Obtermos o segmento OB através da diferenga entre OC e BC, sendo que,

_C_a+b
2
e BC = b, temos
o __ a+b __ a-—»b .
B=0C-BC = O0B-= > —b = O0B= > (4.5)

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo POB, temos

2 2
S — — a+b a—>b
PB“ = PO“ + OB = PB° = + =

2 2
— a+ b\’ /a-—bh\? — a® + 2ab + b*> a® —2ab + b?
PB:<2>+(2):>PB: 4 + 4
—_ 2a*+2b* . a*+b? _ a? + b?
PBZZT = PB? = > = PB = > .

Concluimos, que PB é a média quadratica (q) dos segmentos AB = a e BC = b, entdo

_ a? + b?
PB = >4 - (4.6)
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Figura 4.8 Representacdo da média quadratica

P
q
| - '
A: O B :C
e $ommm o >
a b

Fonte: Autor

4.5. Desigualdade das médias

Com base nas construgdes realizadas no Capitulo 4 vamos comparar as médias.
Na Figura 4.6 podemos determinar as desigualdades entre as médias aritmética,
geométrica e harmonica.
Considere o triangulo ODB retangulo em B, temos:
e 0D ¢ hipotenusa,

e BD é cateto.

Logo, 0D > BD. Como,

e BD =+a-b = g, concluimos que
xX=g . 4.7)

Considere agora o triangulo BFD retangulo em F, temos:

e DF é cateto

e BD é hipotenusa
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2 .
e DF = T h, concluimos que

g=h. (4.8)

Na Figura 4.8 podemos determinar a desigualdade entre a média aritmética e
quadratica.
Considere o tridngulo retangulo OBP retangulo em O, temos que:
e OP é cateto

e BP éhipotenusa

Logo, BP > OP. Como,

_ a? + b?
P = > =q
e OP = aTHJ = X, concluimos que
q=x. 4.9)

Considerando as inequacodes (4.7), (4.8) e (4.9), podemos fazer a comparagdo entre
as médias propostas e concluir que

g=x>g=>h (4.10)

Valendo a igualdade apenas quando a = b.
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Figura 4.9 Representacao das médias X, g, q e h

P D

Fonte: Autor

Na Figura 4.9 temos as representagdes geométricas das médias aritmética, geométrica,
harmonica e quadratica. Apenas pela constru¢do podemos identificar as desigualdades das

médias anteriormente obtidas.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Esperamos que este trabalho venha atingir sua proposta de fornecer ao professor de
Matematica do ensino médio um material de apoio que possa complementar os materiais de
base adotados nas escolas publicas e privadas. No trabalho foi abordado as principais médias
estudadas no ensino médio, a média aritmética, geométrica, harmdnica, quadratica e suas
representacdes geométricas.

Neste trabalho foi explorado algumas aplicagdes de cada média citada, com o objetivo
de trazer algo novo para a sala de aula a cada tema apresentado, mesmo que seja uma média
amplamente utilizada, como a média aritmética. Com base na dificuldade de encontrar
aplicagdes nos livros didaticos sobre médias pouco exploradas no ensino médio, como a
média quadratica, optou-se em buscar novas aplicagdes sobre essa média para que possamos
contribuir com uma variedade significativa de possibilidades a serem exploradas. As
aplicagdes encontradas muitas vezes necessitam de um conhecimento extra para o professor
de matematica, tendo em vista que essas aplicagdes sao de outras ciéncias, o que vem de
encontro com a proposta do ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio), interdisciplinaridade
e contextualizacdo. Podendo assim o professor de matematica relacionar sua disciplina com
outras ciéncias. Para tanto buscamos reunir o maximo de informagdes sobre cada aplicagdo
apresentada, para que sirva de base para entendimento da aplicacdo proposta. Em alguns
exemplos discutimos sobre qual média seria utilizada naquela situagdo, em outros apenas
identificamos qual a média utilizada, obtida apenas por manipulagao algébrica. Ficando como

desafio ao leitor aprofundar mais sobre o assunto com base na bibliografia sugerida.
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