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RESUMO

Neste trabalho vamos apresentar alguns conhecimentos bésicos na area de trigonometria,
demonstracoes e uma atividade pratica para despertar o interesse por esta parte da
Matematica. Devido ao grande niimero de estudantes que a julgam dificil, mesmo sem
ter tido qualquer contato com seus fundamentos, a tarefa de ensinar este tao vibrante
conhecimento fica de antemao dificultada. Isto acaba gerando um bloqueio no processo
de ensino e aprendizagem. Com este trabalho temos a proposta de um contato com a
trigonometria pratica além do contato com a parte tedrica. Fizemos uma atividade em
uma praia no municipio de Cabo Frio, com o objetivo de medir a distancia entre a Ilha do
Papagaio e o promontério de Arraial do Cabo. O trabalho serviu como ponto de partida
para mostrar o quanto é 1til a trigonometria e o quanto ela pode ser prazerosa.

Palavras chaves: Trigonometria, Lei dos Senos, Lei dos Cossenos, Triangulo Retangulo.



ABSTRACT

In this work we will present some basic knowledge in the area of trigonometry, demonstra-
tions and a practical activity to arouse interest in this part of Mathematics. Due to the
large number of students who find it difficult, even without having had any contact with
its fundamentals, the task of teaching this vibrant knowledge is difficult beforehand. This
ends up creating a block in the teaching and learning process. With this work, we propose
a contact with practical trigonometry in addition to contact with the theoretical part. We
did an activity on a beach in the municipality of Cabo Frio, with the aim of measuring the
distance between the Ilha do Papagaio and the Arraial do Cabo promontory. The work
served as a starting point to show how useful trigonometry is and how pleasurable it can

be.

Key words: Trigonometry, Law of Senos, Law of Cosines, Right Triangle.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho, entre outros objetivos, pretende ser mais um instrumento de
motivacao de professores do Ensino Médio que tém como finalidade ministrar aulas de
trigonometria. Uma vez que esse assunto, por diversas vezes, ¢ julgado precipitadamente
como complicado. O fato dos estudantes julgarem, antes mesmo de qualquer contato
com o conteudo, a trigonometria como um assunto complicado faz com que se tenha um
desestimulo para o aprendizado.

Nesta obra buscamos uma solugao para minimizar o problema de falta de
interesse dos alunos e mostrar o quanto a trigonometria pode ser prazerosa e util em
nosso cotidiano. Na busca pela solugao nos apoiamos a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), pois segundo o Ministério da Educagao, é um documento normativo que define o
conjunto de aprendizagens essenciais que todos os estudantes devem desenvolver ao longo
das etapas e modalidades da Educacao Basica.

Com uma atividade simples buscamos trabalhar com os alunos algumas das
propostas estabelecidas pela BNCC de maneira que possamos contribuir com o processo
de ensino-apredizagem. Uma das propostas da BNCC ¢ a utilizagao de tecnologias, como
calculadora, planilhas eletronicas desde os anos iniciais do Ensino Fundamental, porém a
realidade em muitas escolas é outra, o que acaba tornando a Matematica para os estudantes,
muitas vezes, pouco atraente devido ao contexto social que vivem hoje. Sabendo desta
realidade, buscamos abordar o ensino de trigonometria com uma atividade pratica com
a utilizacao de alguns recursos tecnolégicos além dos fundamentos matematicos. Ainda
pela BNCC, a 4rea da Matemtica e suas tecnologias tem como objetivo desenvolver nos
estudantes a capacidade de formular e resolver problemas em diversos contextos com mais
autonomia e recursos matematicos. Para que esses propésitos se concretizem nessa area,
os estudantes devem desenvolver habilidades relativas aos processos de investigagao, de
construcao de modelos e de resolucao de problemas.

Nesta obra consta uma atividade que contribui no desenvolvimento das
habilidades relativas aos processos de investigacao, de construcao de modelos e de resolugao

de problemas, o que contribui no ensino de trigonometria.
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2 ARCOS DE UMA CIRCUNFERENCIA E ANGULOS

Iniciamos este capitulo com a definicao de angulos e arcos de circunferéncia,
pois estes sao conceitos basicos para o estudo da trigonometria. Em seguida trataremos
dos tipos de angulos existentes, de como encontrar a medida do raio ou a medida do arco

da circunferéncia para um dado angulo seja em graus, seja em radianos.

2.1 Arcos

Comegamos com a defini¢ao de arco de circunferéncia, um conceito basico

necessario para o trabalho.

Definicao 2.1 Dados um circulo' ¥ de centro O e raio d e dois pontos X eY que distam
d do ponto O, o circulo X fica dividido em duas regioes delimitadas pela reta r, definida
pelos pontos X e Y. O conjunto dos pontos, incluindo X eY , que distam d do ponto O

que estao em uma das regioes € denominado arco da circunferéncia® 3.

Usaremos a notacao XOY para representar um arco de centro O e extremos

X e Yobtido através da seguinte construcao:

1. Ponha a ponta seca do compasso no ponto O.
2. Abra o compasso com tamanho do segmento OX.

3. Gire o compasso do ponto X ao ponto Y, no sentido anti-horario.

Note que através da construcao acima temos que XOY #* YOX como

podemos ver na figura 1. Ainda na figura 1 temos a ilustracao da defini¢ao 2.1

1 Um circulo de centro O e raio r é o conjunto dos pontos P, tal que a distancia do ponto P ao ponto

O é menor do que ou igual a d.

2 Uma circunferéncia de raio d e centro O é o conjunto de pontos P que distam d do ponto O dado.
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(a) XOY (b) YOX

Figura 1 — Arcos da circunferéncia ¥ definidos pelos pontos X e Y

Fonte: elaborada pelo autor

Vamos considerar a situagao na qual X e Y coincidem como um caso especial
que definem entao os arcos nulo e o arco de uma volta (IEZZI et al., 1978).

Dizemos que um circulo tem comprimento C' tal que C' é um ntimero real
cujas aproximacoes por falta s@o os perimetros dos poligonos convexos nele inscrito e
consequentemente toda circunferéncia também terd um comprimento C. Assumiremos
como arioma que o nimero 7 é o comprimento de um semicirculo de raio 1 (CARMO;

MORGADO; WAGNER, 2005).

Axioma 2.2 O numero w é o comprimento de um semicirculo de raio 1.

Teorema 2.3 Dois circulos quaisquer sao figuras semelhantes e a razao de semelhanca €

a razao entre seus raios.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que o circulo C, de raio a,
e o circulo C’, de raio a’, tétm o mesmo centro O. A homotetia de centro O e razao
o . .

r = % transforma cada segmento de reta de origem O e comprimento a num segmento de
origem O e comprimento a’, situado sobre a mesma reta. Logo, essa homotetia define uma
semelhanca entre C' e C'.

Do axioma 2.2 podemos concluir que C' = 27 é o comprimento de uma
circunferéncia de raio 1 e como todas as circunferéncias sao semelhantes podemos determinar

o comprimento de qualquer circunferéncia, como mostraremos.
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Teorema 2.4 Toda circunferéncia de raio R tem comprimento C' = 27 R.

Demonstracao. Dados dois circulos ¥ e €2 de comprimentos C' e C’ e raios R e R’,
respectivamente, temos pelo teorema 2.3 que
C R
= = 7 (1)
C R
Da igualdade (1) temos que C' = C'RR’, assumindo que € é um circulo de raio 1 concluimos

que C' = 27R.

Do teorema 2.4 temos que m = %, ou seja, m é a razao do comprimento da

<

circunferéncia pelo seu diametro. Calculando a razao 5%

obtemos um ntumero, irracional,
aproximadamente igual a 3,1416. Nao entraremos aqui nos detalhes sobre o nimero pi,

mas o leitor interessado podera consultar (PEREIRA, 2013).

2.2 Angulos

Iniciamos esta se¢ao com a definicao de angulo, que tem utilidade para
prosseguirmos nossos estudos.

— —

Defini¢ao 2.5 Dadas, no plano, duas semirretas OA e OB, um dangulo (ou regiao angular)
— — —

de vértice O e lados OA e OB ¢é uma das regioes do plano limitada pelas semirretas OA e

—
0B.

Figura 2 — Regioes angulares no plano

Fonte: elaborada pelo autor

Nosso préoximo passo serd associar a todo angulo uma medida da regiao do

plano que ele ocupa. Dado um circulo ¥ de centro O divida-o em 360 arcos iguais e tome
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pontos X e Y, extremos de um desses 360 arcos iguais. Dizemos que a medida do angulo

convexo, formado pelas semirretas O—j( e (i}/ é 1° (1é-se: um grau). A figura 3 ilustra o

processo que enunciamos anteriormente para a obtencao da unidade de medida de angulo

grau. Usaremos as notagoes ZXOY e XOY para representarmos o angulo definido pelas
— —

semirretas OX e OY e sua medida, respectivamente. Sendo assim, temos na figura 3 que

XOY =1° A partir da definicao de grau podemos concluir que um circulo tem 360°.

Figura 3 — Angulo de um grau

Fonte: elaborada pelo autor

E importante ressaltarmos que a medida de um grau independe do circulo
escolhido, como podemos ver em (NETO, 2013) p.12.

Note que todo arco de circunferéncia XOY podera ser associado a um angulo
ZX0OY. O angulo associado a um arco de circunferéncia ¢ chamado de angulo central.

Na figura 2 vimos que duas semirretas de mesma origem determinam dois
angulos, esses angulos podem ser convexos ou nao convexos. Um angulo x é convexo se
0° < x < 180° e nao convexo se x > 180°. Na figura 2a ZAOB é convexo e na figura 2b
ZAOB é nao convexo. Para maior esclarecimento quanto a convexidade de um angulo

consulte (NETO, 2013).
Definigcao 2.6 Dado um angulo ZAOB com AOB = x, denominamos ZAOB de:

1. d@ngulo agudo se 0° < x < 90°;

2. dangulo obtuso se 90° < x < 180°;
3. dngulo reto se x = 90°;
4.

angulo raso se x = 180°.

As figuras 4 e 5 nos mostram a representagao dos angulos de acordo com a defini¢ao 2.6.
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. o .
B B

(a) Angulo agudo (b) Angulo reto

Figura 4 — Tipos de angulos

Fonte: elaborada pelo autor

| 2

(0]

[ ]
ve]

(a) Angulo obtuso (b) Angulo raso

Figura 5 — Tipos de angulos

Fonte: elaborada pelo autor

Definicao 2.7 Dados dois angulos de medidas x e y graus, denominamos de:

1. angulos complementares se v +y = 90°;
2. angulos suplementares se v +y = 180°;

3. @ngulos replementares se x +y = 360°.

Nos préximos capitulos, para simplificarmos a escrita, em alguns casos

usaremos anotacao A para indicarmos o angulo ZX AY ou sua medida.
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2.3 Comprimento de um arco de circunferéncia e o radiano

Nas secoes anteriores falamos sobre arcos de circunferéncias, comprimento
de uma circunferéncia e a medida de um angulo em graus que sao assuntos fundamentais
para a abordagem desta secao. Nesta secao iremos tratar do comprimento de um arco de
circunferéncia e a medida de um angulo em radiano.

Pela definicao de angulo temos que se C é o comprimento da circunferéncia
> entao o comprimento de um arco pertencente a ¥ com seu angulo central medindo 1° é

c

igual a 355 donde podemos concluir que

zxC

medida do arco A = 360 %€ ° angulo central de A\ medi x graus.

Exemplo 2.8 O comprimento de uwm arco de circunferéncia de raio 12 cm e angulo
central igual a 30° é 2w cm. De fato, seja X o arco de circunferéncia de raio 12 cm e

angulo central 1gual a 30° temos que

30 X 2w X 12 em B 7207 ¢cm
360 360

medida do arco A = = 2mwem

’

E importante lembrarmos que o comprimento de um arco de circunferéncia é diretamente

proporcional ao seu raio e ao seu angulo central.

Definicao 2.9 A medida de um angulo em radianos € a razao entre o comprimento
do arco determinado pelo angulo em um circulo cujo centro é o vértice do angulo e o

comprimento do raio do circulo.

Exemplo 2.10 Dado um arco de comprimento m cm e raio 2 cm a medida do angulo

central do arco em radianos € igual a w/2.

Exemplo 2.11 Dado um arco que subtende um dangulo central de w/3 rad e raio 3 cm
temos que seu comprimento € ™ cm, pois admitindo que seja x o comprimento do arco, em

centimetros, temos que
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A conversao entre as duas unidades de medidas de angulos é feita por meio

de uma regra de trés simples.

Exemplo 2.12 Qual a medida em radiano de um angulo que medi 45° ¢ Chamando de x

a medida em radianos do angulo de 45° e utilizando regra de trés simples obtemos

45 T 457 ™
130 W:> 80x ST =z 180"36 1

Exemplo 2.13 Qual medida em graus de um angulo que medi 7 /8 rad? chamando de x

a medida em graus do angulo /3 rad e utilizando regra de trés simples obtemos

X

180
T

:}raoz
— 3z = 180

ol = [eold

.z =60

Em particular, qualquer angulo em radianos na forma mm/n com m € R e

n € R*, para que possamos converteé-lo em graus, basta substituirmos 7 por 180°, como

mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 2.14
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3 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Neste capitulo, lembraremos da trigonometria no triangulo retangulo, dos
elementos que compoem um triangulo retangulo e das relagoes trigonométricas importantes
que surgiram através da semelhanca de triangulos. Apresentaremos a fungao de Euler e

em seguida estenderemos as fungoes trigonométricas para todos os niimeros reais

3.1 Relagoes métricas em triangulos retangulos

Triangulo retangulo é todo triangulo que contém um angulo interno de 90°.
Os lados de um triangulo retangulo que formam o angulo de 90° sao chamados de catetos
e o lado oposto ao angulo reto é chamado de hipotenusa. Dado um triangulo retangulo
ABC e 6 # 90° um de seus angulos internos, chamamos o lado oposto ao angulo 6 de
cateto oposto a f e o cateto que faz parte do angulo 6 de cateto adjacente a 6 . Na

figura 6 temos um triangulo retangulo ABC retangulo em A.

C

hipotenusa
cateto

90°

cateto
Figura 6 — Triangulo retangulo

Fonte: elaborada pelo autor

Devido os casos de semelhanca de triangulos, estabelecemos na proposicao a
seguir, as relagoes métricas em triangulos retangulos. Todos os itens da proposi¢ao 3.1
podem ser demonstrados usando os casos de semelhanca de triangulos, contudo usaremos

o conhecimento sobre a area de um triangulo para demonstrar o item 1.

Proposicao 3.1 Seja ABC um tridngulo retangulo em A, com catetos AB = ¢, AC =b e
hipotenusa BC = a. Sendo H o pé da altura relativa & hipotenusa, CH =m e BH = n,
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respectivamente, as projecoes ortogonais dos catetos AC e AB sobre a hipotenusa e

AH = h, temos que:

1. o produto da altura relativa a hipotenusa pela hipotenusa é igual ao produto dos
catetos, ou seja, ah = bc.
2. o produto das projecoes ortogonais dos catetos sobre a hipotenusa € igual ao quadrado
da altura relativa a hipotenusa, ou seja, mn = h2.
3. o0 quadrado de um cateto € igual ao produto da hipotenusa pela projecao ortogonal
desse cateto sobre a hipotenusa, ou seja, b*> = am e ¢ = an.
2

4. a hipotenusa ao quadrado € igual a soma dos quadrados dos catetos, ou seja, a” =

b? + 2.

Demonstracao.

Figura 7 — Triangulo retangulo com as projecoes ortogonais dos catetos sobre a hipotenusa

Fonte: elaborada pelo autor

1. Temos que h é a medida da altura relativa & hipotenusa BC = a, sendo assim se
Sapc € a area do triangulo ABC entao Sapc = %h, porém se tomarmos o cateto
AB = ¢ como base, temos que o cateto AC' = b como sua altura relativa, donde vem
que

SABC:%é%:%.'.ah:bc (2)

2. Primeiramente, iremos provar que os triangulos ABC, HCA e HAB sao semelhantes.
Para isso mostraremos que os angulos internos dos triangulos HCA(90°,FC\A e

@) e HAB(90°, HAB e m) tém as mesmas medidas dos angulos internos do
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triangulo ABC(90°, ABC e B/CTLX) Todos os trés triangulos tém um angulo reto por
construcao, sendo assim basta verificarmos dois de seus angulos. No triangulo ABC(
figura 7) temos que H estd contido no segmento BC, ou seja, ZBCA e ZHC A sao

formados pelas mesmas semirretas, entao

BCA=HCA. (3)
Utilizando o raciocinio anterior podemos concluir que

ABH = ABC (4)

Sabemos que a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°, entao do

triangulo ABC temos que
90° + BCA + ABC = 180° = BCA + ABC = 90°. (5)

De forma andloga, dos triangulos ACH e ABH temos que

CAH + HCA = 90° (6)
€
ABH + HAB = 90°. (7)

Das igualdades (3) e (5) temos que HCA = 90° — ABC. Substituindo HCA na

igualdade (6) obtemos
CAH + (90° — ABC) = 90° = CAH = ABC (8)

Do mesmo modo que concluimos a igualdade (8), utilizando as igualdades (4), (5) e

(7) conclui-se que

HAD = BCA (9)

Agora que sabemos que os triangulos ABC, HCA e HAB sao semelhantes e quais
sao os seus angulos congruentes podemos usar o conceito de semelhaga de triangulos.
Observando os triangulos HCA e HAB na figura 8 e usando o fato de que eles sao

semelhantes temos que

=— = h’=mn

3
=13
I
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Figura 8 — Triangulos HCA e HAB

Fonte: elaborada pelo autor

3. Como os triangulos HCA e ABC sao semenlhantes, como podemos observar na figura

9, temos que

c b A C a

Figura 9 — Triangulos HCA e ABC

Fonte: elaborada pelo autor

CA CH b m 9
::::—:—:b:am
CcB CA a b

De forma anéloga, podemos concluir que

4. Segue do item 3 da proposi¢ao 3.1 que
V+c=am+an = b+ =alm+n) . . b+ =d

O item 4 da proposic¢ao 3.1 é conhecido como teorema de Pitagoras.
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3.2 As funcoes trigonométricas do angulo agudo

Considere um angulo AOB = 0, 0° < 0 < 90°, pontos A;, Ay, As, ...,

— —
A, sobre a semirreta OA, e pontos By, Bs, B3, ..., B, sobre a semirreta OB, tais que
os segmentos A1 By, AsBs, AsBs, ..., A,B, sao perpendiculares a reta OB. Como os
triangulos A1OBy, AsOBs, A3OBs, ..., A,0OB, tém os mesmos angulos internos entao

sao semelhantes como podemos ver na figura 10. Para maiores detalhes sobre semelhanca

de triangulos consultar (LIMA, 2011) p.49. Podemos portanto escrever

A1By  A3B;  A3Bs

OA, OA, OA;

A
A3
Az
A1
N 0 ®
B B, B, B, @)

Figura 10 — Triangulos semelhantes

Fonte: elaborada pelo autor

Como podemos perceber esta relacao depende apenas do angulo 6 e nao dos

comprimentos envolvidos, devido a este fato esta funcao de 6 foi definida, para 0° < 6 < 90°,

como
AlBl
sent) = ,
OA,
que se lé seno de 6. Ainda dos triangulos semelhantes da figura 10 temos as seguintes
relagoes
OB, OB, OBz
OA, OA, O0OA;
e

A1B1 . AQBQ . A3B3

OB, OBy OB
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as quais também dependem apenas do angulo 6, sendo assim podemos definir essas fungoes
de @, para 0° < 6 < 90°, como

OBl AlBl
OA,

tais fungoes sao chamadas, respectivamente, de cosseno de 6 e tangente de 6. As funcoes

cosl =

seno, cosseno e tangente sao conhecidas como fungoes trigonométricas.
Vamos mostrar, agora, algumas relacoes importantes envolvendo seno e
cosseno. Dado um triangulo retangulo ABC, retoem A, com B = 3,C =60, BC = a, AC' =

be AB = c (figura 11), temos as seguintes relacoes:

A

C 3 B
Figura 11 — Relagoes envolvendo seno e cosseno no triangulo retangulo

Fonte: elaborada pelo autor

e senf = cosf, ou seja, o seno e o cosseno de angulos complementares sao iguais.
De fato, pelo triangulo ABC temos que

cateto opostoa 3 b  cateto adjacente a 0
=—-= = cosf

senf = - - = -
hipotenusa a hipotenusa

e O inverso da tangente de um angulo é igual a tangente do seu angulo complementar.

Com efeito, temos que

1 1 c tad
_— 3 = - = g
tgp 2 b
seng . - ~ .
° n = tgo, ou seja, a razao entre o seno e cosseno de um angulo ¢é igual a tangente
cos

do mesmo angulo. Esta relacao é demonstrada de forma imediata como podemos ver
a seguir.

Sendo ¢ um angulo interno de um triangulo retangulo qualquer, temos que

cateto oposto a ¢
seng hipotenusa
cos¢  cateto adjacente a ¢
hipotenusa
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seng  cateto oposto a ¢ hipotenusa
cosp hipotenusa cateto adjacente a ¢
seng cateto oposto a ¢
= =tg¢

cos¢  cateto adjacente & ¢

e A soma do quadrado do seno de um angulo com o quadrado do seu cosseno é igual
a 1, tal relagdo é conhecida como relagao fundamental trigonométrica. Sem

perda de generalidade utilizando a figura 11 temos que

(senfB)? + (cosp)? = (9)2 n (5)2 _ b+ 2

e pelo teorema de Pitagoras temos que

B+ a?

Como podemos ver nas relagoes anteriores as fungoes seno, cosseno e tangente
nao sao independentes, ou seja, tendo apenas uma delas somos capazes de encontrar as

outras duas.

3.3 Seno, cosseno e tangente de alguns angulos

Nesta secao iremos dar os valores do seno, cosseno e tangente dos angulos
de 30°, 45° e 60° os quais sao facilmente obtidos utilizando um triangulo equilatero e um

quadrado. O leitor interessando em saber como encontrar os resultados da tabela 1 basta

consultar (CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005) pagina 17.

Tabela 1 — Seno, cosseno e tangente de 30°, 45° e 60°

Angulo | Seno | Cosseno | Tangente
1
500 1 V3 V3
Vi X
45° vz vz 1
\2[ 2
3 1
60° — - 3
2 2 V3

Fonte: elaborada pelo autor
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4 EXTENSAO DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS
Neste capitulo, iremos mostrar o estudo da trigonometria no circulo unitério,

um pouco sobre a funcao Euler e em seguida definiremos as funcoes trigonométricas seno

e cosseno em R e a funcdo tangente no no intervalo R — {z|x # 7/2 + kr}, com k inteiro.

4.1 Trigonometria no primeiro quadrante de um circulo unitario

Consideremos um circulo unitario A de centro O orientado, sendo o percurso

positivo o sentido anti-horario, e a origem dos arcos no ponto fixo A.

Figura 12 — Circulo unitério

Definiremos a medida algébrica de um arco AB deste circulo como sendo
o comprimento deste arco, associado a um sinal positivo se o sentido de A para B for
anti-horario e negativo caso contrario. Esta medida serd representada por mAB. Note que
como o circulo é unitario temos que um arco que tem seu angulo igual a x radianos tem seu
comprimento igual z, entao dado um ponto P pertencente ao arco AB, tal que mAB =1 /2,
temos que as coordenadas do ponto P sao dadas por (cosz, senx). Observando a figura 13
podemos notar que dado um ponto P = (a,b) pertencente ao 1° quadrante! de um circulo
unitario temos que

a b

cosx:I:aesenx:I:b

1 Construindo 4 arcos de mesma medida sobre um circulo orientado, partindo da origem dos arcos, no

sentido anti-horario, temos que o primeiro arco é o primeiro quadrante, o segundo arco é o segundo
quadrante e assim sucessivamente.
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Figura 13 — 12 quadrante

Dados dois eixos perpendiculares de origem em O, um circulo unitario
orientado de centro em O, sendo o sentido anti-horario o positivo, um ponto P pertencente
ao primeiro quadrante e um ponto A(1,0), sendo x a medida do angulo do arco AP em
radianos, temos que P = (a,b) = (cosz, senx). Note que quando z varia de 0 a 7/2 a
abcissa a varia de 0 a 1 e a ordenada b varia de 1 a 0, em outras palavras podemos
dizer que 0 < senx < 1e 0 < cosz < 1 quando = € [0,7/2]. Portanto podemos definir
sen 0 =0,sen m/2 =1,c0s 0 =1 e cos m/2 = 0 e assim as fung¢des seno e cosseno estao
bem definidas no intervalo real [0,7/2]. Como tgxr = senxz/cosz entdo temos que ter

cosx # 0, ou seja, a fun¢ao tangente estd bem definida no intervalo [0, 7/2].

4.2 As funcgoes trigonométricas e a fungao Euler

Nesta secao apresentaremos a funcao Euler, tentaremos estender as fungoes
trigonométricas seno e cosseno de modo que elas possam ser definidas para todos os

numeros reais, de forma que ainda seja mantida a relagao basica
2 2
sen“r 4+ cos’x =1

e em seguida estenderemos a funcao tangente de maneira que possa ser definida em
R — {x|cosz # 0}.
Considere a funcao F : R — 3, onde ¥ é um circulo unitario, construido

sobre dois eixos perpendiculares, orientados, de origem O, tal que O é o centro de X,
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definida da seguinte maneira. Fixada uma origem A = (1,0) em ¥ e dado um nimero real
x, percorremos sobre ¥, no sentido positivo (sentido anti-horario) se > 0 e no sentido
negativo (sentido hordrio) se x < 0, um comprimento z; por defini¢do, E(x) é o ponto de

> assim atingido

' sen x

O @
v

(@}
)
x
©)
>

Figura 14 — E(x) = P, mAP = x

Como vimos na sec¢ao anterior as coordenadas do ponto P, quando P pertence
ao primeiro quandrante, sdo (cosz, senx) o que faremos agora é admitir que qualquer que
seja o valor de = temos F(z) = P = (cosz, senx). Note que na figura 14 o ponto P esté
no segundo quadrante, porém ainda nao definimos quais sao os valores de seno e cosseno
de angulos maiores que 7/2 radianos. Para isso consideremos um ponto P pertencente ao
segundo quadrante e tracemos uma reta r paralela a reta OA, sendo O a origem e o centro
dos eixos perpendiculares e da circunferéncia unitaria Y, respectivamente. Sejam @, P’ e
@' o ponto de intersecao entre r e X e as projecoes ortogonais dos pontos P e @), sobre a
reta OA, respectivamente, como ilustra a figura 15. Ainda pela figura 15 podemos notar
que os triangulos PP'O e QQ'O sao congruentes, o que ¢ facilmente verificado aplicando o
teorema de Pitdgoras em ambos, pois PP’ = QQ' por construciao, PO e QO sdo raios do
circulo ¥. Sendo assim podemos concluir que P’O = Q'O, donde vem que se Q = (a, b),
entdao P = (—a,b). Dado um ponto A’ simétrico de A em relagdo ao eixo vertical temos,
pela congruéncia dos triangulos PP'O e QQ'O, que o arco PA’ é congruente ao arco

AQ), ou seja, os arcos AP e AQ) sao suplementares. Chamando a medida do arco AQ) de
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Rl SR
u

Figura 15 — Associagao do primeiro quadrante ao segundo quadrante

y e a medida do arco AP de z, entao E(x) = P = (cosx, senx) = (—cosy, seny). como

r 4y = 7, dai vem a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 4.1 Dado x € [1/2, 7] temos que senz = sen(m — x) e cost = —cos(m — x).

A 4

Figura 16 — Associacao do primeiro quadrante ao segundo quadrante

Na a figura 16 temos que a reta s é paralela ao eixo vertical e passa pelos
pontos P e R pertencentes ao circulo X, entao podemos concluir facilmente que os
triangulos POK e ROK' sao congruentes, pois o processo de construcao deles é similar ao
dos triangulos PP'O e QQ'O da figura 15, diferindo apenas por uma questao de rotacao.

Sendo assim temos que se R = (¢,d), entao P = (¢, —d). Ainda pela figura 16 tracemos
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uma reta r perpendicular a s passando por P e chamemos de () o ponto de intersecao

entre o circulo unitario X e a reta r. Para melhor compreensao observe a figura 17 .

BI

Figura 17 — Associagao do primeiro quadrante ao terceiro quadrante

De onde podemos concluir que ) = (—¢, —d), ou seja,
R = (—(—¢),—(—d)) = (—cosz, —senx).

Sabemos que x é o comprimento do arco AQ, mas qual seria a relagao entre o arco AQ e o
arco AR? Como o tridangulo PQR ¢ retangulo em P e estd inscrito no circulo, desta forma
temos que QR é o diametro deste circulo, portanto o comprimento do arco AR é igual ao

arco AQ mais 7, donde vem que

Proposigao 4.2 Dado x € [r,37/2] temos que senx = —sen(z—m) e cosx = —cos(x—).

De uma forma analoga aos casos anteriores podemos concluir a seguinte

proposicao
Proposicao 4.3 Dado = € [31/2,27] temos que

senx = —sen(2m — x) e cosx = cos(2m — x).

A fungdo E : R — ¥ é periddica pois E(x) = E(x + 2km) para todo x real e
k inteiro. De fato, basta observarmos que como o comprimento de ¥ é 27, entao sempre

que um ponto percorrer um comprimento 27 dard uma volta completa sobre o circulo.
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Portanto, uma vez definido os valores de seno e cosseno no intervalo [0, 27| temos que as
funcgoes seno e cosseno estao bem definidas em R. Usando as proposigoes anteriores desta
se¢do e o fato de que cosm/2 = 0 temos que cosx = 0 para todo = = 7/2 + km, com k
inteiro, ou seja, a fungao tangente esta bem definida no intervalo R — {z|x # 7/2 + k7 },
com k inteiro.

Uma vez que sabemos que E(x) = E(x + 2km), com k inteiro, podemos

concluir da proposicao 4.3 a seguinte proposicao
Proposicao 4.4 Dado x € R temos que

sent = —sen(2m — x) = —sen(—x) e cosr = cos(2m — x) = cos(—x).

4.3 Graficos das funcgoes trigonométricas

Nesta se¢ao iremos mostrar alguns esbocos dos graficos das funcoes trigo-
nométricas para termos uma melhor ideia de seu comportamento no conjunto dos nimeros
reias.

Como vimos na secao anterior os valores tanto de seno como cosseno variam
entre —1 e 1 e como as fungoes seno e cosseno sao periddicas basta conhecermos apenas
um perfodo de seus graficos para que possamos construir seus graficos por completo, para
isso basta repetirmos o grafico de um periodo uma infinidade de vez como podemos ver

nas figuras seguintes.

ponto maximo -_|

—— periodo

|
1 »

!

1

1

1

|

-3mw/2 -m -mw/2 0 smi2 3T x

ponto minimo

Figura 18 — Um periodo da funcao seno
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ponto maximo periodo
T l

| |

1

|

1

1

-3m/2 - -m/2 2w 5m/2 3T x

T

ponto minimo

Figura 19 — Um periodo da fungao cosseno

- -5mi2  Af2m -3mi2 - -m/2 ™2 vw 5mi2 3‘<f2/rr X
-1

Figura 20 — y = sen(z)

m/ m 3wl2 2 5w 3m Twl2 4m X

-3m -5m/2 2w -3my 2 - -l 2 0

Figura 21 — y = cos(x)

Os graficos das fungoes seno e cosseno sao chamados de senoides, porém por
muitas vezes alguns professores chamam de cossenoide o grafico do cosseno, o que é um
equivoco pois os gréaficos de seno e cosseno diferem apenas por uma translacao.

Vamos mostrar que tgx pode ser vista como medida algébrica de um segmento.
Consideremos uma reta orientada tangente em A a ¥ e seja AP um arco de medida z,
como na figura 22. A reta r que contém o ponto O, centro de ¥, e P determinam o ponto
P’ em ¥ e T no novo eixo. Mostraremos que tgx = medida(AT), ou seja, tgr é a medida

algébrica do segmento AT.
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Figura 22 — Ponto P no primeiro ou terceiro quadrante

v
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Os triangulos PXO e P'X’O sao congruentes e semelhantes ao triangulo

T AQO. Portanto, o
senr  PX AT B AT
cosx  OX OA 1

Como o a medida do arco AP' = x + 7 temos que

sen(z +m) —sen(z) sen(z) PX P'X' AT

tg(z +m) = = =

cos(x +m) —cos(z) cos(xr) OX OX'

~
r
r
B
P
[
I
[
I
|
&1 >
A X 0 Ox A
I
I
1
I
o
&
N

Figura 23 — Ponto P no segundo ou quarto quadrante

1
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Nos casos de P esta no segundo ou quarto quadrante o processo é andlogo,

porém sendo x a medida do arco AP temos que

tgr = tg(xz + ) = —AT.

Acabamos de ver que em qualquer caso temos que tgx = tg(x + 7), o que
mostra que a tangente é uma funcao peridédica de periodo w. Mostraremos que para valores
de x préximos e menores que /2, temos que tg(z) tende a 400, e para valores préximos e
maiores que —m /2 temos que tg(z) tende a —oo. Nao entraremos em detalhes sobre limites

porém para efeito de simplificagao assumiremos como definicao a seguinte afirmacao.

Definigao 4.5 Se quando x tende a p pela esquerda temos que f(z) tende a 0 e existe

r >0 tal que f(x) >0 parap —r < x < p, entao

) 1
lim —— = 400

T—=p~ f (.l’)

Definigao 4.6 Se quando x tende a p pela direita temos que f(x) tende a 0 e existe r > 0

tal que f(x) <0 para p <x < p+r, entdo

1
lim —— = —

w—pt f()

Agora com a definigdo 4.5 podemos mostrar o limite de tg(z) quando z

tende a 7/2 pela esquerda. Sabemos que

o) = sen(x)

cos(x)

dividindo por sen(x) o numerador e denominador do lado direito da igualdade obtemos

1 :
tg(z) = cos(7) = hgrl, tg(xr) = +oo
sen(z) 2

De maneira andloga temos que tg(x) tende a —oo quando z tende a /2 pela direita.
Sabendo o que ocorre com a tg(x) quando x tende a 7/2, entao sabemos o que ocorre com

a tg(x) quando x tende a (w/2 + ), pois tg(z) = tg(x + 7).
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Na figura 24 podemos observar melhor o comportamento da funcao tangente.

b = — — — — o ———— -

e - =
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5 AS LEIS DO SENO E DO COSSENO

Neste capitulo, iremos mostrar as férmulas de adicao e as leis do seno e do

cosseno.

5.1 As férmulas de adicao

Nesta secao mostraremos uma demonstracao para o seno da soma de dois
arcos de uma forma bem simples. Em seguida usaremos as propriedades vistas nos capitulos
anteriores para deduzir o cosseno e a tangente da soma de dois arcos.

Consideremos um retangulo ABC'D de diagonal AC' = 1, duas retas paralelas
r e s, um ponto P € r e um ponto @) € s, tal que seus vértices C' e A estejam sobre as
retas r e s, respectivamente, o segmento P() seja perpendicular a reta r e contenha o

ponto B, como ilustra a figura 25.

AB = cosa
BC = senw
PQ =CH = sen(a + )

A H Q

Figura 25 — Quadrildtero ABCD com as diagonais AC sobre as retas paralelas r e s

Ainda pela figura 25, se o angulo CAB medi o o angulo BAC medi 3 e o
angulo QBA medi 6, entdo o angulo BPC medi 3, donde vem que AB = cosa, BC = sena
e PQ = CH = sen(a + ). No triangulo retangulo BPC temos que

PB = BC - cosf = sena - cosf3
Observando o triangulo retangulo AQB é fécil notar que

BQ = AB - senf3 = cosa - senf3
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Como P(Q) = PB + B(Q), entao

sen(a + ) = sena - cosf + senf3 - cosa (10)

Utilizando um raciocinio andlogo temos que cos(a + ) = AQ — HQ, donde vem que
cos(a+ ) = cosa - cosf — sena - senf (11)

Finalmente, para calcular a tangente de o + 8, dividimos a férmula (10)

pela (11).
sena - cosf3 + senf - cosa
_senac- cosf + senfd - cosa cosa - cosf3 _ tga+tgp
tgla+f) = cosa - cosfi — sena- senf3  coso- cosff — seno - senfB 1 — tgo - tgf
cosa - cosf3
(12)

E possivel fazer uma construcao similar a da figura 25 de forma que o + 3
tenda, no maximo, a 180°, portanto nao garante que as demonstragoes que acabamos de ver
sao vélidas para o e f € R . Como podemos ver em (CARMO; MORGADO; WAGNER,

2005) p.5b7, as féormulas que acabamos de ver sao vélidas para quaisquer reais.

5.2 A lei do seno

Consideremos um triangulo ABC inscrito em uma circunferéncia de centro

O e raio r e tracemos por B uma corda BD que passa pelo cetro O. Note na figura que a
. A = ’ . A _— = . ~ A . .

medida angulo BDC é igual ao angulo BAC, pois sao angulos inscritos do mesmo arco

capaz, como podemos observar na figura 26.

Figura 26 — Triangulo ABC inscrito na circunferéncia de centro O e raio r
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Ainda pela figura 26 podemos observar que

~ BC BC BC
senD = — = 2r = = = =
2r senD  senA
De forma analoga encontraremos que
AC AB
2r = — e 2r = =,
senB senC

donde vem que

BC AC AB
senA  senB  senC

A relacao (13) que acabamos de ver é conhecida como lei do seno.

5.3 A lei do cosseno

Seja ABC um triangulo qualquer com lados a, b, e c. Tracemos a altura AH
e consideremos os dois casos seguintes:
a) C é agudo.
Fazendo AH = h e CH = z como na figura 27, temos no triangulo AHB
A =h*+(a—ux)?
— 2 =h%+a% - 2ax + 2*
— =0 -2+ d® - 2az + 2*

e 02:a2—1—b2—2a$

a

T
-+

Figura 27 — Triangulo retangulo ABC

Como z = b - cosC, segue-se que ¢ = a® + b2 — 2abcosC.



b) C é obtuso.

Fazendo AH = h e CH = z como na figura 28, temos no triangulo AHB
¢ =h*+ (a+ux)?

= 2 =h%+a®+ 2ax + 2°

= =0 — 12+ a®+ 2ax + 2*

— ?=a’>+ b+ 2ax

A

H X C a B

Figura 28 — Triangulo obtusangulo ABC

Como z = b - cos(180° — C), segue-se que ¢ = a® + b — 2abcosC.

2

A expressao ¢? = a® + b? — 2abcosC é chamada a lei do cosseno.

41
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6 DETERMINACAO DE DISTANCIAS INACESSIVEIS

Neste capitulo iremos relatar a atividade pratica a qual foi desenvolvida com

estudantes do 1° ano do ensino médio.

6.1 Trigonometria na pratica

Esta aula pratica se deu com uma turma de um CIEP da cidade de Sao
Pedro da Aldeia, na regiao litoranea do Rio de Janeiro. A escola possui aproximadamente
700 alunos e a aula foi dada a uma turma do 1° ano do Ensino Médio.

Antes da aula pratica foi necessario ministrar aulas para a introducao do
conhecimento basico sobre a trigonometria. Desde a primeira aula os estudantes ja foram
informados sobre a atividade que seria elaborada na praia localizada no bairro Braga, em
Cabo Frio. Objetivo de informé-los sobre a atividade que seria elaborada, desde o primeiro
contato com o assunto, foi para que lhes causasse interesse no estudo proposto.

Em uma das aulas de trigonometria, foi exibida a imagem do local que seria
feita a atividade, como ilustra a figura 29, e mencionado que o objetivo da atividade seria

determinar a distancia da Ilha do Papagaio ao promontério de Arraial do Cabo.

¢
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Figura 29 — Imagem do googlemaps do local da atividade

Apoés a fundamentacao do conhecimento trigonométrico foi preciso instruir
os estudantes sobre o funcionamento de uma bussola. Usamos um aplicativo de celular que

simula uma bussola. Os estudantes precisaram apenas ser orientados sobre o fato da brssola
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apontar sempre para o polo norte magnético, o que significa indicar aproximadamente
o norte geografico e que sua orientacgao é no sentido horario. A figura 30 mostra a tela
do aplicativo que simula uma btssola. E importante lembrar que para a utilizacao de
aplicativo que simule uma biissola é necessario que o telefone celular tenha um sensor

geomagnético.

Classic Compass @

229.0° TayNam

Antncio fechado por Google

d @) O

Figura 30 — Tela aplicativo Classic Compass

Para execucao da atividade pratica foi necessario, além do telefone celular
com o devido aplicativo instalado, foi necessario um rolo de barbante de 300 metros, como
ilustra a figura 31 e um suporte para apoiar o aparelho. O suporte foi construido com

madeira pelos préprios estudantes.

Figura 31 — Rolo de barbante de 300 metros
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No dia da atividade estavam prensentes 12 estudantes, os quais foram
divididos em dois grupos, denominados por A e B, um estudante ficou responsavel por
fazer as medicoes e um estudante ficou responsavel por fazer as anotagoes. Ao chegar na
praia o grupo A ficou em um determinado ponto e o grupo B se deslocou até um ponto
B, de maneira que o barbante ficasse totalmente esticado, o que fez com que tivessem a

nocao da distancia entre os dois grupos, ou seja, aproximadamente 300 metros.

CNSY

Figura 32 — Grupo A

Os grupos A e B eram responsaveis por auxiliar nas medi¢oes, manter o
barbante esticado e anotar os dados coletados. O grupo A ficou parado em um ponto da
praia que chamaremos de ponto A, segurando a ponta do barbante, e o grupo B seguiu
pelo perimetro da praia, segurando o rolo de barbante até desenrola-lo por completo. A

figura 32 ilustra o grupo A segurando uma extremidade do barbante. Apds o barbante

il Norte PASSAGEM Fr

Cabo Frio

Leste
Oeste

Ilha do Papagaio

Sul Promontério de Arrail do Cabo

4 Praiado Forno @
Arraial B
do Cabo
Google
T e B T A e T e S Ut

Figura 33 — Esquema ilustrando os pontos cardeais

ficar totalmente esticado, o estudante responsavel por verificar os angulos moveu-se até
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o grupo A e apontou a “bussola”para a Ilha do Papagaio, a qual indicou um angulo de
110° em relagao norte. Em seguida, o estudante apontou a “biissola” para o promontorio
de Arraial do Cabo e para o grupo B, e verificou que a “bussola”’indicava 169° e 220°,
respectivamente. Na figura 34 mostra o suporte criado pelos préprios estudantes para
apoiar o celular na hora das medicoes e a figura 35 mostra o momento em que o estudante
aponta a “bussola” para a Ilha do Papagaio. O ponto amarelo na figura 35 indica a parte

da ilha que o estudante estava usando como referéncia para determinar os angulos.

Figura 34 — Grupo A apoiando o celular no suporte

Figura 35 — Ilha do Papagaio

Apés as medicoes no ponto A, os estudantes responsaveis por registrar os
dados coletados moveram-se em direcao ao ponto B. Chegando ao ponto B, os estudantes

apontaram a “bussola”para o grupo A e registraram que a “bussola’indicava 40° em
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relacao ao norte e em seguida apontaram a “bussola”para a Ilha do Papagaio e para o
promontorio de Arraial do Cabo e verificaram que a “bussola indicava, respectivamente,
107° e 166°. Na figura 36 podemos ver o momento que os estudantes estao, no ponto B,

coletando os dados ao direcionar o celular para o promontério de Arraial do Cabo.

Figura 36 — Grupo B

6.2 Utilizando os dados e aplicando os conhecimentos trigonométricos

Nesta secao, iremos mostrar a atividade proposta aos estudantes apds a
atividade feita na praia. O objetivo deste momento com os estudantes é aproveitar todo o
momento agradavel que vivenciaram na aula pratica anterior a fim de ajuda-los a absorver
o conhecimento sobre trigonometria melhor, de maneira leve e descontraida.

A turma foi dividida em trés grupos para realizarem a atividade contida em

uma folha. A atividade tinha como objetivo:

e identificar os angulos de cada ponto através dos dados coletados na aula pratica a
qual foi feita na Praia das Dunas.
e usar os conhecimentos das leis de seno e cosseno com o auxilio de uma calculadora

para encontrar a distancia da Ilha do Papagaio ao promontorio de Arraial do Cabo.

A seguir, iremos descrever o texto e mostrar as imagens contidas na folha
de atividade dos estudantes:
Folha de atividade — A distancia da Ilha do Papagaio ao promontério de

Arraial do Cabo.
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Abaixo temos uma foto retirada do Google Maps, como podemos ver na
figura 37, a qual mostra a Praia das Dunas localizada em Cabo Frio, A Ilha do Papagaio e
um promontoério pertencente a Arraial do Cabo. As marcacoes na imagem da figura 37,
feitas com o auxilio do Geogebra, representam o campo de visao dos grupos A e B de

estudantes.

LW ERRSETELE]]

o C Arraial do Cabo

Figura 37 — Figura contida na atividade

Os estudantes utilizaram uma bussola do celular para se orientarem. Do
ponto A, onde esta localizado grupo A, ao apontar o celular em direcao a Ilha do Papagaio a
bussola marca 110° em relagao ao norte, ao apontar em diregao ao promontorio, pertencente
a Arraial do Cabo, a bussola marca 169° em relagdo ao norte e ao apontar em direcao ao
ponto B, onde esté localizado o grupo B, a bissola marca 220° em relagao ao norte; Do
ponto B, ao apontar o celular em direcao ao grupo A a bissola marca 40° em relacao ao
norte, ao apontar em direcao a Ilha do Papagaio a bussola marca 107° em relacao ao norte
e ao apontar a bussola em direcao ao promontério de Arraial do Cabo a bissola marca 166°
em relagao ao norte. Sabendo que a distancia entre os dois grupos é de aproximadamente
300 metros, preencha o esquema abaixo e calcule a distancia da Ilha do Papagaio ao
promontorio.

Os estudantes nao tiveram dificuldades para preencher o esquema da maneira
esperada. A figura 39 ilustra os resultados obtidos por todos os grupos de estudantes.
Para determinar o valor do angulo DAC os estudantes usaram os valores que indicaram na
“bussola”’ao aponté-la do ponto A para Ilha do Papagaio (ponto D) e para o promontdério

de Arraial do Cabo (ponto C) e calcularam a diferenga entre os angulos 110° e 169°. De
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Figura 38 — Esquema para ilustrar a cena real
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Figura 39 — Primeiro passo

maneira analoga, os estudantes encontraram os demais angulos pertencentes aos vértices
A e B como indica na figura 39. Utilizando o fato de que a soma dos angulos internos
de um triangulo ¢é igual a 180°, nos triangulos ABD e ABC, os estudantes obtiveram os

angulos dos vértices C e D.

Figura 40 — Atividade na sala de aula
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Apés os estudantes encontrarem todos os angulos dos triangulo ABC e
do triangulo ABD, com o auxilio do professor, eles decidiram encotrar as medidas dos
segmentos AD e AC utilizando o lei dos senos uma vez que eles tinham a medida do

segmento AB. Aplicando a lei do seno no triangulo ABD, obtiveram os seguintes resultados

AB AD 300 AD —
sen 3°  sen 67° — sen 3°  sen 67° — AD = 5276

Em seguida aplicaram a lei do seno no triangulo ABC para determinarem a
medida do segmento AC. Aplicando a lei do seno no triangulo ABC obtiveram o seguinte

resultado

AB = AC — S0 _ AC — AC = 4637

sen 3° sen 126° sen 3° sen 126°

Como os estudantes ja tinham encontrado a medida do angulo do vértice A,
no triangulo ACD, entao apés encontrarem as medidas dos lados AC e AD do triangulo
ACD, puderam aplicar a lei do cosseno no triangulo ACD. Aplicando a lei do cosseno no

triangulo ACD os estudantes obtiveram o seguinte resultado

C_D:\/AC’2+AD2—2-AC-AD~005 59°

= CD = V46372 + 52762 — 2 - 4637 - 5276 - cos 59° = 4914
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Figura 41 — Imagem do Google Maps com a distancia entre a ilha e o promontoério

Portanto, a distancia entre a Ilha do Papagaio e o promontério de Arraial

do Cabo encontrada pelos estudantes foi de aproximadamente 4914 metros. Para finalizar
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a atividade o professor acessou o site do Google Maps para mostrar a distancia calculada
pelo satélite e conferir com o resultado obtido pelos estudantes. No Google Maps mostrou
que a distancia entre a Ilha do Papagaio e o promontoério de Arraial do Cabo é de 5360

metros como podemos ver na figura 41.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Sabemos bem que, um dos fatores que tornam dificil a missao de ser mediador
de conhecimentos de qualquer ordem estéd na falta de interesse demonstrada pelos aprendizes.
Assim, esse trabalho pretendeu ser uma fonte de contribui¢ao para minimizar esses
problemas, pois apresentamos uma atividade, simples e facil de executar, envolvendo
diversos conceitos e focando principalmente nas funcoes trigonométricas. Atividade essa
com a participacao dos estudantes.

Quando os estudantes comecaram e entender os porqués dos estudos de
angulos e a propria trigonometria, a motivagao apareceu de forma que o aprendizado ficou
mais interessante e agradavel.

Esse experimento foi uma pequena parte do que todos nés podemos fazer,
no sentido de buscar formas cada vez mais significativas capazes de despertar a curiosidade
dos estudantes, o prazer pela descoberta e o espirito investigativo.

A falta de conhecimento em matemaética por parte dos estudantes, faz
com que julguem o aprendizado da matematica dificil, em especial o aprendizado de
trigonometria, mesmo sem ter tido qualquer contato, fazendo com que criem um bloqueio
no processo de ensino-apredizagem e gerando um desinteresse por aprender esta disciplina.
Além de muitos estudantes julgarem a trigonometria como dificil, ainda tem aqueles que a
julgam como sem utilidade. Sabemos que apenas o ensino da trigonometria, sem mostrar
sua utilidade e suas aplicacoes, pode contribuir para tais julgamentos de modo que gere
resultados negativos no processo de ensino-aprendizagem. Esses fatos foram motivadores
para fazermos um estudo mais detalhado sobre trigonometria e elaborarmos esta atividade
pratica.

A trigonometria é um ramo importante da matematica e de essencial para o
bom desempenho de estudantes que venham a escolher, no futuro, areas ligadas as ciéncias
exatas

Temos conhecimento que as atividades praticas nao sao usais no ensino de
trigonometria. Esse assunto, geralmente, é abordado apenas com exibicao de suas férmulas
e exemplos de aplicagoes, tornando o aprendizado totalmente mecanica e sem significado.
Em virtude disso, atestamos a necessidade de desenvolver uma atividade pratica a fim

de contribuir na capacidade do estudante de interpretar problema, investigar, levantar
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hipéteses, resolver situagoes-problema. Como objetivo final, gostariamos de alcancar todos
os profissionais que tém dificuldade de motivar e despertar o interesse do estudante nesse
tema.

Foi possivel perceber que é de fundamental importancia que o professor realize
atividades praticas envolvendo os alunos. Apds a aplicacao da atividade foi notavel a con-
solidacao de véarios conceitos importantes (pontos, angulos, retas, triangulos, distancias)
para o desenvolvimento do conhecimento das funcoes trigonométricas.

Concluimos que a atividade pratica escolhida contribuiu para uma construgao
do conhecimento de forma mais significativa, facilitando a mediacao do professor, tornando
a aula mais atrativa de modo que tivemos melhoras no interesse dos alunos, possibilitando
uma nova perspectiva em relacao ao estudo de trigonometria, auxiliando na construcao de

novos conhecimentos na vivéncia diaria dos estudantes.



53
REFERENCIAS

CARMO, M. P. do; MORGADO, A. C.; WAGNER, E. Trigonometria/ nimeros
complexos. 3.ed. Rio de Janeiro: SBM, 2005. Citado 3 vezes nas paginas 15, 27 e 39.

IEZZ1, G. et al. Fundamentos da matemaética elementar: trigonometria. 2.ed. Sao Paulo:
Atual Ed., v. 3, 1978. Citado na pagina 15.

LIMA, E. L. Medida e forma em geometria: comprimento, drea volume e semelhanca. 4.ed.
Rio de Janeiro: SBM, 2011. Citado na pagina 25.

NETO, A. C. M. Tépicos de matematica elementar: geometria euclidiana plana. 2.ed. Rio
de Janeiro: SBM, v. 2, 2013. Citado na pagina 17.

PEREIRA, T. V. Regioes circulares e o niimero pi. 22 mar. 2013. 40 f. Dissertagao
(Mestrado em Matematica) - Universidade Federal de Goias, Goiania, 2013. Disponivel
em: (http://bit.profmat-sbm.org.br/xmlui/handle/123456789/543). Acesso em: 01 mar.
2017. Citado na pagina 16.


http://bit.profmat-sbm.org.br/xmlui/handle/123456789/543

	DEDICATÓRIA
	AGRADECIMENTOS
	RESUMO
	Abstract
	LISTA DE FIGURAS
	LISTA DE SÍMBOLOS
	SUMÁRIO
	INTRODUÇÃO
	ARCOS DE UMA CIRCUNFERÊNCIA E ÂNGULOS
	Arcos 
	Ângulos
	Comprimento de um arco de circunferência e o radiano

	FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS
	Relações métricas em triângulos retângulos
	As funções trigonométricas do ângulo agudo
	Seno, cosseno e tangente de alguns ângulos

	EXTENSÃO DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS
	Trigonometria no primeiro quadrante de um círculo unitário
	As funções trigonométricas e a função Euler
	Gráficos das funções trigonométricas

	AS LEIS DO SENO E DO COSSENO
	As fórmulas de adição
	A lei do seno
	A lei do cosseno

	DETERMINAÇÃO DE DISTÂNCIAS INACESSÍVEIS
	Trigonometria na prática
	Utilizando os dados e aplicando os conhecimentos trigonométricos

	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	REFERÊNCIAS

