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“Se vocé conhece o inimigo e conhece a si
mesmo, nao precisa temer o resultado de
cem batalhas. Se vocé se conhece mas nao
conhece o inimigo, para cada vitoria ganha
sofrerd também uma derrota. Se vocé nao
conhece nem o inimigo nem a Si mesmo,

perderd todas as batalhas.”

Sun Tzu.
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Resumo

Neste trabalho abordamos varios resultados envolvendo o tema circulo e circunferéncias e
aplicamos a resolugao de problemas. O objetivo deste trabalho é fornecer um material de
apoio para professores de Matemética que atuem no ensino médio e que desejam preparar

seus alunos para olimpiadas de Matemaética, vestibulares e outros.

Palavras-chaves: Geometria Plana, Olimpiadas, Resolucao de Problemas, Vestibula-

res.

v



Abstract

In this work we present several results about circles and circumference and their appli-
cations to solve problems. The goal of this work is to provide a support material to
Math teachers who work in high school and intente to prepare students for Mathematical

olympiads; entrance exam and others.

Keywords: Plane Geometry; Olympiads; Problem Solving; Entrance Exam.
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Capitulo 1

Introducao

Circulos e circunferéncias sao objetos geométricos basicos que podem ser definidos
utilizando-se apenas os conceitos de pontos, segmentos e congruéncia. Tais objetos apa-
recem na Matematica desde a antiguidade, como, por exemplo, nos postulados da célebre
obra Os Elementos (EUCLIDES, 2009) cuja primeira publicacdo foi feita no século III,
a.C.

Ainda no primeiro milénio a.C., os babilonios, que utilizavam uma base de numeragao
sexagesimal, dividiram o circulo em 360 partes e obtiveram o que hoje chamamos de grau.
Cada uma destas partes foi dividida em 60 partes (minuto), e repetiram o processo para
estas sub-partes. Além disso, babilonios e egipcios conseguiram boas aproximagoes para
o valor de 7t (0 quociente entre o comprimento de uma circunferéncia e seu didmetro)
(BOYER, 2011).

Outro problema que fascinou os matematicos durante mais de 2000 anos foi a qua-
dratura de um circulo, cujo objetivo consistia em encontrar um quadrado com &area igual
a de um circulo dado. Este problema é considerado hoje um dos trés mais famosos da
antiguidade e representa um dos primeiros problemas da Geometria a dar mais énfase ao
aspecto teorico do que o aspecto pratico. (OSTERMANN; WANNER, 2012).

Em aproximadamente 240 a.C. o matematico grego Eratostenes, inspirado em traba-
lhos teoricos sobre circulos, tentou medir o comprimento da circunferéncia da Terra e
cometeu um erro de menos do que 2% em comparacao com o valor exato que é conhecido
hoje. (DOLCE; POMPEQ, 2013).

Apesar da literatura sobre circulos e circunferéncias ser bastante antiga e vasta, é pos-

sivel encontrarmos aplicagoes mais recentes. Podemos citar, como exemplo de aplicagao
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na tecnologia, o GPS (Sistema de Posicionamento Global), cuja fundamentagao matema-
tica se baseia no chamado teorema das quatro esferas (ALVES, 2008). Vale ressaltar que

no plano, uma esfera coincide com a nocao de circunferéncia.

Teorema 1.0.1. Se quatro superficies esféricas se intersectam e seus centros sao nao

coplanares, entao essa intersecgdo consiste em um unico ponto.

O contetido de circulos e circunferéncias faz parte da ementa da disciplina Matemaética
ensinada na educagao bésica, pertencente a categoria “Espago e Forma” (BRASIL, 1997).
Atualmente, seu ensino deve ser direcionado para atender as habilidades e competéncias
exigidas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Tais habilidades consistem em
consolidar e ampliar a aplicagao de nogoes geométricas, calcular e relacionar medidas de
comprimentos e areas (BRASIL, 2018). Vale ressaltar que estas habilidades também séao
exigidas em exames de vestibulares.

Além disso, uma das competéncias presentes na BNCC consiste em preparar o aluno
para desenvolver a habilidade do pensamento geométrico, necessario para investigar pro-
priedades, fazer conjecturas e produzir argumentos geométricos convincentes. Esta com-
peténcia coincide com a proposta das olimpiadas de Matematica.

Mundialmente, as olimpiadas de Matematica representam hoje, muito mais do que
apenas uma competicao, uma politica ptublica voltada ao processo de ensino-aprendizagem
em Matematica, visando melhorar a motivagao, o interesse, o desempenho e o raciocinio
logico dos alunos.

Tanto nas olimpiadas nacionais quanto nas internacionais, sempre sao abordadas ques-
toes que envolvem circulos e circunferéncias. Apesar disso, ainda hoje é praticamente ine-
xistente materiais em Lingua Portuguesa voltados para a preparacao de alunos do ensino
médio que desejam participar de olimpiadas internacionais.

Levando-se em consideracao os direcionamentos da BNCC e a observagao feita no
ultimo paragrafo, propomos o presente trabalho com o objetivo de auxiliar professores
de Matemaética que atuam no ensino médio e que desejam preparar seus alunos para
olimpiadas de Matematica, sobretudo as internacionais, e para vestibulares em geral.

Nosso trabalho esta organizado da seguinte forma. No capitulo 2 apresentamos alguns
topicos sobre triangulos. Apesar do foco de nosso trabalho ser circulos e circunferéncias,

observamos que na maioria das questoes de olimpiadas sobre circulos, sempre existem
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associados conceitos sobre tridngulos. Assim, pensando em tornar nosso trabalho auto-
suficiente, preferimos iniciar com este capitulo.

No capitulo 3 apresentamos a circunferéncia e seus principais elementos. Além disso,
investigamos as posi¢oes relativas, a inscrigao e circunscrigao em poligonos regulares e
finalizamos com a nogao de poténcia de um ponto. No capitulo 4 falamos do circulo, cujo
enfoque ¢ o circulo trigonométrico e o conceito de area. Os teoremas classicos que envol-
vem circulos e circunferéncias e que normalmente sao utilizados na solucao de problemas
olimpicos foram abordados no capitulo 5.

Por fim, o capitulo 6 ¢ dedicado & resolucao de problemas. Para atingirmos um
dos objetivos deste trabalho, na secao 6.1 selecionamos exclusivamente problemas de
olimpfadas internacionais. Na secao 6.2 procuramos enfatizar ao maximo os conceitos e
teoremas utilizados na resolugao das questoes, buscando desenvolver no aluno argumentos
geométricos convincentes. Finalmente, a se¢ao 6.3 contém problemas que, apesar de nao
terem sido extraidos de olimpiadas ou vestibulares, consideramos importantes para a

preparagao e formagao dos alunos.



Capitulo 2
Triangulos

A fim de tornar o texto o mais auto suficiente possivel exibiremos neste capitulo al-
guns conceitos e fatos relacionados a triangulos. Estes serao de grande importancia para
o entendimento de outros conceitos geométricos que aparecerao no decorrer do traba-
lho. Os resultados deste capitulo foram extraidos das referéncias (BARBOSA, 2012) e
(POGORELOV, 1974).

2.1 Elementos do Triangulo

Um triangulo ¢ uma figura plana que ¢é formada por trés pontos que nao pertencem
a uma mesma reta e pelos trés segmentos determinados por esses trés pontos. Os trés
pontos sao chamados de vértices do triangulo e os segmentos, lados do triangulo.

O segmento de reta determinado por dois pontos A e B serd denotado por AB, en-
quanto que seu comprimento sera denotado por AB. Um triangulo determinado pelos
vértices A, B e C serda denotado por AABC. Por fim, usaremos o simbolo £ABC para

indicar a medida do angulo ABC.

Figura 2.1: Triangulo AABC determinado pelos vértices A, B e C. Neste caso, os lados
de AABC sao os segmentos AB,BC e AC.
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Dado um triangulo AABC, os angulos ABC,BCA e CAB sédo chamados de angulos
internos ou simplesmente de angulos do triangulo. Os suplementos destes angulos sao

chamados de angulos externos do triangulo.

C

®

B A D

Figura 2.2: Na figura acima, o angulo DAC é um angulo externo do triangulo AABC

adjacente ao angulo interno CAB.

Considere um triangulo AABC e seja D um ponto da reta que contém o segmento BC.
O segmento AD chama-se mediana do tridngulo relativamente ao lado BC, se D for o
ponto médio de BC. O segmento AD chama-se bissetriz do angulo A se a semirreta de
origem em A contendo o ponto D divide o angulo CAB em dois angulos congruentes, isto
é, CAD = DAB. O segmento AD chama-se altura do triangulo relativamente ao lado
BC, se AD for perpendicular & reta que contém BC.

A C B D

A
(a) (b) (c)

Figura 2.3: (a) AD ¢ uma mediana. (b) AD é uma bissetriz. (¢) AD ¢ uma altura.
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2.2 Casos de Congruéncia

Definicao 2.2.1. Dois tridngulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma cor-
respondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que lados e angulos correspondentes

tenham medidas iguais.

Se AABC e AEFG sao dois triangulos congruentes e se

A < E
B <« F
C &« G

é a correspondéncia que define a congruéncia, entao sao validas as seguintes relagoes:

Se, nos triangulos abaixo, considerarmos a correspondéncia C <+ G,B <> Fe A < E,

verificaremos que C = G,B = F,A = E,CB = FG,BA = FE ¢ AC = EG. Portanto, os
triangulos AABC e AEFG sao congruentes.

Figura 2.4:

Escreveremos AABC = AEFG para significar que os triangulos AABC e AEFG sao
congruentes e que a congruéncia leva A em E, Bem Fe C em G.

Axioma 2.2.1. Dados dois triangulos AABC e AEFG, se AB = EF, AC = EG e LA =
AE, entio AABC = AETG.
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O axioma acima nos mostra que para verificarmos se dois tridngulos sao congruentes, é
suficiente verificarmos apenas trés das seis relagoes que aparecem na definicao 2.2.1. Este
axioma ¢é conhecido como primeiro caso de congruéncia de tridngulos. Classicamente,
existem trés casos de congruéncia. Os outros dois serao apresentados a seguir em forma

de teorema.

Teorema 2.2.1. Dados dois triangulos AABC e AEFG, se AB = EF, LA = £E ¢ 4B =
AF, entio AABC = AEFG.

Demonstragio. Sejam AABC e AEFG dois tridngulos tais que AB = EF, A = «E e
4B = AF. Seja D um ponto da semirreta com origem em A e que contém o ponto C,
tal que AD = EG. Compare os triangulos AABD e AEFG. Como AD = EG, AB = EF
e LA = £E, concluimos, pelo axioma 2.2.1 que AABD = AEFG. Como consequéncia,
tem-se que LABD = «F. Mas, por hipotese, £F = LABC. Logo, LABD = £ABC. Con-
sequentemente, as semirretas com origem em B e que contém os pontos D e C coincidem.

Entao, o ponto D coincide com o ponto C e, portanto, coincidem os triangulos AABC e

AABD. Como ja mostramos que AABD = AEFG, entao AABC = AEFG.

G

Figura 2.5:

O

Definicao 2.2.2. Um triangulo é dito isésceles se tem dois lados congruentes. Estes

lados sao chamados de laterais e o terceiro lado é chamado de base.

Segue-se do Axioma 2.2.1 que em um triangulo isésceles os angulos da base sao con-

gruentes (confira (BARBOSA, 2012, pag. 58)).

Proposicao 2.2.1. Em um tridngulo isosceles, a mediana relativamente a base € também

bissetriz e altura.
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Demonstragao. Seja AABC um tridngulo isésceles cuja base é AB. Seja CD sua mediana

relativamente a base. Deve-se provar que £ACD = £BCD e que ADC é um angulo reto.

[
] T
"

Figura 2.6:

Para isto, considere os triangulos AADC e ABDC. Como AD = DB (ja que CD &
mediana); £A = 4B e AC = CB (j& que o triangulo é isésceles com base AB), entdo pelo
Axioma 2.2.1, tem-se AADC = ABDC. Segue-se dai que LACD = 4BCD e £CDA =
ABDC. A primeira congruéncia nos diz que CD ¢é bissetriz do angulo ACB. Como ADB
¢ um angulo raso ¢ KCDA + 4BDC = LADB, entdo £CDA + £4BDC = 180°. Como j4
sabemos que £CDA = £BDC, entao concluimos que £LCDA = £«BDC = 90°. Portanto,

CD é perpendicular a AB. Isto conclui a prova da proposic¢ao. O

Teorema 2.2.2. Se dois tridngulos tem trés lados correspondentes congruentes, entao os

tridngulos sao congruentes.

Demonstracdo. Sejam AABC e AEFG dois triangulos tais que AB = EF; BC = FG e

C = EG.

Py o

Figura 2.7:
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Vamos provar que AABC = AEFG. Para isto construa, a partir da semirreta com
origem em A e que contém o ponto B, e no semi-plano oposto ao que contém o ponto C,
um angulo de medida igual ao angulo E. No lado deste angulo que nio contem o ponto B,
marque um ponto D, tal que AD = EG (por construcio) e {DAB = E (por construcio),
entao AABD = AEFG.

Vamos agora mostrar que os triangulos AABD e AABC sao congruentes. Para tanto,
trace CD. Como AD = EG = AC e DB = FG = BC, entdo os triangulos AADC e ABDC
sao isosceles. Segue-se que LADC = LACD e £CDB = £DCB, logo, £/ADB = £ACB.
Entao, pelo primeiro caso de congruéncia de triangulos, podemos concluir que AADB =
AABC. Como jé tinhamos provado que AABD = AEFG, concluimos que AABC = AEFG.

O

2.3 Semelhancas de Triangulos

Diremos que dois tridangulos sao semelhantes se for possivel estabelecer uma cor-
respondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que angulos correspondentes sejam
iguais e lados correspondentes sejam proporcionais.

Com isto, queremos dizer que, se AABC e AEFG sao dois triangulos semelhantes e se
A — E,B — Fe C— G é a correspondéncia que estabelece a semelhanca, entao valem

simultaneamente as seguintes relagoes
LA =AE, AB=4«F.«£C=4G (2.1)

EF FG GE

O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de razao

AB 2 A (2.2)

de proporcionalidade entre os dois triangulos. Observemos que dois triangulos congru-
entes sao sempre semelhantes com razao de proporcionalidade igual a um. Inversamente,
dois triangulos semelhantes com razao de proporcionalidade igual a um sao congruentes.

Vamos apresentar agora, em forma de teorema, os trés casos cléssicos de semelhancas

de triangulos.

Teorema 2.3.1. Dados dois tridangulos AABC e AEFG, se KA = LE e 4B = «F, entio

os dois tridngulos sao semelhantes.
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Demonstra¢ao. Como a soma dos angulos internos de um tridangulo é 180°, entao a co-
gruéncia dos angulos A e E e dos angulos B e F acarreta na congruéncia dos angulos C
e G. Resta provar que os lados sao proporcionais. Para isto, tome, na semirreta com
origem em E e que contém o ponto F o ponto H, de modo que EH = AB. Pelo ponto H,
trace uma reta paralela a FG. Esta intersecta a semirreta de origem em E e que contém
o ponto G em um ponto J, formando um triangulo AEH]J que é congruente ao triangulo
AABC, ja que LA = LE,AB = EH e £B = «F = LEH]J. Esta tltima congruéncia deve-se
ao paralelismo de JH e GF.

G
C J
A B FE H F
Figura 2.8:
Assim, L
EH_E
EF  EG

Como EH = AB e E] = AC, entdo da igualdade acima, obtemos
A5 _Ac
EF  EG

De maneira totalmente analoga, demonstra-se que

33
213

Fica, assim, demonstrado o teorema.

=
A

Teorema 2.3.2. Se, em dois tridngulos AABC e AEFG tem-se LA = AE e —

r—r1
o
™
)

entao os dois tridngulos sao semelhantes.

PN
o>

Demonstragdo. Construa um triangulo AHIJ que tenha HI = EF, AH=4A e =
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A B E ' F H I

Figura 2.9:

De acordo com o teorema anterior, os triangulos AABC e AHIJ sao semelhantes. Por

conseguinte, -
AB AC
HI HJ
Como HI = EF, a hipétese (AB/EF = AC/EG) e a igualdade acima implicam que HJ =

EG. Como, por construcdo, HI = EF ¢ £H = £A = «E, podemos concluir, que os
triangulos AEFG e AHIJ sao congruentes. Como j& sabemos que AABC = AHIJ sao

semelhantes, entao podemos concluir que AABC e AEFG sao semelhantes.

Teorema 2.3.3. Se, em dois triangulos AABC e AEFG, tem-se

B _
A

33
2l

entao os dois tridngulos sao semelhantes.

Demonstragao. Construa um triangulo AHIJ que tenha AH = «A HI=EF e H] = EG.

G J

Segue-se, entao, da hipdtese que
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Portanto, de acordo com o teorema anterior, os triangulos AABC e AHIJ sao semelhantes.

Decorre dai que, além da igualdade acima, também ocorre

AB BC
HI I

Segue-se dai e da hipétese do teorema que I] = FG. Como ja tinhamos HI = EFe H] = EG
(por construgao), entdo AHIJ = AEFG. Como, AHIJ e AABC sao semelhantes, conclui-se

que AABC e AEFG sao também semelhantes. Isto conclui a prova do teorema. O

Com a nocao de semelhanca, podemos deduzir um dos teoremas mais importantes da

Geometria Plana, a saber, o Teorema de Pitagoras.

Teorema 2.3.4. E'm todo tridngulo retangulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa

€ igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

Demonstragao. Seja AABC um triangulo retangulo com angulo reto no vértice A. Trace
a altura AD do vértice A ao lado BC. No que segue, vamos fazer uso da seguinte notacao:

a=BC, b=AC, c=AB, h=AD, m=BDen=DC.

A
b c
h
¢ n 75 B

Figura 2.10:

Como AD é perpendicular a BC, entao os triangulos AADB e AADC sao retangulos.
Como £B + £C = 90° e 4B + «BAD = 90°, entdo <BAD = £C. Como também
ADAC + £C = 90°, entdo ADAC = «B. Os triangulos AADB e ACDA séo, portanto,
ambos semelhantes ao triangulo AABC e sao também semelhantes entre si. Da semelhanca

de AADB e AABC (A — C, B— B, D — A, ) conclui-se que

m c
c a
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Da semelhanca dos triangulos ACDA e AABC, conclui-se que

b

n
b a

Logo, am = ¢ e an = b2 Portanto, a(m +n) = ¢ + b2 Como m +n = a, entdo

a? = b? + ¢?, como querfamos demonstrar.



Capitulo 3

Circunferéncia

Neste capitulo, fixaremos a notagao e apresentaremos as principais defini¢oes e resul-
tados concernentes as circunferéncias necesséarios para o desenvolvimento deste trabalho.

Nossas principais referéncias sao (MUNIZ NETO, 2013) e (LANG, 1983).

3.1 Elementos da Circunferéncia

Definicao 3.1.1. Dados um ponto O pertencente a um plano « e um ntmero real r > 0,
a circunferéncia de centro O e raio r, denotada por I'(O;1), é o conjunto dos pontos

P € « que estao a uma distancia r de O. Mais precisamente,
ro;r)={P € a|PO =1},

onde PO representa a distancia de P até O.

R e e o L 1
: Q
1 1
1 1
1 1
: P :
] 1
1 1
] |
1 1
: T'(O;r) :

Figura 3.1: Circunferéncia de centro O e raio r pertencente ao plano «.

14
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Salvo mencao explicita em contrério, utilizaremos letras gregas maitsculas I',TT, X, ...
para designar circunferéncias e letras gregas mintusculas «, 3,7V, ... para designar planos.

Chamamos de raio ao segmento que une o centro de uma circunferéncia a qualquer
um de seus pontos. Uma corda é um segmento que une dois pontos quaisquer da circun-
feréncia; um didmetro é uma corda que passa pelo centro da circunferéncia. Na figura
3.2 os segmentos OA, OD e OE sao raios; os segmentos BC e DE sao cordas; o segmento

DE é um diametro.

L'(O;r)

Figura 3.2: Elementos de uma circunferéncia.

Proposicao 3.1.1. Um raio é perpendicular a uma corda (que nao é um didmetro) se, e

somente se, a divide em dois segmentos congruentes.

Demonstracao. Seja O o centro da circunferéncia e OC o raio que é perpendicular & corda
AB. Seja M o ponto de intersecao da corda com o raio. Como OA e OB sao raios da
mesma circunferéncia, entio OA = OB. Logo, o triangulo AOAB & isésceles com base

AB ¢, desse modo, LA = £B.

Figura 3.3:
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Se a corda é perpendicular ao raio, entao os angulos OMA e OMB séo retos. Como
consequéncia, LAOM = £BOM. Segue-se do caso de congruéncia LAL (lado, angulo,
lado) que os triangulos AAOM e ABOM sdo congruentes e, portanto, AM = MB.
Reciprocamente, se AM = MB, entao os triangulos AAOM e ABOM sdo congruentes
pelo caso LLL (lado, lado, lado). Consequentemente, {OMA = £OMB. Mas, como a
soma destes dois angulos é um angulo raso, entao cada um deles mede 90°. Portanto, a

corda é perpendicular ao raio passando por M. O

Sejam A e B dois pontos de uma circunferéncia. Tracemos a reta que passa por estes
dois pontos. Ela separa o plano em dois semiplanos, cada um dos quais contém uma parte
da circunferéncia. Estas partes sao denominadas de arcos determinados pelos pontos A
e B e sao denotadas por AAB.

Quando A e B sao extremidades de um didmetro, estes arcos sao denominados de
semicircunferéncias. Quando a corda AB nao é um didmetro, distinguimos os dois arcos
determinados por A e B do seguinte modo: como o centro da circunferéncia encontra-se
em um dos semiplanos determinados pela reta que passa por A e B, o arco que pertence
ao mesmo semiplano que o centro da circunferéncia é chamado de arco maior; o outro é

chamado de arco menor.

[, — AﬁB Semicircunferéncia

A B A

Arco Maior AﬁB Semicircunferéncia

() (b)

Figura 3.4: (a) Arcos determinados pelos pontos A e B. (b) Semicircunferéncias determi-

nadas pelos pontos A e B.

Salvo aviso contrario, ao nos referirmos ao arco AB, estamos considerando o arco

—~

menor determinado pelos pontos A e B, cuja medida em graus sera denotada por m(AB).
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3.2 Posicoes Relativas

O complemento de uma circunferéncia no plano consiste de duas regides, uma, limi-
tada, que chamamos de seu interior e a outra ilimitada, denominada o exterior da

circunferéncia. Mais precisamente, dada uma circunferéncia I'(O; 1) € « temos,
interior '(O:;:1) ={P € « | PO <1} e exterior '(O:;r)={P € «|PO > 1}.

Assim, dados um ponto P € « e uma circunferéncia I'(O;r) € «, diremos que P é

interno a I'(O; 1) quando PO < r e que P é externo a I'(O; 1) quando PO > r.

-: r=-=-=-===================°%
1 - it ., 1 (84 .
~ @ - -
: ps R I : o .“\\ exterior de T'(O;r)
p ,’ interior de I'(O;r) \\ 1 I ," A
\
1 I 1 [ !
1 I ] ! [ y 4(Py; O) > " o
1 i P - [ 1
I y Y
. N4 5 I 1 AT y;
1 - ’I I 1 -~ /’
1 “"-- _ad ! 1 \\ 0’
I r'(0;r) | 1 I'(O;r)
N N

Figura 3.5: (a) Py é interno a I'(O;1). (b) Py é externo a I'(O; 7).

Uma reta intersecta uma circunferéncia em, no méaximo, dois pontos. As que a inter-
sectam em exatamente dois pontos sao chamadas de secantes.

Quando uma reta e uma circunferéncia tém apenas um ponto em comum, dizemos
que a reta tangencia a circunferéncia e a chamamos de reta tangente a circunferéncia.
O ponto em comum entre uma tangente e uma circunferéncia é chamado de ponto de
tangéncia.

Caso uma reta nao intersecte uma circunferéncia, dizemos que a reta é exterior a

circunferéncia.
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Figura 3.6: r é uma reta tangente a circunferéncia e P é o ponto de tangéncia. s é uma

reta secante e t é uma reta exterior & circunferéncia.

Proposicao 3.2.1. Se uma reta € tangente a uma circunferéncia, entao ela é perpendi-

cular ao raio que liga o centro ao ponto de tangéncia.

Figura 3.7:

Demonstragao. Consideremos uma circunferéncia de centro O e uma reta m que lhe seja
tangente em um ponto T. Designemos por P o pé da perpendicular baixada do ponto O
a reta m. Desejamos mostrar que P e T coincidem. Suponhamos, entao, que P e T sejam
pontos distintos. Assim, OT é a hipotenusa do triangulo retangulo AOPT. Portanto,
OP < OT. Como OT ¢é um raio, entao P é um ponto interior & circunferéncia. Tomemos,
entdo, um ponto T’ sobre a reta m, tal que PT = PT/, com T’ # T. Pelo caso de

congruéncia LAL (lado, angulo, lado) concluimos que os tridngulos AOPT e AOPT’ sdo

congruentes. Portanto, OT = OT’. Assim, T’ é outro ponto da reta m que também
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pertence a circunferéncia, donde segue que m nao é tangente. Contradi¢ao. Portanto, P

e T coincidem e OT é perpendicular a m. O

A extremidade de um raio que nao é o centro da circunferéncia é chamada de extre-

midade do raio.

Proposicao 3.2.2. Se uma reta € perpendicular a um raio em sua extremidade, entio a

reta € tangente a circunferéncia.

Demonstracao. Consideremos uma circunferéncia de centro O e seja m uma reta per-
pendicular ao raio OT passando pelo ponto T. Devemos provar que m é tangente a
circunferéncia, ou seja, que m nao tem outro ponto de interse¢ao com a circunferéncia.

Seja P qualquer outro ponto de m, entao o triangulo AOTP é retangulo e, portanto,

OT +TP =0P".
Segue-se que OP > OT e, portanto, P é um ponto externo a circunferéncia. Logo, T é o

Gnico ponto comum a reta e a circunferéncia. Isto conclui a demonstracao. O

Vamos classificar agora as posi¢oes relativas existente entre duas circunferéncias. Di-

zemos que ' (Oq;11) e T5(09;19) sdo:

e exteriores se nao tiverem pontos comuns e tiverem interiores disjuntos;

| gt e o el e e s el o |

Ko o e 2 e 2

Figura 3.8: T (O1;71) e I5(O9;139) sao circunferéncias exteriores.

e interiores se nao tiverem pontos comuns, mas o interior de uma delas contiver a ou-
tra. Em particular, quando os centros de duas circunferéncias interiores coincidem,

dizemos que elas sao concéntricas.
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Figura 3.9: (a) I (O1;11) e T5(Og9;12) sdo circunferéncias interiores. (b) T (Oq;11) e

[5(O9;19) sao circunferéncias concéntricas.

e secantes se tiverem dois pontos em comuin;

e tangentes se tiverem um tinico ponto comum. Nessse caso, as circunferéncias sao
tangentes exteriormente se tiverem interiores disjuntos e tangentes interiore-

mente caso contrario.

i

Figura 3.10: (a) I7(Oq;71) e T2(Og;19) sao secantes. (b) T1(Oq;11) e I(Og;12) sdo tan-

gentes interiormente. '1(Oq;11) e I3(03;13) sdo tangentes exteriormente.

3.3 Angulos na Circunferéncia

Dados dois pontos A e B em uma circunferéncia I'(O; 1), o angulo AOB é chamado
de dngulo central. A medida em graus do arco menor determinado pelos pontos A e B

é, por definicdo, a medida do angulo central AOB. A medida em graus do arco maior é
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definida como sendo 360° — a°, onde a® é a medida em graus do arco menor. No caso em

que AB ¢é um diametro, a medida dos dois arcos ¢ 180°.

Proposicao 3.3.1. Em uma mesma circunferéncia, duas cordas sao congruentes se, e

somente se, determinam dngulos centrais congruentes.

Demonstra¢ao. Consideremos uma circunferéncia I'(O; 1) e sejam AB e CD duas cordas
desta circunferéncia. Suponhamos que AB = CD. Como OA = OB = OC = OD =,
entao os triangulos AOAB e AOCD sao congruentes pelo caso LLL (lado, lado, lado).
Logo, £/AOB = £COD. Reciprocamente, se LAOB = £COD, entdo os triangulos
AOAB e AOCD sao congruentes pelo caso LAL (lado, dngulo, lado). Como consequéncia,
AB = CD. O

Um angulo BAC é chamado de inscrito em uma circunferéncia I'(O; 1) quando seu
vértice A é um ponto da circunferéncia e seus lados AB e AC sao cordas de I'(O;r). Os
pontos B e C determinam dois arcos. O arco que nao contiver o ponto A é chamado de
arco correspondente ao angulo inscrito dado. Diremos também que o dngulo subtende

O arco.

Arco correspondente ao
A =
angulo inscrito BAC.

B

Figura 3.11: Exemplo de um angulo inscrito em uma circunferéncia.

Proposicao 3.3.2. Todo angulo inscrito em uma circunferéncia tem a metade da medida

do arco correspondente.

Demonstrag¢ao. Consideremos primeiro o caso em que um dos lados do angulo inscrito é
um didmetro (veja a figura 3.12). Sejam A o vértice do angulo inscrito e B e C os pontos
em que seus lados intersectam a circunferéncia. Suponha que o centro O da circunferéncia

pertenga ao lado AC.
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A C

N

B

Figura 3.12:

Neste caso, a medida do arco correspondente ao angulo inscrito ¢ a medida do angulo
BOC. Como OB = OA, entéo o triangulo AOAB é isosceles e, portanto, {OAB = LOBA.
Logo,

£BOC = LOAB + £OBA =2 LCAB.

Portanto, neste caso particular, a proposicao é verdadeira.

Suponhamos agora que nenhum dos lados do angulo inscrito é um didmetro. Tracemos,
entao, o didmetro que passa pelo vértice A do angulo inscrito. Seja D a outra extremidade
desse diametro. Pelo primeiro caso, concluiremos que £BOD = 2-4BAD e que £DOC =
2- 4DAC.

Neste ponto, temos de distinguir dois casos: (a) o didmetro AD divide o angulo BAC.

(b) O diametro AD nao divide o angulo BAC (veja a figura 3.13).

A
A TN
/\ B
c
= D

(a) (b)

Figura 3.13:

No caso (a), temos £BAD 4+ 4DAC = 4BAC. A demonstracio é entdo completada

somando-se as igualdades ja obtidas,
£BOD + 4DOC =2 ({BAD + «DAC) =2 - 4BAC.

Observe que £BOD+4DOC ¢é exatamente a medida do arco correspondente ao angulo
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BAC. No caso (b), podem ainda ocorrer duas situacdes distintas: (i) AC divide o angulo
BAD e (ii) AB divide o angulo CAD. A prova nos dois casos ¢ essencialmente a mesma.
Faremos o caso (i). Neste caso, {BAC = £BAD — £CAD. Entao, utilizando-se as duas

igualdades obtidas inicialmente, tem-se
£BOD — £COD =2 ({BAD — LCAD) =2 - 4BAC.

Agora, observe que £BOD — £COD ¢ exatamente do arco correspondente ao angulo

BAC. Isto completa a demonstracéo. O]

Uma consequéncia imediata da dltima proposicao é que angulos inscritos que sub-
tendem um mesmo arco tém a mesma medida. Em particular, todos os angulos que
subtendem uma semicircunferéncia sao retos.

O caso limite de um angulo inscrito BAC em uma circunferéncia I'(O; 1) é aquele em
que seu vértice A é um ponto da circunferéncia, um de seus lados é uma corda e o outro

a tangente a I'(O;1) no ponto A. Tal angulo é denominado d4ngulo de segmento.

C B

. —

Figura 3.14: Angulo de segmento BAC.

A proposigao a seguir mostra que podemos calcular a medida de angulos de segmento

de maneira analoga ao calculo das medidas de dngulos inscritos.

Proposicao 3.3.3. A medida de um dngulo de segmento € igual ¢ metade do dngulo

central correspondente.

Demonstragao. Utilizaremos as mesmas notagoes da figura 3.14. A reta r é tangente a
circunferéncia e A é o ponto de tangéncia. Logo, da proposi¢ao 3.2.1, segue-se que o

segmento AC ¢é perpendicular ao raio OA, ou seja, LOAC = 90°. Como OA e OB sio
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raios, entdo o triangulo AAOB é isosceles com base em AB. Assim, £BAO = £ABO =
90° — £LBAC. Portanto,

ABOA =180° —2- (90° — 4BAC) = 2 - LBAC.
O

Outra maneira de generalizarmos angulos inscritos é considerar os chamados angulos
excéntricos. Um angulo excéntrico interior ¢ um angulo formado por duas cordas de
uma circunferéncia que se intersectam em seu interior. Um angulo excéntrico exterior
é um angulo cujo vértice é um ponto exterior a circunferéncia e cujos lados estao contidos
em duas retas ambas secantes a circunferéncia, ou ambas tangentes, ou uma secante e a

outra tangente.

Figura 3.15: (a) APB é um angulo excéntrico interno. (b) APB é um angulo excéntrico

externo.

Proposigao 3.3.4. Nas mesmas notagoes da figura 3.15, sao vdlidas as sequintes igual-

dades

—~ —~ —~ —~

(APB — m(AB) —i2—m(CD) e (APB — m(AB) ;m(CD)

nas situagoes (a) e (b), respectivamente.

Demonstrag¢ao. Consideremos inicialmente a situagdo em (a). Tracando-se a corda BD,

temos APB externo ao triangulo ABPD. Assim, pelo teorema do angulo externo,
£APB = LADB + LCBD. (3.1)

Observe que, ADB e CBD sao angulos inscritos subtendidos, respectivamente, aos arcos

AAB e CAD. Logo, da proposigao 3.3.2, segue-se que
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mAB) - cBD —

£AADB =
2 2

Portanto, das igualdades em (3.1) e (3.2), obtemos

A ) ) 5 s
4AH&:4ADB+4@BD::"“QBI+ﬂNC ) _ m(AB) + m(CD).

Para demonstrar a igualdade na situagao (b), basta considerar a corda AD e usar os

mesmos argumentos da primeira parte. ]

3.4 Inscricao e Circunscricao de Poligonos Regulares

Iniciaremos esta se¢ao relembrando que uma poligonal é uma figura formada por uma
sequéncia de pontos Ay, As, ..., A, e pelos segmentos AjAg, AgAsz, AsAy, ..., An 1AL,
Os pontos sao os vértices da poligonal e os segmentos sao os seus lados.

Uma classe particularmente importante de poligonais sao os chamados poligonos. Mais

precisamente, um poligono é uma poligonal em que as seguintes condigoes sao satisfeitas,
(Z) An - Al;
(71) os lados da poligonal se intersectam somente em suas extremidades;
(111) cada vértice é extremidade de dois lados;
(iv) dois lados com mesma extremidade nao pertencem a uma mesma reta.

Um poligono de vértices Ay, Ag, ..., A, sera representado por AjA3As...A,. Ele

tem n vértices e n angulos.

A4

Figura 3.16: A;AsA3A4A5 é um poligono com 5 lados e 5 angulos.
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Um poligono ¢é dito convexo se esta sempre contido em um dos semiplanos determi-
nados pelas retas que contém os seus lados. Caso contrario, diremos que o poligono é nao

convexo.

(a) (b)

Figura 3.17: (a) Poligono convexo. (b) Poligono nao convexo.

Diremos que um poligono esta inscrito em uma circunferéncia se seus vértices

pertencem a uma circunferéncia.
Proposicao 3.4.1. Todo triangulo estd inscrito em uma circunferéncia.

Demonstragao. Considere o triangulo AABC. Para mostrar que ele esté inscrito em uma
circunferéncia, devemos exibir um ponto que seja equidistante de A, B e C. Seja m uma
reta perpendicular a AB passando pelo seu ponto médio M e seja n a reta perpendicular
a BC passando pelo seu ponto médio N. Designe por P o ponto de intersecao destas duas
retas. Observe que todo ponto da reta m é equidistante de A e B, e que todo ponto da

reta n é equidistante de B e C. Logo, o ponto P sera equidistante de A, B e C.

C

Figura 3.18:
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A Proposicao 3.4.1 nos garante que trés pontos nao colineares sempre determinam
uma circunferéncia.

De modo geral, apenas os triangulos possuem a propriedade de serem inscritiveis em
circunferéncias. Para outros poligonos, a condigao de que o mesmo possa ser inscrito
em uma circunferéncia acarreta em fortes restricoes sobre as suas medidas. A seguinte

proposicao é um exemplo disto.

Proposicao 3.4.2. Um quadrildtero ABCD pode ser inscrito em uma circunferéncia se,

e somente se, qualquer uma das condigcoes a sequir for satisfeitas:
(a) £DAB + 4BCD = 180°
(b) BAC = BDC.

Demonstragao. (a) Vamos supor inicialmente que o quadrilatero possa ser inscrito em
uma circunferéncia. Assim, seus vértices pertencem a circunferéncia e, desse modo, cada
um de seus angulos é um angulo inscrito na circunferéncia. Seja ABCD o quadrilatero e
considere os angulos A e C. Eles subtendem exatamente os dois arcos determinados pelos
pontos B e D. Como estes dois arcos somam 360°, entao, de acordo com a Proposi¢ao
3.3.2, a soma das medidas dos angulos A e C sera 180°. Portanto, eles sao suplementares.

Vamos agora supor que um quadrilatero ABCD tem um par de angulos opostos su-
plementares. Como a soma dos angulos internos é 360°, entao o outro par de angulos
opostos é suplementar. Trace uma circunferéncia pelos pontos A,B e C. Isto sempre
pode ser feito de acordo com a Proposicao 3.4.1. Sé existem trés alternativas para a loca-
lizagdo do ponto D: ele pode estar sobre, dentro ou fora da circunferéncia. Vamos supor
que ele esteja fora da circunferéncia. Neste caso, trace o segmento BD. Seja E o ponto
onde este intersecta a circunferéncia. O quadrilatero ABCE é um quadrilatero inscrito
na circunferéncia e, portanto, pela primeira parte da proposicao, seus angulos opostos
sdo suplementares. Em particular, temos £ABC + £AEC = 180°. Por hipotese também
temos LABC + £ADC = 180°. Das duas igualdades, concluimos que LAEC = LADC.
Agora, observe que £LAEB > LADB ¢ £«BEC > 4BDC. Logo,

LAEC = LAEB + «BEC > LADB + «BDC = ADC.

Esta contradicao mostra que D nao pode estar fora da circunferéncia. O caso em que D

também nao pode estar dentro da circunferéncia é tratado de maneira analoga. Para a
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demonstracao da parte (b) veja a Proposi¢ao 3.39 da referéncia (MUNIZ NETO, 2013).
]

Uma circunferéncia estd inscrita em um poligono se todos os lados do poligono
sao tangentes a circunferéncia. Quando tal ocorre, diz-se que o poligono circunscreve a

circunferéncia.

Proposicao 3.4.3. Todo tridngulo possui uma circunferéncia inscrita.

A
41\

Figura 3.19:

Demonstragio. Seja AABC um triangulo. Trace as bissetrizes dos angulos A e B, as quais
se intersectam em um ponto P. Deste ponto, baixe perpendiculares aos lados do triangulo.
Sejam E,F e G os pés destas perpendiculares nos lados AB, BC e CA, respectivamente.
Vamos provar que PE = PF = PG. Assim, o ponto P é o centro de uma circunferéncia
que passa pelos pontos E,F e G. Além disso, como os lados do tridngulo AABC sao
perpendiculares ao raios PE, PF e PG, eles sao também tangentes a circunferécia. Logo, a
circunferéncia esté inscrita no triangulo.

Para provar que PE = PF = PG, vamos comparar os triangulos APGA ¢ APEA e os
triangulos APEB e APFB. Todos eles sao triangulos retangulos. Nos dois primeiros temos
APAG = £PAE (PA é bissetriz) e PA é comum. Nos dois ultimos temos £ PBE = <PBF

(PB é bissetriz) e PB é comum. Portanto, os dois pares de tridngulos sdo congruentes.
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Da congruéncia dos dois primeiros, concluimos que PG = PE. Da congruéncia dos dois

ultimos, obtemos PE = PF. Isto completa a demonstracao. O

Além das circunferéncias inscrita e circunscrita, existem trés circunferéncias notéveis

associadas a todo triangulo, chamadas de circunferéncias ex-inscritas.

Definigao 3.4.1. Dado um triangulo AABC, a circunferéncia ex-inscrita relativa ao
lado BC ¢ a circunferéncia que é tangente a BC e as extensoes de AB e BC que contém

os pontos B e C, respectivamente.

A C

Figura 3.20: A circunferéncia de centro I, (em destaque na cor vermelha) é a circunfe-

réncia ex-inscrita relativa ao lado BC.

Um poligono regular ¢ um poligono que ¢é equilatero (todos os seus lados sdo con-

gruentes) e equiangular (todos os seus angulos sdo congruentes).

OO0

Figura 3.21: Exemplos de poligonos regulares.

Proposicao 3.4.4. Todo poligono reqular estd inscrito em uma circunferéncia.

Demonstragao. Seja AjAy... A, um poligono regular. Tracemos a circunferéncia que

passa pelos pontos Aj, Ay e Ag. Seja O o centro desta circunferéncia. Como OA,; = OAj,
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entdo o tridngulo AOA,A; ¢ isosceles e, logo, £OAsA; = LOA3A,. Como o poligono é
regular, entéo todos os seus angulos internos tem a mesma medida. Portanto, £A;A,As =
AAA3AL.

Mas, entao, LA1A,0 = AOA3A4. Como além disso A1A; = AzA, (lados de um

poligono regular sdo congruentes) e OA, = OAj3, entdo os triangulos AOA; Ay e AOA A3
sao congruentes. Dai obtém-se OA, = OA,. Portanto, A, também é um ponto da
circunferéncia. O mesmo raciocinio pode agora ser repetido para provar que As também
pertence a uma circunferéncia e assim sucessivamente. Como resultado final, obtém-se

que todos os pontos do poligono pertencem a uma circunferéncia.

Figura 3.22:

Corolario 3.4.1. Todo poligono regular possui uma circunferéncia inscrita.

Demonstragao. Trace a circunferéncia na qual o poligono regular A;A,... A, esta ins-
crito. Seja O o seu centro. Todos os tridngulos isésceles AA1OA5, AA;OA3, AA3SOA,, . ..
sao congruentes. Como consequéncia suas alturas relativas as bases sao também congru-
entes. A circunferéncia de centro O e com raio igual ao comprimento destas alturas esta

inscrita no poligono. O

3.5 Poténcia de um ponto

Considere quatro pontos A, B, X,Y pertencentes a uma circunferéncia I' e seja P o

ponto de intersecao das retas que passam pelos segmentos AB e XY. Como visto na segao
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3.3, 0 angulo BPX pode ser excéntrico exterior ou excéntrico interior.

Na mesma notagdo do caso (b) da Figura 3.23 (o caso (a) é tratado de maneira
totalmente analoga), temos LAYX = LABX (angulos inscritos que subtendem o mesmo
arco AAX); ABAY = 4BXY (angulos inscritos que subtendem o mesmo arco BAY); e LAPY =
£BPX (angulos opostos pelo vértice). Assim, os triangulos AAPY e ABPX sao semelhantes
pelo caso AA (angulo, dngulo). Dessa semelhanga, obtemos,

PR _PX
PY PB’

ou de maneira equivalente, PA - PB = PX - PY.

B b'e

(a) (b)

Figura 3.23: (a) O angulo BPX & excéntrico exterior. (b) O angulo BPX ¢ excéntrico

interior.

Observe que a quantidade PA - PB nao depende da escolha do segmento AB, mas

somente do ponto P. Em particular, se escolhermos AB como sendo um didametro, obtemos
PA - PB = [PO —|[PO + 1],

onde O e r sao o centro e o raio de I', respectivamente. Motivados por essas observagoes,

temos a seguinte definigao.

Definicao 3.5.1. Dados um ponto P e uma circunferéncia I'(O; r), definimos a poténcia
de P com relacao a I'(O; 1) por
Potr(P) = OP — 12,

Proposicao 3.5.1. Considere uma circunferéncia T'(O;1) e um ponto arbitrdrio P. Entao,

(a) Potr(P) =0 se, e somente se, P eT.
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(b) Se P estd no interior de ' e BC é uma corda de T que contém P, entdo

Potr(P) = —BP - PC.

(c) Se P estd no exterior de T el € uma reta que passa por P e intersecta T em B e C,

entdao Potr(P) = PB - P

Demonstragao. (a) Potp(P) = 0 equivale a dizer que @2 — 12 = 0. Isso, por sua vez,

significa que OP =1, ou seja, P € T.

(b) Seja 1 a reta que passa pelos pontos O e P. Se LNT ={D, E}, entao o quadrilatero
BDCE ¢ inscritivel. Logo, sao semelhantes os triangulos APBE e APDC. Assim,

temos a seguinte relagao

|| ™
rr1|| -u|
|| @
33

ou seja,

=
=
3
g
[
I
S
5
3
@
&

Observe que,

Potr(P) — 0P 1= (OP+71)(OP —71) = —(r—OP)(OP + 1) = —PE-PD. (3.4)

3

Das igualdades em (3.3) e (3.4), obtemos Potr(P) = —BP - PC.

(¢) De modo analogo ao item (b), os tridngulos APBD e APEC sdo semelhantes. Logo,

||
Sl
|| <
O“ f"'1|

donde,
PB-PC=PD-PE = (PO +1)(PO —1) = PO" — 12 = Poty(P).
O

Observagao 3.5.1. O item (c) da proposi¢ao anterior nos mostra que se, em particular, a

reta 1 é tangente a I', entdao Potr(P) = WQ, pois neste caso os pontos B e C coincidem.
O lema a seguir ¢ um classico resultado devido a Euler.
Lema 3.5.1. Considere um triangulo AABC e sejam T1(O;R) e Io(I; 1) as circunferén-

cias circunscrita e inscrita, respectivamente, ao AABC. FEntao, ol = R(R —2r). Em

particular, R > 2r.
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Demonstragao. Seja L o ponto de intersecao do prolongamento do segmento Al com a
circunferéncia I} e seja K o ponto diametralmente oposto a L. Chamemos de F o pé
da perpendicular baixada de I ao segmento AB. Note que, £FAI = «BAL = «4BKL e
AAFI = £LKBL = 90°. Além disso, usando-se os resultados sobre angulo inscrito segue

que £LBI = £LIB e, portanto, o triangulo ABIL ¢ is6sceles de base BI.

A K
KA
N

Figura 3.24:

L

Logo,

Al KL 2R

T

e assim, Al - IL = 2Rr. Como I é incentro, entdo I pertence ao interior de T e, desse

Al

T

modo, —Potr, (I) = R? — OT". Por outro lado, pelo item (b) da proposicao 3.5.1 temos
—Potr,(I) = AIl- IL. Combinando as trés tltimas igualdades, obtemos 2Rr = R? — or.
Consequentemente, Ol = R(R — 2r).

O

Definicao 3.5.2. Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o lugar geomé-
trico (LG) dos pontos que possuem a propriedade P ¢ o subconjunto £ do plano que

satisfaz as duas condigoes a seguir:
(a) Todo ponto de £ possui a propriedade P.
(b) Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L.

Definigao 3.5.3. Sejam I3 e Iy duas circunferéncias nao concéntricas. O eixo radical
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de I} e I3 é o lugar geométrico dos pontos P tais que
POtr1 (P) = POtrz(P).

Teorema 3.5.1. O eizo radical de duas circunferéncias é sempre uma reta perpendicular

ao segmento que une os centros das duas circunferéncias.

P
I'y I's
57
NG
l
Figura 3.25:

Demonstracao. Sejam T7(Oq;11) e T1(Oq;12) as circunferéncias. Vamos mostrar que a
projecao P’ de todo ponto P do eixo radical sobre O;05 é constante. De fato, aplicando

o teorema de Pitagoras nos triangulos AO;P'P e AO,P’P temos,

O,P° = 0,P" +PP"
0,P" = 0,P" + PP

Subtraindo membro a membro as duas igualdades acima, obtemos

OP” 0" = O - O

0P — (0,0, — 0:P)? = (Potp (P) +12) — (Potr, (P) +12). (3.5)

Como, por hipdtese, o ponto P pertence ao eixo radical de '} e Iy, entdao Potr, (P) =

Potr,(P). Assim, da igualdade em (3.5) obtemos

2.0,05-0,P' — 0,05 =12 —12,

donde

=2
2 2
T — TS + 0102

01P/ == 5
2-0,0,

(3.6)
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e isso nos mostra que P’ é constante, pois nao depende da escolha do ponto P. Desse
modo, o eixo radical de I} e I esta contido na reta 1 perpendicular a O;0, passando por
P’ € 0,0, satisfazendo (3.6). Falta mostrar que todo ponto dessa reta pertence ao eixo
radical. Seja entao P € 1. Logo, P’ satisfaz (3.6), e dai

9\ 2
0P — PP 4 (L2 £ 0102 )
2- 0102

ou seja,

— i (3.7)

Além disso,

0P = 0.0 _r%—r%—l—01022 _T’%-T‘%+01022
2 e 2.0,0, 2.0,0,

isto é,

9\ 2
O, —ppr 4 (2 E010: )
20,0,

de onde concluimos que

9\ 2
T‘%—T%‘f’OlOQ ) 2

PotrQ(P)=W2+< .00, 3. (3.8)
. 1

Subtraindo membro a membro as equagoes em (3.7) e (3.8), obtemos Potr, (P) = Potr,(P).

]

Abaixo estao duas possiveis posicoes de I e I, juntamente com os respectivos eixos

[ l
Iy
Fg Fl

Figura 3.26:

radicais.
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A partir do Teorema 3.5.1 vemos que o eixo radical de duas circunferéncias I'y e Iy que
se intersectam em no méximo um ponto é o lugar geométrico dos pontos P tais que as

tangentes de P a '] e [, tém o mesmo comprimento.

Proposicao 3.5.2. Sejam T, Ty e I3 trés circunferéncias nao concénctricas. Entao os
eizos radicais dessas circunferéncias tomadas duas a duas sao paralelos ou concorrentes.

Neste tltimo caso, a intersegao O € o unico ponto P do plano tal que
POtrl(P) = POtFQ(P) = POtr3(P)
e tal ponto é chamado de centro radical de T\, T5 e T53.

Demonstragao. Sejam 1y, ly, 13 os eixos radicais de Ty e T3, 7 e I3, e I} e Iy, respectiva-

mente. Pelo teorema 3.5.1, temos
0203 1 11, 0103 1 12 [§ 0102 1 13

Assim, se duas dessas retas sdo paralelas (suponha sem perda de generalidade, 1;//1s),
entao 05,03//0:03 e isso implica que Oy, 0y e O3 sao colineares. Logo, 13 também ¢é
paralela a l; e a l;. Suponha agora que 1y, 1, e 13 sd@o duas a duas concorrentes. Seja O a

intersecao de 1y e 1. Entao,
Potr,(O) = Potr,(O) e Potr(0O) = Potr(0).

Segue que Potr, (O) = Potr,(O), ou seja, O € 13, donde concluimos que 1y, 1y e 13 s@o
concorrentes. Como trés retas nao paralelas se intersectam em no maximo um ponto,

entao O é tnico. ]

3.6 Comprimento de uma circunferéncia

Seja P = A1A3A3... A, um poligono convexo inscrito em uma circunferéncia I'(O; 1)
e sejam A e B dois vértices consecutivos deste poligono. Tomemos um ponto C no arco
AAB e indiquemos por P; o poligono cujos os vértices sao os vértices do poligono P mais o
ponto C, ou seja, P; = AjAA3...A,C.

A passagem do poligono P para o poligono P; esté relacionada com a substituicao
do lado AB pelos lados AC e CB (veja a figura 3.27). Como AB < AC + CB, entdo o

perimetro de P; é maior do que o perimetro de P.
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Figura 3.27:

Assim, ao adicionarmos ao poligono novos vértices, aumentaremos seu perimetro. No
entanto, este aumento nao ¢ ilimitado. De fato, se tomarmos um poligono circunscrito
Q, os perimetros de todos os poligonos inscritos serao menores do que o perimetro de Q.
Em particular, considerando Q o quadrado circunscrito na circunferéncia, que por sua vez
tem perimetro 8r, segue que todos os poligonos inscritos na circunferéncia tém perimetro
inferior a 8r.

Chamamos de comprimento da circunferéncia o menor dos ntimeros maiores que
o perimetro de qualquer poligono inscrito a ela. Em uma linguagem mais precisa da
Analise Matematica, o comprimento de uma circunferéncia é o supremo ! do conjunto

dos perimetros dos poligonos inscritos nessa circunferéncia.

Proposicao 3.6.1. Qualquer que seja o numero positivo a, podemos inscrever na circun-
feréncia um poligono convexo cujo perimetro difere do comprimento da circunferéncia em

menos de a.

Demonstrag¢ao. Denotemos por 1 o comprimento da circunferéncia. Suponhamos por ab-

surdo que a afirmacao do enunciado nao seja valida. Entao, o perimetro de qualquer

poligono inscrito na circunferéncia nao é maior do que 1 — a. Por conseguinte, o nimero

Ll ndo é o menor dos niimeros maiores que o perimetro de qualquer poligono inscrito. O
e a 2 . z.

nimero 1 — 5 ¢ menor do que l e, por sua vez, maior do que o perimetro de qualquer

poligono inscrito. Esta contradicao conclui a demonstragao da proposicao. O]

1 Ao leitor interessado na defini¢io de supremo, recomendamos a referéncia (LIMA, 2011).
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Teorema 3.6.1. Considere duas circunferéncias I'1(O1;11) e T5(Og;13) cujos comprimen-
tos sao 1; e ly, respectivamente. Entao,

L N

[F—
Demonstrag¢ao. Suponhamos por absurdo que a afirmagao nao seja verdadeira. Entao

existem circunferéncias de raios R; e Ry tais que

Ri L Ry 1o
— <= ou —<-—.
R2 12 R1 11
T R; L . Ry .
Suponhamos, por simplicidade, que R < L e indiquemos por k a razao R Entao,
2 2 2

L

L > k e, por conseguinte, 1; > klsy. Inscrevamos na primeira circunferéncia um poligono
2

Q; de modo que seu perimetro p; difere do comprimento da circunferéncia menos de

l; — Lk, ou seja, que se tenha l; —p; < l; — Lbk. Entao, p; > lyk. Inscrevamos na

segunda circunferéncia o poligono Qs semelhante a Q. Seja po seu perimetro. A razao
dos comprimentos dos poligonos Q; e Q2 ¢é igual & razao dos raios das circunferéncias,
isto é, p; = kpa. Como p; > kly e p; = kps resulta que ps > l,. Mas, isto contradiz a
definicao do nimero ly que deve ser maior que o perimetro de qualquer poligono inscrito
na segunda circunferéncia. Por outro lado, a razao dos comprimentos das circunferéncias

é igual a razao dos seus raios ou didmetros

L

Ri_d
L R dy

onde d; e dy representam, respectivamente, os didmetros das circunferéncias de raios Ry

€ Rg. UJ

Do teorema anterior, deduzimos que
L b
d  dy’
ou seja, que a razao entre o comprimento da circunferéncia e seu didmetro nao depende

da circunferéncia que se tenha tomado. Esta razao é representada pela letra grega 7 e

seu valor é aproximadamente
T~ 3,14159265358979.
Portanto, o comprimento da circunferéncia se determina segundo a férmula

1 = 27nR.
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Assim, a partir de uma regra de trés simples

360° +— 27R

o’ — 1

obtemos que o comprimento 1 do arco de circunferéncia é determinado pela formula

B TR
1800’

onde  é a medida em graus do angulo central correspondente.



Capitulo 4

Circulo

Dados um ponto O pertencente a um plano « e um nimero real v > 0, o circulo de
centro O e raio r, denotado por I'[O; 1], é o conjunto dos pontos P € « cuja distancia até

O é menor do que ou igual a T,
MO;r] ={P € o | PO < 1},

onde PO representa a distancia de P até O.

O conjunto dos pontos do circulo tais que a distancia até a origem é exatamente igual
a 1 é chamado de circunferéncia e o conjunto dos pontos do circulo tais que a distancia
até a origem é estritamente menor do que r é chamado de interior do circulo. Na figura

4.1, C é um ponto pertencente ao interior e D é um ponto da fronteira do circulo.

40
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4.1 Circulo Trigonomeétrico

Considere um circulo de centro O e nele um diametro AB. Fixemos nossa atencao em
um dos semicirculos determinados por AB. Tome um ponto qualquer C deste semicirculo
e indique por & o angulo COB. Trace, a partir de C, uma perpendicular a reta que contém

AB. Seja D o pé desta perpendicular.

Chama-se de seno do angulo « ao quociente CD/OC e representa-se por sin(x).

Observe que de acordo com esta defini¢cao, tem-se
sin(0°) =0, sin(90°) =1 e sin(180°) = 0.

Define-se o cosseno do angulo « como o quociente OD/OC quando o angulo « é
agudo e representa-se por cos(). Se o angulo « é obtuso, o cosseno é definido como o

valor negativo deste quociente. Com esta defini¢ao, tem-se
cos(0°) =1, c¢os(90°) =0 e cos(180°) = —1.

Chama-se de tangente do angulo « ao quociente

sin (o)

tan(e) = cos(a)’

nao sendo esta funcao definida se o = 90°.

O teorema a seguir estabelece uma identidade conhecida na literatura como relacgao

trigonométrica fundamental.

Teorema 4.1.1. Qualquer que seja o dngulo 0° < o < 180, tem-se

sin®(ot) + cos?() = 1.
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Demonstracao. Para o igual a 0°,90° ou 180°, a afirmacao acima é comprovada pela
substituicao direta dos valores do seno e do cosseno correspondentes. Nos outros ca-

sos,considere o triangulo AOCD da figura 4.2. Tem-se entao,

) L, oD\’ (CD\’ OD'+CD° OC
cos’ () +sin“ () = | —= | +|=| = 5 =——=1,
ocC ocC ocC OcC
onde fez-se o uso do teorema de Pitdgoras na peniltima igualdade. O

Agora, vamos apresentar as chamadas féormulas de redugao.
Teorema 4.1.2. Se & ¢ um dngulo agudo, entao
(a) sin(90° — «) = cos(«)
(b) cos(90° — ) = sin(«)
(c) tan(90° — o) = 1/ tan(«).

Demonstragao. Sejam C e C’ pontos de um semicirculo de extremidades A e B, tais que

o« = COB e 90° — « = C’OB, conforme a figura abaixo.

Figura 4.3:

Sejam D e D’ os pés das perpendiculares baixadas a reta que contém o segmento
AB a partir de C e C’, respectivamente. Observe que, como £C’OB = 90 — «, entdo

OC'D’ = a. Logo, os triangulos ACOD e AOD’C’ sio congruentes e, portanto,
C’'D’  OD’  ocC
OD CD OC’

Segue-se que

oD
sin(90° — &) = = g:C = cos(a),
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Das duas ultimas igualdades e da defini¢ao de tangente, obtemos

o _ sin(90° — o)  cos(e) 1 1
tan(90% — &) = cos(90° — )  sin(ax)  sin(a)  tan(x)
cos( )

Teorema 4.1.3. Qualquer que seja 0° < « < 1807, tem-se
(a) sin(180° — «) = sin(a),
(b) cos(180° — o) = — cos(a).

Demonstracao. Quando « é igual a 0°,90° ou 180°, a afirmacao acima é comprovada
por substituicao direta dos valores do seno e cosseno correspondentes. Nos outros casos,
considere pontos C e C’ no semi-circulo de sorte que COB = o ¢ C’OB = 180° — «.
Sejam D e D’ os pés das perpendiculares baixadas dos pontos C e C’ a reta determinada

por A e B. A congruéncia dos triangulos AOCD e AOC’D’ nos fornece CD = C'D’ e

Figura 4.4:

DO = D’0O. Como consequéncia imediata, temos

D’ _D
sin(180° — ) = ¢ = C: = sin(«)
C’O CcO
e —
D’ D
|cos(180° — )| = © ::Ozlcos(oc)l.
c’'0 CO

Como o # 90°, entdo o ou 180° — & é obtuso e o outro é agudo. Por isto, cos(x) e

cos(180° — &) tem sinais opostos. Logo, cos(180° — &) = —cos(«).
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Definimos até o momento o seno e o cosseno apenas para angulos até 180°. Para
angulos 180° < o < 360° veja que o« — 180° estéa entre 0° e 180°. Assim, podemos definir

0 seno e o cosseno de acordo com o Teorema acima:

cos(a) := — cos( o — 180°)

sin(oa) := sin(o — 180°).

Observagao 4.1. Seque da definicao acima que os Teoremas 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3 sao
validos para qualquer dangulo .
Proposicao 4.1.1. Sao vdlidas as sequintes igualdades:

(a) sin(45°) =

, cos(45°%) = e tan(45°) =1,

-
-

1
e tan(30°) = —.

V3

Demonstragao. (a) Construa um triangulo retdngulo AABC tendo angulo reto C e tendo

(b) sin(30°) = =, cos(30°) =

[ S

DN | —

— BC. Tem-se, entdo, LA = £B = 45° e, utilizando-se o teorema de Pitagoras,

BC = AB/V2. Logo,

A3
(@I

sin(45°) = A_%f =1/V2.

Da mesma forma, obtém-se o valor de cos(45°). O valor da tangente é obtido pela simples
divisao dos valores do seno e cosseno.

(b) Construa um triangulo equilatero AABC. Todos os seus angulos medem 60° e todos
os seus lados tém o mesmo comprimento a. Considere a altura baixada do vértice B
ao lado AC e seja D o pé desta altura. Os dois triangulos formados sao congruentes e
DA =DC = a/2. Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo ABD, concluimos que

BD = av/3/2. Observe que o angulo ABD mede 30°. Logo,

a/2

sin(30°) = T:1/2 (4.1)
cos(30°) = a\fﬂ:\/g/Q (4.2)
tan(30°) = 1/—2:1/\/5. (4.3)

O
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Teorema 4.1.4. (Lei dos Cossenos) Em um triangulo AABC, tem-se
=2 m2 =2 — = A
AB"=AC +BC —2-AC-BC-cos(C).

Demonstragio. Se o angulo C for reto, entdo a afirmacéo acima é exatamente o teorema
de Pitagoras. Podemos, portanto, supor que C néo é um angulo reto. Tracemos a altura
do vértice A. Como C néo é um angulo reto, entdao o pé desta altura, que designaremos
por D, nao coincide com o ponto C. Se D coincidir com o ponto B, entao o triangulo
AABC ¢ retangulo tendo B como angulo reto. Neste caso, AC -cos(C) = BC e o resultado
acima é uma consequéncia imediata do teorema de Pitagoras. Assim, podemos supor que

B, C e D sao pontos distintos. Como AADB e AADC sao triangulos retangulos, tem-se

AB =AD +BD’

AC =AD +DC.

Subtraindo-se estas duas equagoes, otbém-se

AB —AC =BD -DC.

. o 52 ~ . . A
Agora, iremos substituir o termo BD™ desta equagao. Para isto, temos de considerar trés

possibilidades: (Veja a figura 4.5).

Figura 4.5:

(a) C esta entre B e D. Neste caso, tem-se DC + BC = BD. Substituindo-se BD por
DC + BC, desenvolvendo-se o quadrado e simplificando-se os termos, a equacdo acima
torna-se

AB = AC 4+ BC°+2.BC-DC.
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Observe que DC = AC-cos(ACD) e que cos(ACD) = — cos(180°—£ACD) = —cos(ACB).
Como ACB ¢ exatamente o angulo C do triangulo AABC, o resultado acima fica demons-

trado nesse caso.

(b) D esta entre C e B. Neste caso, tem-se BD +DC = BC e, portanto, BD = DC — BC.

Substituindo-se como no caso anterior este valor de BD, obtém-se
——2 =2 =2 — =
AB =AC +BC —2-BC-DC.
Observando-se que DC = AC - cos(C) obtém-se o resultado.

(c) B esta entre C e D. Este caso é tratado de forma semelhante. Para uma demonstragao

completa confira a referéncia (BARBOSA, J.L.M, 2012). O

Teorema 4.1.5. (Lei dos senos) Qualquer que seja o triangulo AABC, tem-se

~ A N

sin(A) sin(B)  sin(C) 1
BC AC AB 2R’

onde R € o raio da circunferéncia circunscrita a AABC.

Demonstragao. Considere o circulo que circunscreve o triangulo AABC. Seja O o seu
centro e R o seu raio. Considere o didmetro que tem B como extremidade. Seja D sua
outra extremidade. Se os pontos A e D estiverem de um mesmo lado da reta determinada
por B e C, entdo os angulos BDC e BAC siio congruentes por serem angulos inscritos
correspondentes a um mesmo arco. Se os pontos A e D estiverem em lados distintos da reta
que contém BC, entdo os angulos BDC e BAC sio suplementares, ja que correspondem a

A

arcos que se complementam para formar o circulo. Em ambos os casos, tem-se sin(D) =

~

sin(A).

AK)

Figura 4.6:

Consequentemente, BC = 2Rsin(A). De forma anéloga, demonstra-se que

AB =2Rsin(C) e AC = 2Rsin(B).
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Comparando-se as trés formulas obtidas, conclui-se que

sin(A) _ sin(B) _ sin(C) _ 1

BC AC AB 2R’

Teorema 4.1.6. Sejam « e B dois dngulos agudos. Entao,
(a) cos(a+ B) = cos(a) cos(B) — sin(e) sin(P),
(b) sin(oc+ B) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(f).

Demonstrag¢ao. Dado o angulo o+ 3 de origem O, trace a semirreta de mesma origem que
divide em dois angulos congruentes a & e 3. Por qualquer ponto H desta semirreta, trace
uma perpendicular a qual intersectara os lados do angulo « 4+ [3 em pontos A e B, como
indicado na figura 4.7, de modo que AOH = e BOH = . Sejam a = OA, b= 0B, h =
OH, m = AH e n = BH. Aplicando a lei dos cossenos nos triangulos AOAB, AOAH e

AOBH, teremos respectivamente,

(m+n)? = a?+b*—2abcos(ax+ ) (4.4)
m?> = a®+h®—2ahcos(a) (4.5)
n? = b2+ h?—2bhcos(p). (4.6)

Figura 4.7:

Utilizando-se o triangulo AOAH, tem-se h = acos(a) e usando-se o triangulo AOBH

tem-se h = bcos(f). Segue-se que

h? = ab cos(«) cos(B)
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e que

ahcos(a) = ab cos(w) cos(f) = bhcos(B).

Portanto, podemos reescrever as equacoes (4.5) e (4.6) como

m? = a®— abcos(a)cos(B)

n? = b?—abcos(x)cos(P). (4.7)
Além disso, como m = asin(a) e n = bsin(f), tem-se mn = absin(«) sin(b). Logo,
(m+n)2=m?+n?+2mn = a® + b? — 2ab cos(«) cos(P) + 2ab sin(«) sin(P).

Segue-se entao da equacao 4.4 o resultado desejado.

4.2 Area de um circulo

Considere o circulo T'[O;r]. A circunferéncia de centro O e raio r ¢ denominada a
circunferéncia do circulo I'/O; r]. A area do circulo é definida como sendo o menor dos
nimeros maiores que a area de qualquer poligono convexo inscrito na circunferéncia do

circulo.

Teorema 4.2.1. A drea A de um circulo de raio v € igual a metade do produto do

comprimento da circunferéncia do circulo pelo raio, ou seja,
A = mr?.

Demonstra¢ao. Seja a um nimero real positivo arbitrario. Inscrevamos na circunferéncia
do circulo um poligono convexo P tal que o comprimento de seus lados sejam menores do
que a, que seu perimetro difira do comprimento da circunferéncia menos do que a, e que
a area do circulo difira da area do poligono menos do que ar. Para tanto, vamos construir
trés poligonos Py, Py e P3 de modo que Py cumpra a primeira condi¢ao, P, a segunda e P
a terceira. Agora, adicionando ao poligono Py os vértices do poligono Py e P3, obteremos
o poligono P que cumpre as trés condi¢des. A area do poligono P é obtida somando-se as
areas de todos os triangulos que tem um vértice comum com o centro do circulo e cujos
os lados opostos a este vértice sao os lados do poligono P. Consideremos a area de um

destes triangulos, digamos AOAB. Temos,

Area(AOAB) = - - AB - OC,

N | —
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onde C é o pé da altura do triangulo AOAB relativa ao vértice O. Como OA > OC >

OA — AC, entéo

1 — .
5 AB(r —a) < Area(AOAB) < —-AB - 1.

DN | —

Somando-se as areas de todos os triangulos, obtemos

. 1
-p(r—a) < Area(P) < §‘p-r,

N | —

onde p denota o perimetro do poligono P. Introduzindo no tltimo membro desta desigual-
dade o comprimento 1 da circunferéncia no lugar do perimetro p e no primeiro membro o

comprimento 1 — a no lugar do perimetro, com maior razao podemos afirmar que

% (l—a)(r—a) < Area(P) < — -1,

N | —

ou seja,
1

1 .
5 Ir— 5(ar+ al — a?) < Area(P) < = - Ir.

DO | —

ar +al—a?
2
Como, por construgao, esta area difere da area do circulo menos do que ar, entao deduzi-
ar + al — a?
2
pouco quanto se deseja desde que a seja suficientemente pequeno. Porém, isto s6 pode

. l
Desta desigualdade resulta que a Area(P) do poligono difere de % menos do que

. T . . ~
mos que a area do circulo difere de — menos do que ar+ , ou seja, difere tao

) . ) Ir
ocorrer se a area do circulo for igual a 5 Portanto,

l-v 27mr-r
A=-— — = 712,
2 2

]

Sejam A e B dois pontos pertencentes a circunferéncia de um circulo de centro O e raio
r. Chama-se setor circular AaB a parte do circulo pertencente ao interior do angulo
central correspondente ao arco AB (figura 4.8).

De modo analogo ao caso do comprimento do arco de circunferéncia, a partir de uma

regra de trés simples

360° «— 7r?

x’ — A (4.8)

obtemos que a area A do setor circular é determinado pela férmula

mR2x

A=—,
360°
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onde « é a medida em graus do angulo central correspondente.

Setor Circular AEJB B

Figura 4.8:



Capitulo 5

Teoremas que envolvem Circunferéncias

e Circulos

5.1 Teorema da corda quebrada

Dados sobre uma circunferéncia os pontos A, B e C, a uniao das duas cordas AB e BC

chama-se corda quebrada ABC.

Figura 5.1: Exemplo de uma corda quebrada ABC.

Teorema 5.1.1. (Corda Quebrada) Sejam A, B, C pontos pertencentes a uma circun-
ferénca T tais que BC > AB. Seja M o ponto médio do arco AC que contém B. Seja F o

pé da perpendicular baizada de M ao segmento BC. Entao,

FC = AB + BF,

ou seja, F € o ponto médio da corda quebrada ABC.

51
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M

Figura 5.2:

Demonstracao. Com a mesma notacao da Figura 5.2, seja E um ponto do segmento BC
tal que EC = AB. Os triangulos ABAM e AECM sdo congruentes pelo caso LAL, pois
BCM = BAM (angulos que subtendem o mesmo arco BTV[); MC = MA (subtendem os
arcos MC ¢ MA de mesmo comprimento) e AB = EC (por construcdo). Essa congruéncia
implica que BM = EM. Dai, o tridngulo ABEM é isosceles de base BE e, portanto,

BF = FE. Assim,

B + BF = EC + EF = FC,

como queriamos demonstrar. O

5.2 Teorema de Simson-Wallace

Dados, no plano, um triangulo AABC e um ponto P nao situado sobre qualquer das
retas suportes dos lados de AABC, marcamos os pontos D, E e F, pés das perpendiculares
baixadas de P as retas suportes dos lados BC, CA e AB, respectivamente. O tridngulo
ADEF assim obtido ¢ chamado de tridAngulo pedal de P em relacao a AABC.

Dado um tridngulo nao retangulo AABC, dizemos que o tridngulo formado pelos pés
de suas alturas é o triangulo 6rtico de AABC. Portanto, o triangulo é6rtico de AABC é
o triangulo pedal do ortocentro de AABC (figura 5.3).

O resultado a seguir, conhecido como o teorema de Simson-Wallace explica quando

o triangulo pedal de um ponto é degenerado, isto ¢, quando D, E e F sao colineares.
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Figura 5.3:

Teorema 5.2.1. (Simson-Wallace) Dados um triangulo AABC e um ponto P nao
situado sobre as retas suportes de seus lados, o tridngulo pedal de P em relagao a AABC

€ degenerado se, e somente se, P estiver sobre a circunferéncia circunscrita a AABC.

Demonstragcao. A fim de que o ponto P pertenca a circunferéncia circunscrita a AABC,
a Unica possibilidade é que P pertenca a uma das regioes angulares BAC, ABC ou BCA,
mas que seja exterior ao triangulo AABC. Analogamente, a fim de que o triangulo pedal
de P em relagao a AABC possa ser degenerado, P deve ser exterior a AABC e estar situado
em uma de tais regioes angulares. Portanto, podemos, sem perda de generalidade, supor

que P é exterior ao triangulo AABC e est4 situado na regido angular ABC (figura 5.4).

Figura 5.4:

Sejam respectivamente D, E e F os pés das perpendiculares baixadas de P as retas

suportes dos lados BC, AC e AB. Podemos também supor, sem perda de generalidade,
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que D e E estao sobre os lados BC e AC, respectivamente, mas que F estda sobre o
prolongamento do lado AB. Como £PFA = £PEA = 90°, entdo o quadrilatero PFAE
possui angulos opostos suplementares e portanto, pelo item (a) da Proposicao 3.4.2 segue
que PFAE é inscritivel. Como £PEC = £PDC = 90°, entdo pelo item (b) da Proposicao

3.4.2 o quadrilatero PEDC também ¢ inscritivel. Logo,
LAPC — 4DPF = 4DPC — LFPA = KDEC — (FEA,
isto é,
LAPC = L{DPF < (DEC = LFEA < D, E e F sdo colineares.

Por fim, calculando a soma dos angulos do quadrilatero BDPF, obtemos £ DPF = 180° —
£ABC, de modo que LAPC = £DPF. Isto equivale a LAPC + LABC = 180°, ou ainda,
que o quadrilatero ABCP é inscritivel. O

Com as mesmas notacoes do teorema anterior, quando o ponto P estiver sobre a
circunferéncia circunscrita a AABC, diremos que a reta que passa pelos pontos D, E e F

é a reta de Simson-Wallace de P relativa a AABC.

5.3 Teorema de Pitot

O resultado a seguir, conhecido como Teorema de Pitot, d4 uma caracterizagao util

dos quadrilateros inscritiveis. Antes de demonstra-lo, necessitamos do seguinte lema.

Lema 5.1. Se os dois lados de um dngulo de vértice P sao tangentes a uma circunferéncia

nos pontos A e B, entdo PA = PB.

Demonstragao. Trace o segmento PO e compare os triangulos APOA e APOB. Como
LA = £B =90°, AO = BO(raios) e PO & um lado comum, entdo pelo primeiro caso de

congruéncia os dois triangulos sao congruentes. Portanto, PA = PB

A
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Teorema 5.3.1. (Pitot) Um quadrilatero convexo ABCD de lados AB,BC,CD e DA ¢

circunscritivel se, e somente se,
AB +CD = AD +BC.

Demonstra¢ao. Suponha, primeiro, que ABCD seja circunscritivel e sejam M, N, P e Q,
respectivamente, os pontos de tangéncia dos lados AB, BC, CD e DA com a circunferéncia

inscrita em ABCD (cf. figura 5.5).

% Q
D
M
=
B N C

Figura 5.5:

Entao, pelo Lema 5.1, obtemos,

AB+CD = (AM+ MB) + (CP+ PD)

= AQ+BN+CN+DQ

= (AQ+DQ)+ (BN+CN)
= AD+BC.

Reciprocamente, suponhamos que AB+CD = AD+BC e que ABCD néo é circunscritivel.
Se O é o ponto de intersecio das bissetrizes dos angulos internos DAB ¢ ABC de ABCD,
entao o ponto O é o centro de uma circunferéncia que tangencia os lados AD,AB e BC
de ABCD (cf. figura 5.6).

Como estamos supondo que ABCD nao ¢ inscritivel, entao concluimos que tal circun-
feréncia nao é tangente ao lado CD de ABCD. Seja E o ponto sobre a semirreta com
origem em A e que contém o ponto D tal que o segmento CE tangencia a circunferéncia
da figura 5.6 (estamos considerando o caso em que E esta situado entre A e D; o outro

caso é totalmente analogo). Pela primeira parte acima, segue que

AB + CE = AE + BC.
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A

L p
B C
Figura 5.6:

Mas, como AB 4+ CD = AD + BC por hipotese, entao

CD — CE =AD — AE = DE,
ou ainda,

CD=CE+ED
Por fim, tal igualdade contradiz a desigualdade triangular no ACDE.
O]

5.4 Teorema de Ptolomeu

Teorema 5.4.1. (Ptolomeu) Seja ABCD um quadrildtero inscritivel. Entao,

AB-CD+BC-DA =AC-BD.

Demonstracio. Denotemos por &1, &, o3 € &4 os angulos ADB, BAC, CBD ¢ DCA.

Por simplicidade, vamos supor que a circunferéncia circunscrita de ABCD tenha dia-

metro unitario. Entao, pela lei dos senos, temos

AB =sin(xy), BC =sin(xy), CD = sin(ag), DA = sin(xy).

Além disso,

AC = sin(ABC) = sin(as + ay)

BD = sin(DAB) = sin(x, + «3).
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Figura 5.7:

Portanto, desejamos mostrar que
sin( o) sin(g) + sin( o) sin(oy) = sin(og + o) sin( g + 3),
com &1 + &g + &3 + g = 180°. Das identidades trigonométricas

sin(og ) sin(os) = = - [cos(oxg — a3) — cos(oxg + a3)]

sin(og) sin(oy) = = - [cos(axg — oxq) — cos(oa + otq)],

NN

obtemos,

. . . . 1
sin( o ) sin(os)+sin( o) sin(oy) = §{cos(ocl—ocg)-l—cos(oc2—0c4)—[cos(ocl+a3)+cos(a2+oc4)]}.
Observe que,

cos(oy + oz3) +cos(og + og) = cos(o; + ag) + cos(180° — (o + a3))
= cos(a; + ag) — cos(x + «3)

= 0.
Portanto,
i . . . 1
sin( o) sin(os) + sin( o) sin(oy) = §[cos(oc1 — a3) + cos(og — oty)]. (5.1)
Por outro lado, da identidade trigonométrica

1
sin( o + o3) sin(ag + ay) = 3" [cos(otg — otg) — cos( ot + 203 + &tq)]
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obtemos,

sin(og + oz) sin(og + q) = - [cos(otg — otyg) — cos(180° — (&g — ¢3))]

N =N =

. [COS(OCQ — 0(4) + COS((Xl — 0(3))]. (52)
Das igualdades em (5.1) e (5.2) segue a igualdade desejada

sin(oa ) sin( o) + sin( o) sin(oy) = sin(as + o) sin( o + «3).

5.5 Teorema de Stewart

Uma consequéncia imediata do teorema de Ptolomeu ¢ o seguinte resultado.

Teorema 5.5.1. (Teorema de Stewart) Sejam AABC um tridngulo; D um ponto no

lado BC; m=BD; n=DC; a=BC e d=AD. Entdo,
a(d®* 4+ mn) = b*m + c*n.

Demonstragao. Seja P o ponto de intersecao da reta que contém o segmento AD com a

circunferéncia circunscrita ao tridngulo AABC (veja a figura abaixo). Pela semelhanca de

A
B C
P
Figura 5.8:
triangulos, obtemos, L -

BP b CP ¢

_— = — e —_— = .

m d n d
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Além disso, pela poténcia de um ponto, sabemos que
—  mn
P=—.
d
Agora, aplicando o teorema de Ptolomeu, temos
BC-AP=AC-BP+AB - CP.
Portanto,
mn bm cn
a-(d —) —p. 2y
(a+75 4¢3
e isto implica no teorema de Stewart.
m

5.6 Teorema de Carnot

Outro importante corolério do teorema de Ptolomeu consiste no teorema de Carnot.

Antes de apresenta-lo, necessitamos do seguintes lema.

Lema 5.6.1. Seja AABC um tridngulo cujas medidas dos lados sio BC = a, AC =

b, AB = ¢ e cujo semiperimetro seja igual a p. Se T e Ty denotam, respectivamente, os

ratos das circunferéncias inscrita em AABC e ex-inscrita a BC, entao

Area(AABC) = pr = (p — a)1a.

Figura 5.9:



Capitulo 5. Teoremas que envolvem Circunferéncias e Circulos 60

Demonstragao. Sejam I o incentro e I, o ex-incentro de AABC relativo a BC (veja a
figura 5.9). Uma vez que as alturas dos triangulos AAIB, AAIC e ABIC, respectivamente

relativas aos lados AB, AC e BC sao todas iguais a 1, temos

Area(AABC) = Area(AAIB) + Area(AAIC) + Area(ABIC)
cr br ar

> T2
= pT;

por outro lado, uma vez que as alturas de AAI B, AAI,C e ABI,C, respectivamente

relativas aos lados AB, AC e BC, sao todas iguais a 14, temos

Area(AABC) = Area(AAI B) + Area(AAI,C) — Area(ABI,C)
crqy  brg _arg

2 2 2
= (p—a)rg.

]

Teorema 5.6.1. (Carnot) Se AABC é um tridngulo acutingulo de circuncentro O e

X,Y,z denotam as distdncias de O aos lados BC,AC e AB, respectivamente, entao
Xx+y+z=R+r,

onde v e R denotam, respectivamente, os raios das circunferéncias inscrita e circunscrita

a AABC.

Figura 5.10:
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Demonstrag¢ao. Sejam M, N e P, respectivamente, os pontos médios dos lados BC,AC e
AB, de modo que OM L BC,ON L CA e OP L AB (cf. figura 5.10). Os quadrilateros
BMOP,CNOM e APON, tendo, cada um, dois angulos opostos retos, sao todos inscri-
tiveis. Denotando BC = a,AC = b e AB = c e observando que OM = x,ON =y e

OP = z, obtemos, pelos teorema de Ptolomeu e da base média, as seguintes igualdades

c a b
i .- — R.—
X 2—|—Z 2 5
b a c
i .~ — R.:= .
X 2+y 5 5 (5.3)
c b a
i .~ — R.—.
Yigtzg 2

Por outro lado, como os triangulos AOBC,AOCA e¢ AOAB particionam o triangulo

AABC, temos
. xa b zc
Area(AABC) = - + y? + 5
Agora, denotando por p o semiperimetro de AABC, sabemos, do lema anterior, que
Area(AABC) = pr; por sua vez, substituindo tal relacdo na tltima igualdade acima,
obtemos
xa yb zc

PR

Por fim, somando membro a membro tal como aquelas em (5.3), obtemos
(x+y+z)p=(R+71)p,

a partir de onde segue o teorema de Carnot.
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Resolucao de Problemas

6.1 OLIMPIADAS

1. (USAMO - 2009) Considere duas circunferéncias I (Oq,11) e T5(O2,12) que se
intersectam nos pontos X e Y. Seja l; a reta que passa por O; e intersecta I, nos
pontos P e Q, e seja 1, a reta que passa por O, e intersecta I} nos pontos R e S.
Prove que se P,Q,R e S pertencem a uma circunferéncia I'3(O3, T3), entao o centro
dessa circunferéncia pertence a reta que passa por X e Y.

; .

| 05 ‘
1 )

1

Solugao. E suficiente mostrarmos que O3 pertence ao eizo radical de Ty e Ty. Pelo

Teorema 3.5.1 o ponto Oy pertence ao eixo radical de Ty e T3, logo

Potr,(O1) = Potr,(04),

ou seja,
01022—1"3 = 01032—T§. (61)

62
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De modo andlogo, como Oy pertence ao eixo radical de 'y e I3, entao
Potr, (Oz) = Potr,(02),

ou seja,

01022 — T'% = 02032 — Tg. (62)
Subtraindo membro a membro as igualdades em (6.1) e (6.2), obtemos

(0,0, —13) = (0,05 —12) = (0:05 —13) — (0,05" —13)

T% — Tg = 01032 — 02032
02032 —Tg = 01032 —T%
POtFQ(Og) = POtrl(Og).

Da dltima igualdade seque-se que Og pertence ao eixo radical de Ty e Ty, como

queriamos demonstrar.

2. (BALCANICA - 1986) Uma reta passando pelo incentro I do triangulo AABC
interesecta a circunferéncia circunscrita 'y (O; R) de AABC nos pontos F e G, e a
circunferéncia inscrita I'5(I; 1) nos pontos D e E, com D entre I e F. Prove que

F-EG > r2. Quando ha igualdade?

Figura 6.1:
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Solucgao. Observe que,

F.-EG = (F1—-DI)(GI-EI

Pela relagao de Fuler (Lema 3.5.1) temos Ol =R — 2Rr e, assim,
Potr, (I) = OI° — R? = —2Rr. (6.4)

Substituindo (6.4) em (6.3) obtemos,

DF-EG =2Rr —FG - 1 + 12, (6.5)
Como, por hipdtese, o segmento FG € uma corda, entdo

JR>FG < 2Rr>FG-r

& 2Rr—FG-rm+12 > 12 (6.6)

Da igualdade em (6.5) e da desigualdade em (6.6), obtemos

F-EG >1°
A igualdade ocorre se, e somente se, o segmento FG for um didmetro.

3. (TESTE PARA A IBERO - 2002) Sejam ABCD um quadrilatero inscrito em
uma circunferéncia I'; P o ponto de intersecao das diagonais AC e BD; e M o
ponto médio de CD. A circunferéncia I'; que passa por P e é tangente a CD em
M intersecta BD e AC nos pontos Q e R, respectivamente. Seja S o ponto do
segmento BD tal que BS = DQ. A paralela a AB por S intersecta AC em T. Prove
que AT = CR.

Solugao. Como C e D sao pontos exteriores a Ty e o segmento CD € tangente a Ty

em M, entdao pelo item (c) da Proposi¢ao 3.5.1 temos

DM’ = Potr,(D) = DQ - DP
CM” = Potp,(C) = CR-CP
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Figura 6.2:

Mas, por hipétese, M € ponto médio de CD, logo CM = DM. Assim, das igualdades

acima concluimos que DQ - DP = CR - CP, ou ainda,
DQ _cp
CR DP
Como, por hipdtese, BS = DQ, entdo
AT=CRe ===

Ora, P € um ponto interior a T, logo pelo item (b) da proposi¢ao 3.5.1 temos

—CP - AP = Potr, (P) = —DP - BP,
de onde obtemos L
CP BP
DP AP
Mas, os segmentos AB e TS sao paralelos, assim,
BP BS
AP AT

Das igualdades em (6.7) e (6.8) obtemos

2] &
3

e 1sso conclui a solucao do problema.

. (BANCO DA CONE-SUL - 2002) Seja ABCD um quadrilatero inscritivel e E
a interse¢ao das diagonais AC e BD. Se F é um ponto qualquer e as circunferéncias
Il e I circunscritas a AFAC e a AFBD se intersectam novamente em G, mostre que

os pontos E, F, G sao colineares.
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Figura 6.3:

Solucgao. Pelo teorema 3.5.1, sabemos que o eizo radical de Ty e Iy € a reta que
contém o segmento FG. Assim, para mostrarmos que E,F, G sao colineares € su-
ficiente provarmos que o ponto E pertence ao eixo radical de Ty e Iy, Como, por
hipdtese, o ponto E estd no interior das circunferéncias T'y e Ty, entdo pelo item (c)

da proposi¢ao 3.5.1 temos

Potr (E) = —AE-EC (6.9)
Potr,(E) = —BE-ED. (6.10)
Como visto na secao 3.5, ABCD inscritivel implica em
AE-EC =BE-ED. (6.11)
Das igualdades em (6.9), (6.10) e (6.11) obtemos

PO‘IZ]‘1 (E) = PO‘tr2 (E),

isto €, o ponto E pertence ao eixo radical de Ty e Ty, como queriamos demonstrar.

5. (USAMO - 1997) Considere o triangulo AABC. Construa tridngulos isosceles
ABCD, ACAE e AABF externamente a AABC de bases BC, CA e AB, respectiva-
mente. Prove que as retas que passam por A, B, C e sao perpendiculares a EF, FD e

DE, respectivamente, sao concorrentes.
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T F = E Is
)
D
I'y
Figura 6.4:

Solugao. Sejam Iy = I'(D;DB), I, = IL,(E;EC) e I3 = I3(F;FA). Entao, B,C €
I, A,Cely eA B e€TI;. Logo, a reta que passa por A e é perpendiccular a EF
€ o eizo radical de Ty e 3. Raciocinio totalmente andlogo aplica-se ao pontos B
e C. Como os centros T,y e I3 nao sao colineares, entao pela proposi¢ao 3.5.2
concluimos que as trés retas se intersectam no centro radical O de Ty, Ty e I3, como

queriamos demonstrar.

6. (USAMO - 2013) Em um triangulo AABC, os pontos P, Q e R pertencem aos lados
BC, CA e AB, respectivamente. Sejam I', I, e '3 as circunferéncias circunscritas aos
triangulos AAQR, ABRP e ACPQ, respectivamente. Sabendo-se que o segmento AP

intersecta I, I, I3 nos pontos X, Y, Z, respectivamente, prove que

K%
NI <
|| @
3=l

Solugao. Seja M o ponto de intersegao de 'y, Ty e I5. A reta que contém o segmento
XM intersecta Ty e T3 nos pontos D e E, respectivamente. Como X € um ponto

iterior a Iy e exterior a I3, entao da Proposicao 3.5.1 temos

XM - XE = Potr, (X) = XZ - XP

XM - XD = —Potr,(X) = XY - XP,
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Figura 6.5:
donde -
XY XD
XZ XE

Agora, vamos mostrar que os triangulos AXDP e APBM sao semelhantes. De fato,

observe que

AXDP = AMDP = {MPB

ADXP = AMXY = {MXA = {MRA = 180° — {MRB = {MPB.
Assim, AXDP e APBM sdao semelhantes pelo caso AA (angulo, dngulo). Desta

semelhang¢a seque que

XD PB PB
XP PM PM

De modo totalmente andlogo, os triangulos AXEP e APCM sao semelhantes e disto

obtemos - L
XE PC — PC —
XP  PM PM
Das igualdades em (6.13) e (6.14) obtemos
XD BP
XE PC

Finalmente, das igualdades em (6.12) e (6.15) obtemos

il
SIS
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7. (IMO - 2017) Dado um triangulo AABC, seja I uma circunferéncia tangente ao
lado BC e as extensoes dos lados AB e AC. Designemos por D, E e F os pontos onde
I é tangente as retas que contém os segmentos BC, AC e AB, respectivamente. A
circunferéncia que passa pelos pontos A, E e F interseca a reta que contém BC nos
pontos P e Q. Seja M o ponto médio de AD. Prove que a circunferéncia que passa

pelos pontos M, P e Q é tangente a I7;.

Solugao. Denotemos por Iy a circunferéncia que passa pelos pontos A, E,F, P, Q, e
denotemos por T3 a circunferéncia que passa pelos pontos P, M, Q. Chamemos de T

o ponto de intersecao de I'y com a reta que contém AD.

Vamos mostrar que T3 € tangente a Ty em T. Inicialmente vamos mostrar que os
pontos P, Q, M, T pertencem a uma mesma circunferéncia. Seja A’ o centro de Ty.
Como A'E L AE e A’F L AF, entao AA’ é um didmetro em Ty. Seja N o ponto
médio de DT. Como A’D = A'T, entio LA'NA = 90° e, assim, N também pertence
a circunferéncia Ty. Agora, da porténcia de D com relacao as circunferéncias I'y e
I, obtemos

_P~DQ:DA-DN:2DM~DTT:DM~D_T,

e disto concluimos que P, Q, M, T pertencem a uma mesma circunferéncia.

Se os segmentos EF e BC forem paralelos, entao AABC € isdsceles e a solugdo do
problema € imediata por simetria. Caso contrdrio, designemos por R o ponto de
intersecao da reta tangente a Ty em T com a reta que contém o segmento BC. Os
segmentos RD e RT tem comprimentos iguais, logo A'R € mediatriz de DT. Como

ND = NT, entao N pertence a esta mediatriz.

No triangulo retangulo AA’RD, temos RD’ =RN-RA’ = RP . RQ, onde a dltima
wqualdade foi obtida a partir da poténcia de R com relacdo a Ty. Assim, RT. =
RP-RQ, o que implica que a reta que contém RT é também tangente a Ts. Como a reta
que contém RT € uma tangente comum a 'y e I3, entao estas duas circunferéncias

sao tangentes em T.

8. (OLIMPIADA RUSSA - 2010) O triangulo AABC tem perimetro 4. Os pontos
X e Y pertencem aos raios AB e AC, respectivamente e sdo tais que AX = AY = 1.
Os segmentos BC e XY se intersectam no ponto M. Prove que o perimetro do

triangulo AABM ou do triangulo AACM ¢ igual a 2.
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Figura 6.6:

Solugao. Seja Ta(Ia;7) a circunferéncia tangente ao lado BC e as extensdes dos
lados AB e AC. Designemos por T,U e V os pontos onde I'a intersecta as retas que

contém os lados BC,AB e AC, respectivamente. Inicialmente, observemos que
AU =AYV, BT =BU, CT =CV.
Por hipdtese, temos AB + BC + CA = 4. Assim,

4 = AB+BC+CA
= AB+ (BT+TC)+CA

— AB+ (BU+CV)+C

= (AB+BU)+ (CV+CA)
= AU+AV.

Como AU = AV, entio concluimos que AU = AV = 2. Agora, observemos que
os tridngulos AAXY e AAUV sio semelhantes, pois, por hipotese, AX = AY e
AU = AV. Logo, os segmentos XY e UV sdo paralelos. Mas, UV € perpendicular
a Ala, assim, os segmentos XY e Ala sao perpendiculares. Desse modo, XY estd

contido no eixo radical de Ta e da circunferéncia centrada em A de "raio" igual a
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A

Figura 6.7:

zero, digamos, Ty. Assim, M € XY implica em

2

Potr, (M) = MT (6.16)
Potr,(M) = AM —0? (6.17)

Das igualdades em (6.16) e (6.17) temos MT = AM. Assumamos, sem perda de
generalidade, que o ponto T pertenca ao segmento MC. Entao,

AB+BM+MA =AB+BM+MT=AB+ BT =AB+BU=AU=2.

9. (IMO - 2006) Um ponto D ¢ escolhido sobre o lado AC do triangulo AABC com
ABCA < 4BAC < 90° e de tal modo que BD = BA. A circunferéncia inscrita de
AABC ¢ tangente aos lados AB e AC nos pontos K e L, respectivamente. Seja ] o
incentro do triangulo ABCD. Prove que KL intesecta o segmento AJ em seu ponto

médio.

Solugao. Denotemos por P a intersecao dos segmentos AJ e KL. Seja M o ponto
de intersecao da reta que passa pelo ponto ] e é paralela ao segmento KL. Como
os tridngulos AAJM e AAPL sao semelhantes, entao P é ponto médio de AJ se, e
somente se, L € ponto médio de AM. Denotando por <BAC = 2«, as igualdades
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10.

Figura 6.8:

BA =BD ¢ AK = AL implicam £ADB = 2« e LALK = 90° — «, pois 0s segmentos
JM e KL sdo paralelos. Segue-se, portanto, que JD = JM. Designemos por T o
ponto de intersecao da cincunferéncia inscrita do triangulo ABCD com o lado CD.
Entao, JT L CD, e isso nos mostra que JT € a altura com relagao a base DM do

triangulo isosceles ADM]. Segue-se agora que DM = DT. Assim,

DM =2-DT =BD + CD — BC.

Portanto,

ou seja, L € ponto médio de AM, como queriamos demonstrar.

(IMO - 1985) Uma circunferéncia de centro O contém os vértices A e C de um
triangulo AABC e intersecta os segmentos AB e BC em pontos distintos K e N,
respectivamente. As circunferéncias circunscritas dos triangulos AABC e AKBN
se intersectam em exatamente dois pontos distintos B e M. Prove que o angulo

£OMB = 90°.



Capitulo 6. Resolugao de Problemas 73

11.

Figura 6.9:

Solugao. As trés circunferéncias, tomadas duas a duas, tem como eixos radicais
as trés retas que contém os segmentos AC, KN e BM. O centro da circunferén-
cia inscrita de AABC e o ponto O pertencem a mediatriz de AC, o mesmo nao
ocorrendo com o centro da circunferéncia circunscrita de ABKN, pois as circunfe-
réncias circunscritas de AABC e ABKN se intersectam em dois pontos distintos.
Seque-se da proposicio 3.5.2 que os eixos radicais se intersectam em um ponto cu-
jas poténcias com relagao as trés circunferéncias sao iguais. Além disso, como os
quadrildteros BKNM e ACNK sdo inscritiveis, entio £PMN = £BKN = «NCA

e, assim, PMINC € um quadrildtero inscritivel. Logo,

BM - BP BC=BO —12 (6.18)
PM

I
o]

N.PK =PO" — 12, (6.19)

-
o
I

-

onde v = OC € o raio da circunferéncia com centro em O. Subtraindo membro a

membro as igualdades em (6.18) e (6.19), obtemos

PO’ —BO = BP(PM —BM) = PM" — BM’,
o que 1mplica que OM € uma altura do tridngulo AOBP.

(INMO - 2018) Sejam TI7(Oq,11) e T3(02,12) duas circunferéncias que se intersec-

tam nos pontos A e B de modo que o angulo O;A 0, seja obtuso. Sejam C e D os
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12.

pontos de intersecao da circunferéncia circunscrita do tridngulo AO;AQO5 com I e
I, respectivamente. Designemos por E o ponto de intersecao da reta que contém
CB com T5y; e designemos por F o ponto de intersecao da reta que contém DB com

. Prove que os pontos C, D, E, F pertencem a uma mesma circunferéncia.

Figura 6.10:

Solugao. Inicialmente vamos provar que C,B, Oy, E sao colineares e a reta que os
contém ¢ a bissetriz do dngulo ACD. Seja £ABOy = x. Como os segmentos AOs
e BOg sao raios de Ty, entao o triangulo AABOy € isdsceles com base em AB, logo
LAO,B = (180°—2x). Assim, LA0,0; = (90°—x). Como A, Oy, C, O, pertencem
a uma mesma circunferéncia, entao LACO; = LA0,0; = 90° — x. Portanto,
LAO;C = 2x, donde LAFC = x e LABC = 180° — x. Assim, os dangulos ABC e
ABO, sdo suplementares e isto implica que C,B, Oy, E sdo colineares. Finalmente,
notamos que OxA = 05D implica que Oy € o ponto médio do arco AAD, de onde
concluimos que COo € bissetriz do dngulo ACD. De modo totalmente andlogo,
obtemos que D,B, 04, F sdo colineares. Assim, BF e BE sao didmetros de Iy e T,
respectivamente. Isto nos mostra que £BAE = ABAF = 90° e, assim, F,A,E sdo

colineares. Por fim, usando todas as propriedades ja deduzidas, obtemos
AECD = 4BCD = LACB = £AFB = LEFD.
Portanto, C,D, E, F pertencem a uma mesma circunferéncia.

(IGO - 2018) As circunferéncias I e Iy se intersectam nos pontos A e B. O ponto

C pertence a reta tangente a I'y no ponto A, de modo que LABC = 90°. Uma reta
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arbitraria 1 passa por C e intesecta I'; nos pontos P e Q. As retas que contém os
segmentos AP e AQ intersectam I nos pontos X e Z, respectivamente. Seja Y o pé

da altura de A a L. Prove que os pontos X,Y e Z sao colineares.

Figura 6.11:

Solugdo. Como LAYC = LABC = 90°, entdo pela Proposicio 3.4.2 seque-se que

o quadrildtero AYBC € inscritivel. Assim,
£BYC = 4BAC = 4BXA = «£BXP.
Logo, PYBX e, similarmente, QBYZ sao quadrildteros inscritiveis e isto implica que
ABYX = 4BPX = £AQB = £ZQB = 180° — LZYB,
donde X,Y e Z sao colineares.

13. (EGMO - 2012) Seja AABC um triangulo acutangulo com circunferéncia circuns-
crita I" e ortocentro H. Seja K um ponto de I' pertencente ao semiplano determinado
pela reta que contém BC e que nao contém o ponto A. Seja L a reflexao de K na reta
que contém AB e seja M a reflexao de K na reta que contém BC. Seja E o segundo
ponto de intersecao de I' com a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABLM.

Mostre que as retas que contém os segmentos HK, EM e BC sao concorrentes.

Solucdo. Como, por hipétese, o quadrilitero BMEL € ciclico, entio £<BEM =
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ABLM. Por construc¢io, BK = BL = BM, logo
N 1 ,
ABLM = 90°— -4AMBL
2
1, . 1 .
= 90°— <1800 — §4LBK — §4KBM>
1, . 1 .
= (ééLBK + 54KBM> —90°
= (180° — £B) —90°
= 90°— «B.

Além disso, observe que ABEM = £BAH e, desse modo, o ponto N da intersecio
de EM e AH pertence a T'. Seja X o ponto de intersecao de HK e BC, e seja N’
o ponto de intersecio de MX e AH. Como, por construgao, BC intersecta KM em
seu ponto médio, entao o tridngulo AKXM ¢ isdsceles; como os segmentos AH e
MK sao paralelos, entao o tridngulo AHXN' € isdsceles. Observe também que N’
€ o reflexo de H na reta que contém o segmento BC, pois AH L BC. Como este
reflexo pertence a T', entao N’ = N. Assim, E,M,N e M, X, N’ pertencem todos a

reta que contém o segmento MN, isto €, X pertence a reta que contém EM.
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6.2 VESTIBULARES

1. (Fuvest - 2016) Uma bola de bilhar, inicialmente em repouso em um ponto P
situado na borda de uma mesa de bilhar com formato circular, recebe uma tacada e
se desloca em um movimento retilineo. A bola atinge a borda no ponto R e é refletida
elasticamente, sem deslizar. Chame de Q o ponto da borda diametralmente oposto

a P e de 8 a medida do angulo QPR.

Figura 6.13:

(a) Para qual valor de 0 apds a primeira reflexao, a trajetoria da bola sera paralela

ao diametro PQ?

(b) Para qual valor de 0 apds a primeira reflexdo, a trajetoria da bola sera perpen-

dicular a PQ?

(¢) Supondo agora que 30° < 6 < 60°, encontre uma expressao, em fungao de 0,
para a medida do angulo agudo formado pela reta que contém P e Q e pela

reta que contém a trajetoria da bola apds a primeira reflexao na borda.
Solucao.

(a) Como a bola atinge a borda no ponto R e € refletida elasticamente, sem deslizar,
pode-se concluir que {PRO = LORZ = « (confira a figura 6.14). Pelos fundamentos
da Geometria Plana, sabe-se que o dngulo POR também tem medida igual a .
Como os segmentos OP e OR tém medidas iguais (raio da circunferéncia), pode-se
concluir que a medida do dngulo © também serd igual a x. Assim, as medidas de

todos os dngulos internos do tridngulo APRO sao iguais, fazendo deste um tridngulo



Capitulo 6. Resolugao de Problemas 78

equildtero. Logo, «x = 0 = 60°. Caso 0 = 0°, apds a primeira reflexao a trajetoria
também serd paralela ao didmetro PQ.

R Z
7\/

Figura 6.14:

(b) Analisando a figura 6.15, como PO e OZ sao segmentos com medidas iguais
(ambos sao raios de uma mesma circunferéncia), pode-se concluir que © = . Assim,

pode-se escrever sobre o tridngulo retingulo:
3o+ 90 = 180°,

ou seja,

o =0 =30°

<

Figura 6.15:

(c) Analisando a figura 6.16, pode-se escrever:

o+ 30 = 1807,
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donde
o= 1802 —30 para 30° <O < 60°.

Figura 6.16:

2. (Fuvest - 2016) Sao dadas trés circunferéncias de raio r, duas a duas tangentes.

Os pontos de tangéncia sao Py, Py e Ps.

Figura 6.17:

Calcule, em funcao de 7,

(a) O comprimento do lado do triangulo T equilatero determinado pelas trés retas
que sao definidas pela seguinte exigéncia: cada uma delas é tangente a duas

das circunferéncias e ndo intersecta a terceira

(b) a area do hexdgono nao convexo cujos lados sdo os segmentos ligando cada

ponto P, Py e P3 aos dois vértices do triangulo T mais préximos a ele.

Solucao.
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(a) O tridngulo equildtero descrito € o “externo” que contém as trés circunferéncias.

Assim, a medida do seu lado € calculado conforme mostra a figura abaizo:

l | | |
r/ tan{30°) 2r r/ tan(30°)

Figura 6.18:

Chamando de 1 a medida do lado, temos

2r 3
l=——4+2r=2r- —+2
tan(30")+ T T \/§+ T,
ou seja,
l=2r-(vV3+1).

(b) Considerando como A, B e C os vértices do tridngulo equildtero “externo”, temos:

C

M

Figura 6.19:

Assim, percebe-se que a drea destacada em azul se dd por:
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Sazul = ST - Samarelo-

Veja que cada um dos trés triangulos amarelo tém altura v e lado 1, e portanto

3rl
Samarelo - 7 Logo7

123 rl

Sazul - -3 =
4 2
_ r(v3+)PvE o 2034 1)
4 2

= V3 (V3+1)2—3r*(V3+1)

= V3r2(3+2vV3+1)* —3r}(V3+1)
= 3v3r2 4+ 612 4+ V31 — 3312 — 3r?
= V3?43

= 1} (V3+3) (6.20)

3. (EpCar - 2016) Na figura abaixo A,B,C,D,E e F sdo vértices de um hexagono

regular inscrito numa circunferéncia de raio 1 metro e centro O.

Figura 6.20:

Sabendo-se que AACE e ABDF sao triangulos equilateros, calcule a area da parte

sombreada.

Solugao. Considere cada um dos tridngulos equildteros parcialmente hachurados

com lado de medida v, que € igual ao raio da circunferéncia menor da figura. A
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altura h de cada um dos tridngulos equildateros é dada por:

2h R 1 V3

T=—= = — = .
V3 V3 V33
A drea de cada um dos tridngulos equildteros menores serd iqual a:

V3
bh 3 _v3 5 V3

S =2t _
AT T T T Ty T

ou seja,
_ V3
127

A drea que € delimitada por um setor circular abaizo de cada um dos tridngulos

Sa

equildteros pode ser escrita com sendo:
60° - 71 ﬁ
S _ 3 8 1 om
setor = 360° T 9 36 18

2

Por fim, a drea hachurada pode ser calculada como sendo:

Shachurada - 6(SA - (Ssetor - SA))
- 6(2SA - Ssetor)
6 (&3 _ 1)

4. (IFSul - 2016) Um triangulo retangulo tem catetos que medem x cm e 44/7 cm e
hipotenusa que mede 16 cm. Na figura abaixo, o diametro da circunferéncia maior
tem o mesmo valor do cateto desconhecido do triangulo citado. Sabendo-se que os
segmentos que passam por A, B e C dividem o didmetro da circunferéncia maior em

partes iguais, qual é o valor da 4rea hachurada, em cm??
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Figura 6.21:

Solugao. Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo com cateto desconhecido

temos:

hip? = cat®+ cat?

16> = (4V7)° +x
256 = 112 4+ x?
x2 = 144

x = 12.

Como as medidas A, B, C, D sao iguais, basta dividir o didmetro por quatro e teremos
12

o valor de cada parte: 7= 3 centimetros. A drea hachurada serd dada pela drea

da circunferéncia que engloba os pontos A e B menos a circunferéncia de centro A

somada a circunferéncia menor que tange o ponto C, logo:
9\ 3\
(mryg —mry) +mre = @ (5) —mx3+m (5)
81 9
= Tt _— 9 —
(-o+3)

_ (8369
- 4 4 4

_547T
4

27
= —T7
4

5. (Uerj - 2016) Na figura abaixo, estao representados dois circulos congruentes, de

centros C; e Cy pertencentes ao mesmo plano «. O segmento C;Cs mede 6 cm.
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Qual a area da regiao limitada pelos circulos?

Solucao. O segmento C1Cy € igual ao rato de ambas as circunferéncias e € igual a

6. Assim, pode-se concluir:

Figura 6.22:

Portanto, a drea da regiao limitada pelos circulos é composta pela drea dos circulos
menos a drea da intersecgao entre eles. Ja a drea da intersecgao € composta por
dois triangulos equildteros de lado 6 e 4 segmentos circulares. Assim, considerando

V3~ 1,73 e m~ 3,14 pode-se estimar a drea da intersec¢io como sendo

_12\/§ 62\/§

Sa=——=— = 9v/3 ~ 15,6.
Além disso,
Sseg = Sseto;_SA
- R - 60°
7'[ . . o
= g~ 9V3

= 6m—9vV3
3,27

12
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Por fim,
Sintersec — 2 'SA+4'Sseg >~ 2 : 15,6+43,27:44,28
Logo, a drea Sy, da regiao limitada pelos circulos serd:

Soo =2-7-R%— Sintersec =2 - 7- 6% — 44,28 ~ 182cm?.

6. (Uece - 2015) No plano, as circunferéncias C; e Cs cuja medida dos raios sao
respectivamente 4 cm e 1 ¢cm tangenciam-se exteriormente e sao tangentes a uma
reta em pontos distintos. Uma terceira circunferéncia Cs exterior a C; e a Cy cuja
medida do raio é menor do que 1 cm tangencia a reta r e as circunferéncias C; e

C,. Nestas condicoes, qual a medida do raio da circunferéncia C3?

Solucgao. Pelo enunciado, pode-se desenhar as circunferéncias e a reta como seque:

AN
QOL

Figura 6.23:

Considerando o raio de C; como R = 4cm, o raio de Cy comor =1 cm e o raio
de C3 como x (o qual pretende-se encontrar), podemos deduzir algumas relagoes,

conforme figura a sequir:

Figura 6.24:
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(R+1)?>=(AB)*+R—1)?2=5"=(AB)?*+3*=AB=4cm.

Sabendo-se a medida do segmento AB pode-se deduzir outras relagoes, conforme

figura a sequir:

m‘a‘

AN VA
A E B

Figura 6.25:

Analisando o triangulo retangulo maior da figura:
(R+x)?=U4—-AEP+R—x)? = (44+x)?*=4—AE)*+ (4—x)?

donde,
16 +8x+x?>=16—8- (AE)?* + (AE)? + 16 — 8x + x?,

logo

16x =16 — 8 - (AE) + (AE)2

Analisando o tridngulo retdngulo menor da figura:

(r+x)?2=(AEP+(r—x)?2?=(1+x) = (AE)*+ (1 —x)?

donde,
14+ 2x+x? = (AE)2 +1—2x + %2,

logo

(AE)? = 4x.

Sendo que (AE)? = 4x, entdo 4 - (AE)? = 16x logo:

4.-(AE)?=16—8-(AE)+ (AE)> = 3- (AE)?+ 8- (AE) — 16 = 0.
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Portanto,

—E_—8+\/256_4_L
2.3 3

Um comprimento de reta negativo € impossivel, logo a unica raiz possivel para a
equacao € 4/3. Assim, substituindo o valor de AE na relacdo (AE)? = 4x, obtém-se
o valor de x em centimetros, ou seja, o raio da circunferéncia Cs

il 2—4x:>x—ilcm
3/ 9

7. (EpCar - 2014) Na figura abaixo, os trés circulos tém centro sobre a reta que
contém AB e os dois de maior raio tém centro sobre a circunferéncia de menor raio.

Qual a expressao que fornece o valor da area sombreada?

Figura 6.26:

Solugao. A drea hachurada serd igual a drea de uma circunferéncia maior (raio
r) somada & drea da “lua” remanescente da outra circunferéncia maior (raio r)
subtraindo-se a drea da circunferéncia menor (raio v/2) Pode-se deduzir grafica-

mente:

Figura 6.27:
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Deduz-se, portanto, que drea de uma circunferéncia maior € iqual a 7r?. Para calcu-
lar a drea da “lua” remanescente da outra circunferéncia de raio v (drea hachurada
em azul nas figuras a sequir) € preciso subtrair o equivalente a duas dreas verdes
(ver figuras a sequir). Para calcular a drea verde, é preciso calcular a drea do setor

circular de 120° menos a drea de um tridngulo equildtero de lado r.

Figura 6.28:

Assim, pode-se escrever que a drea total hachurada em cinza € igual a:

) (m‘2 - 120° r2\/§> r? 3mr? [ ) (871r2 — 6r2\/§>}
2nre —2 - — - — + |t = | ———
360° 4 4 4 12
3mr? 47?4 6123
4 + 12
1372 + 6124/3
12
B <13n+ 6\/5) 2
12

3
8. (ITA - 2012) Um triangulo ABC tem lados com medidas a = g cm,b=1cme
c= 3 cm. Uma circunferéncia é tangente ao lado a e também aos prolongamentos

dos outros dois lados do triangulo, ou seja, a circunferéncia é ex-inscrita ao triangulo.

Entao, qual a medida, em cm, do raio da circunferéncia?

Solugao. Observe, na figura 6.29, que EB =BF =y e DC = FC = x. Logo,

BF+CF:§<:>x+y:§ e AD =AE,

1 1
logo x + 5= y+1, ou seja, x —y = 7 Resolvendo o sistema

V3

x+y:7
1

X—y =
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V3+1

temos x = .

4
Portanto,
.
tan(30°) = ,
307 Va+l 1
4 2
de onde concluimos que
_1+V3

D X C 12 A

Figura 6.29:

9. Duas circunferéncias, C; e Cg, ambas com 1 m de raio, sao tangentes. Seja Cz outra
circunferéncia cujo raio mede (v/2 — 1) m e que tangencia externamente C; e Co.

Qual a area, em m?, da regiao limitada e exterior as trés circunferéncias?

Solugao. Temos que um dos lados dos tridngulos retingulos medem 1 e a hipotenusa
mede \/5— 1+1= \/5, portanto o outro cateto mede \/52 — 12 =1, portanto é um
triangulo isosceles de catetos 1 e 1, com isso concluimos que seus dngulos sao 45
graus. Portanto, o dngulo interno do triangulo nas circunferéncias C1 e Cy € igual
a 45 graus, ou seja, um oitavo da circunferéncia e em Cz o dngulo € 45 + 45 = 90

graus, ou seja, um quarto de circunferéncia. A drea total do tridngulo é

VIVE
V2

1.

A drea das seccoes das circunferéncias C1 e Cy serd

w12
8

T
3
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A drea da secgao de Cs serd

Portanto, a drea hachurada serd

nom(3-2v2)  4—m(4+2V2)
'8 4 - 4 '

Figura 6.30:

10. ITA - 2015 Num triangulo APQR, considere os pontos M e N pertencentes aos
lados PQ e PR, respectivamente, tais que o segmento MN seja tangente a circunfe-
réncia inscrita ao triangulo APQR. Sabendo-se que o perimetro do triangulo APQR

é 25 e que a medida de QR é 10, entao qual o perimetro do triangulo APMN ?

Solucgao. Utilizando as informagoes fornecidas, podemos construir a sequinte figura:

B

Queremos o perimetro do triangulo APMN, logo queremos a soma s = PM+MN +

NP. O quadrildtero MNRQ € circunscritivel, entio podemos aplicar nele o teorema
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de Pitot: MN + QR = MQ + NR. Somando PM + PN em ambos os lados da

wgualdade, obtemos:

PM + PN + MN + QR = PM + PN + MQ + NR. (6.21)

Do lado esquerdo da iqualdade, temos exatamente a soma s desejada, mais QR. Do
lado direito, temos PM+MQ +PN+NR. Mas, PM+MQ = PQ ¢ PN+NR = PR,
e sabemos que PQ + PR+ QR = 25. Como foi dado que QR =10 ¢ PQ + PR = 15,

entao substituindo todas essas informagoes na expressao (6.21), chegamos em

s+ QR =15,

ou seja, S = 9.
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6.3 OUTROS

1. Considere um triangulo equildtero AABC e seja P um ponto pertencente ao arco

AB da circunferéncia circunscrita a AABC. Mostre que,

PC = PA + PB.

Solugao. Trace os segmentos PA,PB e PC como na figura 6.31. Aplicando o teo-

rema de Ptolomeu no quadrildtero APBC, temos

PC-AB=PA -BC+PB-AC. (6.22)

Figura 6.31:

Como, por hipdtese, o triangulo AABC € equildtero, entio AB = BC = AC = s.
Assim, dividindo-se ambos 0s membros da igualdade em (6.22) por s, obtemos o

resultado desejado,

2. Dado um heptagono regular ABCDEFG, mostre que
1 1 1
AB AC AD

Solucgao. Aplicando-se o teorema de Ptolomeu no quadrildtero ABCE, obtemos

C-BE=BC-AE+ CE-AB. (6.23)



Capitulo 6. Resolugao de Problemas 93

Como, por hipdtese, o heptigono ABCDEFG € regular, entao (veja a figura 6.32)

B=BC; AC=CE e AE=BE=AD. (6.24)

~
>

A B

Figura 6.32:

Substituindo as igualdades em (6.24) na igualdade em (6.23), temos

AC-AD = AB-AD+AC-AB

AB - (AD + AC),

ou seja,

AC.AD =AB - (AD + AC). (6.25)

Dividindo-se ambos os membros da igualdade em (6.25) por AB-AC-AD, obtemos

1 AD+AC
AB  AC-AD’
0 que € equivalente a

3. Na obra de Arquimedes (HEATH, 1953) publicada em 287 a.C., encontramos o Livro
dos Lemas, que contém 15 proposicoes referentes a temas da geometria elementar.
Nas de numeros 4, 5 e 6, aparece o arbelos, ou faca do sapateiro, regiao limitada por

trés semicircunferéncias de diametros AB, AC e BC com C pertencente ao segmento
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A B C
Figura 6.33: A regiao em destaque é chamada de arbelos.

AB, estando todas em um mesmo semiplano determinado por AB (veja a figura
6.33).

Dada a arbelos da figura 6.34, relacione os raios r; e T3 com o raio r da circunferéncia

inscrita na arbelos.

Figura 6.34:

Solucgao. Vamos considerar o tridngulo AABC cujos vértices sio os centros das
semicircunferéncias de raios v1 e To e o centro da circunferéncia inscrita, de raio T

(veja a figura 6.35). As medidas dos lados do triangulo AABC sao,
m:r—i—rl,mzr—i—rg,ﬁzrl—l-rg.
Sendo D o centro da semicircunferéncia de raio (v1 + 12), temos
ﬁzrg,D_C:rl e m:ﬁ—ﬁ:rl—krg—r.

Usando o teorema de Stewart no tridngulo AABC com o segmento AD, obtemos

(r+7)2 1+ (T +12)% 10— (T + 1o — 1) (1 + 1) = 1ma(1) + 1),



Capitulo 6. Resolugao de Problemas 95

Figura 6.35:

Desenvolvendo algebricamente essa igualdade, e isolando-se o 1, chega-se a relacao

procurada,
_ TiTp(r + 1)
T% + T% + 11Ty

4. Considere uma circunferéncia inscrita em um quadrado cuja medida do lado é igual

a dois. Determine a area da regiao A destacada na figura abaixo.
ﬁ

2

Figura 6.36:

Solugao. Vamos usar a mesma notacao da figura 6.37. Os tridngulos AAOC; e

ABOC; sdo congruentes pelo caso LLL, pois AC; =BC; =2,0A =0B=1¢0C,;

¢ um lado comum. Dessa congruéncia seque-se que
LAAOC; =4BOC, =0 e 4£AC,0=«BC,0 =8,

donde, LAOB = 2t —20. Além disso, o segmento OCy tem medida igual & metade

do comprimento da diagonal do quadrado, ou seja, OCy = /2. Chamemos de S a
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Figura 6.37:

regiao de intersecao dos setores circulares AOB e ACiB. Entao,

Area(A) = Area(AaB)—Area(S)

= w — Area(AaB) —2- Area(AAOC,)

_ (2m—20) (2B)-2? 5 1-+/2-sin(0)

- 2 2 7 2

_ (QWT_%)—@B)-Q—\@-Sin(G). (6.26)

Inicialmente, vamos determinar o valor de sin(0). Para tanto, aplicamos a lei dos

cossenos no triangulo ABOC;. Logo,

22 = 12+\/§2—2-1-\/§-cos(6)
4 = 1+42—2v2cos(0)
1 = —2v2cos(0),

donde,

cos(0) = %

Agora, utilizando a identidade trigonométrica fundamental, obtemos

. 1Y L
sin“(0) + 2\/§> =1

sin?(0) + =1

sin?(8) =

ol 00| — —
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Como 0 < 0 < 7, entao

VT

sin(0) = N

(6.27)

Agora, vamos determinar o valor de 2f3. Usando a igualdade em (6.27) e a lei dos

senos no tridngulo ABOCy, obtemos

de onde seque que

cos’(B) + (E) =1

8
14
cos’(B) + %zl
co(B) = o,
ou seja, )
5
cos*(B) = 3

Da igualdade em (6.28) e da formula do arco duplo, temos

cos(2B) = 2-cos’(B)—1

cos(2B) = 2~§—1
cos(2B) = .

de onde concluimos que

9
2B = — .
[ = arccos (16)

(6.28)

(6.29)

Para encontrarmos o valor de (21— 20) vamos utilizar a férmula do arco duplo e o

fato de que a funcao cosseno € par. Observe que,

cos(2m—20) = cos(—20)
= cos(20)
= 2cos?(0) —1
_ 2.(1)_1
8
3
47
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15to €,

4
Por fim, substituindo as igualdades em (6.27), (6.29) e (6.30) na igualdade em

(6.26), obtemos

271 — 20 = arccos <—§) : (6.30)

Area(A) = @ —2-(2B) — V2 - sin(0)
= arccos;—3/4) — 2 - arccos(9/16) — V2 - ?
B arccos(—3/4) 4 - arccos(9/16) /7
B 2 2 2

5. Uma mosca, pousada no chao, observa um passaro em um angulo de elevagao de
45°. Para chegar aonde esté o passaro, a mosca descreve um caminho curvo de um
quarto de circunferéncia. Ela para em um ponto de sua rota e observa o péassaro
em um angulo de elevagao de 37°. Sabendo-se que o passaro estd a uma altura de
2,5 metros do chao, a que altura em metros, aproximadamente, a mosca esta nesse

ponto? Considere tan(37°) = 0, 75.

Solugao. Vamos utilizar a mesma notacdo da figura 6.38. Ponhamos BC = ¢, CD =

8° C

Figura 6.38:

h e BD = x. Como o tridgngulo ABCD € retangulo, entio pelo teorema de Pitdgoras,
x* =c? —h% (6.31)
Além disso, temos

tan(37°) = };1 — h? =x? x tan®(37°). (6.32)
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Substituindo a igualdade (6.31) em (6.32), obtemos

h? = x% x tan?(37°)
= (c?—h?) x tan?(37°)

= ¢2 x tan?(37°) — h? x tan?(37°),

donde,
[1+ tan*(37%)] x h* = ¢ x tan*(37°),
ou seja,
c? x tan?(37°)
h? = : 6.33
[1 + tan?(37°)] (6.33)
Observe que,
sin”(37°) sin®(37°)
tan?(37°) cos2(37°) cos2(37°) . 9
1+ tan2(37°) G377 co(37) femi(zre) S BT (6:34)
cos?(37°) cos?(37°)

Substituindo a igualdade em (6.34) na equacao em (6.33), otemos
h? = ¢? x sin?(37°). (6.35)

Agora, vamos determinar o valor de c. A ideia € usar a lei dos cossenos no tridngulo
ABOC, pois sabemos que BO = CO = 2, 5. Precisamos, entio, determinar a medida
do angulo BOC. Para tanto, trace o segmento BO. Observe que BCA é um dngulo
wmscrito subtendido ao arco AAB e que AOB ¢ um dngulo central correspondente ao
arco AAB. Como £4BAC = 8, entio LAOB = 16° ¢, consequentemente, LBOC =

74°. Assim, pela lei dos cossenos

2 = (2,5)%24(2,5)2—2x(2,5) x (2,5) x cos(74°)
= 2x(2,5)2—2x(2,5)? x cos(2 x 37°)

= 2x(2,5)% x [1 —cos(2 x 37°)] . (6.36)
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Veja que,

cos(2 x 37°) = cos?(37°) — sin?(37°)
—cos(2 x 37°) = sin?(37°) — cos?(37°)
1 —cos(2x37°) = 1+sin?(37°) — cos?(37°)
1 —cos(2 x 37°) = sin?(37°) + sin?(37°)
1—cos(2x37°) = 2xsin*(37°)

2% (2,5)% x [1 —cos(2 x37°)] = 22 x(2,5)% x sin?(37°). (6.37)
Substituindo a igualdade em (6.37) na equacao em (6.36), obtemos

¢ =1[2x2,5xsin(37°))7,

15to €,
c =5 x sin(377). (6.38)
Como tan(37°) = 0,75 = Z, entao da igualdade em (6.34), seque que
5 2
4 16 9
c 2 0y __ — E —_
sin“(37°) = AT
1 ) =2
(1)
i 3
donde, sin(37°) = =
Das igualdades em (6.35) e (6.38), temos
3\ 2
h =c xsin(37°) = 5 x sin?(37°) =5 x (g) =1,8.

Finalmente,

OD=0C—-CD=25-h=25—1,8=0,70.

. Mostre que os simétricos de um ponto da circunferéncia circunscrita a um triangulo
em relagao aos lados desse triangulo sao colineares e pertencem a uma reta paralela

a reta de Simson-Wallace, relativa a esse ponto.

Solugao. Sejam P um ponto da circunferéncia circunscrita ao tridngulo AABC e
L,M e N os simétricos de P em relacao aos lados BC,AC e AB, com PLNBC =
D,PMNAC=E ¢ePNNAB=F (Figura 6.39).
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Reta de

Simson-Wallace

Figura 6.39:

Em outras palavras, D, E e F sao os pontos médios de BC,AC e AB, respectiva-
mente. Sabe-se, pelo Teorema de Simson-Wallace, que os pontos D, E e F (pés das
perpendiculares baizadas de P aos lados do triangulo AABC) sao colineares e estao
sobre a reta de Simson-Wallace. Como DF || LN (base média do tridngulo APLN)
e ED || ML (base média do tridngulo APML), entao L,M e N sdo colineares e

paralelos a reta de Simson-Wallace, relativa ao ponto P.

7. Utilize o Teorema da Corda Quebrada para mostrar a seguinte identidade trigono-

métrica classica:
sin(x —y) = sin(x) cos(y) — sin(y) cos(x).

Solugao. Com a mesma notagao da figura 6.40, sejam 2x e 2y as medidas dos arcos
I\;l\C e B?\/l, respectivamente. Como a medida do arco A/T\\/l também € 2x, entao a
medida do arco AAB € 2x —2y. Os pontos G,H,1 e ] sao os pés das perpendiculares
tracadas de O, centro da circunferéncia, as cordas MC,BM, AB e BC, respectiva-
mente e, para facilitar, tomaremos o raio da circunferéncia como 1. Temos entao,
AMOG = x, «MOH =1y e LI0A = x —y, pois sio metades dos angulos centrais
MOC,BOM e AOB. Além disso, AMBC = x e LMCB = Yy, pois sao dngulos

inscritos que subtendem arcos de medidas 2x e 2y. Observe agora os trés resultados
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a Sequir:

(a) MG = sin(x), MC = 2sin(x) e FC = MC - cos(y) = 2sin(x) cos(y).

(b) HM = sin(y), BM = 2sin(y) e BF = BM - cos(x) = 2sin(y) cos(x).

(c) 1B =sin(x —y) e entdo AB = 2sin(x —y).
O Teorema da Corda Quebrada diz que AB + BF = FC ou AB = FC — BF. Subs-

tituindo nesta ultima relagao os resultados de (a), (b) e (c¢) (e dividindo por 2)

encontramos a formula

sin(x —y) = sin(x) cos(y) — sin(y) cos(x).

Figura 6.40:
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