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RESUMO

A presente abordagem tem por objetivo compreender as dificuldades e as criticas enfrentadas
no ensino de Analise Real em cursos de Licenciatura em Matematica e apresentar uma proposta
voltada a discussao dos conceitos da Analise Real com uma énfase maior sobre as propriedades
de conjuntos e fungdes abordadas no Ensino Basico. A partir do levantamento bibliografico
de trabalhos voltados a discussdo do ensino de Analise Real e do levantamento documental de
Projetos Pedagdgicos de cursos de Licenciatura em Matematica ofertados por Institui¢oes
Federais de Ensino Superior, recorremos a trabalhos e titulos voltados ao estudo da Histéria da
Matematica para compreender possiveis razdes para as criticas evidenciadas nos trabalhos da
atualidade. Analisamos as propostas de disciplinas de Andlise Real dos Projetos Pedagogicos
com o intuito de discutir os assuntos nelas abordados e os enfoques dados as disciplinas,
elaborando categorias a partir das redagoes neles dispostas para este fim. A partir destas
informagoes, observamos criticas a abordagem das disciplinas de Anélise Real e propostas para
aprimorar a abordagem das disciplinas de maneira a promover uma compreensao significativa
e alinhada a finalidade profissional do licenciado. Observamos como uma nogao de rigor
permeou o aprimoramento da investigagdo em Matematica e trouxe consequéncias para a
concepgao de disciplina de Analise Real em vigor. A partir das observacgdes levantadas,
propomos uma abordagem em forma de sequéncias didaticas sobre alguns topicos
estudados em disciplinas de Analise Real, com a finalidade de realgar alguns conceitos e
questdes advindas do proprio Ensino Basico, e esperamos que a abordagem proposta possa
motivar transformagdes na concep¢do das disciplinas dos cursos de Licenciatura em
Matematica em um futuro préximo.

Palavras-chave: Andlise Real. Anilise Matematica. Ensino de Andlise. Licenciatura em
Matematica. Curso de Matematica.



ABSTRACT

The present approach aims to understand the difficulties and criticisms faced the teaching of
Real Analysis in Mathematics Degree courses and to present a proposal aimed at discussing
the concepts of Real Analysis with a greater emphasis on the properties of sets and functions
addressed in Brazilian Basic Teaching. Based on the bibliographic survey regarding works
aimed at discussing the teaching of Real Analysis and the documentary survey of
Pedagogical Projects of Mathematics Degree courses offered by Brazilian Federal Institutions
of Higher Education, we resort to works and titles aimed at the study of the History of
Mathematics to understand possible reasons for the criticisms evidenced in current works. We
analyze the proposals for disciplines of Real Analysis of Pedagogical Projects in order to
discuss the subjects there covered and the focus given to the disciplines, registering
categories based on the wordings there available for this purpose. Based on this information, we
observed criticisms of the approach of the Real Analysis disciplines and proposals to improve
disciplines’ approach in order to promote a meaningful understanding and aligned with the
professional purpose of the graduate. We observed how an impression of rigor reached the
improvement of research in Mathematics and brought consequences to the discipline
conception of Real Analysis discipline in force. From those raised observations, we propose
an approach through didactic sequences for some topics studied in Real Analysis, in order to
highlight some concepts and issues arising from Basic Education itself, and we hope the
proposed approach motivate a change in the conceptions regarding the curricular components
of Mathematics teaching courses in the near future.

Keywords: Real  Analysis. Mathematical ~ Analysis. Analysis  Teaching.
Mathematics Teaching. Mathematics Course.



Quadro
Quadro

Quadro

Quadro

Quadro

Quadro

Quadro

Quadro

Quadro

LISTA DE QUADROS

Resultado do Levantamento Bibliografico Preliminar.........................
Vigéncia de Projetos Pedagogicos de Cursos de Licenciatura em
Matematica no Pais por ano ...........coooiiiiiiiiiii i
Contetidos propostos para as disciplinas de Andlise Real em
Projetos Pedagégicos de cursos de Licenciatura em Matematica
de Universidades Federais desde 2015, com a proposta de apenas uma
disCIpling POT CUISO ... .vuetie e
Categorias de classificagao dos objetivos descritos para as disciplinas
de Analise Real em Projetos Pedagdgicos de cursos de Licenciatura em
Matematica de Universidades Federais desde 2015, com a proposta de
apenas uma disciplina POr CUISO ..........couvieitiiiiiiiiiiiniiieeae,
Conteudos propostos para a primeira das disciplinas de Analise Real
em Projetos Pedagdgicos de cursos de Licenciatura em Matematica
de Universidades Federais desde 2015, com a proposta de mais uma
disCiplina POT CUISO ....uueitit it
Contetidos propostos para a segunda das disciplinas de Analise Real
em Projetos Pedagdgicos de cursos de Licenciatura em Matematica
de Universidades Federais desde 2015, com a proposta de mais uma
diSCIplina POT CUISO ....vueieit it
Categorias de classificagdo dos objetivos descritos para as disciplinas
de Analise Real em Projetos Pedagdgicos de cursos de Licenciatura em
Matematica de Universidades Federais desde 2015, com a proposta de
mais de uma disciplina Por CUISO ........coevvuiieiiiiiiiii e,
Contetudos propostos para as disciplinas de Analise Real em Projetos
Pedagogicos de cursos de Licenciatura em Matematica de Institutos
Federais de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia, desde 2015 .....................
Categorias de classificagdo dos objetivos descritos para as disciplinas
de Analise Real em Projetos Pedagdgicos de cursos de Licenciatura em
Matematica de Institutos Federais de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia,

AESAE 2015 oo



Quadro
Quadro
Quadro
Quadro
Quadro
Quadro

10 - Informagdes sobre a sequéncia didatica da segdo 4.2.1............ooevuennen. 73
11 - Informacgdes sobre a sequéncia didatica da se¢do 4.2.2 ............cooevuennen. 87
12 - Informagdes sobre a sequéncia didatica da secdo4.2.3 .........c..coeieininnt. 101
13 - Informagodes sobre a sequéncia didatica dasecdo 4.2.4 ...............oeeett. 114
14 - Informacgdes sobre a sequéncia didatica da secdo 4.2.5.........c..ooevuennnn. 125

15 - Informagdes sobre a sequéncia didatica da secd04.2.6..........c..coeveennnt. 143



1.1
1.2
1.3

2.1
2.2
2.3
2.4

3.1

3.2

3.2.1
3.2.2

3.2.3
3.3
3.3.1

3.3.2
3.4

4.1
4.2
4.2.1
4.2.2
4.2.3

SUMARIO

INTRODUGAO . ...ttt 15
A Concepgao do Trabalho ... 16
Procedimentos MetodolO@icos .............coovuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 16
A Organizacdo do Presente Texto ..............oooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 18
BREVE INCURSAO NA HISTORIA DA MATEMATICA ............ccvevvvnnnnn. 20
A Sistematizagdo de Conhecimentos e 0 Método Analitico......................... 20
As Primeiras Incursoes Conceituais ... 24
A Aritmetizacdo da Analise ............oiiiiiiiiiii 37
Consideragdes Parciais: o Que Significa o Rigor em Matematica? ................. 41
CONSIDERAGOES SOBRE.Q ENSINO.DE ANALISE REALNQPAIS........... 43

Uma Breve Trajetoria da Implantacdo e da Evolu¢ao do Primeiro Curso de
Matematica do Pais...........oouiiiiiii i 43
Um Olhar Sobre os Projetos Pedagdgicos dos Cursos de Licenciatura em
Matematica ..........ooooiiiiii 47
As disciplinas de Andlise Real em cursos de Universidades Federais ................ 49

As disciplinas de Andlise Real em cursos de Institutos Federais de Educagdo,

Ciencia e TecnOlOQia . ............couvuiiei it 54
Uma leitura a respeito dos dados levantados ...........................c..cociian. 60
Discussoes Correntes Sobre o Ensino de Analise .....................cocoian. 61

Criticas a abordagem e ao enfoque da realizagdo das disciplinas de Andlise

Real ... ..o 62
Alcance das propostas de intervengdo nas disciplinas de Andlise Real .............. 65
Consideragdes Parciais: Que Rumos Seguir? ....................ooL 66
UMA PROPOSTA EM SEQUENCIAS DIDATICAS PARA REALIZACAO

EM UMA DISCIPLINA DE ANALISE REAL .........oovviiiiiiiiiiiiiieiin, 68
Sequéncias Didaticas.............coooiiiiiiiiii 69
Principios Norteadores Para a Proposta ...............coooviiiiiiiiiiiiiiiiiiinenn.. 71
A dindmica da percepgdo sobre 0 infinito ....................ociiiiiiiiiiii 72
Marcando limites para subcoOnjuntos ...............ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiiininnenn. 86

Introducdo aos NUMET0S TEALS ............ouuiuii it 100



4.2.4
4.2.5
4.2.6
4.3

Um conjunto numérico ndo enumerdvel ...................cccooviiiiiiiiiiiiiiiiiin.. 113

A estrutura intrinseca ao conjunto de nUmMeros re@is.................................. 125
A influéncia marcante das consideragdes sobre os niimeros reais.................... 142
Consideragdes Parciais: Adequacio e Viabilidade da Proposta..................... 154
CONSIDERACOES FINAIS .......ivuiiiiiiiiiiieiieeie e e e e 156

REFERENCIAS ..ot e e e e e 159



15

1 INTRODUCAO

Apesar da consolidagao dos cursos de Matematica no pais, pode ser considerado recente
o movimento de discussdo de componentes curriculares considerados especificos aos cursos
de Licenciatura em Matematica disponiveis no pais, tendo em vista as reformulagdes recentes
efetivadas nos cursos de Institui¢oes Federais de Ensino Superior.

Mesmo com tais reformulagdes, hd ainda uma concepgdo estrita a respeito de
determinados topicos estudados em um curso de Licenciatura em Matematica, que levanta
diversas preocupagdes quanto a maneira de trabalha-los e ao aproveitamento dos estudos para
os profissionais em formacéo.

Tal situagao é enfrentada, em particular, pelos tépicos considerados pertinentes a
Andlise Real. Mesmo com a manifestacao de preocupagdes, ha ainda pouco avanco sobre a
discussao de disciplinas referentes a Analise Real nos cursos de Licenciatura em Matematica,
retratado também com a escassez de trabalhos que se voltem a discusséo especifica do tema ao
longo da realizac¢ao de uma dessas disciplinas.

Neste interim, a ocorréncia de poucos trabalhos em torno da temdtica mostra uma
necessidade de abrir algumas vertentes para discussao que possam motivar estudos presentes
e futuros sobre o assunto, com a finalidade de elaborar e amadurecer propostas para a atuagao
com os topicos da Analise Real nos cursos de Licenciatura em Matematica.

Apesar da constatagdo, os trabalhos que discutem a concepgdo e a realizagdo de
disciplinas de Andlise Real nos cursos de Licenciatura em Matematica trazem consigo algumas
vertentes para questionamento:

o que decisoes sao tomadas para incluir ou excluir topicos a serem estudados nas
disciplinas, que objetivos sdo tragados para a realizagdo das disciplinas tanto a partir
do ementdrio quanto a partir dos objetivos do curso, e que concepgao de disciplina
estes fatores determinam;

« como os professores das disciplinas compreendem a necessidade de uma abordagem
“rigorosa” para as disciplinas, bem como esta abordagem poderia evidenciar um
recurso para a atuacao profissional;

+ que relacdes podem ser estabelecidas entre os assuntos trabalhados nas disciplinas
e assuntos trabalhados ao longo do Ensino Basico;

« e quais as possiveis razdes para o desempenho dos estudantes ao longo das
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disciplinas de Analise Real em seus cursos.
O presente texto é desenvolvido sob a dtica do levantamento de informagdes que
conduzam as preocupagdes da atualidade para, através dessas informacgdes, abrir espago para a
formula¢do de uma proposta para futura implementagao ao longo de uma disciplina de Analise

Real de um curso de Licenciatura em Matematica.

1.1 A Concep¢ao do Trabalho

A perspectiva desenvolvida ao longo deste texto é estabelecida sobre a esteira de uma
pesquisa exploratdria construida a partir de levantamento bibliografico e documental.

O levantamento bibliografico diz respeito, inicialmente, aos trabalhos referentes a
procedimentos adotados ao longo da realizagdo de uma disciplina de Analise Real, e ¢
complementado com obras referentes a investigacdo de aspectos relevantes para a realizagdo
da pesquisa.

O levantamento documental se restringe a obtencdo e a avaliagdo de um corpo
documental de Projetos Pedagédgicos de Cursos de Licenciatura em Matematica de Instituicdes
Federais de Ensino Superior vigentes em um determinado periodo, dos quais serdo extraidas
informacdes referentes as disciplinas de Analise Real neles previstas.

A avaliagdo das informagdes contidas nos documentos seguira a forma de identificagdo
de informagdes correlatas e sua consequente categorizagdo, de maneira a evidenciar alguns
aspectos destacados nos trabalhos levantados inicialmente para a proposi¢ao da pesquisa.

A partir do conjunto de informagdes obtidas e discutidas, sera elaborada uma proposta
para atuacao ao longo da realizagdo de uma disciplina de Andlise Real em um curso de

Licenciatura em Matematica, voltada a abordagem de alguns tdpicos relevantes.

1.2 Procedimentos Metodoldgicos

O levantamento bibliografico preliminar foi provido a partir de uma busca, na
Biblioteca Nacional de Teses e Dissertacdes, de trabalhos referentes a tematica Ensino de
Andlise a partir dos seguintes termos de pesquisa: Analise Real, Andlise Real na Licenciatura,
Disciplina de Anélise, Ensino de Analise, e Ensino de Analise Real.

Para delimitar melhor as relagdes de trabalhos obtidas para cada termo de pesquisa,
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foram considerados os trabalhos que se voltam a pesquisar a tematica selecionada sob o ponto
de vista da abordagem de uma disciplina de Analise Real em um curso de Licenciatura em
Matematica. O Quadro 1 mostra os textos obtidos a partir das condi¢des definidas para a

realizagdo do levantamento bibliografico preliminar.

Quadro 1 - Resultado do Levantamento Bibliografico Preliminar.

Ano Tipo Trabalho e Autoria

2001 Tese REIS, Frederico S.. A Tensao Entre Rigor e Intui¢do no Ensino de
Calculo e Analise: a visao de professores-pesquisadores e autores de
livros didaticos.

2006 | Dissertagao | BOLOGNEZI, Rosemeire A. L.. A Disciplina de Analise Matematica

na Formagao de Professores de Matematica Para o Ensino Médio.

2010 | Dissertagao | BRITO, Alexandre B.. Questionando o Ensino de Conjuntos
Numéricos em Fundamentos de Andlise Real: da abordagem dos
livros didaticos para a sala de aula em cursos de licenciatura em
matematica.

2011 | Dissertagdo | AMORIM, Lilian I. E. A (Re)Constru¢cdo do Conceito de Limite

do Célculo Para a Andilise: um estudo com alunos do curso de

licenciatura em matematica.

2011 | Dissertagao | OTERO-GARCIA, Silvio C.. Uma Trajetdria da Disciplina de Analise
e um Estado do Conhecimento Sobre Seu Ensino.

2012 | Dissertagao | MARTINES, Paula T.. O Papel da Disciplina de Analise Segundo

Professores e Coordenadores.

2013 | Dissertagao | GOMES, Danilo O.. A disciplina de analise segundo licenciados e
professores de matematica da educagao basica.
2014 | Dissertagio | FERNANDES JUNIOR, Valter C.. Repensando o Ensino de Andlise:

reagdes, impressoes e modificagdes nas imagens de conceito de alunos

frente a atividades de ensino sobre sequéncias de nimeros reais.
2017 | Disserta¢ao | OLIVEIRA, Mireli M.. Conceitos de Analise Matematica na Reta Para

Bem Compreender os Numeros Reais no Ensino Médio.

Fonte: elaboragdo do autor, 2020.

O levantamento documental foi provido a partir da busca por Projetos Pedagogicos
de Cursos de Licenciatura em Matematica de Instituicdes Federais de Ensino Superior, isto
¢, de Universidades Federais e de Institutos Federais de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia. Os

critérios para a selecdo dos documentos foram: o Projeto deve estar disponibilizado em um
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unico arquivo e hospedado no dominio eletronico da institui¢ao, e deve conter os ementarios
para todas as disciplinas nele propostas. Foram obtidos, no periodo de maio a outubro de 2019,
123 documentos nestas condi¢oes.

De posse dos trabalhos, foi conduzida uma avaliacio com a finalidade de levantar
criticas a realiza¢ao das disciplinas de Analise Real e levantar concepgdes e propostas para
atuagdo nas referidas disciplinas. A partir desta avaliacdo, surgiram as preocupag¢des ja
levantadas anteriormente, que assumem, também, a seguinte fei¢ao: a concepgao de disciplina
que se deseja para os cursos; a necessidade de uma abordagem “rigorosa” para os assuntos
compreendidos nas disciplinas; o estabelecimento de relagoes entre os assuntos das disciplinas
e assuntos do Ensino Basico; o impacto dos procedimentos adotados para as disciplinas no
desempenho e no preparo para a atuagdo profissional dos estudantes.

De posse dos documentos, foram extraidos os topicos dos ementarios das disciplinas de
Analise Real para observar os topicos predominantes na proposi¢ao das disciplinas e possiveis
sugestoes a partir da frequéncia desses topicos em uma perspectiva de reformulagdo futura.
Além disso, foram extraidas as redagdes dos objetivos propostos para as disciplinas, quando
possivel, para realizar uma categorizagdo que auxiliasse a perceber pelo menos uma das
preocupagdes levantadas.

A categorizagdo seguiu o procedimento referente a avaliagdo das redagdes para
decidir que redagao de categoria sintetizava melhor a expressdo de cada objetivo elencado;
neste sentido foi utilizada a proposi¢do de Bardin (2011).

De posse da categorizagdo dos objetivos e das premissas a respeito dos topicos
estudados atualmente nas disciplinas de Analise Real, e dos trabalhos consistentes do
levantamento bibliografico preliminar dos quais emanam as preocupagdes que motivam as
criticas a realizagao das disciplinas de Analise Real e as proposi¢cdes de intervencdo para a
disciplina, a pesquisa passou a se voltar para uma avaliagdo histérica que possa auxiliar a
explicar as preocupagdes levantadas e a propositura de uma intervencao para aplicagdo

futura.

1.3 A Organizagdo do Presente Texto

Ao longo do presente texto, sdo levantados aspectos voltados a compreender

dificuldades e criticas enfrentadas no ensino de Anélise Real em cursos de Licenciatura em
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Matematica, e, a partir das constatagdoes levantadas, ¢ enunciada uma proposta para a
abordagem de alguns dos conceitos da Andlise Real considerando a énfase em propriedades
de conjuntos e de fungdes como maneira de vincular estes conhecimentos ao Ensino Basico.

Para a realizagdo deste trabalho, partiu-se das premissas de que: a abordagem
atualmente dada as disciplinas de Analise Real pressupde uma compreensao tedrica sobre
conjuntos e fungdes e a admite estabelecida em algum momento anterior, mas nao parece
proporcionada previamente ao longo dos cursos de Licenciatura em Matematica; a énfase
sobre as relagcdes advindas do estudo de subconjuntos de conjuntos numéricos como subsidio
para o estudo do conjunto de nimeros reais potencializa rela¢gdes mais claras com a prépria
compreensdo dos conjuntos de niimeros racionais e nimeros reais no Ensino Basico.

Diante do exposto, a primeira etapa foi estudar como ocorreram os questionamentos
que culminaram na concep¢do atual de Analise Real. A Histéria da Matematica traz, neste
interim, a necessidade de observar o desenvolvimento conceitual surgido a partir dos
questionamentos quanto ao uso desregrado e, por vezes, irresponsavel, de propriedades do
Calculo Diferencial e Integral, conduzindo nao apenas a conclusdes ainda mais questionaveis,
mas a necessidade de serem estabelecidos parametros relevantes para a propositura de conceitos
e propriedades, em particular, para os métodos do Célculo Diferencial e Integral. A postura
adotada caracteriza a compreensao de “rigor”.

A partir disso, ¢ importante conhecer como este processo foi divulgado e implementado
no pais como parte de uma proposta para um curso superior. Neste interim, é relevante a
discussao sobre como surgiu o curso de Matematica no pais e as transformagdes que nele
ocorreram para alcangar o patamar atual, inclusive como maneira para compreender como os
cursos de Licenciatura em Matematica podem vir a apresentar as caracteristicas das disciplinas
de Analise Real. Em conjunto ao levantamento documental e ao levantamento bibliografico, o
estudo levanta consideragdes importantes para nortear uma proposta de intervengao.

A proposta de intervengdo, por sua vez, segue um formato definido pela elaboragéo
de sequéncias didaticas, voltadas a instigar tanto o professor quanto o estudante a respeito
das relagdes conceituais passiveis de construgdo. Nesta seara, as sequéncias didaticas tém por
finalidade estabelecer relagoes entre topicos do Ensino Basico referentes a percep¢ao do infinito
e de nimeros racionais e irracionais com o estudo de subconjuntos de numeros racionais e

naimeros reais ao longo de alguns tépicos de uma disciplina de Analise Real.
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2 BREVE INCURSAO NA HISTORIA DA MATEMATICA

A Histdria da Matematica traz um olhar particular sobre diversos acontecimentos
importantes na discussdo e no desenvolvimento da Matematica, e faz uma avaliagdo profunda
sobre a evolu¢ao de diversos conceitos e propriedades que culminaram nos conhecimentos que
hoje sao discutidos nos cursos de Licenciatura em Matematica do pais.

No que tange a atualidade, as discussdes que motivaram diversos dos atuais conceitos
sobre a Andlise Real surgem com a concepgdo do Calculo Diferencial e Integral, no século
XVII. Com a sequéncia de descobertas ocorridas ao longo dos séculos XVII e XVIII, houve
um movimento importante no sentido de avaliar os rumos tomados pelas descobertas e pelas
conclusodes delas tiradas, iniciado ao final do século XVIII e intensamente conduzido ao longo
do século XIX. Pode-se dizer que este movimento foi responsavel pelo “rigor” com que hoje
¢ tratada a Matematica como um todo.

Para melhor examinar os motivos que culminaram na maneira como hoje é trabalhada
a Analise Real nos cursos de Licenciatura em Matematica do pais, é conduzida uma discussao
sobre a concepg¢ao dada ao Calculo Diferencial e Integral nos séculos XVIII e XIX, com o intuito
de perceber as influéncias que caracterizaram a profunda investigacao sobre os conceitos e
propriedades até entdo tidos como verdadeiros e validos que culminaram em uma mudanga
de postura quanto a que conceitos admitir e formular para a fundamentagdo que é atualmente

conhecida como Andlise Real.

2.1 A Sistematiza¢do de Conhecimentos e 0 Método Analitico

Tendo em vista o desenvolvimento da Matematica a época, é importante mencionar
que, ainda no século XVIII, a principal referéncia para como a Matematica deveria ser realizada
era o texto de Euclides de Alexandria (século IV a. C.), Os Elementos. Devido ao intenso
desenvolvimento sobre as aplicagdes ao Calculo, foram constituidos alguns livros-texto,
criticados e cujas criticas passaram a conduzir as discussdes sobre os fundamentos do
Calculo.

Particularmente, na Franga do século XVIII, Schubring (2005) aponta que havia intensa
discussao sobre o processo de fundamentagdo dos conceitos matematicos em uso a época, e,

em particular, a discussao sobre dois métodos de elaboracao cientifica: o método de analise
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e o método de sintese. Havia uma preferéncia, no tocante as areas aplicadas, pelo método de
sintese, e 0 método de analise comeca a ganhar forma ao final do século XVIII, culminando
com a criagdo da Ecole Polytechnique na Franga, em 1795.

O entio florescente método analitico na Franga traz consigo um embate de natureza
tedrica quanto aos métodos empregados na época para a discussdo em Matematica. Para
Schubring (2005), ao longo do século XVIII, surgem as discussdes sobre o entdo chamado
méthode des infiniment petits (método de infinitésimos) como recurso vélido para a
fundamentagdo dos trabalhos em Calculo Diferencial e Integral da época. Com efeito,
conforme aponta Vianna (2009), este método era amplamente utilizado nas discussodes
cientificas das aplicagdes do Calculo e era tido como um dos mais importantes e necessarios
inclusive para a Matematica, devido as facilidades que trazia nas manipulagoes.

Por outro lado, surgiram muitas criticas ao método de infinitésimos, em virtude de,
mesmo com tamanha utilidade, ndo haver uma apresenta¢ao clara do que seriam os
infinitésimos. Katz (2009) menciona que as primeiras criticas ao uso do método de
infinitésimos partiram de George Berkeley (1685 - 1753), em uma abordagem sobre o método
das fluxoes, ou método dos fluxos. Berkeley questiona o uso de uma quantidade volatil para o
desenvolvimento algébrico de uma sentenc¢a, de maneira que a quantidade se apresenta nos
calculos mas pode ser desprezada em seguida.

Alguns estudiosos procuraram se atentar a uma tal critica ainda no século XVIII.
Katz (2009) destaca as iniciativas de Colin MacLaurin (1698 — 1746) e Leonhard Euler (1707 -
1783) neste processo. Maclaurin procurou trazer uma abordagem através do método de fluxos,
concluindo que os infinitésimos nada mais seriam do que uma abordagem natural e mais
simplificada deste método, em vez de algo inteiramente novo. Ja Schubring (2005) aponta que
Euler, por sua vez, considerava os infinitésimos como quantidades volateis que efetivamente
eram iguais a zero, e, portanto, para ele, o Célculo lidava com célculos envolvendo zeros. Nesta
concepgao, os infinitésimos nao provocam alteragdes significativas em valores propriamente
ditos.

Com tal discussdo, Katz (2009) aponta que Jean le Rond d’Alembert (1717 - 1783)
retne as ideias de Maclaurin e de Euler no estudo das razdes, observando que tais razdes sdo
dadas a partir de quantidades que, efetivamente, podem ser tornadas iguais a zero por
aproximagdo. Para Burton (2010), a visao de d’Alembert ainda ndo permite trazer a tona alguma

no¢ao, mesmo que imprecisa, de limite, mas traz consigo a abordagem de uma condi¢do limite
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apoiada em recursos geométricos e ideias vagas a respeito de um movimento continuo.

Neste contexto de discussdo sobre o que é conceituavel, Schubring (2005) menciona
a relevancia da abordagem de Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813). Lagrange estudava o
desenvolvimento de fun¢des em séries de poténcias, trabalhando com o Calculo de maneira
a se afastar das discussdes sobre os métodos de fluxos e de infinitésimos. Ao elaborar seu
material textual para as Li¢des de Cdlculo que ministrava na Ecole Polytechnique, Lagrange fazia
mencdo explicita a nogao de limite como um método para a fundamentagio dos trabalhos
desenvolvidos no Calculo até entdo.

Ainda na visdo de Schubring (2005), a partir de 1800, com a vacancia da vaga de
Lagrange na Ecole Polytechnique, assume Sylvestre-Francois Lacroix (1765 — 1843). Lacroix
trouxe forte influéncia no tocante a discussao e a adogdo do conceito de limite como etapa
necessdria ao desenvolvimento analitico do Calculo. Lacroix traz em seu material textual uma
compreensdo moderna sobre o estado da arte do Calculo e a apresenta¢ao mais consistente do
método de limites, além de almejar um processo de fundamentacao dos métodos do Calculo
dominantes a época. Apesar desta abordagem, Lacroix faz mengdo aos infinitésimos com a
ressalva de tal conceito carecer de “rigor”. A finalidade de Lacroix com tal mengdo é a de
discutir a aplicabilidade do conceito de concatenagao de curvas para fins do estudo de
diferenciabilidade de curvas.

Outro pesquisador que trabalhou ativamente com a fundamenta¢do do Calculo foi
Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857). Conforme aponta Schubring (2005), Cauchy lecionou
o curso de Andlise Algébrica da Ecole Polytechnique entre 1815 e 1830, quando, por razdes
politicas, viu-se for¢ado a se exilar. Seu material textual ¢ elaborado a partir de um principio
de “rigor” em que dispde do método de limites como fundamento para os demais métodos de
aplicacdo do Calculo Diferencial e Integral.

Logo apds os dois primeiros cursos lecionados na Ecole Polytechnique, houve, de acordo
com Schubring (2005), um forte movimento contra a proposta de Cauchy para o curso de
Analise Algébrica. Cauchy teve a oportunidade de reformular integralmente o programa do
curso, em 1816, eliminando a mencédo explicita a0 método de infinitésimos, e a condugéo
deste curso foi tormentosa em virtude de Cauchy requerer uma quantidade maior de aulas
para leciond-lo. Cauchy logo foi forgado a recuar, dado que os demais membros da Ecole
Polytechnique se insurgiram contra a eliminagao do método de infinitésimos e exigiram uma

intervencao direta na reformulagdo do programa do curso, determinando a reinclusdo do
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método de infinitésimos no programa, fato que determinou o foco dos cursos para o uso do
método de sintese.

E importante trazer consideragdes sobre os mencionados método de andlise e método
de sintese. Apesar da dualidade no emprego das palavras andlise e sintese, deve ser dado atengdo
ao que realmente tais palavras significaram na época em discussdo. Para Grattan-Guinness
(1990), o processo de andlise de uma aplicacao busca obter conceitos fundamentais de carater
impecavel sobre os quais é possivel fundamentar a aplicagio e, possivelmente, melhorar seu
escopo, enquanto o processo de sintese faz uso destes conceitos para obter as propriedades que
permitiram a obtencao da aplicagdo. Com vistas a discussdo em voga, é possivel observar que o
chamado método de sintese fazia uso de ideias tomadas como fundamentadas para a discussdo
em Matematica e das aplicagdes de Matematica, razdo pela qual o método de analise ganhou
um pequeno espag¢o para a efetiva fundamentagdo destas ideias na Franca.

Ainda nesta seara, Schubring (2005) aponta que, anterior a 1800 havia varios materiais
textuais sobre as diferentes se¢des do Calculo, e alguns sobre a abordagem de fungdes. Nestes
materiais, é notorio que nenhum deles aborda ou recomenda o uso do conceito de infinitésimos,
e procuram se alinhar tanto com o desenvolvimento do conceito de limite da época quanto
com o desenvolvimento do método analitico. Dentre alguns desses materiais estdo as Legons de
Calcul Différentiel et de Calcul Intégral (Li¢des de Célculo Diferencial e de Calculo Integral),
de Jacques-Antoine-Joseph Cousin (1739 - 1800), em 1796, os cursos de Gaspard Riche de
Prony (1755 - 1839) na Ecole Polytechnique desde 1795, Théorie des Fonctions (Teoria das
Fungodes), de Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813), em 1797, e Traités de Calcul Différentiel
et de Calcul Intégral (Tratados de Calculo Diferencial e de Célculo Integral), de Charles Bossut
(1730 — 1814), em 1798.

Na transicdo ocorrida desde 1790 até 1830, anterior aos conflitos de métodos,
Schubring (2005) menciona serem elaborados também o Traité du Calcul Différentiel et du
Calcul Intégral (Tratado do Calculo Diferencial e do Calculo Integral), de Sylvestre-Frangois
Lacroix (1765 - 1843), entre 1797 e 1800, considerado monumental por trazer uma
compreensdo moderna sobre o estado da arte da Analise e a apresenta¢do mais consistente do
método dos limites, além de almejar um processo de fundamentagiao dos métodos do Calculo
dominantes a época; e o Cours dAnalyse Algébrique (Curso de Analise Algébrica), de
Cauchy, em 1821, que caracterizou sua metodologia neste material em torno de um principio

de “rigor”.
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2.2 As Primeiras Incursoes Conceituais

A preocupagido com os conceitos comegou a tomar forma com a discussio do
mencionado método de analise, em que o conhecimento sobre o Calculo, em particular, passou
a ser questionado no tocante a base tedrica necessaria para a determina¢ao das propriedades
em uso corrente. O inicio das discussdes no sentido do método de andlise ocorre ao tentar
trazer uma defini¢do clara do que seja um infinitésimo, ou uma quantidade infinitamente
pequena, notadamente utilizado no método de sintese, cujo uso corrente a época era frequente
em tdépicos conhecidos atualmente como Fisica Matematica. Apesar de haver tentativas
anteriores para esta definicdo, merece aten¢do a redagdo de Jean-Pierre Crousaz (1663 -
1750),

Em uma palavra, uma parte tdo pequena quanto alguém deseje e atendendo a
condi¢ao necessaria ¢ dita infinitamente pequena, porque a linha com a qual
esta se compara a contém tantas vezes que a imaginagdo se perde ao fazer
esta comparagdo, como se torna perdida no infinito. (CROUSAZ, 1721 apud
SCHUBRING, 2005, p. 199, grifo nosso, tradu¢ao nossa)!

Ha nesta redagdo uma relagao expressa com o conceito geométrico de razao, qual seja,
o de ser possivel medir um segmento a partir de outro, mas, no caso, o segmento de partida
parece ndo ter uma medida mensuravel, ou, se tem, é considerada equivalente a zero em
determinado contexto. Na pratica, concordando com Schubring, esta redagdo ndo configura
um sentido absoluto para o termo “quantidades infinitamente pequenas”.

Considerada também a redagdo de Bernard le Bouyer de Fontenelle (1657 — 1757),
Fontenelle estabelece termos antagonicos neste sentido, referindo-se a quantidades
infinitamente pequenas e a quantidades infinitamente grandes. Fontenelle considera
quantidades infinitamente grandes como um prelidio do que hoje se compreende como
infinito, inclusive, representando-as pelo simbolo co. No tocante as quantidades infinitamente
pequenas, tal é a redacdo de Fontenelle:

Uma quantidade infinitamente pequena é uma parte de uma quantidade finita
advinda da divisaio conduzida ao infinito, ou um infinitésimo de uma

quantidade finita. (FONTENELLE, 1727 apud SCHUBRING, 2005, p. 201,
grifo nosso, tradugao nossa)?

ITexto original: In a word, a part as small as one wishes and meeting the required condition is called infinitely
small, because the line with which it is compared contains it so many times that the imagination is lost in making
this comparison, as it comes to be lost in the infinite.

2Texto original: An Infinitely Small Quantity is a part of a Finite Quantity arising from division carried on to
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Por outro lado, a Gra-Bretanha se afasta deste conceito e procura, aos poucos, discutir
o que pode ser compreendido como preludio ao conceito de limite. Schubring (2005) aponta
que, neste sentido, Brook Taylor (1685 — 1731) e, consequentemente, Colin MacLaurin
(1698 — 1746) se recusam a admitir a existéncia das quantidades infinitamente pequenas.
Entretanto, para MacLaurin, o conceito de limite era subentendido a tal ponto que nao
necessitava de uma explicacao propria. Esta condigdo trouxe, aos poucos, um conflito entre
o método dos infinitésimos e 0 método de limite, em particular, entre os franceses.

Neste sentido, Schubring (2005) menciona que, na Franga, d’Alembert também
procura se afastar do conceito de quantidades infinitamente pequenas, dizendo que, mesmo
que tal conceito abrevie demonstragdes, ndo era “rigoroso”. Alertava d’Alembert que o método
deveria ser rejeitado, para ndo conduzir iniciantes ao equivoco de que as quantidades
infinitamente pequenas sejam reais (concretas, precisas). Além disso, como defensor da
concepgao de limite, dAlembert defendia que o Calculo Diferencial, em particular, fosse
reconstruido a partir do conceito de limite, dizendo que, por mais que o valor em estudo se
tornasse proximo do valor limite, este nunca era alcangado por aquele, fato predominante na

concepg¢ao moderna de limite:

O limite nunca coincide [com a quantidade], ou nunca se torna igual a
quantidade da qual é limite; mas esta sempre se torna cada vez mais e mais
proxima dele, e difere dele por tdo pouco quanto alguém deseje.
(DALEMBERT, 1765 apud SCHUBRING, 2005, p. 211, tradugao nossa)?

Contemporaneo a d’Alembert, Jacques-Antoine-Joseph Cousin também recusa o
método das quantidades infinitamente pequenas, dando lugar, em seu texto, ao méthode des
limites (método de limites). Cousin também concebe o limite como uma quantidade

arbitrariamente aproximada por uma quantidade varidvel que nunca se torna igual aquela:

Diz-se que uma medida tem outra medida como limite, quando se imagina
que aquela pode se aproximar desta ao ponto em que difere desta apenas por
uma quantidade tdo pequena quanto se deseje, sempre sem coincidir com
esta. (COUSIN, 1777 apud SCHUBRING, 2005, p. 222, grifo nosso, tradugao
nossa)*

Até entdo ambas as propostas de defini¢do, seja para as quantidades infinitamente

the infinite, or an infinitieth of a Finite Quantity.
3Texto original: The limit never coincides [with the quantity], or never becomes equal to the quantity of which
it is the limit; but the former always approaches it closer and closer, and differs from it by as little as one wishes.
*Texto original: One says that a magnitude has another magnitude as a limit, when one imagines that it can
approach it to the point where it differs from it only by a quantity as small as one wishes, without ever coinciding
with it.
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pequenas, seja para os limites, eram estabelecidas de maneira claramente nao algébrica. Devido
a esta condi¢ao, houve intensa discussdo sobre que concep¢ao adotar e, para cada concepgio,
quando adotar para as atividades e textos da época.

Nos termos de Schubring (2005), um marco no sentido de rejeitar a concepgdo de
quantidades infinitamente pequenas em termos de desenvolvimento cientifico surge com o
concurso da Academia de Berlim, de 1786, que tinha como regra uma exposi¢ao que justificasse
arejeicao ao uso do conceito de quantidades infinitamente pequenas. Este concurso favoreceu,
de maneira direta, a incipiente concepc¢ao de limite que viria a tomar forma décadas depois.
Como premiado, surge o trabalho de Simon L'Huilier (1750 - 1840), explicando que tal
conceito ndo devia ser compreendido como uma espécie de variavel, em contraste ao que ele
considerava como quantidade. L'Huilier traz em seu texto uma definigdo de limite bastante
peculiar:

Seja dada uma quantidade variavel, sempre menor ou sempre maior do que
uma quantidade constante proposta, mas que possa diferir dela por menos
do que qualquer quantidade proposta menor do que ela propria: esta
quantidade constante é dita o limite em majoragdo ou em minoragdo da
quantidade variavel. (CHUILIER, 1786 apud SCHUBRING, 2005, p. 230,
grifo nosso, tradugdo nossa)®

E importante anotar que as nogdes de majoragio e de minoragdo nio eram correntes
na discussdo sobre o conceito de limite até entdo. UHuilier, entao, concebe o limite como algo
bem diferente das noc¢des anteriores, pois considera apenas uma possibilidade de avalia¢do:
por valores menores do que o limite ou por valores maiores do que o limite. UHuilier nao
é capaz de qualificar variaveis cujos valores oscilam por valores ora menores ora maiores do
que a proposta de limite, mas procura explicar melhor o que seriam tais no¢des no uso em
razoes:

Seja dada uma razdo variavel sempre menor do que dada razdo, mas que possa
ser tornada maior do que qualquer razao atribuida menor do que esta: a
razao dada ¢ dita limite em majoragdo da razao variavel. Analogamente, seja
dada uma razao variavel sempre maior do que dada razao, mas que possa ser
tornada menor do que qualquer razao atribuida maior do que esta: a razao

dada ¢é dita o limite em minoragdo da razdo variavel. (CHUILIER, 1786 apud
SCHUBRING, 2005, p. 230, grifo nosso, traducao nossa)®

>Texto original: Let there be a variable quantity, always smaller or always greater than a proposed constant
quantity; but which can differ from it less than any proposed quantity smaller than itself: this constant quantity is
said to be the limit in greatness or in smallness of the variable quantity.

®Texto original: Let a variable ratio be always smaller than a given ratio, but which can be made greater than
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L'Huilier nao apenas prop0s tais concepg¢des sobre o limite para a obten¢ao do prémio;
Schubring (2005) menciona que ele foi capaz de desenvolver consideravelmente propriedades
para o uso de limites, principalmente no que tange as operagdes com limites e a seus efeitos
nas pesquisas envolvendo séries numéricas e de fungdes. Ja no inicio do século XIX, ganha
amplitude a visdo de Lacroix sobre os limites, que se mostra ainda mais préxima da concepgao
de limite da atualidade:

Chamamos limite qualquer quantidade que um valor ndo possa ultrapassar
ao aumentar ou diminuir, ou mesmo uma que este ndo possa alcangar, mas da
qual possa este se aproximar tanto quanto se deseje. (LACROIX, 1797 apud
SCHUBRING, 2005, p. 375, grifo nosso, tradugio nossa)’

Também merece atengdo a formulagao de Cauchy para a nogao de limite e como ele
conduz sua explicagdo em torno do termo convergéncia. Até entdo, Schubring (2005) aponta
que este termo era mais corrente no estudo de séries numeéricas e de fungdes. Cauchy traz
uma aproximac¢ao com Cousin em sua formulagdo, inclusive na notagdo, distanciando-se de
L'Huilier e Lacroix:

Quando sucessivos valores dados a uma mesma variavel se aproximam
indefinidamente de um valor fixado, tal que, no fim, eles diferem um do
outro por tao pouco quanto se deseje, este ultimo é chamado o limite de
todos os outros valores. [...] Quando uma quantidade variavel converge para
um limite fixado, é util indicar este limite por uma notagédo especial, que é o
que faremos, ao escrever a abreviacdo lim.. (CAUCHY, 1821 apud
SCHUBRING, 2005, p. 452, grifo nosso, tradugao nossa)®?®

Para Grabiner (1981), Cauchy apresenta uma formulagdo que mostra certo grau de
independéncia em relagdo as inspiragdes correntes a época. Percebemos, na defini¢ao de
Cauchy, que o limite ndo atua nem como um piso nem como um teto; ndo ha a condigdo
de que o limite ndo pode ser ultrapassado pelos valores dos quais difere. Tal condi¢do mostra

a influéncia da concep¢ao de movimento, herdada das constru¢des de Isaac Newton (1642 -

1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) para o Calculo.

any assigned ratio less than the latter: the given ratio is called the limit in greatness of the variable ratio. Ditto; let a
variable ratio be always greater than a given ratio; but which can be made smaller than any assigned ratio smaller
than the latter: the given ratio is called the limit in smallness of the variable ratio.

"Texto original: we shall call a limit any quantity that a magnitude cannot go beyond when increasing or
decreasing, or even one that it cannot reach, but which it can approach as closely as is wished.

8Texto original: When the successive values given to the same variable approach indefinitely a fixed value, so
that in the end they differ from each other by as little as one wishes, this last is called the limit of all the other
values.

9Texto original: When a variable quantity converges to a fixed limit, it is often useful to indicate this limit by
a special notation, which is what we shall do, by placing the abbreviation lim ..
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Na atualidade, a continuidade é compreendida como uma condigao a partir do conceito
de limite. Por outro lado, na transi¢do do século XVIII para o século XIX, ainda se tratava
a continuidade como uma “lei’, inicialmente como um ponto de partida para Leibniz, e, no

século XVIII, com a visdo trazida por Johann Bernoulli (1667 — 1748):

Pode ser chamada como a Lei da Continuidade, em virtude da qual tudo o
que acontece, acontece através de etapas infinitamente pequenas. Parece que
o senso comum dita que nenhuma mudanca pode ocorrer em um salto; [...]
nada pode passar de um extremo a outro sem passar por todas as etapas
entre eles. (BERNOULLI, 1727 apud SCHUBRING, 2005, p. 178, grifo
nosso, traducio nossa)!?

Uma formulagdo melhor desta compreensao é percebida em Louis Frangois Antoine
Arbogast (1759 - 1803). Com efeito, ele foi capaz de propor uma explicagdo mais razoavel,
apesar de se valer da mesma nogdo de etapas intermedidrias obrigatérias na mudanca de

valores:

A lei da continuidade consiste em dizer que uma quantidade nao pode passar
de um estado para outro sem ter de passar por todos os estados intermediarios
sujeitos @ mesma lei. Fungoes algébricas sao consideradas continuas, uma vez
que os diferentes valores destas funcoes dependem de uma variavel em uma
mesma maneira; e supondo que a variavel aumente continuamente, a func;éo
receberd variagdes correspondentes; mas ndo passara de um valor para outro
sem também passar por todos os valores intermediarios. (ARBOGAST, 1791

apud SCHUBRING, 2005, p. 254, grifo nosso, tradugio nossa)!
Esta reda¢ao se aproxima mais do que dispde, na atualidade, o chamado Teorema do
Valor Intermedidrio. Além disso, é perceptivel a visdo que tinham os estudiosos a respeito
de fun¢des. Na visdo de Schubring (2005), diferentemente da concepgdo atual, as fungoes,
para eles, deveriam ser redigidas sob uma mesma expressdo ao longo de todos os valores a
serem tomados pela fun¢ao. Neste sentido, ganha espago a observagdo de Gaspard Riche de
Prony (1755 - 1839), para quem a possibilidade da existéncia de fungdes era tratada como uma

discussdo hipotética, mas passivel de tratamento matematico como um caso extremo referente

a violacdo da chamada “lei da continuidade”

19Texto original: that can be called the Law of Continuity, by virtue of which everything that takes place, takes
place by infinitely small degrees. It seems that common sense dictates that no change can take place at a jump;
natura non operatur per saltion; nothing can pass from one extreme to other without passing through all the
degrees in between.

Texto original: The law of continuity consists in [stating] that a quantity cannot pass from one state to another
except having to pass through all the intermediary states subject to the same law. Algebraic functions are regarded
as continuous, since the different values of these functions depend in the same way on the variable; and in
supposing that the variable increases continually, the function will receive corresponding variations; but it will
not pass from one value to another without also passing through all the intermediary values.
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A nogao de continuidade sob tratamento matematico ganha forma a partir de Cauchy;,
que a vincula a sua nogao de limite, trazendo uma apresenta¢ao operacional para o conceito

de continuidade, que pode ser considerada como ponto de partida para a formulagao atual:

Seja f(x) uma fun¢do da variavel x e suponha que, para cada valor de x,
intermediario entre dois limites dados, esta fun¢ao assuma um valor tnico e
finito. Se, comegando por um valor de x entre estes limites, deseje-se dar a
varidvel x um incremento infinitamente pequeno «, a propria fungio passara
por um incremento, sendo a diferenca

f(x + o) — f(x),

que depende tanto da nova variavel o« quanto no valor de x. Dito isto, a fun¢ao
f(x) serd, entre os dois limites atribuidos a variavel x, uma funcdo continua
nesta variavel, se, para cada valor de x entre estes limites, o valor numérico da
diferenca f(x + ) — f(x) diminua indefinidamente com . (CAUCHY, 1821
apud SCHUBRING, 2005, p. 461 - 462, grifo nosso, tradugdo nossa)!>13
Certa aten¢do para o termo “incremento infinitamente pequeno” deve ser dada nesta
leitura. De inicio, este termo pode ser compreendido como apenas um incremento sobre o qual
possa ser aplicada a nogdo de limite. Todavia, devido as condi¢des da época da publicacio de
Cauchy, havia uma expressa determinagdo quanto ao estudo de infinitésimos por parte da
Ecole Polytechnique em contraste ao estudo de limites e, de certa maneira, a presenca deste
termo é uma maneira de acomodar tal determinac¢io. Esta observagio se faz presente quando
Cauchy faz mengéo explicita a este termo como uma variavel cujo limite ¢ igual a zero:
Quando valores sucessivos de uma mesma varidavel decrescem
indefinidamente, tais que se tornam menores do que qualquer nimero dado,
esta varidvel se torna o que ¢ chamada infinitamente pequena ou uma

quantidade infinitamente pequena. Uma varidvel deste tipo tem zero como

seu limite. (CAUCHY, 1821 apud SCHUBRING, 2005, p. 453, grifo nosso,

traducdo nossa)'4

Retomando, em um estudo mais cuidadoso sobre a continuidade de fung¢ées, Cauchy

propde uma defini¢ao de continuidade, e, consequentemente, uma de descontinuidade a partir

2Texto original: Let f(x) be a function of the variable x and suppose that for each value of x, intermediate
between two given limits, this function assumes always a unique and finite value.

BTexto original: If, starting from a value of x between these limits, one gives to the variable x an infinitely small
increase « the function itself will experience an increase, being the difference f(x + «) — f(x), which depends
both on the new variable « and on the value of x. Given this, the function f(x) will be, between the two limits
assigned to the variable x, a continuous function of this variable, if for each value of x intermediate between these
limits, the numerical value of the difference f(x + ) — f(x) decreases indefinitely with «.

Texto original: When the succesive numerical values of the same variable decrease indefinitely, such as to
become less than any given number, this variable becomes what is called infinitely small or an infinitely small
quantity. A variable of this type has zero as its limit.



30

de sua visao de limite, que podem ser consideradas proximas as noc¢oes da atualidade:

Pode-se dizer que a fung¢ao f(x) ¢, na vizinhan¢a de um valor particular dado
a variavel x, uma fun¢ao continua nesta variavel, sempre que for continua
entre dois limites de x, mesmo quando muito préximos um do outro, que
encerrem aquele valor particular. Finalmente, quando uma fun¢do f(x)
deixa de ser continua na vizinhanga de um valor particular dado a variavel x,
pode-se dizer que ela se torna descontinua e que tem, para este valor
particular, uma solu¢do de continuidade. (CAUCHY, 1821 apud
SCHUBRING, 2005, p. 462, grifo nosso, tradugio nossa)'*-16
Para Schubring (2005), ao contrario da admissao de Prony, Cauchy desvincula a nogao
de continuidade de fung¢des da visdo de continuidade como algo contiguo; apesar disto,
Cauchy nao considerava o conceito de fun¢ao como algo mais abrangente, mais geral. O feito
de Cauchy com esta abordagem foi discutir propriedades de continuidade de fun¢des que seus
predecessores até entdo nao discutiam, apesar de sua abordagem ainda dever ser considerada
incompleta.
Fora do contexto francés, Niels Henrik Abel (1802 - 1829) discute continuidade de

uma maneira sutilmente diferente, na qual ha menos condigdes para uma possivel ambiguidade

conceitual com a concepgao atual de continuidade uniforme:

Uma fungdo f(x) pode ser chamada uma fungdo continua de x entre os limites
x = 0ex = b se, para um valor arbitrario de x entre esses limites, a quantidade
f(x — ) se aproxima do limite f(x) para valores decrescentes de 3. (ABEL,

1826 apud SCHUBRING, 2005, p. 472, grifo nosso, tradu¢ao nossa)!’
Enno Heeren Dirksen (1788 — 1850) teve contato com o material de Cauchy e buscou
elaborar um documento a respeito dos estudos de Cauchy a época, conhecido como Organon.
Dirksen publicou apenas uma parte deste documento, com uma justificativa convincente para

o programa de “rigor” de Cauchy e por que este deveria ser continuado. Porém, Dirksen faz

suas proprias observagdes sobre as defini¢des de Cauchy, em particular sobre continuidade:

Se x designa um valor independente, f(x) uma fun¢do aproximadamente
definida, e xp um valor especifico para x, diz-se que f(x) é continua para o

3Texto original: One says further that the function f(x) is, in the neighborhood of a particular value given to
the variable x, a continuous function of that variable, whenever it is continuous between the two limits of x, even
when very close to each other, which enclose that particular value.

16Texto original: Finally, when a function f(x) ceases to be continuous in the neighbourhood of a particular
value of the variable x, one says that it then becomes discontinuous and that it has, for this particular value, a
solution of continuity.

7Texto original: A function f(x) should be called a continuous function of x between the limits x = 0,x = b
if, for an arbitrary value of x between these limits, the quantity f(x — (3) approaches the limit f(x) for always
decreasing values of f3.
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valor especifico X e se mantém tao distante quanto seu valor especial x( de x é
completamente determinado por x e ¢é igual ao valor do limite de f(x) para o
limite xo. (DIRKSEN, 1829 apud SCHUBRING, 2005, p. 472, grifo nosso,

tradugio nossa)'®
As defini¢coes de Abel e de Dirksen trazem um cuidado maior sobre as condi¢des nas
quais a continuidade de uma fun¢do é definida: Abel trata deste assunto como um recurso
particular para séries de fungdes, e a defini¢ao expressa uma nogao relacionada a concepgao
atual de continuidade pontual. Schubring (2005) menciona que Dirksen, por sua vez,
reinterpreta a definicdo de Cauchy na mesma esteira de Abel e providencia uma notagédo
particularmente proxima a notagdo moderna, escrevendo Gr*°f(x) = f(x,). Ainda sobre

a defini¢do de continuidade, esta recebe um avango em termos de compreensao nos estudos

de Johann Peter Wilhelm Stein (1796 — 1831):

Pode-se dizer que uma quantidade variavel muda gradualmente ou
continuamente quando ndo pode passar de um valor para outro sem assumir
todos os valores que se encontrem entre estes dois valores. Uma fungdo de
uma quantidade variavel, por exemplo, f(x), é dita continua se, quando a
quantidade varidvel x de que é uma funcdo aumenta gradualmente, a
func¢do também muda gradualmente. (STEIN, 1829 apud SCHUBRING,
2005, p. 540, grifo nosso, tradugdo nossa)!'%-2°

Apesar de esta definigdo parecer fazer referéncia ao Teorema do Valor Intermediario em
sua expressdo contemporanea, a compreensao ai trazida permite ler as defini¢des mais precisas
de Abel e Dirksen no sentido de que a continuidade de uma fungdo ndo permite a ocorréncia
de discrepéancias pontuais ao longo de um intervalo para uma fungéo, discrepancias estas que
caracterizariam a nogao atual de salto.

Nos séculos XVIII e XIX, houve intensa discussio sobre o comportamento de
sequéncias e séries numéricas e séries de fungdes, devido a manipulagdo indiscriminada com
os termos destas somas. Cauchy traz uma preocupagao com este tema estatuindo o que seja
uma série:

Chamamos série uma sequéncia indefinida de quantidades wy, wy, up, us,
etc., que sejam derivadas uma da outra de acordo com uma determinada lei.

8Texto original: If x designates an independent value, f(x) an approximately defined [function], and x¢ a
specific value of x, it is said that f(x) is continuous for the specific value xo and remains so insofar as its special
value for x¢ of x is completely determined by x and is equal to the value of the limit of f(x) for the limit xo.

YTexto original: One says that a variable quantity changes gradually or continuously when it cannot pass from
one value to another without taking in turn all the values lying between these two values.

20Texto original: A function of a variable quantity, e.g., f(x), is said to be continuous if when the variable quantity
x of which it is a function gradually increases, the function also changes gradually.



32

O termo que corresponde ao indice n, a saber, u,, é chamado termo geral
[da série]. (CAUCHY, 1821 apud SCHUBRING, 2005, p. 467, grifo nosso,
traducio nossa)?!%2

Deve ser dada atengdo ao fato de a descrigdo de série dada por Cauchy se referir ao
que atualmente é denominado sequéncia. A partir desta definicdo, Cauchy estabelece também

0 que seja a soma de uma série, referindo-se a concepgao atual de série:

Sejasp =up+u; +uz +uz+...+u,_7 asoma dos primeiros n termos, n
sendo um inteiro qualquer. Se, para valores cada vez maiores de n, a soma s,
se aproxima de um certo limite s, a série sera chamada convergente, e o limite
em questao sera chamado soma da série. (CAUCHY, 1821 apud GRABINER,
1981, p. 99, grifo nosso, tradugao nossa)??

Sobre a convergéncia de séries, também ¢é importante observar um critério particular
de convergéncia de séries, inicialmente discutido por Bernhard Placidus Johann Nepomuk

Bolzano (1781 - 1848), mas atribuido a Cauchy posteriormente:

Se uma sequéncia de valores Fi(x), F2(x), F3(x), ..., Fn(x), ... Fngr(x),

.., é sujeita a condicao de que a diferenca entre seu n-ésimo termo Fy(x)
e qualquer membro posterior F,,1+(x), ndo interessa quao distante o n-ésimo
termo e este estejam, seja menor do que qualquer valor dado se n é tomado
suficientemente grande; entdo, existe um e somente um valor determinado
para o qual os membros da sequéncia se tornam cada vez mais préximos, e
ao qual podem se tornar tdo proximos quanto desejado, se a sequéncia for
continuada suficientemente além. (BOLZANO, 1817 apud GRABINER, 1981,
p. 102, grifo nosso, tradugao nossa)>*

A abordagem de Bolzano, por sua vez, ndo faz referéncia ao uso da concepgao de limite
que viria a tomar forma sob Cauchy, Abel e Dirksen. Cauchy, ao estatuir essencialmente o

mesmo critério, faz clara referéncia as diferengas entre termos mencionada por Bolzano:

Para que a série Z° 1, seja convergente, ¢ necessario que, para valores cada
vez maiores de n nas diferentes somas U, + W11, Wy + Ungt + Unio, etc.,
termine por alcancar constantemente valores numéricos menores do que
qualquer limite atribuivel. Reciprocamente, quando estas varias condi¢des

2l Texto original: We call a series an indefinite sequence of quantities uo, w7, Uz, us, etc.... which are derived
from each other according to a determined law.

22Texto original: the term which corresponds to the index n, namely ., is called the general term.

2Texto original: Let s, = o +uy +U +uU3+. ..+ U, be the sum of the first n terms, n being any integer.
If, for increasing values of n, the sum s, approaches a certain limit s, the series will be called convergent, and the
limit in question will be called sum of the series.

4Texto original: If a sequence [Reihe] of magnitudes Fy(x), F2(x), F3(x) ... Fu(x) ... Fnir(x) ... is subject
to the condition that the difference between its nth member [Gliede] F,, (x) and every later member F;, (x), no
matter how far beyond the nth term the latter may be, is less than any given magnitude if n is taken large enough;
then, there is one and only one determined magnitude to which the members of the sequence approach closer,
and to which they can get as close as desired, if the sequence is continued far enough.
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sdo satisfeitas, a convergéncia da série é assegurada. (CAUCHY, 1821 apud
GRATTAN-GUINNESS, 1970, p. 75, tradugdo nossa)?’

Cauchy trabalhou com as séries numéricas e as séries de fun¢des, mas definiu o conceito

de convergéncia levando em consideragdo apenas as séries numeéricas. Esta concep¢ao o levou

a enunciar um teorema sobre convergéncia que gerou controvérsias, por se tratar de uma

afirmacao sobre séries de fungdes:

Quando diferentes termos de uma série sdo funcdes de uma mesma variavel
X, continua com respeito a esta variavel na vizinhang¢a de um valor particular
s para o qual a série seja convergente, a soma s da série ¢, também, na
vizinhanga deste valor particular, uma fun¢ao continua em x. (CAUCHY,
1821 apud SCHUBRING, 2005, p. 469, tradugido nossa)?¢
Com efeito, quando se fala em séries de fungdes neste contexto, nao se pode dar outra
conclusdo a ndo ser o que se conhece na atualidade como convergéncia pontual, dado que a
afirmacédo faz uma avalia¢do em uma vizinhanga de um ponto previamente fixado. Grattan-

Guinness (1970) menciona que um contraexemplo a situagdo proposta foi dado por Abel,

consistente de uma série na forma
1 1
sen (¢) — 5 sen (2¢) + g sen (3¢) +....

Grattan-Guinness (1970) e Schubring (2005) afirmam que Abel mostrou que a série
mencionada ¢ formada por fung¢des continuas e tem limite descontinuo para cada valor na
forma ¢ = (2m+ 1)7, em que m é um numero inteiro, claramente contrariando as admissoes
de Cauchy. Outras séries desta natureza foram estudadas, também, por Jean-Baptiste-Joseph
Fourier (1768 - 1730), no contexto da equagdo conhecida como Equag¢ao do Calor, razdo pela

qual as séries trazem seu sobrenome como tipo:

ov B otv  0%v

ot o2 oy?’

Este contexto prediz uma revolu¢do no que tange a concepg¢ao de fun¢ao. Nos termos

*Texto original: For the series [£2° ju,] to be convergent ... it is yet necessary that for increasing values of n
the different sums W, + Un 1, Un + Unp1 + Uny2, &Covnt finish by constantly achieving numerical values
smaller than any assignable limit. Reciprocally, when these various conditions are fulfilled, the convergence of the
series is assured.

6Texto original: When the different terms of the series (1) are functions of the same variable x, continuous
with respect to this variable in the neighborhood of a particular value s for which the series is convergent, the
sum s of the series is also, in the neighborhood of that particular value, a continuous function of x.
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de Schubring (2005), anterior ao século XIX, a concepgao predominante de fungdo tinha um
intrinseco valor geométrico, a tal ponto que uma fungao deveria poder representar uma curva
simples, e, posteriormente, poder ser descrita por uma lei de forma¢ao descrita por
exclusivamente uma expressao em todo o intervalo. Esta nogdo claramente se perde no estudo
de fungdes continuas, por ocorrerem situagdes antes admitidas como excegdes graves a “lei’,
como diria Prony.

O estudo de séries de poténcias trouxe, também, uma outra peculiaridade. Burton
(2010) menciona que Lagrange, procurando se afastar do conceito de infinitésimos, propde

que toda func¢do admita uma representa¢do em séries de poténcias da forma
fx +1) =f(x) +pi+qit +rid+...,

em que p, g, T, e as variaveis descritas por esta formulagdo sdo fun¢des de x independentes
dei. Grabiner (1981), por sua vez, anota que Lagrange propde, entdo, uma definigao de derivada

a partir da observag¢ao de que
fix+1) =f(x) +pi+ Vi,

ou melhor,
f(x +1) — f(x)

i

:p+v,

fazia sentido desde que tanto V quanto i fossem tornados proximos a zero de maneira
simultinea, em que fosse possivel, para qualquer valor D, obter i de maneira que
—D < V < D e, consequentemente, i(p — D) < f(x +1) — f(x) < i(p + D). Lagrange,

com isso, estatui derivada escrevendo

razdo esta a ser utilizada posteriormente por Cauchy e seus sucessores.
Para Cauchy, a observa¢ao de Lagrange corresponde a dizer que a razdo é formada por
dois valores que tenham zero por limite, e, em virtude disto, Cauchy requer que a fungao seja

continua para definir derivada:

Para definir a derivada em termos desta definicio de limite, Cauchy
considerou o limite da razdo das diferencas (f(x + i) — f(x))/i em um
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intervalo de continuidade de f(x). (A continuidade era necessaria para que
f(x + 1) — f(x) e 1 pudessem ambas “indefinidamente e simultaneamente
se aproximar do limite zero’, ou, equivalentemente, ambas serem
“quantidades infinitamente pequenas” Cauchy definiu “quantidade
infinitamente pequena” como uma variavel cujo limite fosse zero. Portanto,
apesar de Cauchy nunca estabelecer explicitamente isso como um teorema,
toda funcdo diferenciavel deve ser continua.) (GRABINER, 1981, p. 114,
tradugio nossa)?’

Mesmo com esta admissao, Cauchy obteve uma observagio importante sobre a sua
propria definicao de derivada que pode ser relacionada as condi¢des da atualidade melhor
vinculada a sua defini¢do de limite:

Designe por 6 e ¢ dois numeros muito pequenos; o primeiro sendo escolhido
de maneira que, para valores numéricos de i menores do que 9, e para
qualquer valor de x entre xy e X, a razdo (f(x + i) — f(x))/i sempre se
mantém maior do que f/(x) — ¢ e menor do que f'(x) + ¢. (CAUCHY,
1821 apud GRABINER, 1981, p. 115, tradugio nossa)??

Apesar de falar da concepgdo de limite do século XIX, esta formulagdo pode ser
associada a nogao de limite da atualidade, dado que a condi¢ao mencionada significa que f'(x)
atua propriamente como o limite da razdo em discussao.

Em relagdo ao tratamento de integrais, Schubring (2005) anota que a observagdo
predominante até o inicio do século XIX era a de vincular claramente as integrais a um processo
reverso ao processo de derivadas (antiderivacao ou, em termos mais atuais, primitivacdo). A
atual abordagem de trabalhar o processo de integragdo através de uma motivagao pelo calculo
de areas por aproximagao passava, entdo, despercebida.

Ainda na visdao de Schubring (2005), a questao da chamada integral definida passava a
tomar forma sob André-Marie Ampére (1775 - 1836), em suas licdes na Ecole Polytechnique
de 1815. Cauchy, por seu turno, ao reformular o programa do curso de Analise Algébrica
da Ecole Polytechnique, menciona claramente a formulagao de integral por somas. Cauchy

formulou seu processo de integracdo de maneira bem préxima a concepgao atual, servindo de

preludio para os conceitos modernos. Por outro lado, Cauchy necessariamente assume que as

#'Texto original: To define the derivative in terms of this definition of limit, Cauchy considered the limit of the
ratio of the differences [f(x + 1) — f(x)]/i on an interval of continuity of f(x). [The continuity was needed so that
f(x+1) —f(x) and 1 could both “indefinitely and simultaneously approach the limit zero,” or equivalently both be
“infinitely small quantities” Cauchy defined “infinitely small quantity” as a variable whose limit was zero. Thus,
though Cauchy never explicitly stated this as a theorem, every differentiable function must be continuous.

28Texto original: Designate by § and & two very small numbers; the first being chosen in such a way that, for
numerical values of 1 less than 8, and for any value of x between x¢ and X, the ratio f(x + 1) — f(x)/1 always
remain greater than f’(x) — ¢ and less than f’(x) — «.
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fun¢des devem ser continuas antes de serem integradas. Essencialmente, o processo de Cauchy
consiste em considerar um intervalo fechado [X;y; X] e escolher valores, de forma ordenada,

X > X > ... > Xy > Xy > X, formando subintervalos, e, através deles, a soma
S = (X7 = Xo)f(Xo) + (Xz = X)F(Xq) + ... + (X = Xy ) f(Xn1).

Cauchy percebeu que o valor de S é mais preciso se sdo escolhidos mais valores entre
Xo e X e de maneira que as diferencas consecutivas X; — X;_; sejam menores, concluindo que

o valor da integral em si ndo seria afetado:

Portanto, quando os elementos da diferenga X — X se tornam infinitamente
pequenos, o modo de divisdo tem apenas uma influéncia imperceptivel no
valor de S; e, se valores numéricos desses elementos podem decrescer
indefinidamente ao aumentar seu numero, o valor S terminard por ser
perceptivelmente constante, ou, em outras palavras, terminard por alcancar
um certo limite que dependera unicamente da forma da func¢ao f(x) e dos
valores dos extremos Xy e X dados a variavel x. Este limite é o que se chama
de integral definida. (CAUCHY, 1823 apud SCHUBRING, 2005, p. 479, grifo
nosso, traducio nossa)?’

Esta nogao de integral definida viria a ser modificada por Georg Bernhard Riemann
(1826 - 1866) para a concepgdo atual. Tendo em vista o desenvolvimento na Alemanha,
Riemann buscava discutir que fungdes poderiam ser submetidas a este crivo de integrabilidade.

Para tanto, Riemann modifica a nogao de Cauchy para uma versao mais ampla:

Portanto, para comecar, o que deveriamos entender por fz f(x) dx? Para
determinar isto, vamos assumir que, entre a e b, uma série de valores x1, X7,
..+ Xn—1, ordenados de acordo com seu valor crescente, e, para fins de
abreviagdo, escrevamos x; — a como 87, X — X €omo 82, ..., b —Xp_1 COMO
dn, enquanto usamos & para representar uma verdadeira fracao positiva.
Entao, o valor da soma

S =58i1f(a+ &107) + d2f(x1 + €282) + 063F(x2 + €303) + ...+
+ 0nf(xn—1 + €ndn)

depende da escolha dos intervalos 6 e das quantidades ¢. Se ela tem esta
propriedade, contudo & e & podem ser escolhidos, de se aproximar
indefinidamente de um limite fixado A, logo que todos os 0 se tornem
infinitamente pequenos, este valor sera chamado fz f(x) dx. (RIEMANN,

2Texto original: Thus, when the elements of the difference X—xo become infinitely small, the mode of division
has only an imperceptible influence on the value of S; and, if the numerical values of these elements are allowed to
decrease indefinitely, by increasing their number, the value S will finish by being perceptibly constant, or in other
words, it will finish by attaining a certain limit which will depend uniquely on the form of the function f(x) and
the values of the extremes x¢, X given to the variable x. This limit is what is called a finite integral.
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1867 apud SCHUBRING, 2005, p. 479, traducao nossa)>°

E importante mencionar, concordando com Schubring (2005), que Riemann, ao
falar sobre valores infinitamente pequenos, vincula seu conceito de integral ao proposto
originalmente por Leibniz, e ndo ao conceito de quantidades infinitamente pequenas

persistente na Franga.

2.3 A Aritmetizacao da Analise

Ao longo do século XIX, o movimento de discussao das propriedades do Calculo toma
ares mais amplos, com questionamentos a diversas ideias tidas como amplamente aceitas e
validas e do estabelecimento de propriedades cada vez mais fortes sobre tais ideias.

Com a intensidade nas discussdes sobre séries de fun¢des, provocada depois que
Cauchy considerou uma propriedade sobre a convergéncia de séries como valida para o estudo
de séries de fungdes, como ja mencionado, ocorre a busca por novas condi¢oes para determinar
quando uma série de fun¢des admite convergéncia e como tal convergéncia ocorre. Este
movimento ecoaria também em outros campos do Calculo.

No contexto das séries de fungdes, merecem destaque as abordagens de Philipp Ludwig
von Seidel (1821 - 1896), George Gabriel Stokes (1819 — 1903) e Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass (1815 — 1897). Seidel apresentou uma concepgao de convergéncia que atua como
contraste aquela apresentada por Cauchy, admitindo que a convergéncia de uma série de

fungoes continuas possa resultar em uma fun¢ao descontinua:

Se uma série convergente representa uma funcdo descontinua de uma
quantidade x, cujos termos sao fun¢des continuas, entdo é possivel atribuir
um valor a x na vizinhanga imediata do ponto onde a fun¢ido tem um salto,
para o qual a série converge arbitrariamente devagar. (SEIDEL, 1848 apud
GRATTAN-GUINNESS, 1970, p. 112, grifo nosso, tradugédo nossa)3!

3Texto original: Hence, to start with, what should we understand by IZ f(x) dx? To determine this, let us
assume, between a and b, a series of values x1, X2, ..., X7 ranked according to increasing quantity, and for
the purpose of abbreviation, label x; — a as 87, x2 — x7 as 82, ..., b — X1 by &y, while using ¢ to represent
a positive true fraction. Then, the value of the sum S = &1f(a + €101) + 82f(x1 + €202) + 83f(x2 + €3083) +
oo+ 0nf(xn_1 + endn) depends on the choice of the intervals § and the quantities €. If it now has the property,
however 6 and &€ may be chosen, of indefinitely approaching a fixed limit A, as soon as all  become infinitely
small, this value will be called jz f(x) dx.

31Texto original: If one has a convergent series which develops a discontinuous function of a quantity x, whose
individual members are continuous functions, then one must be able to assign a value to x in the immediate
vicinity of the point where the function jumps for which the series converges arbitrarily slowly.
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Stokes, por sua vez, traz um ligeiro aprofundamento sobre a ocorréncia da convergéncia
de uma série de fungodes, relacionando a abordagem sobre a vizinhan¢a de um determinado
valor para discutir sobre a convergéncia da série dada para uma fungdo continua:

A convergéncia da série ¢ dita infinitamente lenta quando, se n for o nimero
de termos necessarios para tornar a soma dos termos descartados
numericamente menor do que uma quantidade dada e que pode ser tdo
pequena quanto se deseje, n aumenta além de qualquer limite enquanto h
diminui além de qualquer limite. (STOKES, 1847 apud GRATTAN-
GUINNESS, 1970, p. 116, grifo nosso, traducao nossa)>?

Stokes faz uso de parametros para tomar uma decisdo sobre a convergéncia de uma
série de fungdes, algo que Seidel nao apresenta em sua defini¢do. Apesar de a relagao entre os
parametros dada por Stokes nao ser de imediata operacionalidade, é necessario reconhecer um
esfor¢o no sentido de trabalhar com um recurso algébrico.

Weierstrass, conforme aponta Bottazzini (1986), apresenta uma visao mais elaborada
desta conceituagdo, inclusive no que tange a operacionalidade algébrica, através de parametros,
de sua conceituagio. Ao escrever, para uma série de fungdes Zu,(x), que s(x) é a fun¢io para
a qual a série admite alguma convergéncia, s, (x) sendo a soma dos primeiros n termos desta
série, e, portanto, s(x) = sy (x) + 1,,(x), em que 1, (x) é a soma dos demais termos desta série,
Weierstrass menciona que

A série Zun(x) ¢ dita uniformemente convergente em um intervalo [a;b]
quando, para qualquer numero positivo arbitrariamente pequeno ¢, existe
um ny(e) tal que [rn(x)] < € paran > mnp e paratodox, a < x < b.
(WEIERSTRASS apud BOTTAZZINI, 1986, p. 204, tradugio nossa)>*

Ainda sobre o estudo de séries, havia uma ampla acepgéo a respeito da representagdo
de fung¢des continuas. Burton (2010) anota que Johann Peter Gustav Lejeune-Dirichlet
(1805 - 1859), por sua vez, verificou que a representacdo de fungdes por séries de Fourier
poderia introduzir problemas de continuidade em até um conjunto infinito de valores; por
outro lado, apresentou condigdes para que a série de Fourier de uma fungdo convergisse para

a funcéo nos valores em que a fungéio era continua.

32Texto original: The convergency of the series is here said to become infinitely slow when, if n be the number
of terms which must be taken in order to render the sum of the neglected terms numerically less than a given
quantity e which may be as small as we please, n increases beyond all limit as h decreases beyond all limit.

3Texto original: The series L, (x) is said to be uniformly convergent in an interval [a, b] when, for every
arbitrarily small positive ¢, there exists an ng(€) such that |r,, (x)| < € for n > ng and for every x, a < x < b.
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Tais observagdes levaram Dirichlet a enunciar uma nova formula¢ao para o conceito
de fungdo, até entdo profundamente carregado de nogdes geométricas que nao se sustentariam
por muito tempo a partir de exemplos como esses:

Vamos supor que a e b sdo dois valores dados e seja uma quantidade
variavel que assume, gradualmente, todos os valores entre a e b. Agora, se
a cada x corresponde um unico, finito y de modo que, conforme x varia
continuamente através do intervalo de a até b, y = f(x) varia do mesmo
modo gradualmente, entdo y é chamado uma fungéo continua de x para esse
intervalo. (DIRICHLET, 1837 apud BARONI; OTERO-GARCIA, 2014, p.
22)

Certa atencdo é necessaria para a concepg¢do de Dirichlet. Como Dirichlet estudava
fortemente as condi¢bes para a obtencdo de fungdes continuas, também tal influéncia
permearia, como percebemos, sua proposta de definicao. Apesar de mencionar a continuidade
de uma fungdo, Dirichlet apresenta uma concepgao desvinculada de qualquer valor geométrico,
fato importante para a época, e que viria a influenciar outros espagos no Calculo.

Weierstrass influenciaria ainda mais ao longo do século XIX no sentido de contrariar
outras nogdes tidas como amplamente aceitas, em particular a relacdo até entdo admitida
entre fungdes continuas e fungdes derivaveis. Para Kleiner (1991), em virtude de os estudos
de fungdes derivaveis serem realizados, até entdo, sobre fun¢des continuas, acreditava-se que
fungdes continuas seriam derivéaveis, exceto por uma certa quantidade de valores. Além disso,
Kleiner (1991) e Baroni e Otero-Garcia (2014) mencionam que Weierstrass, na segunda
metade do século XIX, apresenta uma fung¢do continua, mas nao derivavel em ponto algum,
contrariando esta acepgao.

A preocupagao sobre a relagdo entre continuidade e derivabilidade é, conforme nos traz
Bottazzini (1986), compartilhada também por Felice Casorati (1835 — 1890), que questiona
Leopold Kronecker (1823 — 1891) sobre a necessidade de a derivada de uma fungdo existir

para concluir pela continuidade:

Continuidade ainda é uma ideia confusa. Em sala, [Kronecker] define uma
fungdo real ¢(x) de uma variavel x como continua quando, fixada uma
quantidade  tio pequena quanto se deseje, podemos fazer ¢ (x) —P(x’) < 8,
e esta desigualdade persiste quando usamos, no lugar de x’, qualquer outro
valor que seja mais proximo de x do que este. Mas é realmente necessario, para
que uma fungio seja chamada continua, que lim,/—, (p(x) — P (x))/(x —x')
seja finito? (NEUENSCHWANDER, 1978 apud BOTTAZZINI, 1986, p. 261,
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tradugio nossa)>*

Sinkevitch (2016) anota que, com vistas a observagido de Weierstrass e a preocupagio
de Casorati, era perceptivel que logo deveria ser proposta uma defini¢ao de continuidade de
forma a resolver este problema, o que foi proposto por Weierstrass. Com efeito, Weierstrass

elabora a nocéo de continuidade em termos de uma relagdo entre parametros:

Se f(x) é uma funcao de x, e x é um valor definido, entdo, na conversdo de x
em x + h, a fun¢do mudard e se tornara f(x 4+ h); a diferenga f(x + h) — f(x)
¢ usualmente chamada a mudanca recebida pela fungdo em virtude do fato de
que o argumento fora convertido de x para x + h. Se é possivel determinar
um limitante & para h, que para todos os valores de h cujo valor absoluto é
ainda menor do que 9, f(x + h) — f(x) se torna menor do que qualquer
valor arbitrariamente pequeno de ¢, entdo mudangas infinitesimais na fun¢ao
sdo ditas corresponderem a mudangas infinitesimais no argumento. Porque
um valor é dito capaz de se tornar infinitamente pequeno, se seu valor
absoluto pode se tornar menor do que qualquer valor arbitrariamente
pequeno. Se qualquer fungdo é tal que mudangas infinitesimais na fun¢ao
correspondem a mudangas infinitesimais no argumento, entdo ela ¢é
denominada fungdo continua do argumento ou que muda continuamente
conforme seu argumento. (YUSHKEVICH, 1977 apud SINKEVITCH, 2016,
p. 197, grifo nosso, tradugao nossa)>3°

A preocupagao com o fato de a fundamentagdo estar alicercada sobre parametros
geométricos trazia um desconforto na época, quando avaliada em contraste com as condi¢oes
ja discutidas. Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 - 1916) expressa esse desconforto
mencionando também a necessidade de buscar uma fundamentac¢ido em termos de ferramental
mais solido:

Por mim, este sentimento de insatisfacdo foi tdo avassalador que eu tomei a

resolugio de meditar na questdo até encontrar uma fundamentagido
puramente aritmética e perfeitamente rigorosa para os principios da analise

3Texto original: Continuity is still a confused idea. In class [Kronecker] defines a real function ¢(x) of a
variable x to be continuous when, by fixing a quantity 5 as small as one wishes, we can make ¢(x) — p(x’) < 5,
and this inequality persists when we set in place of x” any other value that is nearer to x than it.

35Texto original: “But is it really necessary;” Casorati asks, “in order for a function to be called continuous, that
limy/—y [p(x) — d(x)]/(x — x’) be finite?”

3Texto original: If f(x) is a function of x and x is a defined value, then, on conversion of x into x-+h, the function
will change and will be f(x +h); the difference f(x+h)—f(x) is usually called the change received by the function
by virtue of the fact that the argument converts from x to x 4 h. If it is possible to determine such boundary & for
h that for all values of h, whose absolute value whereof is still smaller than 8, f(x+h) —f(x) becomes smaller than
any arbitrarily small value of ¢, then infinitesimal changes of the function are said to correspond to infinitesimal
changes of the argument. Because a value is said to be able to become infinitely small, if its absolute value can
become smaller than any arbitrary small value. If any function is such that infinitesimal changes of function
correspond to infinitesimal changes of argument, then it is said to be a continuous function of argument or that it
continuously changes along with its argument.
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infinitesimal. A afirmagdo de que o Célculo Diferencial lida com grandezas
continuas é feita tdo frequentemente e a explica¢ao sobre esta continuidade
ainda nao é dada em lugar algum; mesmo as exposi¢des mais rigorosas do
Calculo Diferencial nao fundamentam suas provas sobre continuidade, mas,
com maior ou menor consciéncia do fato, ou recorrem a no¢oes geométricas
ou sugeridas pela geometria, ou dependem de teoremas que nunca foram
estabelecidos de uma maneira puramente aritmética. (DEDEKIND, 1872
apud KLEINER, 1991, p. 300, traducdo nossa)*’
Neste sentido, o processo denominado Aritmetizagdo da Andlise se ocupava mais em
providenciar uma fundamentagdo aritmético-algébrica para os processos e propriedades

desenvolvidos no Calculo Diferencial e Integral, de forma a dissociar deles qualquer tipo de

recurso as intuigdes geométricas como parte de suas demonstragoes.

2.4  Consideragodes Parciais: o Que Significa o Rigor em Matematica?

Com vistas a discussdo ao longo desta etapa, a mudanca de postura dos estudiosos
em Matematica ocorre, principalmente, no século XIX, quando ha a preocupacao inicial em
fundamentar suas decisdes e consolidar todo o avango que o Calculo Diferencial e Integral
trouxera as investigacdes de fendmenos da natureza.

As preocupagdes no século XIX sdo mais profundas, por envolverem questdes nao
consideradas até entao sobre que maneira poderia ser encarada como adequada para proceder a
conceituacdo dos e ao estabelecimento de propriedades sobre os topicos do Calculo Diferencial
e Integral, uma vez que o ideario consolidado ao inicio do século XIX comegava a ruir apds
investigagdes mais profundas sobre as propriedades e conceitos amplamente disseminados,
sobretudo na Franc¢a e na Alemanha.

Em virtude das investigacdes que permearam o século XIX, ocorre o surgimento do
ideal que caracterizaria a nogdo de “rigor”, carregado até o presente e sobre o qual é necessario
reflexdo. O rigor apresentado nas investiga¢oes do século XIX é caracterizado pelo cuidado
com as condigoes necessdrias para a tomada de decisoes e pela precisdo operacional de conceitos

e propriedades.

3 Texto original: For myself this feeling of dissatisfaction was so overpowering that I made the fixed resolve
to keep meditating on the question till I should find a purely arithmetic and perfectly rigorous foundation
for the principles of infinitesimal analysis. The statement is so frequently made that the differential calculus
deals with continuous magnitude and yet an explanation of this continuity is nowhere given; even the most
rigorous expositions of the differential calculus do not base their proofs upon continuity but, with more or less
consciousness of the fact, they either appeal to geometric notions or those suggested by geometry, or depend upon
theorems which are never established in a purely arithmetic manner.
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A falta do cuidado nas investiga¢des levou aos questionamentos responsaveis pela
transformacao profunda das nog¢des do Calculo Diferencial e Integral ao final do século XIX,
além de conduzir a busca por uma fundamentagao conceitual a partir da abordagem algébrica,
para estabelecer propriedades questionadas por serem discutidas na época a partir da
abordagem geométrica. A fundamentagdo em curso requereu ainda mais no quesito precisdo e
determinou a necessidade da fundamentacao dos numeros até entdo utilizados e aceitos como

reais e concretos.
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3 CONSIDERACOES SOBRE O ENSINO DE ANALISE REAL NO PAIS

As discussoes sobre a fundamentagio do Célculo Diferencial e Integral foram trazidas,
ao longo do proprio processo, aos cursos de formagdo académica em Matematica ou em
Ciéncias Exatas no proprio continente europeu, e trouxeram influéncias para a criacdo e o
desenvolvimento dos cursos de formagdo académica em Matematica no Brasil, onde tomaram
uma forma propria quando aplicados a formacéo de professores de Matematica.

O processo de estruturagao dos atuais cursos de Licenciatura em Matematica comega a
tomar forma na década de 1930, com a implanta¢do do curso de Matematica da Universidade
de Sao Paulo. A esta época, as discussdes correntes em Matematica ja diziam respeito aos
primordios da Teoria de Conjuntos e Fungdes, e ndo mais a discussdo das propriedades que
culminaram na construgdo do conjunto de nimeros reais ao final do século XIX.

Neste momento, a discussao se volta a como os cursos de Licenciatura em Matematica
propdem suas proprias diretrizes para a abordagem da Andlise Real enquanto disciplinas
obrigatorias, observando como a disciplina de Anadlise Real toma forma no processo de
implementa¢do de um curso de Matematica no Pais, como os cursos de Licenciatura em
Matematica da atualidade propdem a abordagem de disciplinas obrigatérias de Analise Real,
que criticas recebe o Ensino de Analise Real sob a conjuntura atual, e algumas propostas
atualmente em discussao no sentido de propor abordagens para a melhoria tanto na concepgao
quanto na realizacdo das disciplinas de Analise Real dos cursos de Licenciatura em Matematica

no Pais.

3.1 Uma Breve Trajetoria da Implantacdo e da Evolugao do Primeiro Curso de Matematica

do Pais

O Ensino Superior brasileiro comegou a tomar efetiva forma a partir da década de 1930,
com o advento do Estatuto das Universidades, criado a partir do Decreto 19.851, de 11 de abril
de 1931. Cavalari (2012) aponta que a partir de Institui¢des de Ensino previamente existentes
nos atuais Estados de Sao Paulo e Rio de Janeiro, sdo propostas e fundadas a Universidade de
Sao Paulo, em 1934, e a Universidade do Distrito Federal, em 1935, respectivamente. Estas duas
universidades propuseram os dois primeiros cursos de Matematica do Pais, sendo o primeiro

efetivamente criado na Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras da Universidade de Sdo
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Paulo.

O curso em realizacdo na Universidade de Sdo Paulo foi, conforme Otero-Garcia
(2015), proposto com trés anos de formagao, contemplando, em seu inicio, trés disciplinas
anuais de Andlise Matematica, em que efetivamente tratava-se de um processo de andlise sobre
os conceitos e propriedades de Célculo Diferencial e Integral e Algebra nos dois primeiros anos,
com uma abordagem variavel, o que sugere ser direcionado conforme o professor que atua na
disciplina. Em particular, no primeiro ano do curso eram trabalhados o Célculo Diferencial
e Integral em uma e em mais variaveis reais, em variaveis complexas, e com abordagem de
equagdes diferenciais. Havia ainda a abordagem de numeros reais sob uma perspectiva
topoldgica. No segundo ano de curso eram trabalhados conceitos e propriedades de func¢des
analiticas, equagdes diferenciais, teoria de grupos e teoria de Galois, em terminologia atual.

A proposta fazia jus ao desenvolvimento histérico do processo de andlise em
Matematica, uma vez que, para Otero-Garcia (2015), as disciplinas de Analise Matematica do
curso da Universidade de Sao Paulo refletiam o tratamento detalhado e preciso préprios do
processo de andlise que determina o rigor durante suas abordagens.

Até o final da década de 1930, Cavalari (2012) anota que a proposta de curso sofreria
modificagdes em virtude de vacincias nas cadeiras da Universidade de Sdo Paulo. Otero-Garcia
(2015) aponta que, para o primeiro ano de Analise Matematica, houve, em 1937, um
detalhamento maior dos assuntos a serem abordados, contemplando o estudo de fungdes, de
limites de fungdes, de derivadas de fun¢des em uma e mais variaveis, e integrais de fungdes em
uma e mais variaveis, mas sem uma indicagao clara de se tais assuntos eram abordados apenas
em variaveis reais ou se ainda incluiam a abordagem em variaveis complexas. Nao houve
alteracdo significativa para os outros dois anos de curso, mas houve a inclusdo do tratamento
de fungoes elipticas no segundo ano, e houve um direcionamento para o estudo das teorias de
funcionais e da relatividade. A proposta do primeiro ano de curso traz a reunido de diversos
conceitos estudados atualmente em disciplinas de Calculo Diferencial e Integral, apesar de
ndo ser prevista uma ordem especifica de realizacdo do programa da disciplina de Analise
Matematica.

Na década de 1940, Otero-Garcia (2015) nos mostra que o primeiro ano de Analise
Matemaitica tem enfoque voltado exclusivamente ao tratamento de varidveis reais, com o
mesmo detalhamento vigente até entdo. No primeiro ano, ha o desenvolvimento do Calculo

Diferencial e Integral em uma varidvel real a partir de uma abordagem topolégica, com alguns
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topicos envolvendo fun¢des em mais de uma variavel real, e o estudo de equagdes diferenciais.
Para o segundo ano, ha a abordagem de integrais de fun¢des de mais de uma variavel real,
fungoes de variaveis complexas, sequéncias e séries numéricas e de fungdes, fungdes analiticas
e singularidades, um estudo sobre polindmios sob o ponto de vista da Algebra e o estudo de
fungdes algébricas. Isto sugere a transformagdo futura desta disciplina no conjunto de
disciplinas conhecido como Calculo Diferencial e Integral.

Conforme Otero-Garcia (2015), ja na década de 1950, o curso de Matematica passa a
ser realizado em quatro anos e as disciplinas de Andlise Matematica recebem outra
reformulacédo, em virtude da mudanca de professores responsaveis pelo curso de Matematica.
No primeiro ano, o curso se inicia com a abordagem topoldgica sobre nimeros reais,
prosseguindo para o estudo de limite, continuidade, derivada e integral em uma variavel real,
em seguida com limite, continuidade, derivada e integral em mais de uma variavel real, o
estudo de curvas planas, curvatura, tor¢ao, evoluta e involuta, superficies, e equagdes
diferenciais em uma variavel real. No segundo ano, o curso traz um panorama mais especifico
quanto ao estudo das propriedades, refinando o estudo realizado no primeiro ano no
detalhamento de propriedades especificas, com o estudo de propriedades e garantias referentes
a conjuntos compactos, limites de sequéncias e séries numéricas e de fungdes, continuidade
uniforme, integrais de fun¢des de mais de uma varidvel, drea e integrais de superficie, condi¢cdes
sobre conjuntos fechados e teoremas de Gauss, Stokes e Green, existéncia de solugdes para
equagdes diferenciais ordindrias, e equagdes diferenciais parciais. No terceiro ano, sdo
estudadas func¢des analiticas de uma e mais de uma variavel, e no quarto ano, os estudos sdo
voltados para aplicagdes em Geometria. A disposi¢do apresentada sugere que, no primeiro ano
de Analise Matematica, o curso é voltado para o estudo de métodos de abordagem de situagoes,
para depois envolver a cautela necessaria ao estudo de propriedades; a partir do segundo ano,
porém, ha a radicalizagdo para um estudo cautelar sobre condig¢oes e propriedades, revisando
inclusive topicos estudados no primeiro ano neste sentido.

Na década de 1960, ocorre uma profunda transformac¢iao, que muda o nome das
disciplinas de Analise Matematica para Calculo Infinitesimal e reduz o periodo de realizagdo
para dois anos. Otero-Garcia (2015) nos apresenta que, no primeiro ano, sdo estudados a
axiomatiza¢ao do conjunto de numeros reais a partir da definicdo de corpo, limite e
continuidade de fun¢des de uma variavel real, calculo diferencial em uma variavel real com

aplicagdes ao estudo de graficos e fungdes e de infinitésimos, calculo integral em uma variavel
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real, aplicagdes geométricas do calculo, fungdes de mais de uma variavel real, limite e
continuidade de fun¢des de mais de uma variavel real, calculo diferencial em mais de uma
variavel real, calculo integral em mais de uma variavel real e equagdes diferenciais ordinarias.
No segundo ano, sdo estudados a topologia do espago real de n dimensdes (R™), integrais de
fungdes de mais de uma variavel real, sequéncias e séries numéricas e de fungdes, condi¢des
necessarias e suficientes a diferenciabilidade no espa¢o real de n dimensoes. Esta reformulagéo
refor¢a a sugestdo em relagdo a década de 1950: em virtude de, no segundo ano do curso,
a abordagem ser dada sobre a topologia em R", parece ocorrer um apelo maior ao estudo
cauteloso de conceitos e propriedades ja estudadas no primeiro ano do curso.

Na década de 1970, Otero-Garcia (2015) aponta que a Universidade de Sao Paulo passa
por um processo de reformulagdo interna de sua organizagdo. Isto afeta diretamente a
concepgdo e a oferta de cursos superiores, e, em particular, o proprio curso de Matematica
passa a ser ofertado por um departamento proprio, o Instituto de Matematica e Estatistica.
Com a reformula¢ao na universidade, também ha a reformula¢ao do curso, com uma proposta
de periodizagao semestral. Nesta reformulagdo, ha um delineamento claro sobre as disciplinas
denominadas Caélculo Diferencial e Integral, Introdu¢ao a Analise e Andlise Matematica,
concretizando a separagao do estudo da antiga Analise Matematica em disciplinas de estudo de
métodos de abordagem e disciplinas de estudo cautelar sobre condi¢des e propriedades. Esta
estrutura se manteve, apesar de reformulag¢des posteriores no curso.

Quanto a concepgao da disciplina Introdu¢ao a Analise, Otero-Garcia (2011) menciona
que, desde a década de 1970, ha a clara distingdo entre o que deve ser trabalhado em Analise
Matematica para o curso de Licenciatura e para o curso de Bacharelado em Matematica
ofertados pela Universidade de Sdo Paulo. Para o curso de Licenciatura em Matematica da
década de 1970, a disciplina Introdugdo a Analise consistia em um estudo prioritariamente
topoldgico no conjunto de niimeros reais, no espago real de n dimensdes e em espagos métricos
gerais, seguindo para o estudo de propriedades de continuidade, diferenciabilidade e
integrabilidade onde definivel.

Otero-Garcia (2011) anota que, na década de 1980, a reformulac¢do do curso mudou
o nome da disciplina para Introducgio a Anadlise Real, contemplando por contetido o estudo e
a construgdo do conjunto de numeros reais, limites de sequéncias e séries numéricas, limite e
continuidade de fun¢des de uma variavel real, derivada de fun¢des de uma variavel real, integral

de Riemann e teorema fundamental do Calculo. Esta reformulacgdo, em rela¢ao a década de
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1970, sugere uma profunda mudanga de enfoque para o estudo de propriedades envolvendo o
proprio conjunto de numeros reais e seus efeitos em fung¢des reais de uma variavel como uma
avaliagdo do estudo anterior do Célculo Diferencial e Integral em uma variavel.

Na década de 2000, a avaliagdo de Otero-Garcia (2011) nos mostra que a disciplina
novamente muda de nome para Introdugdo a Andlise, e contempla o estudo e a construgio
do conjunto de niimeros reais, limites de sequéncias e séries numéricas, expansdo decimal de
ndimeros reais e a demonstragdo dos principais teoremas do Calculo Diferencial e Integral em
uma varidvel. E importante anotar que, neste momento, a disciplina sugere um enfoque voltado
prioritariamente ao estudo do conjunto de nimeros reais, e percebemos, desde a década de
1980, ndo haver mais apelo ao carater topoldgico, mas um apelo ao carater algébrico para este
estudo.

E perceptivel como a transformacio do préprio curso de Matematica da Universidade
de Sao Paulo motivou a distingdo atual entre disciplinas de Célculo Diferencial e Integral e
Analise Real, em que as disciplinas de Calculo assumem a feicdo de prepara¢ao metodoldgica
em Matematica, com o estudo de propriedades e métodos para abordagem de situagdes, e as
disciplinas de Analise Real se ocupam de um estudo mais cauteloso, voltado a fundamentagio
de conceitos e propriedades anteriormente estudados nas disciplinas de Célculo Diferencial e
Integral e, no curso de Licenciatura em Matematica, aos poucos trazer um enfoque voltado ao

proprio conjunto de niimeros reais.

3.2 Um Olhar Sobre os Projetos Pedagogicos dos Cursos de Licenciatura em Matematica

O Pais oferece uma quantidade consideravel de cursos de Licenciatura em Matematica
na atualidade, razao pela qual a avalia¢do serd limitada aos cursos ofertados por Instituicdes
Federais de Ensino Superior, ai compreendidos as Universidades Federais e os Institutos
Federais de Educacao, Ciéncia e Tecnologia. H4, apenas neste nicho, um total de 248 cursos de
Licenciatura em Matemdtica em atividade'.

Tendo em vista a expressiva quantidade de cursos obtidas com esse delimitante,
procedeu-se a busca pelos Projetos Pedagogicos vigentes dos cursos em questdo, disponiveis

nos sitios eletronicos oficiais das Instituicdes, em arquivo Unico que contemplasse os

'Em levantamento realizado em maio de 2019 junto ao sistema eletronico e-MEC, foram constatados 244
cursos em atividade; o presente valor foi obtido a partir de levantamento realizado no mesmo sistema em
dezembro de 2019.
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ementdrios das disciplinas obrigatérias ofertadas. Neste interim, foram obtidos um total de 123
documentos disponiveis nestas condi¢cdes®. Desses, 49 se referem a Universidades Federais e
os outros 74, a Institutos Federais de Educagéo, Ciéncia e Tecnologia.

De posse dos documentos, é perceptivel uma variagdo muito alta em rela¢ao ao periodo
de vigéncia de um determinado Projeto Pedagégico em relagao aos demais. Quanto as
Universidades Federais, os documentos obtidos mostram Projetos ainda vigentes datados de
2006. Nos Institutos Federais de Educagao, Ciéncia e Tecnologia, ha Projetos ainda vigentes
datados de 2009. Estas informagdes sugerem que ainda ha Institui¢des Federais de Ensino
discutindo a reformulagdo de seus Projetos Pedagdgicos de Curso, com possiveis dificuldades

quanto a um avango para implementagdo de atualizagoes.

Quadro 2 - Vigéncia de Projetos Pedagdgicos de Cursos de
Licenciatura em Matemadtica no Pais por ano.

Vigente Desde | Universidades Federais | Institutos Federais
2006 1 -
2007 3 -
2008 2 -
2009 3 1
2010 1 6
2011 3 2
2012 4 3
2013 2 4
2014 3 5
2015 2 10
2016 3 8
2017 5 13
2018 13 15
2019 4 7

Fonte: elaborac¢do do autor, 2020.

O Quadro 2 mostra, dentro do escopo documental de que dispomos, cursos com a
vigéncia do Projeto Pedagdgico de Curso datada ano a ano desde 2006. Tendo em vista que ha
uma constante atualizagdo das Diretrizes Curriculares para Cursos de Formagao de Professores
para o Ensino Basico, o fato de alguns cursos ainda disporem de Projetos vigentes desde antes

de 2010 é, no minimo, preocupante.

%A pesquisa documental foi realizada entre maio e outubro de 2019.
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Como dissemos, as Diretrizes Curriculares para Cursos de Formagao de Professores
para o Ensino Basico sdo constantemente atualizadas. A versdo vigente é a expressa pela
Resolucao 2, de 20 de dezembro de 2019, do Conselho Pleno do Conselho Nacional de
Educagao. Anterior a esta, esteve vigente a Resolucao 2, de 1° de julho de 2015, do Conselho
Pleno do Conselho Nacional de Educa¢ao, que recebeu alteracdes pontuais. Diante da evolucgao
da regulamentacdo, a avaliacdo das condi¢des dos cursos sera voltada aos Projetos vigentes
desde 2015.

Nas Universidades Federais, apenas 27 dos 49 cursos dispdem de Projetos vigentes
desde 2015, e nos Institutos Federais de Educagao, Ciéncia e Tecnologia, 53 dos 74 cursos
dispéem de Projetos vigentes desde 2015. Com esta observacao, percebe-se um esforco das
Institui¢oes Federais de Ensino Superior em atualizar seus cursos de acordo com as
regulamentagdes vigentes, ou as mais proximas possiveis das vigentes, e este esfor¢o parece
ser mais bem sucedido nos cursos dos Institutos Federais.

Apesar de nao se tragar a evolugao histdrica de todos os Projetos Pedagdgicos obtidos
dos cursos, é possivel recorrer aos dados do Quadro 2 para a avaliagdo aos Projetos vigentes
desde 2015, mostrando como os cursos passaram a contemplar assuntos em disciplinas de
Analise Real. Para melhor compreender a realidade vigente, a avaliacdo sera conduzida para

cada segmento ofertante de cursos de Licenciatura.

3.2.1 Asdisciplinas de Andlise Real em cursos de Universidades Federais

Dos 49 Projetos Pedagdgicos de cursos de Licenciatura em Matematica de
Universidades Federais, 18 propdem a realizagdo de mais de uma disciplina de Analise Real.
Restringindo o escopo a cursos com Projetos vigentes desde 2015, ha 13 em 27 Projetos
propondo a realizacdo de mais de uma disciplina de Analise Real. Diante desta informagao,
serdo avaliados separadamente os Projetos que sugerem a realizagdo de apenas uma disciplina
de Andlise Real daqueles que propéem mais de uma disciplina.

Para os 13 cursos observados a partir do Quadro 3, ha uma tendéncia em apresentar
os seguintes assuntos em uma disciplina de Analise Real, levando em consideragdo em quantos
documentos o assunto esta presente: nimeros naturais e enumerabilidade, axiomatizagdo do
conjunto de numeros reais, topologia da reta, sequéncias e séries numéricas, limite e

continuidade de fungdes reais e derivada de fungdes reais. Os tdpicos a seguir ou ndo sdo



Quadro 3 - Conteudos propostos para as disciplinas de Analise Real em Projetos
Pedagégicos de cursos de Licenciatura em Matematica de Universidades

Federais desde 2015, com a proposta de apenas uma disciplina por curso.

Assunto 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | Total

Conjuntos e Fungoes - - - - - -
Numeros Naturais e Enumerabilidade 1 2 1 2 3 9
Construgdo de Numeros Reais - - - 2 1

Axiomatizacdo de Numeros Reais 1 2 2 4 2 11
Topologia da Reta 1 2 1 3 3 10
Sequéncias e Séries Numéricas 1 2 2 5 3 13
Limite e Continuidade de Fung¢des Reais | - 1 2 5 3 11
Derivada de Fungdes Reais - 1 - 4 1 6
Integrais - 1 - 2 - 3

Sequéncias e Séries de Fungoes Reais - - -

Fonte: elaboracdo do autor, 2020.
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trabalhados ou sao pouco trabalhados nos cursos: conjuntos e fungdes, constru¢ao do conjunto

de numeros reais, integrais, e sequéncias e séries de fungdes reais. Desta maneira, os dados

sugerem a possibilidade de estes topicos deixarem de ser trabalhados nas disciplinas de Analise

Real dos cursos em estudo.

Outra questao de analise merecida é a proposta de objetivos para as disciplinas de

Analise Real. Dos 14 cursos sob analise, apenas 7 apresentam em seus Projetos Pedagogicos de

Curso os objetivos pretendidos para as disciplinas. A partir da relagao dos objetivos propostos,

segue-se a separagdo dos mesmos em trés categorias, de acordo com as redagdes neles

apresentadas.

Quadro 4 - Categorias de classificagdo dos objetivos descritos para as disciplinas de Analise
Real em Projetos Pedagodgicos de cursos de Licenciatura em Matematica de

Universidades Federais desde 2015, com a proposta de apenas uma disciplina por

curso.

Categoria Redagdes

com as demonstragdes

integral.

problemas envolvendo fun¢des de uma variavel real.

Aprimoramento das habilidades | Analisar as propriedades dos objetos estudados e
demonstrar, por meio de argumentagdo logica, alguns

dos principais resultados de calculo diferencial e

Aplicar técnicas de demonstragio matematica em

Continua na préxima pagina.
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Categoria

Redagdes

Compreender as formulagdes rigorosas das idéias
intuitivas do calculo, como o estudo dos numeros reais,
fungoes e algumas nogdes topoldgicas.

Mostrar ao aluno como o rigor da demonstragao
matematica deve ser utilizado em conjunto com a
intuicdo matemadtica.

Permitir ao aluno entrar em contato com técnicas

rigorosas de demonstragdo matematica.

Aprofundamento de conceitos

e propriedades estudados

Cilculo Diferencial e Integral

no

Apreender nogdes de Topologia da reta.

Aprofundar a compreensao dos conjuntos numéricos,
especialmente dos nimeros reais.

Aprofundar a compreensao dos conjuntos numéricos.
Caracterizar os numeros reais.

Compreender as aplicacbes das  sequéncias
convergentes.

Compreender as aplicagdes das séries convergentes.
Compreender e definir, do ponto de vista formal, as
nogodes de limite, continuidade, derivada e integral das
fungoes reais de uma variavel.

Familiarizar o estudante com as técnicas de analise
matematica e apresentar uma formalizacdo dos
conceitos estudados no calculo em uma varidvel,
reescrevendo e demonstrando estes resultados.
Formalizar o conceito de fungdo Riemann-integravel.
Formalizar o conceito local de limite, continuidade
e diferenciabilidade de funcgbes reais definidas em
intervalos da reta.

Formalizar os conceitos de convergéncia de sequéncias
e séries de nimeros reais.

Possibilitar ao aluno o aprofundamento de conceitos
matematicos desenvolvidos inicialmente no curso de

Calculo.

Abordagem com aplicabilidade

dos conceitos e propriedades ao

Ensino Basico

Compreender a presenca da Andlise no ensino da

Matemadtica Elementar, bem como o estudo de séries

numéricas e suas convergencias.

Continua na préxima pdagina.
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Categoria Redagoes

Compreender a presenca da Andlise no ensino da
Matematica Elementar.
Compreender as aplicagdes das sequéncias e séries a

Matemadtica Elementar.

Fonte: elaborac¢do do autor, 2020.

A categorizagdo proposta no Quadro 4 diz respeito as habilidades esperadas a partir
de cada redagdo apresentada e parece sugerir, como uma visao geral, que a concepc¢do das
disciplinas apresenta a tendéncia de um enfoque maior sobre o aprofundamento de conceitos
e propriedades estudados no Calculo Diferencial e Integral, dedicado ao aprimoramento das
habilidades com as demonstragdes, com ligeira abordagem com aplicabilidade dos conceitos e
propriedades ao Ensino Basico.

Observando individualmente os Projetos Pedagdgicos dos cursos, ¢ mais perceptivel a
sugestao enunciada enquanto visdo geral, uma vez que as redagdes obtidas ocorrem, cada uma,
em apenas um Projeto Pedagogico de Curso. A observagdo sugere que os cursos ainda trazem
dificuldades para as discussdes sobre um enfoque mais voltado as possibilidades de integracao
entre assuntos da disciplina e assuntos do Ensino Basico.

Observando os cursos que propdem mais de uma disciplina de Analise Real para
realizagdo, neles sdo propostas duas disciplinas, e isto permite fazer uma avalia¢ao sobre como
a divisdo pode se comportar ao longo do tempo.

No conjunto dos documentos sob analise, os Quadros 5 e 6 mostram a tendéncia
em adotar a divisdo dos assuntos nas duas disciplinas nos seguintes grupos: para a primeira,
numeros naturais e enumerabilidade, axiomatizagdo do conjunto de niimeros reais, topologia
da reta, e sequéncias e séries numéricas; para a segunda, limite e continuidade de func¢oes
reais, derivada de fungdes reais, integrais e sequéncias e séries de fungdes reais. E possivel
perceber uma aproximacao entre os topicos da primeira disciplina de Analise Real dos cursos
que propdem mais de uma disciplina com os tépicos da disciplina de Analise Real dos cursos
que propdem apenas uma disciplina, sendo comuns os tdpicos: ndmeros naturais e
enumerabilidade, axiomatizacdo do conjunto de nuimeros reais, topologia da reta, e
sequéncias e séries numéricas.

Ao discutir os objetivos propostos para as disciplinas, é constatado um fato critico:

apesar de haver 13 cursos propondo a realizacao de duas disciplinas de Analise Real, apenas 2
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Quadro 5 - Contetdos propostos para a primeira das disciplinas de Analise Real
em Projetos Pedagoégicos de cursos de Licenciatura em Matematica de
Universidades Federais desde 2015, com a proposta de mais uma disciplina

por curso.
Assunto 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | Total

Conjuntos e Fungoes - - - - 1 1

Numeros Naturais e Enumerabilidade 1 1 3 4 1 10

Construgdo de Numeros Reais - - - - - -

Axiomatizacdo de Numeros Reais 1 1 3 7 1 13
Topologia da Reta 1 - 3 5 - 9
Sequéncias e Séries Numéricas 1 1 3 7 1 13
Limite e Continuidade de Func¢bes Reais | - - 3 2 -
Derivada de Func¢des Reais - - 1 1 -

Integrais - - -

Sequéncias e Séries de Fungoes Reais - - - - - -

Fonte: elaboracio do autor, 2020.

Quadro 6 - Contetidos propostos para a segunda das disciplinas de Andlise Real
em Projetos Pedagoégicos de cursos de Licenciatura em Matematica de
Universidades Federais desde 2015, com a proposta de mais uma disciplina
por curso.

Assunto 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | Total

Conjuntos e Fungoes - - - - - -

Numeros Naturais e Enumerabilidade - - - - - -

Construgdao de Numeros Reais - - - - - -

Axiomatiza¢do de Numeros Reais - - - - - -

Topologia da Reta - 1 - 1 1 3
Sequéncias e Séries Numéricas - - - - - -
Limite e Continuidade de Fung¢oes Reais 1 1 10
Derivada de Fung¢des Reais 1 10

Integrais

e el el
|
W W| NN
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|

Sequéncias e Séries de Fungoes Reais

Fonte: elaboracio do autor, 2020.

trazem os objetivos propostos para as disciplinas. Desta maneira, uma avaliagdo dos objetivos
das disciplinas, mesmo que realizada, fica prejudicada em sentido ao procurar discuti-la para

o conjunto de cursos.
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Quadro 7 - Categorias de classificacdo dos objetivos descritos para as disciplinas de Analise
Real em Projetos Pedagodgicos de cursos de Licenciatura em Matematica de
Universidades Federais desde 2015, com a proposta de mais de uma disciplina por
curso.

Categoria Redagoes

Aprimoramento das habilidades | Desenvolver habilidades no uso da linguagem e
com as demonstragdes demonstra¢des matematicas.

Habilitar o aluno a organizar axiomaticamente o
material apresentado em calculo diferencial de uma
variavel, visando tornar os estudantes familiarizados
com a linguagem formal e técnicas de demonstragao

em matematica.

Aprofundamento de conceitos | Definir rigorosamente e compreender resultados
e propriedades estudados no | fundamentais dos conceitos de sequéncia e séries
Calculo Diferencial e Integral numéricas, limites e continuidade de fung¢oes reais de
uma variavel real.

Definir rigorosamente e compreender resultados
fundamentais dos conceitos de derivada, integral,

sequéncias e séries de fun¢odes reais de uma variavel

real.

Fonte: elaborac¢do do autor, 2020.

Conforme exposto no Quadro 7, a concepgdo das disciplinas nos 2 cursos sob estudo
sugere a tendéncia de uma abordagem voltada ao aprofundamento de conceitos e propriedades
estudados no Calculo Diferencial e Integral, dedicado ao aprimoramento das habilidades com
as demonstragdes. Nas disciplinas analisadas para a constru¢ao do referido Quadro, ndo ha
meng¢des ao Ensino Basico para as disciplinas propostas nestes cursos. As redagdes descritas

ocorrem, cada uma, em apenas um Projeto Pedagdgico de Curso.

3.2.2 Asdisciplinas de Andlise Real em cursos de Institutos Federais de Educagdo, Ciéncia e

Tecnologia

Dos 74 Projetos Pedagdgicos de cursos de Licenciatura em Matemadtica de Institutos
Federais de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia, apenas 5 propdem a realizacdo de mais de uma
disciplina de Analise Real. Restringindo o escopo a cursos com Projetos vigentes desde 2015,

em virtude de regulamentagdes recentes, ha apenas 2 em 53 Projetos propondo a realizagdo de
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mais de uma disciplina de Analise Real. Assim, apenas a primeira disciplina de Analise Real

a ser realizada em cada um desses dois cursos sera considerada para efeito de estudo.

Quadro 8 - Conteudos propostos para as disciplinas de Analise Real em Projetos
Pedagdgicos de cursos de Licenciatura em Matematica de Institutos Federais
de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia, desde 2015.

Assunto 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | Total
Conjuntos e Fungoes 1 - - 1 1 3
Numeros Naturais e Enumerabilidade 5 1 9 8 6 29
Construc¢ao de Numeros Reais - - 3 2 1 6
Axiomatiza¢cdo de Numeros Reais 10 8 10 12 6 46
Topologia da Reta 7 5 8 12 6 38
Sequéncias e Séries Numéricas 10 7 13 14 7 51
Limite e Continuidade de Fung¢des Reais | 9 7 9 12 6 43
Derivada de Fung¢oes Reais 8 7 5 10 4 34
Integrais 5 5 2 5 3 20
Sequéncias e Séries de Fungdes Reais 2 1 1 1 - 5

Fonte: elaborac¢do do autor, 2020.

Hé uma tendéncia, nos documentos em estudo, em apresentar para discussdo em uma
disciplina de Analise Real, os seguintes tdpicos: nimeros naturais e enumerabilidade,
axiomatizagao do conjunto de niimeros reais, sequéncias e séries numeéricas, topologia da reta,

limite e continuidade de fung¢des reais, derivada de fungdes reais e integrais.

Quadro 9 - Categorias de classificacdo dos objetivos descritos para as disciplinas de Analise
Real em Projetos Pedagdgicos de cursos de Licenciatura em Matematica de
Institutos Federais de Educagao, Ciéncia e Tecnologia, desde 2015.

Categoria Redagoes

Aprimoramento das habilidades | Adquirir os alicerces bésicos para ensinar os principios
com as demonstragoes fundamentais da Matematica.

Ampliar a capacidade de formalizagdo matematica
através da analise de conceitos e da aplicacdo de
uma metodologia de constru¢ao do conhecimento que
possa fundamentar teorias matematicas como o célculo

diferencial e o calculo integral.

Continua na préxima pagina.
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Categoria

Redagdes

Ampliar o conhecimento sobre os conjuntos numéricos
dos naturais, racionais, irracionais e reais, por meio do
rigor logico-matematico.

Capacitar o académico na habilidade resolutiva de
problemas concretos, viabilizando o estudo de modelos
abstratos e sua extensdo genérica a novos padrdes e
técnicas de resolugdes.

Compreender a importancia do rigor matematico,
desenvolver a capacidade de abstracio e de fazer
demonstragoes analiticas.

Compreender os conceitos basicos de Analise
Matematica, estudando teoremas e propriedades,
provomendo a construcao desses resultados por meio
do raciocinio dedutivo.

Conhecer a estrutura axiomatica do sistema dos
numeros reais e deduzir as consequéncias mais
importantes dessa estrutura.

Conhecer a necessidade das hipdteses apresentando
e demonstrando os teoremas centrais dos tdpicos
estudados.

Desenvolver a capacidade critica para a analise e
resolugdo de problemas no contexto da analise real.
Desenvolver o senso critico quanto a verificagdo de
resultados com foco em uma demonstracio bem
argumentada logicamente.

Desmistificar, com o auxilio da histéria, a matematica,
e em particular a andlise, como uma ciéncia
essencialmente abstrata, um edificio de estruturas
dadas a priori.

Enfatizar o encadeamento logico das proposicoes e
analise das propriedades mais relevantes dos objetos
estudados.

Enunciar e demonstrar proposigoes.

Estudar de forma demonstrativa conceitos ja usados
em aplicagdes como conjuntos, funcdes e numeros

reais, caracterizando também as sequéncias e séries dos

Continua na proéxima pdagina.
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Categoria

Redagdes

naimeros reais e construindo conceitos iniciais sobre a
topologia da reta.

Estudar diferentes construgdes do conjunto dos
nimeros reais, mostrando com o rigor necessario
suas propriedades (com aten¢do para aquelas que
diferenciam o corpo dos nimeros reais do corpo dos
nameros racionais).

Proporcionar o desenvolvimento da abstragdo, da
capacidade de realizar demonstracdes analiticas
com rigor matemdtico bem como entender a
fundamentagdo tedrica de conjuntos numéricos,
operagdes com conjuntos, fungdes e sequéncias.
Proporcionar uma compreensdo solida e um
aprofundamento de alguns conceitos basicos da
matematica escolar e do calculo.

Redigir defini¢des, propriedades e demonstragdes
a respeito do conjunto dos numeros reais, sua
constru¢ao formal, topologia e enumerabilidade dos
seus subconjuntos, representacao decimal, sequéncias
e séries reais.

Validar e explorar as fronteiras das teorias expostas.

Aprofundamento de conceitos

e propriedades estudados

Calculo Diferencial e Integral

no

Analisar as derivadas de fungdes e a regra da cadeia.
Analisar as séries de poténcias e a Formula de Taylor.
Analisar as séries numéricas e testes de convergéncia.
Analisar conjuntos abertos, fechados e conjuntos
compactos.

Analisar o Criterio de Cauchy.

Analisar o limite de fungdes, continuidade.

Aprender nogdes de Topologia da reta.

Apresentar a axiomatica da constru¢ao dos conjuntos
numeéricos.

Aprofundar a compreensao dos conjuntos numéricos,
especialmente dos nimeros reais.

Aprofundar o estudo de processos infinitos e retomar

questdes elementares que até entdo eram tratadas de

forma intuitiva, tais como as diversas manifestacdes do

Continua na préxima pagina.
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Categoria

Redagdes

infinito, drea e comprimento do circulo e a defini¢do
de 7, defini¢des do niumero e de Euler, assim como sua
irracionalidade.

Aprofundar o estudo dos niimeros reais, das sequéncias
e séries numéricas.

Aprofundar os conceitos ja estudados no Calculo como
Limites de fun¢oes reais, continuidade e derivadas.
Avaliar a convergéncia de sequéncias e séries infinitas e
a continuidade e a integrabilidade de fungdes definidas
no corpo dos numeros reais.

Compreender as sucessdes numéricas, limites superior
e inferior.

Compreender o conceito de corpo ordenado completo.
Compreender o conceito de nimeros naturais e suas
propriedades.

Compreender o que é uma sequéncia e uma série,
destacando suas propriedades e teoremas relacionados.
Compreender os conceitos de supremo, infimo,
conjuntos finitos, infinitos e enumeraveis.

Construir os conceitos basicos de topologia na reta,
bem como suas relagdes com seqiiéncias, aplicados no
estudo de limites, continuidade, derivabilidade.
Definir o conjunto dos nimeros reais como corpo
ordenado completo.

Definir sequéncias de Cauchy.

Distinguir ~ séries  convergentes,  absolutamente
convergentes, condicionalmente convergentes e
divergentes.

Estabelecer com precisdo a diferenga entre conjunto
finito e conjunto infinito, assim como a distingdo entre
conjunto enumeravel e conjunto nao-enumeravel.
Estudar outras representagcdes para os nimeros reais,
agora podendo ser tratadas de forma precisa: como
limite de uma sequéncia convergente, como uma série
ou como uma fragao continua.

Formalizar com rigor matemadtico resultados sobre

Continua na proéxima pdagina.
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Categoria

Redagdes

limite, continuidade, diferenciabilidade e integracao de
fungdes de uma variavel.

Formalizar o estudo dos objetos do Calculo Diferencial
e Integral.

Formalizar os conceitos do Calculo através da
construgdo rigorosa da analise matematica partindo
da axiomatizacao do corpo dos numeros reais.
Fornecer ao aluno os elementos necessdrios a
compreensdo da estrutura do conjunto dos numeros
reais e ferramentas para tratar problemas de
convergéncia de séries e sequéncias de numeros
reais.

Identificar e diferenciar corpos e corpos ordenados.
Introduzir os conceitos basicos de topologia da reta,
além de detalhar o estudo do limite de funcoes,
continuidade e derivadas.

Operar com limites de sequéncias e determinar limites
infinitos.

Perceber a completude do conjunto dos ntimeros reais.
Possibilitar ao estudante melhor compreensido de
técnicas usadas no calculo diferencial e integral por
meio de uma justificativa formal.

Reconhecer conceitos bésicos de topologia na reta.
Reconhecer sequéncias limitadas e suas propriedades.
Refletir sobre a propriedade da completeza do corpo

ordenado dos niimeros reais e suas implicagoes.

Abordagem com aplicabilidade
dos conceitos e propriedades ao

Ensino Basico

Discutir a importincia do estudo de Anidlise na
licenciatura.

Discutir e refletir sobre as definicbes usadas na
Educagdo Basica e os problemas que elas podem
acarretar, usando para tal as defini¢des ja constantes em
livros didaticos.

Desenvolver a percep¢do da matematica como um

conjunto de conhecimentos que sdo uteis para uma

melhor compreensao dos fendmenos da natureza.

Fonte: elaboracio do autor, 2020.
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Dos 74 Projetos Pedagdgicos de Curso levantados, 39 apresentam os objetivos
esperados da realizagdo das disciplinas; dos vigentes desde 2015, ocorre uma condi¢do mais
favoravel em contraste aquela observada no caso das Universidades Federais, dado que 30 dos
53 documentos contemplam os objetivos para a realizagdo das disciplinas. Com isso, ¢ possivel
discutir que enfoque é dado nessas disciplinas.

A partir da categorizagao expressa pelo Quadro 9, as categorias mencionadas parecem
sugerir que os cursos sob andlise também apresentam uma preocupagao extensa com o
aprofundamento de conceitos e propriedades estudados no Calculo Diferencial e Integral
voltada ao aprimoramento das habilidades com as demonstra¢des, com ligeira abordagem com
aplicabilidade dos conceitos e propriedades ao Ensino Basico.

Na categorizagdo descrita, é surpreendente o fato de cada objetivo descrito fazer parte
de apenas um Projeto Pedagdgico de curso. Por outro lado, como ha 39 cursos nesta descrigao,
é preocupante o fato de haver apenas 3 cursos com uma preocupagao explicita em relagdo a
abordagem de conceitos e propriedades do Ensino Basico durante os estudos em Analise
Real.

Os cursos ofertados pelos Institutos Federais de Educagao, Ciéncia e Tecnologia sao
mais recentes do que os ofertados pelas Universidades Federais. Porém, os dados do Quadro
9 mostram que estes cursos, mesmo recentes, ainda trazem dificuldades para as discussdes
sobre um enfoque mais voltado as possibilidades de integragdo entre assuntos da disciplina e

assuntos do Ensino Bdsico.

3.2.3 Uma leitura a respeito dos dados levantados

Observando mais a fundo as informagdes levantadas a partir dos Projetos Pedagdgicos
dos cursos ja mencionados, os objetivos previstos neles para as disciplinas de Analise Real
abrem um espago amplo para criticas quanto a concep¢ao e a realizacdo dessas disciplinas
nos cursos. Mesmo com cada professor podendo trabalhar com uma metodologia diferente,
0s objetivos propostos para as disciplinas determinam um enfoque e, consequentemente, a
metodologia a ser adotada pelos professores.

Neste sentido, as categorias caracterizadas nos Quadros 4, 7 e 9 e as sugestoes que
surgem dos referidos Quadros mostram a possibilidade de um engessamento momentineo em

relagdo aos principios norteadores da concepgao dessas disciplinas, voltados a uma abordagem
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demonstrativa de aspectos relativos a fundamentagiao do Célculo Diferencial e Integral.

A visdo a respeito de um engessamento momentaneo diz respeito as necessidades
impostas pelas normativas vigentes para a reformulagdo dos cursos de Matematica. Por outro
lado, as criticas levantadas a realizagao das disciplinas de Analise Real nos cursos de Matematica
evidenciam um engessamento mais profundo, mais perceptivel na metodologia dos professores
que ministram as disciplinas e, com um olhar mais amplo, perceptivel também nas propostas
feitas por estes professores para a concepgao de disciplina que se encontra presente nos cursos
de Matematica.

A visdo a respeito do carater de fundamentagdo do Célculo Diferencial e Integral se
mostra ainda mais presente quando considerados os Quadros 3, 5, 6 e 8. A distribui¢do dos
topicos evidencia um olhar voltado ao estudo de limites e derivadas, em particular, de fung¢des
reais como um apice para as disciplinas de Analise Real. Esta é outra particular critica a
abordagem das disciplinas, pois sugere que a disciplina tem um fim em si mesma e ndo se
amplia para uma visdo ampla de curso.

Particularmente, tais topicos podem ser trabalhados em uma perspectiva mais ampla,
trazendo um olhar a um ponto muito importante e determinante para a concep¢ao do conjunto
de nimeros reais: o comportamento dos subconjuntos de nimeros racionais conforme sdo
trabalhadas propriedades operatérias. Com efeito, é a partir da avaliagdo deste quesito que
surge a necessidade de um conjunto que traga certa estabilidade quanto a tais propriedades e,
consequentemente, uma relacdo mais proxima entre o palpavel (nimeros racionais) e o estavel

(numeros reais).

3.3 Discussdes Correntes Sobre o Ensino de Analise

As pesquisas correntes sobre o Ensino de Analise se voltam a levantar questdes a partir
da finalidade de um curso de Licenciatura em Matematica, qual seja, a de prover professores
qualificados em nivel superior para o exercicio da docéncia no Ensino Bésico. Os
questionamentos se voltam a discussdo das condi¢des da realizacao das disciplinas referentes
ao componente curricular destinado ao estudo de Fundamentos de Analise para uma visao
integrada a vivéncia profissional dos estudantes. Como ha criticas que podem tomar um tom

acido pela sua propria expressao, a discussao nesta se¢io é conduzida com cautela.
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3.3.1 Criticas a abordagem e ao enfoque da realizacdo das disciplinas de Andlise Real

Uma vertente necessaria a discussdo é a de considerar as visdes dos professores dos
cursos de Licenciatura em Matematica no tocante a realizagdo das disciplinas de Analise Real.
Para Martines (2012), os professores se expressam nas pesquisas com as seguintes visoes: em
uma comparagio entre a densidade de assuntos estudada nos cursos de Bacharelado em
Matematica, deve ser visto um conjunto de conceitos e propriedades menor nos cursos de
Licenciatura em Matematica; voltada a finalidade de um curso de Licenciatura em Matematica,
¢ necessaria uma discussdo profunda sobre as propostas de disciplinas de Andlise Real em
termos do conteudo a ser abordado, da maneira que se fara a abordagem, e das conexdes
efetivamente realizadas nas disciplinas.

Ao levar em consideragdo os Quadros 3, 5 e 8, inicialmente se percebe um movimento
no primeiro sentido, o de uma restri¢do a um conjunto de conceitos e propriedades menor do
que o presente nos cursos de Bacharelado em Matematica. Concordando com Silva (2015), este
aspecto conduz a conclusdo de que, mesmo com menos assuntos, a abordagem das disciplinas
de Analise Real dos cursos de Licenciatura em Matematica se mantém semelhante a abordagem,
nos cursos de Bacharelado.

Porém, as preocupagdes dos professores também ganham outra forma, menos
agressiva. Para Martines (2012), os professores acreditam ser necessario aos estudantes
dispor de um conhecimento superior aquele de que efetivamente fardo uso em sua carreira
profissional. Nesta esteira, a abordagem voltada a discussdo da fundamentagéo teérica presente
nas disciplinas de Analise Real recebe o olhar de um conhecimento aparentemente adicional,
mas necessario. Apesar disso, ha a preocupagao com a fundamentagao do conjunto de nimeros
reais como algo necessario ao futuro professor. Conforme observado nos citados Quadros,
parcela significativa das propostas de disciplina de Analise Real contempla um estudo sobre
numeros reais e tende para uma abordagem axiomatica deste assunto.

Observando a categorizagdo descrita nos Quadros 4, 7 e 9, ha uma extensiva
preocupagao, nas disciplinas de Analise Real, com uma abordagem voltada a fundamentagao
de conceitos e propriedades referentes a assuntos estudados em disciplinas de Calculo
Diferencial e Integral. A observa¢ao é ainda mais significativa ao perceber que a categoria
“Aprofundamento de conceitos e propriedades estudados no Célculo Diferencial e Integral”

reune parcela consideravel dos objetivos propostos para as disciplinas que se enquadram nesta
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categoria.

Tal constatacdo levanta questdes sobre o enfoque dado as disciplinas de Anélise Real.
Na visao de Martines (2012), enquanto tratada como uma etapa de consolidagao dos estudos
sobre o Calculo Diferencial e Integral, dispoe de métodos e técnicas voltadas ao exercicio
do raciocinio 16gico-dedutivo com a finalidade de fundamentar conceitos e propriedades ja
estudados em uma etapa anterior, alinhando-se, em parte, ao desenvolvimento histérico do
assunto. Esta condi¢do ndo privilegia uma compreensdo mais ampla sobre como este
conhecimento sobre fundamentac¢ao tedrica pode se aliar a outros conhecimentos adquiridos
no curso.

Além disso, Silva (2015) aponta que a propria abordagem légico-dedutiva é encarada
como uma persisténcia da visdo que privilegia o dominio dos conhecimentos em Matematica
como recurso para uma atuagdo profissional de exceléncia. Esta visdao pode, nas observagdes
de Pinto (2016), ser encarada como um reflexo de uma visao responsavel por privilegiar o
acesso ao saber académico como absolutamente necessario, e, dele, proporcionar a abordagem
dos assuntos elementares sob uma forma ampla e precisa. Entretanto, como avalia Martines
(2012), é considerado um avanco haver professores que compreendam a necessidade de se
discutir como as disciplinas de Analise devem ser propostas para um curso de Licenciatura em
Matematica, em um carater mais alinhado as pretensdées do curso, mesmo que com
divergéncias sobre como proceder.

Outra vertente para a avaliacdo diz respeito a como os estudantes compreendem a
realizacdo de uma disciplina de Analise Real nos cursos de Licenciatura em Matematica. A
critica mais contundente diz respeito a falta de vinculos entre os assuntos do Ensino Basico
e os assuntos contemplados nas disciplinas de Analise Real, observada em Bolognezi (2006)
e Gomes (2013). Gomes (2013) nos permite anotar que, para os estudantes, a abordagem
légico-dedutiva voltada a fundamentagao de conceitos e propriedades do Calculo Diferencial
e Integral traz dificuldades a compreensao dos proprios conceitos estudados nas disciplinas de
Analise Real.

Ainda na avaliagio de Gomes (2013), a abordagem logico-dedutiva requer uma
mudanga de postura dos estudantes quanto ao preparo para o estudo, sendo necessario trazer
outra finalidade a técnicas de leitura e registro utilizados até a realiza¢ao de uma disciplina de
Analise Real. Como parcela significativa dos estudantes tém dificuldade em mudar sua

propria abordagem para a leitura e a escrita, um recurso comumente utilizado é o de
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memorizagdo, geralmente a partir do momento em que os estudantes ndo conseguem mais
compreender os conceitos para deles se apropriar. A constata¢do de que isto ocorre muito
proximo ao inicio das disciplinas traz uma certa gravidade a reagao.

Nao obstante, Gomes (2013) menciona que a preocupagao com a fundamentagio
tedrica, na visdo dos estudantes, parece deixar de lado possiveis relagbes que possam ser
estabelecidas com os assuntos estudados no Ensino Basico e que serdo alvo da atuagdo
profissional dos estudantes ao concluirem o curso. Apesar de constatado que ha uma
abordagem sobre o conjunto de niimeros reais, Otero-Garcia (2011) alerta para o fato de esta
abordagem ser tratada de maneira axiomatica ser visto como um entrave a relacao entre a visao
trazida do Ensino Basico e a visao trazida pelas disciplinas de Analise Real, por desconsiderar
as relagdes que motivam a prépria necessidade do conjunto de nimeros reais e as relagdes
a serem estabelecidas com os proprios campos do conhecimento da Matematica.

Um questionamento a respeito da percepgdo dos estudantes diz respeito a postura de
professores durante a realizacao das disciplinas de Andlise Real. Ainda na esteira da
preocupagdo com a fundamentagdo do Calculo Diferencial e Integral, Bolognezi (2006) traz
a situacao de haver professores que se remetem exatamente as disciplinas voltadas ao estudo
do Calculo como motivadores para as dificuldades presentes que os estudantes demonstram
nas disciplinas de Analise, por haver naquelas conceitos e propriedades que precisavam ser
bem compreendidos antes do estudo proporcionado por estas. Porém, para Reis (2001), isto
se alicerca mais em uma postura de adequagdo a um sistema de ensino em vez de uma atuagao
efetiva no sentido de responsabilizar o estudante pelas dificuldades apresentadas.

Neste sentido, é importante discutir o que esta constatacdo significa: os estudantes
atravessam as disciplinas de Analise Real e as consideram um engodo, um entrave, a suas
formagoes. E, portanto, necessério discutir ndo apenas razdes para que os estudantes nio
compreendam os assuntos da Analise Real, mas razdes para uma repulsa as disciplinas.
Bolognezi (2006) aponta que, sob o olhar dos estudantes, os professores nao assumem a
postura de facilitadores de uma aprendizagem significativa, mas a postura de repetidores e
transmissores de um conhecimento pronto e acabado. Por aprendizagem significativa,
entendemos, concordando com Borssoi e Almeida (2004), um processo em que o assunto em
estudo ¢ discutido e compreendido de maneira a trazer algum significado concreto para aquele
que o estuda, constituindo, assim, um ambiente de constru¢do do conhecimento. Em outras

palavras, trata-se de uma construcdo de relagdes entre saberes da propria pessoa e as interacdes
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dela com novos conhecimentos.

Perceber a necessidade de uma mudanga significativa quanto a proposta de realiza¢ao
das disciplinas ndo deve ser apenas uma constatagdo, mas uma a¢do. Retomando os Quadros
7,4 e 9, é possivel afirmar que esta acdo deve nortear a forma de propor a postura docente
perante as disciplinas, o que ¢ feito através dos objetivos propostos para as disciplinas. O fato
de as disciplinas terem seus objetivos mais voltados a aprofundar conceitos e propriedades
estudados no Calculo Diferencial e Integral e a aprimorar as habilidades com as
demonstra¢des mostra que ainda ha uma distancia entre as opinides dos professores e as

criticas feitas a realizacao das disciplinas.

3.3.2  Alcance das propostas de intervengdo nas disciplinas de Andlise Real

Mesmo com as criticas envolvendo a concepgdo das disciplinas nos Projetos
Pedagogicos de Curso e, consequentemente, a realizagao destas, ha esforcos no sentido de
trazer um olhar mais cuidadoso levando em consideragédo as criticas. Podem ser destacados
esfor¢os quanto ao estudo do conjunto de niimeros reais, ao estudo de sequéncias numéricas
e ao estudo de limites de sequéncias e de fungoes reais.

Iniciando com o estudo de nimeros reais, Cruz (2011) propde a realizagdo de uma
oficina voltada ao estudo da representacdo decimal de niimeros reais. Nesta proposta, sdo
abordados os conceitos de sequéncia e de limite de sequéncia como recurso para a
compreensdo da representa¢do decimal, dividida em finita, periddica e nao periddica. A
avaliacao de livros didaticos traz a proposta a discussao sobre como tornar a representagdo
infinita mais palpavel aos estudantes do Ensino Basico.

Ainda na esteira do conjunto de numeros reais, Oliveira (2017) traz uma discussdo
sobre como a abordagem sobre um conjunto completo pode ser realizada para o estudo do
conjunto de numeros reais. O enfoque dado a esta proposta envolve o trato com as relagdes
entre conjuntos e traz uma visualizagdo a respeito do Principio dos Intervalos Encaixados,
através do qual é possivel construir uma sequéncia de intervalos fechados capaz de
providenciar um numero real, como recurso para a obtengdo e a discussdo da existéncia de
numeros irracionais. Neste interim, a avaliagdo de livros didaticos para a elabora¢io da
proposta traz uma discussao sobre a necessidade do conjunto de numeros reais como forma

de suprir dificuldades existentes no conjunto de nimeros racionais.
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Sobre o estudo de sequéncias numéricas, Fernandes Junior (2014) propde, em
intervencao durante uma disciplina de Andlise Real, a discussdo de limites a partir das
dificuldades de compreensdo enfrentadas pelos estudantes. Os estudantes apresentam
dificuldades relacionadas a compreensio de nogdes tidas como elementares, como
interpretacdo e manipulagdo de desigualdades, fun¢des definidas nos conjuntos de nimeros
naturais e nimeros reais, esbogo de representagao grafica de fungoes, e leitura de simbolos e
representacao de indices. Destas, também surgem as dificuldades relacionadas a conceituagao
de sequéncia, sequéncia limitada e limite de sequéncia.

Neste escopo, Fernandes Juinior (2014) trabalha com a representacio destas
desigualdades conforme apresentadas pelos estudantes, propondo atividades prévias as
etapas de interven¢do voltadas a um diagndstico de possiveis razdes para as dificuldades
apresentadas e constatando que houve um conflito de ideias referente as abordagens dadas
nas disciplinas de Célculo Diferencial e Integral e de Analise Real sobre o mesmo assunto. No
intuito de contornar as dificuldades, as atividades tém a finalidade de trazer a expressdo dos
estudantes a respeito dos assuntos em discussdo, o que os motivou a compreender melhor o
estudo de sequéncias numéricas e das condi¢bes estabelecidas pouco a pouco sobre elas para
o estudo de limite de sequéncia.

Em relagdo ao estudo de limites de fun¢des, Amorim (2011) estuda as dificuldades
enfrentadas pelos estudantes de uma disciplina de Analise Real ao longo do estudo de limites
de fungoes. Este estudo traz uma percep¢ao semelhante a de Fernandes Junior (2014) quanto as
dificuldades dos estudantes, que culminam em ndo compreender os conceitos e as
propriedades deles decorrentes. Para contornar as dificuldades apresentadas pelos estudantes,
Amorim (2011) faz uso da constru¢do de imagens conceituais voltadas a relacionar etapas e
processos de maneira a tornar a abordagem de limites compreensivel, e alcan¢a um resultado

positivo ao proporcionar a compreensao do assunto aos estudantes.

3.4 Consideragdes Parciais: Que Rumos Seguir?

Observando a concepgdo atual das disciplinas de Analise Real nos cursos de
Licenciatura em Matematica ofertados em Instituicoes Federais de Ensino Superior, é
perceptivel um alinhamento com a evolugdo do curso de Matematica da Universidade de Sao

Paulo, e, em particular, uma relagdo mais préxima com a estrutura nele vigente desde 1980
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até a atualidade.

Um olhar mais agucado sobre as proprias disciplinas mostra um enfoque voltado ao
aprofundamento de conceitos e propriedades estudadas no Célculo Diferencial e Integral e ao
aprimoramento das habilidades com as demonstragdes. Em poucos cursos ha indicios de um
enfoque voltado a uma interagdo propicia com o Ensino Basico, seja para propor um didlogo
entre os conceitos trabalhados na disciplina e os conceitos trabalhados no Ensino Basico seja
para auxiliar a desenvolver habilidades para a adequag¢ao conceitual.

Como levantado nas criticas e nas propostas de atuagdo para as disciplinas de
Analise Real, é necessario um didlogo constante com os conceitos de conjunto e fun¢ao. Na
realidade, é esperada certa compreensao sobre estes conceitos logo ao inicio da realizagdo da
disciplina, mas uma mudan¢a no enfoque pode ser determinada a partir de uma avaliagdo
sobre a compreenséo prévia dos estudantes. Neste sentido, é interessante trabalhar com o olhar
voltado a explorar conjuntos, objetos e as propriedades das relagdes entre objetos e conjuntos
e entre conjuntos, e isto envolve, em menor ou maijor grau, um trabalho com desigualdades
e alguns recursos algébricos que podem ser aprimorados a partir da compreensdo prévia dos
estudantes.

Em virtude das condigdes levantadas a partir das criticas e das propostas de atuagdo
para as disciplinas de Anadlise Real, propor uma abordagem levando em consideragao a énfase
sobre a defini¢do e o uso de propriedades sobre conjuntos pode se mostrar um instrumento util
e viavel para provocar o interesse dos estudantes sobre o assunto e proporcionar um caminho

para o elo entre a formagdo académica e a atuagdo profissional.
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4 UMA PROPOSTA EM SEQUENCIAS DIDATICAS PARA REALIZACAO EM UMA
DISCIPLINA DE ANALISE REAL

A partir da discussdo a respeito da concepcao das disciplinas de Analise Real nos cursos
de Licenciatura em Matematica no pais, as criticas que tomam sua maior forma na postura
adotada pelos professores dizem respeito ao apelo ao rigor e ao formalismo. Apesar de o rigor
ter uma motivagdo no cuidado com o trato de conceitos e propriedades, é tido como
exacerbado em conjunto a um principio formal de redagao.

E importante levar em consideracdo, quanto a este assunto, o fato de as descobertas
se darem de uma maneira inicialmente explicativa, com uma larga discussao sobre conceitos
e propriedades que decorrem das descobertas, e a formalizagdo aludida pode ser entendida
como um processo de sintese de discussao. Mesmo assim, para uma abordagem inicial, é
desejavel que esta formalizacao dé espago para uma postura mais explicativa, onde, em vez
de conhecer consequéncias ja demonstradas sob uma forma padrdo, haja espago para
redescobrir os conceitos e as propriedades deles decorrentes em uma leitura atual.

Neste sentido, uma maneira para trabalhar pode ser constituida a partir de sequéncias
didaticas. Em sintese, as sequéncias didaticas sdo formadas como uma organizacao de agdes
a serem realizadas ao longo de apenas uma ou de uma quantidade de aulas. Um certo nivel de
previsibilidade para as agdes componentes das sequéncias é discutivel, em particular, porque
pressupde um amplo conhecimento sobre as dificuldades dos estudantes em relagdo aos
assuntos a serem abordados ao longo da aplicagdo das sequéncias didaticas.

Particularmente, em virtude de as disciplinas de Analise Real usualmente serem
ministradas por diversos professores, de uma maneira rotativa, tal previsibilidade se torna
mais dificil. Esta situagdo contribui para a dificuldade em encontrar estudos sobre as criticas
enfrentadas e a proposicao de melhorias quanto a realizagdo das disciplinas. Além disso,
contribui para essa dificuldade o fato de alguns professores mudarem suas metodologias a
cada atuacdo com as disciplinas, e isto levanta possibilidades de diferentes dificuldades
poderem ser levantadas e associadas a cada metodologia adotada.

Ainda assim, uma possibilidade é o recurso a constru¢ido de sequéncias didaticas
voltadas a abordar assuntos centrais a Andlise Real, com o condao de trazer conceitos do
Ensino Basico como suporte e referéncia para os assuntos a serem discutidos,

preferencialmente como recurso ao inicio das discussdes e com continuo didlogo ao longo
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das discussdes. Esta postura pode vir a modificar a concepgio da disciplina e,
consequentemente, o ementdrio nela discutido, para algo mais proximo a realidade
profissional ja enfrentada durante o Estagio Supervisionado e, consequentemente, a carreira

de professor.

4.1 Sequéncias Didaticas

A proposicao de sequéncias didaticas como recurso de trabalho surge a partir da
Teoria de Sequéncias Didaticas, um campo de estudo da Didatica da Matematica inicialmente
proposto por Guy Brousseau em 1986. Na visao de Teixeira e Passos (2013), Brousseau
considera importante um olhar diferenciado para as interagdes na sala de aula e para as
relagdes compreendidas pelo processo de aprendizagem, tornando necesséria a analise sobre
as condi¢des que determinam a tomada de decisdes neste processo, de maneira a fazer dela
um recurso para propor uma abordagem diferenciada e voltada a facilitar a compreensao dos
assuntos a serem discutidos.

As sequéncias didaticas, entdo, devem trazer uma perspectiva de trabalho voltada
a facilitacdo da aprendizagem de um determinado conceito ou um conjunto de conceitos.
Assim, concordando com Nunes e Nunes (2019), é importante levantar uma condi¢ao prévia
a proposicao e a realizacao das atividades em uma sequéncia didatica, constituida a partir dos
conhecimentos prévios dos estudantes como ponto de partida.

Para compreender melhor como estas nogdes podem ser abarcadas sob uma
perspectiva favoravel a uma proposta, antes é necessario compreender como uma sequéncia
didatica pode ser proposta. Zabala (1998) traz uma visdo bastante proxima a elaboragdo de
um planejamento de aula, em que uma sequéncia didatica é constituida a partir de atividades
a serem realizadas, sob uma ordem e uma estrutura particulares, onde se torna um
instrumento propicio para alcancar determinados objetivos conhecidos pelo professor e pelos
estudantes. Teixeira e Passos (2013), por sua vez, percebe uma sequéncia didatica enquanto
um conjunto de situagdes a serem discutidas ao longo de uma quantidade previamente
determinada de aulas, com a finalidade de facilitar a compreensao de assuntos a serem
trabalhados, sem a necessidade de esgotar esses assuntos conforme sao desenvolvidos.

Mas também é necessdrio compreender o papel do professor na propositura de uma

sequéncia didatica. Claramente, ndo pode ser o papel de um mero repetidor de ideias e de
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ideais, mas de um participante que tem a possibilidade de orientar. Esta interacdo entre
professor e estudantes é, nas palavras de Vidal (2016), necessaria para perceber como os
conhecimentos prévios dos estudantes se transformam com as interagdes propostas ao longo
da realizacdo das atividades, e, inclusive, determinam como ocorrerad a interacdo entre os
proprios estudantes para a compreensao sobre o assunto em discussao.

E perceptivel, ao observar a concepcio de Zabala (1998), que ha diferencas
substanciais de acordo com o papel do professor na proposicdo e na realizagao das atividades
de uma sequéncia didatica. Neste sentido, Zabala (1998) considera quatro possibilidades, em
que ¢é perceptivel a necessidade de uma mudanga de postura.

Para a primeira, o papel do professor é o de um palestrante, um comunicador de ligdes.
Nesta esteira, a concepgdo da sequéncia didatica segue, como roteiro de elaboragio, a
comunica¢do da licdo, o estudo individual, a repeticado do conteiido, um exame e uma
avaliacao. Neste caso, ocorre um esforco do estudante em compreender o contetido a partir de
uma
visdo preestabelecida, e isto motiva uma critica particular aos cursos de Matematica, porque
a postura sob analise é compreendida como um padrao dos professores.

Para a segunda, o papel do professor é o de um orientador. Ha uma diferenca entre
a postura de orientar e a postura de palestrar: a orientagdo propde um pensamento sobre
caminhos e possibilidades para a realizagao de um trabalho em vez de considera-los como
prontos e acabados. Para esta possibilidade, a concep¢do da sequéncia didatica ja tem por
roteiro de elaboragdo a apresentagdo de uma situagdo a ser estudada, a busca por solugoes,
a exposicao do conceito ou do algoritmo, a generalizagdo ou abstragdo, a aplicagao do conceito
ou do algoritmo em diferentes contextos, o exercicio do conceito ou do algoritmo, um exame
e uma avaliagdo.

Para a terceira, o papel do professor é o de um orientador e mediador, com um maior
alcance sobre a mediagdo. Neste sentido, o professor passa a participar da discussdo em vez
de propor caminhos e solugdes para a continuidade das atividades. Para esta situagdo, a
concepgao de sequéncia didatica difere quanto aos passos iniciais em relagdo a anterior,
trazendo como roteiro de elaboragdo a apresenta¢do de uma situa¢do a ser estudada, um
dialogo entre os participantes a respeito da situagdo apresentada, a compara¢ao de diferentes
pontos de vista, a tomada de conclusoes, a generalizacdo ou abstragdo, a realizagio de

exercicios de memorizagdo, um exame e uma avaliacao.
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Para a quarta, o papel do professor combina a orienta¢do, a mediacao e a participagao
na atividade. A participa¢do do professor traz como elemento diferenciador a possibilidade
de compreender os pontos de vista dos estudantes ao longo da discussdo e da realizagdo das
atividades. Nesta perspectiva, a sequéncia didatica traz como roteiro de elaboragao a
apresentacdo de uma situagdo a ser estudada, a proposicdo de problemas ou solugoes,
a proposicao de fontes de informacédo, a busca da informagao, a elaboragdo das conclusoes,
a generalizacao ou abstragdo e sintese, a realizacdo de exercicios de memorizagao, um exame
e uma avaliacdo.

A classificagdo apresentada sugere formas de atua¢do que possivelmente fazem parte
da realidade do professor. Com efeito, trés dentre as classificagdes sugerem uma abordagem
inicial através de uma situagdo a ser estudada, mas a proposi¢do desta situagdo pode variar
com um diagnoéstico prévio sobre os conhecimentos dos estudantes. Isto significa que uma
condi¢do ideal seria recorrer a menos requisitos conceituais para a proposi¢ao de uma
sequéncia didatica, o que nem sempre é possivel.

Apesar desta dificuldade quanto a uma condi¢ao ideal, para Nunes e Nunes (2019), a
constru¢do de sequéncias didaticas nao traz, necessariamente, um percurso fixo a ser
seguido durante a aplicagdo dessas sequéncias, mas traz possibilidades de interacdo que
podem ja ser correntes ou passarem a ser percebidas tanto no processo de elaboragdo quanto
durante a aplicagio.

Quando as possibilidades de interagdo sdao percebidas durante a aplicagao,
contribuem para a melhoria da proposi¢do inicial. Assim, nem sempre uma proposta de
sequéncia didatica sera proveniente de um longo periodo de observagdo ou de
experimenta¢do; uma proposta pode ser apresentada com um conhecimento prévio de
condi¢oes consideradas existentes como motivagdo para a elaboragao presente e a aplicagdo

futura de uma sequéncia didatica.

4.2 Principios Norteadores Para a Proposta

As propostas ja estudadas no Capitulo 3 para uma atuagdo com as disciplinas de
Analise Real constatam dificuldades com o tratamento de conjuntos e de operagdes neles
estabelecidas, quando se lida com o estudo do préprio conjunto de niimeros reais e no trato

com limites de fungdes, envolvendo as sequéncias como uma classe particular de fungoes.
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A partir dos trabalhos estudados e considerando os conhecimentos estudados em
uma disciplina de Analise Real, a dificuldade com o tratamento das operagdes é tornada
mais clara quando os estudantes passam a lidar com o uso frequente de desigualdades. No
estudo da Analise Real, as primeiras dificuldades com essa questdo surgem no estudo de
minimos, maximos, limitantes, infimo e supremo de subconjuntos, uma vez que estes
conceitos sdo elaborados a partir de uma comparacio direta entre dois valores.

Nesta mesma esteira, a dificuldade com o trato de conjuntos e fung¢des é perceptivel
no estudo do conceito de enumerabilidade, que faz uso do conceito de fun¢do de uma
maneira muito densa na avaliacdo de subconjuntos que permitem determinar ou afastar a
hipotese de uma bijegdo. O trato de conjuntos traz ainda mais dificuldades no estudo dos
subconjuntos do préprio conjunto de niimeros reais, e, consequentemente, afeta o estudo
dos tépicos de topologia do conjunto de nimeros reais, por serem frequentes as avaliacdes
em termos de uma inclusdo de um conjunto em outro ou de uma intersec¢dao de dois
conjuntos.

Com as consideragdes feitas até o momento, a proposta é delineada em torno dos
seguintes topicos: a percepg¢ao sobre o infinito e a enumerabilidade do conjunto de nimeros
racionais; o estudo de minimo, maximo, limitantes, infimo e supremo de subconjuntos de
conjuntos numeéricos; razdes para a necessidade do conjunto de numeros reais;
axiomatizagdo do conjunto de numeros reais e nova avaliacio sobre a suficiéncia deste
conjunto; a ndo enumerabilidade do conjunto de nimeros reais; e a introdugado a estrutura
topoldgica do conjunto de niimeros reais a partir da avaliagdo de pontos interiores, pontos
aderentes e pontos cumulativos a um subconjunto.

Estas ideias sdo trabalhadas ao longo de seis sequéncias didaticas, estruturadas a
partir de um aporte tedrico minimo para a proposicdo de um ponto de partida para as
discussdes, a propositura de atividades que tenham o conddo de compreender alguns
aspectos a respeito dos conceitos e dos conjuntos sob estudo, e a abordagem mais ampla dos

conceitos e das propriedades inicialmente discutidas nas atividades.

4.2.1 A dinamica da percepgdo sobre o infinito

A presente sequéncia didatica aborda as visdes sobre o infinito passiveis de

desenvolvimento nos conjuntos de numeros naturais, nimeros inteiros e numeros racionais.
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Quadro 10 - Informagdes sobre a sequéncia didatica da se¢ao 4.2.1.

Assunto a ser abordado As projegoes da enumerabilidade nos conjuntos N, Z e Q

Objetivos da agao Proporcionar a compreensdo sobre o conceito de
enumerabilidade e os efeitos das demonstra¢oes usuais a
respeito da enumerabilidade de Z e Q. Compreender como
se da uma possivel enumeragdo para Z. Compreender

como se dd uma possivel enumeracio para Q.

Conhecimentos prévios Fungdes. Principio de Indugdo. Defini¢ao e propriedades de

conjuntos finitos, conjuntos infinitos.

Conhecimentos Infinitos numeros em N. Infinitos ndmeros em 7Z e a
desenvolvidos condicao de enumerabilidade de Z. Infinitos nimeros em

Q e a condi¢ao de enumerabilidade de Q.

Competéncias aprimoradas | Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes
conceitos e propriedades matematicas, empregando
recursos e estratégias como observagdo de padrdes,
experimentagdes e tecnologias digitais, identificando a
necessidade, ou ndo, de uma demonstracio cada vez mais

formal na validagao das referidas conjecturas.

Material necessario Quadro. Giz. Pincel. Canetas. Papéis.
Duracao da atividade 1 hora e 30 minutos.
Referéncias Calkin e Wilf (2000), Lima (2017)

Fonte: elaboracdo do autor, 2020.

O Quadro 10 traz as informagdes elementares a sequéncia.

Aporte tedrico

Conjuntos infinitos e o conceito de enumerabilidade

Uma maneira de trabalhar a dicotomia entre os termos finito e infinito em torno da
discussdo sobre conjuntos diz respeito a possibilidade de quantificar um conjunto, isto é,
dizer quantos objetos um conjunto encerra em sua constituicdo. E possivel fazer isto a partir
do conjunto de niimeros naturais, fixando um numero natural como termo para determinar
esta quantidade.

Por outro lado, é possivel discutir sob o ponto de vista de fun¢des, de maneira a

destacar um subconjunto S de um dado conjunto X sob estudo, de forma que S e X ndo sejam
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o mesmo conjunto, formular uma fung¢do f: X — S associando os objetos de X aos objetos
de S, e discutir sobre a viabilidade de f ser bijetiva. Neste sentido, X serd um conjunto infinito
quando houver algum subconjunto S C X, que ndo coincida com o préprio X, para o qual
seja possivel formular uma fungéo bijetiva f: X — S. Com esta observagdo, um conjunto X
sera finito quando a tnica bijegdo possivel de X com um subconjunto seu S ocorrer quando S
for o préprio conjunto X.

Dito isto, é possivel avancar em uma abordagem conceitual mais especifica para a
finalidade da sequéncia didatica. A compreensao inicial sobre um conjunto infinito se da com
o conjunto de nimeros naturais, de uma forma mais leiga, e ndo é a mesma advinda da nogéo
de conjunto infinito disposta nesta se¢cdo. Mesmo assim, esta compreensdo sofre
transformagdes que merecem atengdo ao longo do estudo em Matematica, e,
particularmente na Andlise Real.

Em se tratando de conjuntos numéricos, as referéncias siao voltadas a relacionar
todos os conjuntos numéricos a partir do conjunto de niimeros naturais, inclusive por ser o
primeiro conjunto numérico que um estudante tem contato ao longo da vida escolar.
Particularmente, o conjunto de nimeros naturais é infinito. Uma maneira de concluir esta
afirmacdo é considerar um ndmero natural p, promover a associagao f(1) = p + 1T,
f(2) = p + 2, f(3) = p + 3, e, de maneira mais geral, f(n) = p + n, e observar que essa
associac¢ao determina uma fun¢ao bijetiva f: N — S,onde S ={p +n; n € N}

Por outro lado, ¢ interessante que a associagdo entre outros conjuntos numéricos e o
conjunto de nimeros naturais seja estudada a partir do fato de N ser infinito. Levando isto
em consideracdo, um conjunto infinito é enumerdvel se houver alguma fun¢ao bijetiva
associando o conjunto de nimeros naturais a ele. A partir deste momento, a discussao é

voltada a explorar esta relagdo e a percepgdo sobre os demais conjuntos numeéricos.

Infinito em N

A percepgao sobre o fato de N ser infinito pode ser desenvolvida através do Principio
de Indugdo. Para tanto, é importante uma redagdo propria para uma compreensao adequada
do Principio, e uma sugestdo de redagao é a que se segue.

Considere uma propriedade a ser estudada e, a partir dela, formule um conjunto S

sem tentar prever que numeros naturais possam estar presentes nele. Avalie se a definicao
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dada a S permite concluir que 1 ¢ um objeto de S, ou seja, 1 € S. Sob esta condigdo, a
formulagdo de S permite concluir que o conjunto ndo ¢ vazio e permite considerar um
numero z qualquer que esteja presente em S para mostrar que z + 1 € S. Ao mostrar que
z+ 1 € S para um nimero natural z qualquer presente em S, é permitido afirmar que
S=N.

A percepgao do infinito em N é exatamente a descrita no processo de indugdo. A
propriedade a ser considerada é a de um numero natural sempre dispor de um sucessor.
Entao, o conjunto S ¢ constituido de nimeros naturais que dispéem de um sucessor. Desta
maneira, como 1 admite sucessor, entdo 1 € S, mostrando que S nao é vazio. Considerado
um ndmero natural z qualquer presente em S, isto é, z € S, é sabido que z dispdoe de um
sucessor, z + 1. Mas z + 1, por ser um numero natural, também dispde de um sucessor,
(z+ 1)+ 1,0uz+ 2. Portanto,z+ 1 € S.

Para compreender o que isto efetivamente significa, basta exibir este processo
iterativo. Como 1 € §, isto significa que 1 + 1, ou seja, 2, é o sucessor de 1. Mas 2 é um
numero natural e dispde de um sucessor, 2 + 1, ou seja, 3, é o sucessor de 2. Mas 3 também
¢ um numero natural e dispde de um sucessor, 3 + 1, ou seja, 4. Isto significa que aquele
nimero natural z qualquer admite ser substituido por qualquer nimero natural concreto
fornecido, como 1, 2, 3, 4, 1000, dentre outros, e sempre havera um sucessor para ele. Neste
sentido, uma compreensdo mais simples ainda em vista desta observagdo é a de que sempre
haverd nimeros naturais cada vez maiores, e isto acabard por fazer do conjunto um conjunto

infinito.

Infinito em Z

A percepgdo sobre Z permite descrever trés subconjuntos peculiares. Um é o préprio
N, um outro é o constituido exclusivamente pelo zero, {0}, e o ultimo é constituido dos
nimeros negativos ou simétricos, descrito por {—z ; z € N}. Neste tltimo subconjunto, em
particular, é possivel trazer a percep¢ao de infinito ja discutida em N sob outra feigao.

Em vez de trabalhar com um conjunto, ¢ mais simples formular uma fungao f: N —
{—z ; z € N}, descrita por f(z) = —z. Entdo, para cada namero natural z fornecido, o fato
de se saber que existe um sucessor para z permite concluir que a mesma nog¢ao de infinito

existente em N se aplica a este subconjunto de nimeros inteiros negativos.
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Com efeito, para cada nimero natural concreto fornecido, é obtido seu simétrico
aditivo. Para 1, vem —1. Para 2, vem —2. Para 3, vem —3. Para 1000, vem —1000. Como
sempre ha sucessores para os numeros naturais fornecidos, cada novo nimero natural tem
um simétrico aditivo, que é um numero inteiro. Entdo, uma compreensao mais simples
ainda em vista desta observacdo é a de que sempre haverda numeros inteiros cada vez
menores.

Por outro lado, uma maneira de enumerar Z é considerar os subconjuntos de
numeros pares e de nimeros impares naturais e, com eles, alinhar os subconjuntos de

numeros naturais e de nimeros nao naturais inteiros:

{1:3;5;7;9;...} {2, 4 6; 8;...}
{1;2;3;4;5;...} {0;—1;,—2;-3;...}

4

Através desta proposta de alinhamento, é interessante discutir a viabilidade de
construir uma fun¢do que permite a associacdo conforme a proposta. Assim, para os dois
primeiros subconjuntos, o interesse ¢ conseguir subsidios para uma fungdo f: N — Z de
maneira que f(1) = 1, f(3) = 2, f(5) = 3, f(7) = 4, f(?) = 5, e que esta associagio prossiga
ao longo da consideracdo dos demais nimeros impares em N associados aos demais
nimeros positivos em Z. Além disso, é também necessario a mesma fun¢io f que f(2) = 0,
f(4) = —1, f(6) = —2, f(8) = —3, e que esta associagdo prossiga ao longo da consideracao
dos demais niimeros pares em N associados aos demais nimeros nao positivos em Z.

Através do fato de um numero natural impar i poder ser escrito como 2z — 1 para
algum nuimero natural z, entdo é permitido escrever f(2z — 1) = z, ou, o que é melhor,
f(i) = (i + 1)/2. Esta escrita é permitida porque, sendo i impar, entdo i + 1 é par e,
portanto, divisivel por 2.

Para um numero natural par p, é possivel escrever p como 2z para algum numero
natural z. Assim, é permitido escrever f(2z) = 1 — z, ou, o que é melhor, f(p) = 1 — (p/2).
Esta escrita é permitida porque p é par e, com isso, divisivel por 2.

Desta maneira, é possivel construir uma func¢do f : N — Z injetiva, em que
f(z) = (z+ 1)/2 se z for impar e f(z) = 1 — (z/2) se z for par. Quanto a sobrejetividade
de f, ocorre que, dado um numero inteiro ndo positivo w, entdo é necessario avaliar as duas
regras de formagao. Como a primeira s6 produz numeros positivos, entdo w é encerrado na

segunda. Logo, é permitido escrever w = 1 — (z/2). Multiplicando por 2, passa-se a
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2w = 2 — z,de onde, —z = 2w — 2, ou melhor, z = 2 — 2w. Claramente z é um numero
par; por outro lado, como w < 0, isto significa que —2w > 0 e, portanto, z ¢ um nimero
natural par. Sendo w um nimero natural, é encerrado na primeira regra de formagéo, visto
que a segunda s6 produz O e nimeros negativos. Assim, ao escrever w = (z + 1)/2,
multiplicar por 2 significa 2w = z + 1, de onde se conclui z = 2w — 1, que é um nimero
natural impar.

Esta atribui¢do mostra que o conjunto de numeros inteiros ¢, claramente, um
conjunto infinito enumeravel, e nao traz dificuldades maiores quanto a compreensao do que

isto significa: que Z tem a mesma quantidade infinita de objetos que N.

Infinito em Q

A complexidade sobre a percepgdo do infinito em Q diz respeito a dois aspectos: o
primeiro é a possibilidade de obter infinitos niimeros racionais a partir de dois nimeros
racionais diferentes fixados, o segundo ¢ a dificuldade em obter uma fung¢do que caracterize a
enumeragao de um subconjunto de nimeros racionais tido como consideravel.

Sejam fixados dois nimeros racionais a e b, com a < b, descritos por a = n/d e
b = u/q. A fim de evitar dificuldades operatdrias, considere d e q nimeros naturais. Entao,
n/d < u/q. Ao multiplicar por dq, é obtida a desigualdade (dq)(n/d) < (dq)(u/q), de
onde ¢ possivel escrever a desigualdade qn < du. Por ora, qn e du sdo nimeros inteiros e
a desigualdade expressa significa que du — qn > 0, ou melhor, du — qn > 1. Logo,
multiplicar esta desigualdade por um numero natural z > 1 significa zdu — zqn > z, ou
seja, é possivel considerar ao menos um numero inteiro maior do que zqn e menor do que
zdu.

Para continuar, considere ou zqn + 1 ou zdu — 1. No primeiro caso, a desigualdade
obtida é zqn < zgqn + 1 < zdu. Ora, a primeira multiplicagdo foi por dq seguida pela de
z. Entdo a desigualdade sera dividida por zdq, obtendo n/d < (zqn + 1)/zdq < u/q.
No segundo caso, a desigualdade obtida é zqn < zdu — 1 < zdu e, ao ser dividida por
zdq, produzn/d < (zdu—1)/zdq < u/q.

A sequéncia do processo envolve considerar o numero racional obtido nesta
primeira etapa e um dos ndmeros racionais anteriores para repetir o processo, obtendo

outro numero racional diferente dos trés ja existentes. Desta forma, ou sdo considerados
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n/d e o numero 1 obtido na primeira etapa, ou sdo considerados o niimero 1y obtido na
primeira etapa e u/q. Dependendo da escolha, a proxima etapa levarda em consideragdo o
nimero 1; obtido na segunda etapa, mas poderd considerar n/d, r; ou u/q, de acordo com
a escolha tomada para r;. Este processo, apesar de arduo, provoca a obtengdo de infinitos e
diferentes niimeros racionais.

A forma proposta para obten¢ao de outros numeros racionais se assemelha a escolha
de ramos de uma arvore, mas esta restrito ao subconjunto definido pelos dois numeros
racionais inicialmente tomados, o que traz a ideia de infinitos nimeros em infinitos
subconjuntos de numeros racionais, e, com ela, a nogdo de que o conjunto de nimeros
racionais parece dispor de uma infinidade maior de objetos.

Um algoritmo interessante que se utiliza da ideia de arvore foi desenvolvido por Neil
Calkin e Herbert Wilf e permite desfazer essa no¢do de que ha uma infinidade maior de
nimeros racionais em relagdo a nimeros inteiros e naturais. O algoritmo se inicia com o
numero natural 1 e declara que cada nimero racional dispde de dois ramos, descrevendo,
a partir do numero racional n/d, os nimeros racionaisn/(n + d) e (n+d)/d.

A partir do numero natural 1, que pode ser escrito como o nimero racional 1/1, os
ramos dele obtidos sao 1/(1 + 1), advindo de n/(n + d), e (1 + 1)/1, advindo de
(n + d)/d, ou seja, 1/2 e 2/1. Estes dois numeros formam o primeiro passo. Para 1/2, os
ramos sdo 1/(1 + 2) e (1 4+ 2)/2, ou seja, 1/3 e 3/2. Para 2/1, os ramos sdo 2/(2+ 1) e
(2 +1)/1, ou seja, 2/3 e 3/1. Estes quatro nimeros formam o segundo passo. O terceiro
passo trara os ramos dos ultimos quatro numeros, na sequéncia em que foram obtidos e
mencionados. Ao concluir o terceiro passo, serdo obtidos os seguintes numeros:

11,.2132314352534
1'2'1'3'2'3'1"4'3'5'2'5'3'4"1

Observe que cada numero racional, a partir do segundo, tem por numerador o
denominador do anterior. Entao, é possivel listar, mesmo com a dificuldade trazida por este

algoritmo, a sequéncia de denominadores, a saber,
(1;2;1;3;2;3; 1545 3;5; 2,5, 3,4, 15 . .).
Outra propriedade importante é que cada novo passo z produz 2* novos nimeros

racionais, dentre eles os numeros racionais 1/(z + 1) e (z + 1)/1, obtidos como ramos do

primeiro e do ultimo niimeros racionais do passo anterior.
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As questdes que surgem nesta representacdo se referem a regularidade da mesma,
isto é, se sempre serdo observadas estas propriedades. Além disso, ha a davida sobre se
nenhum numero racional esta sendo omitido ou duplicado. Para sanar estas duvidas, sdo
avaliadas as seguintes propriedades: se as fragdes obtidas sdo irredutiveis, se cada nimero
racional positivo ocorre alguma vez na drvore inteira, e se cada nimero racional obtido
ocorre uma Unica vez na arvore inteira.

Para avaliar se as fragdes obtidas sdo irredutiveis a partir do primeiro passo, uma vez
que 1/1 ¢ irredutivel, considere que alguma fragao na forma r/s ndo seja irredutivel e seja o
primeiro ramo onde isso acontece. O fato de r/s ndo ser irredutivel permite a existéncia de
um numero natural z > 1, de modo que r = gz e s = wz, em que g/w é irredutivel.
Como 1/s ¢ ramo de alguma fragdo anterior, entdo pode ser fruto ou da formagdo
n/(n + d) ou da formagdo (n + d)/d. Se é da formagdo n/(n + d), entdo foi obtido da
fragdo r/(s — r). Como 1/s ndo ¢é irredutivel, é possivel escrever s — r = (w — g)z,
mostrando que 1/(s — r) também néo é irredutivel, ou seja, a fragdo /s foi obtida como
ramo de uma fragdo nao irredutivel, o que é absurdo, pois r/s é o primeiro ramo ndo
irredutivel. Se r/s é da formagdo (n + d)/d, entdo é proveniente de (r — s)/s. Mas ai,
r—s = (g — w)z, mostrando que (r — s)/s também nao ¢é irredutivel, e, portanto,
novamente absurdo, pois 1/s é o primeiro ramo nao irredutivel. Isto significa que toda
fragao construida por este algoritmo é irredutivel.

Para constatar se todo niimero racional positivo ocorre alguma vez na arvore inteira,
considere o contrario, ou seja, que um numero racional r/s aparentemente niao ocorra na
arvore, e, de modo que, caso existam outros, é o que tem o menor numerador e o menor
denominador, isto é, é o primeiro nimero ausente a ser notado. Ha duas situagdes: ou
T < sour > s. Olhando a formagdo a partir de um nuimero racional n/d, sdo permitidas
apenas as formagdes n/(n 4+ d) e (n + d)/d. Se r < s, entdo ndo foi obtido da segunda
formacdo, e, sim, da primeira. Mas ai, a fragdo de origem era v/(s — 1) e s — 1T < s,
mostrando que uma outra fragdo de denominador menor nao foi listada também. Mas isso
¢ absurdo, pois r/s é o primeiro nimero racional que nao foi notado na arvore. Se r > s,
entdo nao é obtido da primeira formagao, e, sim, da segunda. Ora, a fracdo de origem era
(r—s)/ser —s < 7, mostrando que uma outra fragio de numerador menor nio foi
listada também. Isso também ¢é absurdo, porque 1/s é o primeiro niimero racional que niao

foi notado. Isto significa que todo nimero racional positivo ¢ construido através deste
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algoritmo.

Para decidir se ndo existem duas ou mais instancias de um mesmo numero racional,
considere que um numero racional r/s aparentemente ocorra mais de uma vez na arvore e
que, caso existam outros, é o que tem o menor numerador e o menor denominador, isto é,
¢ o primeiro nimero duplicado a ser notado. Ha duas situagoes: ou r < s our > s. Olhando
a formacdo a partir de um numero racional n/d, sio permitidas apenas as formagdes
n/(m+d)e(n+ d)/d. Ser < s, entdo nao foi obtido da segunda formacao, e, sim, da
primeira. Logo, a fragdo de origem era r/(s — 1) e s — 1 < s. Como 1/s é duplicada, isso
significa que ha duas fragdes distintas representaveis por v/(s — 1), o que é impossivel
diante da irredutibilidade das fragdes na arvore e do fato e r/s ser a primeira fragio
duplicada com o menor denominador possivel. Se r > s, entdo ndo foi obtido da primeira
formacéo, e, sim, da segunda. Com isso, a fracao de origem era (r —s)/ser —s < T
Como 1/s é duplicada, isso significa que ha duas fragdes distintas representaveis por
(r — s)/s, o que é impossivel dado que todas as fracoes obtidas sdo irredutiveis e r/s é
a primeira fragdo duplicada com o menor numerador possivel. Diante disto, todo nimero
racional ¢ atingido uma tnica vez ao longo dessa arvore.

E possivel, neste momento, verificar a propriedade de que toda fracdo gerada por
este algoritmo tem por numerador o denominador da fragdo imediatamente anterior. Se
duas fragdes sio ramos de um mesmo numero racional n/d, entdo sio n/(n + d) e
(n+ d)/d, e, claramente, o numerador da segunda é igual ao denominador da primeira.

Considere, entdo, para um determinado passo ao longo da construgao, a partir do
segundo, duas fragdes subsequentes, a saber, m/w e k/x. Se elas sdo provenientes de dois
numeros racionais diferentes, entdo vieram dos ramos (m — w)/w e k/(x — k) e, além
disso, estes nimeros sdo subsequentes na construgao. Se tais fracdes sdao provenientes de um
mesmo numero racional, isto signiﬁca que w =Xk. Se nao, entdo vieram dos ramos
(m — 2w)/w e k/(x — 2k) e, além disso, sdo subsequentes. Logo, ou nesta etapa sera
constatado que w = k, ou o processo se repetira novamente. Por outro lado, como m # w
e k # x, havera numeros naturais n e u para o quais nw > m e uk > x. Sendo f o menor
dentre n e u, tentar escrever (m — fw)/w ou k/(x — fk) resultard em um ntimero negativo,
mostrando que (m — (f — 1)w)/wek/(x — (f — 1)k) sdo subsequentes e provenientes de um
mesmo numero racional. Portanto, sera constatado que w = k. Assim, retomando as fracdes

m/w e k/x, o numerador da segunda serd igual ao denominador da primeira.
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Observando a sequéncia de denominadores construida a cada passo, é interessante
toma-la como uma fungdo f : N — N. A partir da primeira fracdo gerada, é permitido
escrevé-la como f(z)/f(z + 1), pelas propriedades ja estudadas. Para recapitular a ilustragio,
observe a sequéncia de fragoes e a sequéncia de denominadores:

1121323143525 34
PR AR BN A AN
12,1, 3,2, 3; 1,4 3,5, 2,5, 3,4 15 ...

Entao, ¢ possivel descrever propriamente uma fungdo e : N — Q%, onde e(1) = 1
e, paraz > 1,e(z) = f(z — 1)/f(z). A partir das propriedades estudadas, a funcio e é uma
funcao bijetiva entre o conjunto de numeros naturais e o conjunto de nimeros racionais
positivos, de uma maneira que torna o conjunto de numeros racionais enumeravel a
maneira do conjunto de numeros inteiros.

Esta abordagem traz outra visdo além da obtengdo de infinitos nimeros racionais
restritos a delimitacdo de dois ndmeros racionais. Com efeito, é possivel uma leitura
sequencial do conjunto de nimeros racionais a maneira do conjunto de numeros inteiros,
permitindo afirmar de uma maneira mais factivel que Q tem a mesma quantidade infinita

de objetos que N.

Introdugdo

A nogao de enumerabilidade de conjuntos, apesar de ser levantada a partir de uma
funcao bijetiva f : N — S para um conjunto S, traz consigo propriedades que, ao serem
aplicadas a alguns conjuntos numéricos, trazem desconfiangas sobre suas conclusoes.

Com efeito, ainda pode ser percebida uma dificuldade quanto a compreender que
conjuntos numeéricos ndo sao relacionados apenas quanto a abertura de possibilidades
operatdrias, trazendo a ja conhecida relacdo N C Z C Q, mas a atribui¢ao de fungdes entre
eles traz, a0 mesmo tempo, curiosidades e complicagdes.

As desconfiangas e complicagbes quanto ao conceito de enumerabilidade tomam
forma no estudo de Q, por ser mais dificil mostrar uma fun¢do que caracteriza a
enumerabilidade de @, e poder provocar uma mudanga sobre a visio de que sempre ha cada

vez mais numeros a cada conjunto numérico que ¢é criado.
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Diagnéstico inicial

Para o presente estudo, o diagndstico pode ser realizado através de uma relagao
de questdes a respeito da compreensdo sobre o conceito de fun¢io, o conceito de
enumerabilidade, e o Principio de Indugdo. Outra maneira é uma discussao rapida sobre
estes trés pontos.

No tocante ao conceito de fungdo, a discussio pode levar em consideragdo a
associagdo individual de objetos em dois conjuntos para a abordagem da injetividade e da
sobrejetividade.

Quanto ao conceito de enumerabilidade, é interessante considerar subconjuntos
finitos e infinitos de numeros naturais para a discussdo rapida. A associa¢do individual pode
ser representada para levantar possiveis dificuldades.

Quanto ao Principio de Indugdo, uma nogdo preliminar pode ser solicitada para

discussao, apesar de haver um espago para tanto nas atividades a serem desenvolvidas.

Fomentando a discussio

Ao trazer os trés conjuntos numeéricos iniciais, N, Z e Q, deve-se levantar questdes
sobre que nimeros estdo presentes nesses conjuntos e sobre como é percebido o fato de cada
um desses conjuntos dispor de infinitos objetos.

Em outras palavras, as questdes iniciais sdo como podem ser descritos os nimeros
em cada um dos conjuntos, em torno de que propriedades os conjuntos foram constituidos

e algumas maneiras de obter infinitos nimeros em cada um dos conjuntos.

Atividade: discutindo niimeros naturais e inteiros

Quanto a percepcio sobre N e Z, a sugestao é que cada estudante descreva o
Principio de Indu¢ao com suas palavras, apresentando uma redagdo para o Principio.

As sugestoes de redagdo podem ser trocadas entre eles e discutidas entre eles sob o
ponto de vista da compreensdo das redagdes uns dos outros como um recurso para a
compreensdo para o Principio de Indugao.

Conforme as discussdes entre eles avancam, ¢ interessante apresentar a sugestdo
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descrita no aporte tedrico da sequéncia didatica e trazer um confronto de ideias para uma
tomada inicial de conclusdes.

Discutido brevemente o Principio de Indugdo, o momento se vira para o uso do
Principio de Indugao para obter infinitos nimeros naturais, ou melhor, o préprio conjunto
de numeros naturais, evidenciando a obten¢ao desses nimeros como consequéncia do
referido Principio. Para tanto, a construgdo sugerida no aporte teérico da sequéncia didatica
¢ interessante.

Quanto ao conjunto de numeros inteiros, a sugestdo ¢ que sejam propostas
associagbes de numeros naturais a numeros inteiros positivos e a numeros inteiros
negativos. Inicialmente, as associagdes ndo precisam traduzir leis de formagdo, mas as
discussoes devem ser conduzidas para proposta de fungao.

Conforme se discutem essas propostas, é importante que seja considerado
inicialmente N como ponto de partida para a formulagdo de fungoes, e, em seguida, dois
subconjuntos infinitos de N, a saber, os subconjuntos de nimeros pares e de numeros
impares, a partir dos quais poderdo ser propostas as leis de formagao.

Como o zero nao foi discutido, podera surgir alguma questao sobre a inclusio do
zero neste contexto. A discussdo do zero pode ser incluida ou na fungdo que traz nimeros
negativos ou na fungdo que traz nimeros positivos, evitando a necessidade de trabalhar
uma excecao.

E interessante que as propostas de fungio, depois de definidos os dominios iniciais,
sejam ajustadas para obter fung¢des bijetivas, para que seja considerada uma composigdo de

fungdes que resulte, de forma clara, em um fungéo bijetiva f: N — Z.

Atividade: discutindo numeros racionais

Quanto a percepcao sobre Q, a sugestdo inicial é a de que sejam propostas maneiras
de obter varios numeros racionais. Como forma inicial da discussdo, ¢ interessante que a
liberdade dada permita fixar a0 menos um nimero natural, inteiro ou racional como ponto
de partida.

Cada estudante pode vir a propor uma maneira diferente para obter varios numeros
racionais. Em virtude disso, é importante procurar categorizar as possiveis maneiras sob

duas modalidades: obtengdo a partir de apenas um numero, e obtenc¢ao a partir de mais de
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um numero.

A obtengdo a partir de um numero racional previamente fixado pode envolver a
adicdo deste numero a si mesmo por varias vezes, pensando em uma restrigdo ao uso de
operagdes; sem uma restri¢ao, ¢ permitido multiplica-lo ou dividi-lo por um determinado
ndimero natural por vdrias vezes, por exemplo.

A partir de dois nimeros racionais diferentes, sem uma restricao ao uso de operagoes,
é possivel considerar as médias aritméticas ou uma forma ainda mais ampla considerando
médias ponderadas, como descrito no aporte tedrico da sequéncia didatica.

E importante levantar as dificuldades em cada caso. No caso de obter infinitos
nimeros racionais diferentes a partir de mais de um numero, é necessario frisar que sdo
formados diferentes subconjuntos, com a possibilidade da formagdo de infinitos
subconjuntos com infinitos numeros.

No caso de obter infinitos numeros racionais diferentes a partir de apenas um
ndimero, é necessario frisar que ha as dificuldades em obter uma quantidade significativa de
nimeros racionais manualmente, bem como ha dificuldades em se garantir que os nimeros

obtidos ndo sdo apenas fragdes diferentes, mas nimeros racionais diferentes.

Atividade: compreendendo a formagdo da drvore de Calkin-Wilf

Considerado um numero racional qualquer, é possivel identificar dois ndmeros
inteiros cujo processo de divisio determinam a obten¢ao deste nimero. Normalmente, sdo
nomeados numerador e denominador. Escrevendo, portanto, um numero racional positivo
como n/d, é necessario utilizar os valores n e d para considerar os numeros racionais
positivos descritos porn/(n+d) e (n+d)/d.

Assim, come¢ando com o numero racional 1, que pode ser descrito, dentre outras
formas, por 1/1, a primeira aplicagdo desta regra produz os nimeros racionais descritos
por 1/2 e 2/1. Uma nova aplicagdo, portanto, descrevera os nimeros racionais descritos por
1/3, 3/2, 2/3 e 3/1. Continue o processo até alcangar a sétima etapa. A visualizagdo
parecera presumir que todos os niimeros descritos serdo diferentes entre si e, se continuada,
parecera presumir que nao faltara numero algum.

Por outro lado, considere um niimero racional positivo diferente de 1. Claramente, o

numerador e o numerador que o descrevem serdo diferentes. Sendo u/q o nimero racional
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considerado, é possivel reverter a obtencdo até certo ponto, considerando as duas
possibilidades de obté-lo. Descreva quais sdo as possibilidades, comparando u/q a

n/(n+d)ea(n+ d)/d, e observe o efeito de suas conclusdes na visualizagao ja elaborada.

O algoritmo, ou drvore, de Calkin-Wilf

A discussdo levantada a respeito de QQ traz consigo a importancia de constatar uma
forma de obtencdo sequencial de numeros racionais. A arvore de Calkin-Wilf traz um
processo interessante para tal, descrito no aporte tedrico da sequéncia didatica.

A abordagem deve levar em consideragdo a visualizagdo inicial do processo, ja
estabelecida em atividade anterior. A partir desta visualizagdo, devem ser levantadas algumas
condi¢des a serem confirmadas. Em particular, as condi¢des sdo: a propriedade de dois
nimeros racionais obtidos sequencialmente terem um numero natural comum como
denominador do primeiro e numerador do segundo; se, partindo de uma fragao irredutivel,
sempre sdo obtidas fragdes irredutiveis; se todo numero racional positivo é descrito ao longo
do processo de obtengdo; e se todo numero racional positivo s6 ocorre apenas uma vez ao
longo do processo de obtengdo. E por essas razdes que o algoritmo se inicia com 1.

Para cada uma dessas propriedades, ¢ interessante recorrer a visualizacao numérica de
como ocorreriam os problemas antes de recorrer ao disposto no aporte teérico da sequéncia
didatica para discutir a confirmac¢do das propriedades elencadas e, consequentemente,
utilizar os recursos construidos ao longo do processo para formular uma fun¢ao
f: N — Q" —{0}. A partir dai, é possivel formular uma fun¢io g: N — Q~ — {0}, mostrando
dois subconjuntos com infinitos niimeros racionais e apenas deixando de fora 0.

Com isso, é importante perceber que, feito o trabalho arduo de construir fungdes
bijetivas para cada um dos subconjuntos, a discussao final da enumerabilidade de Q@ segue
a discussdo final da enumerabilidade de Z, onde uma funcao foi formada a partir de duas leis

de formagao, considerando dois subconjuntos disjuntos de Z.

Finalizagdo

A discussdo proposta visa trazer um carater mais palpavel a enumerabilidade de Q,

fato que sera utilizado na discussdo das primeiras propriedades a respeito de nimeros reais.
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A possibilidade de mostrar uma enumerabilidade concreta tem a finalidade de trazer uma
percepcao sobre diferentes maneiras de um mesmo infinito se apresentar e provocar
questionamentos sobre a possibilidade de haver conjuntos infinitos de diferentes quantidades

de elementos fora deste contexto.

Avaliagcdo

A avaliagdo ¢ feita ao longo da realizagdo das atividades em virtude de as mesmas
tomarem forma escrita ao longo de sua aplicagdo, onde o professor pode sugerir que os
estudantes troquem escritas entre si para discutirem sobre suas compreensdes individuais
das atividades.

Além das especifidades das atividades, a avaliagdo também pode ser conduzida por
uma série de questdes voltadas a conhecer a compreensdo dos estudantes sobre os seguintes
topicos: a compreensao sobre o conceito de enumerabilidade; o comportamento e a percep¢ao
do infinito em cada conjunto numérico abordado; como ocorre a constatagdo de que nao ha
mais numeros inteiros do que numeros naturais; e como ocorre a constatacdo de que nao
hd mais numeros racionais do que nimeros inteiros e, consequentemente, do que nimeros
naturais.

E interessante que o material escrito seja recolhido para uma avaliagio mais profunda.
A avaliagdo deve levar em considera¢do, em primeiro lugar, a coesdo e a clareza, devendo
seus resultados serem separados. Em segundo lugar, deve ser avaliado o cuidado no uso das
propriedades citadas pelos participantes, destacando possiveis equivocos que levem a

compreensdo expressada por eles ao longo da realizagao das atividades.

4.2.2 Marcando limites para subconjuntos

A presente sequéncia didatica aborda uma questido particular ao estudo de
subconjuntos de numeros racionais e, em etapa futura, ao estudo de subconjuntos de
numeros reais: a possibilidade de determinar numeros que atuem como limitantes especiais,
de maneira semelhante a fronteira de um espaco fisico. O Quadro 11 traz as informagdes

elementares a sequéncia.
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Quadro 11 - Informagdes sobre a sequéncia didatica da se¢ao 4.2.2.

Assunto a ser abordado

Determinacdo de limitantes para subconjuntos de niimeros

racionais.

Objetivos da acao

Compreender a necessidade de determinar limitacoes
para subconjuntos de numeros racionais. Discutir e
compreender o contraste entre os conceitos de minimo e
infimo de um subconjunto e os de maximo e supremo de
um subconjunto. Explorar uma situagdo particular propicia
a possibilidade de serem necessarios nimeros irracionais

como recurso para estudos com situagdes reais.

Conhecimentos prévios

Operagdes com inequagdes. Operagdes com numeros

racionais.

Conhecimentos

desenvolvidos

Minimo de um subconjunto. Méximo de um subconjunto.
Limitante de um subconjunto. Infimo de um subconjunto.

Supremo de um subconjunto.

Competéncias aprimoradas

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes
conceitos e propriedades matemadticas, empregando
recursos e estratégias como observagdo de padrdes,
experimentagdes e tecnologias digitais, identificando a
necessidade, ou ndo, de uma demonstracao cada vez mais

formal na valida¢ao das referidas conjecturas.

Material necessario

Quadro. Giz. Pincel. Canetas. Papéis.

Duragao da atividade

1 hora e 30 minutos.

Referéncias

Lima (2017)

Fonte: elaboracio do autor, 2020.

Aporte tedrico

Minimo e mdximo de subconjuntos

Em termos de subconjuntos de conjuntos numéricos, ha a dificuldade em poder

decidir quais poderdo ser o menor e o maior dentre os nimeros presentes no subconjunto,

ou mais, se é possivel tomar tal deciséo.

Quanto a subconjuntos de numeros racionais, o fato de sempre ser possivel obter um

nimero racional a partir de dois outros traz consigo uma dificuldade para decidir, quando

ndo estiver explicito, se é possivel determinar o menor e o maior nimeros racionais do
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subconjunto.

A possibilidade de tal determinagdo ¢ util no estudo de subconjuntos ainda mais
especificos, que trazem consigo propriedades particulares que influenciam na tomada de
decisdes em outros contextos, como a possibilidade de determinar valores minimo e maximo
em fungdes.

Dito isto, quando ¢é possivel determinar um menor nimero em um subconjunto de
nimeros racionais, este nimero, i, por ser o menor nimero presente, é menor do que todos
os demais. Como ele esta no subconjunto, entio isto significa que, para qualquer numero z
presente no subconjunto, ocorre i < z.

O minimo de um subconjunto ndo vazio S C Q é um numero racional i € S tal que
i < z para todos os numeros z € S. Escreve-se o minimo como i = min S.

Tendo em vista que ha subconjuntos de nuimeros racionais nos quais ¢ possivel
determinar um maior niimero, este nimero, s, ¢ maior do que todos os demais, e por s fazer
parte do subconjunto, ocorre que z < s para qualquer nimero z no subconjunto.

Diante disto, o mdximo de um subconjunto ndo vazio S C Q ¢ um nimero racional

s € Stal que z < s para todos os numeros z € S. Escreve-se o maximo como s = max S.

Limitantes de subconjuntos

A questao principal diz respeito a impossibilidade de determinar ou um minimo ou
um maximo para um subconjunto de nimeros racionais. Todavia, mesmo ndo sendo possivel
tal decisdo, seria possivel afirmar que todos os niimeros do subconjunto sio maiores do que
certo numero racional, ou sio menores do que certo nimero racional.

Para tanto, o estudo envolve o uso de valores ndo presentes no subconjunto em estudo
como recurso. Se todos os numeros de um subconjunto S C Q sdo maiores do que certo
numero racional 1, entdo sempre se tem l<z para todo numero z & S. Esta
condicdo caracteriza um limitante inferior para S.

De maneira similar, se todos os nimeros de um subconjunto S C QQ sdo menores do
que certo nimero racional |, entdo sempre se tem z < |l para todo nimero z € S. Esta
condigdo caracteriza um limitante superior para S.

Usualmente, em vez dos nomes limitante inferior e limitante superior, podem ser

adotados os nomes cota inferior e cota superior, respectivamente.
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Infimo e supremo de subconjuntos

Mesmo sendo possivel o uso de limitantes no estudo de subconjuntos de nimeros
racionais, as vezes é necessario um ponteiro mais preciso para a possibilidade em estudo, e
¢ neste momento que se busca um valor que atue como um ponto de fronteira fisica, do qual
nenhum numero racional presente no subconjunto podera se tornar menor, no caso de uma
limitac¢do inferior, ou maior, no caso de uma limitac¢éo superior.

Esta condi¢ao traduz a necessidade de um limitante especial para cada caso. Isto
significa que o limitante em questao permite afirmar que sempre sera possivel obter um niimero
racional no subconjunto em estudo de acordo com a limita¢ao exercida: se tal limitante é
inferior, entdo sempre serd possivel obter um nimero maior do que ele no subconjunto; se
tal limitante é superior, entdo sempre serd possivel obter um nimero menor do que ele no
subconjunto.

A condi¢do de uma possibilidade permanente pode ser expressa em termos de um
parametro em relagdo ao limitante para obter um novo nimero do subconjunto. No caso de
um limitante inferior 1 que permita tal analise em um subconjunto S, a condigdo sobre i é a
de que é possivel considerar um niimero racional qualquer m > 1ie, a partir de i e de m, ser
possivel obter um certo numero racional z € S onde i < z < m.

Como o limitante inferior i tem a finalidade de servir de ponto de fronteira, é
interessante abarcar os casos em que os subconjuntos em estudo podem admitir minimo,
pois a determinagdo de um minimo para o subconjunto traz consigo a mesma condigdo.
Desta maneira, a desigualdade anterior admite ser reescrita, sob esta condi¢do, como
i<z<m

Para finalizar, m pode ser descrito com relagdo a i, ja que m > 1i. Isto significa que
existe um numero racional positivo r para o qual m =1+ r. Enfim, a desigualdade anterior
pode ser reescrita como i <z <1i+71. A condi¢do descrita traz a i a condigdo de um
limitante inferior para S com uma propriedade particular: se outro limitante inferior x para
S fosse maior do que i, ndo haveria numero racional z € S para o qual i < z < x. Assim,
qualquer outro limitante inferior para S serd menor do que i.

Diante do exposto, o infimo de um subconjunto ndo vazio S C Q é um ndimero
racional i para o qual, dado qualquer acréscimo por um numero racional positivo r, é

possivel determinar um numero z € S de maneira que i < z < i+ 1. Em outras palavras,
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¢ o maior dentre os limitantes inferiores possiveis para S, ou o maximo do subconjunto de
limitantes inferiores possiveis para S. Escreve-se o infimo como i = inf S.

De maneira semelhante, no caso de um limitante superior s que permita tal andlise
em um subconjunto S, a condi¢ao sobre s é a de que é possivel considerar um ntimero racional
qualquer w < s e, a partir de w e de s, ser possivel obter um certo nimero racional z € S tal
que w < z < s. Como também sdo desejaveis os casos em que s pode assumir a funcao de
maximo de um subconjunto, a desigualdade se torna w < z < s. E, por fim, como w < s, é
possivel escrever w = s — 1 para certo nimero racional positivo r, donde a desigualdade se
tornas—r<z<s.

Com isso, s ¢ um limitante superior para S e dispde de uma propriedade peculiar: se
outro limitante superior x para S fosse menor do que s, ndo haveria nimero racional z € S
para o qual x < z < s. Assim, qualquer outro limitante superior para S sera maior do que s.

Assim, o supremo de um subconjunto nao vazio S C Q é um numero racional s para
o qual, dada qualquer redugdo por um nimero racional positivo 1, é possivel determinar um
nimero z € S de maneira que s — r < z < s. Em outras palavras, ¢ o menor dentre os
limitantes superiores possiveis para S, ou o minimo do subconjunto de limitantes superiores

possiveis para S. Escreve-se o supremo como s = sup S.

Efeitos de uma situagdo particular

Em se tratando de niimeros racionais, a definicdo do infimo e do supremo de um
subconjunto, quando este admite limitante inferior ou limitante superior para a avalia¢ao, ndo
traz uma garantia sobre a viabilidade de o infimo ou o supremo de um subconjunto poder ser
um numero racional.

Uma situagdo particular é a avaliagdo do entorno de 1/2 quando a abordagem ¢ feita
por poténcias de nimeros racionais. Como a opera¢do de potenciagdo também assume a
ocorréncia de uma possibilidade de operagao inversa, e o fato de serem estudados polindmios
de segundo grau de maneira exaustiva no Ensino Basico motivam o estudo da situagdo através
das desigualdades z* < 1/2ez* > 1/2.

Para tornar as condi¢ées menos propensas a novas necessidades de limitagdo, serdo
considerados os subconjuntos E={z€Q;z>0ez?<1/2} e D={z€Q;z>0 e

z2 > 1/2}. Em termos de niimeros racionais, as desigualdades mais simples z < 1/2 e
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z > 1/2 ja mostram que ha infinitos niimeros racionais atendendo a estas propriedades, e
os conjuntos E e D trazem um desafio maior por trazer polindmios de grau 2.

E possivel perceber que E e D ndo sdo conjuntos vazios. De maneira simples, como
se sabe que (1/2)2 = 1/4e1/4 < 1/2, entdo E ndo é vazio. J4 que 1/2 < 1, também D nio ¢
vazio. Esta constata¢do permite a continuac¢ao da avaliagdo.

A primeira dificuldade é discutir E sob o ponto de vista de dispor de méximo. A partir
dos subconjuntos E e D, considerados dois numeros racionaisn € E e u € D, a propriedade
definidora de E permite escrever n? < 1/2 e a propriedade definidora de D permite escrever
1/2 < u?. Assim, 0 < n? < 1/2 < u?, e como n e U sdo positivos, ¢ permitido concluir que
n<u

A situacao se torna intrigante por este ultimo fato, pois todo nimero presente em E ¢
um limitante inferior para D e todo niimero presente em D é um limitante superior para E.
Isto significa que é necessario procurar uma abordagem com uma variabilidade menor para
estes limitantes.

Entdo, ¢ interessante observar que todo niimero z presente em E necessariamente ¢é
menor do que 1, dado que z>2 < 1/2 e 1/2< 1. Como z > 0, entio z < 1 a partir dai.
Isto permite considerar parte dos limitantes superiores de E a partir dos proprios numeros
presentes em E para procurar por uma condi¢ao melhor. Entao, dado um numero n € E, sera
considerado o limitante superior n + 1.

Como n+1¢€D por n + 1 ser limitante superior de E, entdo (n+ 1) > 1/2.
Trabalhando esta desigualdade, passa-se a 2(n+1)2>1 e, por conseguinte,
2(M?4+2n+1) > 1,deondevem 2n? +4n +2 > 1.

O olhar deve ser voltado para 2n’ pelo fato de n € E. Em virtude de ser n € E,
entio n? < 1/2, o que acarreta 2n* < 1. Isto significa que 0 < 1—2n?, isto é, 1 —2n? ¢
ainda um ntmero positivo. Diante desta condigdo, a desigualdade 2n? +4n + 2 > 1 pode
ser escrita como 4n+2 >1—2n% Como n > 0, entdo 4n + 2 também ¢é positivo e é
permitido dividir a desigualdade por 4n + 2. Assim, foi obtido um valor de referéncia

ainda menor do que 1, o que é importante para continuar:

1 —2n?
>—

1 )
In+2

Entdo, para poder trabalhar a possibilidade de um maéaximo em E, este valor de



92

referéncia é muito util. A partir do nimero n € E ja considerado, ¢é interessante considerar
ainda mais um nimero racional positivo r, mas que seja menor do que este valor de referéncia,
isto é,

1—2n?

O<r< ——— < 1.
In+2

Como ja se sabe que n + 1 ndo é um numero presente em E, a discussdo ¢ sobre se
n + r também se encontra nessa condi¢do ou se n + 1 € E. Considerando a desigualdade
crucial e multiplicando por 4n + 2, passa-se a T(4n +2) < 1 —2n? Desta, é permitido
escrever 2n? + 4rn + 2r < 1 e, por conseguinte, n* + 2rn +1 < 1/2.

Ja que a discussao ¢ a respeito de se ter, ou ndo, n + r € E, a principal propriedade
em estudo é decidir a respeito de (n + T)? ser menor ou maior do que 1/2. Mas
(n+71)?> =n?+2rn + 2. Além disso, como o numero de referéncia é menor do que 1,
isto faz de r um nimero menor do que 1, ou seja, r < 1. Como, uma vez considerado T,
nio sera alterado, entdo é permitido multiplicar r < 1 por r e obter > < 1. Como T e 1 ja
foram considerados, também o foi m? + 2rn através deles. Isto significa que
n?+2m+1? <n?+2rn+r. Mas n? + 2rn + 1> = (n + r)%. Portanto, a desigualdade se
torna(m +1)> <n?+2m+r.

Para concluir, como ji foi constatado que n?+2rn+1r < 1/2, o fato de se ter
(N +7)? < n? + 2rn + r permite concluir que (n + 1)?> < 1/2. Isto sim é surpreendente,
porque ndo era esperado que a condi¢ao imposta sobre r, dependendo claramente de n,
pudesse produzir um resultado satisfatério.

Esta conclusédo afirma que E é um conjunto sem maximo, porque sempre é possivel,
a partir de um numero presente em E, obter um outro nimero “ligeiramente” maior do que
ele e ainda presente em E.

Voltando a atengdo para D, apesar de se ter, para um numero racional z € D, o fato
de ser z2 > 1/2, ndo é possivel garantir que z* > 1 sempre. Com efeito, 9/10 é um bom
candidato a objeto de D; como 9* = 81, 10> = 100 e 2 - 50 = 100, entdo 1/2 = 50/100
e 50 < 81. Assim, 1/2<81/100 = (9/10)%. Portanto, 9/10€ D, e 9/10 < 1. Isto
significa que é necessaria uma cautela maior sobre a considera¢ao de um numero presente
em D.

Apesar disto, como todo nimero maior do que 1 ja faz parte de D, é interessante
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observar um nimero u € D que seja menor do que 1. Como u < 1, isto significa que
u—(1/2) <1—(1/2) =1/2. Com isso, (u—(1/2))2 < (1/2)>=1/4<1/2. Sob estas
condigdes, u — (1/2) ndo esta presente em D, sendo, portanto, um limitante inferior para
D e, além disso, u — (1/2) € E.

A exemplo da avaliagdo conduzida para n+ 1 € D, o fato de se ter u— (1/2) € E
acarreta (uw— (1/2))? < 1/2, ou seja,

2
u—l <1:>u2—u+l<l:>4u2—4u+1<2.
2 2 4 2

Como u € D, entdo u? > 1/2. Como a desigualdade principal em estudo traz 4u?,
é observado que 4u? > 2 e, portanto, 4u’ — 2 > 0. Isto significa que, de 4u> —4u +1 < 2,
é obtida (4u? —2) —4u + 1 < 0, de onde é permitido escrever 4u?> —2 < 4u — 1.

Esta ultima desigualdade caracteriza 4u—1>0, pois 4u?—2>0, como ja
discutido. Mas ¢ interessante, ainda, escrever 4u— 1 < 4u, o que acarreta 4u? —2 < 4u

e, enfim, 2u? — 1 < 2u. Isto significa

2u?—1

2u

< 1.

Lembre-se de que a consideragao foi feita para avaliar uma situagdo sobre um numero

menor do que 1/2 e ndo apenas menor do que 1. Com efeito, w — (1/2) < 1/2. Assim,

2ut—1
4u

1
< -
2

Para poder trabalhar a possibilidade de um minimo em D, este valor de referéncia é
muito util. A partir do nimero u € D jd considerado, seja ainda considerado um numero

racional positivo r menor do que este nimero de referéncia, ou seja,

2u? —1
<

1
0<r< -,
4u 2

Como ja se sabe que u — (1/2) ndo estd em D, a avaliagdo recai sobre se u — 1 ¢, ou
ndo, um numero racional presente em D. Mas ¢ importante também observar u — r sob a

perspectiva em estudo e considerar (1 — 1)2. Com efeito, (u — 1)? = u? — 2ru + 2.
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A partir da desigualdade crucial ai escrita, é permitido escrever 4ru < 2u? — 1.
Desta, é permitido escrever 1 < 2u? — 4ru. Dividindo por 2, passa-sea 1/2 < u? — 2ru.

Como 1 > 0, entdo, com maior razio, > > 0, ou melhor, 0 < r2. Diante disso, como
jé foram considerados T e 1, o valor u> — 2ru ndo é mais alterado e, portanto, é permitido
escrever u?—2ru<u?—2ru+r1? Como u*—2ru+r?=(u—r1)% isto significa
w—2ru< (u—r)s

A partir das conclusdes de que 1/2 < u? —2ru e u* — 2ru < (u —r)?, é permitido
escrever 1/2 < (u —71)? e, portanto, L — T se mostra como um ndimero racional presente em
D, o que, a exemplo da situacdo estudada em E, ndo era esperado. Portanto, D é um
conjunto sem minimo, pois, dado um numero racional presente em D, sempre é possivel
obter um outro nimero “ligeiramente” menor do que ele ainda presente em D.

Reside ainda uma dificuldade nesta abordagem. Como E nio tem maximo, o fato de E
admitir limitante superior poderia conduzir a existéncia de um supremo para E. Porém,
sendo s o supremo de E, entdo s ndo pode ser um nimero racional presente em E porque E
ndo tem maximo, e ndo pode ser um numero racional presente em D porque D ndo tem
minimo.

Do mesmo modo, como D nao tem minimo, o fato de D admitir limitante inferior
poderia conduzir a existéncia de um infimo para D. Sendo i o infimo de D, entdo i ndo pode
ser um numero racional presente em D porque D nio tem minimo, e ndo pode ser um
nimero racional presente em E porque E ndo tem méximo.

O que se pode perceber é que s é tal que s> = 1/2 por ser maior do que todos os
niimeros racionais presentes em E, e i ¢ tal que i* = 1/2 por ser menor do que todos os
nimeros racionais presentes em D. Desta maneira, s e i sdo o0 mesmo objeto.

Isto significa que é suficiente decidir se existe algum nimero racional positivo s tal
que s? = 1/2. O fato é que, sendo s um ntimero racional, ao escrever s = n/d e constatar que
n e d ndo nimeros naturais, entdo é permitido escrever n e d através de nimeros primos.
O problema reside quando sdo avaliados n* e d?, porque cada nimero primo usado na

2 e 0 mesmo ocorre em d’. Logo, ndo importando

escrita de n é duplicado ao avaliar n
quais nimeros primos sejam, sempre existe uma quantidade par de nimeros primos ai.

Ao escrever n?/d? = 1/2, é permitido escrever 2n? = d?, multiplicando a igualdade
anterior por 2d*. Ora, n? dispde de uma quantidade par de numeros primos. Logo, se existe

algum fator igual a 2 ao escrever n, entdo n? dispde de, no minimo, dois fatores iguais a 2.
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Assim, 2n? dispde de uma quantidade impar de fatores iguais a 2, sendo, no minimo, 1.
Mas d? também dispde de uma quantidade par de numeros primos, e, como ha ao menos
um fator igual a 2 em 2n?, é necessirio que d também disponha de ao menos um fator
igual a 2, o que acarreta uma quantidade par de fatores iguais a 2 em d?. Desta forma, a
igualdade 2n? = d? ndo se sustenta.

Dito isto, para que algum objeto s admita que seja escrito s> = 1/2, tal objeto ndo
pode ser um numero racional, o que faz de E um subconjunto sem supremo e de D um
subconjunto sem infimo.

A condi¢ao estudada mostra subconjuntos de numeros racionais que admitem
limitantes superiores mas nao admitem supremo e subconjuntos que admitem limitantes
inferiores mas ndo admitem infimo. A constatacao se volta a introdugdo da potenciagdo em
Q, onde seu uso na avaliagdo de polindmios de grau superior a 1 e em fungdes de tipo
exponencial mostram uma deficiéncia em (Q, que também se torna evidente ao estudar
subconjuntos de numeros racionais relacionados ao uso da potenciagdo. Estas condi¢des
ensejam a necessidade de um novo conjunto numérico que, uma vez obtido, respeite todas as
possibilidades de decisio sobre nimeros racionais, mas resolva as condi¢des sobre os

subconjuntos mencionados.

Introdugdo

O estudo de conjuntos numeéricos e, em particular o conjunto Q, traz consigo o estudo
do comportamento de seus subconjuntos como um recurso para a descri¢ao de propriedades
a respeito do conjunto numeérico sob analise.

Apesar de ser menos dificil a avaliagdo de subconjuntos de N e Z constituidos a partir
de leis de forma¢ao compreendidas como simples, o estudo de subconjuntos em Q abre
possibilidades anteriormente nao apresentadas com o uso das mesmas leis.

Estas possibilidades abrem portas para a discussdo de importantes propriedades de
subconjuntos, que determinam ndo apenas as necessidades a partir de operagdes aritméticas,
mas determinam a necessidade de um olhar diferenciado para os efeitos provocados por

esses subconjuntos enquanto parte de uma estrutura de conjunto.
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Diagnéstico inicial

Para o presente estudo, o diagndstico pode ser realizado através de uma relagdo de
questdes a respeito da compreensao sobre operagdes com e concatenagdes de desigualdades.
Outra maneira é fazer uma breve discussdo sobre o topico.

As operagoes com desigualdades envolvem a adicdo de um ndmero racional, a
multiplicagdo por niimeros racionais positivos ou negativos, a adi¢do de desigualdades e a
multiplicacdo de desigualdades. E importante discutir a substituicdo de valores como uma
adi¢do de desigualdades.

A concatena¢do de desigualdades envolve considerar duas desigualdades que

possam compreender uma terceira, pela propriedade transitiva.

Fomentando a discussdo

E importante trazer alguns subconjuntos formados através de condigdes das outras
areas da Matematica. Em virtude de serem mais palpaveis, podem ser trazidas condi¢cdes da
Geometria para serem adaptadas a discussdo por trazerem consigo leis de formagao mais
simples.

A discussao envolve formar subconjuntos de niimeros inteiros e de nimeros racionais
a partir de desigualdades e levantar algumas questdes sobre eles, por isso a importincia de
trazer condigoes palpaveis para formar algumas desigualdades.

Formados subconjuntos para o estudo inicial, é importante provocar uma
comparagdo entre os efeitos das desigualdades sobre os subconjuntos, comparando
subconjuntos de nimeros inteiros e subconjuntos de nimeros racionais formados a partir
de uma mesma desigualdade.

A comparagdo tem por finalidade discutir a possibilidade de determinagao de
nimeros que exercam uma fungdo de fronteira de um conjunto, como se um conjunto fosse
um objeto fisico e esses numeros fizessem a fronteira entre os materiais do objeto fisico e o

ambiente.
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Atividade: determinando um valor minimo

Para a presente secdo, serdo consideradas as desigualdades 3z >5 e 3z > 5 como
recurso explicativo. Esta atividade pode ser adaptada para a possibilidade de obten¢ao de
um valor maximo em vez de um valor minimo.

De posse das desigualdades a serem utilizadas ao longo da discussdo, sejam formados
os subconjuntos de numeros inteiros e de numeros racionais a partir delas, a saber,
{z€ Z; 3z >5}e{z € Q; 3z > 5}. Em cada subconjunto, a sugestdo é a de que a desigualdade
seja reescrita de maneira mais evidente, ou seja, z > 5/3, e sejam apresentados a partir dela
possiveis candidatos a menor nimero em cada subconjunto.

Neste escopo, os estudantes deverdo apresentar diversos candidatos em termos de
numeros racionais, provocando a necessidade de se estudar a possibilidade de ainda haver
algum numero racional menor e capaz de satisfazer a essa desigualdade. Apos algumas
tentativas, é interessante compreender que ha uma dificuldade em obter um menor niimero
racional.

O mesmo procedimento deve ser repetido ao formar os subconjuntos {z € Z ; 3z > 5}
e{z € Q; 3z > 5}. Neste caso, serd exibido um menor numero racional no préprio tratamento
da desigualdade, e este fato deve ser alvo de comparagdo com o caso anterior, mostrando que

a diferenca reside em o citado niimero fazer parte do conjunto.

Atividade: explorando uma projegdo de valor minimo

Ainda de posse do subconjunto {z € Q; 3z >5} como recurso explicativo, é
importante explorar o fato de 5/3 nao fazer parte deste subconjunto como forma de mostrar
que este subconjunto nao dispde de um valor minimo, mas tem 5/3 como uma projecao. Esta
atividade pode ser adaptada para a possibilidade de obtenc¢ao de um valor maximo em vez de
um valor minimo.

A situagdo em estudo conduz a necessidade de mostrar que, ndo importando o nimero
racional fornecido maior do que 5/3, sempre sera possivel mostrar algum nimero racional
menor do que ele e ainda maior do que 5/3. A média aritmética é uma maneira, mas é possivel
explorar outras maneiras a partir das desigualdades formadas e é interessante que os estudantes

tenham certa liberdade para perceber isso.
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Com a abordagem, ¢ importante perceber que 5/3 exerce, no subconjunto em estudo,
uma condicao de fronteira, em virtude da percepcao de que sempre é possivel obter um
nimero racional “ligeiramente” maior do que 5/3 no subconjunto e do fato de nenhum
numero racional menor do que 5/3 fazer parte desse subconjunto. Por tais razdes, 5/3 ¢ um

valor importante no estudo desse subconjunto.

Atividade: como propor uma limitag¢do importante

E interessante utilizar um outro subconjunto para discutir este aspecto. Para tanto, é
interessante discutir o subconjunto {1/z ; z € N}. Esta sugestdo também tera sua importancia
em estudos futuros.

A primeira atitude ¢ a de avaliar como as condi¢des determinantes do subconjunto
podem se tornar mais visiveis. Para o subconjunto considerado, a primeira observagao é que
sdo numeros positivos, e a observagdo seguinte é a de que sdo nimeros cada vez menores
considerados nimeros naturais cada vez maiores.

A partir das duas observagdes, uma sugestao de limitagdo é usar numeros negativos
e observar que, claramente, todos sdo menores do que 0. Além disso, como todo niimero
no subconjunto ¢ maior do que 0, estas observacdes permitem que O seja um candidato
importante para uma limitagao.

Desta forma, o que se pode fazer a respeito de 0 é olhar um ndimero racional
positivo. Tal nimero racional pode ser descrito a partir de dois numeros naturais como n/d.
Se n ja for 1, 6timo. Se ndo, ¢é interessante observar que n/d > 1/d porque n > 1. Ora,
sendo d um numero natural, entdo d + 1 é maior do que d. As observacdes anteriores
permitem concluir que 1/d > 1/(d + 1).

Observando o subconjunto considerado e as conclusdes tiradas at¢é o momento,
decida que relagdo tém O, 1/(d + 1) e n/d, e, a partir dela, descreva o que 0 pode

significar neste contexto para o subconjunto considerado.

A conceituagdo de infimo e supremo

E interessante trazer as atividades desenvolvidas para explicitar os conceitos de

minimo, limitante inferior e infimo de um subconjunto. Como condigdo de analogia, podem
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ser descritos também os conceitos de maximo, em oposi¢do ao minimo, limitante superior,
em oposi¢do ao limitante inferior, e supremo, em oposi¢ao ao infimo, de um subconjunto.

E interessante evidenciar quais as consequéncias imediatas advindas das defini¢oes,
isto é, o que, por exemplo, uma simples multiplicagdo por —1 pode provocar enquanto
relagdes entre esses conceitos. A sugestdo apresentada no aporte tedrico da sequéncia didatica

pode ser tutil na compreensdo destes conceitos.

Explorando efeitos de algumas leis de formagdo

O que se segue é explicitado em mintcias no aporte teérico da sequéncia didatica.
Com a discussdo dos conceitos de limitante, infimo e supremo, a abordagem deve ser voltada
ao estudo de uma espécie particular de entorno do valor 1/2 (ou do valor 2, caso haja um
aporte pronto sobre este a disposi¢ao).

O referido entorno de 1/2 néo se refere a consideragdo de nimeros racionais menores
do que 1/2 ou maiores do que 1/2, mas de uma condigdo que envolve poténcias de numeros
racionais menores do que 1/2 ou maiores do que 1/2. A discussao é relevante em virtude dos
usos tidos a partir do estudo de polindmios de grau maior do que 1.

A fim de que haja o minimo de dificuldades possivel, é importante restringir as
possibilidades ao estudo de nimeros positivos e apenas da poténcia quadratica, considerando
os subconjuntosE ={z € Q;z>0ez?<1/2}eD={z€cQ;z>0ez*>1/2}.

De posse desses conjuntos, a primeira medida é constatar que todo nimero presente
em E é um limitante inferior para D e todo nimero presente em D é um limitante superior
para E.

A partir desta constatagdo, é necessario observar que existem dificuldades de se
obter um minimo em D e um maximo em E. A descri¢do presente no aporte tedrico da
sequéncia didatica é util para mostrar uma maneira de alcancar essa constata¢do. Isto
significa que seria possivel obter, portanto, um infimo para D e um supremo para E.

A abordagem também deve mostrar que um valor que atue como infimo para D
necessariamente atua como supremo para E, indagando a viabilidade de um tal valor ser um

numero racional.
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Finalizagdo

A discussao proposta visa conceituar de maneira simples as nogdes de infimo e
supremo de subconjuntos e procura trabalhar o uso e a interpretacdo de desigualdades
numéricas para a constatacdo de um problema de carater estrutural no conjunto de nimeros

racionais.

Avaliagio

A avaliagdo ¢é feita ao longo da realizagdo das atividades em virtude de as mesmas
tomarem forma escrita ao longo de sua aplica¢ao, onde o professor pode sugerir que os
estudantes troquem escritas entre si para discutirem sobre suas compreensoes individuais
das atividades.

Além das especifidades das atividades, a avaliagdo também pode ser conduzida por
uma série de questdes voltadas a conhecer a compreensdo dos estudantes sobre os seguintes
topicos: os conceitos de minimo, maximo, limitante inferior e limitante superior de um
subconjunto; como limitantes inferior e superior de um subconjunto se relacionam com o
infimo e o supremo de um subconjunto; e a dificuldade com o tratamento de raizes de
polindmios enquanto niimeros racionais.

E interessante que o material escrito seja recolhido para uma avaliagio mais profunda.
A avaliagdo deve levar em consideragdo, em primeiro lugar, a coesdo e a clareza, devendo
seus resultados serem separados. Em segundo lugar, deve ser avaliado o cuidado no uso das
propriedades citadas pelos participantes, destacando possiveis equivocos que levem a

compreensdo expressada por eles ao longo da realizagao das atividades.
4.2.3 Introdugdo aos nuimeros reais
A presente sequéncia didatica aborda uma forma de transi¢do do conjunto de nimeros

racionais para o conjunto de niimeros reais a partir da aplicagdo do conceito de supremo de

um subconjunto. O Quadro 12 traz as informagdes elementares a sequéncia.
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Quadro 12 - Informagdes sobre a sequéncia didatica da se¢ao 4.2.3.

Assunto a ser abordado A existéncia do conjunto de nimeros reais.

Objetivos da agao Compreender como o conceito de supremo de um
subconjunto é crucial para discutir uma forma de
contornar as limita¢des apreendidas a respeito do conjunto
de numeros racionais. Compreender a formagao de
subconjuntos como um passo necessario para resolver as
limitacdes verificadas no conjunto de numeros racionais.
Compreender as concepgdes dos subconjuntos formados
a partir dos conhecimentos ja existentes sobre ntimeros
racionais como recurso para a forma¢do de um novo

conjunto.

Conhecimentos prévios Tratamento elementar de conjuntos: pertinéncia e
inclusao. Operagdes com desigualdades. Operagdes com
numeros racionais. Minimo e maximo de um subconjunto.

Limitantes, infimo e supremo de um subconjunto. Nimeros

binomiais.
Conhecimentos Introdugdo a axiomatizagdo do conjunto de nimeros reais.
desenvolvidos Obtencdo de numeros irracionais.

Competéncias aprimoradas | Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes
conceitos e propriedades matematicas, empregando
recursos e estratégias como observagdo de padrdes,
experimentagdes e tecnologias digitais, identificando a
necessidade, ou ndo, de uma demonstracao cada vez mais

formal na validacao das referidas conjecturas.

Material necessario Quadro. Giz. Pincel. Canetas. Papéis.
Duracao da atividade 1 hora e 30 minutos.
Referéncias Tarski (1994), Avila (2001), Lima (2017)

Fonte: elaboracio do autor, 2020.

Aporte tedrico

Consequéncias das definigoes de infimo e de supremo de um subconjunto

A abordagem da possibilidade da existéncia de um supremo para um subconjunto nao

vazio de nimeros racionais traz dificuldades mesmo em situag¢oes constituidas por condigoes
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consideradas simples, como o caso da avaliagdo de z? < 1/2, por exemplo. Esta dificuldade
traz o desafio de propor uma solu¢ao para qualquer outro subconjunto de niimeros racionais
que recaia na mesma dificuldade.

Diante disto, considere um subconjunto ndo vazio S C Q que admita um limitante
superior. Apesar de a defini¢do de supremo permitir a avaliagdo de algum limitante superior
que possa ser declarado supremo para S, é importante observar que S sé vai admitir supremo
se tal candidato a supremo for, ainda, um niimero racional.

Apesar disso, o fato de S admitir um limitante superior permite formar um outro
subconjunto D C Q constituido de todos os limitantes superiores de S. Se S admitir
supremo, o significado que isto tem é o de existir um niimero racional s de forma que, dada
qualquer redugdo por um nimero racional positivo 1, é possivel obter um nimero racional
ze€ Sdeformaques —r <z <s.

Observe que, em outras palavras, o supremo de S ¢, em particular, um limitante
superior para S, e isto permite dizer que s € D. Desta maneira, ¢ permitido discutir,
também, um infimo para D. Se D admite um nimero racional i como infimo, o significado
que isto tem é o de, para qualquer acréscimo por um ndimero racional positivo 1, ser possivel
obter um nimero racional z € D de forma quei <z < i+r.

Entao, ¢é possivel discutir que rumo tém s e i. Se s > 1, entdo i — s é positivo e, com
isso, a condi¢do sobre i permite obter um ndimero racional z € D de forma que
i<z<i+ (s—1),istoé 1< z<s,o0quecontraria a admissdo feita. Portanto, é 1 < s.

Por outro lado, se fosse i < s, entdo s — i é positivo e, pela condi¢ao sobre s, seria
possivel obter um numero racional x € S de forma que s—(s—1) <x <s, isto é,
i < x < s; com isso, 0 numero racional (i + x)/2 seria um limitante inferior para D, tirando
de ia condigdo de infimo de D, ja que (i +x)/2 > 1.

Estas consideragbes mostram que supS = inf D, e provocam a existéncia de um
objeto que traz o significado de um valor de transicio de S para D. Como nem sempre é
possivel que um numero racional assuma esta condi¢ao, a condi¢do parece se mostrar um

bom ponto de partida para propor um novo conjunto capaz de resolver esta dificuldade.

Condigoes a serem satisfeitas pelo novo conjunto

O novo conjunto formado deve permitir a existéncia de um supremo para todo
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subconjunto ndo vazio S que admita algum limitante superior. Neste sentido, o novo
conjunto contém todos os valores de transicdo de subconjuntos de niimeros racionais que
admitam limitante superior. Neste interim, o novo conjunto devera conter o conjunto de
numeros racionais.

Mas isto ndo é suficiente. O novo conjunto deve respeitar todas as condigdes ja
conhecidas para nimeros racionais. Isto significa que, nele, deverdo ser possiveis as operagdes
de adi¢do e de multiplicagao a maneira feita para niumeros racionais e, além disso, seja possivel
dizer, dados dois objetos no novo conjunto, qual deles ¢ maior, como uma premissa para
caracterizar objetos positivos e objetos negativos.

Sob este panorama, o novo conjunto, portanto, dispde de uma relagdo de ordem, de
uma adi¢do que tenha elemento neutro, seja associativa, seja comutativa e admita a existéncia
de oposto, de uma multiplicagdo que tenha elemento neutro, seja associativa, seja comutativa
e admita a existéncia de inverso multiplicativo salvo para o elemento neutro da adigao, e seja
valida, entre as operacgoes de adi¢do e de multiplicagdo, a propriedade distributiva da adigao

relativa a multiplicagdo.

A definigdo do conjunto de niimeros reais

Diante destas observagoes, ¢ estabelecido o conjunto de niimeros reais, a ser
representado por R. E possivel promover uma construgio para este conjunto, mas a mesma
nao ¢ abordada no presente texto.

Ao estabelecer o conjunto de numeros reais, sdo definidas nele as operagdes de adigdo
e de multiplicagdo, a relagdo de ordem, e a correspondéncia dos simbolos 0 e 1 de R aos
nimeros racionais conhecidos como 0 e 1, fazendo deles diferentes entre si.

Desta maneira, sao validas em R as seguintes propriedades de constituicdo e da
relagdio de ordem, dados numeros reais n, u e p que atendam as condi¢cdes em cada
propriedade:

o Sem # u, entdo ousetemn < wousetemu < n.

e Sen < u, entdo ndo se tem u < n.

e Sen<ueu<p,ention < p.

» Seja S C R um subconjunto ndo vazio que admita limitante superior. Entao existe

um valor de transi¢do de S para o subconjunto D C R de seus limitantes superiores.
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Em outras palavras, S admite supremo em R.
Definida a operagdo de adigdo em R, sao validas as seguintes propriedades, dados
nimeros reais n, u, p e b que atendam as condi¢des em cada propriedade:
« Considerados n e p, sempre existe u € R de forma quen +p = u.
 Considerados n e b, sempre existe u € R de forma quen = b + u.

o Uma vez avaliado n + u, sempre setemn +u =u+n.

Uma vez avaliado (n + u) + p, sempre se tem (n +u) +p =n+ (u+ p).
o Constatado que n < wu, entdo a condi¢do permanece ao adicionar p, isto é,
p+Hn<p+u
o Sempresetemn + 0 =n.
Definida a operagao de multiplicagdo em R, sdo vélidas as seguintes propriedades,
dados numeros reais n, u, p e b que atendam as condi¢oes em cada propriedade:
 Considerados n e p, sempre existe u € R de forma quen - p = u.
o Consideradosn e b, com b # 0, sempre existe u € R de forma quen =b - w.
o Uma vez avaliado n - u, sempre se temn - u =u - n.
o Uma vez avaliado (n-u) - p, sempresetem (n-u) -p=n-(u-p).
e Se 0 < p e é constatado que n < u, entdo a condicdo permanece ao multiplicar
porp,istoé,p-n<p-u.
o Sempresetemn -1 =mn.

o Uma vez avaliadon - (u+ p), sempresetemn - (u+p) = (n-u)+ (n-p).

A admissdo de supremo e os niimeros irracionais

Uma das razdes pelas quais o conjunto de niimeros reais é necessario, como dito, é o
fato de nem todo subconjunto de niimeros racionais admitir como supremo um nimero
racional. Um caso é a avaliagdo de poténcias quadraticas de numeros racionais positivos
menores do que 1/2, isto é, os considerados no conjunto X ={z € Q; z > 0ez* < 1/2}.

Observe que a definicdo da operagao de multiplicagdo traz consigo o agravante da
defini¢do da operagdo de potenciacdo. Num primeiro momento, considerados z€ R e
n € N, é definida a poténcia z" como a multiplicagdo de n fatores iguais a z, ou o proprio
z,sen = 1.

A questdo intimamente relacionada entre as poténcias e os supremos de subconjuntos
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de nimeros racionais é a impossibilidade de sempre obter um nimero racional w e um
nimero natural n para os quais seja possivel escrever o numero racional z como w™. Como
dito, um caso é ndo existir w racional para o qual w? = 1/2.

Diante disto, é importante verificar se este efeito persiste em R. Se persistir, entdo R
ndo sera suficiente para resolver esta dificuldade, em particular, dentre outras. Entdo, sejam
considerados um numero racional positivo a e um ndmero natural k. A partir dai,
considere os conjuntosE ={z € Q;z>0ez"*<aleD={z€Q;z>0ez" > a}.

Para comegar a discussdo, é importante avaliar se E e D correm o risco de ser vazios.
Se a < 1, entdo a* < a, mostrando que a* € Ee 1 € D. Neste caso, E e D ndo sio vazios.
Se a>1, entio a*>a, mostrando que T€E e a“eD. Se a=1, entio
E={z€cQ;0<z<1}eD ={z€Q; z> 1}. Portanto, em qualquer caso, nem E nem D
$30 vazios.

Além disso, observe o seguinte fato. Dados n € E e u € D, isto significa que n* < a
e que u* > a, ou seja, n* < a < u*. Nestas condi¢des, como n e u sdo, ambos, positivos,
considerar n > u acarreta n* > u* por multiplicacdes sucessivas. Portanto, como n* < uk,
isto significa que n < u. Em outras palavras, todo niimero racional em D é um limitante
superior para E.

Desta maneira, ¢ importante decidir se E ¢ um conjunto que admite maximo e se D ¢
um conjunto que admite minimo. Estas informagdes sdo necessarias para discutir se E admite
supremo e se D admite infimo. No caso particular de se ter a = 1, entdo 1 é supremo de E e
infimo de D.

A avaliagao deve ser dividida em duas etapas. A primeira leva em consideragdo os
nimeros racionais positivos a menores do que 1. A segunda, os niimeros racionais a maiores
do que 1. Isto é necessario em virtude das consequéncias admitidas pelas desigualdades
a<lea>1.

Primeiramente, seja a um numero racional positivo menor do que 1. Isto significa
que, dado um numero racional n € E, entaio n+ 1 > 1 e, portanto, n + 1 € D. Por outro
lado, a avaliacdo é sobre se é possivel, ou ndo, obter um nimero racional positivo r de forma
que n + r € E. Para tanto, é importante avaliar como n + 1 se comporta.

Ora, é possivel escrever, com o auxilio de algumas informacgdes sobre Analise

Combinatoria, a seguinte expressao:
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m+n)k= (g)nk-i— (];)Tnk_] +...+ (kE 1)rn_]k+ Gz)r“,

ou, 0 que é mais simples para trabalhar,

Em termos dos numeros binomiais, um fato importante a ser levado em consideragédo

()=

Esta condi¢do permite obter um parametro ainda melhor para continuar a discussao.

¢ o de que sempre se tem

Ao provocar as mudangas sobre todo numero binomial, a expressio dada para (n + r)*

admite comparac¢ao direta com uma expressao mais simples de avaliar numericamente:
k
m+r)k<nk+ E 28k,
x=1

Ora, ¢ possivel melhorar isto ainda mais. Comon € E e a < 1, isto significa que é

possivel escrever n** < 1 e, portanto, provocar uma simplificacio razodvel:

K
(N4 1) <nk42¢ E L
x=1
Avaliando o simbolo de soma em comparagdo com a expansdo direta, é possivel
perceber que todas as parcelas do somatdrio tém v por fator comum. Assim, é permitido

escrever

K
(n+1)* <nk+2% Z ™,

x=1
Lembre-se de que T também ¢é positivo, o que permite escrever 1 =1° Neste
momento, observando a situagdo em estudo, ndo faz sentido considerar que r > 1. Com

efeito,n + 1 € D. Assim, parar < 1, é ainda permitido escrever

K
(n+r)k<nk+2krz1.

x=1

Enfim, ¢ alcan¢ada a condigdo que permite melhorar a discussao,
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(n+71)* < nk + 28kr.

Logo, para v < 1, é possivel fazer uma comparacao direta para acréscimos diferentes
T < s. Com efeito, a discussdo é sobre se ha um acréscimo r menor do que 1 para o qual
N + 1 esteja ainda presente em E.

Com a condi¢do definida, considere n € E de forma que n+ (1/2) € D. Desta

maneira, a condi¢do determinada ha pouco permite escrever

k
1 1
n+-] <n*+2%(-=|.
2 2
Ora, comon + (1/2) € D, isto significa que, na verdade, a condigdo é que

a<nk4+ 2Tk

k

Como n* < a, isto significa que a — n* é positivo. Entdo, é permitido escrever,

envolvendo a divisdo por 2¢7'k,
a—nk
<
2k=Tk

Nio se esqueca de que esta condicio diz respeito a 2 'k e ndo a 2k, como na
condigdo original. Por esta razao, sera considerado um numero racional positivo r de forma
que 2r seja menor do que esta fragdo, ou seja,

O0<2r< a-

Desta condigdo, é permitido escrever

2%r < a—n* = nf 4+ 2%r < a.

E, portanto, possivel recorrer a condi¢do original ja determinada. Com efeito, j4 foi
discutido que

(n 4+ 1) < n* + 2%r.
E isto significa, finalmente, que

Mm+1k<a.
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Esta condigdo, em particular, é forte e bastante significativa. Ela mostra que é possivel
determinar acréscimos a n de maneira que n + 1 ainda esteja presente em E. Isto significa
que E nunca dispde de maximo, seja qual for o nimero racional positivo a < 1 considerado.

Para avaliar se D admite minimo, sera discutida uma condi¢ao diferente. O interesse,
neste momento, é avaliar uma condi¢do sobre u — r que permita ser trabalhada sobre duas
redugdes provocadas por nimeros racionais positivos, um sendo r e outro sendo s < .
Como ha valores em D que sdo menores do que 1, a avaliacdo considerara r < 1 para que
u — T possa ser um nimero racional presente em E.

Como se trata de uma redugio, as poténcias de u — 1 se comportam de duas maneiras
diferentes, uma para nimeros naturais pares e outra para nimeros naturais impares enquanto
expoentes. Por esta razdo, como o sinal do ultimo termo depende de qual numero natural é

adotado, serd escrito

Como n, 1 e k sdo positivos, entdo é permitido diminuir este valor trocando todas as

poténcias positivas de —1 por poténcias negativas. Isto significa que
<k
k k x, k—x
u—r) >u — Tut
w3 (1)

H4 duas situacdes a serem analisadas em relacio as poténcias u*. Se u < 1, entdo
sempre se tem u* > < 1 e, por consequéncia, —1 < —u**. Aliado ao fato de se ter r < 1,
0 que acarreta a todas as poténcias de r que ™ < T, e ao fato de se saber que todo nimero

binomial descrito no somatério é menor do que 2%, entdo é permitido escrever

k
—( )r"uk" > —2kr,
X

Desta maneira, é possivel avaliar u — r observando que
k
(uw—1)* >uk— E 25,
x=1

E, portanto, parau < 1, é permitido considerar que

(uw—1)* > uk — 2%r.
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Resta a avaliagdo do caso em que u > 1. Isto ¢ necessario porque, mesmo com a < 1,
pode ser possivel obter um acréscimo a a de forma que 1 passe a ser um niimero racional

k—x

relevante na analise. Observe que, nesta condigdo, isto acarreta u“™* > 1, mas, a0 mesmo

tempo, U < u*, de onde é permitido escrever —u* < —u .

Com esta constatagao, é possivel recorrer as conclusdes anteriores para escrever
k
— uk > 2Rk
X
Isto significa que, para u > 1, é possivel considerar que
(u—71)* > uk — (2u)*kr.

Diante disto, sejam considerados u € D e um numero racional positivo s de tal maneira
que seja possivel ter u—s € E. Isto significa que (u—s)* < a. Desta maneira, uma das seguintes

possibilidades ¢ atingida:
uf—2%s < a ou uf — (2u)*ks < a.

Comou* > a, entio u*—a é positivo. Desta forma, as condigdes anteriores conduzem,

envolvendo também processos de divisao, a

uf—a uf—a
— <SS ou —— < S.
2kk (2u)*k
De acordo com a condigdo de u, considere um nimero racional positivo r menor do
que uma dessas fragdes, isto ¢, se u < 1, que r seja menor do que a primeira, e, caso contrario,

que seja menor do que a segunda. Dai, virdo

k_a uk—a

u
O<r< ——<s ou O<r< — <s.
2kk (2u)kk

Ora, a primeira condi¢ao, se atingida, acarreta

2u)kr < u* —a = —uf + 2u)*kr < —a = a < uF — (2u)*kr.

Em qualquer caso, portanto, é caracterizado que
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(u—r1)*> a.

Esta constatagdo mostra que D ndo tem minimo. Como ja se sabe que E ndo tem
maximo, isto significa que a existéncia de um supremo para E necessariamente acarreta a
existéncia de um infimo para D.

Apesar de nem sempre isto ser possivel para nimeros racionais, o fato de todo
subconjunto de nimeros reais que admita limitante superior admitir supremo for¢a a E a
existéncia de um supremo em R que atua como infimo de D. Em outras palavras, é constatado
que existe um nimero real b para o qual b* = a.

Dispondo do desenvolvimento do caso a < 1, é possivel considerar que o caso a > 1
pode ser resolvido de maneira semelhante a ser deixado como um exercicio e ndo é

desenvolvido aqui.

Introdugdo

O estudo de subconjuntos em QQ traz uma consequéncia decorrente do estudo de raizes
de polindmios e, por consequéncia, da possibilidade de obter raizes n-ésimas de nimeros
racionais positivos. O fato é que nem sempre este processo conduz a um nimero racional.

Uma maneira para sanar esta dificuldade, em particular, percorre uma maneira de
solucionar a dificuldade em obter supremos ou infimos em subconjuntos ndo vazios de
numeros racionais. Nesta esteira ¢ que se torna necessdrio propor um conjunto que,

contemplando os nimeros racionais, seja capaz de suprir a necessidade apontada.

Diagnéstico inicial

O presente estudo é continua¢do do assunto desenvolvido na sequéncia didatica

descrita na se¢ao 4.2.2, razao pela qual ndo é previsto um diagndstico inicial para a matéria.
Fomentando a discussdo
A discussao envolve a abordagem de propriedades referentes a obtengao de supremos

e infimos em subconjuntos particulares de niumeros racionais. Todavia, a discussao deve ser

levada ao estudo de propriedades em um carater amplo, podendo se valer de subconjuntos
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concretos como maneira inicial para perceber as propriedades.
De posse das propriedades, a questdo é leva-las a algum confronto possivel de maneira
a ser concluida uma dire¢do para propor um novo conjunto contemplando os nimeros

racionais.

Atividade: constatando um valor de transicdo

Antes de considerar uma abordagem mais abrangente, ¢ interessante apresentar um
exemplo que ja deva ter sido discutido. Como sugestéo e, levando em consideragdo que esta
sequéncia descreve uma continuacdo de um assunto anterior, podem ser discutidos os
subconjuntosE ={z € Q;z>0ez2<1/2}eD={z€Q;z>0ez* > 1/2}.

O fato de ja se saber que E ndo tem maximo, D nao tem minimo, e ja ser constatado
que a existéncia de um supremo para E o caracteriza como infimo para D deve ser explorado
antes de serem propostos subconjuntos mais amplos, até mesmo como uma diretriz para a

abordagem das propriedades de supremo e infimo.

Constatando a necessidade de um novo conjunto

Partindo de um subconjunto genérico e ndo vazio de numeros racionais, a condi¢ao de
admissdo de um limitante superior deve determinar a abordagem literal das propriedades de
supremo e de infimo, conforme exposto no aporte tedrico da sequéncia didatica.

A abordagem das propriedades de supremo e infimo, por meio de um confronto sobre
as possibilidades travadas na discussdo, permite alcangar uma condi¢do fundamental para a
solu¢ao do problema constatado em Q: a necessidade de que todo subconjunto nao vazio de
numeros racionais que admita limitante superior admitir supremo.

E importante ressaltar, na abordagem, o uso constante das desigualdades que definem
o supremo e o infimo de subconjuntos nado vazios, aliadas as condigoes estabelecidas sobre os
conjuntos em estudo.

Por outro lado, nédo se limitando a isto, ¢ importante enumerar todas as propriedades
vigentes para Q que devem ser mantidas e respeitadas pelo novo conjunto além da condigao
fundamental ja declarada. Isto inclui propriedades operatérias e a questio da relagao

de ordem.
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Constatando que o novo conjunto é util

Ao admitir o conjunto de nimeros reais conforme exposto no aporte tedrico da
sequéncia didatica, é importante tornar claro que a construgao deste conjunto é possivel e
podera ser explorada em momento oportuno, mas que o interesse maior é a discussao sobre se
este conjunto é realmente satisfatorio.

Como a motivagao para a existéncia de R foi a necessidade de todo subconjunto nao
vazio de numeros racionais que admita limitante superior admitir supremo, entdo devem ser
novamente considerados subconjuntos que descrevam raizes n-ésimas de niumeros racionais
positivos.

A discussao presente no aporte tedrico da sequéncia didatica providencia um ponto
de partida para uma abordagem concreta, isto é, através de niimeros racionais dados, como
recurso para a discussio mais ampla sobre os demais numeros racionais positivos. E
interessante discutir um caso diferente de \/m Por exemplo, com o disposto no aporte
tedrico da sequéncia didética, é possivel tragar medidas para discutir 3/1/7.

A abordagem deve ser norteada pela exploragdo das propriedades operatdrias
vigentes para R, ciente de que ja eram validas em Q, como a expansdo binomial, a
comparagdo de valores como recurso para obter valores de referéncia, e o consequente estudo
do comportamento dos subconjuntos formados com valores positivos menores do que {/1/7
e com valores maiores do que /1/7.

E possivel, a partir da descricio presente no aporte teérico da sequéncia didatica,
discutir, em vez de um numero racional menor do que 1, um ndmero racional maior do que
1, como, por exemplo, 3/2, ou mesmo nuimeros naturais, como 5. Por outro lado, é necessaria

uma adaptagdo das condigdes la presentes para refletir a abordagem.
Finalizagdo

A discussdo proposta visa trazer elementos que permitam compreender a necessidade
do conjunto de nuimeros reais e avaliar se uma definicdo do conjunto de nimeros reais é
suficiente para, em um primeiro momento, compreender a utilidade do novo conjunto na

solucao dos problemas enfrentados em niimeros racionais.
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Avaliagio

A avaliagdo ¢ feita ao longo da realizagdo das atividades em virtude de as mesmas
tomarem forma escrita ao longo de sua aplicagdo, onde o professor pode sugerir que os
estudantes troquem escritas entre si para discutirem sobre suas compreensoes individuais
das atividades.

Além das especifidades das atividades, a avaliacdo também pode ser conduzida por
uma série de questdes voltadas a conhecer a compreensdo dos estudantes sobre os seguintes
topicos: o papel do infimo e do supremo de um subconjunto na constatagao de uma dificuldade
com numeros racionais; a inten¢ao de superar a dificuldade constatada com a proposi¢ao de
um novo conjunto numérico; os critérios de compatibilidade com todas as operagdes
anteriores no conjunto de numeros racionais; e a utilidade e o comportamento do novo
conjunto numérico com respeito a dificuldade constatada no conjunto de niimeros racionais.

E interessante que o material escrito seja recolhido para uma avaliagdo mais profunda.
A avaliagdo deve levar em consideragdo, em primeiro lugar, a coesdo e a clareza, devendo
seus resultados serem separados. Em segundo lugar, deve ser avaliado o cuidado no uso das
propriedades citadas pelos participantes, destacando possiveis equivocos que levem a

compreensdo expressada por eles ao longo da realizagao das atividades.
4.2.4 Um conjunto numérico ndo enumerdvel

A presente sequéncia didatica aborda a nao enumerabilidade do conjunto de nimeros
reais a partir da aplicagdo dos conceitos de infimo e de supremo de um subconjunto. O
Quadro 13 traz as informagdes elementares a sequéncia.
Aporte tedrico
Uma exploragdo em subconjuntos de niimeros reais

Explorados efeitos causados por subconjuntos de niimeros racionais em R, convém

uma abordagem sobre os subconjuntos de R. Evidentemente, ndo serdo abordadas

novamente situagdes sobre subconjuntos de Q contidos em subconjuntos de R que paregam
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Quadro 13 - Informagdes sobre a sequéncia didatica da se¢ao 4.2.4.

Assunto a ser abordado

A ndo enumerabilidade do conjunto de niumeros reais.

Objetivos da agao

Compreender como o conceito de supremo de um
subconjunto é crucial para discutir uma forma de
contornar as limita¢des apreendidas a respeito do conjunto
de numeros racionais. Compreender a formagao de
subconjuntos como um passo necessario para resolver as

limitacoes verificadas no conjunto de nimeros racionais.

Conhecimentos prévios

Tratamento elementar de conjuntos:  pertinéncia,
inclusdo, intersec¢do, reunido e diferenga. Operagoes
com desigualdades. Limitantes, infimo e supremo de um

subconjunto. Operagdes com numeros reais.

Conhecimentos

desenvolvidos

Nao enumerabilidade do conjunto de nimeros reais.

Competéncias aprimoradas

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes
conceitos e propriedades matematicas, empregando
recursos e estratégias como observagio de padroes,
experimentagdes e tecnologias digitais, identificando a
necessidade, ou ndo, de uma demonstracao cada vez mais

formal na validacao das referidas conjecturas.

Material necessario

Quadro. Giz. Pincel. Canetas. Papéis.

Duracao da atividade

1 hora e 30 minutos.

Referéncias

Avila (2001), Lima (2017)

Fonte: elaborac¢do do autor, 2020.

equivalentes.

Dados dois nimeros reais p < ¢, ¢ permitido formar um subconjunto dispondo de

todos os numeros reais maiores do que p e menores do que q. Além disso, é possivel incluir

P e q neste subconjunto. Assim, seja S ={z € R ; p < z < q} tal subconjunto.

A partir de p e g, pode ser considerado, por exemplo, o numero real (p + q)/2.

Observe que p = (2/2)p e, entdo, p = 2(p/2). Ora, como p < (, isto significa p/2 < q/2,
ouseja, (p/2) + (p/2) < (p/2) + (q/2). Além disso, (p/2) + (q/2) < (q/2) + (q/2). Desta
maneira, ¢ possivel concluir que p < (p+q)/2< ¢, ou seja, (p+q)/2€S. De p, q e

(p + q)/2, é possivel se valer do mesmo método para obter (3p + q)/4 e (p + 3q)/4 e

observarquep < 3p+q)/4<(p+q)/2<(p+3q)/4<q.

Esta construcao significa que, a partir de S, é possivel formar um subconjunto T C S
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considerando dois niumeros reais presentes em S, com pelo menos um deles diferente ou de p
ou de g. Sendo b e d tais nimeros de forma que b < d, entdo também é um subconjunto de S
osubconjunto T ={ze R; b<z<d}

A presente constatagdo motiva uma abordagem paralela. Ao considerar os nimeros
reais p e q e formar o subconjunto S ={z € R ; p < z < q}, considere um outro numero real
qualquer x. Como visto, é possivel formar um subconjunto de S através de numeros reais b e
d presentes em S. Mas, com respeito a X, a questdo muda ligeiramente de foco.

E interessante provocar uma relagio entre o subconjunto formado através de S e o
nimero real x considerado. Discutir se x pode fazer parte deste subconjunto é viavel se
x € S. Desta maneira, o interessante é discutir se é possivel formar um subconjunto T C S
sem que x faca parte de T.

Se x ¢ S, o subconjunto T pode ser, inclusive, o préprio S, o que torna a cena
aparentemente sem relevincia. Mas se x € S, isto significa que se pode ter x < q oux = q.
Ora, se x = (, entdo ja se sabe que é possivel obter um numero real d menor do que x e,
com isso, formar o subconjunto T ={z e R; p <z < d}.

Se x < q, entdo ha duas possibilidades para obter um niimero real d: oup < d < x
oux < d < (, seguindo a maneira ja abordada ao inicio da discussdo. Com isso, no
primeiro caso é possivel formar T={ze€R;p<z<d}, e no segundo caso,
T={zeR;d<z<q}

De toda maneira, é possivel obter um subconjunto T C S de maneira que x ¢ T. Esta
condigdo ¢ importante e dd margem a avaliagdo com mais de um nimero real x qualquer.

Ampliando a discussao para mais de um numero real, sejam x; e x, numeros reais
presentes no subconjunto S em estudo. Logo, com respeito a x;, é possivel obter dois nimeros
reais a; e by em S, de maneira que p < a3, a; < by, by < q e, além disso, ou x; < a;
ou by < xy. Desta maneira, é possivel formar o subconjunto S ={z € R; a; < z < by} sem
que x; estejaem S;.

Com respeito a x;, a abordagem pode ser repetida a partir de S; em vez de S, o que
torna a avaliacdo mais interessante e com maior potencial. Desta forma, existem a, e b, em
S1 de maneira que a; < ay, a; < by, by < by e, além disso, ou x; < a; ou by < x,. Assim,
¢ formado o subconjunto S; ={z € R ; a; < z < by} sem que x; esteja em S,.

Como até entdo foram discutidos conjuntos cuja quantidade de objetos ¢ enumeravel,

¢ interessante considerar exatamente uma quantidade dessa de nimeros reais. Isto é possivel
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quando ¢ formada uma funcao injetiva f : N — R. Com tal possibilidade, seja E C R o
conjunto imagem de f. Claramente, E é enumeravel em virtude de f ser injetiva.

Entio, escrevendo E = {x,, ; n € N} como alternativaa E = {f(n) ; n € N}, ¢
possivel considerar dois numeros reais p e q distintos de forma que p < g, formar o
subconjunto S ={z € R ; p < z < q} e avaliar cada nimero presente em E.

Para x; e S, a discussdo em curso permite concluir que existem a; e b; em S, onde
P < a1 < by < g, onde ou se tem x; < a; ou se tem by < x;. Nestas condigdes, é formado
S1 ={z e R; a; <z < bi}sem que x; esteja em S;.

A partir de Sy, existem a; e b, em Sy, onde a; < a; < b, < by, onde ou se tem
X2 < @y ou se tem b, < x;. Nestas condic¢des, é formado S; ={z € R; a; < z < b,} sem que
X, esteja em S;.

Como este procedimento pode ser repetido para cada nimero presente em E, é
possivel o uso do Principio de Indugdo de maneira a determinar como este procedimento é
continuado ao longo de E. Dado um numero natural n e formado o subconjunto

={z € R; a, < z < b,} sem que x,, esteja em S,,, é possivel obter a1 e b1 em S,, de
maneira que a, < an; < by < by, e, além disso, ou se tenha x,,,1 < a,.1 ou se tenha

bni1 < Xni1, formando Sy ={z € R; any1 <z < byyg) sem que x4 estejaem S 1.
Como consequéncia desta formulagdo, observe que sempre se tem a, < ani; e

bni1 < by. Isto significa que, considerando todos esses niimeros reais, ocorrem

<< <y<...<a, <ay <.
by Kby <<y <ba3<b, < by

Além disso, Sn+1 C Sy, pois an+1 € by estdo presentes em Sy, assim como todos os
numeros reais de S, ;1. Mas o fato de se ter a,, < by, nesta condi¢do, provoca a indagagdo
sobre se os nimeros reais a,, sdo menores do que todos os niimeros reais b;,.

Para tanto, é necessario recorrer ao Principio de Indugdo. Considere um numero
natural fixado u. Pela constatagdo anterior, é sabido que b, < b;, de onde se conclui que
a, < b;. Forme o subconjunto Q C N com os nimeros naturais n para os quais a,, < by.
Desta forma, foi constatado que 1 € Q, donde Q nao é vazio.

Dado um numero natural n de maneira que n € Q, entdo o fato é que a, < by.
Se u > n, entdo também ¢é fato que a,, < by, pois a,, < by < byyg. Agora, seu < n, é

necessario observar que a,, < a, e a, < a,.1. Como a,. 11 < b1, vem, como consequéncia,
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que a, < by;. Desta forma, foi constatado que, se n € Q, entdion + 1 € Q. Portanto, Q
contém todos os nimeros naturais e pode ser identificado com N.

A estratégia é semelhante para verificar, fixado u natural, que sempre se tem a,, < by,
confirmando uma resposta positiva a indagagao de se todos os nimeros reais a,, sdo menores
do que todos os numeros reais b,. Esta condigdo permite observar os subconjuntos
A ={a, ;n € N}eB = {b,, ;n € N}eperceber que todo nimero em B é um limitante superior
para A e todo nimero em A é um limitante inferior para B. Logo, existem a = supA e
b = inf B.

Resta discutir como tais numeros reais se comportam, isto é, se a < b, a = b ou
a > b. Dadas as condi¢des ja determinadas sobre A e B, é razoavel acreditar que as duas
primeiras possibilidades sao reais, e impor duvidas quanto a possibilidade de ser a > b.

Nesta esteira, o nimero real a — b sera positivo. Como a é supremo de A, entdo,
para todo numero real positivo 1, é possivel obter um nimero a,, € A de forma que
a—r<a,<a Jaque a— b é positivo, entdo também existird a,, € A de maneira que
a—(a—b)<a, <aouseab<a, <a.

Com isso, a, — b sera positivo também, e, como b é infimo de B, existirda um ndmero
by € Bparaoqualb < b, < b+ (a, —b),isto é, b < b, < a,. Mas ja foi constatado que
by < a, é impossivel, e isto invalida a possibilidade de se ter a > b. Portanto, a < b.

Ora, é possivel formar um subconjunto F = {z € R ; a < z < b}. Como a é supremo
de A e b é infimo de B, entdo a, < a < b < b, para todo nimero natural n. Isto faz de F
um subconjunto de todos os subconjuntos S,, formados. Além disso, F ndo contém nenhum

numero real de E.

Um conjunto numérico ndo enumerdvel

A constatagdo alcancada na discussio em curso é a de que, formado qualquer
subconjunto enumeravel de numeros reais, é possivel formar um subconjunto que nao
contenha nenhum deles. Entdo, a questdo a ser levantada é como isto afeta R de maneira
imediata.

Entdo, ao admitir que R possa ser enumeravel, sera possivel formular uma fungio
f : N — R de maneira que possa ser adotada, para R, a escrita alternativa

R ={x, ; n € N}. Ora, considerando o proprio R como subconjunto inicial, é possivel
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considerar os numeros reais x; e X, para a formag¢do de um subconjunto para a discussao,
asaber,S={zc R; x; <z <x}

Observados a forma enumeravel de R e o subconjunto S C R, entdo a discussdo
levada a cabo até entdo permite formar um subconjunto F C S de forma que todos os
numeros reais enumerados (X1, X2, e assim por diante) sdo descartados na formagéo de F.

Um momento! Como F C SeS C R, entio F C R. Como a enumera¢io de R foi
descartada no processo, isto significa que F contém nimeros reais nao alcangados pela fun¢ao
f, mostrando que a fungdo f formulada ndo pode ser sobrejetiva e, portanto, ndo pode ser
bijetiva. Desta maneira, R ndo pode ser um conjunto enumeravel.

A consequéncia deste fato é que existem muito mais nimeros irracionais do que
numeros racionais. Em particular, hd alguns numeros irracionais que nao sao obtidos como
uma forma inversa da potenciagdo, como 7t e e, 0 que evidencia ainda mais a realidade desta
discrepancia.

Além disso, ndo ha apenas uma maneira para definir subconjuntos de nimeros
racionais, determinada por uma desigualdade, mas ha outras determinadas por leis de
formacdo ou combinagoes de toda sorte que ndo sdo alcancadas apenas pela necessidade de

obter uma operag¢ao inversa a potenciagao. O caso referente a e é um desses.

Uma grave limitagdo no conjunto de niimeros racionais

E possivel perceber que o processo pode ser repetido para um subconjunto de nimeros
racionais, isto é, considerar um subconjunto enumeravel de nimeros racionais E que admita
limitantes inferior e superior, formar com estes um subconjunto S de niimeros racionais e,
com isso, formar uma cadeia de subconjuntos S,, tais que excluem, um a um, cada niimero
racional em E.

A questdo que se impde é sobre se a cadeia de subconjuntos sempre vai alcangar algum
numero racional, e, todavia, nem sempre ird alcancar, devido a necessidade de serem obtidos
o supremo do subconjunto formado com os infimos de S, e o infimo do subconjunto formado
com os supremos de S,, que nem sempre existirio em Q. Este fato evidencia a principal
limitagdo de Q, que pode ser descrita como a auséncia de diversos nimeros importantes entre

dois numeros racionais.
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Introdugdo

A abordagem de subconjuntos de R admite uma avaliagdo mais ampla sobre as
possibilidades de formagdo de subconjuntos e evidencia certo contraste com o processo
desenvolvido a partir de Q para mostrar a necessidade de formar R.

O fato de subconjuntos de numeros reais que admitam algum limitante poderem
admitir ou infimo ou supremo, de acordo com a condi¢ao do limitante, traz uma caracteristica
caraaR. A formacao de subconjuntos em R evidencia, através das consideragdes sobre infimos

e supremos, a ndo enumerabilidade de R.

Diagnéstico inicial

Para o presente estudo, o diagndstico pode ser realizado através de uma relagdo de
questdes a respeito da compreensdo sobre operagdes em conjuntos, operagdes com e
concatenagdes de desigualdades. Outra maneira é fazer uma breve discussdo sobre o topico.

As operagdes em conjuntos podem ser discutidas sob o ponto de vista da interagdo
entre os objetos, onde se constatam objetos comuns a dois conjuntos e os efeitos que
conduzem a relagdo de inclusao e as operagdes de intersecgao e diferenga de conjuntos.

As operagoes com desigualdades envolvem a adicdo de um ndmero racional, a
multiplicacdo por numeros racionais positivos ou negativos, a adi¢do de desigualdades e a
multiplicagio de desigualdades. E importante discutir a substituicio de valores como uma
adigao de desigualdades.

A concatenagdo de desigualdades envolve considerar duas desigualdades que possam
compreender uma terceira, pela propriedade transitiva. Além disso, o uso de desigualdades

simples pode ser relacionado a detec¢ao de um objeto de um conjunto.

Fomentando a discussdo

O ponto de partida deve ser a consideracao das possibilidades a respeito de um
subconjunto que admita limitantes inferior e superior. Isto significa formar um subconjunto
de numeros reais a partir de dois niimeros reais dados para o comec¢o da conversa.

A partir deste subconjunto, a discussdo deve levar em consideragdo dois aspectos: a
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livre formagdo de subconjuntos deste e a possibilidade de exclusao de certo nimero real do
subconjunto para a formagao de um novo subconjunto.
A discussdo deve ser escalada quanto a possibilidade de este processo poder ser

continuado.

Atividade: formando subconjuntos

Para comecar, considere quatro numeros reais, com valores fixados. Ordene esses
valores e considere, inicialmente, o menor e o maior deles. O menor deles sera designado p
e 0 maior, q. Forme, com isso, o subconjunto S ={z € R; p <z < q}.

Dos dois que restaram, o menor deles serd designado b e o maior, d. Ao formar o
subconjunto T ={z € R; b < z < d}, observeque T C S.

A partir de b e d, obtenha dois numeros reais diferentes que sejam maiores do que
b e menores do que d. Designados h e p estes nimeros, onde h < p, forme o subconjunto
U={ze€R; h<z< u},observando que U C T e, portanto, U C S.

Conclua que este processo pode ser continuado a partir de U.

Atividade: explorando a formagdo de subconjuntos

Considere trés nimeros reais com valores fixados e designe-os por x, a e b. Sejam p o
menor dentre a e b e g, o maior. Forme, com isso, o subconjunto S ={z € R; p <z < q}.

Avalie se x faz parte de S. Se ndo faz, conclua que S é um subconjunto de si mesmo
que exclui x. Se fizer, avalie se x < ¢ ou ndo. Se x = g, obtenha, a partir de p e q, um niimero
real g presente em S. Se x < ¢, obtenha, a partir de x e ¢, um numero real h presente em
S. De acordo com cada situagdo, forme o subconjunto T={z€R;p<z<g} ou
F={z € R; h<z< q}econcluaqueouT ouF éum subconjunto de S que exclui x.

Reinicie o processo considerando quatro nimeros reais com valores fixados.
Designados x;, X2, a e b, sejam p o menor dentre a e b e ¢, o maior. Forme, com isso, o
subconjunto S ={z € R; p <z < q}

Repita o processo anterior formando um subconjunto T C S que exclua x;. A partir
de T, repita o processo formando um subconjunto U C T que exclua x;. Conclua que U C S

também.
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Atividade: compreendendo como formar uma cadeia de subconjuntos

E interessante que, nesta atividade, seja considerado um subconjunto de niimeros reais
definido por uma fun¢ao que alterne valores positivos e negativos. Com esta finalidade,
considere um subconjunto de numeros reais definido através da fun¢do f: N — R, descrita
pela lei de formacdo f(n) = (—1)"/n2.

Avalie f(1) e f(2). Sendo p o menor dentre eles e g, o maior, forme o subconjunto
S={z € R; p <z < q}. Para o presente caso, f(1) é negativo e f(2) ¢ positivo, o que acarreta
p="F(1)eq=1~(2).

Diante disto, calcule a média aritmética de p e g, designada m,. Neste caso, como
f(1) é negativo, entdo f(1) < my. Ja que a discussdo envolve niimeros racionais, entdo é
permitido procurar por um nimero na forma —1/u ou 1/u, onde u é o denominador de
my, de maneira que f(1) < m; < —1/u. Assim, designe a; = —1/ueb; = q e forme o
subconjunto S; ={z € R; a; < z < by}. Perceba que f(1) & S;.

Repita este procedimento a partir de f(2) e S;: calcule a média aritmética de a; e by
e designe-a m,. Como by = g, isto é, b; = f(2), entao m;, < f(2), e, portanto, considere
1/u, onde u é o denominador de m,, e ocorrera 1/u < m, < f(2). Com esta condicio,
designe a; = a; e b, = 1/u. Forme o subconjunto S; ={z € R; a, < z < by} e perceba
que f(2) & S,.

Continue este processo até a formagao de S;p. Observe o comportamento dos sinais
das médias formadas, mz a myo, em relagio aos sinais dos valores tomados, f(3) a f(10). Esta
informacao podera ser util na avaliacido de possiveis propriedades do processo adotado.

Considere os valores de a; até a;o. Em virtude da lei de formacao fornecida, todos
eles sdo negativos. Do mesmo modo, todos os valores de b; até by, sdo positivos. Além disso,
o processo formou um padrao para cada conjunto de valores.

A partir destas informagdes, compare em que condi¢des estio mudando os valores de
a; até a;o em relagdo aos valores de f(1) a f(10). Faca a mesma avaliagdo com os valores de
b; a byp em relagao aos valores de f(1) a f(10). Isto permite discriminar quais comparagdes
devem ser feitas a fim de tirar conclusdes sobre a continua¢ao da formagao dos subconjuntos
Sn,apartirden =11.

De posse das comparagdes, possivelmente o Principio de Indugao devera ser usado

para comprovar como ¢ a regularidade dos subconjuntos S,,. De todo modo, sera possivel
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obter uma lei de formagdo que reproduz o conjunto dos valores a, obtidos a cada etapa
e outra, para o conjunto dos valores b,,.

Forme os subconjuntos A ={a,;neN}e B={b,;neN}. Com as leis de
formagdo obtidas, é possivel decidir quem sdo sup A e inf B. Determine estes valores e que

relagdo satisfazem eles, isto é, se sup A < inf B, se sup A = inf B ou se sup A > inf B.

Avaliando uma condi¢do mais ampla

Compreendida uma maneira de formar uma cadeia de subconjuntos a partir de uma
quantidade infinita de nimeros reais fornecidos, ¢ interessante poder generalizar. O processo
segue o disposto no aporte tedrico da sequéncia didatica.

Considere uma fun¢ao f : N — R qualquer, desde que seja injetiva. A condigao ¢é
necessaria para dispor de mais de um numero real para avaliagdo. A partir de f(1) e f(2),
sejam p o menor dentre eles e ¢, o maior, e forme o subconjunto S ={z € R; p <z < qL

A partir de p e g, é possivel obter um niimero real maior do que p e menor do que q.
Se este numero for menor do que f(1), entdo designe a; = p e by por este numero; se for
maior do que f(1), entdo designe a; por este nimero e by = . Em todo caso, perceba que
a; < by. Forme o subconjunto S = {z € R ; a; < z < by} e perceba que, além de S; C S,
também f(1) € S;.

A partir de a; e by, é possivel obter um numero real maior do que a; e menor do que
b;. Se este numero for menor do que f(2), designe a; = a; e b, por este numero; se for
maior do que f(2), designe a, por este nimero e b, = b;. Em todo caso, perceba que a, < bs.
Forme o subconjunto S; = {z € R ; a; < z < by} e perceba que, além de S, C S5, também
f(2) & S,.

Como f(1) e f(2) foram usados para formar S, ndo foi necessario verificar se estavam
em S para a formacdo de Sy e S,. Por outro lado, pode ser que f(3) ndo esteja em S,. Se for
este caso, entdo o proximo subconjunto, Sz, é o proprio S,, com a; = a; e b3 = b;.

Se f(3) € S,, entdo ou f(3) < b, ou f(3) =b,. No primeiro caso, use f(3) e b,
para obter um nimero real maior do que f(3) e menor do que b,; designe-o a3 e considere
b; = b,. No segundo caso, obtenha um numero real maior do que a, e menor do que by;
adote az = a, e designe por bz o numero obtido. Em qualquer caso, observe que a; < bz e

forme o subconjunto S; ={z € R; a3 < z < b3}. Perceba que, além de S; C S,, também
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f(3) € Ss.

Como esta construgio foi permitida uma vez, entdo pode ser repetida. Desta maneira,
é possivel considerar que foram obtidos, no passo n, os numeros reais a,, e b, de maneira a
formar o subconjunto S,, = {z € R; a,, < z < by}, onde f(n) ¢ S,,. Repita a construgao
com respeitoa f(n+ 1) e S,,.

Por ora, conforme sdo obtidos os nimeros reais a,, e by, é possivel incluir cada valor
em um subconjunto particular. Forme os subconjuntos A ={a, ; n € Nje B ={b,, ; n € N}
E interessante discutir como funcionam limitantes a respeito desses conjuntos e, em
particular, se os nimeros reais neles presentes podem atuar como limitantes.

Assim, avalie se os numeros reais de A atuam como limitantes inferiores para B e se
os numeros reais de B atuam como limitantes superiores para A. Como ponto de partida,
fixe um namero real do conjunto a ser avaliado, conforme disposto no aporte teérico da
sequéncia didatica.

Decididas as condi¢cdes a respeito de A e de B, se A admitir limitante superior,
entdo admitira supremo. Se este for o caso, decida se algum nimero real de B pode vir a ser
supremo de A. Do mesmo modo, se B admitir limitante inferior, entdo admitira infimo. Se este
for o caso, decida se algum numero real de A pode vir a ser infimo de B. Faca uso destas

informagdes para decidir que relagao tém sup A e inf B.

Constatando um conjunto ndo enumerdvel

Os conjuntos numéricos estudados até entdo, a saber, N, Z e Q, sdo, todos,
enumeraveis. Resta decidir se R também é enumeravel, ou ndo, e que consequéncias isto
traz.

A formagao de uma cadeia de subconjuntos ¢ um instrumento util para tomar uma
decisao sobre R, e é usada de uma forma provocativa.

Se R for enumeravel, entdo existira uma fungéo bijetiva f: N — R que caracterize a
enumerabilidade. A preocupagdo ndo deve ser com a lei de formagdo da fungdo, mas com a
propriedade dela. Como f ¢ bijetiva, entdo f ¢ injetiva e sobrejetiva.

A existéncia desta fun¢ao também permite escrever R como a imagem de f, ou seja,
R = {f(n) ; n € N}. Entéo é possivel fazer a construcio da atividade descrita na avaliacdo da

se¢do anterior para R sob esta condigao.
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Isto significa que a construgdo provocara a formagao de uma cadeia de subconjuntos
naformaS, ={z€R; a, <z<byemquef(n) &S, eSn:1 C Sy

A cadeia de subconjuntos assim formada permite destacar os subconjuntos
A={a,;neN} e B={b,; ne N} Utilize as propriedades descritas sobre A e B na
atividade descrita na avaliacdo da se¢do anterior para decidir se existem, ou ndo, sup A e
inf B e, em caso afirmativo, que propriedade tém esses valores.

Com a avaliagdo, decida se é possivel formar um subconjunto particular que faga parte
de todo subconjunto S,. Se for, entdo decida que consequéncia isto traz a respeito do fato
admitido de f ser sobrejetiva. Se f deixou de ser sobrejetiva, entdo ndo poderia ser admitido

que R seja enumeravel.

Finalizagdo

As atividades tém o conddo de conduzir a compreensio sobre propriedades
particulares do conjunto de nimeros reais, e, em particular, sobre a impossibilidade de este

ser enumeravel.

Avaliagio

A avaliagdo ¢é feita ao longo da realizagdo das atividades em virtude de as mesmas
tomarem forma escrita ao longo de sua aplicagdo, onde o professor pode sugerir que os
estudantes troquem escritas entre si para discutirem sobre suas compreensdes individuais
das atividades.

Além das especifidades das atividades, a avaliagdo também pode ser conduzida por
uma série de questdes voltadas a conhecer a compreensdo dos estudantes sobre os seguintes
topicos: a formagdo de subconjuntos de numeros reais; a formag¢ao de uma cadeia de
subconjuntos de numeros reais; e a relagao entre os conceitos de func¢éo e de enumerabilidade,
a formacdo de uma cadeia de subconjuntos de nimeros reais, e a constatagao de um conjunto
numérico ndo enumeravel.

E interessante que o material escrito seja recolhido para uma avaliagio mais profunda.
A avaliagdo deve levar em consideragdo, em primeiro lugar, a coesdo e a clareza, devendo

seus resultados serem separados. Em segundo lugar, deve ser avaliado o cuidado no uso das
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propriedades citadas pelos participantes, destacando possiveis equivocos que levem a

compreensdo expressada por eles ao longo da realizagao das atividades.

4.2.5 A estrutura intrinseca ao conjunto de niimeros reais

A presente sequéncia didatica abordara tdpicos iniciais da topologia do conjunto de
ndimeros reais, isto é, a estrutura admitida por seus subconjuntos em relagdo aos niimeros reais

neles presentes. O Quadro 14 traz as informagdes elementares a sequéncia.

Quadro 14 - Informagdes sobre a sequéncia didatica da segdo 4.2.5.

Assunto a ser abordado A topologia do conjunto de numeros reais.

Objetivos da acdo Compreender as consequéncias das condi¢oes definidas
sobre a relagdo entre nimeros reais e subconjuntos de

numeros reais que os contenham.

Conhecimentos prévios Tratamento elementar de conjuntos: pertinéncia,
inclusdo, intersec¢do, reunido e diferenca. Operagdes
com desigualdades. Limitantes, infimo e supremo de um

subconjunto. Operagdes com nimeros reais.

Conhecimentos Pontos interiores, pontos aderentes e pontos cumulativos.

desenvolvidos Conjuntos abertos e conjuntos fechados.

Competéncias aprimoradas | Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes
conceitos e propriedades matematicas, empregando
recursos e estratégias como observagio de padrdes,
experimentagdes e tecnologias digitais, identificando a
necessidade, ou nao, de uma demonstracao cada vez mais

formal na validagao das referidas conjecturas.

Material necessario Quadro. Giz. Pincel. Canetas. Papéis.
Duracao da atividade 1 hora e 30 minutos.
Referéncias Avila (2001), Lima (2017)

Fonte: elaboracdo do autor, 2020.

Aporte tedrico

Uma consideragao importante no estudo de conjuntos numéricos diz respeito as nogdes

de proximidade e continuidade ao longo de um percurso. Uma forma de expressar o vinculo
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entre estas nogdes estd ao escrever, na defini¢do de um subconjunto de niimeros reais, a forma
S ={z € R; a < z< b};em particular, se a e b forem nimeros reais distintos.

O motivo pelo qual esta forma foi introduzida em interagdes anteriores é o de
evidenciar a necessidade do trato direto com subconjuntos como recurso para estudo,
mostrando que o estudo de conjuntos em carater amplo é tdo importante e essencial quanto
o estudo de fung¢des em carater amplo.

Por outro lado, o momento é de fazer uma outra abordagem a respeito de
subconjuntos, mais voltada ao estudo de uma estrutura interna intrinseca ao conjunto de
nimeros reais. Nesta abordagem, o interesse ¢ discutir propriedades particulares a relagdo
entre numeros reais e subconjuntos de nimeros reais.

Para comegar, considere um subconjunto X C R e um numero real p. Ha
subconjuntos particulares, razoavelmente especificos, que trazem um outro olhar a relagdo
satisfeita por p e X e que vdo um pouco além das condi¢gdes que definem o infimo e o
supremo de X. Um destes subconjuntos é S ={z € R; a < z < b}, onde, além de a e b serem
numeros reais, p faz parte de S e ndo é nem a e nem b.

Por outro lado, por S admitir um minimo e um maximo, S é um tanto permissivo.
Desta maneira, a exemplo de outras etapas do estudo de subconjuntos de niimeros reais,
considere remover a e b de S, formando o subconjunto[ =S —{a; b} ={z € R; a <z < b},
tornando I um subconjunto sem minimo e sem maximo.

Observando p a partir de I, as relagdes nao envolvem apenas p e X, mas I e X
também, abrindo espago para a avaliacdo de efeitos a partir de propriedades satisfeitas por
I e X, conforme as condi¢des para declarar ou a inclusdo de I a X ou a constatagdo de

numeros reais comunsal ea X.

A formagdo de conjuntos abertos

E possivel considerar diferentes nimeros reais a e b para formar o subconjunto
{z € R; a < z < b}. Isto significa que pode ser possivel obter dois nimeros reais especificos
p e q de maneira que o subconjunto {z € R ; p < z < q} seja um subconjunto de X. Se for,
o fato de este subconjunto nao dispor de minimo nem de maximo e conter nimeros reais
maiores do que p e menores do que g ja o torna infinito; assim, por ser um subconjunto

de X, isto caracteriza X infinito.
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Observando a situagao a partir de um numero real m presente em X, a possibilidade
de obter nimeros reais p e q — para os quais seja constatado que p < m < q - onde o
subconjunto {z € R; p < z < q} seja um subconjunto de X traz um significado particular:
um numero real presente em um subconjunto de numeros reais pode determinar a
ocorréncia de diversos outros neste mesmo subconjunto. Esta observagio merece uma
atencao especial.

Assim, considerados um subconjunto X C R e um nuimero real p, p é um ponto
interior a X quando existem numeros reais a e b, com a < b, para os quais o subconjunto
[={zeR;a<z<b}contémpeépartede X,istoé,p clel C X.

Observe que esta nogao automaticamente faz de todo niimero real presente em um
subconjunto da forma {z € R; a <z < b} um ponto interior ao mesmo. Assim, ha um
caso particular em que um subconjunto de numeros reais é constituido exclusivamente de
pontos interiores a si proprio. Mas como esta condi¢do pode ser possivel em outros
subconjuntos, ela passa a ser relevante.

Um subconjunto X C R ¢ um conjunto aberto (ou subconjunto aberto) quando todo
numero real nele presente é um ponto interior a ele proprio. Isto significa que, em particular,
os subconjuntos da forma {z € R ; a < z < b} sdo, todos, abertos, o que traz uma relevincia
ainda maior a eles.

Em virtude destas observagdes, um subconjunto da forma {z€ R; a<z< Db} é
dito um intervalo real aberto de extremos a e b, ou, simplesmente, intervalo aberto de
extremos a e b. A partir de entdo, é adotada como representagdo a simbologia (a; b).

Com esta representacdo, a leitura da condicao que determina um ponto interior se
torna mais simples e melhor praticavel. Considerados um nimero real p e um subconjunto
X C R, p é um ponto interior se existe um intervalo aberto contendo p que seja parte de X,
isto ¢, se existe algum (a; b) parao qualp € (a; b)e(a; b) C X.

Por outro lado, nem todo subconjunto de numeros reais é um conjunto aberto, como
o caso de um conjunto unitario. Ndo ha como incluir um intervalo aberto em um conjunto
unitario. Em um salto abrupto, também ndo ha como considerar um subconjunto de nimeros
racionais como um conjunto aberto, pois a inclusdo de um intervalo nele exigiria a presenca
de niimeros irracionais nele. Mas podem ocorrer niao apenas estes casos.

Em virtude desta constatagdo, ha uma possibilidade para abranger o estudo de

conjuntos que ndo sejam abertos a partir da perspectiva da formag¢ao dos conjuntos abertos.
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Se um subconjunto nao vazio X C R admite pontos interiores a ele, entdo ¢ possivel reunir
todos estes pontos interiores em um subconjunto particular de X, denominado o interior de
X. Uma consequéncia disto é o fato de todo conjunto aberto ser seu proprio interior.

Dado que um intervalo aberto ¢ uma condi¢ao ideal de conjunto aberto, ¢ interessante
poder relacionar a formagao de conjuntos abertos ao uso de intervalos abertos. Observe que
a reunido de dois intervalos abertos pode caracterizar ou a formac¢do de um novo intervalo
aberto ou a formagao de um conjunto aberto constituido por dois intervalos abertos.

No primeiro caso, os intervalos em questdo tém, ao menos, um ndmero real
em comum. Sendo (a; b) e (c; d) tais intervalos, se (a; b) N (c; d) # &, entdo existe
p € (a; b) N (c; d). Isto significa que é possivel considerar os intervalos abertos (a; p),
(c; p), (p; b) e (p; d). Assim, ou é (a; p) C (c; p) ou é (c; p) C (a; p) em relagdo a
nimeros reais menores do que p, e ou é (p; b) C (p; d) ou é (p; d) C (p; b) em relagdo
a nimeros reais maiores do que p. Portanto, é permitido afirmar que (a; b) U (c; d) é um
intervalo aberto, cujos extremos sdo o menor dentre a e ¢ e o maior dentre b e d.

No segundo caso, a formagao ¢ clara, pois 0 novo conjunto aberto é formado por dois
intervalos abertos sem intersec¢do. Logo, a condi¢ao que verifica se novo conjunto é aberto
¢ validada em cada um de seus intervalos componentes. Com esta observagdo, o segundo
caso permite, portanto, expandir a possibilidade para o estudo de conjuntos abertos mais
arbitrarios.

Como primeira etapa, é importante observar que o fato de a reunido de dois
intervalos abertos que dispdem de um numero real em comum resultar em um intervalo
aberto pode ser estendida a uma quantidade qualquer de intervalos abertos.

Considerados diversos intervalos abertos (a,; b,) de forma que haja um numero
real p que faga parte de todos eles, é importante observar que sdo formados os intervalos
abertos (an; p), onde sdo considerados todos os nimeros reais menores do que p presentes
em todos os intervalos. Logo, ha margem para considerar que haja um menor nimero real ai
para delimitar todos estes intervalos.

Nestas condigdes, seja A o conjunto dos extremos inferiores dos intervalos (a,; by),
e, consequentemente, sera 0 mesmo conjunto dos extremos inferiores dos intervalos (a,; p).
Observe que A ¢é constituido por nimeros reais previamente determinados, de onde ¢é
possivel concluir que exista um limitante inferior para A; com efeito, caso ndo existisse, algum

intervalo aberto poderia ser estendido ao infinito negativo, o que ndo ocorre. Assim, seja
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a = inf A.

Do mesmo modo, considerados os nimeros reais maiores do que p, sao formados os
intervalos abertos (p; by,), e, assim, pode ser considerado o conjunto dos extremos superiores
destes intervalos, B. Se B ndo admitir um limitante superior, entdo algum intervalo aberto
pode ser estendido ao infinito positivo, o que ndo ocorre. Portanto, seja b = sup B.

Com estas consideragoes, é de se esperar que o intervalo desejado nada mais é do
que (a; b). Pela maneira como foi construido, observe que, sendo a = inf A, entao sempre é
possivel obter algum a, de maneira que a < a, < a + 1, dado qualquer acréscimo positivo
T a a; e, sendo b = sup B, sempre é possivel obter algum b,, onde b —r < b,, < b, dada
qualquer redugéo positiva r a b. Assim, todo intervalo (a,; b,) é parte de (a; b).

Resta decidir se (a; b) ndo dispde de nimeros reais que nio existiam nos intervalos
(an; by). Ora, como p faz parte de todos os intervalos, isto significa que sempre se tem
a, < p e sempre se tem p < b,. Logo, dados a,, € A e b, € B, sempre ocorre a, < p < by,
ou seja, an < by,.

Retomando o fato de a = inf A e b = sup B, considere z € (a; b). Isto significa que
z — a é positivo e, portanto, existe algum a,, € A de formaquea < a,, < a+ (z—a),ou
seja, existe a,, € A de forma que a,, < z. Do mesmo modo, b — z é positivo e, com isso,
existe algum b, € B parao qual b — (b —z) < by < b, ou seja, z < by. Assim, se z < by,
entdo se tem z € (a,,; b,,); caso contrario se tem z € (a,; bs) porque as < b,,.

Esta abordagem mostra que a reunido de diversos intervalos abertos contendo um
mesmo numero real resulta em um intervalo aberto. Além disso, o novo intervalo nao dispde
de nimeros reais que ja ndo se encontravam nos intervalos abertos originais.

Passando a um patamar maior, é importante observar que um conjunto aberto pode
ser constituido de diversos intervalos abertos, mas a ferramenta anterior permite decidir
quando tais intervalos abertos podem ser substituidos por um que os contenha ou néo.

Ora, dados z e w em um conjunto aberto X, z e w sdo pontos interiores a X e,
portanto, existem os intervalos abertos (a,; b,) e (a,; b,) contendo z e w,
respectivamente. Ora, se tais intervalos dispdem de um numero real em comum, entio
um unico intervalo pode se referir a z e a w; se ndo, tais intervalos ndo podem ser reunidos em
outro intervalo aberto sem incluir uma infinidade de nimeros reais que nao estavam no
conjunto aberto X.

Com esta observagdo, dado um conjunto aberto X, considerar um numero real
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z € X levanta ndo apenas um intervalo aberto que o contenha e seja parte de X, mas, junto
com ele, uma infinidade de outros intervalos. Como visto, é possivel reunir todos eles em
um unico intervalo aberto, o qual serd nomeado I, e, além disso, I, C X por ndo dispor
de numero real nao considerado. Do mesmo modo, é possivel considerar um nimero real
w € X e repetir o processo, obtendo o intervalo aberto [,, com I,, C X.

Ora, entdo ou x e w estdo no mesmo intervalo, ou x e w estdo em intervalos
diferentes; em termos mais precisos, a observagao anteriormente mencionada traz a seguinte
consequéncia: se z € I,,, entdo I, C I,, pois é um intervalo aberto que contém z; se ndo
for, entdo observe que, se w € I, entdo I, C I,, por ser um intervalo aberto que contém w;
nestas condigoes, I, e I,, ttm que ser iguais. Assim, ou [, = I,, ou ndo existe nimero real
comumal, el,.

Esta abordagem significa que é possivel obter os intervalos abertos que levaram a
constru¢ao do conjunto aberto X. Por outro lado, ainda permite que tais intervalos abertos
possam ser constituidos de diferentes maneiras. Esta dificuldade pode ser resolvida
admitindo que sejam possiveis duas constituicdes diferentes de intervalos abertos na formagéo
de X.

Pelo ja verificado, considere duas constitui¢oes diferentes para X, a saber, X = U F,
e X = U T, onde serdo representados F,, = (a; bn) e T, = (pu; qu). Ora, cada F,, e cada
T, sdo intervalos abertos sem interseccdo com os demais; assim, nenhum dos seus extremos
pode fazer parte de X.

Se, para algum T, o extremo p, fizesse parte de X, existiria um outro intervalo
T; = (ps; q¢) de forma que p, € T;. Mas ai, necessariamente existiriam ndmeros reais
maiores do que p,, tanto em T, quanto em T, e isto mostraria uma intersec¢ao entre T, e Ty.
Portanto, isto nao acontece.

A consequéncia disto é que a reunido dos intervalos T,, obedece a mesma constituicao
que a reunido dos intervalos F,,, isto é, se z € T, e z € F,, entdo, por T, e F,, representarem
a reunido dos intervalos abertos que contém z, necessariamente eles tém que ser iguais.
Portanto, cada T, é identificado com algum dos F,, mostrando que sé existe uma
constituicdo para X através de intervalos abertos sem interseccao.

Em outras palavras, foi mostrado que todo conjunto aberto é constituido de intervalos
abertos especificos que levaram a sua construgao, ou seja, sempre é possivel obter os intervalos

abertos que deram origem a um conjunto aberto.
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A primeira face de um contraste a existéncia de conjuntos abertos

Apesar de ser proveitosa a possibilidade de inclusdao de um intervalo aberto em um
subconjunto arbitrario, hd ainda observagdes sobre a possibilidade de detecgdo de um nimero
real comum a um intervalo aberto e a um subconjunto arbitrario.

Dados um subconjunto X C R e um namero real p, considerar um intervalo aberto
contendo p, como (a; b), pode mostrar algum ntimero real em comum a X e a (a; b), e ndo
necessariamente o intervalo. Isto significa que (a; b) N X pode néo ser vazio, mas finito ou,
até mesmo, unitdrio. Esta é outra possibilidade para o uso de subconjuntos como ferramenta
no estudo de subconjuntos de niimeros reais mais arbitrarios.

Neste sentido, p é aderente a X se, para todo intervalo aberto contendo p, é possivel
obter um nimero real presente em X. Em outras palavras, dados quaisquer nimeros reais a
eb,com a < p < b, é possivel constatar que (a; b) N X ndo é vazio.

Observe que, dados um subconjunto X C R nao vazio e um niimero real p € X, todo
intervalo aberto contendo p tem p como nimero real comum ao intervalo e a X. Assim, todo
numero real presente em um subconjunto é um ponto aderente ao subconjunto. Por outro
lado, é necessario avaliar se um subconjunto pode dispor de pontos a ele aderentes que dele
nao fagam parte.

O proprio intervalo aberto (a; b) é interessante para esta discussio. Observe que
a, apesar de nao fazer parte do intervalo, é referéncia para os nimeros reais que fazem parte
do intervalo. Com efeito, dado z € (a; b), sempre se tem z > a. Ora, (a; b) é um conjunto
sem minimo, mas admite a como limitante inferior. Desta forma, o intervalo admite infimo.

Sendo i o infimo de (a; b), dado um numero real positivo 7, a condicio satisfeita
por i é a possibilidade de obter um numero real z € (a; b) de maneira que i <z <i+r.
Como esta condigdo nao depende de qualquer nimero real menor do que i, isto significa
que todo intervalo aberto contendo i tem algum niimero real em comum a (a; b), mostrando
que i é ponto aderente a (a; b).

Por outro lado, observe que, dado w € (a; b), ocorre que w > a. Logo, é possivel
obter um numero real presente em (a; b) maior do que a e menor do que w, a saber, z, por
exemplo. Além disso, w — a ¢é positivo, o que caracteriza a < z < a + (w — a), ou seja,
a<z<w. Isto sempre é possivel para todo nimero real presente no intervalo como

consequéncia de o mesmo ndo admitir minimo e faz de a perfeito candidato a infimo
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de (a; b). Para numeros reais positivos r em que a + r ja ndo faz parte do intervalo, isto é,
b < a+r, basta considerar um numero real z qualquer do intervalo e observar que
a<z<a+r1. Como ié infimo de (a; b) e a também satisfaz as condicdes para ser
declarado infimo de (a; b), entdo a é o infimo de (a; b).

Portanto, o intervalo (a; b) é um subconjunto que admite um ponto a ele aderente
que ndo faz parte do conjunto, a saber, a. Isto significa que é possivel separar, dentre os
subconjuntos que dispéem de pontos a eles aderentes, aqueles constituidos exclusivamente
por pontos a eles aderentes, dada a relevancia que foi levantada.

Um subconjunto X C R é um conjunto fechado (ou subconjunto fechado) quando
consiste de todos os pontos aderentes a si, isto é, se 0 numero real p ¢ um ponto aderente
a X, entdo p € X. Com esta observagdo, nenhum intervalo aberto pode ser um conjunto
fechado, mesmo que todos os nimeros reais nele presentes sejam pontos aderentes a ele,
porque ha pelo menos um niimero real que é ponto aderente a ele mas nao faz parte dele.

Dispor de conjuntos abertos e de conjuntos fechados ndo traz uma representagao
total de todos os subconjuntos possiveis de nimeros reais, pois ha conjuntos que podem nao
ser abertos e também ndo ser fechados. A exemplo do que foi constatado no estudo de
conjuntos abertos, é possivel considerar um subconjunto nao vazio X C R e todos os pontos
aderentes a X para formar um novo subconjunto, denominado a aderéncia de X. Uma
consequéncia disto é que todo conjunto fechado é sua prépria aderéncia.

A partir desta condicdo, e sabendo que todo conjunto aberto é determinado por
intervalos abertos, é possivel discutir uma outra maneira para obter conjuntos fechados,
através dos complementares dos subconjuntos abertos perante o conjunto de niimeros reais.
O complementar de um subconjunto X C R ¢é descrito pela diferenca R — X.

Observe que esta sugestdo é promissora. Com efeito, considere um subconjunto
fechado X C RR. Isto significa que todo numero real p € X ¢ ponto aderente a X. Como o
desejo é avaliar o uso do complementar de X perante R, entdo é necessario discutir o que
ocorre com um numero real ndo presente em X.

Se houvesse algum numero real z ¢ X que fosse ponto aderente a X, entdo o fato
de X ser fechado importaria a inclusido de z a X, pois X tem que dispor de todos os pontos
aderentes a si proprio. Logo, nenhum nimero real fora de X é ponto aderente a X. Feito isto, é
interessante observar que propriedades tais nimeros reais satisfazem.

Seja z € X. Como z ndo ¢ aderente a X, entdo para algum dos intervalos abertos que
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contém z e foram considerados para avaliar a intersec¢do com X, resta que tal intersecgdo
nio contém numero real presente em X. Sendo S tal intervalo, ocorre S N X = @. Isto
evidencia um intervalo aberto contendo z que é parte de R — X. Ora, como isto é observado
para todo nimero real z ndo presente em X, isto faz de R — X um conjunto aberto.

Interessante ¢ o fato de constatar que o complementar de um subconjunto fechado ¢é
um subconjunto aberto; considerado um subconjunto aberto X, é possivel observar que
nenhum numero real que nado esteja presente nele passa a ser ponto aderente ao
complementar dele, R — X, o que faz de R — X um conjunto fechado.

Desta maneira, um subconjunto é fechado se, e somente se, o complementar dele
perante R é aberto; e um subconjunto é aberto se, e somente se, o complementar dele
perante R ¢ fechado. Eis ai uma forma de obter subconjuntos fechados de numeros reais.

Até o momento, foi falado em intervalos abertos como subconjuntos da forma
{zeR;a<z<b}. Diante da condigdo em estudo, que permite formar conjuntos
fechados, é interessante estender a noc¢do de intervalo ndo apenas para compreender um
conjunto fechado, mas como recurso para estudo futuro.

Dados numeros reais a e b, com a<b, os seguintes subconjuntos sio

denominados intervalos reais de extremos a e b:

(a; b)={zeR;a<z<b} (q;b]={zeR;a<z

<
[a; b)={zeR;a<z<b} [a; b]={zeR;a<z<

}
}

Como ja mencionado, (a; b) é o intervalo aberto de extremos a e b. Por ora,
[a; b] é o intervalo fechado de extremos a e b. O intervalo [a; b) é o intervalo fechado em a e
aberto em b e o intervalo (a; bl, o intervalo aberto em a e fechado em b. O nome fechado diz
respeito ao fato de o extremo ser ponto aderente ao intervalo aberto (a; b).

Uma observagdo importante ¢ o fato de poderem ser considerados intervalos os
subconjuntos definidos por numeros reais menores ou maiores do que certo naumero real. E
possivel adaptar as propriedades ja descritas até o momento para abarcar esta extensao.

Assim, sendo p um numero real, serdo considerados intervalos os seguintes subconjuntos:

(—oos p) ={z€eR;z<p} (p; +oo) ={z€R;p <z}
(—oo; pl={z€eR;z<p} [p; +oo) ={z€R; p <z}
(—o0; +00) =R
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Introdugdo

As propriedades de subconjuntos de numeros reais ndo estdo reduzidas as
possibilidades de determinar infimos ou supremos para tais subconjuntos. Ha outro aspecto,
também relevante, que caracteriza o comportamento desses subconjuntos no estudo de
funcgoes.

Neste sentido, o estudo se volta para constatar propriedades que podem manter a
integridade de subconjuntos através do uso de fung¢des, consagrando as propriedades que

determinam subconjuntos abertos e subconjuntos fechados de numeros reais.

Diagnéstico inicial

Para o presente estudo, o diagndstico pode ser realizado através de uma relagdo de
questdes a respeito da compreensdo sobre operagdes em conjuntos, operagdes com e
concatenagdes de desigualdades, e os conceitos de infimo e supremo de subconjuntos. Outra
maneira é fazer uma breve discussdo sobre o tdopico.

As operagdes em conjuntos podem ser discutidas sob o ponto de vista da interagdo
entre os objetos, onde se constatam objetos comuns a dois conjuntos e os efeitos que
conduzem a relagdo de inclusao e as operagdes de interseccao e diferenca de conjuntos.

As operagoes com desigualdades envolvem a adicdo de um ndmero racional, a
multiplicagdo por nimeros racionais positivos ou negativos, a adigdo de desigualdades e a
multiplicacdo de desigualdades. E importante discutir a substituicdo de valores como uma
adi¢do de desigualdades.

A concatenagdo de desigualdades envolve considerar duas desigualdades que possam
compreender uma terceira, pela propriedade transitiva. Além disso, o uso de desigualdades
simples pode ser relacionado a detec¢ao de um objeto de um conjunto.

Os conceitos de infimo e supremo de subconjuntos podem ser discutidos a partir das
no¢oes de valor minimo e valor maximo, como um limitante inferior é considerado o infimo
de um subconjunto, e como um limitante superior é considerado o supremo de um

subconjunto.
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Fomentando a discussdo

A discussdo inicial se volta para o uso de subconjuntos da forma{z € R; a <z < b}
e suas variagdes como recurso voltado a permitir a extensdo do estudo das relagdes entre
objetos e conjuntos através da interacdo entre conjuntos.

Com vistas aos estudos ja conduzidos sobre propriedades especificas de nimeros
reais, uma visdo particular sobre a forma deste conjunto é a efetivamente conhecida como
intervalo, mas ¢é interessante deixar a representa¢do usual de lado e trazer um foco para o
conjunto em si.

Dado que, até entdo, foram estudados os efeitos provocados por subconjuntos com
desigualdades permissivas (<), é interessante notar que o cardter expansivo de um
subconjunto limitavel (que admita limitantes inferior e superior) é proporcionado por
subconjuntos com desigualdades estritas (<), em particular, e isto faz deles um instrumento

ideal para o desenvolvimento deste estudo.

Atividade: constatando um subconjunto aberto ideal

O inicio das discussdes deve conduzir a possibilidade de ponderar sobre qual
forma de subconjunto podera ser adotada, tendendo a concluir por usar a forma
{zeR;a<z<bl

Com isso, considere dois nimeros reais diferentes entre si. O menor deles sera
nomeado p e o maior, q. Assim, é formado o subconjunto {z € R; p < z < q}. Observe
que, para qualquer nimero real neste subconjunto, o préprio subconjunto impde uma certa
delimitacdo ao proprio nimero real envolvido.

Por outro lado, a partir de um nuimero real x deste subconjunto, ¢ possivel
determinar outros dois nimeros reais que fagam parte deste subconjunto e mantenham esta
propriedade. Uma maneira é utilizar a média aritmética. Sendo a e b o menor e o maijor
destes numeros, entdo também ocorre a < x < b, de onde é formado o subconjunto
{z € R; a <z < b}, queé parte do subconjunto{z € R; p < z < q}.

Esta discussdo tem a finalidade de trazer outra visido sobre a expansividade em
subconjuntos de numeros reais. Diante disto, subconjuntos na forma {z € R; a < z < b}

acabam por se tornar ideais ndo apenas para o estudo, mas para a observagdo desta
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propriedade.

Assim, como o subconjunto {z€R;a<z<b} é parte do subconjunto
{z € R; p <z< q}, o nimero real x considerado faz parte de uma espécie de interior, de
onde surge a definicdo de ponto interior. Além disso, o caso em tela traz como informagao
importante que, a partir de qualquer nimero real presente em {z € R; p <z < q}, esta

construgao é possivel, de onde surge a defini¢ao de conjunto aberto.

Atividade: o impacto do subconjunto apresentado para o estudo

E interessante mostrar o contraste entre os subconjuntos {zeR;a<z<b}e
{z € R; a < z < b} através da possibilidade de inclusao do primeiro no segundo.

Continuando com os numeros reais p e q adotados, ao formar o subconjunto
{z e R; p <z < q}, é importante notar que a propriedade estudada a respeito da inclusao
ainda é pertinente para p <z < q, e, portanto, levanta duvidas sobre como seria o
comportamento de p e de q.

Para p e (, observe que pode ser proposto qualquer subconjunto
{z€e R; a<z< b} contendo p ou q. Entdo, considere dois numeros reais a e b para os
quais a < p < b e outros dois, ¢ e d para os quais ¢ < q < d. Oferega valores que facam as
diferencas b — a e d — c cada vez menores para perceber que os subconjuntos
{zeRj;a<z<ble{zeR;c<z<d}podem ser construidos de toda e qualquer sorte
ao ponto de ndo poderem ser subconjuntosde{z € R; p <z < q}.

Entdo, o olhar ja deve ser voltado a outra condigdo: se ndo é possivel formar um
subconjunto de {z € R ; p < z < q}, entdo que numeros reais ha em comum com este? No
estudo em «curso, p faz parte de {z€eR;a<z<b} e q faz parte de
{zeR;c<z<d}

Por outro lado, observe que a mesma condi¢do, quando aplicada ao subconjunto
{zeR;p<z<q}, j4a nao tém nem p nem ¢ como ndmeros reais comuns aos
subconjuntos adotados, mas é possivel perceber uma outra situagdo. Considere um nimero
real x presente no subconjunto e calcule p; = (p+x)/2 e g1 = (x+ q)/2. Em seguida,
calcule p, = (p+7p1)/2 e q2 = (q1+ q)/2. Repita este processo mais algumas vezes e
perceba que, para cada par de numeros p, e g, assim obtidos, as diferengas p, — p e

q — qn sdo cada vez menores.
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Esta situagdo mostra que p e ¢, mesmo ndo fazendo parte de {z€ R; p < z < q},
parecem ter uma estreita relagdio com o subconjunto, e a condi¢do traz consigo a percep¢ao
de que p e q poderiam ser incluidos ao conjunto e atuar como uma espécie de fronteira.
Desta condigdo, surge a defini¢ao de ponto aderente.

Perceba que todo subconjunto é formado por pontos a ele aderentes, mas nem todo
ponto aderente a um subconjunto faz parte dele. Esta observacdo permite conduzir a

defini¢do de conjunto fechado.

Atividade: uma via na formagdo de subconjuntos abertos

Uma vez compreendido que subconjuntos da forma {z € R; a <z < b} saio um
caso ideal de um conjunto aberto, pode-se passar a nomeacao deles como intervalos abertos e,
entdo, usar a representacgdo (a; b).

Considere quatro numeros reais. A referéncia a tais numeros sera descrita, do menor
para o maior, como a < b < g < k. Forme os intervalos (a; b), (b; g) e (g; k). Avalie se
as reunides (a; b) U (b; g), (a; b) U (g; k) e (b; g) U (g; k) formam conjuntos abertos.

Forme, além dos ja formados, os intervalos (a; g) e (b; k) e avalie se a reunido
deles forma, ainda, um conjunto aberto. Aponte as diferencas entre a abordagem das reunides

anteriores e a abordagem desta ultima reuniao.

Atividade: compreendendo a expansdo de um intervalo a partir de um niimero real

Considere um numero real, a ser denotado p, e o subconjunto {(n/(n+ 1) ; n € N}.
Para cada numero natural n, um numero do referido subconjunto serda usado como
pardmetro para formar intervalos abertos contendo p.

Paran = 1, escrevaos valores a; = p— (n/(n+1))eb; =p+ n/(n+1)) e
forme o intervalo aberto (a;; b;). Perceba que p faz parte deste intervalo. Repita o
procedimento até alcancar n = 10 e descreva sua observac¢ao sobre os valores a,, e b, a cada
etapa, considerando a relagdo de cada novo intervalo com os anteriores.

Descreva que comportamento esperar dos valores a, e b, se forem escritas mais
etapas. Procure prever que niimeros reais a e b podem ser alcangados a partir dos diversos

nameros reais a,, e b,, assim descritos.
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Procure relacionar o comportamento de a, e b, ao comportamento do subconjunto
considerado, {n/(n + 1) ; n € N}, observando que, por mais que haja nimeros cada vez
maiores no subconjunto, ha a possibilidade de um teto a esses valores, e, portanto, a
possibilidade de determinar um supremo para este subconjunto.

Uma vez obtido o supremo de {n/(n+ 1); n € N}, reavalie os recursos usados
para obter uma conclusio semelhante para {—(n/(n+1)); n € N} e, através dessa
informacao, avalie se os valores a e b previstos poderao ser confirmados ou modificados
através das informagdes ja reunidas.

Esboce a conclusio a ser tirada a partir deste procedimento sobre as possibilidades a
respeito da expansao de um subconjunto através de intervalos abertos, decidindo se é possivel

haver, ou ndo, nimeros reais que possam atuar como limitantes para a possivel expansao.

Atividade: relacionando subconjuntos abertos e fechados

Considere dois nimeros reais; o menor deles sera nomeado p e o maior, q. Forme
o intervalo aberto (p; q). Como ja discutido, o intervalo aberto (p; q) é um subconjunto
aberto, mas esta condi¢gdo traz uma situacdo interessante sobre a avaliacdo de seu
complementar perante R, a saber, R — (p; q).

Observe que, como (p; q) é aberto, entio todo numero real nele presente é um
ponto interior a ele. Entdo, é necessario avaliar o que esperar de um numero real nao
presente nele. Somente p e q tém estreita relacdo com o intervalo aberto, sendo aderentes a
ele. Mas também sdo aderentes ao complementar dele perante R.

Perceba que ¢ importante avaliar o comportamento dos niimeros reais presentes em
R — (p; q) quanto a particular propriedade de aderéncia. Considere um niimero real nesta
condicao e avalie se é um ponto aderente a R — (p; q). Com sua avaliagdo, decida se é

possivel concluir que R — (p; q) é um subconjunto fechado.

Um aprofundamento sobre a formagdo de subconjuntos abertos
Com vistas ao disposto no aporte tedrico da sequéncia didatica, é interessante
discutir a relagdo entre intervalos abertos e a formagdo de conjuntos abertos. Como forma para

trabalhar, considere a formacdo de intervalos abertos (a,; b,) que contenham um mesmo
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numero real p.

O principal fator a ser utilizado diz respeito a p. Como este faz parte de um
intervalo aberto, entdao ocorre, sempre, a, <p < b,. Em particular, ocorrem a, <p
e p < by, independente de que valores sejam a, e b,. Esta observa¢ao tem relevincia, pois
ndo necessariamente precisa se referir a um mesmo indice.

Observe que, como os intervalos abertos foram considerados a partir de nimeros
reais previamente fixados, a,, e b,, ndo é ainda admitida a possibilidade de tais intervalos
poderem ser estendidos indefinidamente. Logo, ¢ possivel formar os subconjuntos
constituidos pelos numeros reais a,, designado A, e pelos nimeros reais b,,, designado B,
de maneira que A admite limitante inferior e B admite limitante superior.

A observacgao anterior é relevante porque permite discutir a existéncia de infimo
para A e de supremo para B, e é necessaria para decidir que subconjunto é formado com este
processo. Com a certeza da existéncia do infimo de A e do supremo de B através da condi¢ao
anterior, é necessario decidir se tais valores provocam distor¢oes na formagdo deste
subconjunto.

Assim, forme o intervalo aberto (inf A; supB) e considere um numero real z
presente neste intervalo. Avalie a relagdo de z com o infimo de A e com o supremo de B,
decidindo se o processo provocou a obten¢ao de um nimero real que nao estava previsto nos
intervalos (a,; by).

Se provocou, entao decida como a distor¢do é relacionada aos intervalos (an; by).
Se ndo, entdo decida quanto a qual dentre os intervalos (a,; b,) pode admitir z através das

propriedades satisfeitas pelo infimo de A e pelo supremo de B.

Todo subconjunto aberto de niimeros reais é constituido de intervalos abertos

O fato de todo subconjunto aberto de numeros reais dispor apenas de pontos
interiores a si proprios traz uma estreita relagdio com o uso de intervalos abertos como
componentes necessarios a formagdo dos subconjuntos abertos.

Para tanto, considere um subconjunto aberto S C R. A consequéncia de S ser aberto
¢ a de que, para qualquer nimero real z € S, é possivel obter um intervalo aberto que
contenha z e seja subconjunto de S. O fato de ser possivel obter um intervalo aberto, como ja

discutido, permite obter outros e, com a condic¢do discutida sobre a expansiao de um intervalo
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aberto, permite destacar um intervalo em particular para cada numero real z € S, a saber,
aquele que contenha todos os demais intervalos abertos que admitem z como parte deles.

Com esta consideragdo, para cada nimero real z, ha um intervalo particular I, que s6
pode ser subconjunto de S. Portanto, I, ndo pode ser subconjunto de outro intervalo que seja
subconjunto de S a ndo ser ele proprio. Isto levanta a discussdo sobre que outros nimeros
reais de S I, pode vir a admitir.

Entdo, é necessario considerar um nimero real x € S diferente de z. Logo, as
mesmas observagdes conduzem a consideragdo de um intervalo I, subconjunto apenas de si
proprio e de S, isto é, ndo podendo ser subconjunto de outro intervalo que seja subconjunto
de S. Decida o que pode ocorrer quanto a I, e [, levando em consideragao as
possibilidades referentes a x e a z, e que influéncia esta avaliagdo exerce sobre a

formacéo de S.

Todo subconjunto aberto de niimeros reais é escrito sob uma tinica formagdo de intervalos

abertos

Constatado que subconjuntos abertos de numeros reais sdo formados por intervalos
abertos, ha uma particularidade importante a ser observada. Os intervalos abertos
determinados na formagdo de um subconjunto aberto evidentemente podem conter outros,
mas, em carater de precisdo, sio considerados os intervalos abertos maximais, isto é, aqueles
que ndo serdo contidos em outros intervalos abertos nesta formacao.

Assim, admita serem constatadas duas formagdes diferentes para um mesmo
subconjunto aberto S, descritas por U I, e U F,, onde os intervalos sdo descritos,
respectivamente, como [, = (a,; b,) e F, = (ey; pu). Se as duas formagdes representam o
mesmo conjunto aberto S, isto significa que algum desses intervalos aberto ¢ sobreposto
por, no minimo, outro intervalo aberto.

Nesta linha, isto significa que, por exemplo, o intervalo F, é sobreposto por algum
Ii. Mas ai, ou I e Fy sdo 0o mesmo intervalo aberto ou, com referéncia aos intervalos abertos
F., tanto ey quanto py fazem parte de intervalos abertos da reunido U [, se ndo de um
mesmo intervalo.

Entdo, ao avaliar esta possibilidade, é necessario olhar a consequéncia de ey fazer

parte de algum I,. Isto faz de ey um numero real presente em X; mas ai, o proprio ey passa
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a fazer parte de um outro intervalo aberto presente em U F,,, digamos, F,,. Utilize a condigdo
oferecida para decidir como se comportam os intervalos abertos Fy e F,, com relacio a e.

Se for possivel obter a0 menos um nimero real comum a Fy e F,,, entdo é obtido,
com ele, um problema sério, porque foi constatado que nédo existe numero real comum a
dois intervalos abertos de uma mesma formacao. Através desta informacao, avalie como este
problema se reporta as possibilidades iniciais tomadas, e decida sobre como se comportam as

formacoes U [, e U F,,.

Uma relagdo propicia entre subconjuntos abertos e fechados

Discutida a forma de apresenta¢ao de um subconjunto aberto qualquer, uma possivel
maneira para obter um conjunto fechado é avaliar o complementar de tal subconjunto aberto
perante R, posto que o caso particular de um intervalo aberto permite tal avaliaao.

Se, em vez de ser considerado um intervalo aberto, é considerado um subconjunto
aberto S, o préprio fato de S ser aberto faz de todo numero real nele presente ponto interior a
ele. Isto significa que devem ser avaliados os numeros reais ndo presentes em S.

Dado um numero real ndo presente em S, ha uma consequéncia imediata de tal
numero real ndo ser ponto interior a S, ja que S ¢ constituido de todos os pontos interiores a si:
nenhum intervalo aberto que contenha tal nimero real estara contido em S. Esta condi¢do
permite uma avaliagdo com R — S.

Observando R — S, decida a situagdo que efetivamente ocorre para um intervalo
aberto que contenha um ntimero real nao presente em S e avalie se a situagdo é confirmada
para qualquer niimero real ndo presente em S. Desta avalia¢do, decida se R — S é fechado,

ou nao.

Finalizagdo

As atividades desenvolvidas levam a constatacdo de uma estrutura interna particular
ao conjunto de nimeros reais a partir de uma forma especifica de subconjunto. O estudo
de subconjuntos abertos e fechados traz, com isso, propriedades relevantes para o estudo de
nimeros reais sob a perspectiva do subconjunto, a exemplo da constatagdo da necessidade de

um supremo para todo subconjunto que admita limitante superior.
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Avaliagio

A avaliagdo ¢ feita ao longo da realizagdo das atividades em virtude de as mesmas
tomarem forma escrita ao longo de sua aplicagdo, onde o professor pode sugerir que os
estudantes troquem escritas entre si para discutirem sobre suas compreensoes individuais
das atividades.

Além das especifidades das atividades, a avaliacdo também pode ser conduzida por
uma série de questdes voltadas a conhecer a compreensdo dos estudantes sobre os seguintes
topicos: a concepgdo de ponto interior a um subconjunto; a concepgao de ponto aderente a
um subconjunto; conjuntos abertos; conjuntos fechados; formacao e descri¢ao de conjuntos
abertos; formagdo de conjuntos fechados.

E interessante que o material escrito seja recolhido para uma avaliagio mais profunda.
A avaliagdo deve levar em considera¢do, em primeiro lugar, a coesdo e a clareza, devendo
seus resultados serem separados. Em segundo lugar, deve ser avaliado o cuidado no uso das
propriedades citadas pelos participantes, destacando possiveis equivocos que levem a

compreensdo expressada por eles ao longo da realizagao das atividades.

4.2.6 A influéncia marcante das consideragdes sobre os niimeros reais

A presente sequéncia didatica abordara topicos da topologia do conjunto de nimeros
reais, isto ¢, a estrutura admitida por seus subconjuntos em relagdo aos numeros reais neles

presentes. O Quadro 15 traz as informagdes elementares a sequéncia.

Aporte tedrico

Estendendo as concepgdes a respeito de subconjuntos fechados

Tendo em vista que a formagdo de subconjuntos fechados envolve a consideragao dos
pontos aderentes a eles em sua totalidade, é importante observar algumas situagdes
particulares onde a condig¢do ¢ determinante para a avaliagdo de um subconjunto.

Com efeito, ao retomar a condi¢do determinante de um ponto aderente a um

subconjunto, um numero real p é ponto aderente ao subconjunto S C R se qualquer



143

Quadro 15 - Informagdes sobre a sequéncia didatica da se¢ao 4.2.6.

Assunto a ser abordado A topologia do conjunto de numeros reais.

Objetivos da agao Compreender as consequéncias das condi¢bes definidas
sobre a relagdo entre nimeros reais e subconjuntos de

numeros reais que os contenham.

Conhecimentos prévios Tratamento elementar de conjuntos: pertinéncia,
inclusdo, intersec¢ao, reunido e diferenca. Operagoes
com desigualdades. Limitantes, infimo e supremo de um
subconjunto. Operagdes com numeros reais. Ponto interior

e ponto aderente a um subconjunto.

Conhecimentos Pontos cumulativos. Influéncia dos pontos cumulativos nos

desenvolvidos conjuntos fechados. Densidade.

Competéncias aprimoradas | Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes
conceitos e propriedades matematicas, empregando
recursos e estratégias como observagdo de padrdes,
experimentagdes e tecnologias digitais, identificando a
necessidade, ou ndo, de uma demonstracio cada vez mais

formal na validagao das referidas conjecturas.

Material necessario Quadro. Giz. Pincel. Canetas. Papéis.
Duracao da atividade 1 hora e 30 minutos.
Referéncias Avila (2001), Lima (2017)

Fonte: elaboracdo do autor, 2020.

intervalo aberto (a; b) contendo p dispoe de algum niimero real em comum com S, isto é,
(a; b)NS #£ @.

Sobre a aderéncia ao subconjunto S, é determinada quando o proprio p é um numero
real que esta presente tanto em S quanto em qualquer intervalo aberto (a; b) que o contenha,
ou quando p ndo esta presente em S, mas ha, para todo intervalo aberto (a; b) que contenha
P, algum ndimero real presente tanto em S como no intervalo aberto considerado.

Uma situagdo particular é avaliar a condi¢ao de aderéncia dos extremos de um
intervalo aberto (z; w). Para todo intervalo aberto (a; b) que contenha z, ocorre z < b,
mas pode ocorrer também b > w. Se b < w, entdo um numero real que permite validar a
condi¢do de ponto aderente a (z; w) para z é (b + z)/2; se b >w, entdo (z + w)/2
permitira validar a condi¢do de ponto aderente a (z; w) para z. Assim, z é um ponto
aderente a (z; w) sem fazer parte de (z; w).

Esta observacdo determina uma condigdo particular de pontos aderentes a
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subconjuntos que se torna relevante. Assim, um numero real p é um ponto cumulativo a S,
ou ponto de acumulagdo de S, quando qualquer intervalo aberto (a; b) que o contenha
dispde de algum numero real diferente de p em comum com S, isto é, além de se ter
(a; b) NS # O, existe algum numero real z # p talque z € (a; b) N S.

Observe que a condi¢ao determinante de um ponto cumulativo a um subconjunto ¢é
um caso particular de um ponto aderente a um subconjunto. Portanto, é possivel perceber que
todo ponto cumulativo a um subconjunto é ponto aderente ao subconjunto. Por outro lado, a
relevancia ocorre por outra razao: todo ponto aderente a um subconjunto que dele nao faca
parte necessariamente ¢ um ponto cumulativo ao subconjunto.

Diante do fato que traz a relevancia do estudo de pontos cumulativos a
subconjuntos, e ao saber que um subconjunto fechado ¢ constituido de pontos a ele aderentes,
¢ interessante discutir a possibilidade de obter um subconjunto formado apenas por pontos

a ele cumulativos.
Um subconjunto formado apenas por pontos a ele cumulativos

Ja foram estudadas as possibilidades de um subconjunto ser formado apenas por
pontos a ele interiores e um subconjunto ser formado apenas por pontos a ele aderentes. Mas
o caso dos pontos cumulativos a um subconjunto é uma extensdo a respeito de pontos
aderentes que deve ser tratada com maior cuidado quanto a tal possibilidade.

E interessante provocar uma possibilidade de formagio de um subconjunto e avaliar
0 que ocorre ao longo do processo de tal formagdo. Um subconjunto particular é conhecido
como o conjunto de Cantor, e pode ser reproduzido através da consideragdo de intervalos
fechados a partir de um dado intervalo fechado.

O processo ¢é feito a partir da consideragdo do intervalo fechado [g; f], com g < f.
Observando tal intervalo sob a fei¢ao geométrica de um segmento de reta, é feita a triparti¢ao
dele, marcando sobre o segmento os pontos resultantes da triparti¢do. Retomando a feicao de
intervalo, isso significa marcar os numeros reais g + (f —g)/3ef — (f—g)/3.

O processo é repetido considerando os intervalos fechados [g; g + (f — g)/3] e

[f — (f — g)/3; f]. Com isso, serdo marcados os nimeros reais

1 =9} Vo il
9+3<<9+ 3> 9) 9+9(f g),
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E o processo continua considerando quatro outros intervalos fechados, a saber,
lg; g+ 1/ (f—=9g)l. [g+(2/9)(f—g); g+(1/3)(f—9g)l, [F = (1/3)(f—g); f—(2/9)(f—g)]
e [f —(2/9)(f — g); fl. Nesta etapa, serdo marcados outros oito nimeros e, para continuar
0 processo, basta observar a alternancia na consideracdo dos intervalos fechados: com os
dois primeiros nimeros ao final da terceira marcagdo, depois os proximos dois, depois os
proximos dois, até que se alcancem os dois tltimos.

Cada numero marcado ao longo deste processo fard parte do chamado conjunto de
Cantor. Na realidade, esta é uma maneira de formar tal subconjunto. Por outro lado, o
processo envolve uma triparticdo que ndo precisa ser, em termos geométricos, com segmentos
congruentes, de iguais medidas. Por outro lado, ¢ menos dificil compreender o processo
com segmentos congruentes.

Como todos os numeros marcados fazem parte do subconjunto em formagao, eles
sao aderentes ao mesmo. Mas a maneira como o subconjunto é formado acende uma outra via
para discussao, e esta sera explorada.

Dado um dos intervalos fechados considerados, representado por [a; b], o processo
leva & marcagdo dos nimeros reais a + (b — a)/3 e b — (b — a)/3. Observando apenas o
primeiro destes numeros, passa-se ao intervalo fechado [a; a+ (b—a)/3], que, ao
continuar o processo, marca, em particular, o numero real a + (b — a)/9. Considerando o
intervalo fechado [a; a + (b — a)/9], é obtido o numero real a + (b — a)/27, e assim por
diante.

Observando tais nimeros, é possivel descrevé-los sob a feicdo de um subconjunto.
Escrevendo ¢, = a + (b — a)/3", é formado o subconjunto L = {c,, ; n € N}. Pela evolugio
dos valores obtidos a cada nimero natural, o fato de se ter 1/3™ > 1/3™"" mostra que
Cn > Cn41. Como sempre se tem ¢, > a, isto significa que a é candidato a infimo para L.

E importante observar que 0 ¢ infimo do subconjunto P ={1/3"; n € N}. Isto

significa que, dado qualquer numero real positivo x, é possivel obter o nimero real 1/3%
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presente em P de forma que 0 < 1/3" < x, para certo nimero natural w.

Esta observagdo conduz a concluir que 0 < (b —a)/3" < (b—a)x, de onde é
possivel escrever a < a+ (b—a)/3" < a+ (b—a)x. Mas a+ (b —a)/3" = c,,, ou seja,
a<cy<a+(b—a)x. Esta condi¢ao é suficiente para afirmar que a ¢é infimo de L.
Caso se deseje um rigor maior, basta considerar um numero real positivo r tal que
x/(b — a) < r e reavaliar o processo para obter a < ¢,, < a + .

Perceba que este fato garante que, em qualquer intervalo aberto contendo a, é
possivel obter um dentre os numeros reais marcados ao longo das etapas subsequentes.
Como todos sao diferentes de a, isto significa que a é ponto cumulativo ao subconjunto em
formagdo. Além disso, este fato ocorre para qualquer dentre os intervalos fechados
considerados ao longo do processo, mostrando que fodos os extremos inferiores
considerados sdo pontos aderentes ao conjunto de Cantor.

Mas esta conversa continua. A partir do intervalo fechado [a; b], pode ser
considerado o intervalo fechado [b— (b —a)/3; b], que determina a marcagido, em
particular, de b — (b — a)/9. Considerado o intervalo fechado [b — (b —a)/9;b], é
marcado, em particular, b — (b — a)/27, e assim por diante.

Também ¢é possivel descrever tais numeros escrevendo g, =b— (b —a)/3" e
formando o subconjunto R ={q,;n € N}. Novamente usando o fato de se ter
1/3™ > 1/3™1, é possivel concluir que q, < (ny1. Como todos os niimeros presentes
em R sdo menores do que b, isto faz de b um candidato a supremo para R.

Ora, de maneira similar a considera¢io de a, novamente é importante fazer uso
do fato de 0 ser infimo do conjunto ja descrito como P e, portanto, dado um numero real
positivo x, é possivel obter algum nimero real em P onde 0 < 1/3" < x. Multiplicando por
—(b — a), isto significa —(b — a)x < —(b —a)/3" < 0. Somando b, finalmente, passa-se a
b—(b—a)x<b—(b—a)/3" <b. Como b—(b—a)/3" = quw, entao
b— (b—a)x < ¢y < b, mostrando que b é supremo de R.

Em conjunto a constatagdo anterior, todos os numeros marcados ao longo do
processo, por serem ou extremos inferiores ou extremos superiores de intervalos fechados a
serem considerados, sio pontos cumulativos ao conjunto de Cantor.

E importante observar que, ao longo do processo, qualquer dos intervalos fechados
considerados na construgao sera tripartido. Isto significa que nenhum intervalo fechado com

extremos diferentes faz parte do conjunto de Cantor e, por consequéncia, nenhum intervalo
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aberto faz parte do conjunto de Cantor, mostrando que ndo hd ponto interior algum ao
subconjunto.

Estas constatagbes permitem, finalmente, afirmar que é possivel formar um
subconjunto constituido apenas de pontos a ele cumulativos. Como ja mencionado, todo ponto
cumulativo a um subconjunto necessariamente ¢ um ponto aderente ao subconjunto, o que faz

do conjunto de Cantor um subconjunto fechado de nimeros reais.

Hd niimeros racionais e irracionais em qualquer subconjunto de niimeros reais?

A discussdo sobre um subconjunto formado apenas por pontos a ele cumulativos
acende uma luz sobre como os numeros racionais e os numeros irracionais podem
coexistir harmoniosamente no conjunto de nimeros reais.

E interessante observar uma relagio ligeiramente diferente em termos de
subconjuntos. Dado um subconjunto S C R, até entdo a preocupagio era voltada a detectar
e observar numeros reais que se comportassem como pontos aderentes a S. Considere,
todavia, X C S. Também é possivel avaliar que numeros reais seriam pontos aderentes
a X, o que, aparentemente, ndo faria tamanha diferenca. Mas, dentre eles, é interessante
discutir o caso em que tais numeros estdo presentes em S, caracterizando uma rela¢ao
entre X e S bastante particular.

Em termos do contraste entre numeros racionais e nimeros reais, observando o fato
de se ter Q C R, considere dois nimeros reais p e g, com p < . Entdo, ¢ interessante
analisar como obter um nimero racional maior do que p e menor do que q considerando orap
racional ora p irracional, e ora q racional ora q irracional.

Como ja considerado no aporte tedrico descrito no aporte tedrico da sequéncia
didatica descrita na se¢do 4.2.3, todo subconjunto ndo vazio de numeros reais que admita
limitante superior deve admitir supremo. Portanto, todo numero real é, em particular,
supremo do subconjunto de todos os numeros reais menores do que ele e infimo do
subconjunto de todos os nimeros reais maiores do que ele. A partir desta observagao, um
numero irracional pode ser visto tanto como supremo do subconjunto de nimeros racionais
menores do que ele quanto infimo do subconjunto de nimeros racionais maiores do que ele.

Se p e q ja sdo racionais, um numero racional particular é (p + q)/2, e, portanto,

p<(p+dq)/2<q.
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Se p é irracional e q ¢ racional, entdo p ¢é infimo de um subconjunto de nimeros
racionais maiores do que p. Logo, considerando um numero real positivo r onde r < q — p,
existe um numero racional z de formaquep <z <p+r < q.

De maneira similar, se for p um nimero racional e ¢ um ndimero irracional, entio q
sera supremo de um subconjunto de numeros racionais menores do que . Assim,
considerando um numero real positivo r onde r < q — p, existe um nimero racional z de
formaquep<q—r<z<aq.

Por fim, se p e q sdo irracionais, entdo p, por ser infimo de um subconjunto de
nimeros racionais, e ¢, por ser supremo de outro subconjunto de numeros racionais, admitem,
considerado um numero real positivo r onde r < g — p, que existam ndmeros racionais
zexondep<z<p+r<qgep<g—r<x<(,logo, qualquer deles ¢ util.

Isto significa que sempre é possivel obter um numero racional em um intervalo
aberto determinado por dois nimeros reais. Desta maneira, se for considerado, em particular,
um numero real u, entdo, para cada intervalo aberto contendo u, é possivel obter um nimero
racional diferente de u, inclusive. Assim, todo nimero real é ponto aderente, ou, de maneira
mais especifica, ponto cumulativo ao conjunto de nimeros racionais.

Esta constatagdo traz uma nogao importante para o estudo e que deve ser tratada com
cautela ao ser ampliada, por isso a constatacgdo inicial sobre a possibilidade de obter um ponto
aderente em vez de imediatamente obter um ponto cumulativo ao conjunto de numeros
racionais.

Ora, esta discussao também levanta uma questdo sobre nimeros irracionais, isto é,
se R — Q também seria denso em R. Considerando dois nimeros reais p < ¢, é necessario
reavaliar como obter niimeros irracionais a cada caso definido parap e g.

E importante, nesta reavaliagdo, observar que tanto a adi¢do e a multiplicacdo
envolvendo um nuimero racional e um numero irracional, apenas, acaba por produzirem
numeros irracionais em diferentes condi¢oes. Com efeito, se i é um ntimero irracional e T,
um ndmero racional, entdo i + r ¢ irracional, pois, se ndo fosse, obrigaria i a ser racional.
Agora, se v # 0, entdo i - r também ¢ irracional. Se nao fosse, obrigaria i a ser racional.
Esta propriedade sera determinante para a reavaliagao.

E sabido que existem numeros irracionais positivos menores do que 1. O néimero
\/m ¢ um exemplo desta possibilidade. Entdo, é permitido considerar um ndmero

irracional 1 com 0 <1< 1. Dados dois numeros racionais p e ¢, com p < (, entdo



149

q—p >1ilq—p). Como i(q—p) >0, isto significa que p+1i(q—p)>p. Como
q—7p > i(q —p), isto significa que p + (q —p) > p +1i(q —p), ou seja, ¢ > p +1i(q — p).
Assim, é obtido o nimero irracional p + i(q — p) no intervalo aberto (p; q).

A situagdo é mais simples nos casos em que p ¢é racional e q ¢é irracional e em que
p é irracional e q é racional. Em ambos os casos, o numero real (p + q)/2 é irracional.
Comop < (p+ q)/2 < g, é obtido um nimero irracional no intervalo aberto (p; q).

Por fim, quando p e q sdo irracionais, ja foi mostrado que é possivel obter um
numero racional z no intervalo aberto (p; q). Logo, tanto (p + z)/2 quanto (z + q)/2 séo
irracionais, mostrando dois nimeros irracionais no intervalo aberto (p; q).

Ora, isto significa que todo intervalo aberto de nimeros reais também dispoe de
nimeros irracionais. Logo, considerado um ndmero real u, isto significa que, para cada
intervalo aberto contendo u, ja havia um ndmero racional e foi constatado que ha nele
um ndmero irracional também. Isto faz de u um ponto aderente a R — @, mostrando que
também nuimeros irracionais sdo densos em subconjuntos de nimeros reais, ou melhor,
que R — Q também ¢é denso em R.

Mostrar a densidade dos nimeros racionais e dos nimeros irracionais no conjunto de
nimeros reais permite perceber que o conjunto de nimeros reais consolida uma coexisténcia
harmoniosa entre niumeros racionais e nimeros irracionais, posto que sempre ¢ possivel obter
nimeros racionais e numeros irracionais uma vez fixados dois numeros reais diferentes

quaisquer.

Introdugdo

Uma das questdes menos compreendidas no escopo dos numeros reais é a
possibilidade de serem obtidos nimeros racionais e irracionais em qualquer subconjunto
aberto de nimeros reais, o que caracteriza a frequente fala de “estarem espalhados numeros
racionais e irracionais no conjunto de nimeros reais”.

A nogao preliminar de ponto aderente a um subconjunto permite discutir um caso
particular necessario para compreender que, a0 mesmo tempo em que se considera um niimero
racional, é possivel a um ligeiro acréscimo ou a uma ligeira redugdo ndo mais ter um

numero racional como resultado.
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Diagnéstico inicial

O presente estudo é continuagdo do assunto desenvolvido na sequéncia didatica

descrita na se¢ao 4.2.5, razao pela qual ndo ¢ previsto um diagndstico inicial para a matéria.

Fomentando a discussido

O estudo de pontos aderentes a um subconjunto deve ser recordado com a ressalva de
considerar um intervalo aberto como ponto de partida. Com efeito, os extremos do intervalo
podem ser estudados para perceber um comportamento particular que determina dois

pontos aderentes a ele que nao estdo presentes nele.

Atividade: constatando um ponto cumulativo a um subconjunto

Considere dois numeros reais diferentes, como, por exemplo, 1/4 e 2. O menor deles
sera nomeado p e o maior, q. Forme o intervalo aberto (p; q). Observando a partir de p,
considere um numero real x presente no intervalo aberto (p; q) e calcule x; = (p +x)/2.
Calcule x; = (p+x1)/2, x3=(p+x2)/2 € x4 = (p +x3)/2. Escrevendo tais nimeros
com respeito a p e x, é possivel perceber uma maneira para escrever uma regra que respeita
a continuagdo deste processo, determinando, portanto, um niimero x,,.

Perceba que, a cada numero natural n, a diferenca x,, — p é cada vez mais reduzida
e pode ser escrita como um multiplo de 1/2", como, alids, ja deve ter sido detectado para a
escrita de x,. Observe o fato de o subconjunto P = {1/2" ; n € N} ter 0 como infimo,
0 que permite considerar, para um ndmero real positivo 1, a ocorréncia de certo niimero
presente em P para o qual 0 < 1/2" < r, onde w € algum niimero natural.

Com esta informagao, compare a escrita da regra de x, com 1/2" e decida que
nimero deve ser multiplicado para que, em vez de 1/2%, seja obtido x,, — p na
desigualdade. Sendo F tal nimero, isto significa que 0 < F/2" < Fr pode ser traduzido como
0 < xy —p < Fr. Dai, decida se p atua como infimo para o subconjunto L = {x,, ; n € N}.

A partir da decisdao tomada, perceba que o impacto dela na formac¢ao de intervalos
abertos contendo p pode trazer uma propriedade peculiar. Decida, portanto, se p é um ponto

aderente ao intervalo aberto (p; q).
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Se decidido que p é ponto aderente ao intervalo aberto (p; q), a condigdo que o
determina traz consigo o fato de nenhum dos nimeros detectados para cada intervalo aberto
contendo p poder ser igual a p, o que conduz a defini¢io de ponto cumulativo a um

subconjunto.

Atividade: construindo um dentre vdrios subconjuntos de Cantor

Considere o intervalo fechado [0; 1]. Observe que (1 —0)/3 =1/3. Considere,
portanto, os numeros 0+ 1/3=1/3 e 1—1/3 =2/3. Para o segundo passo, considere os
intervalos fechados [0; 1/3] e [2/3; 1]. Observe que 1/3—0=1/3e1—2/3 =1/3. Logo,
(1/3—0)/3=(1—2/3)/3 =1/9. Assim, devem ser considerados os numeros 0 + 1/9,
1/3—1/9,2/3+1/9e1—1/9. Até o momento, foram considerados 0, 1/9,2/9,1/3,2/3,
7/9,8/9¢el.

Para o terceiro passo, forme os intervalos fechados [0; 1/9], [2/9; 1/3], [2/3; 7/9],
e [8/9; 1]. Calcule, para cada intervalo fechado [a; b] ai considerado o valor (b — a)/3.
Determinados todos eles, se forem todos iguais a um mesmo ndmero 1, calcule 0 + T,
1/9—1,2/9471,1/3—1,2/34+71,7/9—71,8/94+1el—r1.

Avalie como seria proceder ao quarto e ao quinto passo e quais numeros deveriam ser
calculados neste processo. Até entdo, perceba que, considerando O e 1, os numeros obtidos
sao poténcias de 1/3 que diminuem cada vez mais, levando, para cada poténcia 1/3P, aos
numeros 0 + 1/37 e 1 — 1/3P. Descreva como este comportamento se repetiria para cada
subconjunto fechado considerado ao longo da construgao.

E possivel formar um subconjunto a partir dos numeros 0, 1 e os determinados ao
longo desta construgdo. Tal conjunto sera nomeado K e é conhecido como um conjunto de

Cantor.

Atividade: constatando um subconjunto formado apenas por pontos cumulativos a si proprio

Considere qualquer um dentre os intervalos fechados ja determinados ao longo da
construgao de K. Para fins de referéncia, o intervalo fechado escolhido sera descrito por
[a; b]. Calcule 11 = (b — a)/3 e os nimeros ¢c; = a+ 17 e g = b — 1. Com os intervalos

fechados [a; c1] e [gr; bl, calcule 1, = (¢c; —a)/3 e s; = (b—g;)/3. Com eles, calcule
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co=a+71; e g2 =b—s;. Repita o processo para os intervalos [a; c;] e [gz;bl,
determinando, como feito até o momento, os nimeros c3 e g;. Repita o processo até obter
Cs5 € gs.

Com a evolu¢do do processo, é possivel formar leis de formacdo para determinar
quais numeros ¢, e g, seriam obtidos com a continua¢do do processo e formando os
intervalos [a; c,] e [gn; b]. Considerado um numero natural n, avalie como sao as
relacdes entre c, e c,.1 e entre g, e gn.1. Decida, com esta avaliagio e com relacdo a
a e b, se o subconjunto L = {c,, ; n € N} pode admitir a como infimo e se o subconjunto
R ={gn ; n € N} pode admitir b como supremo.

Se as relagdes determinadas sobre a, c,,, g, e b permitirem que a seja candidato a
infimo de L e b seja candidato a supremo de R, um recurso a ser utilizado e claramente
necessario é o fato de, ao considerar o subconjunto P ={1/3"; n € N} admitir 0 como
infimo. Procure, através desta condi¢do, maneiras para decidir se, por multiplica¢do de um
valor que corresponda a obten¢ao de c,, e gn, € a consequente adicdo de a ou b, sera possivel
determinar se, de fato, a é infimo de L e b é supremo de R.

Se foi constatado que a é infimo de L e b é supremo de R, entdo decida se a e b
sao pontos cumulativos a K. Além disso, reavalie as condi¢oes levando em consideragao um

intervalo fechado qualquer [p; q] além do que foi considerado para a atividade.

Constatando que hd infinitos niimeros racionais e irracionais em intervalos abertos

arbitrdrios

Observado como é o comportamento de um ponto cumulativo a um subconjunto,
¢ interessante trazer uma realidade particular ao conjunto de nimeros reais. Com efeito, o
interesse ¢ discutir que propriedade adicional relacionada ao conceito de ponto cumulativo
a um subconjunto é satisfeita tanto por nimeros racionais quanto por nimeros irracionais.

Neste sentido, a inteng¢do é decidir se numeros reais podem ser pontos aderentes
tanto ao conjunto de niimeros racionais quanto ao seu complementar perante o conjunto de
numeros reais, isto é, se dado z € R, z é aderente tanto a Q quanto a R — Q.

Para tanto, conforme descrito no aporte tedrico da sequéncia didatica, é necessario
considerar dois numeros reais diferentes entre si, denominados p e q, com p < ¢, e avaliar

a presenca de um numero racional e de um numero irracional no intervalo aberto (p; q), de
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maneira que p e q oscilam entre serem nimeros racionais, um deles ser racional e o outro
ser irracional e, por fim, ambos irracionais.

Para a determinagdo de numeros racionais, ¢ interessante relacionar a condi¢do
que determina um numero irracional, a saber, que é ou supremo ou infimo de algum
subconjunto de numeros racionais. Valha-se desta condi¢ao para quando ou p ou q ou
ambos sdo irracionais para obter um niimero racional no intervalo aberto (p; q).

No caso da obtengdo de um numero irracional no intervalo aberto (p; q), a
estratégia leva em consideragdo uma propriedade particular aos nimeros reais diferentes de
zero: a soma de um ndmero racional e um numero irracional resulta em um ndmero
irracional; o produto de um ntimero racional e um ndimero irracional também resulta em
um numero irracional. Para a soma, o nimero racional também pode ser zero.

Um recurso importante e que pode ser tutil é o calculo da média aritmética de dois
nimeros reais. Combinado aos recursos anteriores, permite determinar ora numeros
racionais ora numeros irracionais no intervalo aberto (p; q). A partir dai, decida, dado um
numero real z qualquer, se todo intervalo aberto contendo z irda dispor de um ndmero
racional e de um numero irracional.

Enfim, apds a tomada de decisdo, perceba que o processo de constatagdo nao foi
considerar o subconjunto em relagdo ao conjunto original, mas a considera¢ao contraria. A

partir desta constatagdo, ¢ interessante mostrar o conceito de densidade.

Finalizagdo

As atividades desenvolvidas levam a constata¢ao de uma estrutura interna particular
ao conjunto de numeros reais, a tal ponto que niimeros racionais e irracionais coexistem no

conjunto de maneira harmoniosa, em que sempre estardo presentes em intervalos abertos.

Avaliagdo

A avaliagdo ¢ feita ao longo da realizagdo das atividades em virtude de as mesmas
tomarem forma escrita ao longo de sua aplicagdo, onde o professor pode sugerir que os
estudantes troquem escritas entre si para discutirem sobre suas compreensdes individuais

das atividades.
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Além das especifidades das atividades, a avaliagdo também pode ser conduzida por
uma série de questdes voltadas a conhecer a compreensdo dos estudantes sobre os seguintes
topicos: a concepgdo de ponto cumulativo a um subconjunto; contraste entre pontos
aderentes e pontos cumulativos a um subconjunto; a possibilidade de formar conjuntos
fechados a partir de pontos cumulativos a um subconjunto; a concepg¢ao de densidade de um
conjunto em outro; as densidades de niimeros racionais e irracionais em niimeros reais.

E interessante que o material escrito seja recolhido para uma avaliagio mais profunda.
A avaliagdo deve levar em consideragdo, em primeiro lugar, a coesdo e a clareza, devendo
seus resultados serem separados. Em segundo lugar, deve ser avaliado o cuidado no uso das
propriedades citadas pelos participantes, destacando possiveis equivocos que levem a

compreensdo expressada por eles ao longo da realizagao das atividades.

4.3 Consideragdes Parciais: Adequacio e Viabilidade da Proposta

As sequéncias didaticas propostas trazem como perspectiva a possibilidade de serem
utilizadas como parte de um planejamento inicial para a atuagdo nas disciplinas de Analise
Real. A formulagdo proposta visa permitir ao professor adequagdes necessarias para o estudo
das interagdes que ocorrerem ao longo da aplicagdo durante a disciplina.

O realce dado a abordagem das relagdes envolvendo os subconjuntos sob estudo com
maior profundidade procura desenvolver relagdes entre o estudo de conjuntos e propriedades
especificas dos conjuntos de numeros racionais e nimeros reais, observar como as influéncias
do estudo das propriedades desses conjuntos se voltam a conceitos estudados no Ensino
Basico, e trazer um ponto de partida para a abordagem de curiosidades acerca dos conjuntos
numeéricos no Ensino Basico.

A aplicagdo desta proposta requer uma habilidade particular com a adequagao
conceitual. Para tanto, as demonstragdes nao devem ser encaradas como o passo metodoldgico
mais necessario, corrente na abordagem das disciplinas de Anadlise Real; é necessario que as
demonstragdes sejam reflexo do desenvolvimento de nogdes simples, o que pode ser
alcangado admitindo como demonstracio o encadeamento de ideias de uma maneira
explicativa em vez de uma maneira sintética.

Uma das finalidades da aplica¢ao desta proposta é proporcionar aos estudantes a

compreensdo dos conceitos mais simples e importantes para a atuagdo no Ensino Basico,
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e dar um carater de curiosidade ao aprofundamento dado a esses tdpicos ao longo das
sequéncias. Desta maneira, a proposta visa trazer os estudantes ao contato com propriedades
importantes sobre relagdes entre niumeros racionais e numeros reais, a partir de topicos que
podem ser encarados como curiosidades despertadas no estudo de conjuntos e fungdes no

Ensino Basico.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A abordagem de temas em uma disciplina de Analise Real em um curso de
Licenciatura em Matemadtica ¢é, ainda, um processo muito arduo e demanda reflexdo sobre
trés aspectos: a amplitude tematica desejada a disciplina, a densidade conceitual a ser
explorada na disciplina, e a postura do professor ao planejar e executar uma abordagem para
a disciplina.

Quanto a amplitude tematica desejada a disciplina, ainda deve ser considerada
importante uma abordagem sobre conjuntos e fung¢des voltada a demanda dos topicos de
Anadlise Real a serem explorados ao longo da disciplina. Todavia, os temas devem guardar,
em sua esséncia, uma relagdo direta e propicia com tépicos correlatos ja estudados no Ensino
Basico, e, particularmente, voltados para o exercicio da adequagdo conceitual ao publico que
recebera os profissionais em formagao.

O levantamento dos tdpicos presentes nos Projetos Pedagdgicos dos cursos de
Licenciatura em Matematica ofertados por Institui¢des Federais de Ensino Superior mostra
uma tentativa de aproximar as disciplinas de Andlise Real com a finalidade profissional,
mas ainda ndo se mostra suficiente quando sdo recolhidos os objetivos nelas elencados.

Neste sentido, a categorizagdo dos objetivos elencados para as disciplinas, ao
assemelhd-los pelas redagdes e pelos significados advindos destas redagdes, traz uma
preocupagdo que justifica a critica de a disciplina ser um fim em si mesma, bem como a
critica a opinido de que a Analise Real é o apice de um processo de construgdo matematica,
pois os objetivos ainda se mostram voltados a fundamentagdo do Calculo Diferencial e Integral
e ao dominio de técnicas e habilidades com demonstragdes.

Quanto a densidade conceitual a ser explorada na disciplina, a mengdo feita aos
objetivos das referidas disciplinas evidencia a busca pela validagdo de todas as propriedades
possiveis e imagindveis para cada conceito estudado ao longo das disciplinas. Mas,
novamente, isto favorece a critica dada a disciplina como um fim em si mesma, por
privilegiar uma série de relagdes estreitas entre seus proprios topicos, ndo os expandindo
a um alcance mais amplo.

Um outro aspecto da densidade conceitual diz respeito a como a ordenagao de
informagdes deve ser proposta, ao longo de uma sequéncia de assuntos dependentes entre

si. Apesar de os topicos da Andlise Real serem centrados no estudo de numeros reais e
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propriedades que eles satisfazem em subconjuntos e fungdes, a sequéncia de assuntos
depende do realce a ser dado ao longo dos estudos, razao pela qual a proposta em sequéncias
didaticas apresentada leva em considera¢io o realce dado ao estudo de conjuntos e
subconjuntos em vez de um realce dado as concepgdes algébricas das quais derivam o
Calculo Diferencial e Integral.

Quanto a postura do professor ao planejar e executar uma abordagem para a
disciplina, o maximo que se pode discutir no contexto do presente trabalho é sobre a critica
feita ao “uso excessivo do rigor e do formalismo” Com efeito, a discussao feita a respeito do
surgimento do rigor mostra o quanto o mesmo ¢é confundido com o formalismo, onde a
busca pela precisdo conceitual diria respeito a uma apresentagdo tnica e fundamental dos
conceitos e propriedades em Matematica e, em particular, na Analise Real.

Por outro lado, o movimento caracterizador do rigor pregava a precisio nos
conceitos, de maneira que nao permitissem multiplas interpretacdes quando fossem aplicados
a situagdes reais. Além disso, 0 mesmo movimento requeria um cuidado com o uso de
conceitos para a derivagdo de propriedades exatamente pelas dificuldades causadas com
conceitos considerados diibios. Ao apelar para o recurso a Algebra em vez do recurso
a Geometria, 0 movimento estabeleceu uma forma de discussdo dos conceitos, de maneira
que, mesmo que um conceito se remetesse a alguma interpretagdo geométrica, esta deveria
ser trazida em termos nao dubios e, se possivel, ser traduzida em uma abordagem algébrica.

O formalismo, por sua vez, nao leva a discussdo sobre os recursos para a abordagem
de conceitos e propriedades, mas para uma maneira de apresentar resultados obtidos a
partir de conceitos e propriedades. A principal critica ao formalismo diz respeito ao seu
processo de sintese de etapas e argumentos, processo esse que nem sempre leva em
consideracdo a maneira como os argumentos sdo construidos para a obten¢do de uma
informacao e, além disso, cria entrelinhas que acabam por afastar qualquer curiosidade em
como reconstruir aquela concluséo.

Neste sentido, o aspecto formal deve ser transformado para uma apresentagao que
evidencie entrelinhas onde a curiosidade se perde e da espago a uma intensa preocupagio,
que culmina na frustra¢io com o assunto e, por fim, em criticas referentes nao apenas ao
apelo formal, mas em como o mesmo ¢ enrijecido durante a realizagdo da disciplina por
diversos professores.

Levando em consideragdo esta reflexdo, os trés aspectos mencionados conduzem a



158

necessidade de propor uma maneira de abordar as disciplinas de Analise Real sob um outro
realce. Neste sentido, a proposta apresentada no presente trabalho em forma de um conjunto
de sequéncias didaticas, ao discutir alguns topicos sob o ponto de vista da formagao de
conjuntos, privilegia um realce diferente a prépria sequéncia de tdpicos prevista nas
disciplinas, e procura mostrar uma conexao entre os conceitos estudados nas disciplinas e a
abordagem de conjuntos e fungdes no Ensino Basico, com maior énfase aos conjuntos.

A referida proposta tem a finalidade de motivar uma discussdo sobre que rumos
devem ser dados a concep¢ao das disciplinas de Analise Real nos cursos de Licenciatura em
Matematica. Com isso, também devem ser colocados em discussdo a finalidade da
abordagem dos topicos escolhidos para a disciplina em cada curso e a proposta de relagdo
de topicos a serem estudados ao longo da disciplina. Mesmo que o alcance desta proposta
seja limitado, a mesma ainda oferece a possibilidade de ser tratada como uma relagdao de
curiosidades, algo normalmente explorado em atividades praticas dos cursos de Licenciatura
em Matematica.

Diversas criticas a abordagem dos topicos e a realiza¢ao das disciplinas de Analise
Real, em virtude de a considerarem um fim em si mesma de acordo com a postura dos
professores e o consequente desinteresse por parte dos estudantes, sugerem que a Analise
Real deva ser descartada dos cursos de Licenciatura em Matematica. As criticas, porém,
deveriam sugerir que os cursos se ocupassem de propor aos professores uma metodologia e
uma concepgao diferentes para a Andlise Real.

Com efeito, o estudo das propriedades referentes a concep¢ao dos nimeros reais e
a relagdo entre eles e os nimeros racionais é o cerne dos estudos em Analise Real, e, em
particular, para um curso de Licenciatura em Matematica. Outrossim, nao apenas o assunto é
relevante para o estudante quanto é necessario aos professores discutirem nessa disciplina
sobre a adequagdo conceitual a ser realizada no Ensino Basico pelo profissional em

formacao.



159

REFERENCIAS

AMORIM, Lilian I. E A (re)construgao do conceito de limite do calculo para a analise: um
estudo com alunos do curso de licenciatura em matematica. 2011. Dissertagdo (Mestrado em
Educa¢ao Matematica) — Instituto de Ciéncias Exatas e Biologicas, Universidade Federal de
Juiz de Fora, Juiz de Fora-MG, 2011.

AVILA, Geraldo S. S. Andlise Matemdtica para Licenciatura. 3. ed. Sdo Paulo-SP: Edgard
Bliicher, 2001.

BARDIN, Laurence. Analise de contetido. Sao Paulo-SP: Edi¢des 70, 2011.

BARONI, R. L. S.; OTERO-GARCIA, S. C. Aspectos da historia da analise matematica de
Cauchy a Lebesgue. Sao Paulo-SP: Cultura Académica, 2014.

BOLOGNEZI, Rosemeire A. L. A disciplina de Analise Matematica na formacao de
professores de Matematica para o Ensino Médio. 2006. Dissertagdo (Mestrado em Educac¢ao)
— Escola de Humanidades, Pontificia Universidade Catdlica do Parana, Curitiba-PR, 2006.

BORSSOI, Adriana H.; ALMEIDA, Lourdes M. W. Modelagem matematica e aprendizagem
significativa: uma proposta para o estudo de equagdes diferenciais ordindrias. Antiquitates
Mathematicae, v. 6, n. 2, p. 91 - 121, 2004.

BOTTAZZINI, Umberto. The Higher Calculus: a history of complex analysis from Euler to
Weierstrass. New York, Estados Unidos da América: Springer-Verlag, 1986.

BURTON, David M. The History of Mathematics: an introduction. 7. ed. New York, Estados
Unidos da América: Mc-Graw Hill, 2010.

CALKIN, Neil; WILFE, Herbert S. Recounting the Rationals. The American Mathematical
Monthly, v. 107, n. 4, p. 360 - 363, 2000.

CAVALARI, Mariana F. Um Histérico do curso de Matematica da Faculdade de Filosofia,
Ciéncias e Letras (FFCL) da Universidade de Sdo Paulo (USP). Revista Brasileira de Historia
da Matematica, v. 12, n. 25, p. 15 - 30, 2012.

CRUZ, Willian J. da. “Os numeros reais”: um convite ao professor de Matematica do Ensino
Fundamental e do Ensino Médio. 2011. Dissertacdo (Mestrado em Educagdo Matematica)
— Instituto de Ciéncias Exatas e Bioldgicas, Universidade Federal de Juiz de Fora, Juiz de
Fora-MG, 2011.

FERNANDES JUNIOR, Valter C. Repensando o ensino de Analise: reacdes, impressdes e
modificagdes nas imagens de conceito de alunos frente a atividades de ensino sobre sequéncias
de nimeros reais. 2014. Dissertacao (Mestrado em Educacdo Matemadtica) — Instituto de
Ciéncias Exatas e Bioldgicas, Universidade Federal de Juiz de Fora, Juiz de Fora-MG, 2014.

GOMES, Danilo O. A disciplina de analise segundo licenciados e professores de Matematica
da Educac¢ao Basica. 2013. Dissertagdo (Mestrado em Educa¢io Matematica) — Instituto de
Geociéncias e Ciéncias Exatas, Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho, Rio
Claro-SP, 2013.



160

GRABINER, Judith V. The origins of Cauchy’s rigorous calculus. Massachussets, Estados
Unidos da América: MIT Press, 1981.

GRATTAN-GUINNESS, Ivor O. The Development of Foundations of Mathematical Analysis
from Euler to Riemann. Massachussets, Estados Unidos da América: MIT Press, 1970.

GRATTAN-GUINNESS, Ivor O. Convolutions in French Mathematics, 1800-1840: From the
Calculus and Mechanics to Mathematical Analysis and Mathematical Physics. Basel, Suica:
Birhéuser Verlag, 1990.

KATZ, Victor J. A History of Mathematics: an introduction. 3. ed. Boston, Estados Unidos da
América: Pearson, 2009.

KLEINER, Israel. Rigor and Proof in Mathematics: a historical perspective. Mathematics
Magazine, v. 64, n. 5, p. 291 - 314, 1991.

LIMA, Elon L. Curso de Analise. 14. ed. Rio de Janeiro-R]: IMPA, 2017. v. 1.

MARTINES, Paula T. O papel da disciplina de Analise segundo professores e coordenadores.
2012. Dissertacdo (Mestrado em Educa¢ao Matematica) — Instituto de Geociéncias e Ciéncias
Exatas, Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho, Rio Claro-SP, 2012.

NUNES, Roberto S.; NUNES, José M. V. Modelos Constitutivos de Sequéncias Didaticas:
enfoque na Teoria das Situagdes Didaticas. Exitus, v. 9, n. 5, p. 148 — 174, 20109.

OLIVEIRA, Mireli M. de. Conceitos de analise matematica na reta para bem compreender os
numeros reais no ensino médio. 2017. Dissertacido (Mestrado em Matematica) — Centro de
Ciéncias e Tecnologia, Universidade Federal de Campina Grande, Campina Grande-PB, 2017.

OTERO-GARCIA, Silvio C. Uma trajetdria da disciplina de Analise e um estado do
conhecimento sobre seu ensino. 2011. Dissertacdo (Mestrado em Educagdo Matematica) —

Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas, Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita
Filho, Rio Claro-SP, 2011.

OTERO-GARCIA, Silvio C. Disciplinas de Andlise na Histdria de seu Ensino: uma trajetéria
no curso de licenciatura em matematica da USP de Sao Paulo. Historia da Ciéncia e Ensino,
v. 11, p. 56 - 90, 2015.

PINTO, Diego M. A cultura matematica mobilizada por licenciados no contexto de uma
disciplina de Analise Real. 2016. Dissertagdo (Mestrado em Ensino de Matematica) —
Instituto de Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro-R], 2016.

REIS, Frederico S. A tensdo entre intui¢do e rigor no ensino de Analise: a visdo de
professores-pesquisadores e autores de livros didaticos. 2001. Tese (Doutorado em Educa¢ao)
— Faculdade de Educagéo, Universidade Estadual de Campinas, Campinas-SP, 2001.

SCHUBRING, Gert. Conflicts between Generalization, Rigor, and Intuition: Number
Concepts Underlying the Development of Analysis in 17-19th Century France and Germany.
New York, Estados Unidos da América: Springer, 2005.



161

SILVA, Luciano D. da. Conhecimentos presentes na disciplina de Analise nos cursos
de Licenciatura em Matematica no Brasil. 2015. Dissertagdo (Mestrado em Educacio
Matematica) — Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas, Universidade Estadual Paulista
Julio de Mesquita Filho, Rio Claro-SP, 2015.

SINKEVITCH, Galina I. On history of epsilontics. Antiquitates Mathematicae, v. 10, n. 1, p.
183 - 204, 2016.

TARSKI, Alfred. Introduction to Logic and to the Methodology of Deductive Sciences. 4. ed.
New York, Estados Unidos da América: Oxford University Press, 1994.

TEIXEIRA, Paulo J. M.; PASSOS, Claudio C. M. Um pouco da teoria das situacdes didaticas
(tsd) de Guy Brousseau. Zetetiké, v. 21, n. 39, p. 155 - 168, 2013.

VIANNA, Rubem N. G. Um estudo do Cours d’Analyse Algébrique de Cauchy em face das
demandas do Ensino Superior. 2009. Dissertacao (Mestrado em Ensino de Matematica) —
Instituto de Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro-R]J, 2009.

VIDAL, Eliane C. R. G. Projetos didaticos em salas de alfabetizacao: desafios da transposicao
didatica. 2016. Dissertagdo (Mestrado em Educa¢ido) — Faculdade de Educagado, Universidade
de Sao Paulo, Sao Paulo-SP, 2016.

ZABALA, Antoni. A Pratica Educativa: como ensinar. Porto Alegre-RS: Artmed, 1998.



