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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é, motivar a insercao da educacao financeira no cur-
riculo das escolas, e para isso apresentamos alguns resultados sobre exponenciais e loga-
ritmos que se aplicam ao regime de capitalizacao composta, os quais compreendem os
juros compostos, taxas de juros, descontos compostos e rendas uniformes postecipadas e

antecipadas.

Palavras - chave: exponenciais, logaritmos, capitalizagao.
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Abstract

The main objective of this work is to motivate the inclusion of financial education in
the curriculum high schools, and for this we present some results about exponential and
logarithms that apply to a funded composed, which comprise the compound interest,
interest rates, discounts compounds and rents uniforms postecipadas compounds and

antecipated.

Keywords: exponential, logarithmic, capitalization.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho estudaremos o uso de exponenciais e logaritmos no setor financeiro utili-
zando para tanto o fato de as defini¢oes e propriedades destas duas func¢oes serem em-
pregadas no regime de capitalizagdo composta, onde um capital (C) empregado a uma
taxa (i) dada sera transformada apos (n) periodos de tempo em um montante baseado na
seguinte fungao:

Mn - CO(l + i’)n7

mostrando assim que no regime de capitalizacao composta, o montante cresce exponen-
cialmente em progressao geométrica ao longo do tempo, pois os rendimentos de cada
periodo sao ajuntados ao saldo devedor e passam, por sua vez, a render juros.

Nosso principal objetivo ¢ do ponto de vista do ensino de mateméatica mostra que ¢é
possivel aprender financas.

Existem varias aplicagoes do regime de capitalizacao composta, entre elas menciona-
remos as rendas que sdo uma série de capitais disponiveis ou pagamentos (termos) com
vencimentos em datas diferentes a uma taxa de juros fixada. Abordaremos como encon-
trar o valor atual de uma renda, ou seja, o valor de um bem da data focal zero dada pelo
somatorio dos valores presentes de cada um dos pagamentos bem como o seu valor futuro,
isto ¢, o somatoério dos termos capitalizados apo6s o tltimo pagamento.

Em resumo, o trabalho esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 2, faremos um breve histérico sobre logaritmos e matemaética financeira,
lembrando alguns conceitos e propriedades basicas.

No capitulo 3, apresentamos o contetdo basico de exponencial e logaritmos através de

defini¢oes, proposicoes, lemas e teoremas.
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No capitulo 4, faremos uma abordagem sobre o regime de capitalizagdo composta
onde a taxa de juros incide sobre o capital inicial, acrescido dos juros acumulados até
o periodo anterior, mostrando que o valor dos juros cresce em funcao do tempo. Em
seguida, tratamos de equivaléncias de capitais que nos permite fazer comparagoes de
valores diferentes referentes a datas diferentes, considerando uma dada taxa de juros.
Informagoes estas de fundamental importancia ao discente no ensino bésico, pois servira
de incentivo ao considerar uma aplicacao financeira.

No capitulo 5, apresentamos os variados tipos de taxas de juros as quais pertencem
ao regime de capitalizacao composta, com o intuito de incentivar o aluno a observar e
aprender sobre a importancia da homogeneizacao entre as unidades da taxa e do prazo
de capitalizacao ao realizar uma analise financeira.

No capitulo 6 estudamos os tipos de descontos usados no setor financeiro e novamente
tratamos sobre equivaléncias de capitais mostrando a importancia de saber fazer com-
paragoes numa aplicagao financeira visto que é frequente a necessidade de antecipar ou
prorrogar um titulo. Isto se da, quando desejamos substituir um titulo por outro ou por
varios, ou temos varios titulos e desejamos trocar por outro titulo ou por varios.

Finalmente, no capitulo 7 faremos uma breve abordagem sobre rendas uniformes como
sequéncia de capitais disponiveis em datas diferentes. Estes capitais podem referir-se
a pagamentos de varias prestacoes que quitarao uma divida assumida hoje em forma
de empréstimo ou de algum bem adquirido a prazo, bem como a recebimentos com a
finalidade de construir um montante futuro. E em todos estes capitais nos mostram como
o uso de logaritmos é essencial para tanto facilitar como simplificar os calculos no setor

de financas.



Capitulo 2

Um pouco da Histéria dos Logaritmos

Com o desenvolvimento da Astronomia e da Navegacao, tanto a ciéncia quanto o comércio
tornaram-se mais avancados e sofisticados, com isso aumentou tanto o interesse como
a necessidade de trabalhar com grandes ntimeros, fragoes e decimais. Os calculos se
tornaram dificeis, cansativos e demorados, e as pessoas buscavam maneiras de torna-los
mais objetivos e vidveis. Entao, achar um método que permitisse efetuar com rapidez
multiplicagoes, divisoes, potenciacoes e extragoes de raizes era, nos anos préoximos de
1600, um problema essencial.

A busca pela solugao deste "problema" veio com uma grande descoberta cientifica feita
simultaneamente por duas ou mais pessoas trabalhando independentemente. Isto se deu
com os logaritmos. Diversos mateméticos contribuiram na construcao dos logaritmos que
conhecemos hoje, porém, um ficou eternizado por suas publicag¢oes: John Napier (1550—
1617). Napier um nobre tedlogo escocés, ndo era matemético profissional, mas tinha a
matematica como lazer. Seu interesse era por alguns aspectos da computagao e trigo-
nometria, especialmente estudos relacionados a simplicagao de calculos. Napier elaborou
uma tabua de logaritmos com o objetivo de simplificar as operagoes, principalmente a de
produtos e quocientes.

Além de Napier, o suigo Joost Biirgi (1552-1632), também contribuiu para o surgi-
mento dos logaritmos produzindo trabalhos a respeito desse tema. Napier e Biirgi lan-
caram suas tabuas de logaritmos em 1614 e 1620, respectivamente. O primeiro fez seu
lancamento em Edimburgo e o segundo, em Praga. O uso dos logaritmos, sem duvida, foi
uma invencao extraordinaria para a época, chegando ao conhecimento de muitos aman-

tes da Matematica, apds a publicacao de Napier, em 1614. Muitos mateméticos ficaram
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encantados com os trabalhos de Napier, dentre eles Henry Briggs (1561-1631), o respon-
savel pelo aparecimento dos logaritmos decimais. Briggs publicou suas primeiras tabuas
em 1617; e depois, em versao bem mais ampliada, em 1624.

Durante o século XVI, as operagoes eram classificadas em trés espécies: 1* espécie:
adicao e subtracao; 2% espécie: multiplicacao e divisao e; 3* espécie: potenciagao e ra-
diciacao. Naquela época, nao existiam as calculadoras existentes atualmente, e assim a
Unica maneira de executar calculos envolvendo adigao e subtragao, multiplicagao e divi-
sao, potenciagao e radiciacao de niimeros muito grandes era reduzir as operacoes de 2% e
3% espécies em operagoes de 1* espécie.

Durante os quatro séculos que sucederam a descoberta dos logaritmos, sua utilidade
revelou-se crucial na Ciéncia e na Tecnologia. Kepler, por volta de 1620, atestava seu
reconhecimento pela nova descoberta que segundo ele "aumentava vastamente o poder
computacional do astronomo”. Com o tempo os logaritmos, como comumente eram utili-
zados, perderam esse lugar de eficiente calculador. Apesar disso, os logaritmos continuam,
por motivos bem diversos, a merecer uma posi¢cao de destaque no ensino de Matematica,
devido a sua posicao central que ocupam nesta ciéncia e em suas aplicacoes. Esta posicao
é permanente, pois a funcao logaritmica e sua inversa, a funcao exponencial, constituem a
Unica maneira de descrever matematicamente o progresso de uma grandeza cuja taxa de
crescimento (ou decrescimento) é proporcional a quantidade daquela grandeza existente
num dado momento.

Como ja mencionado a utilizagao cada vez mais eficiente e divulgada das calculadoras,
as tabuas de logaritmos perderam muito do seu interesse como ferramenta de calculo, o
mesmo acontecendo com outras tabelas mateméticas. Todavia, o estudo dos logaritmos
ainda é e continuard a ser de grande importancia. Em decorréncia disto, embora eles
tenham sido criados como instrumento para facilitar operacoes aritméticas, o desenvolvi-
mento da Matematica e das ciéncias em geral veio validar que diversas leis matematicas e
varios fenomenos fisicos, quimicos, biolégicos e economicos, estao intimamente relaciona-
dos com esta notavel criacao - os logaritmos - que tanto enriqueceram quanto "suavizaram”
os calculos aritméticos.

Pensando no uso de logaritmos no setor financeiro e sua aplicagao no Ensino Médio ¢é
que surgiu a idéia de demonstrar por meio de teoremas as diversas aplicacoes na area de

financas de maneira facil e utilitaria.
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Muitos fendmenos que conhecemos hoje podem ser representados por modelos mate-
maticos envolvendo logaritmos. As func¢oes exponenciais e logaritmicas sao importantes
nesse estudo, pois sao usadas para descrever muitos fendémenos, sendo aplicado especial-
mente na matematica financeira.

A Matematica Financeira, dentre vérias defini¢oes, "é a ciéncia que estuda o dinheiro
no tempo"(Lawrence Jeffrey Gitman). O conhecimento de Matematica Financeira ¢ in-
dispensavel para compreender e operar nos mercados financeiro e de capitais, e atuar em

administracao financeira com baixo tempo e custo de decisao.



Capitulo 3

Preliminares

Neste capitulo faremos um breve estudo sobre exponenciais e logaritimos, destacando
defini¢oes, propriedades bésicas, graficos e exemplos que serao usados para simplificar a
resolucao de calculos no setor de finangas. Para escrever a teoria exposta neste capitulo

consutamos as referéncias: [1], [4] e [5].

3.1 Poténcia de um expoente Natural

Definicao 1. Sejam a um nimero real e n um nimero natural. Chamamos de uma

poténcia de base a e expoente n o niumero a™ tal que

a® =a.a™! ,vn>1.

Proposicao 1 (Propriedades de potenciagao). Sejam a € R, b € R, me€ N en € IN.

Entao sao vdlidas as sequintes propriedades:

i. a™at =aqmtm,

Demonstracao. A demonstracao das propriedades seré feita por inducao sobre mn.
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i. Considerando m fixo, a propriedade é verdadeira para n = 0, pois

Agora, suponha que a propriedade seja verdadeira paran = k, isto é, a™.a* = a™*¥

e mostremos que é verdadeira para n =k + 1.

De fato,

a™.

ak—l—l — am‘( k m .k m-+k m+k+1‘

a“.a)=(a™a").a=a a=a

ii. Para m fixo, a propriedade é verdadeira para n = 0, pois

B am m
a™ 0:am:—:—o.
1 a
am
Agora, suponha que a propriedade seja verdadeira para n = k, isto é, P amk

e mostremos que é verdadeira para n =k + 1.
Observemos que,

a™ a™ mp. a™ K a b
= = = = a .
aktl  ak.a a a

iii. Seja m fixo. A propriedade ¢ verdadeira para n = 0, pois (a™)? =1 = a’ = a™?.
Agora, suponha que a propriedade seja verdadeira para n = k, isto é, (a™)* = a™¥

e mostremos que é verdadeira para n =k + 1.

Observe que,

(am)k+1 — (am)k.(am) Hg’ am.k.am — am.k+m _ am(k+1).

iv. A propriedade é verdadeira para m = 0, pois (a.b)? =1 =1.1 = a’.b°.
Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para m = k, isto é, (a.b)* = a*.b¥,

mostremos que é verdadeira para m = k + 1.

De fato,

(a.b)**! = (a.b)*.(a.b) ak.b*.a.b = (ak.a).(b®.b) = a1 pFtL.
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0 0
v. A propriedade é verdadeira para m = 0, pois % =7= 1= <%) .
k
Agora, suponhamos que a propriedade seja verdadeira para m = k, isto é, % =
D b 20
(5) b0
Observe que,
a*tt g a®a a* amp <a>k <a> B <a>k+1 40
bktl — bkb bbb  \b/ "\b/ \b ’
m

Proposigao 2 (Poténcia de um Expoente Inteiro Negativo). Se a um nimero real néo

nulo, e 1 um numero natural, entao:

Demonstracao. Com efeito, sendo que a’ = 1, podemos escrever, em virtude do item i.,

da Proposigao 1,

1
Portanto, a™™ = —. O
aTL

3.2 Raiz n-ésima

Definicao 2. Seja a um nimero real onde a > 0 e n um numero natural. Entao existe
um numero real b > 0 tal que

b" =a.

Chamaremos b de raiz n-ésima de a e indicaremos pelo simbolo /a, onde a é o ra-
dicando e n é o indice. Normalmente, quando o indice ¢ omitido da notacao, a raiz é

quadrada (n = 2). Nos outros casos, ele é expresso claramente.

Obs. 1. Por definigcao, temos que ({/a)™ = a.

Obs. 2. A raiz quadrada de um quadrado perfeito € v/ a? = |al, onde |a| € o valor absoluto

_ a se a=0
de a, ou seja, |a] = )
—a se a<0
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Proposicao 3 (Propriedades de Radiciagao). Se a, b sao nimeros reais nao negativos,
meZ, neN* ek e N*, entao sao vdlidas as sequintes propriedades:
i. Vam = "vamk.
ii. Va.b= {/a.Vb.
a {a
iii. {//—=—-—=,b#0.
b b
iv. (Ya)™ = am.
v. v/ Va= “Ya.

Demonstracao.

i. Fazendo v/a™ = x, e usando a Obs. 1, temos que:
Xn.k — (Va_m)n.k _ (am)k - x = HW
ii. Fazendo x = {/a.V/b, temos que:

X" = (Ya. V)" =ab=x= Vab.

3

=N

n )

iii. Fazendo x = ——=, segue que:

n

m

x

= i
X = — X =
b

|8

iv. Considerando n fixo e m > 0, faremos indugao sobre m. A propriedade ¢ verdadeira
para m = 0, pois ({/a)? =1 = /1 = Va".
Suponha que a propriedade é verdadeira para m = k, isto ¢ (Ya)™ = ¥am.

Mostremos que é verdadeira para m =k + 1.

De fato, (Va)*™ = (Ya)*./a = Vak. ¢a = Vak.a = Vak+l.

Se m < 0, facamos —m = q > 0. Daf

wym L+ 11 1 1
- Ve Vam o g

v. Fazendo x = / {/a, temos que:

=/ V¥ =Va= x)"=a=x""=a=x= Ya
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3.3 Poténcia de Expoente Racional

Definicao 3. Seja a > 0 um numero real e % €Q (peZeqe N ) Chamamos

poténcia de base a e expoente % a relacao

alg

= var.

a
P ~ AP
Obs. 3. Sea:Oea>O, entao 0a = 0.

Proposicao 4 (Propriedades de poténcias com expoente racional). Sejam a >0 eb >0

. T - - . . .
nUMEros reais, P €Q e - € Q. Entao sao vdlidas as sequintes propriedades:
S

P P
i. as.as =aats

P
.. ad P_r
ii. —=ad >

as

P P P

iii. (a.b)a = ad.ba.

w2

. p.s+r.q P
= Var.v/ar = Wars. Ward = Kars.and = Wapstrtd =q a5 =aqad’s,

as  Jap Wars p.s—r.q p_x
11 — = = = ap-s—r q = a 4s = Qaa s
as /ar %/ qr-d
P o g _q q o P P
iii. (a.b)a = {/(a.b)P = Var.b? ar.v/bP = ad.ba

w|=

o

v. (a8)" = /() = ¢/ (vary = y/Vars = sars = ab )

3.4 Funcao Exponencial

Definigao 4. Seja a um nimero real tal que 0 < a # 1. Chamamos de fun¢ao exponencial

a fungao de R em R que associa a cada x real o nimero a*.
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f: R — R
Notacao: .
X — a®

Os Lemas e os Teoremas a seguir mostrarao que para um numero real positivo a, a

fungao exponencial é crescente (decrescente) se, e somente se, a > 1 (0 < a < 1).

Lema 1. Sejam o numero real a tal que a > 1 e n um numero inteiro. Entao a™ > 1 se,

e somente se, n > 0.

Demonstragao. Faremos indugao sobre n, n > 0= a™ > 1.

A proposicao é verdadeira para n = 1, pois al = a > 1.

Suponhamos que a proposicao seja verdadeira para n =k, isto é, a* > 1 e mostremos
que é verdadeira para n =k + 1.

Observemos que,
a>1=d%a>d"1=d""'>d">1.

Provaremos, por absurdo, a proposi¢ao: a™ >1=n > 0.
Suponhamos que n < 0. Assim —m > 0. Observemos que n = 0 = a” = 1 e por
(i) m>0=a™>1portanto, n>20=a">1=a%a ™" >a"1=12>a"

(absurdo), pois contraria a hipotese de a™ > 1. Logo, n > 0. ]

Lema 2. Seja a um numero real tal que a > 1 er € Q. Entao a”™ > 1 se, e somente se,

r > 0.

Demonstracao. Provemos primeiramente que r > 0 = a” > 1.

P
q

Facamos r = % com p,q € IN*. Entao: a” = ad. Pelo lema 1, se (a%)q >1leq>0
entio as > 1. Ainda pelo mesmo lema, se ai > 1e p > 0 entao (a%)p > 1, ou seja,
a"” > 1.

Provemos agora que: a" > 1= 1> 0.

Facamos 1 = % comp€”Zeqé€EZ" entao a” = aa

Logo,q>0ep>0=>%>0.

Suponhamos agora que q < 0, isto é, —q > 0. Pelo Lema 1 temos:

aa >1 e (a%)r’:(a%)*p>1¢—p>0:p<0.

Logo,q<0ep<0:>r:%>0. 0



Capitulo 3. Preliminares 12

Lema 3. Seja a um numero real tal que a > 1, v e s racionais. Assim a®> > a” se, e

somente se, S > T.

Demonstragao.

Lema, 2

ad>a"eadta " >daTed T >l &S s—r>0 s>
Il

Definicao 5. Sejam a um niumero real tal que a > 0 e & irractonal, a* € o inico numero
real cujas as aprorimacoes por falta sao as poténcias a”, com T racional menor que x e

cujas aprorimagoes por excesso sao as poténcias a®, com s racional maior do que .

Lema 4. Sejam a um numero real tal que a > 1 e « irracional. Entao a* > 1 se, e

somente se, & > 0.

Demonstracao. Sejam A; e A dois conjuntos que definem o niimero irracional «, A; =
freQIr<ale Ay ={s € Qs > o} e em correspondéncia os conjuntos de poténcias de

expoentes racionais que definem a®: B; ={a"|r € A1} e B, ={a’|s € Ay}

(i) Provaremos inicialmente que & > 0 = a* > 1.

Pela definicao do nimero « irracional e positivo, existem r € A; e s € A, tais que

O<r<ao<s.

Pelo Lema 2, como a > 1, r > 0 e s > 0, temos:

a">1e a®>1.

Pelo Lema 3, como a > 1 er < s, temos que 1 < a” < a® e, agora, pela defini¢ao

de poténcia de expoente irracional, segue
l<a" <a*<a®*=a*>1
(ii) Provaremos por absurdo que a® > 1 = o > 0.
Suponhamos, & < 0, isto ¢, —« > 0. Entao, por, (i) resulta que
a>1e —oa>0 irracional = a *>1.

Assim, 1 = a~*.a* > a*1 > a* (absurdo), pois contraria a hipotese. Logo o > 0.
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]

Lema 5. Sejam a e b mimeros reais tal que a > 1. Entdo, a® > 1 se, e somente se,

b > 0.

Demonstracao. Temos que:

beqQ, Rz b S 1 e b >0
beR = Lema 4
beR-Q &= a*>1<b>0
m
Lema 6. Sejam a e b numeros reais tal que 0 < a < 1. Entao,
a® >1+=b<0.
. 21 ) 1
Demonstracao. Se 0 < a < 1 entao — > 0. Seja ¢ = — > 1. Pelo Lema 5 temos:
a a
1\ °
c = (—) =a’>1b<0.
a
m
Teorema 1. Sejam a, x; e xo numeros reais com 0 < a < 1. Entao,
a* > a®? <— x; < Xs.
Demonstracao.
X Lema 6
a' >a"? s < >leat ™ >] E87x —x <0< X < Xo.
a
]

Teorema 2. Sejam a, X; € Xo numeros reais tal que a > 1. FEntao a* > a*? se, e

somente se, X1 > Xo.

Demonstracao.

X
! Lema 5

a* > a* & >1e a2 >1 X —x > 08 % > X

ax2
O

Teorema 3. A funcao exponencial f(x) = a* € crescente (decrescente) se, e somente se
a>10<a<1) Assim, dados os reais X1 € Xa, temos que: x; < X3 = f(x1) < f(x2)

(Xl < X9 = f(Xl) > f(Xg))
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X1

Demonstracao. Se a > 1, pelo Teorema 2, a*'7*2 > 1 >1& a” >a? e x >

ax2
Xa.
x1
Se 0 < a < 1, pelo Teorema 1, a1 > 1 & < 1l a* >a*? s x < Xxs. n
a
Os graficos das funcoes exponenciais f(x) = a*, a > 0, sdo de uma das seguintes
formas:
'R
=
y=a
fa=>1)
___._-'"""m'”
- u
Figura 1
LY
y=a"
l0<a<1)
ta, 1
"-..._________-_
I k.4
Figura 2

Com relacao ao grafico da funcdo exponencial f(x) = a*, observemos que:
i) O grafico esta acima do eixo x, pois a* > 0, Vx € R.
ii) Se a > 1, a* é uma func¢ao crescente e se 0 < a < 1, a® é uma funcdo decrescente.

Um caso especial de exponencial, talvez o mais importante, é a exponencial do nimero
irracional e.

Na matemaética, o numero de Euler (e), denominado em homenagem ao mateméatico
suico Leonhard Euler, é a base dos logaritmos naturais. A primeira referéncia a constante

foi publicada em 1618 na tabela de um apéndice sobre logaritmos de John Napier. No
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entanto, este nao contém a constante propriamente dita, mas apenas uma simples lista
de logaritmos naturais calculados a partir desta. A primeira indicagdo da constante
foi descoberta por Jakob Bernoulli, quando tentava encontrar um valor para a seguinte

expressao (muito comum no célculo de juros compostos):

ke" = lim (1+ 1)
n

n—oo

1 n
para T =k =1, ou seja, e = lim <1—|—T—L> .

n—oo

Enuciaremos por meio de um teorema que a sequéncia de termo geral
1 n
an = (1+—
n

1 n
lim <1 + —) =e.
n—o00 n

n
Teorema 4. Seja n um numero natural. A sequéncia a, = (1 + —) € convergente
n

¢ convergente e que o

para todon > 1.

Demonstracao. Vamos provar que a sequéncia que define e é crescente e limitada, por-

tanto, tem limite. Pela formula do binémio de Newton,

1 n
a, = (1+—)
n

N %(1_%;(1_%)(?_%1) (3.1)

Uma expressao para a1, como essa ultima, é dada por:

2+1 1 1 +1 1 1 1 2 +
a = —(1—— —(1—— - —
n 2! n+1 3! n+1 n+1

Cale) (o) () e

Dai, observemos que cada um dos termos de (3.1) é inferior a cada um dos termos
correspondentes a (3.2). Isso prova que a, < an,1, isto é, a sequéncia (a,) é crescente.
Para provamos que ela é limitada, basta observarmos que cada parenteses que aparece em

(3.1) é menor do que 1, logo segue que

1 1 1 1 1 1
an<2+—+—+...+ﬁ<2+—+—+...+ < 3.

21 3! 2 22 2n—1

Sendo crescente e limitada, (a,) tem limite, que é o nimero e. O
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O valor aproximado para o numero de Euler é e = 2, 718281828259045235360287 . . .
Colocando o nimero e no lugar de a > 1, obviamente, seguem todas as propriedades

acima para e*, x € R

3.5 Logaritmos

Definigao 6. Sejam a, b e x numeros reais tais que a >0 e 0 < b # 1. Chamamos de

logaritmo de b na base a o nimero real x tal que a* =b.
NOTACAO: log, a = x < a* = b.

Obs. 4. Quando o valor da base logaritmo € 10, ela serd entao omitida e chamaremos

log a de logaritmo decimal de a.

Obs. 5. Quando o wvalor da base do logaritmo € o numero e, chamaremos log. a ou

simplesmente In a (logaritmo natural de a).
Obs. 6. O logaritmo do nimero real 1 na base b para 0 < b # 1 sempre serd 0.
Obs. 7. O logaritmo do nimero real b na base b para 0 < b # 1 sempre serd 1.

Obs. 8. A poténcia de base b e expoente logy, a € igual a a, isto € b = a. De fato,

se chamarmos log, a = x < b* = a = b8 ¢ = q.

Proposicao 5 (Propriedades dos logaritmos). Sejam a, b, ¢ nimeros reais teai que a > 0,

c>0e0<b#1. Entao valem as sequintes propriedades:
i. logy(a.c) =log, a+logy, ¢

.e a

ii. logy, <E) = log, a —logy ¢

iii. log, a™ =n.logpa

log,, a
iv. Eb

=log.a
logy, ¢ O8e

Demonstra¢ao. Sejam x, y e z nimeros reais. Entao,

i. Fazendo log, a = x, log, ¢ =y e logy, (a.c) = z, podemos ver que
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logy, a = x, & b¥=a
log, ¢ =y & by =y = b*=b*bY=b*=b""Y=z=x+y.

logy(a.c) =z < b*=(a.c)

Portanto, logy, (a.c) = log, a + logy, c.

a
ii. Facamos log, a = x, log, ¢ =y e logy, <E> =z

Tem-se entao que
logy, a = x, & b*=a

bX
logyc =1y & bY=y —b'=—=b"=b"Y=>z=x—1.

by
e (2) =2 = =2

Portanto, log, (%) = log, a — logy, c.

Definica
iii. Facamos log, a = x. Observemos que b* = a = (b¥)" = a™ = b"* = a" =

n* = log, a™. Entao n.log, a = log, a™.

iv. Fazendo log, a = x, log. a =y e log, ¢ = z, notemos que z # 0, pois a # 1.

Observe que

logyba=%x, & b*=a
X
logea=y & cv=a =b =c=0bP =x=z2y=>y=_"

logybc=2z & b*=c

logy, a
Portanto, log, a = 2B g
logy, ¢

]

Definigao 7. Dado um nimero real a (0 < a # 1), chamamos de fungao logaritmica de

base a a fungao f: R* — R dada por f(x) = log, x.

Teorema 5. Seja a um nimero real dado com 0 < a # 1. Entao as fungoes f : R} — R
definida por f(x) = log,x e g : R — R* definida por g(x) = a* sdo inversas uma da

outra.

Demonstragao. Com efeito mostremos que fo g =1Ir e gof = Ig:. Observemos que,
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(fog)(x) =f(g(x)) =log, g(x) = logaa™ =x

(gof)(x) = g(f(x)) = a™™ = qlogex =x,

Logo, segue o resultado. O
Teorema 6. A funcdo logaritmica f(x) =log, x € crescente se, e somente se, a > 1.

Demonstracao. Mostraremos inicialmente que se a > 1 = Vxy € R, x; € RY, xo > x; =
log, x2 > log, x;.
De fato, quaisquer que sejam X; € Xo positivos e xo > x; temos que a'®9e¥2 > gl09ax1
e pelo Teorema 2, concluimos que log, X, > log, ;.
Agora mostraremos que (x; € R%, xo € R, X3 > %1 = log, X2 > log,x;) = a > 1.
log,x1 =Y1, & x3 =a¥!
Fazendo ,2temos que: Yy > y; = a¥? > a¥'. Pelo fato
logaxe =yYys & xp=aV¥?
da func¢ao exponencial ser crescente para base maior que 1, concluimos que a > 1. O

Teorema 7. A fungao logaritmica f(x) = log, x € decrescente se, e somente se, 0 < a < 1.

Demonstragao. Mostraremos inicialmente que se 0 < a <1 = (x3 € R¥,x; € R¥ ;x5 <
x1 = log, xo > log, X1).

De fato, quaisquer que sejam Xx; e Xo positivos e Xy < X; temos que a'%8«*2 < @glogax1
e pelo Teorema 1, concluimos que log, X, > log, ;.

Agora mostraremos que
(x1 € R, x0 € RY, x5 < X1 = log, X2 >log,x1) = 0<a< 1.

log,x1 =y1, & x3 =a¥!
Fazendo temos que Yo > y; = a¥? > a¥t. Pelo fato

logaxe =Yyos & xp=a¥?
da funcao exponencial ser decrescente para base entre 0 e 1, concluimos que 0 < a < 1. [

Em relagdo ao grafico cartesiano da funcao f(x) =log, x com 0 < a < 1 temos:
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B x
glxi=a

> flx)-log, =

Figura 3

O gréfico é simétrico em relagdo a reta y = x (bissetriz dos quadrantes impares) do
grafico da fungao g(x) = a*.

O grafico da fungao f(x) = log, x com a > 1 sera:

glxp=a"

(a, 1}

Figura 4

O grafico também ¢é simétrico em relacdo a reta y = x (bissetriz dos quadrantes

impares) do grafico da fungao g(x) = a*.



Capitulo 4

Juros Compostos

Neste capitulo estudaremos o uso de exponenciais e logaritmos como procedimentos uti-
lizados no pagamento de empréstimos e investimentos em geral. Para escrever a teoria

exposta neste capitulo consultamos as referéncias: 2|, [14] e [15].

4.1 Conceitos basicos

Quando fazemos um empreéstimo, por um determinado periodo (n), o valor do empréstimo
recebe o nome de capital e é indicado por Cy e a qualquer valor atribuido a esse capital
chamamos de juros e é indicado por J. Esse valor pode ser cobrado através de um percen-
tual (taxa) da divida (1), proporcional ao tempo, ou seja os juros sao iguais em todos os
periodos, conhecido por juros simples, ou um percentual cumulativo ao longo do tempo,
(os juros gerados em cada periodo agregam-se ao montante do periodo anterior), conhe-
cido por juros compostos. Finalizado o periodo (n), liquidamos a divida ao pagarmos o
capital mais o juro relativo ao tempo do empréstimo, chamando esse valor por montante

e o indicamos por Mn. Assim,

M, =Co+]J|

Por exemplo, em um empréstimo de R$ 1.000, 00 a ser pago em 5 prestacoes mensais

com uma taxa de juros simples de 10% a.m., Teriamos:
] =1.000-0,1-5= ] =500,00.

Logo o montante serda M = 1.500, 00 e cada prestacao p seria igual a:

~1.500,00
N 5

20

= 300, 00.
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Portanto em regime de capitalizacao simples, o juro pode ser calculado através da
formula:
] =Coim,
e 0 montante
M,=Co+]=M,=Co+Cy-i-n=M,=Cy-(1+1-n).
Obs. 9. O periodo n deve ser expresso na mesma unidade de tempo da taxa.
Se esse mesmo empréstimo de R$ 1.000, 00 fosse calculado em regime de capitalizacao
composta, os juros seriam cumulativos, e assim paran =1,2,3,4,5, temos:
M; = 1.000-(1+0,1)=1.100,00,
M, = 1.100-(1+40,1) = 1210, 00,
M; = 1.210-(1+40,1) = 1331,00,
M, = 1331-(1+40,1)=1.464,10,
M; = 1.464,10-(1+0,1) =1.610,51.
Logo, o juro cobrado seria:

] =M;—Co= ] =1.610,51 — 1.000,00 = J = 610, 51.

Definicao 8. Chamamos de capitalizacao ao procedimento de acrescentar juros ao capital.
De um modo geral, no regime de capitalizagcao composta o valor inicial deve ser corrigido
periodo a periodo. FEssas correcoes sao agregadas e sucessivas por n periodos em funcao

de uma taxa de juros contratada.

Teorema 8. No regime de capitaliza¢ao composta de taxa i, um capital C transforma-se,

apos n periodos de tempo, em um montante iqual a
M, = Co-(1+1)™ (4.1)
Demonstrag¢ao. A proposicao é verdadeira para n = 1, pois
M;=Co+1i-Co=Cy-(1+1).

Suponhamos a proposicao valida para n = k. Chamaremos de My o montante apds
k periodos de tempo, dado por My = Cg - (1 + 1)*. Observemos que:

My =M +i-My R I )R i Co - (T 1)% = Cp - (14 1)<

Portanto, M,, é uma progressao geométrica de razao 1 +1ie My = Co(1 +1)™. 0
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A figura 6 nos mostra o grafico do montante no regime de capitalizacao composta a

uma taxa i, aplicado sobre um capital inicial Cy ao longo do tempo n.

Montante 7

n Tempa (n)

Figura 6

Vemos entao que no regime de capitaliza¢cao composta, o montante cresce exponencial-
mente em progressao geométrica ao longo do tempo, pois os rendimentos de cada periodo
sao ajuntados ao saldo devedor e passam, por sua vez, a render juros.

Como o nosso objetivo é mostrar a utilidade das exponenciais e logaritmos como
ferramentas essenciais na resolucao de calculos com ntimeros grandes, mostraremos através
dos Corolérios 1 e 2 que para calcular o periodo de tempo no regime de capitalizagao
composta sera necessaria a utilizacao dos logaritmos, e, para calcular a taxa de juros sera

necessario a utilizagao de exponenciais.

Corolario 1. No regime de capitalizagio composta de taxa i, temos que o periodo de

tempo n € dado por
In (%)
0
= — 7 4.2
N ME (4.2)

onde M,, € o montante apds n periodos e Cy € o capital.

M

Demonstracao. Pelo Teorema 9 temos que M,, = Cy.(1 +1)™. Dai, (1 +1)™ = C_n
0

Observemos que (1 +1i)™ > 0, pois i > 0; e como M,, > Cy, temos que —~ > 0.

Co
Aplicando entao logaritmos naturais para calcular n, obtemos:

In(1+1)" =1In <Z\él—:) )

Pela Propriedade iii. da Proposicao 5, temos:

n.In(l+1i) =1In <&) ,
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e portanto

O

Exemplo 1. Uma aplicagao de R$ 40.000,00 rendeu R$ 18.564,00 de juros. Determine

o tempo que esse capital ficou aplicado a taza de 10% ao trimestre.

Resolugao: Os dados sao: M = 58.564,00, i = 0,1 ao trimestre.

Pela formula (3.2), e com o uso de uma calculadora cientifica obtemos:

_ In(§5%) _ 0.3812

= =4 trimestres.
Inl,1 0,0953

Exemplo 2. Determine o tempo necessdrio para que um capital duplique o valor a uma

taza de juros compostos de 2% ao més.

Resolugao: Pela formula (3.2), temos:

~_In(3¥) W2  0,6931
~ In1,02  In1,02 0,0198

= 35 meses.
Aqui novamente fizemos uso de uma calculadora.

Exemplo 3. [11] Um empresdrio infrator foi penalizado pelo IBAMA com uma multa
de R$ 3.000,00 com wvencimento no tltimo dia do ano. Caso o pagamento nao fosse
efetivado até 31 de dezembro, o valor seria reajustado a taxa de juro composto de 0,05%
ao dia. Sabendo que o empresdrio pagou R$ 3.019,56 por essa multa, em que dia e més

foi efetuado o pagamento?

Resolucao: Como ja enunciado, trata-se de uma questao de regime de capitalizagao

composta, e, pelo Corolério 1, temos que

In (3562%)  In1,00652  0,006498
In(1,0005)  In1,0005  0,000499

n= =13 dias.

Portanto, a multa foi paga com 13 dias de atraso, no dia 13 de janeiro.

4.2 Periodos nao Inteiros

Pelo Teorema 9 deste capitulo vimos que no regime de capitalizagao composta, M, =

Co.(14+1)™, quando n nao for um nimero inteiro, sdo necessarias as seguintes adaptagoes
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quanto & unidade de tempo:
k

n =k dias = n = —— anos,
360

k
n =k meses = n = D meses.

Obs. 10. O tempo determinado acima refere-se ao ano e ao més comercial.

Mn
Co

n

Proposicao 6. No regime de capitalizacao composta a taxa i € dada por i = 1,

onde My, € o montante acumulado apds n periodos e capital Cy.
Demonstracao. Pelo Teorema 9,
M, = Co.(1+1)™.
Dai temos que

M
1+ ==
L+U" ="

1
1 n
Elevando ambos os membros a o temos que [(1 + i)“]% = (—) . Ou seja, pelo item

M 1/n
iii. da Proposi¢ao 1 temos que 1 +1 = (E) . Logo,

i—“M“ 1
_’/Co _

Exemplo 4. Determine a taxa de juros mensal no regime de capitalizagao composta para

]

que um investimento de R$ 2.000,00 em 3 meses tenha um juros de R$ 315,25.

Resolugao: Temos que:

2.315,25
i={ (W) —1={/1,157625 — 1 =1,05— 1 =0, 05.

Logo a taxa 5% ao meés.

Exemplo 5. Um empréstimo de R$ 8.000,00 a juros compostos deve ser pago apds 32
dias, sendo o montante igual a R$ 8.500,00. Obtenha as taxas mensal e anual desta

0peracao.

Resolugao: Para calcular a taxa mensal temos:

32 16
n—=———
30 15
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meses. Assim

15 (8.500
1=

16
) 1= .
8000) 0, 0668

Logo, a taxa mensal ¢ de 6,68%.

Analogamente, para calcular a taxa anual temos:

32 4

=360 15

ano. Assim

sl /8.500\"
i (8‘000) 0,0054,

ou seja, a taxa anual é de 54%.

4.3 Equivaléncia de Capitais a Juros Compostos

Definicao 9. No regime de capitalizagao composta, dois ou mais capitais sao equivalentes,
com uma mesma taza dada, se seus valores calculados em qualquer data (data focal), com

essa taxa forem iguais.

O conceito de equivaléncia permite transformar formas de pagamentos (ou recebimen-
tos) em outras equivalentes e, consequentemente, efetuar comparagdes entre alternativas

de investimentos.

Definicao 10. Consideremos Cy, C1, Co, ..., Cr nas datas 0,1,2,....,n. Chamamos de va-

lor atual A na data 0 (ou simplesmente valor atual) desse conjunto, a uma taxa de juros

C
i, a soma dos valores equivalentes desses capitais na data 0, ou seja, A = Cq + 1 —I—li +
L, 4 &
(14+1)? (I+im

Co C,

Cn
0 1 n

Exemplo 6. Um apartamento é vendido por R$ 500.000,00 a vista ou, entao, a prazo, em
3 parcelas mensais de R$ 170.000,00 cada uma, sem entrada. Qual a melhor alternativa
para o comprador se ele pode aplicar seu dinheiro a juros compostos e a taxa de 2% ao

més e tem fundos suficientes para pagar a vista?
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Resolugao: Faremos esse exemplo por meio do seguinte diagrama de fluxo de caixa:

170.000,00 170.000,00 170.000,00
0 1 2 3 n (periodo)

500.000,00

Observemos que as trés parcelas de R$ 170.000, 00 estao capitalizadas a uma taxa de
2% ao més. Sendo assim, para analisarmos qual a melhor opcao vamos descapitaliza-las,

ou seja, retirar os juros.

170.000
Assim, para a primeira parcela temos C; = 00— 166.666, 67.
170.000
Para a segunda parcela temos Cy = 1022 = 163.398, 69.
170.000
Para a terceira parcela temos C3 = 1028 = 160.194, 79.

Logo, a soma dessas parcelas nos daria um valor presente C = 490.260, 15.
Concluimos que a melhor opg¢ao para o comprador seria a forma de pagamento & prazo,

pois o valor atual da compra a prazo é menor que o prego do apartamento a vista.

Exemplo 7. Paula estd decidida a comprar um celular que custa R$ 269,00 na loja
Cell X, mas logo percebe que nao pode comprar a vista e decide financid-lo. O vendedor
propoe a Paula que pague R$ 105,00 de entrada mais duas parcelas fixas de R$ 88,20
com 30 e 60 dias. Infelizmente, Paula nao consequiu cumprir seu compromisso e atrasou
no pagamento das parcelas, pagando uma parcela de R$ 100,81, 60 dias apds a compra
e quitou sua divida com outra parcela de 92,61. Calculemos a quantidade de tempo que
Paula necessitou para quitar sua diwvida, sabendo que a taxa de juros cobrada pelo atraso

€ a mesma do financiamento.

Resolugao: Primeiramente, vamos calcular a taxa de juros cobrada pela loja, por

hipotese temos que.
88,20 88,20

269,00 = 105,00
’ ’ +1+i (1+1)?

que simplificando fornece a igualdade

i’ =0,05
i” = —1,512

8201 + 11991 — 62 = 0 =
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Logo, a taxa cobrada pela loja é de 5% ao més. Para calcularmos a quantidade de

tempo necessaria, temos que

100,81 92,61

269,00 = 105, 00
! O s T o

dai, resulta que
1,05™ =1,2763.
Aplicando o logaritmo natural em ambos os lados da igualdade acima obtemos

~ In1,2763  0,24395
~ Inl1,05  0,04879

=3

ou seja, L = 5 meses.
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Taxas de Juros

E muito comum na Matemética Financeira ouvirmos falar de uma aplicacdo onde a uni-
dade da taxa nao coincide com a unidade do tempo, ou talvez, nos induzimos ao erro por
usar uma taxa “falsa"numa aplicacao no regime de capitalizacao composta.

Mostraremos entao algumas taxas. Para escrever a teoria exposta neste capitulo con-
sutamos as referéncias: (2], [3],[6], [8], [14] e [15].

Quando realizamos uma analise financeira, é fundamental a homogeneizacao entre as
unidades da taxa e do prazo de capitalizacao, quando do uso de uma variavel a partir de
outra variavel, na aplica¢ao de férmulas matematicas. Assim concluimos que a taxa devera

estar explicitada na mesma unidade de tempo apresentado pelo prazo de capitalizacgao.

5.1 Tipos de taxas

Definicao 11. Duas tazas sao proporcionais quando seus valores sao diretamente pro-

porcionais aos seus respectivos tempos, que devem estar na mesma unidade.

Assim, representaremos por iq, is, it, ib, lm € 1gq taxas, respectivamente, anual, se-
mestral, trimestral, bimestral, mensal e diaria.
Como 1 ano = 2 semestres = 4 trimestres = 6 bimestres = 12 meses = 360 dias!,

temos: 1, = 21 = 41y = 61p = 121,,, = 36014.

Exemplo 8. 12% ao ano e 1% ao més sao taxas proporcionais

12% 1%

12 meses 1 més

11 ano comercial = 360 dias, 1 més comercial = 30 dias

28
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Definicao 12. Taxa nominal € uma taza referencial em que os juros sao capitalizados
mais de uma vez no periodo a que a tara se refere. Sendo assim a taxa nominal possui

prazo de capitaliza¢ao diferente do periodo da taza.
Exemplo 9. a) Taxa de juros de 12% ao ano capitalizado bimestralmente.
b) Taza de 5% ao bimestre capitalizado mensalmente.

Proposig¢ao 7. O montante (M,,) de um capital (Cy) aplicado pelo prazo n a uma taxa

nominal j, k vezes durante o periodo referencial da taxa nominal é dado por,

.\ kxn
M. = G <1+JE) . (5.1)

Demonstragao. Essa proposi¢ao é uma aplicagdo direta da formula (3.1), onde M,, =
Co(1 +1)™. Observemos que a taxa i corresponde a uma taxa nominal j capitalizada k
vezes por periodo. Assim, i = JE e para cada periodo a taxa é capitalizada k vezes, ou

seja, serao feitas k - n capitalizagoes. Dali, o resultado. O

Exemplo 10. Que montante receberd um aplicador que tenha investido R$ 2.000,00 apli-

cados por dois anos a juros nominais de 12% ao ano com capitalizacao bimestral?

Resolugao: Os dados sao: C = 2.000,00, j =0,12 ao ano, n =2, k = 6.

<\ kxn
Mn=c0(1+l) ,

Lembrando que:

k

temos,

0.12 6x2
M., = 2.000 (1 + T) =2.000(1,02)'? =2.000 - 1, 2682

Logo, o aplicador recebera um montante de R$ 2.536, 40.

Exemplo 11. Em quantos meses uma aplica¢ao de R$ 8.000,00 a juros nominais de 12%

ao ano com capitalizacao trimestral, tem um rendimento de R$ 4.000,00¢

Resolugao: Dados: M = 12.000, 00, C = 8.000, 00, j = 0,12 ao ano.

]. kxn
Mn:CO (1+E) 5

Observemos que,

e portanto,

0’12 4xXn
12.000 = 8.000 ( 1 + 1
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& (1,03)™ =1, 5,
que aplicando o logaritmo fornece,

In(1,03)*™ =In(1,5)

~In1,5  0,4054
~ In1,03  0,0295

& 4n = 13,7423,

Logo, n = 3,4355 anos.
Portando sao necessarios 13, 7423 trimestres. Contudo, o nimero de periodos de ca-
pitalizacao deve ser representado por um ntmero inteiro. Logo é necessario um periodo

de 14 trimestres como prazo minimo para garantir a obten¢ao do rendimento esperado.

Definicao 13. Taxa efetiva € a taza a qual o prazo de capitalizacao dos juros corresponde

ao proprio periodo da taza.
Exemplo 12. a) taza de juros de 10% ao més com capitalizagao mensal.
b) taza de juros de 12% ao ano com capitaliza¢ao anual.

E importante observar que é comum nos problemas de juros compostos, onde se da a
taxa efetiva, omitir o periodo de capitalizagao, ficando subentendido que este ¢ o mesmo

indicado pela taxa.

Definigao 14. Sendo j uma taza de juros nominal, a taxa efetiva i por periodo de capi-

talizacao € determinada pela razao entre a taxa nominal j e a frequéncia de suas capita-

lirac L
12a¢0€s, ou seja , 1 = X

Exemplo 13. Uma taza nominal de 24% ao ano com capitalizagao bimestral resultard

24%

numa taxa efetiva i = = 4% ao bimestre.

Definicao 15. Duas tazas de juros sao equivalentes quando incidirem sobre o mesmo
capital mesmo que tenham diferentes prazos de capitalizacao, resultam em montantes

1guais, ao fim de um mesmo periodo financeiro.

Teorema 9. Se a taxa de juros equivalente a um determinado periodo de tempo € igual

a i, a taxa de juros equivalente a n periodos de tempo € 1 tal que 1 +1= (1 +1)™.

Demonstragao. Se aplicarmos um capital (Cy) durante um periodo a uma taxa efetiva I,

por, temos que M,, = Co(1+1). Agora se o mesmo capital (Cy) for aplicado pelo mesmo
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prazo a uma taxa efetiva i, capitalizado n vezes durante o mesmo periodo da aplicagao
anterior segue que M, = Co(1 +1)™. Por se tratarem de taxas equivalentes, resultam no

mesmo montante. Assim, Co(1+ 1) = Cy(1 4+ 1)™ que implica no resultado. O

Exemplo 14. Numa pesquisa realizada nos trés principais bancos de uma cidade A para

a realiza¢ao de um empréstimo, constatou-se que:
e O Banco X cobra uma taxa de 36% ao ano com capitalizagao mensal.
e O Banco Y cobra uma taza de 36,5% ao ano com capitalizagao bimestral.
e O Banco Z cobra uma taza de 37% ao ano com capitalizacao trimestral.
Qual dessas taxas serd a melhor, caso vocé deseje fazer um empréstimo?

Resolucao: A resolucao deste exemplo é uma aplicagao direta do Teorema 10.

Temos que,
No Banco X,
0,36\ "
1+I, = [1+——
" ( " 12)
&I, = 42,57% ao ano.
No Banco Y,
0,365)°
1+1, = (1+’—)
6
eI, = 42,49% ao ano.
No Banco 7,

4

&1, = 42,45% ao ano.

Portanto, nao ha duvidas que a melhor taxa para um financiamento é a proposta pelo
Banco Z.

Esse exemplo ilustra dois pontos: (1) a taxa nominal mais baixa (Banco X) néo é
necessariamente a melhor para um empréstimo;
(2) o ntmero de capitalizagoes durante o ano pode conduzir a uma diferenca expressiva
entre a taxa nominal e a taxa efetiva. Lembremos que é a taxa efetiva que vocé recebe

ou paga.
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Exemplo 15. Quando um banco cobra uma taxa de juros de 8% ao més no cheque especial

de um cliente, ele deve informar a taxa de juros anual.

Como se trata de juros compostos, pelo Teorema 10.
I.=(14+0,08)"2%—1=1,5181.

Logo a taxa anual cobrada pelo banco em um cheque especial é 151, 81%.

Vemos entao que as taxas de juros encontram-se em determinado prazo, contudo po-
demos converté-la para outro prazo sem alterar seu valor proprio, facilitando o calculo
dos juros em operacoes e comparagoes entre taxas de juros.

Assim, considerando o ano e o més comercial (360 dias e 30 dias respectivamente),

temos que:
(I+i) =(1+1)=1+i)3=(1+i)'=(1+1p)° = (1 +im)"”? = (1 +1i)*?
Onde:

i, = taxa efetiva anual,

i; = taxa efetiva semestral,
iq = taxa efetiva quadrimestral,
1, = taxa efetiva trimestral,
ip = taxa efetiva bimestral,
i, = taxa efetiva mensal,

ig = taxa efetiva diaria.

Exemplo 16. Qual a taxa efetiva bimestral, equivalente a taxa de 24% ao ano com
capitalizacao mensal?

24
Resolucao: Temos que i, = 1—? = 2% ao més. (0,02 ao més) dai,

(I4+1ip) = (1+1im)?
& (14+1,) =(1,02)> =1,0404 — 1
iy = 0,0404.
Logo, a taxa efetiva bimestral é 4,04%.

Exemplo 17. Calculemos a taza efetiva semestral, no sistema de juros compostos, equi-

valente a uma taxa nominal de 40% ao quadrimestre, capitalizada bimestralmente.
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40%

Resolugao: Observemos que i, =

Dai,

= 20% ao bimestre (0,2 ao bimestre).

I+ig = (1+1p)?

Sig=(1,2>—-1=1,728—1=0, 728,

ou seja, a taxa efetiva ¢ 72,8%.

5.2 Capitalizacao Continua

A capitalizacao continua é uma ferramenta muito usada em financas na avaliagdo de op-
¢oes, derivativos, projetos de investimento, geracao de lucros da empresa e outras situagoes

em que os fluxos monetarios encontram-se distribuidos uniformemente no tempo.

Definicao 16. A capitalizacdo continua € um regime que se processa em intervalos de
tempo bastante reduzidos - caracteristicamente em intervalo de tempo infinitesimal - pro-

movendo grande frequéncia de capitalizacao.[10]

Teorema 10. No regime de capitalizacao composta, um capital Cy aplicado a taza nominal
O durante n anos capitalizados k vezes em intervalos infinitesimais produzird um montante

M, = Coe®™, onde & ¢ a taza instantdnea ou continua.

Demonstracao. Por, temos que

S\ 1
Mn=Co |1+ =Co |1+
k H

Como as capitalizagoes sao feitas em intervalos infinitesimais, pelo Teorema 4, segue

kT oM
5

que
k9 omn

1 B
M, = lim C, (1 + f> = Cpe®™.

k LS
—00 5

]

Por exemplo, mostraremos como um capital de R$ 100,00, aplicado por um ano a
taxa nominal de 12% ao ano, resultara nos seguintes montantes, considerando-se diversas

hipoteses de frequéncia das capitalizagoes da taxa nominal.
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Frequéncia Capitalizacao Montante
Anual (k = 1) 100(1 + 0, 12) R$ 112,00
Semestral (k = 2) 100 (1 4 212)* R$ 112,36
Trimestral (k = 3) 100 (1+ %12)° R$ 112,48
Mensal (k = 12) 100 (1 + %12)" R$ 112,68
Didria (k = 365) 100 (1+ %12)°7 R$ 112, 74
Hordiria (k = 8760) 100 (1+ 12)™ R$ 112,74

Observemos que o montante aumenta & medida que a frequéncia das capitaliza¢oes

aumenta, tendendo para um valor limite de R$ 112, 74.

Podemos entao calcular o montante, admitindo que a capitalizacao seja infinitamente

grande, ou seja, em intervalos infinitesimais tendendo ao infinito. Através do Teorema 11

obtemos:

M,, = 100.e%'*! =112, 74.

Exemplo 18. [17] Considere que o logaritmo natural de 1,8 € igual a 0,6. Aplicando um

capital de R$ 25.000,00 a uma taxa de 4% ao més, com capitalizagao continua, verifica-se

que o montante, no momento do resgate, € igual a R$ 45.000,00. Calculemos o periodo

da aplicacao do capital.

Resolucao: Os dados sao: M,, = 45000, Co = 25000, 1 = 0,04 ao més e In1,8 = 0, 6.

Sabemos que M,, = Cy - €>™. Por hipotese,

que simplificando fornece a igualdade

45.000 = 25.000e%%4 ™,

1.8 = e0,04-TL
,8 =

Aplicando o logaritmo em ambos os lados da igualdade acima obtemos:

Logo, ¢ igual a n = 15 meses.

0,6 =0,04-n

Exemplo 19. [17] Um capital de R$ 50.000,00 foi aplicado a taxa semestral §,durante 2

anos, com capitaliza¢ao continua, apresentando, no final do periodo, um montante igual

a R$ 200.000,00. Utilizando In2 = 0,69 (In € o logaritimo natural). Calculemos o valor

de 6.
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Resolugao: Os dados sao: My = 200000, Cy = 50000, n = 4 semestre e In2 = 0, 69.

Sabemos que M,, = Cy - e>™. Por hipotese,
200.000 = 50.000e"?,
que simplificando fornece a igualdade
el® =4.
Aplicando o logaritmo em ambos os lados da igualdade acima obtemos:
46=2-In2=1,38.

Logo, 8 = 0,345 que é igual a 34, 5%.



Capitulo 6

Descontos Compostos

Neste capitulo estudaremos as maneiras de calcular o desconto em titulos de crédito e
vermos como os logaritmos é uma ferramenta essencial para calcular o prazo de antecipa-

¢ao de um titulo. Para escrever a teoria exposta neste capitulo consutamos as referéncias:

(21, [3], [8], [14] e [15].

6.1 Conceitos Basicos

Definicao 17. Desconto é qualquer abatimento dado a um titulo de crédito pago antes
do vencimento. E uma operagcio comum no mercado financeiro e no setor comercial, em
titulos de crédito, tais como: cheque, nota promissoria, duplicata, letras de cdmbio, com

vencimentos futuros.

Definicao 18. O wvalor nominal também conhecido por valor de face é o valor do titulo de
crédito, ou seja, aquele que estd escrito no titulo e que seria pago na data de vencimento

do mesmo. Denotaremos por (N ).

Definicao 19. O walor atual também conhecido por wvalor liquido, valor descontado ou
valor pago, € o valor pelo qual o titulo acabou sendo negociado antes do vencimento do

mesmo. Denotaremos por (A).

Definicao 20. O prazo de antecipacao € o intervalo de tempo entre a data em que o titulo

¢ negociado e a data de seu vencimento. Denotaremos por (n).

Por exemplo, quando um banco empresta dinheiro, o tomador do empréstimo emite

uma nota promissoria, que ¢ um papel no qual o tomador se compromete a pagar ao

36
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banco, em uma data fixada, uma certa quantia, que é chamada de valor nominal (valor
de face) da promissoria. O banco entdo desconta a promissoria para o cliente, isto é,
recebe a promissoria de valor nominal N e entrega ao cliente uma quantia A (menor que

N, naturalmente). A diferengca N — A é chamado de desconto. Assim,

D = N—A. (6.1)
Obs. 11. Taza de juros: € a tara utilizada quando o desconto é racional.
Obs. 12. Tazxa de desconto: € a taxa utilizada quando o desconto € comercial.

Denotaremos por ambas as taxas de (i).

Uma situacao envolvendo o conceito de desconto ocorre quando uma empresa vende
um produto a prazo. Nesse caso, o vendedor emite uma duplicata que lhe dara direito
de receber do comprador o valor combinado na data futura. Caso o vendedor precise de
dinheiro, ele poderé ir a um banco e efetuar um desconto na duplicata. Resumidamente,
ocorre o seguinte: a empresa cede ao banco o direito do recebimento da duplicata em
troca de dinheiro recebido antecipadamente.

De modo analogo ao desconto de duplicatas, uma empresa pode descontar notas pro-
missorias em um banco. As notas promissorias surgem quando, por algum motivo, um
devedor assume uma divida perante um credor; a nota promissoria é um papel que repre-
senta uma promessa de pagamento ao credor, a qual é feita pelo devedor.

As operagoes de descontos de duplicatas e promissorias, sendo bastante comum no
sistema financeiro, possuem uma sistematica de calculo bem caracterizada, chamada de

desconto comercial ou bancario, a qual passaremos a mencionar [3].

6.2 Desconto Comercial Composto

Definicao 21. O desconto comercial composto, também conhecido como desconto bancdrio

ou desconto “por fora", é calculado sobre o valor nominal do titulo.

Teorema 11. No regime de desconto comercial composto de taxa i, um valor nominal N

transforma-se, em n periodos de tempo, em um valor atual A,, = N(1 —1)™.

Demonstracao. Para cada k, seja Ayx o valor atual apés k periodos de tempo. Temos
Ari1 = Ax — 1A = A (1 —1). Dai, (Ax) é uma progressao geométrica de razao 1 —1ie

An =N(1—-1)", onde N = A (defini¢ao 20). O
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Corolario 2. No regime de desconto comercial composto de taza i, o valor do desconto

apds 1 periodos de tempo sobre um valor nominal N € d = N[1 — (1 —1)"].

Demonstragao. A demonstragao é uma aplicagao direta do Teorema 12. Por (5.1), temos

que d =N — A,,. Dali,
d=N-—-N(1—-1)"=d=N[1-—(1-—-1"].
m

Exemplo 20. O wvalor nominal de uma duplicata é R$ 2.000,00. Seu portador deseja
descontd-lo 3 meses antes do vencimento. Sendo a taxa de desconto de 1,5% ao més,

qual serd o valor do resgate?

Resolugao: Os dados sao: N = 2.000,00, n = 3 meses e 1 = 0,015 ao més.

Pela formula acima, temos A = N(1 —1i)™. Entao,
A =2.000 - (0,985)% = 1.911, 20.

Logo, o valor do resgate ¢ R$ 1.911, 20, ou seja, o portador obteve um desconto de R$

88, 80.

Corolario 3. No regime de desconto comercial composto de taxa i, o prazo de antecipagao

que transforma um valor nominal N, apos n periodos de tempo, em um valor atual A,, €

ln(%)

n=————.
In(1—1)™
Demonstracao. Pelo Teorema 12, A, = N(1 —1)™. Dali, pelo item iii. da Proposicao 5,

In (5¢)

temos que n = ————.
d In(l — )"

]

Exemplo 21. Ao descontar um titulo antes do vencimento, o cliente recebeu metade do
valor nominal do titulo. Sendo a taza de desconto 20,63% ao ano, determine o prazo de

antecipacao do pagamento.

N
Resolucao: Os dados sao: A = Bl ei=0,2063 ao ano.
Pelo Corolario 3, temos:

0,5  —0,6931

n = n0.7937 © —0.2310

Logo o cliente antecipou em 3 messes o pagamento.
Outro tipo de desconto também utilizado no mercado e que analisaremos agora é o

desconto racional composto que é uma aplicagao direta de juros compostos.
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6.3 Desconto Racional Composto

Definicao 22. O desconto racional composto também chamado de desconto “por dentro”é

o abatimento calculado sobre o valor atual do titulo.

Teorema 12. No regime de desconto racional composto de taxa i, um valor nominal N
N

transforma-se, em n periodos de tempo, em um valor atual A,, = m
Demonstracao. Para cada k, seja Ay o valor atual apos k periodos de tempo. Pela
definigao 22, Ay 11 = Ax.(14+1). Dai, (Ax) é uma progressao geométrica de razao 1 +1 e

An = W onde N = AO (deﬁmgéo 20) ]

Corolario 4. No regime de desconto racional composto de taxa i, o valor do desconto

apos n periodos de tempo sobre um valor nominal N ¢ D = N[1 — (1 +1)~™].

Demonstracao. A demonstracao é uma aplicacao direta do Teorema 13, poisd = N—A,,.
Dali,
D=N-N(14+1)"=D=N[1—(14+1)"".

]

Corolario 5. No regime de desconto racional composto de taxa i, o prazo de antecipa¢ao

que transforma um valor nominal N, apds n periodos de tempo, em um valor atual A,, €

_ In(5)
n=———"—.
In(1+1)™
Demonstracao. Pelo Teorema 13, A, = m Dali, pelo item iii. da Proposicao 5,
In (&
temos que n = M O
In(1+1)™

O teorema abaixo nos garante que numa aplicagao financeira o desconto comercial
composto é maior que o desconto racional composto quando eles sao operados com a

mesma taxa.

Teorema 13. No regime de desconto composto de taxa i, temos que d > D quando

aplicados a um mesmo valor nominal N.

Demonstracao. Sejam A. e A, respectivamente os valores atuais comercial e racional.

Pelos Teoremas 12 e 13, temos que

AC_N(l_i)n_ _a\n M
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A
Dai, resulta em — = (1 —1i%)™. Como a taxa i > 0, implica que (1 —i?)™ < 1. Segue

Ac
dai que . < 1. Logo, A < A..
Comod=N-—-A.>N-—A, =D, temos que, d > D. ]

6.4 Equivaléncia de Capitais

Vimos no capitulo 3 que no regime de capitalizagao composta, dois ou mais capitais sao
equivalentes, com uma mesma taxa dada, se seus valores calculados em qualquer data
(data focal), com essa taxa forem iguais.

Também nesse regime de capitalizagao podemos ter capitais equivalentes com desconto
comercial composto ou capitais equivalentes com juros compostos (ou desconto racional
composto), conforme a sistematica de calculo usada na equivaléncia.

Assim, se N; e Ny sao capitais equivalentes em datas que sucedem a data focal 0 de
N, e Ny periodos, respectivamente e A; e Ay sao seus valores atuais calculados na data

focal com taxa i, entao A; = As.

Proposicao 8. No regime de capitalizacao composta, se dois ou mais capitais sao equiva-
lentes na data focal 0, eles serao equivalentes em outra data focal que sucede (ou precede)

de n periodos a data focal 0.

Demonstracao. Para capitais equivalentes em desconto comercial composto, temos:
A=A = Ni(1—-1)™ =No(l—-1)" = N (1—-1)™m(1—-1)" =Ny(1—-1)2(1-1)" =
Ny (1 =)™+ = Ny(1 —i)"2t = Al = AJ.
Para capitais equivalentes em desconto racional composto a demonstracao é feita de

modo analogo. O

Exemplo 22. [15] Um titulo no valor de R$ 10.000,00 para 60 dias foi trocado por outro,
de R$ 12.000,00 para 120 dias. Qual a taza de juros racional composto que foi utilizada

para que esses titulos sejam equivalentes?

Resolugao: Para que os titulos sejam equivalentes é necessario que A; = As.

Entao
N, Ny

(14+1)m™  (141i)me’
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Como N; = 10.000,00 e n; = 2 meses, Ny = 12.000, 00 e o, = 4 meses, segue que,

10.000 _ 12.000,00 (1+1)* 12
(1+1)2 (1+1)¢ (1+1)2 10

S (1+1)2=12=1+i=+/1,2<1=0,0954.

Logo, a taxa de juros mensal cobrada foi 9, 54%.

Exemplo 23. [15] Um titulo de R$ 700,00 para 21 dias vai ser trocado por outro de R$
910,00. Qual serd o prazo desse novo titulo, se a troca serd feita com desconto racional

composto a taxa de 12% ao més?

Resolucao: Os dados sao: N1 = 700,00, n; = 21 dias, Ny = 910,00 e i = 0, 12 ao més,

0,12
ou seja, 1= é—o = 0,004 ao dia.
N N
Sabemos que L = > Por hipotese,

1+ (T41)m
700 910

1,00421 — 1,004™

que simplificando fornece a igualdade
(1,004)™ =1,413.

Aplicando o logaritmo em ambos os lados da igualdade acima obtemos:

In1,4136
= Tato0n Do

Logo, o prazo desse novo titulo seré de 88 dias.



Capitulo 7

Rendas

Neste capitulo abordaremos as operagoes financeiras que abrangem sequéncias de capi-
tais disponiveis em datas diferentes. Estes capitais podem referir-se tanto a pagamentos
de varias prestacoes que quitarao uma divida assumida hoje em forma de empréstimo
ou de algum bem adquirido a prazo, como a recebimentos com a finalidade de consti-
tuir um montante futuro. Em geral, as rendas sao caracterizadas por sua periocidade,
uniformidade e crescimento segundo alguma lei matematica claramente estabelecida.
Como exemplos mais comuns de rendas, podemos citar: salarios e aposentadorias,
aluguéis e prestagoes do SFH (Sistema Financeiro de Habitagao) e dos consorcios, planos
de financiamento, de poupanga, de investimento programado e de recomposicao de dividas.
Para escrever a teoria exposta neste capitulo consutamos as referéncias: [2|, [8], [9], [14]

e [15].

7.1 Conceitos basicos

Definicao 23. Chamamos de renda a uma série de capitais disponiveis ou pagamentos

com vencimento em datas diferentes.

Cada um desses pagamentos da série é denominado termo, prestacao ou pagamento
da renda.

Os intervalos de tempo entre os vencimentos de dois pagamentos consecutivos sao
chamados periodos da renda.

As rendas podem ser certas ou aleatorias.

42
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Definicao 24. Rendas certas sao aquelas cujos termos possuem vencimentos, valores e

numeros pré-estabelecidos e a taxa de juros fizada.

Definicao 25. Rendas aleatorias sao aquelas cujos termos possuem vencimentos, valores
e numeros aleatorios ou a taxa varidvel, como acontece com os rendimentos de ac¢oes ou

prémios de sequro.
Nessa nossa abordagem trataremos apenas com as rendas certas.

Definicao 26. Valor futuro ou montante de uma renda € o somatorio dos valores futuros
de cada um dos termos, calculado em uma data posterior aos seus vencimentos com uma

taza fixada.

Para facilitar a compreensao, as rendas costumam ser representadas em diagrama de
fluxo de caixa como os mostrados a seguir, com uma série de n pagamentos, indicados por
T1, To, ..., T,,, com seus valores atuais A, Ag, ..., A, e seus valores futuros Fq, Fo, ..., F,,, onde

ovaloratual A = A +As+Asz+A,+...+A, eovalor futuro F =F, +F,+F;+F,s+...+F,..

E=TO+O"
E=T0+D)™1
E =TO 4" ¢
E=TO+om3
Fpoy = T(1 + i)
=
li T
T T T T T T
| | | | | ] |
| | | | | | I L
0 1 2 3 4 n-1 n
]
Ay = i
r
A2 = e
T
A = T
T
A= T
T
An-1= frgem
T
A4 = e

Figura 7
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7.2 Rendas uniformes

Definicao 27. Chamamos de sequéncia de pagamentos uniformes a uma situacao em que

um empréstimo € pago em parcelas iguais e consecutivas, periodo a periodo.

Esses pagamentos podem ocorrer da forma postecipada, ou seja, quando o primeiro
pagamento ocorre somente no final do primeiro periodo, ou da forma antecipada, quando

o primeiro pagamento é feito no instante inicial (no inicio do periodo).

Teorema 14. O walor atual de uma renda uniforme postecipada de n pagamentos iguais

1+1)"—1
a T, sendo i a taxa de juros € igual a A =T. ¢
(1+1)mi
T 1] T T T
o 1 2 3 | I

Demonstragao. Assim, por (3.1), temos T,, = A,,(1 4 1)™. Portanto,

Tl T2 Tn
=—7,A2 = A=

141 (1+1)2 (I+1)m
Como A=A;+As+...+A,, entao

Ay

A = T - L - +L
oI+t (1412 T (T4
=T [_1 + ! + +—1
N 1+1 0 (1412 7 (14
- T. 1..(1%11)71_1
_ T"lf(1+.i)“

-1+
_ T"(1+i).“—'1
L (I+9)mid

Corolario 6. O wvalor de uma série uniforme na época do ultimo pagamento é F =
T (I+i)"—1

1

Demonstragao. Por (3.1), temos F = A.(1 +1)™, Dai pelo Teorema 15,
(1+i)™—1

14+i)"—1
(1+i)mi '

F=T. (14+Yr=T. i
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Exemplo 24. Um computador cujo prego a vista é R$ 1.200,00, € vendido em 10 pres-
tagoes mensais e iquais, a primeira sendo paga um més apds a compra. Se 0§ juros sao

de 4% ao meées, determine o valor das prestacoes.

Resolugao: Igualando os valores na data 0, temos pelo Teorema 15 que

(1,04)10 —1
(1,04)10. 0,04

1200 =T -
que simplificando fornece a igualdade
8,1114 - T =1200 & T = 147,94.
Logo, o valor de cada prestacao ¢ R$ 147, 94.

Exemplo 25. Carlos um estudante do ensino médio decidido a economizar seu dinheiro
decide fazer um investimento numa aplicacao financeira que lhe garante uma renda mensal
de 1,4% ao meés. Se Carlos depositar mensalmente a partir do prozimo més um valor de

R$ 50,00, qual serd sua renda ao final do tiltimo depdsito?

Resolugdo: Esta questao trata de obtermos um valor futuro. Assim igualando os

. s L . - (1,014)1° —1 )
valores a data do tltimo depésito temos pelo Corolario 7, que F = 50 - —————. Dai,

0,014
F=50-10,65 = 532, 50.
Logo, a renda final de Carlos sera R$ 532, 50.

Exemplo 26. Uma apartamento foi comprado com uma entrada de R$ 90.000,00 e 12
prestagoes mensais de R$ 6.314,72. Qual o preco a vista do imdvel se a taxa do mercado

imobilidrio € 3,8% ao més?

Resolugao: Quanto a parte financiada, igualamos na data 0 as prestagoes. Dai temos

(1,038)12 — 1
A = 6.314.72 - — 60.000. 00.
que 47 11038)12 - 0,038 ’

Portanto, o preco do imével é 90.000, 00 + 60.000, 00 = 150.000, 00.

Teorema 15. O wvalor atual de uma renda uniforme antecipada de . pagamentos iguais
(1 +i)™ —(1+1)

a T, sendo i a taxa de juros € igual a A =T.

(1+1)mi
T T T T T
R S
(0 1 2 n—1 n
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Demonstragao. Por (3.1), temos T, = A,,(1 4+ 1)™. Portanto,

T T

AL=T,A, = A= ——
TRy (1+1i)nt

n

Como A=A;+As+ ..+ A,, entao

T T
A= Th—— b
TSR e

= Tl
A R R R L

1y _
= T. [(13_11]

[z
—i(14+i)n
T [(1 +i)TT“ - 1} .
(IT+1)mi

]

Corolario 7. O walor futuro de uma série uniforme antecipada na data do tultimo paga-
(1 + i)n+1 -1
T .

mento € F=T.

Demonstragao. Por (3.1), temos que F = A.(1 +1)™. Dai pelo Teorema 16,

(I4+1n* —1

(1+1i)nt—1
(IT+1)mid '

i

F=T

1+ =T.

]

O uso dos logaritmos ¢ fundamental para calcular o periodo de tempo n em uma
série de pagamentos uniformes de uma taxa i, por exemplo, como podemos calcular a
quantidade de tempo necessaria para investirmos mensalmente uma quantia T numa apli-
cacao financeira que garante uma taxa i mensal afim de obtermos um valor desejado

futuramente?

Exemplo 27. Um estudante decidido a comprar um notebook decide desde ja economizar
mensalmente 150,00 numa instituicao financeira que lhe garante uma taxa mensal de
2,1%. Qual o tempo minimo de economia para que seu dinheiro seja suficiente para

comprar o notebook que custa R$ 1.999,90 e nao sofre aumento durante este periodo?
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Resolucao: Trata-se de uma renda uniforme antecipada na qual o estudante pretende

ter um valor futuro de R$ 1.999,90. Assim, por hipotese temos

1999, 90 = 150 (1,021)"*7 —1
T 0,021 ’

que simplificando fornerce a igualdade
(1,021)™" = 1,2799.

Aplicando o logaritmo natural em ambos os lados da igualdade acima obtemos:

10,2467
~0,0207

+1 e n=10,91

e portanto serao necessarios 11 meses de investimento.

Corolario 8. O wvalor atual de uma perpetuidade de termos iguais a T sendo 1 a taza de

Juros € A = —.
i
Demonstracao. Basta fazer n tender para infinito no Teorema 15, segue o resultado. [

Renda uniforme perpétua postecipada é o fluxo efetivo produzido em um periodo por
uma taxa de juros sobre um termo T, em que o nimero de periodos de capitalizacao é
infinitamente grande e nao determinado.

Como exemplo de rendas uniformes perpétuas sao locagoes, quando alugamos um
imovel, cede-se a posse do mesmo em troca de um aluguel, talvez mensal. Entao o

conjunto dos aluguéis constitui uma perpetuidade.

Exemplo 28. Se o dinheiro vale 0,5% ao més, por quanto deve ser alugado um imdvel

que vale R$ 100.000, 007

Resolugao: Quando vocé aluga um imovel, vocé cede a posse do imoével em troca de
uma renda perpétua cujos termos sao iguais ao valor do aluguel. Entao, o valor do imével

deve ser igual ao valor dos alugueis. Assim, de acordo com o Corolério 8,

T
——— = 100. T= .
0,005 00.000 = 200

Logo, o imovel deve ser alugado por R$ 500, 00 mensais.



Consideracoes Finais

Atualmente muitas pessoas tém um conceito distorcido sobre o ensino de financas, achando
que os calculos sao muito complexos, principalmente, porque a maioria dos nossos alunos
que concluem o ensino béasico nao estudou matematica financeira em sua escola, e o
resultado ¢ a desinformacao. Com isso, muitos destes alunos nao sao capazes de fazer
aplicacoes financeiras, bem como avaliar um melhor investimento para o seu crédito.

Assim, no que se refere ao papel das escolas quanto as competéncias e habilidade para
lidar com o dinheiro, citamos as seguintes frases:

“A omissao da escola em relagao a nogoes de comércio, economia, de impostos e de
finangas tem uma consequéncia perversa: a maioria das pessoas, quando adulta, continua
wgnorando esses assuntos e seque sem instrucao financeira e sem habilidade para manejar
dinheiro"|7].

“Nesse sentido, a realidade do mundo do trabalho deve ser levada em conta no trabalho
educacional. Pois, saber lidar com o dinheiro tem sido um desafio enfrentado pelos jo-
vens no ingresso do mundo do trabalho. As empresas procuram valorizar os profissionais
que possuem habilidades relacionadas as operagoes com valores financeiros, dificultando a
atuagao e ingresso no mercado de trabalho de pessoas que tém dificuldades com procedi-
mentos basicos em finangas. Da mesma forma, ter uma vida financeira equilibrada, que
nao acarrete problemas pessoais, tem sido uma competéncia requerida ao ingressante nas
organizagoes empresariais, visando d proficua atuagao profissional"[13].

Este trabalho serve de incentivo aos discentes e docentes de ensino béasico, pois aborda
de uma forma simples e adaptavel ao ensino médio um pouco sobre o regime de capi-
talizagao composta, podendo assim, ser incluido nas aulas ou até mesmo inserido como
disciplina da grade curricular. Para muitos que acreditam que a Matematica Financeira
¢ algo muito complexo, tentamos dissipar essa ideia.

A Matematica Financeira aborda ainda muitos outros assuntos de real importéancia,

48
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e por isso sugerimos as seguintes referéncias para um maior aprofundamento no assunto:

(21, [3], [8], [14] e [15].
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