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Resumo

Este trabalho referencia a importancia de dois aspectos essenciais na educacdo, a
contextualizacdo histérica dos conteidos e a adequagcdo do ensino com os atuais meios
tecnoldgicos. Arte e Matematica estdo ligadas por um desenvolvimento histérico. Diante
deste contexto foram abordados aspectos de como mosaicos e ladrilhamentos foram criados
e ressignificados ao longo do tempo. E feita entdo uma descricio matematica/geométrica
dos ladrilhamentos, considerando seus tipos e suas restricdes. Foi dado destaque aos
ladrilhamentos descritos como “bem comportados”, os quais foram catalogados em onze
tipos. Tendo em vista a importancia das tecnologias digitais na Matematica, foi utilizado
aqui o GeoGebra, um software matematico gratuito desenvolvido para estudo/ensino,
cujas funcionalidades essenciais foram entdo apresentadas. Utilizando o GeoGebra, foram
construidos todos os tipos de ladrilhamentos bem comportados, com o auxilio de ferramentas
e comandos disponiveis no programa. Levando em conta o ensino de Matematica e
fazendo uma aplicacdo dos conhecimentos trabalhados, foi realizada uma oficina em uma
escola da rede publica da cidade de Salinas-MG. Nessa oficina foram vistos topicos de
geometria plana, aspectos historicos dos ladrilhamentos, bem como as suas construcoes,
por meio de material manipuldvel e também com a utilizacdo do GeoGebra. A oficina
foi de grande proveito, onde os alunos se demonstraram entusiasmados com a “aula
diferenciada”. Houve interesse e empolgacdo na realizacdo das atividades propostas e
uma nova visao dos mesmos acerca da juncdo Matemdtica e tecnologias digitais, que
nunca estiveram desassociadas.  As conclusdes obtidas objetivam o desenvolvimento
de novos trabalhos e pesquisas que busquem aprimorar o ensino de Matemdtica e
possibilitar aulas mais dinamicas, contextualizadas e significativas para aprendizagem.

Palavras-chave: Matematica, Ladrilhamentos, GeoGebra, Oficina.
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Abstract

This study refers to the importance of two essential aspects in education, the historical
contextualization of contents and the adequacy of teaching with current technological means.
Art and Mathematics are connected by a historical development. In that context, aspects
of how mosaics and tiling had been created were addressed, and re-signified over time.
A mathematical/geometric description of tiles is then made, considering their types and
restrictions. Emphasis was given to tiles described as “well behaved” which were cataloged
in eleven forms. In view of importance of digital technologies in Mathematics, GeoGebra has
been used there, a free mathematical software developed for study/teaching, whose essential
features were then presented. Using GeoGebra, all types of well-behaved tiles were built, with
the help of tools and commands available in the program. Taking into account the teaching of
mathematics and applying the knowledge worked on, a workshop was held at a public school
in the city of Salinas, state of Minas Gerais, Brazil. In this workshop, topics of flat geometry,
historical aspects of tiles were seen, as well as their constructions, through manipulable material
and also with the use of GeoGebra. The workshop was of great benefit, where the students
have been enthusiastic about the “differentiated class”. There was interest and excitement
in carrying out the proposed activities and a new view of them about the mathematical
junction and digital technologies, which were never disassociated. = The conclusions
obtained the development of new works and research that seek to improve the teaching
of Mathematics and enable more dynamic, contextualized and meaningful classes for learning.

Key words: Mathematics, Tiling, GeoGebra, Workshop.
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Introducao

Os métodos de ensino tem passado por diversas reformulagdes no decorrer do tempo.
Uma delas estd ligada ao avanco exponencial das Tecnologias Digitais de Informacdo e
Comunicagdo (TDICs), surgindo entdo os seguintes questionamentos: o que fazer para que
o ensino acompanhe esse desenvolvimento tecnologico? Como adequar as aulas e as técnicas
de ensino para envolver a realidade em que vivemos?

Para Silva e Correa (2014, p. 25-27),

As tecnologias passaram a permitir ao homem imperar sobre a
informacao, ja que esta € parte integrante de qualquer atividade
humana, seja ela individual ou coletiva. [...] trazer as tecnologias
para o ambiente educativo pode tornar a processo de ensino e
aprendizagem mais prazeroso, mais chamativo e significativo
para aquele que aprende e mais dindmico para aquele que educa.

Como profissional da educagdo (nesse trabalho, com cerca de 3 anos de experiéncia),
me surgem algumas inquietagdes quanto ao tipo de ensino por qual passei e pelo que estou
a transmitir aos alunos. Existe uma aversdao por parte dos mesmos com a Matematica, algo
que ndo nasce com eles, mas que vai sendo construido com a auséncia de objetivos em seu
aprendizado, onde as dificuldades sdo, as vezes, maiores que o significado do que se estuda.

Uma das motivacOes para esse trabalho foi a auséncia de aulas préticas e com o uso
das TDICs no cotidiano escolar dos alunos, principalmente nas aulas de Matematica. Muitas
vezes o ensino estd voltado para os métodos mecanicos e tradicionais da educagdo, que apesar
de importantes, podem ndo significar a construcao de uma aprendizagem matematica efetiva.
Teoria e pratica! devem estar cada vez mais alinhados, levando a um ensino-aprendizagem
ressignificado.

No decorrer dos estudos de Matematica, as TDICs vieram a ser apresentadas em
softwares e programas educacionais informatizados, os quais permitem facilitar calculos e
conteddos, contribuindo para um dos fatores mais importantes na geometria, a visualizacdo
gréafica e suas representacoes.

O objetivo deste trabalho, de modo geral, é fazer um enlace entre o ensino de
Matemitica e as TDICs, utilizando o software GeoGebra para estudo e construcdes dos

ladrilhamentos. Especificamente, objetiva-se apresentar 0s mosaicos em seu contexto histérico

! Aqui, prética se refere a um conjunto de a¢des em que os alunos aplicam e exercitam o conhecimento adquirido
na teoria, visando sua ressignificagio e contextualizacio do aprendizado.
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e como sdo utilizados, fazer um estudo sobre as condicdes de formacdo de diferentes tipos de
ladrilhamentos e levar, através de uma oficina, os conhecimentos trabalhados até entdo.

A escolha dos ladrilhamentos se da devido a ampla grade curricular da geometria plana
utilizada em seu estudo, desde a definicdo e construcdo de poligonos até o célculo de angulos e
condicdes necessdrias para que sejam unidos no plano.

No primeiro capitulo da dissertacdo, usa-se de uma abordagem qualitativa’
para descrever, através de pesquisas bibliogrificas, aspectos historicos dos mosaicos e
ladrilhamentos. Sendo assim, é feito um levantamento informativo acerca de como essas artes
e formas vem sendo construidas e trabalhadas no decorrer da historia da humanidade, de modo
geral com designio artistico/visual, mas muitas vezes com propdsito educacional.

O segundo capitulo do texto € destinado a descricdo dos mosaicos e ladrilhamentos,
onde € introduzida a ideia dos mesmos a partir dos mosaicos. Ainda nesse capitulo, sdo
apresentadas as definicdes de um ladrilhamento, dando-se €nfase nos ladrilhamentos “bem
comportados”, onde sdo vistas as sua condicdes e descricdo dos ladrilhamentos regulares e
semirregulares.

Uma descricao acerca do GeoGebra ¢ feita no terceiro capitulo, onde € apresentado o
software a partir de sua criagdo, objetivos, disponibilidade e funcionalidades. Dessa forma, sao
mostradas a interface e as ferramentas basicas do programa, que foram utilizadas em sequéncia
para a realizacdo das constru¢des propostas no tépico dos ladrilhamentos. Foram realizadas
diversas construcoes, onde sdo apresentados meios de automatizar ferramentas do GeoGebra,
trazendo facilidade na obtengdo das dessas construcoes.

Com um foco ainda maior na prética do estudo realizado, o quarto capitulo trata-se
da descricdo de uma oficina® realizada em uma escola da rede piiblica da cidade de Salinas,
no estado de Minas Gerais. A oficina contou com um momento de atividade prética com a
montagem de moldes, para que houvesse a comparacdo dos diferentes meios de construgao
dos ladrilhamentos. A oficina teve o intuito de apresentar aos alunos o software GeoGebra
e promover uma interacdo entre o uso do programa e a construcdo dos ladrilhamentos. Essa
prética oportunizou a transmissdo/aquisicdo de conhecimentos e a descricao das impressoes

dos alunos sobre o que foi visto.

2Nio requer o uso de métodos e técnicas estatisticas. O ambiente natural é a fonte direta para coleta de dados e
o pesquisador é o instrumento-chave. E descritiva. Os pesquisadores tendem a analisar seus dados indutivamente.
O processo e seu significado sdo os focos principais de abordagem (KAUARK, 2010, p. 26).

30 projeto de planejamento da oficina consta no apéndice 1.
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1 Aspectos Historicos dos Mosaicos

A origem do nome mosaico vem do grego, mosaicon, que tem significado de “obra
paciente”, no sentido de algo construido com cautela. Em termos praticos, podemos definir um
mosaico como a arte de preencher o plano (piso, parede, etc.) com objetos/pecas menores, de
variados materiais. Muitas vezes € desejavel que esses mosaicos criem algum padrdo visual, de
modo a elevar um tom artistico.

Esse intuito artistico estd presente em todo contexto histérico da humanidade, sendo
atribuidas as civilizacdes muito antigas papéis essenciais no que € construido hoje. De acordo
com Dacol (2008), dizer precisamente a origem dos mosaicos ainda € algo discutivel. O que
se pode constatar é que através do trabalho do arquedlogo Leonard Wooley?, em escavacdes
realizadas em torno de 1928, na antiga cidade de Ur, no Iraque, foram encontrados mosaicos

sumerianos com idade estimada de 3500 a.C.. A Figura 1 mostra um desses mosaicos.

Figura 1: Estandarte de Ur. Exposto no Museu Britanico, em Londres

i b
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Fonte: DOMINGUES, 2014

Outra civilizacdo que teve grande influéncia na criacdo de artes e mosaicos foram os
egipcios, que usaram de técnicas avancadas de construcdes, tais quais geram ainda hoje debates

de como realmente foram praticadas. Um dos principais marcos dos egipcios foi a constru¢do

4Charles Leonard Woolley (1880-1960) foi um arquedlogo britinico conhecido e renomado por suas escavacdes
em Ur e na Mesopotamia.
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das grandes piramides, por volta de 2700 a.C., que exigiu muita técnica e precisdo. Através
disso vieram também artes de decoracao e complementos dessas construcdes. Essa civilizagao
dominava o uso de tintas, € o mais importante, eram dotadas de criatividade. As proprias
piramides sdo construidas com base na montagem de pedras, principio basico dos mosaicos,

como na Figura 2.

Figura 2: Piramide de Quéops

Fonte: SILVA (Historia da Arte)

Essas piramides eram divididas em vdrias “salas” e compartimentos, com suas
respectivas utilidades. Em seus interiores também foram encontradas formas de pinturas e
montagens feitas nas paredes e pisos. A Figura 3 mostra uma foto do interior da piramide de

Djoser.
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Figura 3: Interior da piramide de Djoser

Fonte: ANCIENT HISTORY (Image by GoShows)

No decorrer dos milhares de anos estes mosaicos passaram por ideias de formulagao,
reformulagio, evolugdo e estudos, nos quais a arte sempre foi vista como pilar fundamental.

Um estilo de mosaico que também fez marco histdrico foi encontrado em 1748, através
da redescoberta de uma cidade chamada Pompéia’. A Figura 4 abaixo mostra um dos mosaicos
da cidade perdida de Pompéia.

Figura 4: Mosaico da cidade de Pompéia

[ I

Fonte: Wikimedia Commons/Marie-Lan Nguyen

SPompéia foi uma cidade do Império Romano, com distincia aproximada de 22km da cidade de Népoles,
na Itdlia, que hoje faz parte do atual municipio de Pompéia. A antiga cidade foi destruida através do vulcdo
Vestivio, que apresentou uma enorme erupg¢ao no ano 79 d.C.. A chuva de cinzas provocadas pelo vulcao soterrou
completamente a cidade, que voltara a ser descoberta 1600 anos depois.
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Dando um salto no tempo, vale citar também a Europa (de onde originou parte da
cultura brasileira), principalmente referindo-se a arte na Idade Média. Neste periodo ocorreu
a construcao de muitas igrejas e também a utilizagdo de mosaicos em suas decoragdes. Outro
marco da utilizagao dos mosaicos nessa €época foram as confecgdes de retratos, utilizando pecas
de cerdmica em diversas cores. Na Figura 5 tem-se a Imperatriz Teodora®, retratada com cores

e aderecos.

Figura 5: Imperatriz Teodora

Fonte: STRICKLAND, 2004

No século XX, com uma sociedade ja estruturada no Brasil, foi possivel observar essa
cultura dos mosaicos refletida no pais. Em um periodo de Revolu¢do Industrial, a arte dos
mosaicos comecou a ser levada para objetos, roupas, entre outros utensilios usados pelos povos.
O estilo artistico da época era o Impressionismo, que valorizava de forma diferenciada luzes e
cores; este também seria 0 momento de ascendéncia das fotografias, que nasceram em meados
do século XIX.

Em relacdo ao que mudou com estes milhares de anos na percep¢do dos mosaicos,
pode-se destacar que essa mudanca ndo se refere aos seus objetivos, pois ainda sa0 0S mesmos,

no sentido de decoracdes e criagdo de artes. Para alguns especialistas no assunto, dentre eles,

®Teodora foi imperatriz do Império Bizantino, entre os anos 527 d.C. e 548 d.C.. Sua inteligéncia e
entendimento politico-social a tornou uma das mais relevantes mulheres da era Bizantina, influenciando nas
decisdes politicas de seu esposo Justiniano I.
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a mosaicista curitibana Bea Pereira (2006), o método de construcio do mosaico nio sofreu
alteracdes significativas ao longo dos séculos, pois 0os mosaicistas ainda preparam tesselas’,
que sdo assentadas com algum tipo de adesivo. A grande mudanca ocorrida desde o tempo
dos romanos, se dd com os materiais. O mosaico, inicialmente usado apenas na arquitetura,
passou a revestir todo e qualquer tipo de objeto. Com a ampliacao de possibilidades de suportes
para mosaicos, consequentemente, ampliaram-se também os tipos de materiais e hoje € possivel
fazer mosaicos em qualquer base: madeira, cimento, ferro, vidro. O que muda € o adesivo, ou
seja, o tipo de cola que sustenta as tesselas (DACOL, 2008).

Sendo assim, como 0s mosaicos perpetuaram pelos milénios das civilizagdes, hoje
podem ser vistas, cotidianamente, diversas formas artisticas contendo essas técnicas. A Figura

6 abaixo, mostra um dos mosaicos mais famosos do Brasil, o calcaddo da orla de Copacabana.

Figura 6: Orla de Copacabana

=o

Fonte: Agéncia de turismo do Rio de Janeiro

Esse mosaico tem estilo de origem portuguesa e € um ponto turistico do Brasil. Além
disso, essa montagem tenta também trazer harmonia em seu formato e cores. Outros mosaicos
que representam estilo europeu estdo presentes nas igrejas, museus € nas diversas obras de
arquitetura contemporanea, além de objetos variados.

Essa contextualizagdo dos mosaicos nos remete a como seriam essas artes utilizando
de objetos da geometria, por exemplo, os poligonos. E o que serd visto no préximo capitulo,

onde essa arte com poligonos serd definida como ladrilhamentos.

"Tesselas é o nome dado s pequenas pegas que sio usadas na montagem de um mosaico, isso se referia aos
pequenos pedagos de pedra para realizag@o destes trabalhos.
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2 Mosaicos e Ladrilhamentos

2.1 Introducao aos ladrilhamentos

Um ladrilhamento pode ser tratado como uma pavimentacao do plano, que segundo
Oliveira (2015, p. 28), € “a divisao do plano em uma quantidade enumeravel de poligonos de
modo que a unido de todos esses poligonos constitui todo o plano, e a intersecao de dois desses
poligonos ou é vazia ou é um vértice ou estd contida em uma linha poligonal.” A criacdo de
um ladrilhamento se baseia em dois principios, a montagem dos poligonos ndo pode deixar
espacos vazios € ndo pode haver sobreposi¢cdo entre os mesmos. Pode-se dizer ainda que uma
configuracdo de poligonos no plano é um ladrilhamento se, e somente se, todo ponto deste plano
pertencer a uma, € apenas uma figura geométrica, exceto pelos pontos que estao sobre as arestas
e sobre os vértices dos poligonos, onde ocorre o encasamento dos mesmos.

Ladrilhamento € a arte de ladrilhar, ou seja, de montar pecas de forma a preencher um
plano. Os ladrilhos em sua construcao histéria sdo pecas de ceramica, pedra, barro, etc., as
quais sao usadas para cobrir pisos e paredes, com intuito estrutural de construgdes e também
com visao artistica. A arte de ladrilhar nao € recente, além dos mosaicos feitos com diversas
combinacgdes, diferentes povos da antiguidade j& dominavam o conhecimento geométrico e de

suas formas.

Os antigos egipcios, por exemplo, desde 4.000 a.C. usavam
ladrilhos decorativos na constru¢do de templos e nas grandes
piramides. Mais recentemente, os drabes criaram belissimos
ladrilhamentos como os encontrados em Alhambra, um
conjunto de paldcios da Espanha, construido por mouros
e cristdos nos séculos XIII, XIV e XV. Tipos diferentes
de ladrilhamentos foram criados e recriados por diversas
civilizacOes, e eventualmente introduzidos nas Américas pelos
proprios espanhdis. (Dias e Sampaio, 2013, p.11)

A Figura 7, a seguir, mostra um dos mosaicos geométricos do paldcio de Alhambra,
construido no século XIII, que também pode ser tratado como parte de um ladrilhamento, uma

vez que faz o uso de poligonos em sua formacao.
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Figura 7: Mosaico de Alhambra

Fonte: UFRGS

O estudo dessas formas foi modernizado com o tempo, e um dos artistas mais influentes
aos mosaicos e ladrilhamentos, o qual é imprescindivel a mencio, é conhecido como Escher®.

De acordo com Dias e Sampaio (2013, p.70),

Nenhum artista mergulhou tao fundo no infinito quanto Mauritius
Cornelius Escher. Em suas viagens pelo mundo, descobriu a arte
drabe de ladrilhar, especialmente quando conheceu os azulejos
de Alhambra. Escher se apaixonou pelas figuras geométricas
que se repetiam e se refletiam, e comecou a ladrilhar superficies,
substituindo as figuras geométricas, usadas pelos arabes, por
imagens concretas. Seu caso de amor com o infindavel encontrou
um lar definitivo. O antigo pal4cio da rainha holandesa Emma,
um charmoso casardo no centro de Haia, foi transformado [...] no
Museu Escher.

Os ladrilhamentos de Escher sdo baseados em vérios principios artisticos em suas
construgdes, visando padroes sofisticados aos olhos. Um destes principios a se destacar, € o
uso de um padrao geométrico no preenchimento do plano, criado a partir das defini¢des de um
ladrilhamento. Outro fator importante a se considerar € o uso de técnicas artisticas, que incluem
transformacoes de figuras, posicionamento dos objetos do plano com efeito tridimensional (um

exemplo pode ser visto na Figura 9), contraste, repeti¢ao de estruturas, similaridade, graduacao

de cores, entre outros.

8Maurits Cornelis Escher (1898-1972), nascido em Leeuwarden, foi um grande artista grafico da Holanda,
renomado pelas suas artes baseadas em xilogravuras, litografias e meios-tons (mezzotints). Parte do estilo de
suas artes buscam fazer a representacdo de construcdes “impossiveis”, além de pensar no ladrilhamento do plano
usando padrdes geométricos “entrelacados”, que ddo ao olhar a visdo de formas diferenciadas. Outro conceito da
geometria usado em suas obras, foram as isometrias (transformagdes geométricas).



20

A Figura 8, a seguir, representa a transformacdo de um tridngulo em um
passaro, embasada nas ideias usadas por Escher na constru¢do de ladrilhamentos
“geométrico-artisticos”.

Figura 8: Transformacdo de um tridngulo

Fonte: Diniz, 2017

Essa figura representa a transformacdo de um tridngulo em um pdssaro, o que permite
manter em um desenho um poligono subtendido, que leve a uma montagem de um mosaico com
padroes geométricos. A partir dessas transformacgdes, acrescidas de uma ou mais das técnicas
citadas, Escher desenvolveu uma variedade de mosaicos e ladrilhamentos. Um deles é mostrado

na Figura 9 abaixo.

Figura 9: Mosaico de Escher

R

Fonte: Diniz, 2017

As criagdes destes mosaicos tornou Escher renomado no assunto, e sua contribui¢do €
vista em diversas construgdes e artes contemporaneas, além do Museu de Escher, ja citado.

Abre-se aqui uma lacuna para anélise das estruturas geométricas de onde partiram estas
construgdes, e de como os ladrilhamentos foram tratados matematicamente em suas defini¢oes.
Para uma melhor percepg¢ao dos principios destas artes, € interessante o conhecimento dos tipos

de ladrilhamentos.
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2.2 Tipos de ladrilhamentos

Ao classificar os tipos de ladrilhamentos, uma diferenciagdo a ser considerada
inicialmente € se o mesmo constitui-se apenas de poligonos regulares ou de poligonos
quaisquer. Um ladrilhamento serd aqui tratado como “irregular” quando € formado de poligonos
diversificados, sem levar em considera¢do o seu nimero de lados, tampouco suas medidas de
lados e 4Angulos. A Figura 10 a seguir mostra o Tangram’, que em sua montagem estendida ao

plano corresponde a um ladrilhamento irregular.

Figura 10: Tangram (formagdo de um ladrilhamento irregular)

Fonte: Préprio autor

No estudo aqui adotado, serd dado destaque aos ladrilhamentos definidos como “bem
comportados”, cuja constru¢do deve obedecer trés parametros, que, de acordo com DIAS e

SAMPAIOQO, (2013, p. 16), sdo tratados como as condi¢des de “bom comportamento”.

1. Os ladrilhos usados sdo poligonos regulares, podendo ter todos a mesma quantidade de

lados ou nio.

2. O encontro de dois ladrilhos adjacentes sempre serd entre seus vértices ou seus lados (o

lado de um poligono nunca se encontra com o vértice de outro).

3. A configuracio de poligonos em torno de um vértice é sempre a mesma (os poligonos
usados em torno de todos os vértices sao os mesmos, sendo relevante a ordem em que se

dispdoem).
90 Tangram é um jogo chinés, composto por 7 pecas (5 tridngulos, 1 quadrado e 1 paralelogramo) que, juntas,
formam um quadrado. Acredita-se que este jogo foi inventado por um homem chamado Tan, quando quebrou em 7

pedagos uma telha quadrada e, ao tentar arruma-la, formou com eles uma série de outras figuras (Dias e Sampaio,
2013, p. 14).
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A Figura seguinte exemplifica as condi¢des de um ladrilhamento bem comportado.

Figura 11: Exemplo de bom comportamento em um ladrilhamento

Fonte: DIAS e SAMPAIO, 2013

Este ladrilhamento obedece a condi¢do 1, uma vez que € composto de quadrados e
octogonos regulares, ambos de lados com mesma medida. A condi¢do 2 também € satisfeita,
uma vez que o encontro dos poligonos sdo sempre vértices ou lados. A condi¢do 3 é mostrada
pelas setas circulares em torno dos vértices, que indicam a sua formagdo. Se a observacgao for
feita a partir de um poligono qualquer, ndo importa a dire¢do de visualizacdo, sempre serd visto
0 mesmo padrao.

Para a descricdo desse padrdo é usada a notacdo com letras entre parénteses, que
representam a quantidade de lados dos poligonos que se dispdem em torno de um vértice. Por
exemplo, se temos um ladrilhamento com trés poligonos em torno de cada vértice, podemos
usar a notacdo (k, [, m) para descrever o seu tipo, sendo que em tono de cada vértice existe
um poligono de k£ lados, um poligono de [ lados e um poligono de m lados. Vale ressaltar
que as notagdes (k,l,m), (I, m, k) e (m, k,[) descrevem o mesmo ladrilhamento, sendo apenas
alterado o tipo de poligono ao qual € iniciada a observacdo. Caso seja alterado o sentido de
visualiza¢do tem-se as notagdes (k, m, 1), (m, 1, k) e (I, k,m) que também representam o mesmo
ladrilhamento das trés primeiras notagoes.

No caso da Figura 11, tem-se um ladrilhamento do tipo (8,8,4), (8,4,8) ou ainda
(4,8,8). As trés disposi¢des de nimeros referem-se a0 mesmo tipo de ladrilhamento, sem
perca de informacdo, onde os nimeros representam a quantidade de lados de cada poligono

utilizado em torno de cada vértice.
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A partir da definicio de um ladrilhamento bem comportado no preenchimento do
plano, podemos entdo subdividi-los em dois grupos, dadas as suas caracteristicas.

Se um ladrilhamento bem comportado utiliza de apenas um tipo de poligono regular,
entdo é chamado de ladrilhamento “regular”, caso utilize mais de um tipo de poligono regular
(todos os poligonos com lados de mesma medida), ¢ denominado como um ladrilhamento
“semirregular”.

A Figura 12 abaixo, mostra um exemplo de ladrilhamento regular a partir dos favos
de mel produzidos pelas abelhas e a Figura 11 (anteriormente citada) mostra um ladrilhamento

semirregular.

Flgura 12: Favos de mel, forma de 1adr11hamento regular

Fonte: Nordeste Rural

Um ladrilhamento bem comportado obedece uma série de condi¢des geométricas, o
que permite por meio de um raciocinio esquematizado, a descri¢ao e construgao desses tipos
de ladrilhamentos. Um resultado importante a partir dos mesmos, que definird o continuar do
trabalho é o Teorema de Kepler'® que, de acordo com Alves e Dalcim (1999, p.12) enuncia:
Teorema de Kepler: Existem exatamente onze maneiras de se cobrir o plano utilizando-se
exclusivamente poligonos regulares sujeitos as condig¢des:

a) se dois poligonos regulares intersectam-se, entdo essa intersecao € um lado ou
vértice comum;

b) a distribui¢do dos poligonos regulares ao redor de cada vértice é sempre a mesma.

Na proxima se¢do serdo descritos todos os ladrilhamentos bem comportados, fazendo

uma demonstra¢do do Teorema citado.

10Johannes Kepler (1571-1630) foi um matemadtico, astrénomo e astrélogo alemdo, que fez parte de um
processo revoluciondrio da ciéncia no século XVII. Ele fundamentou estudos e leis da fisica, que embasaram
as teorias de Isaac Newton sobre a gravitagdo universal. Em parte de seus estudos matematicos Kepler descreveu
o preenchimento do plano a partir de poligonos regulares.
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2.3 Ladrilhamentos bem comportados

Definidas as condi¢des do bom comportamento de um ladrilhamento, pode ser feita de
forma matematica/geométrica uma catalogacio'! de seus onze tipos.

Pode-se pensar inicialmente quais sdo os tipos de ladrilhamentos regulares bem
comportados. Primeiramente, € necessdrio determinar os tipos de vértices que compde o
ladrilhamento, ou seja, se em torno de um vértice tem-se um angulo de 360°, entdo sé podem
ser usados, nesse caso, poligonos regulares cujas medidas de seu angulos internos sejam

. o R . (n — 2).180°
divisores de 360°. Esses angulos podem ser calculados usando a férmula a,, = ———,
n

sendo n o nimero de lados do poligono e a,, 0 dngulo interno de um poligono de n lados. O

Quadro 1, a seguir, apresenta os valores'? para alguns poligonos.

Quadro 1: Alguns poligonos regulares e seus angulos internos

Tipo de poligono | Niimero de lados | Medida dos dngulos internos
triangulo 3 60°
quadrado 4 90°
pentagono 5 108°
hexagono 6 120°
heptdgono 7 ~ 128,57°
octégono 8 135°
eneagono 9 140°
decdgono 10 144°

undeciagono 11 ~2 147,27°
dodecagono 12 150°
pentadecdgono 15 156°
icosagono 20 162°

Fonte: Préprio autor

Dos valores apresentados, apenas os dngulos de 60°, 90° e 120° s@o divisores de 360°.
Dessa forma, conclui-se que os ladrilhamentos formados por triangulos equilateros, quadrados
ou hexdgonos regulares sdo bem comportados. Além disso, pode-se concluir que estes sdao
os unicos poligonos que obedecem tais condi¢des, uma vez que quaisquer angulos internos
de outros poligonos serdo menores que 180° (proximo divisor de 360°). Portanto, os unicos

ladrilhamentos regulares bem comportados sdo da forma (3, 3, 3, 3,3, 3), (4,4,4,4) e (6,6, 6).

'Dedugdes embasadas em Dias e Sampaio, 2013.
120 simbolo ~ se refere 4 aproximagio de um valor.
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As informacdes acima também restringem os ladrilhamentos bem comportados, de
acordo quantidade de poligonos em torno de cada vértice. Devem ser usados no minimo trés
poligonos (ja que dois angulos internos somados nunca chegam a 360°) e no maximo seis
poligonos (sendo que o tridngulo equilatero € o poligono regular minimo). Sendo assim, pode-se
caracterizar todo ladrilhamento bem comportado na forma (k, 1, m), (k,l,m,n), (k,l,m,n,p)
e (k,l,m,n,p,q),sendo k,l,m,n, p,q aquantidade de lados dos poligonos que compdem cada
vértice.

Iniciando pelo ladrilhamento do tipo (k,l,m,n,p,q), é trivial notar que sua tnica
possibilidade é o ladrilhamento (3,3,3,3,3,3), uma vez que se quaisquer um ou mais dos
valores de k, [, m,n, p e ¢ forem maiores que 3, teriamos oy, + oy + Qi + Qi + 1y + g > 360°,
havendo contradicao.

Descrevendo os ladrilhamentos do tipo (k, [, m), pode-se supor, a priori, que sejam do
tipo (3,1, m), equivalente a (k, 3, m) ou ainda (k, [, 3), dessa forma, um dos poligonos em torno

de cada vértice € um tridngulo equildtero, como mostra a Figura 13.

Figura 13: Formacao do tipo (3,1, m)

m m

Fonte: DIAS e SAMPAIO, 2013

Seja o AABC parte deste ladrilhamento, observa-se que o fato dos vértices A, B e C'
serem do mesmo tipo implica [ = m, ou seja, este ladrilhamento € do tipo (3,[,1). Sendo oy a

medida do angulo interno do poligono de / lados, entdo temos que:

o + o + 60° = 360°

o = 150°.
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Logo [ = 12, ou seja, se refere a um dodecdgono regular. Portanto, tem-se o ladrilhamento do
tipo (3,12, 12).

Por outro lado, pode-se pensar na possibilidade de que sejam usados outros poligonos
com nimero impar de lados na constru¢ido de um ladrilhamento bem comportado. A Figura 14
exemplifica a formacdo de um ladrilhamento com um poligono de £ lados, sendo £ um nimero

impar.

Figura 14: Formagdo do tipo (k, [, m), k impar

Fonte: DIAS e SAMPAIO, 2013

Pelo mesmo fato do exemplo anterior, tem-se entdo que estes ladrilhamentos s6 podem
ser da forma (k,/,[), uma vez que o nimero impar de lados do poligono implica que o lado
A1 As deve ser do mesmo tipo que A; A, sendo que ambos sio lados de poligonos que possuem
o0 mesmo ndmero [ lados.

Sendo oy, e oy, os angulos internos dos poligonos de £ e [ 1ados, respectivamente, entdo

tem-se que:

o + o+ oy = 360°

ou seja,

ap + 2@5 = 360°

Fazendo as substituicdes usando a formula do angulo interno de um poligono regular,
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segue que:
(k —2).180°
k

(I —2).180°

+ 2. = 360°

que pode ser escrito como

que leva a

2 4 . 2 4 -4
<1—E>+(2—7>—2,oua1nda,E—1—7—T

chegando em

2l
k=——
l—4
Pelo fato de k e [ serem naturais, entdao também deve ser natural. Logo, [—4 > 0,
ouaindal—4 > 1.
) 21 2(l—4)+8 8
Por out to de vista, k = = —94
or outro ponto de vista - T . +l—4
Sendo ! —4 > 1, entdo 1 < 8,ouseja, k = 2—1——4 <248 = 10. Logo, k£ < 10.
Como k é impar e k > 3 entdo, k = 3,5, 7ou 9. No caso de k£ = 3, ja foi definido o
20 28
ladrilhamento (3,12, 12). Para k = 5, k = 7 e k = 9 teria-se respectivamente [ = 3 [ = = e

[ = - 0 que ndo € possivel em nenhum dos trés casos, ja que [ € natural.
Resta investigar os ladrilhamentos do tipo (k, [, m), cujos poligonos tem um nimero
par de lados. Pode-se considerar inicialmente, que um tipo de poligono usado seja o quadrado,

assim tem-se ladrilhamentos do tipo (4, [, m), como mostra a Figura 15.

Figura 15: Formagdo do tipo (4,1, m), [ e m pares

£

i A -

1D D

; m
) (| [ [l
B 7/ m C ' E C

Fonte: DIAS e SAMPAIO, 2013

Considerando ay, oy € «,, angulos internos dos respectivos poligonos, entdo tem-se
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que:

oy + o + o, = 360°

como ay = 90° segue que

g + oy, = 270°.

Substituindo a férmula do angulo interno, observa-se a equacao

) -2
C T2 180° + T2 1800 = 270°
l m
que leva a
2 2 270° 3
1-= 1- =) = =°
(1-3)+(1-2) - T -3
logo,
2+2 9 3 1 . 2+2 1
-4+ —=2——-=—,ouseja, - + — = —.
I m 272 e

Como [ e m s@o pares, entdo pode-se escrevé-los respectivamente como 2r e 2s, r €

s € N, que muda a equagdo para

isolando r obtém-se

s
r= 2,ouainda,r:2+

= p— (neste caso, deve-se ter s > 3).
O fato de r ser natural, implica que s — 2 seja divisor de 4. Sendo assim,

e s—2=1= s=3 = r =6, que gera o ladrilhamento (4, 12, 6).

e s—2=2 = s=4 = r =4, que gera o ladrilhamento (4, 8, 8).

e s—2=4 = s=6 = r =23, que gerao ladrilhamento (4, 6, 12).

O primeiro e o terceiro itens sdo equivalentes, concluindo duas tnicas possibilidades
para essa situacdo. Caso seja feita a tentativa de construir um ladrilhamento do tipo (k, [, m)
em que sdo usados apenas poligonos com nimero par de lados, mas que ndo faca o uso de
quadrados, entdo teriamos:

k>6,1>6em > 6, ou seja,

ap > 120°%, a5 > 120° € oy, > 120°
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o que leva a

o + o + oy, > 360°.

Essa desigualdade € valida apenas quando oy, + oy + o, = 360°, ou seja, k = I = m = 6, que
retorna ao ladrilhamento (6, 6, 6).

Foram entdo descritos todos os ladrilhamentos com vértices da forma (k, [, m), os
quais sao:

(6,6,6), (3,12,12), (4,8,8) e (4,6, 12).

Para estudar os ladrilhamentos do tipo (k,l,m,n), pode-se subdividi-los em dois
grupos. Os que usam tridngulos equilateros e os que nao usam.
No caso de usar triangulos equildteros, suponha que sejam inicialmente da forma

(3,1,m,n), como representa a Figura 16.

Figura 16: Formagao do tipo (3,1, m,n)

Fonte: DIAS e SAMPAIO, 2013

Por esta distribuicdo e pelo fato dos vértices A e C' serem dos mesmo tipo, entdo
(3,1,m,n) é equivalente a (3,1, m, ), ou seja, [ = n. Logo, estes ladrilhamentos sdo da forma
(3,1, m,1).

Entao, pela soma dos angulos internos

as + 2.0q + «y, = 360°
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ou ainda,

2.0{[ + Q= 300°.
Atribuindo valores para [, tem-se que:

e Se l = 3, entdo oy = 60°, ou seja, a,,, = 180°, o que ndo € possivel para nenhum

poligono.

e Se ! = 4, entdo oy = 90°, ou seja, «,,, = 120°. Neste caso, tem-se m = 6 e € obtido o

ladrilhamento (3,4, 6,4).

e Se [ = 5, entdo oy = 108°, ou seja, a,,, = 84°, 0 que ndo é possivel para poligonos

regulares.

e Sel = 6, entdo oy = 120°, ou seja «,,, = 60°. Neste caso, tem-se m = 3 e € obtido o

ladrilhamento (3, 6, 3, 6).

e Sel =7,entdo oy =~ 128,57°, ou seja, «,, ~ 42,86°, o que é impossivel para poligonos

regulares.

De fato, se [ > 7, ocorre que «; > 120° e como consequéncia «,,, < 60°, o qual ndo se
enquadra aos angulos de poligonos regulares. Sendo assim, nao existem outros ladrilhamentos
da forma (k, [, m,n) que utilizem tridngulos além dos citados acima.

No caso da ndo utilizacdo de tridngulos, € trivial perceber que o tnico ladrilhamento

da forma (k, 1, m, n) possivel é (4,4,4,4), uma vez que:

ay + oy + ag + ay = 90° 4+ 90° 4+ 90° 4+ 90° = 360°

ou seja, nao ha possibilidade de que algum o seja substituido por um angulo maior que 90°.
Resta entdo catalogar os ladrilhamentos da forma (k, [, m, n, p). Estes, mais uma vez,
podem ser divididos em um grupo que utiliza tridngulos equilédteros e outro que ndo o faz. A

Figura 17 exemplifica um ladrilhamento da forma (3,1, m, n, p).
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Figura 17: Formagdo do tipo (3,1, m, n, p)

Fonte: DIAS e SAMPAIO, 2013 (editado pelo autor)

Como os vértices A e C' sdo do mesmo tipo, entdo as distribuigdes (3,1, m,n,p) e
(3,1,m,n,l) sdo equivalentes, logo, [ = p. Esses ladrilhamentos sdo, portanto, da forma
(3,1,m,n,1).

E possivel notar, nessa construgio, que a utilizacio de apenas um ou dois tridngulos
equildteros € invidvel, tendo em vista a situacdo em que a soma minima dos angulos seria do
tipo:

asg + az + ag + ag + ay = 60° + 60° + 90° + 90° + 90° = 390° > 360°.

Conclui-se entdo, que estes ladrilhamentos possuem no minimo trés triangulos equildteros, ou
seja, sdo do tipo (3,1, 3,3,1) ou (3,3, m,n, 3).

Para o caso (3,1, 3, 3,1), tem-se que
3.a3 + 2.0 = 360° = oy = 90°

ou seja, [ = 4 e é formado o ladrilhamento (3,4, 3,3, 4).

Jano caso (3,3, m, n, 3), segue que,
3.a3 + oy, + ,, = 360° =« + o, = 180°.

Com auxilio do Quadro 1, € notério que dois angulos internos de quaisquer poligonos regulares

somam 180° em duas unicas possibilidades, o, = «, = 90° ou o,,, = 120° € v, = 60°
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(sem perda de generalidade pela ordem). Sao formados entdo os ladrilhamentos (3, 3,4,4,3) e
(3,3,3,6,3).
O Quadro 2, a seguir, resume todas as deducdes da sec¢do 3.3, mostrando os onze tipos

possiveis de ladrilhamentos bem comportados.

Quadro 2: Tipos de ladrilhamentos bem comportados

Classificacao .
) ) Regular Semirregular
Tipo de Vértice
(k,1,m) (6,6,6) (3,12,12), (4,8,8) e (4,6,12)
(k,l,m,n) (4,4,4,4) (3,6,3,6) e (3,4,6,4)
(k,l,m,n,p) (3,3,3,6,3), (3,3,4,4,3) e (3,4,3,3,4)
(k7l>m7nap7 q) (37373737 373)

Fonte: Préprio autor

Até aqui foram omitidas as construcdes dos ladrilhamentos encontrados. As mesmas

serdo feitas de uma forma interativa no préximo capitulo, usando o software GeoGebra.
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3 GeoGebra

3.1 Sobre o software

O software GeoGebra foi criado por Markus Hohenwarter'? e produzido junto a outros
pesquisadores, no intuito de proporcionar uma relacdo dinamica entre Matematica e as TDICs.
Em 2001 na University of Salzburg comegaram o desenvolvimento de projetos para o aplicativo,
o qual foi continuado posteriormente na Florida Atlantic University.

O GeoGebra faz uma intersec¢ao entre a historia da matematica, das artes e das
TDICs, uma vez que os métodos de construgdes artisticas e matematicas evoluiram de processos
manuais até chegar no que conhecemos hoje como softwares e programas computacionais
gréficos.

A grande utilizagdo do GeoGebra fez com que tivesse ampla divulgacio e chegasse
a ser usado como ferramenta educacional, estando disponivel para escolas e outros usudrios.
Esse aplicativo é de livre acesso e se encontra disponivel para download no site (http://www.
geogebra.org/). O aplicativo pode ser usado nos formatos compativeis com Android, Windows
Phone e 10S para smartphone e tablet, Windows, MAC OS X e Linux para computador. Outra
maneira de utiliza-lo € através da extensao virtual, também disponivel no site.

O GeoGebra apresenta multiplas utilidades para a Matematica, uma vez que

possui uma interface amigavel e bastante intuitiva. Os comandos
estdo dispostos em icones abaixo da linha dos menus. Além das
janelas de visualizacdo, de Algebra e do campo entrada, visiveis
na abertura de um novo arquivo, existem ainda a janela de
protocolo de constru¢do, que mostra a sequéncia de construgcao
executada e a janela para planilha, para utilizar entrada de dados
como Excel (CORDEIRO, 2014, p.12).

Essa versatilidade faz com que o aplicativo seja uma ferramenta importante para o
estudo e ensino de Matematica. Uma caracteristica interessante desse software sdo as janelas

de entrada, que se compdem de figuras e ajuda em texto, o que facilita a realizacao de tarefas e

o entendimento de cada fungdo a ser utilizada. A Figura 18 apresenta a tela inicial do GeoGebra.

3 Markus Hohenwarter é um matemdtico da Austria e leciona na Universidade Johannes Kepler (JKU) Linz.
Ele é presidente do Instituto de Educacdo Matematica e possui grande influéncia em pesquisas sobre as TDICs na
educagdo matematica (CORDEIRO, 2014).


http://www.geogebra.org/
http://www.geogebra.org/
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Figura 18: Janela de inicializacdo do GeoGebra

o GeoGebra ]
o #-Arquive Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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~ Janela de Algebra */ | - Janela de Visualizagéo
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GRE ]
2
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0
-5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4
-1
-2
-3
0 {-Entrada: O—f 0

Fonte: Site “O GeoGebra”

Pode-se identificar na janela inicial do GeoGebra, conforme destacado na Figura 18,

as seguintes funcionalidades:

1) Barra de menus

2)

3)

Esta barra contém icones que permitem salvar arquivos, inserir outros arquivos, exibir
outras janelas, inclusive a janela de visualizagdo 3D, além de acessar o sistema de

configuracdes, ajuda e opcoes adicionais.

Barra de ferramentas

Nesta parte da janela inicial tem-se ferramentas para diversas opcoes de construgdes
geométricas e algébricas, dentre elas pontos, retas, poligonos e controles deslizantes.
Possibilita também a interagdo com estes objetos por meio de um sub-menu com opg¢des
de medidas de angulos, comprimentos, inser¢ao de textos, verificacoes de intersecdes e
demais propriedades de uma constru¢do. Observando essa barra de ferramentas também

€ possivel encontrar um icone de acesso a todas as opg¢des de configuragdes do software.

Janela de Algebra
Esta janela € responsdvel por ordenar e classificar todos os objetos que sdo criados,
dessa forma, tem-se coordenadas de pontos e vetores, medidas de segmentos e dreas de

poligonos, equagdes de retas, planos e fungdes, nomes dos objetos e demais atributos dos

mesmos.
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4) Campo de entrada
Este espaco serve para a digitacdo de comandos diversos do programa e também para a
insercdo de fungdes de diversos tipos. Uma das utilidades deste campo € a representacao

de graficos e curvas a partir de suas expressoes/equagoes.

5) Janela de visualizacao
Nesta janela visualiza-se todos os objetos geométricos construidos, entre eles, pontos,
vetores, retas, poligonos e graficos de func¢des. A janela de visualizacdo pode ser
dividida/alternada com a janela de visualizacdo 3D, a janela de geometria, entre outras

opcdes, possibilitando uma representagao mista de objetos no plano e/ou no espaco.

6) Lista de comandos
Este item faz uma listagem de todos os comandos existentes no GeoGebra. Esses
comandos estao subtendidos no campo de entrada e conforme se inicia a digitacdo de

algum desses, o programa faz sugestdes automaticas de complementagao.

Uma ferramenta mais elaborada e que sera utilizada nos proximos tépicos € o controle
deslizante. Para criar um controle deslizante € necessario clicar no icone do mesmo, como

mostra a Figura 19, que se encontra na barra de ferramentas anteriormente citada.

Figura 19: icone da ferramenta controle deslizante

a==2
i

Fonte: Software GeoGebra

Ap0s selecionado este icone deve-se clicar na janela de visualizacdo, onde serd aberta

uma nova aba na qual deverao ser estabelecidos os parametros do controle a ser criado.



Figura 20: Controle deslizante de um nimero

Controle Deslizante x

® Nimero Nome
© Angulo n
O Inteiro

L1 Aleatorio (F9)

Intervalo  Controle Deslizante  Animacédo

min: |1

max: 100

OK

Incremento:

Cancelar

1
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Fonte: Software GeoGebra

Como visto na Figura 20, é possivel, por exemplo, adotar os parametros do controle

deslizante de um nimero, onde seleciona-se a op¢ao “Numero”, escolhe-se um nome qualquer

a esse controle, define-se os valores de minimo e méximo e um incremento de variacdo. Nesse

caso, tem-se um controle deslizante nomeado “n”, de variagdo no intervalo [1,100] e com

incremento “1”. O controle deslizante tem a funcdo de variar um nimero, dando assim a

possibilidade da observacdo do comportamento de um objeto. Outra funcionalidade é criar

uma sequéncia de objetos a partir da variagdo desse numero.

Junto a essas ferramentas detalhadas serdo adaptados outras possibilidades do

GeoGebra, tais quais dinamizem o entendimento dos conceitos abordados.

[...] o GeoGebra tem a vantagem didética de apresentar, ao
mesmo tempo, representacdes diferentes de um mesmo objeto
que interagem entre si. [...] Com o uso deste programa o aluno
visualiza facilmente o que é dito em sala de aula, construindo
assim seu conhecimento e tendo um novo olhar para o que é
ensinado em aula (CORDEIRO, 2014, p.11,20).

A partir dessas definigcdes acerca do software a ser trabalhado, pode-se entao

representar os ladrilhamentos a partir de suas formas. Por uma questao estética na visualizagao,

a janela utilizada para as construgdes serd a da op¢ao “Geometria”, a qual otimiza a janela de

algebra, os eixos e a malha do plano.
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3.2 Uso do GeoGebra na construcao de ladrilhamentos

Nessa secdo sdo apresentadas algumas possibilidades para construcdo dos
ladrilhamentos bem comportados. Uma fun¢do do GeoGebra que simplifica as construcdes
€ a “criacdo de ferramentas”, a qual baseia-se em transformar constru¢des muito utilizadas em
uma opg¢do predefinida por comandos reduzidos. Com essa fungdo € possivel criar os tipos de
poligonos a serem trabalhados e torna-los fixos para utiliza¢io seguinte.

Sera exemplificada a criacdo da ferramenta “tridngulo equildtero”, para os demais

poligonos regulares o processo € analogo. Essa construcao se da pelos passos:
1. Escolher a opcao “Poligono regular”, na barra inicial de tarefas;

2. Selecionar dois pontos e digitar o nimero de vértices do poligono desejado (neste caso,
trés);
3. Acessar “Opcoes adicionais”, “Ferramentas”e “Criar uma nova ferramenta’;

4. Definir como objeto final o tridngulo criado e como objetos iniciais, os pontos usados;

5. Salvar a nova ferramenta (é opcional, antes disso, modificar nome, comando de entrada e

adicionar icones a ferramenta criada).

Outras duas funcionalidades do GeoGebra a serem utilizadas sdo os comandos
“Transladar” e “Sequéncia”. O comando Transladar copia um objeto predefinido, dados

distancia e sentido por um vetor. Neste caso atribui-se a expressao:

Transladar(< Objeto >, < Vetor >)

O comando Sequéncia faz uma lista de objetos a partir de uma expressao (neste
estudo, a fun¢do Transladar), seguindo os parametros de uma varidvel com valores inicial/final

e incremento, sendo usados na forma:

Sequéncia(< Expressao >, < Variavel >, < ValorInicial >,
< ValorFinal >, < Incremento >)

Em outras palavras, para o nosso propdsito, o comando Sequéncia, faz sucessivas
copias da Translacdo de um poligono (ou uma lista de poligonos), no sentido e distancia dos

multiplos de um vetor. Além disso, é possivel transladar uma Sequéncia, tal como sequenciar
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essa nova translacdo, o que gera um padrao de preenchimento do plano. Esse padrao é uma lista
de poligonos que pode ser editada com intuito visual, modificando cores e ocultando rétulos.

Pra construgio do ladrilhamento (6, 6, 6), inicialmente cria-se um controle deslizante
inteiro k, tal que, 1 < k < 30 (para fins de visualizacdo € um tamanho suficiente). A partir
desse nimero k, define-se uma lista R de nimeros inteiros, tal que:

R = Sequéncia((—1)" <g + Fl%%) ,n, 1, k)

ou seja, R = {0,1,—1,2,—2,3, -3, ...}, gerando uma representa¢do de inteiros com sinais
alternados para cada valor k. Em seguida, utiliza-se a ferramenta “Hexdgono Regular”
(anteriormente criada com ‘“Nova Ferramenta”) para construir o poligono desejado (poll),
selecionando na janela de visualizagdo dois pontos A e B. Usando a ferramenta “vetor’e os
vértices do poll cria-se o vetor %, no sentido e médulo de AFE, selecionando respectivamente
os pontos A e E e o vetor v, com sentido e mddulo de E'C', selecionando respectivamente os

pontos ' e C'. A Figura 21, mostra a constru¢do requisitada para o ladrilhamento.

Figura 21: Hexagono regular - Elementos

E

Fonte: Software GeoGebra

Nessas condig¢des, € atribuido no campo de entrada o comando

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar(poll, R(i)u),,0, k, 1), R(j)v), j,0,k, 1)
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que faz uma sequéncia de translacdes do hexagono regular na dire¢do dos multiplos de u
pela lista R e faz uma nova sequéncia destes poligonos transladados na dire¢ao dos multiplos
de ¥ pela lista R, conforme variar o valor de k (pode-se variar manualmente ou selecionar
a opc¢do “animacdo” com o botdo direito do mouse sobre o controle deslizante k), gerando
assim uma lista de hexdgonos congruentes ao primeiro, os quais fazem o preenchimento do
plano. Os elementos iniciais podem ser ocultados e a lista criada pode ser modificada em cores,
transparéncia, etc., a gosto de visualizacao. A Figura 22 mostra o resultado para o ladrilhamento

(6,6,6).

Figura 22: Ladrilhamento regular (6, 6, 6)

Fonte: Software GeoGebra

Para a elaboragao dos préximos ladrilhamentos serao suprimidos alguns detalhes, cuja
construc@o é andloga. O ladrilhamento (3,3, 3,3, 3,3) € um caso particular do ladrilhamento
(6,6,6) (e vice-versa), uma vez que cada hexagono regular pode ser dividido em seis tridngulos
equildteros. De certo modo, a construcdo através do comando sequéncia é andloga, com uma
pequena diferenca, o fato dos tridngulos ndo possuirem lados paralelos faz com que sejam
necessarios, inicialmente, dois destes poligonos. A Figura 23 mostra os elementos iniciais do

ladrilhamento (3,3, 3, 3, 3, 3).
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Figura 23: Tridngulos equilateros - Elementos

B

Fonte: Software GeoGebra
Em seguida, o comando Sequéncia é aplicado aos poligonos 1 e 2, no parametro
Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar({t1,t2}, R(i)u),,0, k, 1),
R(j)v), 5,0,k 1)

que gera o ladrilhamento regular (3, 3, 3, 3, 3, 3), como mostra a Figura 24.

Figura 24: Ladrilhamento regular (3, 3, 3, 3, 3, 3)
\/ \/ \/ \/ \/ \/ |

/N/N /N /N /N AN

Fonte: Software GeoGebra

O ladrilhamento regular restante é o (4, 4,4, 4) que possui um padro simples e pode
ser gerado a partir das translacoes de um quadrado nos sentidos e distincias de dois lados

perpendiculares, como mostra a Figura 25.
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Figura 25: Quadrado - Elementos

t @

v

Fonte: Software GeoGebra

Aplicando a esse quadrado (¢q1) o comando
Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar(ql, R(i)u),,0,k, 1), R(j)v), 7,0, k, 1)

obtém-se o ladrilhamento (4,4, 4,4), como segue a Figura 26.

Figura 26: Ladrilhamento regular (4,4, 4, 4)

Fonte: Software GeoGebra

Os ladrilhamentos semirregulares utilizam mais de um tipo de poligono em sua
formacgdo, sendo assim, serdo construidas duas listas (ou mais) de translacdes, afim de
possibilitar a mudanga de cores dos poligonos de diferentes tipos.

Para construir o ladrilhamento (3,12,12), inicialmente sdo criados o controle

deslizante de mesmo padrdo anterior, um dodecdgono regular (poll) e dois tridngulos
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equildteros (t1,2), juntamente com os vetores « e v. A Figura 27 mostra essa constru¢io

inicial.

Figura 27: Dodecagono regular e tridangulos equildteros - Elementos

T=
m

Fonte: Software GeoGebra

Aplica-se entdo o comando

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar(poll, R(i)u),,0, k, 1), R(j)v), j,0,k, 1)

ao hexagono regular e o comando

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar({t1,12}, R(i)u),,0, k, 1),

R(j)v),3,0,k,1)

aos dois triangulos equildteros, gerando assim as duas listas citadas. Estas, portanto, geram o

ladrilhamento (3, 12, 12) exibido na Figura 28.
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Figura 28: Ladrilhamento semirregular (3,12, 12)

Fonte: Software GeoGebra

O proximo ladrilhamento a ser construido é o (4,8,8), formado por octégonos
regulares e quadrados. Dessa forma, foi feito um poligono de cada tipo, dispostos como visto

na Figura 29, juntamente com os vetores transladantes.

Figura 29: Octogono regular e quadrado - Elementos

A B

Fonte: Software GeoGebra

Executando os comandos

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar(poll, R(i)u),,0,k, 1), R(j)v), j,0,k, 1)

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar(ql, R(i)u),,0,k,1), R(j)v), 5,0, k, 1)

respectivamente ao octégono (poll) e ao quadrado (¢1), é obtido o ladrilhamento
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desejado, como segue na Figura 30.

Figura 30: Ladrilhamento semirregular (4, 8, 8)

[ 1 Y_(

Fonte: Software GeoGebra

O iltimo ladrilhamento do tipo (k,l,m) a ser construido é o ladrilhamento
semirregular (4,6,12), compostos por quadrados, hexdgonos e dodecigonos regulares. A
criacdo dos elementos para executar o comando, neste caso, € “um pouco” mais elaborada,
visto que s@o necessarios um dodecagono regular, dois hexdgonos e trés quadrados, como visto

na Figura 31.

Figura 31: Dodecdgono regular, hexdgonos regulares e quadrados - Elementos

Fi

J &
b

1]
03

Fonte: Software GeoGebra



45

Dessa forma, usando os vetores @ e U e o controle deslizante k, pode-se desferir os

comandos
Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar(poll, R(i)u), 4,0, k, 1), R(j)v), j,0,k, 1)

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar({pol2, pol3}, R(i)u), 1,0, k, 1),
R(j)v),5,0,k,1)

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar({ql, q2,¢3}, R(i)u), 1,0, k, 1),
R(j)v),4,0,k,1)

respectivamente, transladando o dodecdgono (poll), hexdgonos (pol2, pol3) e os quadrados

(q1,q2,¢3). A Figura 32 representa o ladrilhamento (4,6, 12) apds realizados os processos

de translacdo e modificacdo de padroes.

Figura 32: Ladrilhamento semirregular (4, 6, 12)

L | |

> O OO
7o L0
> OO0
7oL 0

Fonte: Software GeoGebra

Além do ladrilhamento (4, 4,4, 4), ja construido, existem outros dois, com cada vértice
contendo quatro poligonos em seu redor. Um destes é o (3,6, 3,6). Os elementos iniciais para
essa construcdo sdo simples, contendo um hexdgono (pol1), dois tridngulos (¢1,t2) e os vetores

u, v. A Figura 33 apresenta estes elementos.
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Figura 33: Hexdgono regular e triangulos equiléteros - Elementos (i)

A B

Fonte: Software GeoGebra

A estes poligonos sio aplicados novamente os comandos
Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar(poll, R(i)u),,0, k, 1), R(j)v), j,0,k, 1)

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar({t1,t2}, R(i)u), 1,0, k, 1),
R(j)v), 5,0,k 1)

que cria o preenchimento do plano na forma (3, 6, 3, 6), como mostra a Figura 34.

Figura 34: Ladrilhamento semirregular (3,6, 3, 6)

AN

N/ N/ N/ N/

Fonte: Software GeoGebra
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O derradeiro ladrilhamento do tipo (k, [, m, n) para constru¢do tem formato (3,4, 6,4)
em seus vértices. Sua construcio baseia-se em sequenciar traslacdes de tridngulos equilateros,
quadrados e hexdgonos regulares, na dire¢dao de dois vetores criados, como referido na Figura

35, a seguir.

Figura 35: Hex4gono regular, quadrados e tridngulos equilateros - Elementos
J

Fonte: Software GeoGebra

Ao hexdgono regular (poll), quadrados (ql,q2,¢3) e aos tridngulos (t1,¢2), sao

realizados de respectiva forma os comandos

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar(poll, R(i)u),,0, k, 1), R(j)v), j,0,k, 1)

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar({ql, q2,¢3}, R(i)u), 1,0, k, 1),
R(j)v),5,0,k,1)

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar({t1,t2}, R(i)u),,0, k, 1),
R(j)v),j,0,k,1)

que produzem o ladrilhamento (3, 4, 6, 4), mostrado na Figura 36 abaixo.
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Figura 36: Ladrilhamento semirregular (3,4, 6,4)

Fonte: Software GeoGebra

O primeiro ladrilhamento do tipo (k, 1, m, n, p), a ser modelado, serd o que contempla
vértices do tipo (3, 3, 3,6, 3). Para essa constru¢do sdo necessdrios um hexdgono regular e oito

triangulos equiléteros, adjacentes ao hexagono, como disposto na Figura 37.

Figura 37: Hexagono regular e triangulos equiléteros - Elementos (i1)

3 t6

B

Fonte: Software GeoGebra

Criados os vetores u e v, aplica-se respectivamente ao hexdgono (poll) e a lista de

tridngulos /1 = {¢1, ..., t8}os comandos de sequéncia e translagéo nos parimetros

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar(poll, R(i)u),,0,k, 1), R(j)v), j,0,k, 1)

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar(l1, R(i)u),i,0,k, 1), R(j)v), j,0,k, 1)
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gerando entdo o ladrilhamento com vértices do tipo (3, 3, 3, 6, 3), como segue na Figura 38.

Figura 38: Ladrilhamento semirregular (3, 3, 3, 6, 3)

« NN NN SN

VAVAVAY

ALK
VAVAVAY
AVARVAVAVA

Outro ladrilhamento em que os vértices sdo compostos por cinco poligonos € o da
forma (3,3,4,4,3). Para construi-lo, inicialmente cria-se um quadrado e dois tridngulos

equilateros, dispostos na Figura 39, juntamente com os vetores u € .

Figura 39: Quadrado e triangulos equilateros - Elementos
@

E

Fonte: Software GeoGebra
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Fazendo uma lista de translagdes destes poligonos, nos padroes

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar(ql, R(i)u),,0,k, 1), R(j)v), 5,0, k, 1)

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar({t1,t2}, R(i)u), 1,0, k, 1),
R(j)v),4,0,k,1)

respectivamente para o quadrado (¢ql) e para os tridngulos (¢1,%2), tem-se como resultado a

pavimentag@o do plano no formato (3, 3,4, 4, 3), como exibe a Figura 40 abaixo.

Figura 40: Ladrilhamento semirregular (3, 3,4, 4, 3)
| | | | | |

Fonte: Software GeoGebra

O ultimo ladrilhamento da forma (k, [, m, n, p), e também o dltimo dessas construg¢des,
possui vértices do tipo (3,4, 3, 3,4), ou seja, é composto por quadrados e tridngulos equildteros.
Os elementos inciais necessarios sdo dois quadrados (ql,¢2) e quatro triangulos

(t1,12,t3, t4), juntamente com os vetores u e v, expostos na Figura 41.
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Figura 41: Quadrados e tridangulos equildteros - Elementos

Fonte: Software GeoGebra

Os comandos
Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar({ql, ¢2}, R(i)u),,0, k, 1),
R(j)v),4,0,k, 1)

Sequéncia(Transladar(Sequéncia(Transladar({t1,t2,t3,t4}, R(i)u),,0, k, 1),
R(j)v),5,0,k,1)

aplicados respectivamente aos quadrados e tridngulos, sequencia translacdes dos mesmos,

formando, portanto, o ladrilhamento (3, 4, 3, 3, 4), representado na Figura 42.
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Figura 42: Ladrilhamento semirregular (3,4, 3, 3,4)

Fonte: Software GeoGebra

O capitulo seguinte faz uma abordagem pratica, através de uma oficina realizada com
alunos do Ensino Fundamental II (9° ano) de uma escola da rede publica, onde foram vistos
conceitos e comandos basicos do GeoGebra, com intuito de construir ladrilhamentos bem

comportados (e outros tipos).
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4 Oficina

Para uma abordagem pratica dos conhecimentos adquiridos com o software GeoGebra,
foi desenvolvida uma oficina junto aos alunos do 9° ano do ensino fundamental da Escola
Estadual Professor Elidio Duque, na cidade de Salinas-MG. Participaram da oficina parcelas
de alunos de trés turmas do 9° ano da escola, o que totalizou cerca de 25 alunos. A oficina foi
realizada em um Unico encontro, tendo esta uma duragdo de aproximadamente 04 horas. Sendo
realizada ao final do ano letivo, em um momento que muitos alunos ja estavam aprovados, a
participacdo de boa parte dos mesmos foi voluntéria, o que tornaria a realizacao das atividades
bastante espontanea.

O espaco fisico para realiza¢do da oficina foi o laboratério de informatica da escola,
que contava com cerca de 20 computadores em bom funcionamento, onde a maioria dos alunos
teve a oportunidade de ter um computador de uso individual e alguns poucos usaram com a
formacgdo de duplas. De um modo geral é um espago confortdvel, com bons equipamentos e
boa acomodacdo para os trabalhos realizados.

Em um primeiro instante foi apresentado o tema aos alunos, onde foram realizados
comentérios e perguntas sobre o que sdo os mosaicos, o que sdo os ladrilhamentos, o que seria
o GeoGebra e qual a finalidade de justapor essas informacoes.

Em seguida, foram colocados os objetivos da oficina, que seria parte do trabalho
de dissertacao de mestrado do Profmat, mas que, fundamentalmente, visava levar aos alunos
o conhecimento e conciliagdo do estudo de Matematica com as TDICs. Especificamente,
objetivou-se mostrar aos estudantes uma ferramenta que possibilita o ensino e estudo dindmico
de Geometria. Além disso, a oficina teve objetivo de rever conceitos da geometria plana e fazer
uma abordagem acerca da matematica por trds dos ladrilhamentos. Os ladrilhamentos foram
apresentados como uma arte de preenchimento do plano, através de poligonos, ou seja, um
mosaico baseado no uso de tridngulos, quadrilateros, pentidgonos, hexdgonos, etc.

Em um segundo momento, os mosaicos e ladrilhamentos foram tratados a partir de
uma abordagem artistica e histérica, na qual foram apresentadas ideias e imagens que ilustram
essa pratica até mesmo a 4000 a.C., com os egipcios, nas antigas constru¢cdes e decoracoes de
piramides e outros ambientes. O uso dessa arte também foi mostrada com grande influéncia na
Europa da Idade Média, principalmente entre os séculos XIII e XV. Seguindo essa cronologia,
os dias atuais também sdo facilmente citados no uso e evolugdo dessas artes, onde sdo usadas

das mais sofisticadas combinagdes de figuras e cores para a criagao de ladrilhamentos e formas.
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Antes de seguir para a formacao dos ladrilhamentos, foram revisados alguns topicos
de geometria, através de um rapido estudo, com enfoque aos questionamentos: O que é um
poligono? O que é um poligono convexo? O que € um poligono regular? Como calcular a
soma dos angulos internos de um poligono convexo? Como determinar a medida de um angulo
interno de um poligono regular? Revisadas essas questdes, foi dado o passo para apresentar os
ladrilhamentos, que logo seriam estudados.

A proposta de atividade aos alunos teve direcionamento a estudar os ladrilhamentos
bem comportados, dentre eles, os ladrilhamentos regulares (que usam apenas um tipo de
poligono regular) e os semi-regulares (que utilizam mais de um tipo de poligonos regulares).
Essa etapa da oficina foi um momento de estabelecer as propriedades de cada tipo de
ladrilhamento a ser construido, e serem dadas as condigdes do que de fato seria um
ladrilhamento bem comportado.

Nessa parte da oficina os alunos passariam a ter um papel ativo, onde usariam suas
habilidades para realizar as montagens propostas. Para essa atividade, foram distribuidos
moldes de poligonos regulares a turma. Esses moldes foram anteriormente montados no
software GeoGebra e impressos em papel cartdo. Entre eles haviam tridngulos, quadrados,
pentagonos, hexdgonos, entre outros poligonos regulares, com diferentes quantidades de lados,
mas todos de lados com a mesma medida, para que fosse possivel obedecer uma das condi¢oes
de bem comportados.

A partir da distribuicdo dos moldes, foi proposto que inicialmente fizessem a
montagem de ladrilhamentos regulares. De forma rdpida, comecaram as tentativas e logo
construiram ladrilhamentos regulares e bem comportados, como exemplificados nas Figuras

43 e 44 abaixo.
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Figura 43: Ladrilhamentos (3, 3, 3,3, 3,3) e (4,4, 4,4) com moldes

Fonte: Oficina de Ladrilhamentos

Ao construirem o ladrilhamento (3,3, 3,3,3,3), os alunos perceberam que haviam
semelhangas com o ladrilhamento (6, 6,6), o que de fato foi esclarecido, j4 que um hexdgono

regular pode ser decomposto em seis tridngulos equilateros.

Figura 44: Ladrilhamento (6, 6, 6) com moldes

Fonte: Oficina de Ladrilhamentos

Outros alunos, na tentativa de formas diferenciadas, montaram ladrilhamentos

regulares, mas que ndo obedecem as condi¢des de bem comportados, como na Figura 45.
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Figura 45: Ladrilhamento regular com moldes de quadrados

Fonte: Oficina de Ladrilhamentos

Na tentativa de construirem um ladrilhamento regular usando pentidgonos e
heptdgonos, alguns alunos fizeram investigacdes e tiveram algumas percepcoes. Os mesmos
constataram que ndo € possivel construir um ladrilhamento regular com esses poligonos, onde
foi esclarecido a eles que o mesmo aconteceria com poligonos de nimero de lados maior que
sete, uma vez que nenhum poligono com quantidade de lados maior que 6 tem medida do angulo
interno como um divisor de 360°. Essa mesma percep¢do vale para os pentdgonos regulares,
que tem como angulo interno 108°, ou seja, um ndo divisor de 360°, o que pode ser mostrado
através do quadro com os angulos dos poligonos regulares. Desse modo, haveria espagos ndao

preenchidos, ou, na tentativa, sobreposi¢cdo das pecas. A Figura 46 mostra essas tentativas.

Figura 46: Tentativa de ladrilhamentos pentagonais e heptagonais com moldes

Fonte: Oficina de Ladrilhamentos
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Apo6s algumas consideracdes, foi proposto aos alunos que usassem agora poligonos
com quantidade de lados diferentes, ou seja, que tentassem a montagem de ladrilhamentos
semirregulares. Com um pouco de raciocinio e comparacdo das figuras, logo apresentaram

algumas construgdes de ladrilhamentos bem comportados, como nas Figuras 47 e 48.

Figura 47: Ladrilhamento (3, 3, 3,4, 4) com moldes

Fonte: Oficina de Ladrilhamentos

Figura 48: Ladrilhamento (6, 4, 3,4) com moldes

Fonte: Oficina de Ladrilhamentos

Mas como nem todo ladrilhamento semirregular € bem comportado, surgiram também
construgdes dessa forma. A Figura 49 apresenta um ladrilhamento ndo comportado, usando

quadrados e triangulos equiléteros.
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Figura 49: Ladrilhamento semirregular com moldes de quadrados e tridngulos equildteros

Fonte: Oficina de Ladrilhamentos

Em conclusdao desse momento foram recolhidos os moldes, onde a nova proposta
era uma atividade digital, utilizando o GeoGebra. Inicialmente, o software foi apresentado a
turma como uma ferramenta auxiliadora no ensino de Matematica. Alguns alunos ja haviam
tido a oportunidade de conhecer o GeoGebra, mas a maioria, ndo. Sendo assim, houve um
momento “tutorial” em repassar para os alunos como deveriam utilizar cada ferramenta, para as
construgdes. Foram dadas atencao as funcionalidades de criac@o de pontos, poligonos regulares,
angulos e como configurar as construcgdes realizadas.

Este momento das atividades foi usado para mostrar todos os tipos de ladrilhamentos
bem comportados (ndo sendo trivial a percepcdo e visualizacdo de todos) e propor que
os alunos verificassem a construcio dos mesmos usando o programa nos computadores.
Essas construcdes se deram pelas ferramentas de criacdo de poligonos do GeoGebra, que
proporcionam uma constru¢do “manual” simplificada. A utilizacdo dos comandos descritos
no capitulo anterior exigiria uma maior explanacao de como serem utilizadas, dado que grande
parte doa alunos faria seu primeiro contato com o software.

Alguns alunos tentaram construcdes simples e que até ja haviam sido realizadas com
os moldes. Por exemplo, os ladrilhamentos (3,3,3,3,3,3) e (4,4,4,4). Outros aceitaram a
tarefa de construir os ladrilhamentos que utilizam diferentes poligonos. A Figura 50 mostra
a construgdo do ladrilhamento (6,3,3,3,3) utilizando de hexagonos regulares e tridngulos

equilateros.
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Figura 50: Ladrilhamento (6, 3, 3, 3, 3) com GeoGebra

Fonte: Oficina de Ladrilhamentos

Outros alunos acessaram as configuracdes para colorir os poligonos e transformar o
visual das constru¢des. As Figuras 51 e 52 mostram, respectivamente, o ladrilhamento (8,8, 4)
construido com octégonos regulares e quadrados, e o ladrilhamento (6,4,3,4), que utiliza

hexdgonos regulares, quadrados e tridngulos equiléteros.

Figura 51: Ladrilhamento (8, 8,4) com GeoGebra

Fonte: Oficina de Ladrilhamentos
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Figura 52: Ladrilhamento (6, 4, 3, 4) com GeoGebra

Fonte: Oficina de Ladrilhamentos

ApOs a conclusdao das atividades, os alunos foram questionados, por meio de
discussodes, a respeito de suas percepcoes sobre a oficina e o uso do software GeoGebra. Eles
descreveram como algo diferente, mas que € uma ferramenta inovadora e eficiente no estudo de
geometria. Comentaram ainda, que pouco haviam pensado nessa possibilidade para os estudos
de Matematica, e que, apesar de inicialmente pensarem na dificuldade, na verdade perceberam
que o GeoGebra ¢ bem didético e simples de usar.

Outra questao levantada, foi a sensagcao dos alunos em estudar os poligonos através do
software e dos moldes. Os principais comentdrios foram a respeito da facilidade da construgdo
de diversos poligonos e a comparagdo com os moldes em material concreto. A construgdo dos
ladrilhamentos no GeoGebra se torna precisa e simplificada. Para outros alunos, a oficina foi
vista como uma aula diferente do que vivenciam em sala de aula, com quadro e papel, sendo
um momento de usar as TDICs que tanto estdo acostumados. A oficina se tornou uma atividade
produtiva e ludica, um momento de ensino e aprendizagem.

Por fim, os estudantes foram questionados sobre o uso de tecnologias digitais no estudo
de Matemadtica. Os mesmos a consideraram como uma maneira diferente e interessante de
estudar. E importante adequar as aulas e os estudos com a realidade tecnolégica em que se vive

e essa utilizacdo pode abrir novas possibilidades e mostrar novas perspectivas.
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Consideracoes Finais

A finalizacdo deste trabalho permitiu trilhar novos caminhos e acessar diferentes
possibilidades em sala de aula. A Matematica ndo existe apenas para satisfazer um mural de
conteudos, mas foi desenvolvida, ao longo do tempo, através da necessidade do homem em
buscar melhores meios de sobrevivéncia e facilidade em suas atividades.

Grande parte dessas facilidades foram conquistadas com a formalizacdo de
conhecimentos geométricos, na qual houveram sucessos em construcdes arquitetonicas e
artisticas. Parte dessa historia, apresentada no primeiro capitulo, traz significados que
motivam o estudo dos mosaicos e ladrilhamentos. Essa historia é constituida de diferentes
povos, diferentes lugares e diferentes épocas, mas o principio geral € o mesmo, a busca por
aprimoramentos através do conhecimento.

A descri¢do dos ladrilhamentos no capitulo 2 possibilita um relacionamento direto com
o estudo da Geometria, onde sdo trabalhados poligonos regulares, relagdo entre nimero de lados
e medidas de angulos, no qual foi possivel uma catalogacdo matematica/geométrica dos tipos
de ladrilhamentos bem comportados, que foram trabalhados com os alunos.

A ferramenta chave do trabalho, o GeoGebra, foi detalhado no capitulo 3, onde
¢ objetivada sua criacdo e especificadas algumas de suas funcionalidades. O GeoGebra é
um programa de disponibilidade gratuita e de f4cil acesso, que possibilitou uma construg¢ao
automatizada dos ladrilhamentos, onde existe uma interface interessante que permite alterar
layout e cores, qualificando a visualizacao.

Mostrar isso aos alunos leva a eles significados acerca de um contetdo, despertando
entusiasmo e participacdo. A oficina realizada permitiu essa associa¢do em diferentes etapas.
A abordagem histdrica dos mosaicos e ladrilhamentos, os leva a pensar no que também podem
construir hoje e como sociedades passadas desenvolveram arte usando matematica e matematica
usando arte. Nesse contexto, foram apresentados aos alunos os ladrilhamentos, em seu ambito
artistico e geométrico, fazendo uma ligacao entre historia dos mosaicos e suas constru¢des com
o uso de um software. Dessa forma, foram associados conteidos da Geometria, ja estudados,
com a construcao dos ladrilhamentos desejados. As condi¢des de ladrilhamentos descritas
no capitulo 2 também foram detalhadas aos mesmos, permitindo que filtrassem algumas
possibilidades do que viria a ser feito. Antes de trabalhar o GeoGebra com os alunos, a atividade
proposta foi a montagem dos ladrilhamentos com os moldes apresentados, com intuito de fazer

uma ligacdo com as construcdes que viriam a ser realizadas nos computadores.
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ApOs essa etapa foi entdo apresentado o software, que seria algo inédito para maioria
dos alunos. Os alunos sempre utilizaram celular e computador, mas pouco o fizeram pra
estudar geometria/matematica. Este trabalho foi entdo uma possibilidade de levar uma atividade
diferenciada, mostrando possibilidades para que o uso feito do celular e computador, por
parte dos alunos, pudesse ser associado ao estudo de Matematica . Este momento da oficina
permitiu mostrar algumas das iniimeras funcionalidades do GeoGebra, onde os alunos usaram
da criatividade pra construir os ladrilhamentos propostos, como mostrado no capitulo 4. No
final das atividade a percepcao do que foi trabalhado e os questionamentos respondidos pelos
alunos mostraram que tiveram uma impressao satisfatdria a respeito dos métodos utilizados. A
interacao ja existente entre os estudantes e as tecnologias digitais, fizeram com que rapidamente
soubessem utilizar as ferramentas do GeoGebra e tivessem uma boa participacio na oficina.

O ensino é uma atividade em que os professores devem ser mediadores e os alunos
protagonistas. Construir um ensino significativo é uma tarefa modelada com o tempo. A
finalizac@o deste texto visa que outros professores também possam se conectar a essas ideias
para inovacdo e ampliacdo do ensino, adequacdo das aulas ao desenvolvimento tecnoldgico
e apresentacdo de significados do que se é trabalhado. Espera-se também que este trabalho
seja continuado, uma vez que essa abordagem propicia novas pesquisas, no que diz respeito a

Educacao, Histéria da Matemaética e Tecnologias Digitais.
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Apéndices

Apéndice 1

NOME DO PROJETO: Oficina de Ladrilhamentos

ESCOLA COLABORADORA: Escola Estadual Professor Elidio Duque

DISCIPLINA: Matematica

TURNO: Matutino CARGA HORARIA: 20 horas aula

RESPONSAVEL: Jhone Lima Santos

ETAPA DE ENSINO: Ensino Fundamental 11 TURMA: 9° ano

DURACAO DO PROJETO: 02/10/2019 a 13/12/2019

I - JUSTIFICATIVA:

E importante encontrar métodos alternativos e inovadores para ensinar Matemdtica, cujos
conteddos estdo intensamente ligados ao cotidiano, mas que parte dos alunos tem aversao e
dificuldades. Os ladrilhamentos estdo presentes na historia da arte e das construcdes, o que gera
a oportunidade de associd-los as tecnologias digitais da atualidade e mesclé-los a sala de aula.
De certo modo, mostrar para o educando que através de objetos e de softwares matematicos
¢é possivel estudar matemadtica de forma dindmica e atrativa. Essa oficina também serd parte

integrante de um trabalho de dissertacao do Mestrado Profissional em Matematica (PROFMAT).

II - PROBLEMATIZACAO:

Devido a maneira como a Geometria vem sendo colocada entre os conteiudos de matematica,
muitas vezes deixada para ser trabalhada sempre ao final do ano letivo, ndo gerando um
resultado proveitoso com os alunos, visa-se com este projeto dar uma atencao especial a esta
area da matemdtica e mostrar aos alunos métodos alternativos para seus estudos. Trabalhar a

Matematica de forma dinamica e interativa através do software GeoGebra.

IIT - OBJETIVOS:
e Apresentar a historia dos ladrilhamentos e como sao utilizados;
e Rever conceitos de Geometria relacionados a poligonos regulares;

e Apresentar 0 GeoGebra como ferramenta de estudo e ensino na constru¢@o de objetos da

geometria.
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IV - METODOLOGIA: Os métodos utilizados podem ser divididos em cinco momentos.

. Em primeiro instante serdo apresentados tema e objetivos da oficina aos alunos, bem

como um breve resumo das etapas da mesma.

. No segundo momento sera feita uma abordagem histérica a respeito dos ladrilhamentos.

Também serd feita uma revisdo bdsica de alguns pontos da Geometria, com intuito de

definir os tipos de ladrilhamentos a serem trabalhados.

. O terceiro ponto do trabalho serdi um momento pratico, onde os alunos fardo, sob

orienta¢do, construcdes de ladrilhamentos utilizando moldes de poligonos regulares. Esta

etapa servird para que percebam algumas propriedades e condigdes em suas tentativas.

A quarta parte das atividades serd caracterizada pela apresentagao do software GeoGebra,
onde serdo explicadas algumas funcionalidades bdsicas do mesmo, a fim de que
realizem as constru¢des que serdo propostas em sequéncia. Os alunos construirdo
(em computadores) alguns tipos de ladrilhamentos regulares, irregulares e “bem
comportados” utilizando das préticas vistas com os moldes e dos conceitos trabalhados

acerca do GeoGebra.

. O quinto e ultimo momento do projeto se trata de levantar questdes aos alunos sobre suas

percepgdes acerca do que fora trabalhado. Também nesse momento serd apresentado o
aplicativo do GeoGebra para celulares (o qual maioria terd um provavel acesso futuro),

sendo dadas sugestdes de estudos, realizadas as consideracdes finais e agradecimentos.

V - RECURSOS:

Para a execugdo do projeto serd necessario:

Projetor de midia;

Laboratorio de Informatica (uso de computadores);
Notebook;

Moldes de poligonos regulares;

Papel a4 e canetas.
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VI - CRONOGRAMA:
O inicio das atividades se dard no dia 02/10/2019, onde havera um periodo de estudo, preparacao
de materiais e atividades que serdo apresentadas no projeto. A culminancia sera realizada entre

os dias 09/12 e 12/12 de 2019.

VII - AVALIACAO:
Sera avaliado de forma continua e processual a participacdo dos alunos durante a realizacdo
do projeto. Uma autoavaliacdo também sera realizada através de questionamentos, que trarao

informacdes acerca da percepcao dos alunos sobre a oficina.

VIII - REFERENCIAS:

e DIAS, Claudio Carlos; SAMPAIO, Joao Carlos Vieira. Desafio Geométrico - Modulo 1.
Cuiaba, MT: Central de texto, 2013.

e HOHENWARTER, Markus; HOHENWARTER, Judith. Ajuda GeoGebra: Manual
Oficial da Versao 3.2. 2009. Disponivel em: (https://app.geogebra.org/help/docupt PT.
pdf). Acesso em 20 de outubro de 2019.

e O GeoGebra. Disponivel em: (www.ogeogebra.com.br). Acesso em 21 de outubro de

2019.
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