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Resumo

Este trabalho aborda o ensino de Fisica através do uso da Modelagem Matematica.
O trabalho foi iniciado com a apresentacao dos conceitos basicos sobre funcoes e aquelas
que seriam usadas no ensino de Fisica. Posteriormente, foi feito o estudo sobre Modela-
gem Matematica e sua importancia para o ensino de Matematica e Fisica. Além disso,
foram feitas atividades relacionadas ao movimento retilineo uniforme e lancamento de
projéteis com alunos do Ensino Médio para instigar tais alunos a pensar sobre o tema.
O estudo tem caracteristicas qualitativas sendo norteado pela Modelagem Matematica.

Palavras-chave: Fungoes, Modelagem Matematica, Ensino de Fisica.






Abstract

This work approach Physics teaching through the use of Mathematical Modelling.
The work started with the presentation of the basic concepts about functions and
those that would be used in the teaching of Physics. Subsequently, a study was made
on Mathematical Modelling and its importance for the teaching of Mathematics and
Physics. In addition, activities related to uniform rectilinear movement and launching
projectiles were carried out with high school students to encourage such students to
think about the theme. The study has qualitative characteristics and is guided by
Mathematical Modelling.

Keywords: Functions, Mathematical Modeling, Physics Teaching.
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1 Introducao

O processo que utiliza expressoes matematicas que descrevem uma situagao real é
chamado Modelagem Matematica. Modelar a realidade é o que torna a Matematica
uma ciéncia diferente das demais. Essa defini¢ao sugere que modelar é uma atividade
cognitiva na qual pensamos e criamos modelos para descrever como os dispositivos ou
objetos de interesse se comportam. Existem varias maneiras pelas quais dispositivos
e comportamentos podem ser descritos. Podemos usar palavras, desenhos ou esho-
cos, modelos fisicos, programas de computador ou férmulas matematicas. Em outras
palavras, a atividade de modelagem pode ser realizada em varios idiomas.

O mundo externo é o iinico chamado real; aqui observamos varios fenémenos e com-
portamentos, de origem natural ou produzidos por artefatos. O mundo conceitual é
o mundo da mente - onde vivemos quando tentamos entender o que esta acontecendo
naquele mundo real e externo. O mundo conceitual pode ser visto como tendo trés esta-
gios: observacgao, modelagem e previsao. Na parte de observagao do método cientifico,
medimos o que esta acontecendo no mundo real. Aqui reunimos evidéncias empiricas e
“fatos reais”. As observacoes podem ser diretas, como quando usamos nossos sentidos,
ou indiretos, caso em que algumas medidas sao tomadas para indicar através de outras
leituras que um evento ocorreu. Por exemplo, geralmente sabemos que uma reagao
quimica ocorreu apenas medindo o produto dessa reacao. Nesta visao elementar de
como a ciéncia é feita, a parte da modelagem se preocupa em analisar as observacoes
acima por um de (pelo menos) trés angulos. Essas justificativas sao sobre o desenvol-
vimento: modelos que descrevem o comportamento ou resultados observados, modelos
que explicam por que esse comportamento e resultados ocorreram como ocorreram; ou
modelos que nos permitem prever comportamentos ou resultados futuros ainda nao
vistos ou nao medidos.

Na parte predicao do método cientifico, exercitamos nossos modelos para nos dizer
0 que acontecerd em um experimento ainda a ser realizado ou em um conjunto ante-
cipado de eventos no mundo real. Essas previsoes sao seguidas por observacoes que
servem para validar o modelo ou sugerir razoes para que o modelo seja inadequado.
O ultimo ponto também sugere que a modelagem é central para todas as fases concei-
tuais no modelo elementar do método cientifico. Modelos sao criados e usados para
prever eventos que podem confirmar ou negar os mesmo. Além disso, também pode-
mos melhorar nossa coleta de dados empiricos quando usamos um modelo para obter
orientagao sobre onde procurar.

Por todos esses motivos relatados acima a Modelagem Matematica esta se tornando
um assunto cada vez mais importante, & medida que os computadores expandem nossa
capacidade de traduzir equacgoes e formulacés matematicas em conclusoes concretas
sobre o mundo natural e artificial em que vivemos.
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18 Introducao

A procura por um modo de ensinar que fosse diferenciado, de modo a trazer o
interesse dos alunos para a sala de aula, para os conceitos que estao sendo apresentados
foi o grande norteador desse trabalho. A ideia foi mostrar aos alunos que eles podem ser
exploradores do conhecimento, observando, experimentando, manipulando e analisando
os dados que estao sendo obtidos a partir de atividades que sao feitas por eles mesmos.
Para tanto, esse trabalho serd dividido em algumas etapas.

No Capitulo 2 sao apresentados conceitos basicos de Matemaética e de Fisica. Es-
tes conceitos serao usados durante todo o trabalho, inclusise para a realizacao das
atividades.

Para fazermos a relacao entre os conceitos matematicos e fisicos usamos como me-
todologia a Modelagem Matematica, a qual é apresentada no Capitulo 3.

As atividades que foram feitas durante as aulas estdo expostas no Capitulo 4 e a
conclusao e os trabalhos futuros no Capitulo 5.



2 Conceltos Basicos

Neste capitulo estao os conceitos fundamentais para o ensino de velocidade, acele-
racdo e lancamento de foguetes. Foi usado [8] como livro texto.
Definigao de funcao: Dados os conjuntos X, Y, uma fungdo f : X — Y (leia-
se “uma fungao de X em Y”) é uma regra (ou cunjunto de instrugoes) que diz como

associar a cada elemento x € X um unico elemento y = f(z) € Y (leia-se “y igual a f
de 27).

Notagao: f : X — Y, onde o conjunto X chama-se o dominio (ou D(f)) e Y é
o contra-dominio da fungao f. Para cada z € X, o elemento f(xz) € Y chama-se
a imagem de x pela funcao f, ou o valor assumido pela funcao f no ponto x € X.
Escreve-se x — f(z) para indicar que f leva x em f(x). Deve-se ainda observar que uma
funcao consta de trés ingredientes: dominio, contra-dominio e a lei de correspondéncia

x— f(x).

Simbolicamente:

VeeX,NyeY :y=f(r) e Vo, v2 € X, 11 =12 = f(x1) = f(22)).

Igualdade: Sejam f,g : X — Y. Dizemos que f = g se, e somente se, f(z) =
9(x), Vo € X e D(f) = D(g).

Defini¢ao (Conjunto Imagem): Seja f : X — Y. Definimos o conjunto Imagem
da funcao f por
Im(f)={yeY |Fre X comy= f(x)}.

Defini¢ao (Grafico): Seja f : X — Y uma fungao. O grafico de f é o conjunto

graf(f) ={(z, f(x) [z € X, y = f(z)} C X XY,

Exemplo 1: Considere a fun¢ao f : R — R dada por f(z) = z?%. Isto, ¢ a fun¢ao que
associa, a cada z € R, seu quadrado z?. Observe que os requisitos para uma funcao
estao satisfeitos, uma vez que, a cada x € R, temos associado um tnico outro real f(x),
qual seja, 2. Assim, é que, ainda em relacdo a esse exemplo, temos f(v/2) = (v/2)? = 2,
f(3) =3%=9 etc.
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20 Conceitos Bésicos

Figura 2.1: Grafico de f(z) = z* (fonte: proprio autor)

Exemplo 2: Considere a funcao f : R — R dada por f(z) = 5. Neste caso
extremo, temos uma fungao constante igual a 5, todo x € R estd associado a um
mesmo y € R, y = 5. Contudo, as condicoes impostas na definicdo estao plenamente
satisfeitas, i.e., todo € R esta associado a um tnico y € R.

Figura 2.2: Grafico de f(z) =5 (fonte: proprio autor)

Exemplo 3: Considere a fungao f : R — R dada por f(z) = z. Esta é a funcao
identidade, que associa, a cada z € R, seu proprio valor.
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Figura 2.3: Gréafico de f(x) = z (fonte: proprio autor)

Exemplo 4: Considere a relagao ! f : R — R dada por f(z) = /z. Isto quer
dizer que a relagao associa, a cada z € R, sua raiz quadrada /z. Observe que os
requisitos para ser fun¢ao nao estao satisfeitos, uma vez que, para um dado x < 0,/x
nao estd definida em R. Entretanto, é possivel adequar o dominio da relagao para
torna-la uma funcao. Tomando o dominio de f por R, f torna-se funcao. Em relacao
a esse exemplo, temos f(4) =2, f(9) = 3, etc.

Figura 2.4: Grafico de f(x) = /z (fonte: proprio autor)

Injetora: Seja f: X — Y uma funcao. Dizemos que f é injetora (ou injetiva) se
associa valores distintos de X a valores distintos de Y/, isto &,

(Vxq, 9 € X, se x1 # x9, entdo f(z1) # f(x2)) & (Va1, 29 € X, se f(z1) = f(x2) entdo x; = z3).

Sobrejetora: Seja f : X — Y uma funcao. Dizemos que f é sobrejetora (ou
sobrejetiva) se todo elemento do contra-dominio estd associado a algum elemento do

'Relacdo é um conceito mais geral que funcio
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dominio, isto é,

VyeY, e X | flz)=y) < Im(f) =Y.

Bijetora: Uma funcao f : X — Y é chamda bijetora se f for injetora e sobrejetora.

Exemplo: A fungio f: R — R, definida por f(z) = x? é sobrejetora, mas nao é
injetora.

De fato, é sobrejetora pois para todo y € R, existe z € R tal que y = 2°.

Porém, f ndo ¢é injetora, pois, 3 # —3 e f(—3) = f(3) =9.

Composicao de funcoes: Sejam f : X — Y e g : Y — Z duas funcoes. A
composta go f : X — Z é definida por (go f)(z) = g(f(x)), Vz € X.

2e g(x) =22 + 3.

Exemplo: Sejam f: R — R e g: R — R dadas por f(z) =z
g(z?) = 222 + 3. E

Temos que go f : R — R e é dada por g o f(x) = g(f(x))
fog(a) = flg(@)) = (22 +3)° = 4a® + 120+ 9.

Funcao Identidade: Definimos como func¢ao identidade de  como sendo a aplicagao
idx : X — X, id,(z) =2, Vo € X.

Funcao Inversa: Seja f: X — Y uma funcao. Dizemos que [ é invertivel se existe
g:Y — X tal que

gof=ridxe fog=idy.

ou seja,
gof(x)=zVreXefogly =y, VyeY.

Proposicao: Quando a inversa existe, ela é tinica.
De fato, suponha que existam g;, go : ¥ — X definidas como acima. Entao, para
todoy e Y :

fo1(y) =y = f(92(y)).

Observe que f é injetora, logo
f(x1) = f(22) = 91(f(21)) = g1 (f(22)) = 21 = 20
Logo, temos que g1(y) = g2(y) = g1 = go.
Notacao: A inversa de f: X — Y é denotada, quando existe, por f~1.

Teorema: Seja f: X — Y uma funcao. Temos que f é invertivel se, e somente se,
f é bijetora.

Demonstracao: (Condicao necessaria) Se f admite inversa g entdo g(f(x)) = z,Vx €
X e f(9(y)) =y, Yy € Y entao

fla)=f(@') = g(f(2)) = g(f(2) =z =1

Logo, f é injetora.
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Agora, para todo y € Y, y = f(f (y)) entao existe z = f~(y) € X com f(z) = y.
Portanto, f é sobrejetora.

(condicao suficiente:) Se f: X — Y & bijetora, dado y € Y, existe um tnico z € X
com f(x) =y.

Vamos definir g : Y — X satisfazendo a condigdo g(y) = =.

Temos que para todo z € X, g(f(z)) = = e para todo y € Y, f(g(y)) = f(z) = v.
Portanto, g = f1.

2.1 Funcao afim

Uma funcgao afim é uma funcao f : R — R tal que f(z) = ax+b para todo z real,
onde a e b sao nimeros reais dados, neste texto sera considerado o caso em que a # 0.
Uma funcao linear é uma funcao afim f como acima, tal que b = 0.

A imagem de uma funcao afim f como acima pode ser encontrada procurando-se
o conjunto dos y € R tais que a equagao ax + b = y tenha alguma solucao = € R.
Mas, como tal equacao sempre admite a solucao x = yT*b, concluimos que todo y € R
pertence & imagem de f, de modo que Im(f) =R.

fix)=2x+1

/

/

Figura 2.5: Grafico de fun¢ao afim (fonte: proprio autor)

2.2 Funcao quadratica

Uma funcao quadratica ou de segundo grau é uma funcao f : R — R que
associa a cada z € R o elemento ax? + bz + ¢ € R, onde a, b e ¢ sao niimeros reais
dados, com a # 0.

Para fazermos um estudo mais aprofundado sobre a funcao quadratica vamos reescrevé-
la:

b b b? v?
f(x)=ax®* +bx+c=a Pt e+ ) =als?+2a ot A
a a a 4a®  4a®
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24.9 + b? _ b_Q_E — _|_£ 2_ w
“I\? az 4q@ 402 a O\t 2a 4a? ’

Representando b? — 4ac por A, também chamado de discriminante do trinémio
do segundo grau, temos a forma canonica

Raizes ou zeros
Os zeros ou raizes da func¢do quadrética f(x) = az® + bz + ¢ sdo os valores de x reais
tais que f(x) =0 e, portanto, as solugoes da equagao do segundo grau:

ax’ +br+c=0.

Utilizando a forma candnica acima, temos:
b A
x JE— R —
2a 4a?

=0« +b 2—A<:>
- & 2]  4a?

ar’ +br+c=0<=a =0«

+b LA
o 2a 42

b VA —b+ VA
Srt—=t—<=r=—_——"
2a 2a 2a

—

Nuamero de Raizes

Observe que a existéncia de raizes reais para a equacao do segundo grau ax?+bx+c =0
fica condicionada ao fato de /A ser real. Assim, temos trés casos a considerar:

Caso 1: Para A > 0, a equacao apresentard duas raizes reais e distintas, que sao:

_-b+VA _—b—VA

To =

1 2a 2a

Caso 2: Para A = 0, a equacao apresentard duas raizes reais e iguais, que sao:

—b
T1 — T = %

Caso 3: Para A <0, temos que VA ¢ R, a equacdo tera duas raizes complexas, uma
conjugada da outra, que sao:

_ —b+iV/A

 —b—iV/A
2a n '

T
2a

)
Em relagao a fungiao quadratica f(z) = ax? + bx + ¢, temos que:

A
(a) Se a > 0, entdo Im(f)= {— P +oo>;

(b) Se a < 0, entao Im(f)= (— 00, —?}
a
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f(x) = = 5x+6

Figura 2.6: Grafico de fungao quadratica (fonte: proprio autor)

2.3 Grafico de uma fungao do 2° grau

Definicao: Dados um ponto F' no plano e uma reta d que nao contém F, a parabola
¢ o lugar geométrico dos pontos do plano que estao a mesma distancia de F' e de d. O
ponto I’ é chamado de foco da parabola e d é a reta diretriz.

Uma parabola é entao uma curva no plano, que é simétrica, sendo o eixo de simetria
a reta que contém o foco F' e que é perpendicular & reta diretriz.

O ponto V' da parabola g que pertence a reta focal é o vértice de p. Se A é o
ponto onde d instersecta o eixo de simetria [, entao V' é o ponto médio do segmento
AF.

O numero 2p = d(F, L) é o parametro da parébola p. Note que d(V, F) = d(V, L) = p.

eixo de
simetria

Figura 2.7: Parabola (fonte: proprio autor)

Para determinar as coordenadas do vértice da parabola, observemos que o mesmo
também pertence ao eixo de simetria da parabola e, portanto, a abscissa do vértice
serd igual ao ponto médio entre as raizes.
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Caso 1: Para A > 0 temos que

_—b+VA . b= VA

T T =

2a 2a
Logo,
_$1+$2_W_—2b_—b
Ve T 2 " 4a  2a

Agora, para obter a ordenada do vértice basta substituir z na equacao y = az?+bx+c,

isto é,
—b 2+b —b N b2 b2+
=a|— — c=a———+c=
v 2a 2a 4a2  2a

b? — 2b? + 4ac B —b% + 4ac _—A
4a n 4a  da’
Caso 2: Para A < 0 entao as raizes sao complexas e temos

 —b—iW/A

_ —b+iVA

x e
! 2a 2 2a
Assim,
1 + T4 WE T A
€T = ey ey = —.
v 2 2 da  2a
Portanto, as coordenadas do vértice da parabola sao (;—, ;—) independentemente
a’ 4a

da existéncia ou nao de raizes reais.

2.4 Maximo e Minimo

Defini¢oes: Dizemos que o nimero yy, € Im(f) é o valor maximo da fungao y = f(z)
se, e somente se, Yy > y para qualquer y € Im(f). O namero zy € D(f) tal que
yu = f(xar) € chamado ponto de maximo da funcio.

Dizemos que o ntumero y,, € Im(f) é o valor minimo da fungdo y = f(z) se,
e somente se, y,, < y para qualquer y € Im(f). O ntmero z,, € D(f) tal que
Ym = f(x,,) é chamado ponto de minimo da funcao.

Teorema: (a) Se a < 0, a fungido quadratica y = ax? + bx + ¢ admite o valor de

maximo yy; = I para x); = o

(b) Se a > 0, a func¢ao quadratica y = az*+bx + ¢ admite o valor de minimo y,,, = —4é
; a

para ay, = —o-.

a
Demonstracao: item (a) (o item (b) serd feito de modo analogo), consideremos a
funcao quadrética na forma canénica:
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Sendo a < 0, o valor de y serd tanto maior quanto menor for o valor da diferenca
L b A
r+—] ——.
2a 4a?

Nessa diferenca, — é constante (porque nao depende de x, s6 depende de a, b, c e

4a?

b\ 2
(x + 2—) > 0 para todo x real.
a

2
Entao a diferenca assume o menor valor possivel quando <:v + 2—) = 0, ou seja,
a
b
quando r = ——.
2a

Para x = —5, ha expressao (1) temos:
a

B _b+b2_A N PR
y=a 2a  2a 4a2 | ¢ 402 | 4a’
2.5 Conceltos basicos da Fisica

A Fisica como ciéncia recebeu esse nome ha pouco tempo. Porém, suas formulacés
sempre usaram linguagem matematica. O desenvolvimento da Fisica se da a partir da
necessidade do homem de entender a natureza e de controlar e reproduzir suas forcas.
Todos os conceitos apresentados nesse capitulo estao baseados em [4], [8] e [12].

Segundo Rubie José Giordani “a ideia de que o homem é um ser intelectualmente
evolutivo é irrefutavel”. Porém, por mais avancada que seja a geracao, seja em termos
cientificos ou empiricos, teve de partir de ideias simples ou da necessidade de resolver
um problema pratico do contidiano e nesse sentid,o qual foi o problema pratico que
Newton estava pensando ao propor o conceito de velocidade instantanea?

Porém, antes de falar de Newton, devemos observar que muitos pensadores busca-
ram respostas para o conceito de infinito. Zeno foi o primeiro a pensar filosoficamente
sobre o infinito: um mavel se deslocando entre dois pontos fixos A e B situados a uma
distancia finita. Considerando Ty, T3, ...,T,,... sdo os tempos gastos para percorrer
a metade da distancia restante no trajeto, Zeno concluiu que o movél nunca chegaria
em B. Aristételes procurou resolver o paradoxo de Zeno usando argumentos filosoficos,
enquanto Arquimedes encontrou diversas somas envolvendo elementos infinitos.

Por outro lado, o estudo de areas abaixo de curvas foi impulsionado pela Geometria
Analitica de Pierre de Fermat e Rene Descartes. Fermat tentava mostrar que nos
pontos de méximo ou de minimo a reta tangente a curva é horizontal, ou seja, tem
inclinacao zero. E a partir dai encontrar a reta tangente a curva, passou a ser o grande
desafio para os pensadores. A necessidade do uso do conceito de limites era eminente,
porém nao reconhecida. Newton foi o primeiro a buscar esse conceito e usé-lo na sua
teoria.

Newton teve contato inicialmente com Aristoteles, porém nao foi adepto de suas
ideias. Contudo, ter estudado as ideias aristotélicas trouxeram a Newton um apren-
dizado novo de como abordar a natureza e a pensar sobre ela de forma organizada e
coerente.
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As ideias de Newton sobre o Célculo Infinitesimal vieram ao longo do periodo de
1666 a 1668. Durante esses anos ocorreu um surto de peste que fechou Cambrigde
obrigando Newton a abrigar-se na casa de sua mae em Woolsthorpe. No tempo que
ficou isolado ele usou um caderno com suas paginas quase todas em branco que ganhou
do reverendo Smith. Nele encontra-se detalhes da abordagem que ele desenvolveu sobre
a Fisica e o movimento.

Sabe-se através desse caderno que Newton fez uma anédlise sobre o movimento
usando o calculo infinitesimal que ele havia criado. O céalculo infinitesimal permi-
tiu a Newton relacionar a quantidade de forca aplicada a um objeto com a mudanca
de velocidade aplicada a ele.

Nao foi somente Newton que iniciou os estudos sobre célculo, porém neste trabalho
abordaremos a sua versao, por estarmos interessados na sua aplicacao na Fisica.

Segundo Eves (2011), o trabalho "Methodus fluxionum et serierum infinitarum”
para Newton uma curva era gerada pelo movimento continuo de um ponto.

Parte dos estudos sobre "fluxoes” se originou de trabalhos desenvolvidos por Galileu,
Torriceli e Barrow. Neste estudo Newton tratava x e y como grandezas independen-
tes, considerando o movimento de dois corpos de modo unidimensional e nao como
coordenadas.

Nesse método Newton afirmava que uma curva era gerada pelo movimento continuo
de um corpo no tempo. A grandeza que era variavel ele dava o nome de fluente
(quantidade que flui), representada por p e a sua taxa de variagao ele chamava de “fluxo
de fluente”, representado por p- que receberia mais a frente o nome de velocidade.

No método de Newton a relacao entre os fluentes resulta na relacao entre os fluxos
de fluentes. Para isso era necessario o conceito de momento de fluente, o qual seria o
incremento infinitamente pequeno sofrido por um fluente x em um intervalo de tempo
infinitamente pequeno. Newton propoe que o momento do fluente seja o produto
do fluxo do fluente pelo incremento infinitamente pequeno. Porém, essa visao era
incompativel com o significado de derivada, que serd mostrado a seguir.

Nesse periodo Newton também formulou as seguintes leis da Fisica:

(1) Um corpo permanece em repouso ou em movimento uniforme a menos que atue
sobre ele uma forca.

(2) Um corpo move-se sob agdo de uma for¢a de tal maneira que a taxa de variagao
temporal do momento ¢ igual a forca.

(3) Se dois corpos exercem forgas um sobre o outro, essas forgas sdo iguais em magnitude
e de direcoes opostas.

Sejam f uma funcdo e p um ponto de seu dominio. Limites do tipo:
o J@) = )
T—>p T — p

ocorrem de modo natural tanto na Geometria quanto na Fisica.

Seja o problema de definir reta tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p)). Tal
reta deve passar pelo ponto (p, f(p)), assim a reta tangente fica determinada se encon-
trarmos seu coeficiente angular. Considere a reta sx que passa pelos pontos (p, f(p))

e (z, f(x)).
Quando  tende a p, o coeficiente angular de sx tende a f'(p) onde

o)t T@) @)

T—p T —P



Conceitos béasicos da Fisica 29

Temos que f’ (p) é apenas uma notagao para indicar o valor do limite acima. Assim,
a medida que x vai se aproximando de p, a reta sy vai tendendo a reta 7' que tem
equagao:
y—fp) =)z —p).
E natural, definir entdio a reta tangente em (p, f(p)) como sendo a reta da equacio
acima.

f®

Figura 2.8: Gréafico aproximacao de retas (fonte: [8])

Suponhamos que s = f(t) seja a equagao horaria do movimento de uma particula
vinculada a uma reta orientada na qual se escolheu uma origem. Isto é, a funcao f
fornece a cada instante a abscissa ocupada pela particula na reta. A velocidade média
da particula entre os instantes ¢y e ¢ é definida pelo quociente

f(t) — f(to)
t—ty
A velocidade instantanea da particula no instante ty é definida como sendo o limite

o(to) = lim L =S 0),

t—to t — to

Definicao: Seja f uma fungao e p um ponto de seu dominio. O limite

o @) = S0)

T—>p Tr — p
quando existe e ¢ finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f (p). Assim,

/ . f(x) = f(p)
f(p)= lim ————=.
T—p xr — p
Se f admite derivada em p, entao diremos que f é derivavel ou diferenciavel em p.
E assim foi introduzido o conceito de velocidade instantinea e também o conceito de

derivada.

Durante o Ensino Médio o estudante inicia seu contato com os conceitos pensados
por Newton e por outros, porém de uma forma mais simplificada. Abaixo seguem esses
conceitos.

Velocidade: Na escola os conceitos iniciais como velocidade, aceleracao sao vistos de
forma mais simples. Varias grandezas estao associadas ao termo “rapidez. Uma delas
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é a velocidade média v,,, que é a razao entre o deslocamento Ax e o intervalo de tempo
At durante o qual ocorre esse deslocamento:

Ar wm—1
COAt gt
A notagao significa que a posicao é x; no tempo t; e depois x5 no tempo t,. Uma
unidade usual de velocidade média é o metro por segundo (m/s). Outras unidades
também podem ser vistas, mas elas estardo sempre na forma de comprimento/tempo.
A velocidade escalar média S, é uma forma diferente de descrever a “rapidez” com
que uma particula se move. A velocidade média envolve o deslocamento da particula
Az, enquanto a velocidade escalar média envolve a distancia total percorrida (por
exemplo, o nimero de metros percorridos), independente da dire¢ao e sentido; ou seja,

Um

g _ distancia total
"o At

Como a velocidade escalar média nao inclui dire¢ao e sentido, ela nao possui sinal
algébrico. Em algumas situagoes S,,, é igual a (exceto pela auséncia de sinal) vy,.

Vimos até agora duas maneiras de se descrever a rapidez com que algo se move:
a velocidade média e a velocidade escalar média, ambas medidas em um intervalo de
tempo At. Entretanto, o termo “quao rapido se refere mais frequentemente a com que
rapidez uma particula estd se movendo em um dado instante - e essa é a sua velocidade
instantanea (ou simplesmente velocidade) v.

A velocidade em qualquer instante é obtida a partir da velocidade média, encolhendo
o intervalo de tempo At, fazendo-o tender a 0. A medida que At diminui, a velocidade
média se aproxima de um valor limite, que é a velocidade naquele instante:

v = lim & = d—I

At—0 At dt
Velocidade escalar ¢ o moédulo da velocidade; ou seja, a velocidade escalar ¢ a
velocidade destituida de qualquer indicacao de direcao e sentido, seja em palavras ou

através de um sinal algébrico.

Movimento retilineo uniforme: Considere um movimento que possui velocidade
constante, em modulo, direcao e sentido. Este movimento se caracteriza pelo fato de
percorrer distancias iguais em intervalos de tempos iguais, o chamado movimento
retilineo uniforme (MRU). Neste movimento, como a posi¢ao varia linearmente com
o tempo, o grafico de posicao x tempo dele é uma reta crescente se v > 0 e uma reta
descrescente se v < 0, obtido através da lei horaria do movimento retilineo uniforme:

x(t) = xo + vt.
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X (m)

v=0

)|

t(s)

Figura 2.9: Grafico de posicdo do MRU com velocidade positiva (fonte: proprio autor)

X (m)

)|

t(;;
Figura 2.10: Grafico de posi¢do do MRU com velocidade negativa (fonte: proprio autor)

Como no MRU a velocidade é constante, seu grafico de velocidade x tempo é uma
reta horizontal:

v (mis)

-

t(s)

Figura 2.11: Gréafico de velocidade positiva do MRU (fonte: proprio autor)
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v (mis)

t(s)

Figura 2.12: Gréafico de velocidade negativa do MRU(fonte: proprio autor)

Aceleracao: Quando a velocidade de uma particula varia, diz-se que a particula sofre
aceleracao (ou se acelera). Para movimentos ao longe de um eixo, a aceleragao média
a,, em um intervalo de tempo At é

ve — v Aw
Ay = e
to — t1 At

onde a particula possui velocidade v; no tempo t; e depois velocidade vy no tempo ts.
A aceleragao instantanea (ou simplesmente aceleracao) é a derivada da velocidade em

relacao ao tempo:
dv

pu— a'

Em palavras, a aceleracao de uma particula em qualquer instante é a taxa com que
sua velocidade esta variando naquele instante. Graficamente, a aceleracao em qualquer
ponto é a declividade da curva de v(t) naquele ponto.

a

v (m/s)
/s
//
a (mis?)/
y

\ t {5)-;

Figura 2.13: Aceleragdo tangente a curva de velocidade (fonte: proprio autor)

Uma unidade usual de aceleragao ¢ o metro por segundo ao quadrado (m/s?).
Outras unidades podem aparecer, mas cada uma delas estard na forma de compri-
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mento/tempo®. A aceleragao ¢ uma grandeza vetorial e possui modulo, diregio e sen-
tido. Seu sinal algébrico representa seu sentido sobre um eixo, ou seja, um valor positivo
estd na direcao positiva do eixo e um valor negativo esta na direcao negativa do eixo.

Movimento retilineo uniformemente variado: Um movimento retilineo chama-
se uniformemente variado quando a aceleracao instantdnea é constante e nao nula.
No movimento retilineo uniformemente variado (MRUYV), a velocidade varia
linearmente com o tempo, o grifico de velocidade x tempo é uma reta crescente se
a > 0 e uma reta decrescente se a < 0, com funcao de velocidade dada por:

v(t) = vy + at.

v (mis)

-

t(s)

Figura 2.14: Grafico de velocidade do MRUV com acaleragao positiva (fonte: proprio
autor)

v (m/s) A

TS

Figura 2.15: Gréafico de velocidade do MRUV com acaleracao negativa (fonte: proprio
autor)

Como no MRUV, a velocidade varia linearmente com o tempo, a posicao varia com
o quadrado do tempo, o grafrico de posicao x tempo é uma parabola com concavidade
voltada para cima se a > 0 e uma parabola com concavidade voltada para baixo se
a < 0, com a funcao horaria dada por:

1
z(t) = xo + vot + §at2.
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x(m)‘ a=0

Toly=o v>0/

o
-

/ t(s)

b ———-

Figura 2.16: Grafico de posicdo do MRUV com acaleragdo positiva (fonte: proprio
autor)
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Figura 2.17: Grafico de posicio do MRUV com acaleracdo negativa (fonte: proprio
autor)

Aceleracao de queda livre: Se arremessassemos um objeto para cima ou para baixo
e pudéssemos de alguma forma eliminar os efeitos de ar no seu voo, achariamos que o
objeto esta acelerado para baixo a uma certa taxa constante. Essa taxa é chamada de
aceleracao de queda livre, e seu modulo é representado por g. A aceleracao independe
das caracteristicas do objeto, tais como massa, massa especifica ou forma; ela é a
mesma para todos os objetos. O valor de g varia ligeiramente com a latitude e com a
elevagao. Ao nivel do mar em latitudes médias da Terra, o valor é 9,8m/s?, o valor
que usaremos.

Considerando a situacao onde um objeto ¢ abandonado a partir do repouso a partir
de determinada altura H, temos um caso particular de movimento retilineo uniforme-

mente variado, e utilizando a fung¢ao horaria dos espagos para x(t) = H, definimos o
tempo de queda do objeto como:

t=4/—.
g

Lancamento horizontal: Considere um objeto em MRU sobre um plano horizontal.
Ao atingir o final do plano, o objeto comeca a cair, iniciando assim um movimento
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bidimensional chamado langamento horizontal. Neste movimento, o objeto continua
seu MRU na horizontal ao mesmo tempo que inicia um MRUV de queda livre na
vertical. Neste estudo foram realizados lancamentos horizontais de uma bolinha que se
movimenta sobre um plano, e quando ela comeca a cair, sua trajetoria é uma parabola.
A forma da parabola e o alcance horizontal dependem da velocidade com que ela deixa
o plano.

Figura 2.18: Langamento horizontal (fonte: proprio autor)






3 Modelagem matematica

Neste capitulo foram apresentadas ideias fundamentais sobre Modelagem Mateméa-
tica e como ela pode ser aplicada na educagao e sua relagcao com o ensino de Fisica.
Este capitulo foi baseado em [1].

Nas ultimas duas décadas, a Modelagem Matematica tem sido vista como uma
abordagem educacional desde os niveis elementares até o ensino superior. Em am-
bientes educacionais, Modelagem Matematica tem sido considerada uma maneira de
melhorar a capacidade dos alunos de resolver problemas cotidianos. Como introduzir
a um aluno o gosto pelo pensar? Como incentivar esse aluno a procurar perguntas e
respostas que nao estejam no celular ou em alguma rede social 7 A ideia de usar a Mo-
delagem Matematica ¢ uma possivel resposta para essas perguntas, pois a Matemaética
é algo totalmente mental, feita a partir de estruturas que criamos em nossa mente e a
Modelagem Matematica serd a ligacao entre essas ideias e a realidade.

A Modelagem Matematica ¢ uma metodologia muito usada quando se quer trazer
para a pratica em sala de aula a teoria vista pelos alunos. Ela também pode ser
usada como método cientifico de pesquisa. Logo ela se encaixa perfeitamente ao que
foi proposto em ser feito na sala de aula. O proposto foi tornar o aluno um cientista,
isto é, ele observar o fendmeno, fazer questionamentos sobre o que esta observando e
apos esta etapa procurar um modelo que se encaixe ao que foi visto, ou criar um novo
modelo. Para o professor é uma estratégia de ensino e aprendizagem, pois torna o
aluno interessado no conteiido que vai aprender.

Diferentes abordagens foram propostas com diferentes perspectivas teoricas para o
uso modelagem no ensino de Matematica. Essas abordagens podem ser classificadas
da seguinte maneira:

e modelagem realista ou aplicada,

e modelagem contextual,

e modelagem educacional,

e modelagem sociocritica,

e cpistemologica ou modelagem tedrica,

e modelagem cognitiva.

Geralmente, modelagem também é classificada por sua finalidade em educacao
matematica, da seguinte maneira:

e modelagem como objetivo do ensino de Matematica ou

37



38 Modelagem matemaética

e modelagem como um meio para ensinar Matemaética.

Nesta ttima abordagem, a modelagem é considerada um veiculo para apoiar os
esforcos dos alunos em criar e desenvolver seus conhecimentos matemaéticos iniciais e
seus proprios modelos.

Nesta perspectiva, a Modelagem Matematica é vista como halibidade basica, e
o objetivo ao ensinar Matematica usando essa habilidade é equipar os alunos com a
capacidade para resolver problemas da vida real em Matemaética e em outras disciplinas.

J& |2] mostraram o ciclo do processo da modelagem em seis passos mostrados abaixo
para auxiliar a andlise cognitiva de situagoes de modelagem. Expressoes matematicas
de um problema e o processo de resolver este problema colocando a vida real de lado
estao mostrados de maneira ciclica nesses passos.

1. Entendendo a situagao problema;
2. Simplificar /Estruturar;

3. “Matematizando”;

4. Trabalhando com a matemaética;
5. Interpretando;

6. Verificando;

7. Apresentando.

Primeiramente, a situagao problema deve ser entendida pelo aluno, isto é, um mo-
delo de situacao ¢ formado. Depois a situacao é estruturada e transformada em um
modelo real. Durante o passo 3, que é matematizar o problema, o aluno transforma o
verdadeiro problema em um modelo mateméatico. O aluno, no quarto passo, coordena
o pensamento matematico e o interpreta em relacao a vida real. Por dltimo as solucgoes
para o problema sao verificadas e apresentadas.

De acordo com [6] (1989), existem trés modos diferentes de usar Modelagem Mate-
matica para o ensino:

1. “Abordagem Geral de Aplicacao”, concentra-se em uma certa aplicacao. Basica-
mente, o professor apresenta o modelo e os alunos o usam de maneira controlada.
Essa abordagem ¢ usada principalmente em escolas de Ensino Médio e inclui a
terceira (céalculo, resolucao de desigualdades, etc.) até a quinta etapa (resultados
reais na vida cotidiana sao interpretados e verificados) do processo de modelagem.

2. “Abordagem pela Modelagem Estrutural”, usa situacoes da vida real e abrange
todos os passos da modelagem para formar do primeiro passo ao tltimo passo.
O professor faz um esforco para preparar o modelo matemético usado no terceiro
Passo.

3. “Abordagem Aberta da Modelagem”. Nesta abordagem os alunos trabalham com
ajuda limitada do professor sobre o problema. Neste caso os alunos tem total
independéncia para resolver o problema.
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Por que a modelagem é tao importante para a formacao de um aluno? Modelos
matematicos e Modelagem Matematica existem ao nosso redor, especialmente na tec-
nologia. E necessario durante a formacdo do estudante desenvolver suas habilidades
para usar as novas tecnologias e prepara-lo para ser um cidadao consciente e responsa-
vel. Mais geralmente a Modelagem Matematica ajuda os alunos a entenderem melhor
o mundo, motiva e fornece significado ao ensino da Matematica, garante o desenvolvi-
mento de varias habilidades, fornece apoio suficiente para a estrutura da Matematica.

Na verdade, aplicacao matematica e cientifica, desenvolvimento de modelos, é um
processo complicado. Nao exitem padroes para ensinar Matematica e ciéncia relacio-
nando com o mundo real através de atividades. Tal abordagem revela a complexidade
da pergunta “Qual é a razao da abstracao, formulagao, generalizacao em implementa-
coes e modelagem?” Esta questao em Matemética tradicional e em ciéncias se volta
para o pensamento epistemologico para indicar que realidades abstratas sao importan-
tes na conexao entre Matematica e realidade. Este caso necessariamente esta relacio-
nado ao processo cognitivo do aluno e a sua realidade social e econémica.

Desde a infancia até a adolescéncia o aluno aprende Matematica. Neste periodo o
aluno desenvolve o conhecimento matematico examinando um modelo apropriado para
o que esta aprendendo, ou seja, ele o reconstroi. Os modelos podem ser usados para
trés objetivos diferentes no ensino de Matemaética: garantir que os alunos desenvolvam
novos conceitos e relacoes, ajudar os estudantes a estabelecer relacoes entre conceitos
e simbolos, medir o nivel de comprensao dos alunos. Usar a modelagem traz uma
contribuicao importante em termos de desenvolvimento de resolucao de problemas e
habilidades dos alunos.

Segundo [1], a Modelagem Matematica consiste na arte de transformar problemas
da realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solucoes na
linguagem do mundo real. Porém segundo [5], o professor nao deve ser um mero expec-
tador, deve ter um comportamento ativo na definicao do problema e nao somente na
sua solucao. Quando se trata de entender e explicar a realidade é necessario distinguir
no sistema o que serao os parametros, os argumentos, o sistema, o que serd o modelo.

Para [1], usaremos Modelo Objeto como sendo a representagao de um objeto ou
fato concreto. Tal representacao pode ser um desenho, um esquema compartimental,
um mapa ou conceitual formula matematica ou simbélica.

Segundo [1], a formula¢do do modelo pode muitas vezes preceder & analise dos
dados experimentais, e nestes casos, o método de ajuste de curvas é fundamental para
a validacao dos modelos estabelecidos a priori. A validacao de um modelo matematico
consiste na verificacao da aproximacao do modelo com a realidade, ou seja, se os dados
experimentais ou observador nao estao “muito longe” daqueles fornecidos pelo modelo.

Em geral, o modelo depende de parametros e sua validagao exige a estimacao desses
parametros, de modo que a curva (solu¢do do modelo) ajustada represente, o mais
proximo possivel, o fenomeno estudado.

E importante também, no caso da modelagem, analisar a sensibilidade do modelo
aos valores dos parametros, o que ¢ tratato através de argumentos estatisticos. Um
dos métodos mais usados para estimacgao de parametros ou ajuste de curvas é denomi-
nado “método dos quadrados minimos” ou dos minimos quadrados como é usualmente
conhecido:

Método dos Quadrados Minimos
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Considere um conjunto de n dados observados {Z;,7,},i=1, 2, 3, ..., n e uma funcao
y(x) = f(zay,aq, ...,a;), onde a; (j =1,..., k) sdo os parametros - o método dos qua-
drados minimos consiste em determinar estes parametros de modo que “minimize” o

valor de
n

S = Z(yz —-7,)° = Z[f(fial,am e ag) =T

i=1
isto é, devemos minimizar a soma dos quadrados dos desvios entre os valores ¥, obser-
vados e os valores y; = f(T;a1, as, ..., ax) ajustados.

Ajuste Linear

Um ajuste é linear se for da forma y(z) = f(z;a,b) = ax+0b (equagdo de uma reta).
Neste caso, devemos encontrar os valores dos parametros a e b que tornam minimo o
valor da soma dos quadrados dos desvios:

n

S=38(ba) =Y (b+az; —7,)"

i=1

Tais valores devem satisfazer, necessariamente, as condigoes:

oS . o
%:O<:>;12(b+axi—yi)20.
08 L o
%:0<:>§12x1(b+aml_yl):0

ou seja,

a4 — Ny TY; — 2 Ti) Vi _ >_TY; — nTy
ny T = (L T)? 2T —nx?
po LT XY YT oy N T
ny. 7% — (3. 7)? n n
onde T (respectivamente 7) ¢ a média dos valores T; (respectivamente 7, ).

Quando fazemos um ajuste linear para relacionar duas varidveis nao sabemos a
priori se a reta encontrada é de fato o melhor modelo de ajuste. A verificacao da
existéncia e do grau de relagao entre variaveis é objeto do estudo da correlacao.

A correlacao linear mede a relacao existente entre as variaveis y; dados, em torno

de uma reta ajustada y = ax + b.
O coeficiente de correlacao Pearson r é um instrumento de medida da correlacao

linear, ¢ dado por:
> (i —Z)(yi — )

1 1
>(xi =)z 3 (yi —¥)2
O coeficiente de correlacao de Pearson é obtido através do teste de hipdteses Hy sobre

a aceitacao ou nao do coeficiente angular da reta.
O intervalo de variacao de r é entre -1 e +1, isto é,

=7y —ar.

—1<r<1.
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A correlacao serd tanto mais forte quanto mais proximo r estiver de +1, serd tanto
mais fraca quanto mais préximo estiver de zero. Se r = +1, entao a correlacao entre
as variaveis é perfeita. Se r = 0, entao nao existe nenhuma correlacao.

O sinal de r indica o sinal do coeficiente angular da reta ajustada.

Exemplo 3.1 Calcular o coeficiente de correlacao linear entre a renda e niimero de
filhos para 8 familias.

)

renda x n° de filhos y x?

y Xy
700 2 49000 1 1400
8000 1 64000000 16 32000
3000 2 9000000 1 6000
3700 3 13690000 9 11100
7000 2 49000000 1 14000
200 3 40000 9 600
480 3 230100 9 1110
500 5 250000 25 2500

S w;=23580 | S yi=24 | > (;)7 = 136700400 | > (y:)? =80 | 5 xy; = 69040

Tabela 3.1: Renda x ntmero de filhos de 8 familias (fonte:[1])

Calulando o coeficiente r de correlacao do ajuste, obtemos

69040 — 2358§><24 1700 0073
"= T — = —U. .
136700400 — 23580%)[80 — 24212 [67198350 x 8]2

O resultado r = -0.073 indica uma fraca correlacao entre a renda e o nimero de filhos
dessas 8 familias consideradas. Observamos que se a escolha das familias fosse aleatoria
entao o resultado poderia ser diferente.

Atualmente, a maioria das calculadoras cientificas ja tém o programa de ajustes
incorporado juntamente com o calculo do coeficiente de correlacao. O software Excel
¢ um excelente programa e também muito simples de ser utilizado.

Importante: na impossibilidade de se fazer o ajuste linear com o uso de calculadoras,
uma maneira simples, e que pode ser usada pelos alunos do ensino médio, é considerar
os dados experimentais dispostos num grafico sobre um papel milimetrado e usar uma
régua para tragar, aproximadamente ou no “olhémetro”, a reta ajustada.

+
[}
1
1
1
1
1
1
1
1
1
x.

Figura 3.1: Ajuste linear no “olhdometro” (fonte:[1])
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v

Figura 3.2: Elenco de funcoes tipicas (fonte:[1])

De qualquer forma, sempre se pode fazer uma comparacao da reta “chutada” com
a reta ajustada pelo método dos quadrados minimos - as contas usadas sao bastante
simples.

Para modelos dados por outras fungoes (nao lineares), o método do ajuste linear é
ainda aplicavel se conseguirmos escrever estas funcoes na forma

f(r)=ar+p

mediante uma mudancga de varidvel 7 = g(y). Na prética é bom considerar um elenco
de funcgoes tipicas.

3.1 Relacgoes entre Fisica e Modelagem Matematica

Um dos objetivos da Fisica é criar modelos matematicos que permitam previsoes e
explicacoes de fendmenos fisicos.

A Matematica desempenha papel fundamental na aprendizagem da Fisica, mas nem
sempre de uma maneira bem sucedida.

Em Fisica, a Matematica tem sido intimamente ligada & filosofia desse conheci-
mento, por 300 anos, transformando a Fisica da filosofia natural no que ¢ a ciéncia
Matematica de hoje.

Costuma-se dizer que a Matematica é a linguagem da Fisica, mas o que os fisicos
fazem com a Matematica é profundamente diferente do que os matematicos fazem com
isso, pois eles carregam significados nos simbolos de maneira diferente.

Perguntas sobre a natureza promoveram problemas e conceitos matematicos. Con-
jecturas foram formuladas tendo em vista situacoes fisicas e até solucoes foram pro-
postas usando o comportamento fisico.

No contexto do Ensino Médio, é importante notar que varios dos principais conceitos
de Matematica e Fisica convidam a sequéncia educativa entre os dois, por exemplo,
péndulos podem ser usados para demonstrar uma gama de fenémenos fisicos e também,
por exemplo, fornecer um ambiente para o estudo de Trigonometria.

Segundo [5] (2000)“a Modelagem Matemética pode ser considerada uma aborda-
gem de um problema nao matemético por meio da Matematica onde as caracteristicas
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pertinentes de um objeto sao extraidas com a ajuda de hipoteses e aproximacoes sim-
plificadoras e representacoes em termos matematicos sao determinadas”.

O objetivo do trabalho é usar a Fisica como motivacao para o ensino da Matemaética,
especificamente, o assunto de func¢oes, funcoes quadréticas e o estudo da parabola.






4 Atividades realizadas

Foram realizadas duas atividades envolvendo parabolas e Modelagem Matematica
em conjunto com a Fisica em duas salas do 1° ano do Ensino Médio em duas escolas
diferentes da cidade de Ourinhos-SP, com o intuito de nao apenas ensinar Matematica,
como também mostrar que a Matematica e a Fisica caminham juntas, que é possivel
ensinar tais disciplinas de maneira pratica e tangivel com situacoes simples, com o
auxilio desta poderosa ferramenta que ¢ a Modelagem Matematica. E importante
ressaltar, que nas situacoes estudadas, desprezou-se o atrito e a resisténcia do ar, pois
apenas assim seria possivel encontrar as equagoes aqui presentes. Ao final dos calculos,
descobriu-se que seria necesséario resolver sistemas lineares, conteiido de Matematica
que seria visto apenas no ano seguinte, e por isso a maior parte dos calculos foi realizada
pelo professor, sem entrar em muitos detalhes. Em uma turma utilizou-se a regra de
Cramer, e na outra o método do escalonamento, para ver qual dos dois caminhos seria
o melhor.

4.1 O lancamento de foguetes

A primeira atividade realizada foi no Colégio Santo Agostinho, o lancamento de
foguetes de acordo com as orientagoes da Olimpiada Brasileira de Astronomia. O ob-
jetivo deste estudo era encontrar uma equacao para a trajetoria do voo do foguete
utilizando o que foi estudado no mesmo ano na disciplina de Fisica, embora sem saber
ainda se tal feito seria possivel, ou como issoseria feito.

Etapa 1: A historia dos foguetes Os estudos foram iniciados com a histéria dos
foguetes, pois parecia interessante despertar a curiosidade dos alunos com um contexto
historico. Comecou-se fazendo uma discussao sobre o que eles sabiam sobre fogue-
tes e viu-se que nao sabiam tanta coisa assim. Selecionou-se entao alguns videos no
Youtube sobre varios tipos de foguetes ao longo da hitéria da humanidade, seus usos
e aplicagoes e como um foguete funciona. O novo conhecimento gerou perguntas e
discussoes, principalmente sobre viagens & Lua e exploragao espacial. Chegaram até
mesmo a cogitar a exploracao de Marte! Ao final, concluiu-se que a trajetéria de um
foguete lancado na Terra sempre é de uma parabola, quando desconsideradas as forcas
de atrito e de resisténcia do ar, que nosso objetivo com a fabricacao deles era estudar
as fungoes quadréaticas, cujo grafico é uma parébola.

Etapa 2: A construcao do foguete

A atividade deu-se inicio lendo os textos disponiveis no site da Olimpiada Brasileira de
Astronomia sobre construcao de foguetes para produzir nossos foguetes e uma base de
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langcamento. Os foguetes foram construidos utilizando-se duas garrafas PET, pedagos
de uma pasta de plastico, uma bexiga com agua, tesoura, estilete e fita adesiva. A base
de lancamento foi feita com canos de pve, mas ficou diferente da base das instrucoes,
pois a escola tinha alguns canos de diametro maior que o indicado, e pareceu apropri-
ado aproveita-los. Esta etapa foi uma das partes que os alunos mais gostaram, eles
se dividiram em 4 grupos e fizeram seus foguetes com a orientacao do professor, havia
até mesmo um clima agradavel de competicao para ver quem faria o melhor e o mais
belo foguete, entretanto, como nao era uma coisa tao simples de se fazer, pareceu que
o tempo gasto de 4 aulas foi muito grande.

Figura 4.1: A base de lancamento desmontada(fonte: proprio autor)

Figura 4.2: A base de lancamento montada(fonte: proprio autor)

Etapa 3: O estudo do foguete
Antes de lancar o foguete, era preciso entender como e porque o foguete voava. Re-



O lancamento de foguetes A7

capitulando o video assistido que mostrava o funcionamento do motor de um foguete
real, foi proposta fazer algo semelhante usando uma reacao de vinagre (acido acético)
com bicarbonato de sédio. O foguete sairia da base a 45 graus em um langamento
obliquo e sua trajetoria descreveria o movimento de uma pardbola, cuja equacao ten-
tariamos encontrar. O resto da aula foi utilizado pelos os grupos para pesquisarem
em seus smartphones sobre o funcionamento do foguete, assunto que seria discutido na
proxima aula.

Como j& havia sido estudado naquele ano transformacoes gasosas e estavamos estu-
dando Leis de Newton, como esperado os alunos conseguiram encontrar explicagoes
satisfatorias para explicar o voo do foguete: a reacao do vinagre com o bicarbonato
de so6dio gerava muito gas carbonico, que aumentava a pressao dentro da garrafa her-
meticamente vedada. Quando liberada a trava de seguranca, o gas em alta pressao
fazia uma forca empurrando o liquido para trés, e o liquido, segundo a Terceira Lei de
Newton, como reacao, empurrava o gas para frente, fazendo o foguete decolar.

Etapa 4: O lancamento
Através de experimentacao, concluiu-se que um bom lancamento utilizaria um frasco
de 900 mL de vinagre misturado com 100 g de bicarbonato de sédio. O vinagre era
colocado dentro do foguete e depois, com muita cautela, introduziam-se 4 cilindros fei-
tos de guardanapo de papel cheios de bicarbonato, presos a uma linha. Quando soltos,
a reacao comecava imediatamente, entao era preciso rapidamente colocar a boca do
foguete na base de lancamento para nao perder muito gas. Apds alguns segundos, a
reacao terminava, e era hora de soltar a trava de seguranca e finalmente ver o foguete
voar.
As tnicas informacoes possiveis de se obter foram o angulo de lancamento de 45 graus,
o tempo de voo obtido através da analise do video no computador e o alcance horizontal
medido através de uma trena de 3 metros. A ultima medicao era a menos precisa, pois
era impossivel fazer uma medicao perfeitamente em linha reta e o tamanho da trena
piorava a situacao. Decidiu-se entao, para facilitar os calculos, que o alcance horizontal
seria aproximado para um valor inteiro.
Apos varios lancamentos, foi uma experiéncia gratificante e divertida, os alunos pude-
ram ver uma situacao muitas vezes estudada em sala de aula acontecendo na pratica,
com a escola toda assistindo.
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Figura 4.3: O foguete voando(fonte: proprio autor)

Etapa 5: O calculo da parabola

Analisando um dos videos, obteve-se os seguintes resultados: alcance horizontal de 53
metros e tempo de voo 2,5 segundos. Com esses dois dados e o angulo de langamento,
ja parecia possivel realizar alguns calculos. Para encontrar uma equacao de pardbola,
era preciso 3 pontos dela. Estabaleceu-se que o foguete, apesar de nao decolar do
chao, poderia ser considerado como tal, a fim de facilitar os calculos, e assim haveria
um ponto de partida de coordenadas (0,0). Um segundo ponto facil de determinar
foi 0 momento quando o foguete caiu: (53,0). Uma sugestao para o terceiro ponto
foi o ponto do vértice da parabola, pois sua coordenada x seria a metade do alcance
horizontal (26,5) e sua coordenada y seria o ponto de altura méaxima. A resolucdo do
problema parecia muito mais simples do que o esperado!

Através do tempo de queda, sabendo que na horizontal havia um movimento uniforme,
rapidamente calculou-se a velocidade horizontal:

Ax = vt

53 = 2, 50
v=21,2m/s.

Era sabido dos alunos pelo estudo da composi¢ao de movimentos, que quando o angulo
de langamento era de 45 graus, o moédulo da velocidade horizontal era igual ao modulo
da velocidade inicial na vertical. Também sabiam que o ponto de altura maximo
era obtido utilizando-se metade do tempo de percurso, e ainda que neste ponto, a
velocidade vertical era nula. Entao:

&_V+V0
At 2
H 21,240

1,25 2
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2H = 26,5
H = 13,25m.

E ai estava o tdltimo ponto: (26,5;13,25). Bastava entdo utilizar os 3 pontos para
descobrir uma equacao.
Utilizando a regra de Cramer, o resultado obtido foi:

f(z) = —0.01886792% + .

f(x) = 0.0188679 x2+x

Figura 4.4: A parabola do foguete(fonte: proprio autor)

A regra de Cramer ainda nao havia sido estudada, entao esta parte teve uma abor-
dagem apenas superficial. Coincidentemente, neste ano de 2020, estava lecionando as
disciplinas de Matematica e Fisica para esta turma, que agora era uma sala de segundo
ano do Ensino Médio, e durante as aulas online da quarentena comecamos a estudar
sistemas lineares e a regra de Cramer. Os alunos, ja familiarizados, conseguiram en-
tender o assunto com mais facilidade.

4.2 O experimento do plano inclinado

A segunda atividade realizada foi no colégio Padre Joao Bagozzi, consistia em ob-
servar uma bola que descia um plano inclinado partindo do repouso. Apo6s percorrer
o plano, a bola fazia uma curva por uma rampa que alterava o movimento para a
horizontal, e assim ela inciava um lancamento horizontal. Foi explicado aos alunos
(e ja era sabido deles por conhecimentos prévios em Fisica) que durante a descida do
plano inclinado a bola realizava um movimento retilineo uniformemente variado, e que
apo6s deixar a rampa, ela realizava uma composicao de movimentos, com movimento
retilineo uniforme na horizontal e movimento retilineo uniformemente variado de queda
livre na vertical, com trajetéria parabdlica. Ressaltou-se que os tipos de movimentos e
a trajetoria parabodlica s6 aconteciam quando a resisténcia do ar era ignorada, e como
isso era impossivel de se fazer, seria esperada alguma discrepancia nos resultados, que
deveria ser levada em consideracao.



50 Atividades realizadas

Figura 4.5: O plano inclinado(fonte: proprio autor)

Na auséncia de instrumentos precisos de medicao, fez-se uma escala em centimetros
no plano, e apos ele, havia uma fita métrica esticada no chao no caminho que a bola
percorreria. Em pontos especificos da fita, havia uma trena na direcao horizontal, para
medir em que altura a bola passava em determinado ponto. Como nao era possivel
medir os tempos, filmou-se uma série de lancamentos para depois, com o auxilio de um
software editor de video, determinar a posicao da bola em posicoes especificas. Apos
realizar dez lancamentos e coletar os dados necessarios no computador, era a hora de
realizar alguns céalculos. O objetivo final era ver o quao préoximo da realidade a para-
bola do movimento sem resisténcia do ar chegaria.

Etapa 1: o angulo de inclinagcao do plano inclinado
O plano inclinado nao possufa um angulo notavel de inclina¢ao, primeiro fato observado
pelos alunos, era diferente do que estavam acostumados, entao era preciso de calcula-lo.
Af surgiu o primeiro problema: quais seriam as medidas que deveriam ser usadas para
calcular o angulo? Os alunos sabiam que deveriam usar as relagoes trigonométricas
para realizar o céalculo, porém, por exemplo, nao sabiam que valor deveriam medir no
cateto adjacente. Entretanto, nao havia um valor correto, os valores da hipotenusa e
do cateto oposto dependiam do valor escolhido para o cateto adjacente.

Neste texto estao dois exemplos de medicoes feitas pelos alunos, com os respectivos
calculos de seno, cosseno e tangente do angulo de inclinagao, na tentativa de encontré-
lo.
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21cm

12 cm

18 cm

Figura 4.6: Uma medi¢ao do plano inclinado(fonte: proprio autor)

218cm
11,8 cm

18 cm
Figura 4.7: Outra medigdo do plano inclinado(fonte: préprio autor)

Logo nesta primeira etapa, os alunos perceberam que quando se faz calculos na pra-
tica, coisas inesperadas acontecem. Nao conseguiam entrar num consenso sobre quais
valores deveriam usar, e nao perceberam um erro que ficaria evidenciado no céalculo das
funcoes trigonométricas. A tabela abaixo mostra os possiveis angulos de inclinacao,
segundo os calculos:

sen arcsen| cos arccos| tg arctg
Triangulo 1 | 0,5714| 34,85 | 0,8571| 31,01 | 0,6667| 33,69
Triangulo 2 | 0,5413] 32,77 | 0,8257| 34,34 | 0,6556| 32,25

Tabela 4.1: Valores das fungoes trigonométricas(fonte: proprio autor)

Assim surgia outro problema, pois o angulo encontrado era diferente para cada
relagdo trigonométrica. Como ninguém foi capaz de entender o motivo do erro, os
alunos foram encorajados a verificar a relacao do Teorema de Pitagoras, e para a
surpresa deles, descobriram que os tridngulos que eles mediram nao eram retangulos,
explicando os erros, pois os calculos somente seriam validos no caso de um triangulo
retangulo. Ja que o cateto adjacente nos dois triangulos tinham e mesma medida,
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Ax(m) Sm(m/s)
Aty | 0,001 0,03
Aty | 0,005 0,15
Aty | 0,012 0.36
Aty | 0,017 0,51
At | 0,019 0,57
Alg | 0,023 0,69
Ats | 0,028 0,84
At | 0,030 0,90
Aty | 0,034 1,02
Atyo | 0,036 1,03
Aty | 0,040 1.20
Aty | 0,045 1.35

Tabela 4.2: Valores de Az, s, e At(fonte: proprio autor)

foi escolhido o valor médio do cateto oposto (11,9 cm) e o valor da hipotenusa foi
determinado através do Teorema de Pitagoras:

«/465., 61

11,9 cm

18 cm
Figura 4.8: Ultima medicdo do plano inclinado(fonte: préprio autor)

O valor da hipotenusa permaneceu em formato de raiz quadrada, afinal, sendo este
triangulo garantidamente retangulo, bastava usar apenas uma relagao trigonométrica
para descobrir o angulo, optou-se pela tangente, pelo fato de que os catetos sao niimeros
racionais:

11,9
tg o = ? =0,6611 = arctg 0,6611 = 33,47°.

Etapa 2: a velocidade no plano inclinado

Na segunda etapa, o objetivo era calcular com que velocidade a bola deixava o plano
inclinado. Para isso, usou-se o editor de video para determinar varios deslocamentos
da bola e assim calcular a sua velocidade média em varios pontos da descida. Como o
video foi gravado a 30 quadros por segundo, havia intervalos de tempo sempre iguais
a 3—105 cada vez que um quadro avancava, facilitando os calculos.
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Com isso havia um valor aproximado da velocidade da bola ao final do plano in-

clinado, pois ficou impossivel medir o deslocamento no momento da curva. Os alunos
notaram que o movimento era acelerado, porém nao uniformemente acelerado, como
era esperado conforme o que foi estudado em sala. Por que isso aconteceu? Apos
discussao com os alunos, os motivos mais citados foram: resisténcia do ar, atrito, de-
formacao da bola e erros de medicao.
Entretanto, ao fazer o grafico de velocidade por tempo desses dados, os pontos se asse-
melhavam a figura de uma reta, o esperado para este tipo de movimento. Concluiu-ses
entao que as medicoes e calculos faziam sentido, os pontos s6 nao formavam uma reta
perfeita por causa dos motivos anteriormente mencionados.

1.4mis

1.2mis [ ]

1mis

0.8m/s

0.6mis

0.4m/s

0.2mis

Figura 4.9: Grafico da velocidade da bola na rampa em funcao do tempo(fonte: proprio
autor)

Etapa 3: o langamento horizontal
Com a velocidade inicial de lancamento, ja era possivel estimar a parabola procurada.
A bola saia do plano com velocidade de 1,35m/s a uma altura h = 0,813m em relagao
ao solo. Para fins de facilitar os calculos, determinou-se este ponto como A(0; 0, 813),
que era o x do vértice da parabola. Com apenas mais dois pontos seria possivel calcular
a parabola e para isso era necessario recorrer a Fisica.

Os alunos, empolgados com a ideia de encontrar uma equacao que descrevesse a
trajetoria da parabola, logo afirmaram que bastaria usar a equacao do “sorvetao”, pois
¢ uma equacao do segundo grau. Entretanto, tal procedimento nao funcionaria, pois
a trajetoria da bola era representada por uma composicao de dois movimentos: na
vertical, um movimento de queda livre; e na horizontal, um movimento uniforme. Ou
seja, os pontos x da parabola eram dados por uma equacao de movimento uniforme, en-
quanto que os pontos y de nossa parabola eram dados por uma equacao de movimento
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uniformemente variado. Nesta parte os alunos ficaram um tanto quanto desanimados,
visto que encontrar a equacao da pardbola pareceu ser mais dificil que o esperado.
Apés um momento de pausa e reflexao, assunto foi amplamente discutido, pois era
necessario apenas mais dois pontos. Um aluno sugeriu entao encontrar o ponto em qua
a bola toca o chao, pois sua coordenada y seria garantidamente 0.

A fim de determinar o ponto B(z,0) da parabola, fez-se uso das equacgdes do mo-
vimento da bola. Ela parte do ponto de altura maxima 0,813 m com velocidade
horizontal 1,35 m/s e velocidade vertical nula sob aceleragdo da gravidade, tomada
como g = —9,81m/s?. Sendo assim, através das equagoes horarias dos respectivos
movimentos, temos:
Fixo x:x=1,35t.
9,81

Fizo y:y=0,813 — TtQ.

Para descobrir a coordenada y do segundo ponto, era preciso descobrir o tempo de
queda da bola na queda livre, este tempo é o tempo que a bola tem para se deslocar
na horizontal:
0=0,813 — 9.81
2
9,81t* = 1,626
2 _ 1,626

9,81

t =+/0,1657
t=0,407s.

Assim, descobriu-se que a bola cairfa por 0,407 segundos, tempo que teria para se
deslocar na horizontal:
xr =1,35.0,407

xr =0, 549.

Portanto, o segundo ponto da parabola é B(0,549;0), bastava apenas descobrir mais um
ponto e seria encontrar uma equacgao para ela. Por sugestao de outro aluno, escolheu-se
desta vez um valor de tempo que pudesse facilitar os calculos: ¢t = 0, 2s. Dessa forma,
usando o procedimento anterior, calculou-se as coordenadas do ponto C(x,y):

x=1,35.0,2 = 0,27

9,81
y = 0,813 — ——.0, 2°

y =0,813 —0,1962 = 0,617.

Portanto, o ponto procurado era C(0,27;0,617). Entretanto, o grande desafio ainda
estava por vir. Chegou a hora de finalmente calcular a equacao, que em teoria era bem
simples, bastava trocar os pontos A, B e C na equacao y = ax?+bx+c, que levaria a um
sistema de trés equacdes com trés incognitas. O problema vinha do fato de os pontos
terem valores muito diferentes dos usados nos problemas e exercicios realizados em
sala, houve discrepancia muito grande nos resultados obtidos e muita discussao entre
eles, mesmo usando calculadora. Apés um longo periodo de céalculos, apresentaram
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os seguintes valores para a, b e ¢, respectivamente: -2,70590821; 0,00466929 e 0,813.
Assim, a parabola era:

f(z) =y = —2,705908212% + 0,00466929z + 0, 813.

0.8m
07m
0.6m
0.5m

0.4m

0.3m

f(z) = —2.7059821 2% + 0.00466929 7 + 0.813
02m

0.1m

0 0.05m 0.1im 0.15m 02m 0.25m 0.3m 0.35m 0.4m 0.45m 0.5m 0.55m

Figura 4.10: Trajetoria da bola ao cair do plano inclinado(fonte: proprio autor)

O consenso geral entre a sala era de que o resultado obtido era no minimo duvidoso,
pois os coeficientes encontrados eram valores muito além da realidade deles. Especulou-
se entao a andlise do video com a trajetoria da bola para ver se o valor real era
proximo ao valor encontrado, lembrando que o célculo era de uma situacao perfeita
de movimento, sem resisténcia do ar ou qualquer outro tipo de complicagao, e que o
resultado real deveria ficar apenas proximo dele.

Analisando os videos da queda da bola, foi possivel determinar alguns pontos da
trajetoria da bola, e colocando estes pontos juntos ao grafico anterior, para a surpresa
deles, os pontos ficaram razoavelmente proximos da curva.
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0 01 02 03 04 05 06
Figura 4.11: A trajetoria real da bola(fonte: proprio autor)

Ao analisar o grafico juntamente com os pontos, notou-se que algo estava errado,
mas o que seria? Uma boa resposta veio do fundo da sala: a velocidade inicial calculada
provavelmente estava errada. A observacao fazia sentido, uma vez que os métodos de
medicao nao eram muito precisos, e ainda havia o final da rampa, onde nao foi possivel
calcular a velocidade. Propds-se entao que dados 3 pontos da trajetoria real, uma nova
paradbola seria calculada e também um novo grafico.

Escolhidos os pontos A(0; 0,813), B(0,34; 0,56) e C(0,61; 0) e calculados novos
valores para a, b e ¢, encontrou-se uma nova parabola:

y = —2,1802562% — 0, 00283042 + 0, 813.
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f(z) = —2.180256 z* — 0.0028304 = + 0.813

Figura 4.12: A trajetoria real da bola com a nova parabola(fonte: proprio autor)

Neste novo grafico finalmente havia um resultado satisfatorio. Uma nova questao
foi entao lancada aos alunos: seria possivel, através desse novo grafico, encontrar a
suposta velocidade real de lancamento?

A resposta para esta pergunta foi sim, e realmente nao foi dificil fazer esta calculo,
pois o tempo de queda da bola era o mesmo do anterior (t=0,407s), e assim obteve-se
o valor da velocidade de langamento de aproximadamente 1,5m/s.

Nota: aqui também foi preciso recorrer a sistemas lineares, desta vez resolvendo
com o método do escalonamento. Os alunos foram incentivados a nao se preocuparem
com este contetido, que seria estudado no ano seguinte, entretanto, diferentemente da
outra turma, isso aconteceu com outro professor.

4.3 Reacao dos alunos

Nas duas turmas, obteve-se reacoes positivas, tais quais serao listadas aqui. Em
geral, as turmas a principio estavam ansiosas com o trabalho que seria feito, mas
pareciam muito mais preocupadas em enfrentar uma situacao diferente do habitual da
aula tradicional a que estavam acostumadas. Aos poucos, comecaram a se sentir mais
a vontade, justamente por estarem fazendo uma atividade diferente, sendo agentes da
criacao daquele conhecimento. Ficou evidente também que as atividades nao atingiam
todos os alunos, mas alguns deles ficaram especialmente cativados com as praticas,
vendo as situacoes estudadas em sala acontecendo na sua frente. Um problema a se
citar foi a dificuldade deles em realizar os calculos das atividades, pois os niimeros
envolvidos nao eram tao amigaveis quanto os niimeros que estavam acostumados nas
resolucoes de exercicios, perceberam que a realidade pode ser muito diferente da teoria.
Por esse motivo, foi sugerido a todo momento o uso de uma calculadora para realizacao
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dos calculos, explicando a eles que o importante no momento nao era saber efetuar
calculos com nimeros decimais corretamente, mas sim entender os processos e as teorias
envolvidas no problema. Com o problema dos nimeros de lado, os alunos entraram
num consenso de que tal pratica parecia complexa a primeira vista, mas que seu uso
com certa frequéncia poderia facilitd-la e trazer um conhecimento mais aprofundado e
palpavel, o que facilitaria a aprendizagem.



5 Trabalhos futuros

Segundo Rubem Alves, “Antes de mais nada, é necessario acabar com o mito de
que o cientista é uma pessoa que pensa melhor do que as outras” e nesta direcao
pretendemos propor aos alunos atividades que envolvam a matemética, usando a fisica,
tentando mostrar para os estudantes que a ciéncia esta presente nas suas vidas e que
é de possivel acesso aos mesmos.

Nesse sentido pensamos em algumas atividades para serem aplicadas para alunos
dos anos iniciais do Ensino Médio. Essas atividades sao baseadas no livro “Fisica na
Prética”, [3].

Atividade 1: Ponto de Gravidade

Para encontrarmos o ponto de gravidade, ou o centro de massa de um determinado
objeto. Como seria para determinar o ponto de equilibrio de um caderno? Nesse mo-
mento podemos perguntar aos alunos se ao invés de um caderno no formato retangular,
se tivéssemos outra forma geométrica, como por exemplo, um quadrado, um circulo ou
um triangulo. Qual seria seu centro de gravidade?

A atividade envolverd um pedaco de cartolina, ou a capa de um caderno. Serd
necessario fazer um furo na cartolina usando um percevejo ou um objeto pontudo.
Construa um fio de prumo prendendo um clipe ou uma borracha em um pedacgo de
linha. Na outra ponta do fio dé um n6 formando uma alca. Pendure a cartolina por
um de seus furos num prego, de forma que possa oscilar livremente.

Marcamos entao com um lapis a direcdo vertical dada pelo fio de prumo. Para
quem nao se lembra, o fio de prumo é uma linha absolutamente vertical na qual um
peso estd preso na ponta. Realizamos o mesmo procedimento utilizando outro furo.
O ponto de encontro das linhas tracadas é o ponto de equilibro, ou seja, o centro de
gravidade da cartolina. Ao colocar o dedo nesse ponto, o aluno veré que serd possivel
equilibrar a cartolina. Faga a mesma atividade, trocando os objetos geométricos.

Atividade 2: Medidas Fisicas

Outra atividade que pode ser feita em sala de aula seria sobre medidas fisicas. Para
essa atividade serao necessarios uma trena, um crondmetro e uma balanca de precisao.

A atividade consiste em medir as dimensoes de uma carteira e expressa-la em cen-
timetros, metros e milimetros.

Feito isso, os alunos deverao pesar uma borracha e escrever esse peso encontrado
em quilogramas, gramas e miligramas.

A ultima etapa dessa atividade o professor deve medir o tempo que um aluno leva
para percorrer do fundo até o inicio da sala e pedir para o estudante anotar esse valor
em segundos, minutos e como seria essa notacao em horas.

O objetivo dessa atividade é observar o quanto é importante um padrao para as
medidas e qual é a diferenca quando se muda a grandeza.
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O professor pode aproveitar essa atividade para iniciar o contetido de area e volume
de objetos.



6 Conclusao

Concluimos que foi muito importante para os alunos essa abordagem para o ensino
de conceitos da Fisica, pois os alunos tornaram-se parte da construgao do conhecimento.
As atividades facilitam a compreensao do conceito fisico, desenvolvem o raciocinio
logico, a comunicacao, a capacidade de aprendizagem ativa e de trabalho em grupo.

E importante também observar a mudanca na forma de ensinar do professor, mu-
dando o modelo conteudista e de aulas expositivas, para aulas pratico-teéricas mos-
trando ao aluno que ele também pode ser um cientista-estudante.

O curso de mestrado do PROFMAT foi uma experiéncia muito enriquecedora para
minha formacao como professor da educagao basica. O curso em si nao prepara para
uma melhor pratica docente, pois as disciplinas sao muito formais e exigiram muito
de mim, entretanto, tamanha formalidade e dificuldade fizeram amadurecer meu co-
nhecimento em Matemaética, de tal maneira que durante as aulas eu me sentia muito
mais confiante e com embasamento muito maior quando lecionando um assunto que foi
estudado durante as matérias do mestrado. Anteriormente, alguns assuntos causavam
certo receio e inseguranca, pois sao muitos os assuntos da Matemaética e ¢ dificil domi-
nar todos eles, o PROFMAT foi gradativamente melhorando este quadro, de modo que
me sentia confiante até mesmo diante das perguntas mais inteligentes do tipico aluno
dedicado que tem muita vontade de aprender, perguntas que para satisfazer tal aluno
exigem um alto grau de conhecimento do assunto.
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