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Resumo

Baseados na nova Base Nacional Curricular Comum (BNCC), em especial, nas compe-
téncias habilidades correlacionadas com algoritmos, faremos uma abordagem didatica
propondo atividades que possam ser trabalhadas no processo de ensino-aprendizagem.
Apesar das competéncias e habilidades fazerem referéncias a algoritmos, iremos enfocar,
especificamente, Algoritmos de Ordenacdo sem, no entanto, observar o modelo computaci-
onal dos mesmos. Analisaremos inicialmente os Parametros Curriculares Nacionais 5* a 8*
séries(PCN-5% a 8*), Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio(PCNEM) e seu
complemento PCNEM,, BNCC e também Parametros Curriculares da Educacao Basica
do Estado de Pernambuco, enfatizando que o trabalho com Algoritmos de Ordenacao
favorece nao sé a resolucao de problemas, como o desenvolvimento de habilidades e com-
peténcias concernentes a Matematica. Em seguida, resumiremos o conteiido matematico
necessario para entender o desempenho(complexidade) de um Algoritmo de Ordenagao
e poder compara-los. Exemplificaremos alguns tipos de Algoritmos de Ordenacgao, seu
funcionamento e a funcdo matematica que mede seu desempenho. Por fim, iremos propor
uma sequéncia de atividades que possam ser utilizadas no processo de ensino aprendizagem
com alunos do Ensino Médio, salientando que o entendimento e desenvolvimento das
mesmas devem se adequar a essa etapa do ensino de acordo com o ano, vivéncias de

conteudos, e periodo de maturacao dos estudantes.

Palavras-chave: Parametros Curriculares, Competéncias, Habilidades, Algoritmos de

Ordenacao.



Abstract

Based on the new National Curriculum Common Base (BNCC), especially in skills related
to algorithms, we will make a didactic approach to activities that can be worked in the
teaching-learning process. Despite the skills and abilities required to apply algorithms, we
will specifically apply sort algorithms without, however, observing or modeling them. We
will analyze the National Curriculum Parameters: 5th to 8th grade, High School, BNCC
(Common Basic National Curriculum) and also Curriculum Parameters of Basic Education
of the State of Pernambuco; as the development of math-related skills and competencies.
After that, we resume the mathematical content needed to understand the performance
(complexity) of a Sorting Algorithm and comparable power. We also provide examples of
various types of Sorting Algorithms, their functioning, and mathematical function that
measure their performance. Finally, we propose a series of activities that can be used in
the teaching-learning process with High School students, noting that the understanding
and development of these should be appropriate to the process of teaching and learning

according to the year, content experiences, and maturation period of the students.

Keywords: Curriculum Parameters, Competencies, Abilities, Sorting Algorithms.
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Introducao

Segundo as Diretrizes Curriculares Nacionais da Educagao Bésica, (BRASIL, 2013)

A UNESCO, em documento de 2007, ao entender que a qualidade da
educacao é também uma questdo de direitos humanos,|...] advoga que a
educagao de qualidade, como um direito fundamental, deve ser antes de
tudo relevante.[...]. A relevincia reporta-se & promocao de aprendizagens
significativas do ponto de vista das exigéncias sociais e de desenvolvimento
pessoal.

De acordo com o mesmo documento (BRASIL, 2013, p. 109), “a escola, no desem-
penho de suas fungoes, deve construir e utilizar métodos, estratégias e recursos de ensino
que melhor atendam as caracteristicas cognitivas e culturais dos alunos”. Diante dessa
perspectiva, cientes que o uso de tecnologias é cada vez mais intenso na vida cotidiana e
que a insercao crescente de pessoas jovens num mercado de trabalho altamente tecnolégico
requer mais preparo e formagao especifica nessas areas, percebe-se quao grandes sao os
desafios da educagao nos dias atuais, principalmente no que diz respeito a Matematica,

que possui uma relagao contigua com o desenvolvimento tecnologico.

Varios pesquisadores se debrucam na busca de novas metodologias que possam
abarcar os conteudos matematicos de forma significativa e atraente, conectando-os com o
mundo do trabalho e com o desenvolvimento cientifico. Propde-se nessa pesquisa o tema
Algoritmos de Ordenagao, pois é possivel instigar: a discussao sobre novas metodologias, a
conexao com o desenvolvimento social, tecnolégico e com o mundo do trabalho. Requer
também a busca de resposta a uma situagao-problema, de modo que a Matematica seja

tratada com a formalidade requerida.

O estudo e a andlise de Algoritmos de Ordenacao no Ensino Médio podem ser
de grande valia no processo de ensino e aprendizagem de Matematica, pois além de se
apresentar como algo novo e atual, requer um trato matematico singular na resolucao dos
problemas propostos e favorece o desenvolvimento de habilidades e competéncias sugeridas
na BNCC.

O principal objetivo deste trabalho é conhecer e analisar, a luz da BNCC, alguns
Algoritmos de Ordenacao utilizados em programacao computacional, a saber, Bubble Sort,
Selection Sort e Quick Sort, comparando suas eficiéncias por meio de fun¢des Matematicas.
Objetivou-se ainda a construcao de uma sequéncia didatica que possa subsidiar o processo
de ensino-aprendizagem no Ensino Médio. H&4 aqui um contraponto a pesquisa de Ribeiro
(RIBEIRO, 2018, p. 27), que diz: “Propde-se aqui o uso despretensioso da pratica de
programagcao no ambiente escolar como alternativa para despertar no aluno o interesse pela

matematical...]”, expondo-se apenas a forma que um Algoritmo de Ordenagao funciona,
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a analise de seu desempenho e a maneira que essa abordagem pode ser utilizada no
processo de aprendizagem com estudantes do Ensino Médio. A escolha pelo Ensino Médio
é justificavel, pois supoe-se que nessa etapa da educacao o estudante ja esta familiarizado
com alguns contetidos associados ao tema e tenha a maturidade suficiente para compreensao

dos conceitos e procedimentos que serao abordados.

No primeiro capitulo realiza-se uma analise dos documentos: PCN-5% a 8 séries,
PCNEM, PCNEM,, Parametros para e Educacao Bésica do Estado de Pernambuco e
BNCC, enfatizando competéncias e habilidades que possuem relagao com o tema. Tais
documentos sao atualmente utilizados pelas redes e/ou sistemas de ensino na organizagao
de suas propostas pedagdgicas. A inclusao dos PCN-5* a 8 séries foi proposital, com o
intuito de averiguar o que se propoe sobre o tema ao estudante antes da sua chegada no

Ensino Médio.

No segundo, realizou-se um estudo da Matematica utilizada na anélise dos Algorit-
mos de Ordenacao, os conceitos utilizados e as func¢oes envolvidas. Apesar de nao fazer
parte da proposta um aprofundamento desses contetiidos matematicos, se faz necessario
sua abordagem para que realize-se uma analise do algoritmo de maneira correta e formal.
Também vale destacar que os conteiiddos matematicos sobre somatorios e propriedades
normalmente nao sdo abordados no Ensino Médio e podem ser passiveis de leitura e
reflexdo do professor do Ensino Médio mas o mesmo nao se aplica se, supostamente, o
leitor interessado for estudante do Ensino Médio. Em contrapartida, sugere-se que pode
ser desnecessaria uma leitura dos contetidos de fungoes presentes neste capitulo por um
professor do Ensino Médio contudo, caso um estudante dessa etapa se interesse pela leitura

deste trabalho, se faz obrigatoria tal leitura e reflexao.

No terceiro capitulo ha uma apresentacao dos Algoritmos de Ordenacéo ja sugeridos,
sua estrutura e a fungdo Matemadtica que descreve sua eficiéncia (complexidade). H4 ainda
uso de fluxogramas para ilustrar o funcionamento de algoritmos, haja vista que se trata de
uma habilidade sugerida pela BNCC. Explora-se exemplos e representagoes de algoritmos de
modo que fique claro qual raciocinio dedutivo é utilizado na ordenacao dos elementos de um
conjunto finito e que funcao melhor representa tal situagdo sempre situando tais exemplos

com as competéncias e habilidades requeridas no ensino-aprendizagem de Matematica.

Por fim, no ultimo capitulo, propoe-se uma sequéncia didatica que possa servir de
parametro para o trabalho do professor do Ensino Médio. Nela consta desde atividades
basicas de preenchimento de fluxogramas, leitura e producao de algoritmos, ordenacao
com nimero reduzido de elementos tendo como comando os Algoritmos de Ordenacao ja
citados, bem como algumas atividades que avaliem a complexidade por meio de fungoes.
A sequéncia pode ser utilizada pelo professor em todas as etapas do Ensino Médio, sendo
que o mesmo deve avaliar se o estudante ja possui condi¢oes de compreender a matematica

utilizada na execucao de alguma atividade.
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Espera-se que a pesquisa aqui apresentada, de alguma forma possa auxiliar professo-
res e, consequentemente, estudantes do Ensino Médio na aprendizagem dos Algoritmos de
Ordenacao de forma simples e inteligivel, acrescentando mais uma ferramenta para o ensino
de matematica. Também néo se supde que a abordagem do tema seja encerrado com o
enfoque dado neste trabalho e sugere-se que outros pesquisadores possam acrescentar mais
subsidios educacionais que possam ser utilizados como material de apoio ao aprendizado

no Ensino Bésico.
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1 Analise dos Parametros Curricu-

lares

Apresenta-se aqui uma breve andlise de alguns documentos oficiais referentes ao
Curriculo do Ensino Bésico Brasileiro sem se ter a pretensao de um aprofundamento
ou estagnacao da abordagem do tema nos documentos analisados. Busca-se mostrar
uma possivel evolucao conceitual e curricular do tema Algoritmos de Ordenagao em tais
documentos e vislumbrar uma relativa importancia de tal contetido no ensino-aprendizagem
de Matematica no Ensino Médio. Apesar das recentes mudancas educacionais trazidas
pela BNCC, a discussao acerca de uma aprendizagem mais significativa de matematica
nao é algo novo. Os PCN-5% a 8* séries, publicados em 1998, que corresponde atualmente
a 6° ao 9° ano do Ensino Fundamental, ja trazem tal probleméatica quando dizem:

Situacao-problema é o ponto de partida da atividade matemaética e nao
a definicdo. No processo de ensino e aprendizagem, conceitos, ideias e
métodos matematicos devem ser abordados mediante a exploracao de
problemas, ou seja, de situagdes em que os alunos precisem desenvolver
algum tipo de estratégia para resolvé-las. (BRASIL, 1998, p. 40)

O referido documento expoe que pela exploracao de situagées-problemas o aluno
reconhecera diferentes fungoes da Algebra e representara problemas por meio de equagoes
ou inequagoes. Acrescenta ainda sobre o exercicio da inducao e da deducao em Mateméa-
tica, como algo revestido de importancia no desenvolvimento da capacidade de resolver
problemas, de formular e testar hipdteses, de induzir, de generalizar e de inferir dentro de
determinada légica, o que assegura um papel de relevo ao aprendizado dessa ciéncia em to-
dos os niveis de ensino. Ao relacionar ideias Matematicas entre si, o aluno pode reconhecer
principios gerais, como proporcionalidade, igualdade, composi¢ao, decomposicao, inclusao
e perceber que processos como o estabelecimento de analogias, inducao e deducao. Os
PCN-5* a 8* séries indicam como um dos objetivos do Ensino Fundamental que o aluno
seja capaz de “questionar a realidade formulando-se problemas e tratando de resolvé-los,
utilizando para isso o pensamento logico, a criatividade, a intuicao, a capacidade de analise

critica, selecionando procedimentos e verificando sua adequacao” (BRASIL, 1998, p. 8)

No que diz respeito ao ensino, “a pratica mais frequente consiste em ensinar um
conceito, procedimento ou técnica e depois apresentar um problema para avaliar se os
alunos sao capazes de empregar o que lhes foi ensinado (BRASIL, 1998, p. 40)”. Apesar
dos PCN-5* a 8* séries abordarem que o uso da tecnologia da comunica¢ao é um bom
recurso no favorecimento a aprendizagem e de ressaltar a importancia do computador e
softwares nesse processo, ainda nao se reporta ao uso de algoritmos no binémio ensino-
aprendizagem, ou sequer cita sua existéncia. Em (BRASIL, 1998) afirma-se que “muitos

contetidos importantes serao descartados por serem julgados, sem uma analise adequada,
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que nao sao de interesse para os alunos porque nao fazem parte de sua realidade ou nao
tém uma aplicagdo pratica imediata”. Como algoritmos podem ser representados por meio
de fluxogramas, ressaltamos que os PCN-5* a 8 séries ja consideram: “a visualizacdo e a
leitura de informacgoes graficas em Matematica sdo aspectos importantes, pois auxiliam
a compreensao de conceitos e no desenvolvimento de capacidades de expressao graficas
(BRASIL, 1998, p. 46)”. Algoritmo é um procedimento ou conjunto destes, vale ressaltar que
os PCN-5% a 8 séries referem-se aos procedimentos como contetidos em si, que possibilitam
capacidades relacionadas ao saber fazer, sendo assim, os algoritmos enquadram-se em tal
categoria de contetido. Enfim, mesmo com muitos indicios presentes nos PCN-5% a 8* séries
sobre a importancia do trabalho com novos métodos, conteidos significativos e inovadores,
bem como a exploracao de situacoes-problemas que estimulem competéncias e habilidades
especificas, nao ha explicitamente o estudo de Algoritmos de Ordenagao como ferramenta

de ensino-aprendizagem.

Observa-se nos PCNEM, na parte especifica de Matematica, que ha o tratamento
dessa disciplina como uma ciéncia,

com suas caracteristicas estruturais especificas na qual o aluno percebe
que as defini¢bes, demonstragoes e encadeamentos conceituais e logicos
tém a funcdo de construir novos conceitos a partir de outros e que servem
para validar intuigoes e dar sentido as técnicas aplicadas. (BRASIL, 2000,
pp. 40-41)

Também é no Ensino Médio que se propoe ao aluno uma ampliagdo dos conhe-
cimentos adquiridos no Ensino Fundamental e uma elevacao no nivel de abstracao de
conceitos, “[...] deve ser mais do que memorizar resultados dessa ciéncia e que a aquisi¢ao do
conhecimento matematico deve estar vinculada ao dominio de um saber fazer Matematica
e de um saber pensar matematico (BRASIL, 2000, p. 41)”. Outro viés explicitado nos
PCNEM é a garantia de que o estudante seja capaz de lidar com o conceito de Fung¢oes em
situagoes diversas, ser incentivado a buscar a solugao, ajustando seus conhecimentos para
construir um modelo para interpretacao e investigagao em Matematica. Também se faz
importante que o aluno estenda e aprofunde seus conhecimentos sobre Nimeros e Algebra
de forma conectada com outros contetidos, pois estao intrinsecamente relacionados com a
resolucao de problemas. Em resumo, pode-se destacar nos PCNEM algumas habilidades e
competéncias de base para desenvolver o ensino e a aprendizagem em Matematica, que
sao: as de representacao e comunicacao e, as de investigagao e compreensao, que auxiliam
o direcionamento com o tema aqui proposto.

Os alunos, confrontados com situagoes-problema, novas, mas compativeis
com os instrumentos que ja possuem ou que possam adquirir no processo,
aprendem a desenvolver estratégia de enfrentamento, planejando etapas,
estabelecendo relagoes, verificando regularidades, fazendo uso dos pro-
prios erros cometidos para buscar novas alternativas; adquirem espirito
de pesquisa, aprendendo a consultar, a experimentar, a organizar dados,
a sistematizar resultados, a validar solugoes; desenvolvem sua capacidade
de raciocinio, adquirem auto-confianga e sentido de responsabilidade; e,
finalmente, ampliam sua autonomia e capacidade de comunicacao e de
argumentacgio. (BRASIL, 2000, p. 52)
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E possivel continuar elencando contetdos, procedimentos, habilidades e competén-
cias com as quais se promove uma aprendizagem significativa de Matematica, contudo nao
é proposta dessa pesquisa exaurir o tema, nem a discussdo em torno dele. E perceptivel a
auséncia de uma proposta explicita com o conteudo Algoritmos e, em especial, os Algorit-
mos de Ordenagao. Possivelmente pelo contexto histérico em que o documento PCNEM
foi formulado ou ainda, pela falta de perspectiva dos pesquisadores sobre a viabilidade do

trabalho com o tema.

Além dos PCNEM, foram publicados em 2002 os PCNEM, que teve o intuito
de complementar as propostas de ensino e aprendizagem pautados em novos métodos e
reflexes acerca dos contetidos. Nesse documento hd uma proposta de maior articulacao
entre as disciplinas curriculares de dreas afins, bem como a aproximacao maior entre
contetdos e realidade. Os PCNEM, enfatizam as competéncias ja elencadas nos PCNEM:
representacao e comunicagao, investigacao e compreensao e contextualizacao das ciéncias
no ambito sécio-cultural, reforcando a necessidade de compreensao destas, o modo como
devem ser exploradas no meio escolar e indicando os tipos de contetidos relacionados com
cada competéncia. No que diz respeito a competéncia de representacao e comunicagcao
podemos destacar:

Traduzir uma situagdo dada em determinada linguagem para outra;
por exemplo, transformar situacdes dadas em linguagem discursiva em
esquemas, tabelas, graficos, desenhos, férmulas ou equac¢oes matematicas
e vice-versa, assim como transformar as linguagens mais especificas umas
nas outras, como tabelas em gréficos ou equagoes. (BRASIL, 2002, p.
115)

Vé-se claramente uma relagao de tal competéncia com o estudo de Algoritmos de
Ordenacao, pois se faz necessario traduzir a linguagem do algoritmo para a linguagem
matematica e para tanto se podem usar esquemas como fluxogramas. Ainda com respeito
a competéncia de representacdo e comunicagao faz-se destaque:

Produzir textos analiticos para discutir, sintetizar e sistematizar formas
de pensar, fazendo uso, sempre que necessario, da linguagem matematica.
Redigir resumos, justificar raciocinios, propor situagoes-problema, siste-
matizar as ideias principais sobre dado tema matemético com exemplos
e comentdrios préprios. (BRASIL, 2002, p. 115)

Na analise de Algoritmos de Ordenagao se pretende que o estudante possa escrever
a resposta a uma situagdo-problema justificando matematicamente seu raciocinio e utili-
zando, se necessario, diferentes formas de registro. Quanto a competéncia de investigacao
e compreensao, é relevante que o aluno possa identificar regularidades em situagoes seme-
lhantes para estabelecer regras, algoritmos e propriedades, mas o trabalho com Algoritmos
de Ordenacao também requer que o estudante utilize “diferentes formas de quantificar
dados numéricos para decidir se a resolucdo de um problema requer calculo exato, apro-
ximado, probabilistico ou andlise de médias (BRASIL, 2002, p. 116)”. J& a competéncia
de contextualizagao socio-cultural pode ser relacionada com o ensino e aprendizagem de
Algoritmos de Ordenagao quando associa ao tema ciéncia e tecnologia na historia, visto
que
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A exigéncia de rapidez e complexidade dos cédlculos fez com que a Mate-
maética se desenvolvesse e, por outro lado, as pesquisas e avangos tedricos
da Matematica e demais ciéncias permitiram o aperfeicoamento de ma-
quinas como o computador, que vém tornando os calculos cada vez mais
rapidos. (BRASIL, 2002, p. 118)

E a criacdo de algoritmos que permitem que a rapidez desses célculos seja obtida
com éxito, mas ¢ a Matematica, por meio da logica usada na programagao, que proporciona
a real possibilidade para ocorrer tal sucesso. Os PCN, trazem um avanc¢o na maneira
de pensar e estruturas o processo de ensino-aprendizagem e propoe a selecao de Temas
Estruturadores quando se quer almejar as competéncias ja citadas. No entanto, se devem
fazer alguns recortes utilizando alguns critérios de modo que os contetidos ou temas devem:
favorecer o desenvolvimento das competéncias elencadas, permitir uma articulacao légica
entre diferentes ideias e conceitos, evitar detalhamentos ou nomenclaturas excessivas
evitando um modelo curricular enfileirado como ocorre comumente. Entre esses Temas
Estruturadores destacam-se Algebra, Ntimeros e Funcoes, Analise de dados e Contagem.
O destaque é pertinente a medida que o estudo de Algoritmos de Ordenacao se pauta
sobre tais temas e segundo os PNCEM, (BRASIL, 2002, p. 127),

Esses contetdos devem ter maior espaco e empenho de trabalho no En-
sino Médio, mantendo de perto a perspectiva da resolucao de problemas
aplicados para se evitar a teorizagdo excessiva e estéril.[...] Contribui
também para a compreensao e o uso de representacoes graficas, identifi-
cagdo de regularidades, interpretagdo e uso de modelos matematicos e
conhecimento de formas especificas de raciocinar em Matematica.

Dando continuidade ao que se propoe, ou seja, averiguar nos documentos oficiais
algo que possa aludir o tema Algoritmos de Ordenacao. Iremos realizar uma breve andlise
nos Parametros Curriculares da Educagao Basica do Estado de Pernambuco, publicado em
2012. Nele ha topicos semelhantes aos encontrados nos Parametros Curriculares Nacionais
e BNCC, como resolucao de problemas e modelagem matematica, no entanto, hd uma
mudanca na nomenclatura quando se refere a competéncia. Tais competéncias sao chamadas
de Objetivos nos PCN-5* a 8* séries, Competéncias e Habilidades nos PCNEM e PCNEM, .
Ja nos Parametros Curriculares da Educacao Béasica do Estado de Pernambuco o nome
dado, ao objetivo que se pretenda que o estudante alcance, é Expectativa de Aprendizagem.

As expectativas de aprendizagem explicitam aquele minimo que o es-
tudante deve aprender para desenvolver as competéncias basicas na
disciplina. Em outras palavras, elas descrevem o “piso” de aprendizagens,
e nao o “teto”. Dependendo das condicoes de cada sala de aula, elas
podem ser ampliadas e/ou aprofundadas. (PERNAMBUCO, 2012, p. 13)

Apesar dos Pardametros Curriculares da Educagao Bésica do Estado de Pernambuco
terem se baseado na Base Curricular Comum para as Redes Publicas de Ensino de
Pernambuco (BCC-PE, Secretaria de Educacao de Pernambuco, 2008), nao foi observado
aqui o texto da mesma, ficando a andlise restrita aos Pardmetros Curriculares. Neste
ultimo, a estratégia de resolucao de uma situagao-problema ¢é tida como privilegiada, onde
problemas abertos devem ser prioritarios em detrimento dos fechados. Também ressalta a
modelagem matemaéatica como algo com estreita conexao com a resolucao de problemas.
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De fato, quando a modelagem matematica propoe uma situagao-problema
ligada ao “mundo real”, com sua inerente complexidade, o estudante
é chamado a mobilizar um leque variado de competéncias: selecionar
variaveis que serao relevantes para o modelo a construir; problematizar,
ou seja, formular um problema teérico, na linguagem do campo matema-
tico envolvido; formular hipéteses explicativas do fenébmeno em causa;
recorrer ao conhecimento mateméatico acumulado para a resolugao do
problema formulado, o que, muitas vezes, requer um esforco de simplifi-
cacgao, pelo fato de que o modelo originalmente pensado pode revelar-se
matematicamente muito complexo; validar, isto é, confrontar as conclu-
soes tedricas com os dados empiricos existentes, o que, quase sempre,
leva & necessidade de modificacdo do modelo, que é essencial para revelar
o aspecto dindmico da construgdo do conhecimento. (PERNAMBUCO,
2012, p. 30)

Mesmo com a mudanca de nomenclatura, as competéncias, associadas as habilidades,
estao intrinsecamente ligadas as Expectativas de Aprendizagem, como consta no préprio
documento: “o trabalho com os saberes, no entanto, deve ser orientado para as competéncias
que se deseja que o estudante construa, o que nos leva a necessidade de estabelecer as
expectativas de aprendizagem (PERNAMBUCO, 2012, p. 21)”. Porém, o documento
levanta a bandeira que por meio de aquisicao de “saberes” as competéncias devem ser
construidas e nao o contrario. Concordando, no entanto, com a concepcao de que é por
meio de uma situacao-problema que a aprendizagem de um novo conceito ocorre. Dentre
as expectativas de aprendizagem observa-se, no quadro abaixo, algumas que possuem forte
relagdo com o ensino e aprendizagem de Algoritmos de Ordenagao. Apesar do foco desta
pesquisa ser o Ensino Médio, incluimos nessa tabela o 9° ano com o intuito de mostrar
que algumas competéncias e habilidades ou Expectativas de Aprendizagem ja se fazem

presentes no Ensino Fundamental e deverao ser consolidados no Ensino Médio.

Tabela 1 — Expectativas de Aprendizagem: Parametros Curriculares do Estado de Per-

nambuco
Expectativa de Aprendizagem 9°ano | 10°ano | 11°ano | 12°ano
Comparar e ordenar nimeros reais X - - -
Reconhecer fungao como modelo matematico
para o estudo das variagoes entre - X X X

grandezas do mundo natural ou social

Diferenciar Modelo de crescimento/decrescimento
de fungao exponencial em relagao as fungoes - X X -
lineares e quadraticas

Fonte: Produzida pelo autor

Apesar da expectativa envolvendo comparacao e ordenacao nao aparecer no Ensino
Médio, salientamos que o estudo com Algoritmos de Ordenagao aqui proposto é voltado
principalmente a sua relagdo com a funcao que mede sua eficiéncia, e tal funcao esta
relacionada com a forma que a contagem de agoes de ordenacao é efetuada. Assim, tal

expectativa ja se encontra implicita no processo sem que haja necessidade de inclusao
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prioritaria da mesma no Ensino Médio. Observamos também a falta de referéncia a Funcao
Logaritmica nas Expectativas de Aprendizagem do Ensino Médio, contudo a mesma

aparece na BNCC como sera visto adiante.

Iniciando a breve andlise da BNCC, assim como foram observadas algumas carac-
teristicas dos PCN-5* a 8* séries se faz importante uma abordagem, na parte especifica de
Matematica, do Ensino Fundamental na BNCC. Sabe-se que, de acordo com os documen-
tos curriculares oficiais até aqui analisados, o estudante do Ensino Médio é orientado a
aprofundar e ampliar os conceitos e procedimentos vivenciados no Ensino Fundamental. O
desenvolvimento da aprendizagem é proposto, nesse documento, pelo desenvolvimento de
competéncias e habilidades de forma semelhante aos PCNEM. De acordo com a BNCC
(BRASIL, 2018, p. 8),

Competéncia é definida como a mobiliza¢ao de conhecimentos (conceitos
e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais),
atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana,
do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.

Em (BRASIL, 2018) sao explicitadas Competéncias Gerais da Educacao Bésica e
Competéncias Especificas de Cada Area de Conhecimento dentro das quais sdo indicadas
as habilidades requeridas. Na BNCC do Ensino Fundamental os contetdos sao separados
em unidades tematicas do 1° ao 9° ano e organizadas da seguinte maneira: Ntumeros,
Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica. A BNCC explicita
a importancia de se relacionar, sempre que possivel, as unidades tematicas supra citadas no
processo de ensino-aprendizagem. No entanto, a organizacao curricular se da de uma forma
diferente da que aparece no Ensino Médio como veremos adiante. No Ensino Fundamental
as habilidades sao relacionadas diretamente, no arranjo curricular, as unidades tematicas
e aos objetos de conhecimento. No que diz respeito ao tema Algoritmos, o documento
defende que este tem relagdo bastante proxima do pensamento computacional, que por
sua vez tem bastante importancia, pois propicia uma variedade de representagoes e uso de
diferentes linguagens. Segundo o documento, “A linguagem algoritmica tem pontos em
comum com a linguagem algébrica, sobretudo em relagao ao conceito de variavel (BRASIL,
2018, p. 271)".

Podemos destacar dentre as competéncias, que se referem ao Ensino Fundamental
na BNCC, algumas que possuem relacao com o tema algoritmos:

-Compreender as relagbes entre conceitos e procedimentos dos diferentes
campos da Matemadtica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e
Probabilidade) e de outras dreas do conhecimento, sentindo seguranga
quanto a prépria capacidade de construir e aplicar conhecimentos mate-
maticos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranca na busca de solu-
¢oes. -Enfrentar situagdes-problema em multiplos contextos, incluindo-
se situagdes imaginadas, nao diretamente relacionadas com o aspecto
pratico-utilitario, expressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utili-
zando diferentes registros e linguagens (graficos, tabelas, esquemas, além
de texto escrito na lingua materna e outras linguagens para descrever
algoritmos, como fluxogramas, e dados). (BRASIL, 2018, p. 267)
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Quanto as habilidades que interligam ao tema algoritmos, encontram-se princi-
palmente nos anos finais dos Ensino fundamental, sendo tratados nos anos iniciais com
significado mais voltado para conceitos e procedimentos matematicos, em detrimento do as-
pecto computacional. Dentre as habilidades relacionadas ao tema no Ensino Fundamental,
destacamos:

-Representar por meio de um fluxograma os passos utilizados para resolver
um grupo de problemas.

-Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo para
a construcao de um triangulo qualquer, conhecidas as medidas dos trés
lados.

-Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo
para a construgdo de um poligono regular (como quadrado e tridngulo
equildtero), conhecida a medida de seu lado.

-Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica ou figural ndo
recursiva e construir um algoritmo por meio de um fluxograma que
permita indicar os nimeros ou as figuras seguintes. (BRASIL, 2018)

Percebe-se que se apresentou, na BNCC do Ensino Fundamental, uma proposta
buscando um uso intencional de fluxogramas em diversas tematicas, bem como associar
com o conceito de algoritmo voltado mais para Matematica, mas a relacdo com o conceito

computacional ainda nao foi foco nesta secdo do documento.

Nao é proposito deste trabalho aprofundar o processo de construgao e organizagao
da BNCC, a pesquisa restringe-se principalmente na andalise das competéncias e habilidades
especificas da Area de Matemética no Ensino Médio. Assim, é importante apontar que na
BNCC, no que diz respeito a influéncia das Tecnologias digitais e Computacao, hé indicagao
de uma competéncia destacando: “pensamento computacional: envolve as capacidades de
compreender, analisar, definir, modelar, resolver, comparar e automatizar problemas e suas
solugoes, de forma metddica e sistematica, por meio do desenvolvimento de algoritmos
(BRASIL, 2018, p. 474)”. Apesar da BNCC fazer uso de itinerarios formativos, nao faz
parte do presente estudo adentrar no mérito da questdo nem tampouco o foco de tais

itinerarios interfere na andlise aqui proposta.

Seguindo com a verificagao, na parte especifica de Matemaética, a BNCC ressalta
que os estudantes “ao chegarem aos anos finais, eles possam ser estimulados a desenvolver
o pensamento computacional, por meio da interpretacao e da elaboracao de algoritmos,
incluindo aqueles que podem ser representados por fluxogramas”. (BRASIL, 2018, p. 528).
Também devem desenvolver habilidades relativas a investigacao, construcao de modelos e
resolugao de problemas e serem estimulados de forma a favorecer o desenvolvimento de
competéncias que envolvam raciocinar, representar, comunicar e argumentar. Algumas
competéncias especificas da area de matematica podem receber destaque:

-Utilizar estratégias, conceitos, definigoes e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das
solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

-Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
e propriedades matemaéticas, empregando estratégias e recursos, como
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observagao de padroes, experimentacoes e diferentes tecnologias, identifi-
cando a necessidade, ou nao, de uma demonstragao cada vez mais formal
na validacdo das referidas conjecturas. (BRASIL, 2018, p. 531)

Os Algoritmos de Ordenacao se apresentam assim como um tema pertinente para
um trabalho de ensino e aprendizagem que atendam as competéncias acima destacadas,
pois as habilidades relacionadas a elas requerem procedimentos de identificacao, leitura,
interpretacao, construcao de modelos, resolucao e elaboracao de problemas, e andlise
de situacoes e dados ligados ao mundo real e em especial aos avangos tecnologicos.
Dentre as habilidades relacionadas as competéncias especificas as que se relacionam mais
intrinsecamente com Algoritmos de Ordenacao sao:

-Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel, um
algoritmo que resolve um problema.

-Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na imple-
mentagdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemaética.

(BRASIL, 2018, p. 538-539)

Vale salientar que existem outras competéncias e habilidades especificas na BNCC
que também possuem relagdo com os Algoritmos de Ordenacao e é importante lembrar
que nao é foco deste estudo a programacao computacional, mas também nao esta nos
propoésitos uma avaliagao minuciosa do campo conceitual em questao. Portanto, apenas as

competéncias e habilidades que se fazem necessarias no direcionamento do estudo em tela.

Buscou-se realizar neste capitulo uma analise, seguindo uma ordem cronolégica, dos
Pardmetros Curriculares brasileiros: PCN-5% a 8% séries (1998), PCNEM (2000), PCNEM
(2002), Parametros para a educagao Béasica do Estado de Pernambuco (2012) e BNCC
(2018). A intengao foi detectar as eventuais mudangas curriculares e de paradigmas na
abordagem de contetdos que se assemelhem ou relacionem com os Algoritmos de Ordenacao.
Po6de-se observar em nossa breve analise, dessas diretrizes curriculares para o ambito
educacional federal, estadual e municipal, que sao varias as competéncias, habilidades e, no
caso de Pernambuco, Expectativas de Aprendizagem, indicando a viabilidade com o tema
aqui proposto sendo que apenas na BNCC (2018) o conteido esta explicito. Averiguou-se
que a atencao ao tema so foi dada recentemente e acredita-se que se faz necessario uma
busca por estratégias didaticas que tornem o tema tangivel a professores e alunos do

Ensino Médio.
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2 Matematica e Algoritmos de Or-

denacao

Neste capitulo sera explicitado um resumo dos conceitos e resultados matematicos
necessarios para uma andalise segura dos Algoritmos de Ordenacdo, tanto no que diz
respeito ao funcionamento, bem como sua complexidade. Abordar-se-ao as fungoes que
estao relacionadas com tais algoritmos para serem utilizadas no capitulo subsequente,
onde seré realizado o estudo da complexidade desses algoritmos. Como ja foi indicado na
parte introdutoria deste trabalho, o professor do Ensino Médio pode abster-se da leitura e
reflexdo do conteudo referente as Fungoes Afim, Quadratica e Logaritmica, pois se trata de
um contetdo recorrente no Ensino Médio. No entanto, sugere-se que tal leitura e reflexao
seja indicada para um Estudante do Ensino Médio que se interesse pelo trabalho aqui

desenvolvido.

Apesar dos estudos de alguns algoritmos de ordenagao requererem uma Matematica
mais avancada para sua analise, ater-se aos conceitos e métodos mais acessiveis ao Ensino
Médio nao caracteriza prejuizo. Sera utilizado como texto base o livro Algoritmos Teoria
e Prdtica, cujo autor é Thomas H. Cormen[et.al] (CORMEN, 2002), para abordar os
conteiidos de Somatoérios e Séries. Ja para os conteiidos Fungoes Afim, Quadratica e
Logaritmica, o Livro texto utilizado é Conexoes com a matemdtica, Ensino Médio, Org.
Editora Moderna, 3.ed., Sao Paulo, 2016, vol.1. A ultima escolha se justifica, pois além
do intuito da pesquisa ser voltada para o publico do Ensino Médio, esse é um dos livros
adotados pela Rede Estadual do Estado de Pernambuco sendo suficiente para subsidiar a

analise e a comparacao dos Algoritmos de Ordenacao aqui analisados.

Segundo (CORMEN; 2002), “Quando um algoritmo contém uma construc¢ao de
controle interativo (ou repetitivo)|...] seu tempo de execuc¢ao pode ser expresso como a
soma dos tempos gastos em cada execucaol...]”. Dai a necessidade da inclusdo do tema
somatorios e propriedades, sem pretensao de nenhum aprofundamento desnecessario.
Apesar de haver na anélise de algoritmos que usam a técnica dividir e conquistar célculos
com recorréncia, nao sera tratado esse conteiido, visto que busca-se realizar tal andlise
apenas com a matematica tangivel ao estudante do Ensino Médio. Acrescentar-se-a ainda,
conceitos relacionados a Func¢ao afim, Funcao quadratica, Logaritmos e propriedades e
Funcao logaritmica, pois serao utilizados na modelagem matematica e na comparagao da

complexidade dos Algoritmos de Ordenacao estudados.

No capitulo seguinte serdo abordados os desempenhos dos Algoritmos de Ordenagao
no melhor caso, no pior e no caso médio. Assim, vale adiantar que a Fun¢ao Afim representa

o melhor caso do algoritmo Bubble Sort. J4 a Funcao Quadratica ¢é utilizada na representacao
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do pior caso e caso médio do Bubble Sort, em qualquer caso do Selection Sort e também
no pior caso do Quick Sort. As propriedades dos Logaritmos e a Fun¢ao Logaritmica sao

requeridas para conjecturar e representar o desempenho do algoritmo Quick Sort.

2.1 Somatoérios e propriedades

Dada uma sequéncia de ntimeros ay, as, as, ..., a soma finita a; + as + ... + a, em
que n é um namero inteiro positivo, pode ser escrita em uma notagao de somatorio na

forma

n
Z aj;
i=1

O valor de uma soma finita é sempre bem definido, e seus termos podem ser
somados em qualquer ordem. Dada uma sequéncia aq, as, as, ... a soma infinita a; + as + ...

pode ser escrita como
[e.@]
D>
k=1

cuja convergéncia ¢é regida pelo limite

lim Z ag.

n—>+oo

Se o limite existe, a série converge, caso contrario diverge.

Para qualquer niimero real ¢ e quaisquer sequéncias finitas a; +as+... +a, = Z ag
eby+by+ ...+ b, = Z b, valem as seguintes propriedades de linearidade
k=1

i)Zak—i-bk :Z Zbk
k=1 k=1

k=1

ii) Dado, ¢ € R, tem-se que
n n n
Z C ar + bk Z + Z bk
k=1 k=1 k=1
Estas propriedades sao igualmente validas caso se tenha uma série convergente.

Exemplo 2.1. Sabendo-se que o somatorio Z k=1+2+..4+n,éuma Série Arit-
k=1

n 1 n
mética e tem o valor » k= n(ni%—) Deseja-se calcular o valor de » (2k + 1).
k=1 k=1

De fato, pode-se escrever, segundo as propriedades de linearidade

S @k +1) i 30,
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que equivale a escrever:

i(?k—i—l):Z-n(n;D—f—n:n(n—f—Z).
k=1

n(n+1)(2n+1)

5 ¢ Soma dos Quadrados dos

Exemplo 2.2. Sabendo-se Zk2 =

k=1
n

primeiros n inteiros positivos, deseja-se calcular o valor de Z(2k2 +1).
k=1

De fato, novamente usando-se as propriedades de linearidade

SN+ =23 K+ 1,
k=1 k=1

k=1

que é equivalente a:

];(2]{;24_1):2];]{2_‘_71:n(n+1)3(2n+1) +n:n[(n+1)(§n+1)+3]

2

i 1

Exemplo 2.3. Z k= (n(n;—)) ¢ a Soma dos Cubos dos primeiros n inteiros
k=1

positivos. Deseja-se calcular o valor de  (k + 1)%.
k=1

De fato, pode-se escrever pelas propriedades de linearidade

n

2
" 1
> (k+1)° = 2243+ . 40+ (n+1)°4+1-1 = ) kK’ +(n+1)°—1 = (n<n;>> +(n+1)*—1.
k=1 k=1

n

Exemplo 2.4. Para o nimero real z # 1, o somatério » P =142+ é
k=0

uma Série Geométrica ou Série Fxponencial e tem valor

n :L,n+1 -1

r—1

No caso em que z = 1 temos:
Yoab=1+2?+2°+. 42" =14+ > 2"=1+> 1"=1+n
k=0 k=1 k=1

Exemplo 2.5. Quando o somatério é infinito e |z] < 1, temos a série geométrica decres-

cente e

T

i 1

k
E = ——.
k=0 1
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Nao havera um aprofundamento sobre as propriedades dos somatorios para Séries
Aritméticas e Séries Geométricas, pois nao é necessario para o escopo do trabalho
aqui proposto. Havendo apenas um direcionamento sobre séries que representam Progres-
soes Aritméticas (PA) e Progressdes Geométricas (PG) assim denominadas, bem como
ensinadas no Ensino Médio. As séries aritméticas serao requeridas no calculo do niimero
de comparagoes dos Algoritmoas de Ordenagao Bubble Sort e Selection Sort, ja as séries
geométricas tém relevancia no célculo do nimero de comparacgoes realizado pelo Quick
Sort.

2.2 Funcao Afim

Esta secao se reporta a uma breve abordagem da Func¢do Afim haja vista que
a analise e comparagao da complexidade de algoritmos de Ordenacao, como ja foi dito
no inicio deste capitulo, requer a comparacao grafica das fung¢oes envolvidas das quais

faz parte a Fung¢do Afim que serd utilizada na observacao do melhor caso do algoritmo

Bubble Sort.

De acordo com o livro texto aqui adotado: “Uma funcao f : R — R chama-se
Fungdo Afim quando existem niimeros reais a e b tais que f(x) = ax + b para todo
x € R (LEONARDO, 2016, p. 85)".

Exemplo 2.6. A fungdo g : R — R tal que g(z) = —%x + 5 em que a = —% eb=>5,¢

uma Funcgcdo Afim.

Casos particulares de Funcao Afim

Uma funcao f : R — R chama-se Fung¢ao Constante quando existe um niimero
real b tal que f(z) = b para todo = € R.

Exemplo 2.7. Uma fungdo t : R — R tal que t(z) = —5 em que a =0 e b = —5, é uma

Funcdao Constante.

Uma funcdo f : R — R chama-se Fun¢do Polinomial do 1° grau quando
existem numeros reais a e b, com a # 0 tais que f(z) = ax + b para todo = € R. Uma
Funcao Polinomial do 1° grau que tem o coeficiente b = 0 recebe o nome de Fungdo

Linear.

Exemplo 2.8. A funcdo h: R — R tal que h(z) = —7x em que a = —7 e b = 0, é uma

Funcgdao Linear.

Grafico da Funcao Afim

O gréfico de uma Fung¢do Afim é uma reta obliqua aos eixos Oz e Oy.
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Figura 1 — Gréaficos de Fungoes Afins

Funcgdo Afim

f(a) = 20

Funcao Linear

Fonte: Produzido pelo autor

No caso do grafico de uma Fungao Constante temos uma reta paralela ao eixo O,.

Figura 2 — Grafico da Fung¢ao Constante

y

Fonte: Produzido pelo autor
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Analise do grafico da Funcao Afim

Uma Fungdo Afim, de lei f(z) = ax + b, pode ser crescente, decrescente ou

constante, dependendo do valor do coeficiente a da funcao.

Figura 3 — Gréafico da Funcao Afim crescente e decrescente

flx)=az+0b
a>0

/'f'(il'z)

Funcao crescente

f@)=ax+0b
a<0

(b)

Funcao decrescente

De um modo geral:

e Para uma Func¢do Afim com coeficiente a > 0, temos:
Vg < 11 = axy < ar; = ary + b < axy + b, ou seja, f(x2) < f(x1) e f(x) é

crescente.

e Para uma Funcdo Afim com coeficiente a < 0 temos:
Vg < 1 = axey > axr; = ary + b > axy + b, ou seja, f(x2) > f(x1) e f(x) é

decrescente.

2.3 Funcao Quadratica

“Uma funcao f : R — R chama-se Fung¢do Quadrdtica ou Fung¢do Polinomial
do 2° grau quando existem ntimeros reais a, b e ¢, com a # 0, tais que f(z) = az®+bx +c,
para todo x € R (LEONARDO, 2016, p. 108).”
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Exemplo 2.9. Seja f: R — R uma fungao dada por f(x) = 22% + 3z — 15, em que a = 2,
b=3ec=—15.

Exemplo 2.10. Seja g : R — R uma fungao dada por g(x) = —%2 + 5, em que a = —i,
b=0ec=>5.

Exemplo 2.11. Seja h : R — R uma funcao dada por h(z) = —2 4 /222, em que a = /2,
b=—-1lec=0.

Exemplo 2.12. Seja i : R — R uma fungdo dada por i(x) = —%xQ, em que a = —%, b=0

ec=0.

Grafico da Funcao Quadratica

O grafico de uma Fun¢do Quadrdtica ¢ uma curva no formato de uma parabola.

Quando representam uma Funcao Quadratica, as parabolas podem ter a abertura
(concavidade) voltada para cima ou para baixo. Na pratica, observamos o sinal do
coeficiente a da Fung¢do Quadrdtica dada por f(z) = ax® + bx + ¢ para determinar o

sentido da concavidade da parabola como estd ilustrado na figura seguinte.

Figura 4 — Graficos de Fung¢oes Quadraticas

f y y

f(z)=az’+bx+c

a<0

f(z)=az’ + bz +c x
a>0

/

(b) f

Fonte: Produzido pelo autor

e Se a > 0, entao a parabola que representa a funcao f tem concavidade voltada para

cima.

e Se a < 0, entao a parabola que representa a funcao f tem concavidade voltada para

baixo.

Elementos do Grafico da Fungao Quadratica

E importante identificar os elementos de uma parabola que representa uma
Funcdo Quadrdtica, pois tais elementos sao utilizados como parametros na analise de

tal funcao.
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Vértice da parabola

Na parabola que representa uma Funcao Quadratica, o vértice corresponde ao
ponto da curva de menor ordenada (quando a > 0) ou de maior ordenada (quando a < 0),
cujas coordenadas sao representadas por V(x,,¥,). A reta perpendicular ao eixo O, que
passa pelo vértice da parabola, é denominada eixo de simetria e seus pontos sao tais

que T = .

As coordenadas do vértice de uma parabola que representa uma Funcao Qua-

drética de lei f(x) = ax?® +bx + ¢, com a # 0, como ilustrado na figura a seguir, sao dadas

por z, = 2 e 1, = —. As demostracoes correspondentes foram omitidas, pois nao sao

foco deste trabalho.

Figura 5 — Grafico indicando o vértice da parabola que representa uma Fungdo Quadratica

eixo de simetfia

/ f(z) =az® + bz +c

a>0

b
2a X

T la vértice

eixo de simetria

f(z) = az® + bz +c

_2 vértice
4a a>0
X

b

2a

Fonte: Produzido pelo autor

Intervalo de crescimento e decrescimento da funcao quadratica

Para analisar o intervalo de crescimento e decrescimento da Func¢cdo Qua-
drdtica devemos observar a abscissa do vértice (x,) como ilustrado na figura 5 observa-se

as seguintes situacoes.
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Quando a > 0 temos:

Se r < x,, entao a funcao ¢ decrescente, caso contrario é crescente.

Demonstracao 1. Sejam x; e x5 dois pontos quaisquer do eizo das abscissas tais que

T < Tg < Ty, temos

—b —b —-2b  —b
< — € Tp< — =201+ < — =—.
2a 2a 2a a

Dai,
T1+ Ty < —.
a

Como a > 0, multiplicando os dois membros da desigualdade por a obtemos
a-(r1+ ) < —b.

Temos ainda que (x1 — xo) < 0, multiplicando os dois membros da dltima desigualdade por

este fator obtém-se

a-(21+2) (11 —2) > —b-(11—12) => (ax—ax3) > —br;+bry => azi+br > ari+bas.

Adicionando um niumero real ¢ a ambos os membros ficamos com
ax] +bry + ¢ > ars + by +c = f(x1) > f(2)

Portanto, quando a > 0, temos para todo x < x,, f(x1) > f(x2) € a fungdo é decrescente.

Analogamente, para todo x > x,, f(x1) < f(xa) e a funcio é crescente.

Quando a < 0 temos:
Se r < x,, entdo a func¢ao é crescente, caso contrario é decrescente.

A prova é andloga a Demonstragao 1.

Independente de a > 0 ou a < 0 temos:

Se © = x,, entdo a funcdo nem é crescente e nem decrescente.

2.4 Funcao Logaritmica

Como um dos focos nesta pesquisa é a analise da complexidade dos Algoritmos
de Ordenacao, nao consta aqui todo contetido relacionado aos logaritmos, mas apenas
o que diz respeito a algumas defini¢des e propriedades operatorias, bem como Fungdo
Logaritmica e sua andlise grafica. Antes, faremos uma breve abordagem sobre poténcias e
Funcao Exponencial com o intuito de basilar melhor a abordagem com a Func¢ao Logaritma.
Para tanto, abrimos espago para uma bibliografia complementar do livro: A Matemdtica do
Ensino Médio, Vol. 1, SBM, 1997. Cabe observar que em (LEONARDO, 2016) o conjunto

dos reais positivos é indicado por R , enquanto em (LIMA et al., 1997) é indicado por R*.
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Funcao Exponencial
Poténcias de expoente racional

Para todo n € N, a poténcia a”, de base a e expoente n ¢ definida como o produto

de n fatores iguais a a, ou seja, a" =ga-a-...-a
————

n  fatores
Para n = 1, temos por definicdo que a' = a, fazendo inducdao em a™ obtemos

a"™ = a-a" e podemos afirmar que a” é valido para todo n > 1.
Temos, para quaisquer m, n € N,

av-d*=a-a-...-a-a-a-....a=a-a-...-a=a""™"

n  fatores m  fatores n+m  fatores

De posse do ultimo resultado, para quaisquer mq, ma, ..., my, vale a igualdade

mi mi+mo+...+myg

-a"t =a ,

e de modo particular, sendo m; = ... = my = m, temos (a™)* = a™*.

Sendo a > 1, como a" > 0, podemos escrever a”*! > a™. Portanto,

a>l=l<a<d®<...<a*<at. ..

De modo analogo,

O<a<l=1>a>ad’>...>ad">a""'>.. .

Portanto a sequéncia cujo o n-ésimo termo ¢é a™ é:

e crescente quando a > 1;
e decrescente se 0 < a < 1;

e constante quando a = 1.

No caso de n ser inteiro, o significado da poténcia a" deve satisfazer a regra

fundamental a™ - a™ = a™".

Vejamos para n=0, neste caso a igualdade a’ - a* = a°*! deve ser vélida, ou seja,
a’ - a = a e portanto a® = 1.

O significado de a™" pode ser obtido observando-se que, para qualquer n € N, —n
1

é negativo e devemos ter a™" - a" = a """ = a’ = 1, ou seja, a " = —.
a

A funcdo f: Z — RT, dada por f(n) = a", n € Z, além de cumprir a igualdade

fundamental é ainda crescente quando a > 1 e decrescente se 0 < a < 1. Em particular,
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e paraa>1leneN, tem-sea™ <1<a

eparal<a<leneN, tem-sea” <1<a".

De a™ - a" = a™t™, segue-se que

(™" =a"-a"...-d"=qa-a-...ca-q-a-...-aq-...-qa-a-...-a=a""
—_———
n  fatores m  fatores m  fatores m  fatores
nm  fatores
com m, n € Z.
Agora, vejamos o sentido que pode ser dado a poténcia a” quando r = ™, com
n

m € Z e n € N. Mantendo vélida a igualdade a” - a®* = a"*, temos

(ar>n — ar . CLT . CLT — ar+r+...+r — ar-n — am.
Portanto a” é o nimero real positivo cuja n-ésima poténcia é igual a a". Por
definicao de raiz, este nimero é {/a™. Assim, a tnica maneira de definir a poténcia a”,

comr =2 "m e Zen €N, consiste em por

n’

Os detalhes complementares desta tltima definicdo podem ser encontrados em
(LIMA et al., 1997).

Quanto ao significado da poténcia a® para x € R, estd além do escopo desse
trabalho, considerando-se validas as mesmas propriedades das poténcias com expoente

racional vistas anteriormente.

Feitas as consideragoes a respeito das poténcias e propriedades segue a defini¢ao
da Funcao Exponencial. Seja a um ntimero real positivo, que suporemos sempre diferente
de 1, e RT o conjunto dos nimeros reais positivos. A Fun¢do Exponencial de base a,
f:R — R", indicada pela notagao f(z) = a”, deve ser definida de modo a ter as seguintes

propriedades, para quaisquer x, y € R:

1. a®-a¥ = a®;
2. a' =a;

.r<y=ad"<a’quandoa>lexrx <y=a’ <a” quando 0 < a < 1.

Nao é de interesse deste trabalho aprofundar o tema Fungao Exponencial. A
abordagem feita aqui teve o intuito de servir de base para algumas propriedades da Funcao
Logaritmica abordadas no texto. Portanto a caracterizacao e as demonstracoes serao

omitidas e podem ser encontradas em (LIMA et al., 1997).
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Logaritmos e propriedades

De acordo com (LEONARDO, 2016): “Dados os niimeros reais positivos a e b com

a # 1, o logaritmo de b na base a é o nimero real x tal que a® = b. Ou seja:
log,b =2 <= a” =b.

O ntmero b é conhecido por logaritmando”. Algumas consequéncias da defini¢cao sao:

e log,1=0
o log,a=1
e log,a" =n

° alogan =n

log, m =log,n <= m=n

Satisfeitas as condigoes de existéncia de um logaritmo, as propriedades operatorias

dos logaritmos sao:

Logaritmo do produto: log, (b - ¢) = log, b+ log, c.

Demonstracao 2. Definindo-se,
log,(bc) =z, log,b=vy e log,c=z.

Essas respectivas equacoes sio equivalentes a escrever:

Logo pode-se escrever:

a® =a’a* = a¥"?
Seque-se que r =y + z e portanto,
log, (bc) = log, b+ log, c
Logaritmo do quociente: log, (g) = log, b —log, c.

Demonstracao 3. Analogamente a Demonstragio 2, tem-se:

b

log, |- ]| =2, log,b=vy e log,c=-z.

c

Que sdo, respectivamente, equivalentes a,

a*=-, a’=b e a*=c



2.4. Funcao Logaritmica 45

Dag,

a*=a""7 <= r=y—z
Portanto,
b
log, () = log, b —log, c
c
Logaritmo de uma poténcia: log, 0" = n - log, b.
Demonstracgao 4. Segue uma consequéncia imediata da Demonstracao 1, ou seja,

log, b" =log, (b-b- ... -b)=log,b+log,b+---+log,b=mn-log,b

n  VEZES

Funcao Logaritmica

Sendo R* o conjunto dos niimeros reais positivos, segundo (LEONARDO, 2016),
“Uma funcao f : R} — R chama-se Func¢do Logaritmica quando existe um ntimero real

* 7

a,coma>0ea##1,tal que f(x) = log, x para todo x € R%"
Exemplo 2.13. Seja [ : R} — R definida por f(z) = log, x.
Exemplo 2.14. Seja g : R% — R definida por g(z) = log 3 .

Exemplo 2.15. Seja h : R% — R definida por h(z) = logs .

Grafico da Funcao Logaritmica

O gréafico da Fungdao Logaritmica representada por f(z) = log, (x) definida
anteriormente, possui o eixo O, como assintota vertical e intersecta o eixo O, no ponto

(1,0).

Figura 6 — Graficos de Fung¢oes Logaritmicas
Fungéo Logaritmica decrescente

3 logex
Funcao Logaritmica crescente
O<a<1
3 log,x 2

a>1

Fonte: O préprio autor
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O crescimento e decrescimento da Funcdo Logaritmica também podem ser

observados nos graficos (a) e (b) acima.

Se a > 1, a fungao f é crescente.

Demonstracao 5. Seja a > 1, considere x1, 1, € RY e suponhamos x; < x,.

Podemos escrever

f(ZL‘l) = 10ga €T, < af @) — Ty € f(l'Q) = loga Ty = af (@2) — 9.

@) < /@) — f(z)) < f(z2)

Se 0 < a < 1, afuncdo f é decrescente.

Demonstracio 6. E andloga & Demonstracio 5.

E importante destacar que em (a) a fungdo é estritamente crescente no intervalo

(0, +00) e em (b) estritamente decrescente no mesmo intervalo.
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3 Algoritmos de Ordenacao e Com-

plexidade

O inicio deste capitulo aborda alguns conceitos basicos sobre algoritmos para
posteriormente serem definidos e exemplificados os Algoritmos de Ordenagdo, também
realizar-se-4 a analise da complexidade (desempenho) dos Algoritmos de Ordenagao aqui
descritos. Vale lembrar que nao havera descricao de todos os algoritmos, visto que sao
iniimeros e seria desnecessario para o que se propoe nesta pesquisa. Sendo assim, serao
analisados apenas os Algoritmos de Ordenacao: Bubble Sort, Selection Sort e Quick Sort.
Quanto a complexidade, também chamada de desempenho ou custo, serao observados,
para um vetor de n elementos, o melhor caso, quando o vetor ja esta ordenado, o pior caso,
quando o vetor esta ordenado ao contrario e o caso médio, que calcula em média o tempo
para se percorrer n/2 elementos do vetor para obter o elemento procurado na ordenagao.
Tais situagoes serao melhor esclarecidas no decorrer do trabalho, uma vez que no Quick
Sort os casos de desempenho se apresentam de forma diferente dos outros dois algoritmos
citados. Por fim, serao analisadas as complexidades graficamente comparando-as por meio
das fungoes que as representam utilizando a andlise assintotica e também sera realizada

uma breve abordagem sobre fluxogramas.

3.1 Conceitos basicos

Um dos primeiros contatos que temos com algoritmos ¢ utilizando o Algoritmo de
Euclides para divisao entre ntimeros naturais, contudo, quando ocorrem esses primeiros
contatos, nao ha ainda uma relagao de tal algoritmo com tecnologia computacional e nem

clareza quanto ao conceito mais amplo de algoritmo.

O significado de algoritmo que se apresenta nos primeiros contatos do estudante
com tal conceito é mais relacionado com conceitos e procedimentos matematicos, porém
a definicao ¢ mais abrangente. Pode-se definir algoritmo como “um conjunto de regras e
operacoes bem definidas e ordenadas, destinadas a solu¢ao de um problema ou de uma
classe de problemas, em um ntimero finito de etapas (RIBEIRO, 2018, p. 32)”. Um algoritmo
matematico pode ser passivel de programagao computacional e existem algoritmos nao-
computacionais, como por exemplo: tomar um banho. De acordo com (CORMEN;, 2002),
“um algoritmo é qualquer procedimento computacional bem definido que toma algum valor
ou um conjunto de valores como entrada e produz algum valor ou conjunto de valores
como saida”. O mesmo autor defende que um algoritmo é uma ferramenta para resolver

um problema computacional bem especificado e problemas de ordenagao sao comuns, a
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ordenacao é uma operacao fundamental na ciéncia da computacao. Problemas de busca
na internet, compras de produtos online e alocagao de recursos na industria sao alguns
exemplos onde se podem necessitar do uso de algoritmos. Observou-se, no Capitulo 1,
que uma das competéncias sugeridas na BNCC é estimular o estudante desenvolver o

pensamento computacional por meio da interpretacao e elaboragao de algoritmos.

Mesmo que se tenha, por hipotese, computadores com boa velocidade e boa memoria,
é necessario que haja métodos mais faceis de serem implementados e rapidos na resolucao
dos problemas computacionais. Significa que um algoritmo mais eficiente torna o tempo
de execucgao e o espa¢o na memoéria mais viaveis. Dai, para resolver o mesmo problema
computacional podem ser usados métodos que diferem na eficiéncia e que independem do
hardware utilizado. Serdo avaliados posteriormente Algoritmos de Ordenagao que utilizam
métodos de ordenagao por comparacgao sendo alguns mais simples, porém menos eficientes

e outros de implementacao mais complexa com melhor eficiéncia.

Uma ordenacao por comparacao simples realiza ou nao a troca dos elementos
dos vetores dois a dois ap6s compara-los, é o caso de uma ordenacao por selecao. Nele,
para uma ordenacao crescente, percorre o vetor até encontrar o menor valor e coloca-o na
primeira posicao, depois percorre novamente o vetor em busca do segundo menor valor
e localiza-o na segunda posicao e assim sucessivamente até que o vetor fique ordenado.
Como exemplo dessa categoria de algoritmo temos o Selection Sort e um que utiliza
ordenacao por comparac¢ao mais simples do que por selecao e estd aqui exemplificado
pelo Bubble Sort. Apesar de utilizarem um paradigma de ordenacao semelhante, visto
que apos realizadas as comparacgoes dos elementos se coloca os mesmos na posicao e
ordem almejadas, nao utilizam o mesmo procedimento, e por isso ¢ importante que
conhecamos mais de um algoritmo dessa categoria. Outro algoritmo que utiliza ordenacao
por comparacao ¢ o Quick Sort, porém com uma técnica chamada divisao e conquista
que consiste em dividir um problema a ser resolvido em problemas menores, que podem
ser divididos em partes ainda menores, encontram-se as solu¢oes dos problemas menores
e combina-se as solugoes dos problemas menores em uma solugao global que resolve o
problema inicial. O algoritmo de ordenacao mais conhecido que se utiliza desse método
é o Merge Sort, contudo a escolha nesta pesquisa foi pelo Quick Sort e teremos seus

detalhes colocados mais adiante.

Para realizar-se a comparacao da eficiéncia dos algoritmos sera utilizada a notagao
assintética ou notagdo O-grande, representada pelo simbolo O. Tal notagdo O-grande
refere-se a um limite assintotico superior. Vale salientar que ao analisar assintoticamente
os algoritmos de ordenagao, considera-se o termo de maior crescimento da lei de formacao
da funcao que representa o desempenho do Algoritmo de Ordenagao e que nao é intuito do
escopo desse trabalho um aprofundamento tanto no que diz respeito a representagao da

notagao assintética acima citada como o motivo da escolha do termo de maior crescimento
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que nos referimos anteriormente.

Quando observamos tamanhos de entrada grandes o suficiente para
tornar relevante apenas a ordem de crescimento do tempo de execucao,
estamos estudando a eficiéncia assintdtica dos algoritmos. Ou seja,
estamos preocupados com a maneira como o tempo de execugdo de um
algoritmo aumenta com o tamanho da entrada no limite, & medida que o
tamanho da entrada aumenta indefinidamente. Em geral, um algoritmo
que é assintoticamente mais eficiente serd a melhor escolha para todas
as entradas, exceto as muito pequenas. (CORMEN, 2002, Parte I, p. 51)

O mesmo autor acrescenta que a eficiéncia assintética ¢é definida em termos de
fungoes cujo dominio é N, contudo, as vezes é conveniente abusar da notacao assintética

para um subconjunto de N ou ao dominio dos niimeros reais.

Para uma dada fungdo g(n), denotamos por O(g(n)) o conjunto de fungdes
O(g(n)) = {f(n): existem constantes c¢ e n, tais que 0 < f
n>n,}.

(n) < c¢-g(n) para todo

Exemplo 3.1. Considere as fungoes f(n) =n?+5n+ 1 e g(n) = n?.
Tem-se, paran > 1, n2+5n+1<n?+5n2+n?2=7-n>= f(n) <7-g(n).
Portanto,

f(n) € O(g(n))

Segundo (CORMEN;, 2002, p. 35), “para indicar que uma fungao f(n) é membro
de O(g(n)), escrevemos f(n) = O(g(n))".

Exemplo 3.2. Considere as fungoes f(n) = 1001og, n + 2n -log, n — 10n, h(n) = log,n e
g(n) = n-log, n. Mostraremos que f(n) é assintoticamente representada na notacao Big-O
por O(n - logyn). De fato, as fungdes h(n) e g(n) sdo estritamente crescentes para todo
n > 2, dai pode-se escrever,

log, n? < log, n".

E assim, pode-se afirmar que 100log,n < 50n - log, n e somando-se 2nlog,n a esta

desigualdade ambos lados tem-se,
100 logy, n + 2n - log, n < 50n - logy n + 2n - logy n.
Subtraindo-se —10n ambos lados e sabendo que —10n < n - log, n tem-se,
1001ogy n + 2n - logyn — 10n < 50n - logy n + 2n - logy n + n - logy n.

Segue-se que,
100logyn + 2n - logyn — 10n < 53 - n - logy n.

Logo, 0 < f(n) < c-g(n) e f(n)=0(g(n)) = O(n-log,n).
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Outro conceito também utilizado no estudo de algoritmos é o de flurograma que
¢ um diagrama escrito em uma notacao grafica simples, usado para representacao visual
de um algoritmo. Como exemplo simples de um fluxograma, podemos observar a figura a

seguir que trata da construcao de um quadrado.

Figura 7 — Fluxograma indicando um algoritmo para formar um quadrado.

Tente desenhar no seu caderno, a figura que o fluxograma abaixo propoe.
Os giros deverao ser feitos apenas no sentido anti-horario.

. Ande .| Gire 90
20cm "l graus
I Nao

Fonte:<https://novaescola.org.br/plano-de-aula/5129 /interpretando-fluxogramas>

Poligono
formado?

Sim Fim

Existem algumas normas para a construcao de um fluxograma que serdao abordadas
em momento oportuno e também serao observados mais exemplos sobre o tema no final

do capitulo.

3.2 Algoritmos de ordenacao

Serao analisados a seguir dois Algoritmos de Ordenagao que fazem uso de estratégias
de comparacao distintas, sao eles: Bubble Sort e Selection Sort. Apesar de utilizarem método
afim, ou seja, paradigmas semelhantes, os mesmos diferem no procedimento e tém sua
eficiéncia diferindo no melhor caso, contudo se faz necessario analisa-los no pior caso e no

caso médio observando as diferencas nos desempenhos.

Muitas vezes o caso médio é quase tdo ruim quanto o pior caso [...] Em
média, metade do elementos em A[1,2,3,...,j— 1] sdo menores que A[j],
e metade sdo maiores. [...] Se desenvolvermos o tempo de execugdo do
caso médio resultante, ele sera uma funcao quadratica do tamanho da
entrada, exatamente como o tempo de execucio do pior caso. (CORMEN,
2002, Parte I, p. 20)

Apesar de se fazer referéncia no texto em alguns exemplos, o caso médio nao sera
prioritario em nossas analises, pois a analise assintética tem como principal preocupacao
um numero muito grande de elementos de um vetor a ser ordenado avaliando o pior caso,
além disso o caso médio é considerado dificil de obter sua complexidade visto que nem
sempre ¢ claro o que seria o caso médio em relagao a distribuicao dos elementos do vetor a

ser ordenado, como ocorre com o Quick Sort.
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3.2.1 Bubble Sort

O Algoritmo de Ordenagao Bubble Sort é considerado um dos mais simples,
também é conhecido por Ordenacao por Flutuagao, dai o nome Bubble cuja traducgao para
o Portugués é Bolha. Seu procedimento se d& da seguinte maneira: para uma ordenagao
crescente, iniciando-se com o primeiro, cada elemento do vetor se compara com o posterior,
caso este seja maior, muda de posicao com o mesmo, caso nao o seja, a troca de posicao
nao é feita e passa-se para o proximo par de comparacao. Para uma ordenacao decrescente,
o elemento se compara com o posterior, caso seja maior, nao muda sua posicao atual.
Segue-se para o proximo par de comparagdo e assim sucessivamente até que o vetor
esteja ordenado. Além da simplicidade outra vantagem desse Algoritmo de Ordenagao ¢é a
estabilidade, mas a lentidao o deixa em desvantagem em relagdo a outros Algoritmos de
Ordenacdo. E indicando para pequenos vetores e contraindicado para vetores com nimero

grande de elementos.

Exemplo 3.3. Considere o vetor A = (5,4,3,2,1), que possui o nimero de elementos
n = 5. O objetivo é colocé-lo em ordem crescente com a estratégia de comparagao do
Bubble Sort. O vetor A caracteriza o pior caso do Bubble Sort.

Os procedimentos se dao da seguinte maneira:

Passo I. 5 compara com 4 e troca de posi¢ao, pois 5>4;

Passo II. 5 compara com 3 e troca de posicao, pois 5>3;

Passo I11. 5 compara com 2 e troca de posicao, pois 5>2;

Passo IV. 5 compara com 1 e troca de posi¢ao, pois 5>1.

Agora ocorre o mesmo com o 4.

Passo V. 4 compara com 3 e troca de posicao, pois 4>3;

Passo VI. 4 compara com 2 e troca de posic¢ao, pois 4>2;

Passo VII. 4 compara com 1 e troca de posicao, pois 4>1.

Passo VIII. 3 compara com 2, como 3 < 2, troca de posi¢cao com este.

Passo IX. 3 compara com 1 e também troca de posi¢ao com ele.

Passo X. 2 compara com 1 e troca de posicao.

Outra forma de representar o procedimento estd descrito na tabela a seguir.

Tabela 2 — Exemplo do Bubble Sort com 5 elementos, n = 5, representando o pior caso.

VETOR | N° de comparacgoes

5-4-3-2-1 | 4 comparagoes (5e4,5e3,5e2,5el).
4-3-2-1-5 | 3 comparacoes (4e3,4e2,4el).
3-2-1-4-5 | 2 comparagoes (3 e 2,3 e 1).

2-1-3-4-5 | 1 comparacao (2 e 1).

1-2-3-4-5 | (n — 1) iteragoes: vetor ordenado.

Fonte: Adaptado de <https://www.ic.unicamp.br/~oliveira/doc/mc102 2s2004/aula_ Ordenacaol.pdf>
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Seja, por exemplo, (), a quantidade de comparagoes quando se retira o elemento a
de um vetor de n elementos. Portanto tem-se (), = n — 1 comparagoes. Com esta ideia

pode-se escrever

ici:<n—1)+(n—2)+...+1:n(712—1):r;z

(3.1)

|3

comparagoes no pior caso. Sua eficiéncia(complexidade) é, assintoticamente, representada
por O(n?). No melhor caso do Bubble Sort, quando o vetor ja se encontra ordenado, teremos
apenas (n — 1) iteragoes e sua eficiéncia(complexidade) é representada por O(n). No pior
caso temos uma complexidade representada por um func¢ao quadratica e no melhor caso
por uma funcao linear. Vejamos outro exemplo com um vetor desordenado e com ntimero

maior de elementos.

Exemplo 3.4. Dado o vetor w = (7,12,5,0,21,3,6,1,2,9), com o niimero de elementos
n = 10, utilizando a estratégia do Algoritmo Bubble Sort, teremos a seguinte configuracao
de comparacoes para uma ordenacao crescente:

Passo I. 7 compara com 12 e nao troca de posicao, ja que 7< 12;

Passo II. 12 compara com com 5 e troca de posicao, visto que 12>5;

Passo III. 12 compara com 0 e troca de posicao, uma vez que 12>0;

Passo IV. 12 compara com 21 e nao troca de posicao, pois 12<21;

Passo V. 21 compara com 3 e muda de posicao, ja que 21>3;

Passos VI a IX. 21 compara com 6, 1, 2 e 9 e muda de posi¢coes com os mesmos, visto
que 21>6, 21>1, 21>2 e 21>9.

Continuando com nossas comparacoes temos:

Passos X e XI 7 compara com 5, 0 e troca de posi¢ao com os mesmos, pois 7>5 e 7>0;
Passo XII. 7 compara com 12, que ficou na posicao do 21, e nao troca de posi¢ao pois
7<12;

Passos XIII a XVI. 12 compara com 3, 6, 1, 2, 9 e troca de posicao com os mesmos,
haja vista que 12>3, 12>6, 12>1 e 12>2;

Temos 12 e 21 nas posicoes corretas.

Passo XVII. 5 compara com 0 e troca de posicao, ja que 5>0;

Passo XVIII. 5 compara com 7 e nao troca de posicao, porque 5<7;

Passos XIX a XXII. 7 compara com 3, 6, 1, 2 e troca de posi¢ao com estes;

Passo XXIII. 7 compara com 9 e nao troca de posi¢ao, pois 7<9.

9 ja foi comparado com 12 e 21, e fica na antepentultima posicao.

Continuaremos com as comparacoes até o Passo XLV de modo que tenhamos o vetor

ordenado.

Apresenta-se na tabela abaixo, como no exemplo anterior, uma representacao dos
procedimentos aqui realizados com o vetor w, cuja configuracao inicial nao estd em ordem

crescente ou decrescente.



3.2.  Algoritmos de ordenagdo 53

Tabela 3 — Exemplo do Bubble Sort com vetor de 10 elementos, n = 10, representando o
caso médio.

VETOR N° de comparacgoes

7-12-5-0-21-3-6-1-2-9 | 9 comparagdes (7T e 12,12e5,12e0,12e21,21e3,21e6,21 e 1,21 e 2, 21 e 9).

7-5-0-12—3—6—1-2—9—@ 8 comparagdes (7e5,7e0,7e12,12e3,12e6,12e1,12e2,12¢9).

5-0-7-3-6-1-2-9-12-21 | 7 comparacdes (5¢0,5¢7,7¢3,7¢6,7e1,7e2,7e9).
0-5-3-6-1-2-7-9-12-21 | 6 comparacdes (
(
(
(

0eb,5e3,5e6,6el,6e2,6eT7).

0-3-5-1-2-6-7-9-12-21 5 comparagdes (0 e 3,3e5,5el,5e2,5e6).
0-3-1-2-5-6-7-9-12-21 4 comparagdes (0 e 3,3 e1,3e2,3eb).
0-1-2-3-5-6-7-9-12-21 | 3 comparagdes (0e1,1e 2,2 e 3).
0-1-2-3-5-6-7-9-12-21 2 comparagdes (0 e 1, 1 e 2).

0-1- 2-3-5-6-7-9-12-21 | 1 comparacdo (0 e 1).
0-1-2-3-5-6-7-9-12-21 (n — 1) iteragdes: vetor ordenado.

Fonte: Adaptado de <https://www.ic.unicamp.br/~oliveira/doc/mc102 2s2004/aula_ Ordenacaol.pdf>

Considerando um vetor de n elementos, analogamente a 3.1, temos o total de

comparagoes C',, assim como no pior caso, representado por

iciz(n—1)+(n—2)+...+1:”(”7_1>: ’

n n
— 3.2
P 2 2 2 (32)

comparacoes para o caso médio, onde o vetor nao se encontra totalmente em ordem

crescente ou decrescente. Sua complexidade é, assintoticamente, representada por O(n?).

3.2.2 Selection Sort

O termo Selection Sort vem do inglés e significa Ordenagao por selegao,
também utiliza o método ou paradigma da comparagao por sele¢do ou selecao direta. Nela,
a ideia é ordenar a lista selecionando em cada iteragao os menores itens e ordenando-os
da esquerda para direita em caso de ordem crescente. Quando o menor elemento da lista
¢ localizado na 1* posigao a iteragao ocorre para localizar o segundo menor elemento da
lista na 2* posicao e assim sucessivamente até que a lista se ordene em ordem crescente.
Algumas vantagens desse algoritmo sao: facil implementacdo e uso de pouca memébria.
Entre as desvantagens temos como principal seu desempenho, é ruim em todos os casos:
melhor, médio e pior, sendo indicado apenas para pequenas listas e nao é um algoritmo

estavel.

Exemplo 3.5. Consideremos a lista(vetor) B = (5,3,1,2,4), com n = 5 elementos, a
qual serd ordenada de acordo com os seguintes procedimentos do Selection Sort.

Passo I. 5 compara com 3, 3 é menor e troca de posi¢cao com 5, assim 3 vai para 1?
posicao;

Passo II. 3 compara com 1, 1 é menor e troca de posi¢ao com 3, ou seja, 1 fica na 1*

posicao e 3 na 3* posicao;
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Passo III. 1 compara com 2, 1 é menor e continua sem trocar;

Passo IV. 1 compara com 4; 1 é menor e continua sem trocar.

O 1 é o menor elemento e ocupa a 1* posicao, apds isso temos:

Passo V. 5 compara com 3, 3 ¢ menor e muda de posi¢ao com 5;

Passo VI. 3 compara com 2, 2 é menor e muda de posicao com 3;

Passo VII. 2 compara com 4, 2 é¢ menor e nao muda de posicao.

O 2 ira para a 2° posicao no lugar do 3, e o 3 ird para 4* posicao.

Em seguida teremos

Passo VIII. 5 compara com 3, 3 é¢ menor e muda de posi¢cao com 5;

Passo IX. 3 compara com 4, 3 é menor e nao muda de posicao.

O 3 ird para a 3* posicao no lugar do 5, que esta na posigao inicial do 1 e o 5 vai para a
4* posicao, onde estava o 3. Realizada a troca, teremos a tltima comparagao:

Passo X. 5 compara com 4, 4 é menor e muda de posi¢ao com 5. O 4 vai para 4* posigao

e 0 b para 5 posicao.

A representagao dos procedimentos realizados resumem-se na tabela abaixo.

Tabela 4 — Exemplo do Selection Sort com 5 elementos, n = 5, representando o caso
médio.

VETOR | N° de comparacoes

5-3-1-2-4 | 4 comparacoes (5e3,3el,1e2, 1e4)
1-5-3-2-4 | 3 comparagoes (5 e 3,3 e 2,2 e 4)
1-2-5-3-4 | 2 comparagoes (5 e 3, 3 e 4)

1-2-3-5-4 | 1 comparagao (5 e 4)

1-2-3-4-5 | (n — 1) iteragoes: vetor ordenado

Fonte: Adaptado de <https://www.ic.unicamp.br/~oliveira/doc/mc102_2s2004/aula_ Ordenacaol.pdf>

Utilizando o mesmo raciocinio de 3.1 e 3.2, para um vetor de n elementos temos o

total de Comparacoes C,, dado por

i@:(n—l)+<n—2)+._.+1:M: ’

n n
i=1 2 2 2 (3.3)

comparagoes em qualquer caso. Sua eficiéncia ¢é representada assintoticamente por O(n?).

Exemplo 3.6. Dado o vetor C' = (5,9,16,57,7,2,3), com n = 7 elementos, a ordenagao
com a estratégia do Selection Sort se da da seguinte maneira:

Passo I. 5 compara com 9, como 5 ¢ menor nao muda de posi¢ao com o 9;

Passo II a IV. 5 compara com 16, 57 e 7, nao mudando de posicao com nenhum deles;
Passo V. 5 compara com 2, como 2 é menor muda de posi¢ao com 5;

Passo VI. 2 compara com 3, como 2 é menor nao muda de posicao.

Teremos, entao, o 2 na 1* posicao.

Em seguida, continuamos as comparagoes a partir do 9 que esta na 2* posicao.
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Passo VII e VIII. 9 compara com 16 e 57, mas ndo muda de posi¢do, pois é menor que
estes;

Passo IX. 9 compara com 7, como 7 é menor, muda de posi¢do com o 9;

Passo X. 7 compara com 5, como 5 é menor, muda de posi¢ao com o 7;

Passo XI. 5 compara com 3 e muda de posi¢do com o mesmo, pois 5>3.

Assim, temos o 3 na 2% posigao. Fazemos agora as comparagoes comegando a iteragdo com
o 16.

Passo XII. 16 compara com 57 e nao muda de posi¢ao;

Passo XIII. 16 compara com 9 e troca de posicdo com o mesmo, porque 16>9;

Passo XIV. 9 compara com 7 e troca de lugar com este;

Passo XV. 7 compara com 5 e troca de lugar com ele, pois 5<7.

Temos agora a seguinte ordem: 2, 3, 5, 57, 16, 9 e 7. A partir dali,

Passo XVI. 57 compara com 16 e troca de posic¢ao;

Passo XVII. 16 compara com com 9 e também troca de posicao com este;

Passo XVIII. 9 compara com 7 e troca de posi¢ao com o mesmo.

Ficamos com o 7 na 4% posicao e o vetor agora ficou ordenado assim: 2, 3, 5, 7, 57, 16 e 9.
Passo XIX. O 57 compara com 16 e troca de posigao;

Passo XX. 16 compara com 9 e troca de posicao.

O 9 fica na 5* posicao e o vetor fica na seguinte ordem: 2, 3, 5, 7, 9, 57, 16.

Passo XXI. 57 compara com 16 e troca de posi¢ao, finalizando a ordenacao do vetor.

Todo o procedimento esté resumido na tabela a seguir.

Tabela 5 — Exemplo do Selection Sort com n = 7 elementos, representando o caso médio.

VETOR N° de comparacgoes
5-9-16-57-7-2-3 | 6 comparagoes (5e9,5e 16,5e57,5e7,5¢e2, 2e 3)
2-9-16-57-7-5-3 | 5 comparagoes (9 e 16,9e 57,9e 7, 7e 5,5 e 3)
2-3-16-57-9-7-5 | 4 comparagoes (16 e 57,16 e 9,9e 7, 7 e 5)
2-3-5-57-16-9-7 | 3 comparagao (57 e 16, 16 ¢ 9,9 e 7)
2-3-5-7-57-16-9 | 2 comparagoes (57 e 16, 16 e 9)
2-3-5-7-9-57-16 | 1 comparagao (57 e 16)
2-3-5-7-9-16-57 | (n — 1) iteragoes: vetor ordenado

Fonte: Adaptado de <https://www.ic.unicamp.br/~oliveira/doc/mc102_2s2004/aula_ Ordenacaol.pdf>

Para um vetor de n elementos, de modo analogo a 3.3 temos

ioiz(n—1)+(n—2)+...+1=w:Z—Z (3.4)

comparagoes em qualquer caso, com complexidade representada por O(n?).
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3.2.3 Quick Sort

Serd visto nesta secdo um Algoritmo de Ordenacao chamado Quick Sort. O
mesmo utiliza uma estratégia de ordenagao por comparacao bastante diferente das duas
abordadas anteriormente, conhecida por divisao e conquista. Neste tipo de Algoritmo
de Ordenacao o vetor é dividido em duas partes a partir de um elemento denominado
pivo, antes do pivo sao colocados os elementos menores ou iguais ao mesmo e depois dele
os elementos maiores. O processo se repete em cada uma das partes sucessivamente até
que se obtenha partes com apenas um elemento. Para finalizar, acontece o que chama-
se de conquista, os resultados sdo combinados e obtém-se o resultado esperado. E um
algoritmo bastante popular, considerado rapido e eficiente, utiliza técnicas de recursao
sendo considerado complexo e ndo estavel. A escolha do pivo e forma de particionamento
sao situagoes que nao serao levadas em conta neste estudo, interessando apenas a analise
e comparacgao com os demais algoritmos em estudo. No esquema a seguir apresenta-se

um exemplo de como seria a ordenacgao utilizando a estratégia de divisao e conquista do
Quick Sort.

Exemplo 3.7. Dado o vetor Q = (5,3,4,9,1,7,6,8,2) nesta ordem, sendo n = 9. Uma

das possiveis ordenacgoes utilizando o Quick Sort seria:

(5] 3[4/ 9] [1][7][s][8][2]

Considere o pivo escolhido 5.

Considere 7 a ultima posicao dos elementos que formam o vetor e p # r qualquer
outra posicdo que um elemento ocupa no vetor. Apés a escolha do pivo, este fica na
posicao r e para que os valores menores que o pivo fiquem antes dele e os valores maiores
que ele fiquem depois, as comparacoes ocorrem da seguinte maneira: sao criadas duas
variaveis ¢ e j representando as posicoes dos valores, estas varidaveis serao usadas para
percorrer o vetor de entrada de modo que cada posicao ¢ sera percorrida da esquerda para
direita, para localizar elementos com valores menores que o pivo, e cada posicao j também
sera percorrida da esquerda para a direita, até localizar elementos maiores que o pivo.
Inicia-se com ¢ = 5 — 1, ao tempo em que j vai percorrendo o vetor, na busca dos valores
maiores que o pivd, i vai logo apds localizando os valores menores que o pivo. A medida
que forem localizando, respectivamente, valores maiores e menores, passam para posicao
imediatamente posterior até que j localize um valor menor que o pivo e ¢ localize um valor
maior que o pivo, neste caso o valor de posicao j troca de lugar com o valor de posicao
1. O procedimento continua até que todos os valores menores que o pivo estejam numa
posicao p < 4 e os valores maiores que o pivd estejam numa posicao ¢ < p < j. Feito isso,

0 pivd ocupara a posicao i + 1. Com relagao ao vetor () teremos:

WejojuinluislElE)
Jj— r

1—
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Agora o valor 1 muda de posi¢cdo com o valor 9 e continuamos com o vetor no

seguinte formato.

19] [7][6][8][2]
— =~

i—
3J14J1] 9] [7] [6][8][2]
. .
= J—
@@

>~ 7
i— J—
@@

Y

N
@@
i—

{1 -{=] - {; +{e ﬂ{ﬁ

I

Observe que ocorreu, simultaneamente, de j localizar um valor menor que o pivo 5
e i localizar um valor maior que o pivo 5. Dai, o valor 2 muda de posi¢ao com o valor 9,

ficando o vetor com nova configuracao.

=
6][8] [9]
~—~ ~—~

i— j— T
Temos que 7 estd na posicao r — 1 e ja encerrou o percurso pelo vetor, de modo que
o valor na posi¢ao ¢ também nao sofrerd mais nenhuma troca com algum valor de posicao
j. Assim, o pivo 5 de posicao r ocupard a posigao i + 1 e ficaremos com dois subvetores: o
primeiro antes do pivo, com elementos menores que 5 e o segundo, depois do pivo, com

elementos maiores que 5.

[7]L6][8]19]

Escolhemos agora, nos subvetores, os pivos 3 e 9, respectivamente, ocorrendo o
mesmo procedimento nos subvetores quando o pivo foi 5. A configuragao nos dois subvetores

ficam como segue.
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[[21[31[4)  [7][6][8][9]
Agora escolhemos nos subvetores e @ os pivos| 1 |e , respectivamente.

Novamente a estratégia de divisao é efetuada e os subvetores ficam com a seguinte ordem:

12l e [o][7][8]

Apesar de o vetor ja estar ordenado, os subvetores sofrem subdivisoes até que se
obtenha o 1ltimo subvetor com tamanho unitario. Desse modo, no subvetor, nao unitario,
(8], escolhemos o pivd | 7. Executado novamente o procedimento de divisao do Quick

Sort, ficando o vetor ordenado como segue.

[1]2][3]141[5][6] 7] [8][9]

Observe que a escolha do pivo é aleatéria, mas o pivo ideal seria aquele que dividisse
o vetor ou subvetor em tamanhos aproximadamente iguais, ou seja, um pivo que represente
um valor mediano do vetor ou subvetor. Contudo, isso ndo ocorre na pratica, e a escolha
aleatoria dos pivos acarretam nas situagoes de melhor caso, pior caso ou caso médio. No
melhor caso o particionamento produz segmentos(subvetores) de tamanhos iguais, ja o
pior caso ocorre quando o pivd é o maior (ou menor) elemento do vetor ou subvetor. O
caso médio ocorre quando o particionamento é desbalanceado, como por exemplo numa

particao onde todos os subproblemas estejam na proporgao 1 para 8 em cada nivel.

A seguir, far-se-4 uma abordagem matemaética, na analise da complexidade para
o melhor caso do Quick Sort, que se mostre clara e acessivel para o Ensino Médio e que
auxilie os professores na obtencao da complexidade de tal algoritmo. A comparagao por
arvore de distribuicao binaria foi a escolha que jugou-se mais vidvel para se conjecturar a

funcao que representa o desempenho do Quick Sort.

Figura 8 — Arvore de distribuicdo binéria do Quick Sort, no melhor caso, para um vetor
de n elementos.

Fonte: Adaptado de <https://slideplayer.com.br/slide/364011/>


https://slideplayer.com.br/slide/364011/
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Na tabela a seguir apresenta-se uma compilagao do que esté representado na arvore
anterior, com o intuito de facilitar a obtencao da funcao que representa o desempenho

desse Algoritmo de Ordenagao.

Tabela 6 — Resumo da distribuigdo binaria do Quick Sort representada na Figura (8)

Niveis(altura) | N° de subproblemas | Tamanho do subproblema
0 1 n
1 2 (n—1)/2
2 4 (n—3)/4
3 8 (n—"7)/8
—(27 =
j y (1]

Fonte: Adaptado de <https://slideplayer.com.br/slide/364011/>

Para obter a complexidade inicialmente calcula-se o trabalho 7(j) realizado no

nivel j utilizando a relacao
7(j) =(n° de subproblemas no nivel)-(tamanho do subproblema no nivel).

Da igualdade anterior temos,

[n— (27— 1)]

5 =n—2"+1. (3.5)

()=

O numero de niveis j da arvore pode ser obtida igualando W al,queéo

tamanho do ultimo subproblema do particionamento. Dai, obtemos:

[n— (2~ 1)

> (3.6)

‘ 1
:1:>2'23:n—i—1:>j:log2(n+ )
Como o valor de j pode nao ser inteiro a depender do valor de n, serd mais adequado

obter o niimero de comparagoes utilizando a fungdo maior inteiro |j|, com |j| <

7 paratodo je€R.

Sabendo-se do valor de |j]| é possivel calcular o trabalho total, indicado por T'(j),

bastando somar o trabalho por nivel, ao longo dos niveis, isto é:

T L T Y R P R Ty

TG =Y (-2+)= Y (m-2+h)= Y n- Y 2+ Y L
=1 i=1 =1 i=1 =1
I II II7

(3.7)


https://slideplayer.com.br/slide/364011/
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Do tltimo resultado, desenvolvendo separadamente cada parcela, obtemos:

Llog2 wj LlogQ (n;—l) J

O Y a=n- Y 1:n{1og2

i=1 i=1

(n+1)

| =0 o 0+ 1) -1
<n-[log, (2n) — 1] <n- [log,n| < n-log,n.

LlogQ wJ . 2L10g2 (";1)J+1 1

(_[I) Z 21— 5 . . 20 — 2[10g2 (n+1)] 2 S 2log2 (n+1) 2 S n—1 S n.
i=1 o

(n+1)

LlogQ 3 J
1= {log2 (n ; D

an Y

=1

J = |log, (n+1) —1] < |log,2n| — 1 < log, n.

. . . . , 1
Em cada parcela anterior a que possui maior ordem de crescimento é n - Uog2 %L)J,
(n+1)
e

outra fungao g(n) = n-log, n, temos n-(log, ("—;“1)) < n-(logyn). Ouseja, 0 < f(n) < c-g(n),

pois log, n < n < n-log, n. Observa-se ainda que, dada uma fungao f(n) = n-(log,

sendo ¢ = 1. Dal, a complexidade do trabalho total T'(j) realizado pelo Algoritmo Quick

Sort, para o melhor caso, é representada assintoticamente por O(n -log, n) ou O(n -logn).

Exemplo 3.8. Considere o vetor C' = (2,5,1,9,7), com n = 5, que deve ser ordenado
utilizando a estratégia do Quick Sort.
2] [5][1][9][7]
Pivo escolhido 9.
2] [s][1][7][9]
Temos dois subvetores com elementos menores que 9, antes dele, e os maiores que
ele depois, no entanto o vetor apos 9 ficou vazio, pois todos os demais valores sdo menores

que 9.
Escolhemos agora no subvetor o pivo 7.

2] [5][1][7][9]
Em seguida escolhemos o pivo 5 no subvetor.
2] [1][5][7][9]
Escolhemos agora o pivo 2.
[21[5][7][9]
O vetor ficou ordenado.

Observa-se que a escolha de um pivo que representa o maior ou menor elemento da
lista ou também da sublista é algo raro nesse tipo de problema, tem-se, para tal situacao,
um desempenho O(n?), pois a altura da distribui¢do serd (n — 1) e o comportamento
de ordenacao é semelhante ao Selection Sort. Esse tipo de situagao simula o pior caso
do Quick Sort. O caso médio se aproxima do melhor caso e sua complexidade também ¢é
O(n-logn) e apesar do seu desempenho no pior caso ser O(n?), na média sua performance

é excelente o que o faz ser tao popular.
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Comparacao grafica das complexidades dos Algoritmos de Orde-
nacao

Observou-se no Capitulo 2 algumas fungoes elementares cujos graficos utilizaremos

para comparar a complexidade dos Algoritmos de Ordenagao explorados neste trabalho.

Propde-se avaliar seus desempenhos (complexidades) inicialmente numa tabela
e depois graficamente onde sua visualizagdo possa expressar melhor o comportamento

assintotico das fungoes que os representam
Tabela 7 — Tabela de comparacao do desempenho assintético dos Algoritmos de Ordenacao

N° de | Bubble Sort: | Selection Sort: | Quick Sort:
elementos O(n) O(n?) | O(n-logyn)
2 2 4 2

4 4 16 8

16 16 256 64

256 256 65.536 2048

1.024 1.024 1.048.576 10.240

Fonte: Produzido pelo autor

E notério na tabela anterior que o Bubble Sort, no melhor caso, é sempre mais
eficiente que os outros dois Algoritmos de Ordenacao sendo que o Quick Sort se mostra

mais eficiente que um algoritmo de complexidade Quadratica.

Figura 9 — Grafico de comparagao assintotica dos Algoritmos de Ordenagao

f(n)

O(nz)/

O(n - logyn)

O(n)

Fonte: Produzido pelo autor

A complexidade O(n - logn), chamada de linearitmica, possui uma taxa de cres-
cimento maior que uma complexidade linear O(n) e menor que qualquer complexidade
polinomial como é o caso de O(n?). Sabe-se que a andlise assintética Big-O compara
as fungoes no limite superior, ou seja, quando a quantidade n de elementos do vetor é
suficientemente grande. Um algoritmo ¢é dito mais eficiente que outro quando sua comple-
xidade possui assintoticamente uma taxa de crescimento menor, portanto conclui-se que

O(n) < O(n -logn) < O(n?).
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3.3 Fluxogramas

Foi iniciada uma breve abordagem sobre o tema fluxogramas o inicio deste capitulo
e serd dada uma atencao maior nesta parte do trabalho, visto que o estudo de algoritmos
esta bastante ligado com esse tipo de representacao grafica. Sua construgao requer que
siga-se algumas regras gerais como segue.

O inicio e o fim do algoritmo sdo marcados com uma figura eliptica; as
acoes a serem executadas estao em retangulos; sendo que as estruturas
de controle condicionais estao em losangos e indicam duas possibilidades
de prosseguimento do algoritmo, uma para o caso da expressao avaliada
(condigao) ser verdadeira e outra para o caso de ser falsa. (FERRARI;
CECHINEL, 2008)

Nesta secao, serao tratadas representacoes simples por fluxogramas. Quanto a todas
as regras de construcao, podem ser facilmente obtidas, como sugestao, em:
<https://memoria.ifrn.edu.br/bitstream /handle/1044 /1514 /Manual %20de%20F luxogramas%20- %
20ebook%20%281%29.pdf?sequence=5&isAllowed=y>

Dentre as vantagens desse tipo de representagao destacam-se: padronizagao na
representacao, descreve com maior rapidez um conjunto de tarefas e facilita a leitura e o

entendimento de uma atividade.
Exemplo 3.9. Fluxograma indicando a resolu¢ao de uma equacgao do segundo grau.

Figura 10 — Fluxograma de um algoritmo para resolver uma equacao do tipo Az? + Bx +
C=0

A B C
| I |

!

CALCULE DELTA

CALCULAR AS
DUAS RAIZES

DELTA E MAIOR

OUNIGUAL A D 7 S+

1
NAO

EQUACAD SEM
SOLUCAD REALI

Fonte:<https://nova-escola-producao.s3.amazonaws.com/

PNYck8d5xkQT7Ejy7S92uz64UAG54EwbxKHF5kwwW JR6cwg TfyZZjKfM2cXsq/

fluxogramas-algoritmos- matematica-e-tecnologia.pdf>

Exemplo 3.10. Fluxograma indicando o algoritmo Bubble Sort para colocar em ordem

crescente os valores da lista (a, b, ¢), considerando a # b # c.


https://memoria.ifrn.edu.br/bitstream/handle/1044/1514/Manual%20de%20Fluxogramas%20-%20ebook%20%281%29.pdf?sequence=5&isAllowed=y
https://memoria.ifrn.edu.br/bitstream/handle/1044/1514/Manual%20de%20Fluxogramas%20-%20ebook%20%281%29.pdf?sequence=5&isAllowed=y
https://nova-escola-producao.s3.amazonaws.com/PNYck8d5xkQ7Ejy7S92uz64UAG54EwbxKHF5kwwWJR6cwgTfyZZjKfM2cXsq/fluxogramas-algoritmos-matematica-e-tecnologia.pdf
https://nova-escola-producao.s3.amazonaws.com/PNYck8d5xkQ7Ejy7S92uz64UAG54EwbxKHF5kwwWJR6cwgTfyZZjKfM2cXsq/fluxogramas-algoritmos-matematica-e-tecnologia.pdf
https://nova-escola-producao.s3.amazonaws.com/PNYck8d5xkQ7Ejy7S92uz64UAG54EwbxKHF5kwwWJR6cwgTfyZZjKfM2cXsq/fluxogramas-algoritmos-matematica-e-tecnologia.pdf
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Figura 11 — Fluxograma para o Bubble Sort

‘ inicio ’

a, b, c

r ¢
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| a<b<c | | a<c<b | | c<a<b | | b<a<c | | b<c<a | | c<b<a |
Y Y «
> fim <

Fonte: Produzido pelo autor

Observe que na Figura 10 nao ha uma forma indicando inicio e fim, mas isso nao
interfere na aprendizagem do tema. Também vale destacar que o fluxograma neste exemplo
foi associado a um algoritmo matematico. Na Figura 11 ha uma possivel representacao de

um fluxograma para o Algoritmo Bubble Sort, mas nao se traduz na tnica possibilidade.

Analisou-se no Capitulo I que o tema fluxogramas é abordado na BNCC tanto
na secao do Ensino Fundamental quanto na do Ensino Médio, sendo que na primeira ha
uma relacao mais frequente com o significado de algoritmo voltado para Matematica e no
Ensino Médio ja se propoe um trabalho também com o aspecto computacional da defini¢ao

de algoritmo.

Por fim, vale ressaltar que o estudo dos algoritmos deve estar atrelado ao estudo
de fluxogramas, pois pela prépria definicdo de algoritmo, tal relagao é intrinseca, seja
para reforcar conceitos e procedimentos matematicos ou para estimular o pensamento

computacional.
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4 Sequéncia didatica

A sequéncia proposta neste trabalho terd duracao de 8 aulas, de 50 minutos cada,
cabendo ao professor desenvolvé-la parcial ou completamente em momento que julgar

propicio e de acordo com a maturidade dos estudantes do 1° ao 3° ano do Ensino Médio.

O objetivo é desenvolver as atividades de modo a abordar os contetidos matematicos
concernentes aos Algoritmos de Ordenacao, desenvolver gradualmente os conceitos ligados

ao tema, bem como as competéncias e habilidades mateméaticas da BNCC.

Algumas atividades sdo propostas para serem desenvolvidas em grupos de estudantes
e para tanto sugere-se as licoes do livro Planejando o Trabalho em Grupo- Estratégias para
salas de aula heterogéneas, das autoras Elizabeth G. Cohen e Rachel A. Lothan, Penso
Editora, 3* edicao, RS, 2017. Contudo fica a critério de cada professor a forma como
deve direcionar as atividades em grupo, mas nada impede que tais atividades possam ser

vivenciadas e direcionadas individualmente.

As aulas da sequéncia didatica foram organizadas de acordo como se apresenta na

tabela a seguir:

Tabela 8 — Roteiro das aulas da Sequéncia Didética

Aula 1 | Conhecendo e manipulando algoritmos.

Aula 2 | Leitura e Producao de fluxogramas de algoritmos.

Aula 3 | Criando um Algoritmo de Ordenacao.

Aula 4 | Conhecendo o Bubble Sort, Selection Sort e Quick Sort.

Aula 5 | Ordenando com os algoritmos Bubble Sort, Selection Sort e Quick Sort.
Aula 6 | Complexidade dos algoritmos Bubble Sort, Selection Sort e Quick Sort.
Aula 7 Comparando as complexidades dos algoritmos de ordenagao

Bubble Sort, Selection Sort e Quick Sort.

Comparando graficamente as complexidades dos Algoritmos de Ordenagao
Bubble Sort, Selection Sort e Quick Sort.

Aula 8

Fonte:Produzido pelo autor

Buscou-se, na sequéncia das aulas, direcionar as atividades de modo que haja uma
relacdo com as Competéncias e Habilidades que constam na BNCC que seguem listadas
adiante. Estao numeradas de acordo com a ordem em que aparecem no documento oficial
de modo a facilitar sua localizacdo na BNCC. E importante destacar que,

Na (re)elaboragdo dos curriculos e das propostas pedagdgicas, é possivel
adotar outras organizagoes, recorrendo tanto as habilidades definidas
nesta BNCC quanto a outras que sejam necessarias e que contemplem
especificidades e demandas préprias dos sistemas de ensino e das escolas.
(BRASIL, 2018, p. 542)
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Verifica-se uma flexibilidade plausivel disponibilizada pela BNCC, que oportuniza
a criagao de habilidades pontuais que abarquem demandas proprias do projeto da escola.
Seguindo tais orientagdes, tomou-se aqui a liberdade de sugerir-se habilidades na sequéncia

didatica proposta.

Competéncia Especifica 1 da BNCC

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar si-
tuagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das ciéncias da
Natureza e Humanas, ou ainda questoes economicas ou tecnoldgicas, divulgadas por

diferentes meios, de modo a consolidar uma formacao cientifica geral.

Habilidades

Nao ha na BNCC, para esta Competéncia Especifica, uma habilidade correspondente

ao tema.

Competéncia Especifica 3 da BNCC

Utilizar estratégias, conceitos, defini¢bes e procedimentos matematicos para in-
terpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes propostas, de modo a construir

argumentos consistentes.

Habilidades

(02)Resolver e elaborar problemas cujos modelos sao fung¢oes polinomiais do 1° e

2% graus, em contextos diversos, incluindo ou nao tecnologias digitais.

(05)Resolver e elaborar problemas com fungoes exponenciais e ou logaritmicas nos
quais é necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em

contextos diversos.

(15)Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel, um algo-

ritmo que resolve um problema.

Competéncia Especifica 4 da BNCC

Compreender e utilizar com flexibilidade e precisao diferentes registros de represen-
tagdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional, etc.) na busca de

solucao e comunicacao de resultados de problemas.
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Habilidades

(05)Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na implementagao

de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

(Sugerida pelo autor) Converter representagoes graficas ou algoritmicas para repre-

sentacao algébrica na busca de solugdo de um problema.

Competéncia Especifica 5 da BNCC

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando recursos e estratégias como observacoes de padroes, experimen-
tagoes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou nao, de uma demonstracao

cada vez mais formal na validacao das referidas conjecturas.

Habilidades

(02)Investigar relagdes entre niimeros expressos em tabelas para representa-los no
plano cartesiano, identificando padroes e criando conjecturas para generalizar e expressar
algebricamente essa generalizagao, reconhecendo quando essa representacao ¢ de funcao

polinomial de 1° grau ou do 2° grau do tipo y = a - 2°.

Apresenta-se, na préoxima tabela, uma sintese da distribuicao das Competéncias e

Habilidades nas respectivas aulas.

Tabela 9 — Aulas da sequéncia com respectivas competéncias e habilidades relacionadas

Aula | Competéncia | Habilidade

01 Co3 H15
Co4 HO05

02 | C03 H15
Co3 H15

03 Co4 HO5
Co3 H15

04 Co4 HO05
C03 H15

051 cos HO5
C01 N&o ha.

06 Co03 HO02 e HOH
Co4 HO05 e H(sugerida)
C05 HO2
Co1 Nao ha.

07 Co03 HO02 e HO5
Co4 HO05 H(sugerida)
C05 HO02
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Aula | Competéncia | Habilidade
C03 HO02 e HO5
C05 HO2

08

Vale salientar e exemplificar, para que nao haja divergéncias, que a Habilidade 05
da Competéncia 03 difere da Habilidade 05 da Competéncia 04, ou seja, cada Habilidade

estd relacionada exclusivamente com uma tnica Competéncia.

1* aula: Conhecendo e manipulando algoritmos.

Procedimentos

O professor ira explicar aos estudantes da maneira que achar mais conveniente o
conceito de algoritmo tanto do ponto de vista mateméatico quanto computacional. Abordara
exemplos por meio de algoritmos cléssicos da matematica tais como: Algoritmo da divisao
de nimeros naturais com um divisor formado por um digito e Algoritmo de Euclides
para obter o m.d.c de dois niimeros naturais. Podera também exemplificar um algoritmo
computacional escrito em linguagem natural ou algoritmica.

Apos as devidas abordagens sobre o conceito de algoritmo o professor dividira a turma em
equipes sendo que cada equipe sera subdividida em duas partes que executarao a seguinte
atividade:

Uma das partes de cada equipe escreve um algoritmo que pode ser criacao do grupo
ou pesquisado e a outra parte deve executa-lo. Algumas sugestoes que o professor pode
disponibilizar para os estudantes sao: algoritmo para divisao de dois nimeros naturais
sendo o divisor composto por dois digitos e algoritmo para obter o m.m.c de dois ntimeros

naturais.

22 aula: Leitura e Producao de Fluxogramas de Algo-

ritmos.

Procedimentos

O professor deve expor, por meio de slides, cartazes, etc, alguns exemplos de
fluxogramas enfatizando como os comandos sao realizados e sua fun¢ao algoritmica. Em
seguida, distribui fichas como a que segue abaixo para que os estudantes, em equipe,
expressem por meio de fluxogramas algumas atividades cotidianas ou procedimentos
matemdticos. E importante que o professor oriente os estudantes quanto & importancia de
escrever os comandos de forma clara e direta, sem que haja ambiguidade de interpretagao.

Uma sugestao para ajudar nessa tarefa é a apresentacao do video: <https://www.youtube.


https://www.youtube.com/watch?v=pdhqwbUWf4U&has_verified=1
https://www.youtube.com/watch?v=pdhqwbUWf4U&has_verified=1
https://www.youtube.com/watch?v=pdhqwbUWf4U&has_verified=1
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com/watch?v=pdhqwbUWf{4U&has_verified=1> (5:28 min), que mostra um pai que pede
aos filhos para escreverem os comandos para que ele faca um sanduiche. A medida que os
filhos apresentam os comandos e o pai vai executando é exposto os erros e as consequéncias

de comandos ambiguos na escrita de algoritmos.

Ficha 1

Fluxograma que é um diagrama, escrito em uma notacao grafica simples, usado
para representagao visual de um algoritmo. Num fluxograma os principais simbolos

Sao:

© Indica o inicio e o fim do algoritmo;
:l Indica acao ou processo;

., Indica a direcao do fluxo;

C Indica que uma decisao sera tomada.

1) Represente numa cartolina, por meio de um fluxograma, cada atividade a seguir e
exponha suas representacoes para as demais equipes.

Atividade 1: Assar um ovo.

Atividade 2: Tomar banho.

Atividade 3: Resolver uma equagao do 2° grau.

3% aula: Criando um Algoritmo de Ordenacao.

Procedimentos

A turma sera dividida em equipes e cada uma recebera a Ficha 2 com os comandos
para desenvolvimento e registro das atividades juntamente com quatro fichas onde constam
letras do alfabeto ou ntimeros. Cada equipe devera criar uma estratégia de ordenagao das
fichas. O professor deve enfatizar que a estratégia deve ser um processo repetitivo, ou seja,
serd utilizado para colocar cada valor na posicao correta sempre da mesma maneira. Apos
cada equipe criar sua propria estratégia de ordenacao, tal estratégia deve ser comunicada

e discutida com os demais estudantes.


https://www.youtube.com/watch?v=pdhqwbUWf4U&has_verified=1
https://www.youtube.com/watch?v=pdhqwbUWf4U&has_verified=1
https://www.youtube.com/watch?v=pdhqwbUWf4U&has_verified=1
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Ficha 2

1) Cada equipe esté recebendo cinco cartas com nimeros ou letras diferentes. Como
por exemplo: @ . Escreva uma estratégia para ordenar tais elementos.

4* aula: Conhecendo o Bubble Sort, Selection Sort e
o Quick Sort.

Procedimentos

O professor deve fazer uma exposicao por meio de cartazes, slides, videos, etc, do
que é um Algoritmo de Ordenacao e apresentar o Bubble Sort, Selection Sort e o Quick
Sort. Uma sugestao é mostrar os videos:
<https://www.youtube.com/watch?v=lyZQPjUT5B4> (5:15 min)
<https://www.youtube.com/watch?v=Ns4dTPTC8whw> (7:06 min)
<https://www.youtube.com/watch?v=ywWBy6J5gz8> (6:54 min)

Os videos sugeridos foram criados na Universidade de Sapienta na Roménia em
cooperacao com Mures Art Ensemble, uma espécie de fundacao criada para guardar e
desenvolver a cultura no pais. Apresentam uma danca folclorica hingara com dancarinos
numerados distintamente, por meio da coreografia os dangarinos executam as estratégias
dos Algoritmos de Ordenacio. E uma alternativa para se mostrar de forma divertida e

atrativa um procedimento algoritmico.

Outra alternativa seria o professor dividir a turma em duas equipes para uma
disputa, cada equipe teria que desenvolver o procedimento do algoritmo de forma correta,
havera em cada equipe um observador, que seria uma espécie de juiz. Caso o procedimento
seja executado de forma errada, o observador pede para que se reinicie o procedimento.

Ganha quem executar primeiro a ordenagao correta com a estratégia do algoritmo.

O professor pode buscar outras situagoes que sirvam ao mesmo proposito dos videos
e jogo sugeridos. Apos a exposigao, o professor podera realizar indagacoes do tipo:
Qual algoritmo vocés acharam mais simples? E menos simples?
Vocés utilizaram alguma dessas estratégias na aula anterior?

Qual deles vocé acredita que leva mais tempo para ser executado?

Devera observar e discutir com os alunos o funcionamento, isto é, a estratégia
utilizada em cada Algoritmo de Ordenagao e fazer as devidas intervengoes no intuito de

elucidar eventuais duvidas.


https://www.youtube.com/watch?v=lyZQPjUT5B4
https://www.youtube.com/watch?v=Ns4TPTC8whw
https://www.youtube.com/watch?v=ywWBy6J5gz8
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5% aula: Ordenando com os Algoritmos Bubble Sort,

Selection Sort e Quick Sort.

Procedimentos

A turma sera dividida em equipes (podem ser as mesmas da Aula 3) que receberao
a Ficha 3 (ver modelo sugerido) e cinco fichas ou cartas de baralho numeradas. As fichas
deverao ser ordenadas de trés formas diferentes, utilizando as estratégias do Bubble Sort,
Selection Sort e Quick Sort respectivamente, registrando todo o procedimento. O professor
pede para cada equipe socializar suas respostas e comparar com as estratégias que foram

criadas pelos estudantes na aula anterior.
Ficha 3

1) Cada equipe esta recebendo cinco cartas com valores diferentes. Como por exemplo:

[0][8][5]. Estas cartas deverdo ser ordenadas utilizando os Algoritmos de
Ordenacao a seguir e registrar todo o processo em um material a parte.

Ordenando com o Bubble Sort: Se o objetivo é ordenar os valores em forma

decrescente, entao, a posicao atual é comparada com a proxima posicao e, se a
posicao atual for maior que a posicao posterior, é realizada a troca dos valores nessa
posi¢ao. Caso contrario, nao € realizada a troca, apenas passa-se para o proximo par
de comparacoes.

Ordenando com o Selection Sort: A ordenacao por selecao ou Selection Sort

consiste em selecionar, por comparagao, o menor item e colocar na primeira posi¢ao,
selecionar o segundo menor item e colocar na segunda posicao, segue estes passos
até que reste um tnico elemento.

Ordenando com o Quick Sort: O vetor ¢ dividido em duas partes a partir de

um elemento denominado pivo, antes do pivo sdo colocados os elementos menores ou
iguais ao mesmo e depois dele os elementos maiores. O processo se repete em cada
uma das partes (subvetores) sucessivamente até que se obtenha partes com apenas
um elemento. Para finalizar, os resultados sao combinados e obtém-se o resultado

esperado.

6® aula: Complexidade dos Algoritmos Bubble Sort,
Selection Sort e Quick Sort.

Procedimentos

Novamente em equipes, os alunos receberao uma ficha com tabelas que serao
preenchidas com a ajuda do professor, onde os mesmos devem escrever as comparagoes

realizadas pelos algoritmos: Bubble Sort, Selection Sort e Quick Sort, como indicadas nas
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tabelas 2, 4 e 6, por exemplos. Havera um esfor¢co para escrever uma funcao matemaética
que expresse o total de comparagoes, ou seja, o trabalho realizado por cada Algoritmo de
Ordenacao estudado. No caso do Quick Sort, o professor pode recorrer também a arvore

de distribuicao bindria como na Figura 8.

Ficha 4
1) Com o auxilio das tabelas a seguir, descubra uma fungao que represente o desempenho

dos Algoritmos de Ordenagao Bubble Sort, Selection Sort e Quick Sort.

Bubble Sort: Vetor para ordenar (6, 12, 2, 7, 1)
VETOR N° de comparagoes

6-12-2-7-1

Selection Sort: Vetor para ordenar (6, 12, 2, 7, 1)
VETOR N° de comparagoes

6-12-2-7-1

Para o Quick Sort, pode-se utilizar como auxilio uma arvore de distribuicao binaria.

Quick Sort: Vetor para ordenar (6, 12,2, 7, 1)
Niveis(altura) | N° de subproblemas | Tamanho do subproblema

7*aula: Comparando as complexidades dos algoritmos

de ordenacao Bubble Sort, Selection Sort e Quick Sort.

Procedimentos

Novamente em equipes, os alunos receberao a ficha 5 incluindo tabelas que se-
rao preenchidas com a ajuda do professor, onde os mesmos devem calcular o niimero
de comparacoes realizadas pelos algoritmos: Bubble Sort, Selection Sort e Quick Sort,
como indicadas na tabela 7, por exemplo. Pode haver necessidade do uso de calculadora
cientifica para obtencao dos resultados. O professor pode usar tabelas comparativas das
complexidades dos algoritmos no melhor caso, caso médio e também pior caso. Feito isso,
o professor poderd fazer alguns questionamentos tais como:

- Para um vetor com 16 elementos, qual estratégia é mais eficiente?
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- Para um vetor com 512 elementos, qual o algoritmo é mais eficiente?

-Para um conjunto de 32.768 elementos qual algoritmo executa o menor numeros de

comparagoes?

-Qual dos algoritmos vocé escolheria para ordenar uma lista com 10 elementos? E com 500

elementos? E com 10.000 elementos?

Ficha 5
1) Com o auxilio das tabelas a seguir, calcule o desempenho dos Algoritmos de Orde-
nacao Bubble Sort, Selection Sort e Quick Sort em cada caso e realize comparagoes.
Melhor caso
N° de | Bubble Sort: | Selection Sort: | Quick Sort:
elementos O(n) O(n?) O(n - logyn)
Pior caso
N° de | Bubble Sort: | Selection Sort: | Quick Sort:
elementos O(n?) O(n?) O(n?)
Caso médio
N° de Bubble Sort: | Selection Sort: | Quick Sort:
elementos O(n?) O(n?) O(n -logyn)

82 aula: Comparando graficamente as complexidades

dos algoritmos de ordenacao Bubble Sort, Selection
Sort e Quick Sort.

Procedimentos

O professor devera realizar uma exposi¢ao com orientagoes sobre Complexidade de

Algoritmos de Ordenagao, enfatizando e exemplificando a representagao assintotica nos

melhores e piores casos. Os estudantes serdao divididos em equipes nos mesmos moldes das
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aulas anteriores e receberao a Ficha 6 com os comandos para representarem graficamente
os desempenhos dos Algoritmos de Ordenacao Bubble Sort, Selection Sort e Quick Sort

nos melhores casos.

Ficha 6
1) Utilize a tabela para calcular o desempenho dos Algoritmos de Ordenagao no

melhor caso.

N° de Bubble Sort: | Selection Sort: | Quick Sort:
elementos O(n) O(n?) O(n - logyn)
8

16

64

128

2) Agora, utilizando os resultados da tabela, com o auxilio de uma malha quadriculada,

represente graficamente o desempenho dos algoritmos.
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Conclusao

Nesta pesquisa buscou-se inicialmente mostrar a relagao da matematica com os
avancos tecnolégicos e da importancia de se inserir, de forma apropriada, o estudo dos
Algoritmos de Ordenacao na Educacgao Bésica, voltando-se principalmente para o Ensino
Médio. Observamos que a abordagem de tal tema, no processo ensino-aprendizagem em
Matematica, proporciona o desenvolvimento de competéncias e habilidades especificas
sugeridas pela BNCC. Nao se fez presente em nosso objetivo principal analisar a estrutura
computacional de um Algoritmo de Ordenagao, focamos apenas na estratégia utilizada e

na analise matematica do desempenho.

No decorrer da andlise dos Parametros Curriculares e BNCC pdde-se identificar
varios conteidos, competéncias e habilidades matematicas relacionadas ao estudo dos
Algoritmos de Ordenagao, e confirmou-se a viabilidade de se abordar no Ensino Médio o
tema aqui proposto. Contudo, apenas na BNCC apresentou-se, de forma explicita, o tema

Algoritmos.

Quanto ao conteido matematico utilizado para que a andlise dos Algoritmos
de Ordenacgao sugeridos seja realizada de uma maneira correta e sem perda de rigor,
verificou-se que o tema favorece o estudo de Séries Aritméticas no cdlculo do niimero
de comparagoes do Bubble Sort e Selection Sort, bem como o estudo das Fungoes Afim
e Quadratica. Também se mostra uma boa oportunidade para revisar e aprofundar os
conceitos e propriedades dos Logaritmos, da Fun¢ao Logaritmica e Séries Geométricas na

analise do Quick Sort.

No que se refere ao estudo do funcionamento e do desempenho dos Algoritmos
de Ordenagao, notou-se uma simplicidade nos Algoritmos Bubble Sort e Selection Sort,
mas tanto o funcionamento quanto o calculo do nimero de comparacoes do Quick Sort
requerem um auxilio do professor para que os estudantes possam compreender melhor
suas caracteristicas. O tema Notagao Assintética se mostra como algo novo para o Ensino
Médio e um aprofundamento se faz desnecessario no processo de ensino e aprendizagem,
necessitando apenas que seja exposto como se utiliza tal notacao para que o estudante possa
utiliza-la nas comparagoes do desempenho. O tema Fluxogramas, para representacao de
algoritmos, foi abordado sucintamente e observou-se uma relativa dificuldade de utiliza-los
para representar um Algoritmo de Ordenagao, sendo seu uso mais indicado com algoritmos

que possuem relacdo com conceitos e procedimentos matematicos.

A sequéncia didatica se propde a servir como mais um subsidio utilizado por
professores do Ensino Médio no processo de ensino e aprendizagem. Nela, tentamos

resgatar tanto os contetudos conceituais quanto os procedimentais que sirvam para os



76 Conclusao

alunos desenvolverem as competéncias e habilidades especificas de matematica sugeridas
na BNCC. Quatro das cinco competéncias foram abordadas na sequéncia e fazemos mencao

as que envolvem acoes de representar, comunicar, raciocinar e argumentar.

Levando-se em consideragao as analises e observagoes, constatou-se que nao existem
propostas consistentes para que se utilizem os Algoritmos de Ordenacao, com preceitos
didaticos, no Ensino Médio e que o tema se restringe, principalmente, aos cursos de
graduacao da area de computacgao. Tal auséncia de propostas pode ser justificada devido a
recente mudanca curricular com o Novo Ensino Médio e implementacao da BNCC. Se faz
presente a convicgao que ¢ possivel a abordagem didatica do tema nas aulas de matematica
no Ensino Médio e que a Sequéncia Didatica aqui proposta se apresenta como uma boa

ferramenta a ser utilizada.

Por fim, fica proposto que mais pesquisadores aprofundem o tema e produzam mais
materiais didaticos correlatos. Sugere-se que a Sequéncia Didatica proposta, seja aplicada
e que se possa avaliar seu impacto no processo de aprendizagem, as possiveis dificuldades

conceituais e procedimentais na abordagem do tema.
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