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RESUMO

Alguns exames vestibulares realizados no Brasil apresentam questdes cuja resolucdo consiste
em determinar o numero de raizes reais de equacdes ndo algébricas. Questdes assim podem
ser resolvidas com o uso de softwares ou de contelidos que geralmente ndo sdo vistos no
ensino médio. Porém, como o candidato a uma vaga na universidade dispde apenas de caneta
e papel e, provavelmente ainda ndo teve contato com uma matematica mais avancada, a
solugdo é recorrer a outro método. O objetivo deste trabalho, destinado aos anos finais do
ensino médio, é apresentar uma proposta ao professor que tenha interesse em auxiliar seus
alunos a encontrar o nimero de solucdes reais de equagdes ndo algébricas, com base na
construcdo grafica de funcbes elementares e utilizando apenas lapis, borracha e papel. Por
fim, apresentamos uma proposta para confirmar os resultados encontrados na qual 0s mesmos
gréficos sdo construidos com a utilizacdo do software GeoGebra. Tal proposta visa incorporar
recursos computacionais a aula tradicional de Matematica.

Palavras-chave: raizes reais; equac6es ndo algébricas; graficos; recursos computacionais.



ABSTRACT

Some vestibular exams carried out in Brazil present questions whose resolution consists in
determining the number of real roots of non-algebraic equations. Such issues can be resolved
with the use of software or content that is not usually seen in high school. However, as the
candidate for a place at the university only has a pen and paper and probably has not yet had
contact with more advanced mathematics, the solution is to use another method. The objective
of this work, aimed at the final years of high school, is to present a proposal to the teacher
who is interested in helping his students to find the number of real solutions of non-algebraic
equations, based on the graphic construction of elementary functions and using only pencils,
rubber and paper. Finally, we present a proposal to confirm the results found in which the
same graphics are constructed using the GeoGebra software. This proposal aims to
incorporate computational resources into the traditional mathematics class.

Keywords: real roots; non-algebraic equations; graphics; computational resources.
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1 INTRODUCAO

Entre os diversos tipos de funcbes elementares estudadas no Ensino Médio, destacamos
as fungdes afim, quadratica, modular, exponencial, logaritmica, trigonométrica e também as
funcBes polinomiais de grau superior a dois. Esse estudo das caracteristicas das funcdes
permite, entre outras coisas, resolver equacdes, inequacdes e analisar graficamente como se da
a relacdo entre duas grandezas. Por exemplo, o comportamento grafico — conceito que sera
estudado mais adiante — da funcéo afim e da funcéo quadratica se mostra muito importante na

resolucdo de inequacdes como:

(x —2)-(x? —5x + 6) >0.

Veremos que a injetividade das funcBGes exponencial e logaritmica permite resolver

equacdes como:

2* =32elog o(x — 1) =logi012.

Além disso, a periodicidade das funcbes trigonométricas seno e cosseno € que torna

possivel determinar o conjunto das solucbes de equagdes como:

senx = 1 e cos(x/2) =V3/2.

A solucdo da equagdo x + 2 = 3, por exemplo, pode ser encontrada através de
procedimentos algébricos. Uma estratégia para resolvé-la é utilizar manipulagdes algébricas
usuais que ndo alteram uma igualdade — ideia geralmente associada a balanca de dois pratos
em equilibrio —, de modo que fornegam a solugdo x = 1.

Considere agora a equagdo x? = 2*. Como podemos determinar o nimero de solugGes
reais dessa equacdo? Caso todas elas sejam encontradas, o nimero de solugdes estara
automaticamente determinado. A questdo agora € saber quais sdo essas solucbes. Por
inspecdo, constata-se que duas delas sdo: x = 2 e x = 4. Mas, talvez elas ndo sejam as Unicas.
E realmente ndo sdo. H& mais uma solucéo real.

Vimos que, para resolver determinadas equacdes, podemos lancar mdo de metodos

algébricos. Acontece que, no caso da equacdo x2 = 2* ndo existe um método puramente
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algébrico que permita determinar o valor da terceira solugdo. Entdo, como podemos saber
que, além dos nimeros 2 e 4, essa equagdo admite mais uma solugéo real?

Voltemos a equacdo x + 2 = 3. Sabemos que sua solugdo pode ser encontrada com
base em procedimentos algébricos. Mas, curiosamente, essa equacdo também pode ser
estudada sob outro ponto de vista: 0 geométrico. Dada a equacao x + 2 = 3, podem-se associar
a ela duas funcdes: a funcéo f(x) = x + 2 e a fungdo g(x) = 3. Geometricamente, determinar o
valor de x que verifica a equacdo x + 2 = 3 consiste em determinar a abscissa do ponto de
interseccdo dos graficos de f e g, quando representados num mesmo plano cartesiano. Nesse
caso havera apenas um ponto de interseccédo, de coordenadas (1, 3), visto que o grafico de f é
uma reta ascendente (da esquerda para a direita) e o de g é uma reta perpendicular ao eixo y.
As fungdes f e g, definidas acima, s&o ambas chamadas de afim. E a equagdo associada a
elas, f(x) = g(x), recebe 0 nome de equacgdo polinomial (ou algébrica) do 1° grau.

Ja a equacdo x% =2* ndo é do tipo polinomial (ou algébrica) e nem do tipo
exponencial, mas sim uma combinacdo de ambos os tipos. Isto permite classifica-la como
equacdo ndo algébrica, o que muitas vezes gera complicacBes adicionais na estratégia de obter
suas solugbes. Os procedimentos algébricos usuais ndo se aplicam na resolucéo de tais tipos
de equacdo. Entretanto, os gréaficos das fungdes associadas a ela nos fornecem informacGes
extremamente Uteis sobre as solucbes da equacéo.

Dada a equagdo x2? = 2*, é possivel associar a ela duas fung@es: a funcdo f(x) = x? e
a funcdo g(x) = 2*. Representando os graficos de f e g num mesmo plano cartesiano, pode-
se observar que, além dos pontos de coordenadas (2, 4) e (4, 16), ha um terceiro ponto de
interseccdo dos gréficos, cuja abscissa estd compreendida entre os nimeros — 1 e 0. E as
caracteristicas graficas das fungdes f e g evidenciam que ndo ha mais do que trés pontos de
interseccdo. Isso nos permite concluir que a equagdo x? = 2* apresenta exatamente trés
solucdes reais. Apenas a titulo de curiosidade, o valor da terceira solucdo pode ser
aproximado com o uso de programas computacionais ou com o uso de contetidos geralmente
estudados apenas no ensino superior.

A proposta deste trabalho é comentar de que forma um professor pode auxiliar seus
alunos em questfes que exigem a determinacdo do numero de raizes reais de equagdes ndo
algébricas, como é o caso da equacdo x? = 2*. Questdes desse tipo aparecem com certa
frequéncia em provas de vestibulares, e a resolugéo de questdes assim envolve uma técnica

bem particular, nem sempre comentada nos livros didaticos destinados ao ensino médio.
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Essa proposta é direcionada aos professores dos anos finais do ensino medio,
especialmente aos do 3° ano, presumindo que seus alunos estiveram em contato com as
principais funcdes elementares.

Diante das atividades relacionadas as equacgdes nédo algebricas, é sugerido ao professor
que solicite aos alunos a construcao dos gréficos das fungdes associadas a equagdo em estudo.
E essa construgdo pode ser solicitada de duas formas. A primeira consiste em esbogar 0s
gréficos utilizando apenas lapis, borracha, canetas coloridas e folha de papel quadriculado. A
segunda, sugerida para ser realizada apds a primeira ser concluida, consiste em construir 0s
graficos com a utilizagdo do software GeoGebra, como uma forma de confirmar o resultado
encontrado com a construgdo manual. E essencial que, durante esses dois processos de
construcdo, o professor resolva juntamente com os alunos as questdes propostas para trabalhar
em sala, auxiliando-os quando necessario. Apés a finalizacdo das atividades em sala, sugere-
se que o professor distribua aos alunos uma lista de exercicios, para a fixacdo do contetido
visto durante a aula.

E importante ressaltar que, para responder algumas questées envolvendo equacdes néo
algébricas, sdo necessarios outros contelidos além dos apresentados na teoria deste trabalho.

Como exemplo, observe a questéo a seguir:

(IME — RJ) — O nimero de solugdes reais da equacdo abaixo é:
(cosx)2018 = 2 — 2(x/m)*

a) 0. b) 1. c) 2. d) 3. e) 4.

Para se chegar a resposta correta da questdo acima, presente na prova de 2019 para o
ingresso no Instituto Militar de Engenharia, sdo utilizados, além da teoria apresentada neste
trabalho, alguns contetudos que, em geral, sdo estudados somente no ensino superior. Uma
excecao a essa regra sao alguns cursos preparatorios especificos para escolas militares, que
abordam contetdos de Calculo Diferencial e Integral, disciplina presente em diversos cursos
superiores da area de exatas e engenharia. Mas, de forma geral, a teoria aqui presente mostra-
se suficiente para a resolucdo de grande parte das questdes propostas nos exames vestibulares
que ocorrem em nosso pais.

Na secdo 3.2 da Fundamentagéo Tedrica, apresentamos o0 programa computacional que

o professor utilizara com os seus alunos. Nas se¢des 3.4 e 3.5 apresentamos uma espécie de
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manual contendo as principais informagdes que serdo utilizadas na resolucdo de problemas
envolvendo o estudo geométrico das raizes reais de uma equacao ndo algébrica. Abordamos,
algumas vezes de forma mais aprofundada, as principais funcdes estudadas no ensino médio,
de modo a conferir a precisao necessaria na construcdo de seus graficos, 0 que se mostra
fundamental para que se chegue a solugdo correta dos problemas apresentados neste trabalho.
Na secdo 4, intitulada Solucdes Geomeétricas, encontram-se duas questfes comentadas,
explicando de que forma o professor pode orientar seus alunos durante a resolugdo de um
problema que envolve a determinacdo do numero de raizes reais de uma equacdo nado
algébrica. E no Apéndice, que esta localizado logo ap6s as consideracdes finais, encontra-se
uma lista de exercicios, os quais podem ser utilizados pelo professor durante a elaboragdo de

uma atividade extra classe.
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2 REVISAO DE LITERATURA

Segundo Lima (2012), ndo existe um método puramente algébrico que permita
determinar a raiz negativa da equagdo x? = 2*. A justificativa reside no fato de que essa raiz
ndo € um numero algébrico, mas sim um numero transcendente. Segundo o autor, um nimero
é algébrico quando é raiz de alguma equacdo do tipo p(x) = 0, em que p € um polindbmio
com coeficientes inteiros. J& um nimero que ndo é algébrico recebe o nome de transcendente,
como € o caso do numero m (= 3,14) e do numero e (= 2,718). Utilizando o Teorema de
Gelfond-Schneider (LIMA, 2012), o autor prova que a raiz negativa da equagdo x? = 2%
realmente ndo € um numero algébrico.

Conforme pode ser constatado no apéndice deste trabalho, algumas questdes de provas
de vestibulares exigem que os candidatos a uma vaga na universidade saibam determinar o
numero de raizes reais de equacOes ndo algébricas. Para responder a uma questao assim, no
momento da prova, o candidato deve buscar uma técnica que Ihe confira seguranca — que nao
deixe duvidas sobre a resolucdo — e agilidade, pois, em muitas provas, 0 tempo por questdo é
relativamente curto. Apesar de ter encontrado pouco sobre o tema na literatura, percebe-se
gue os autores analisados concordam sobre a maneira mais eficaz de resolver questdes desse
tipo.

Segundo Nemitz (2015),

Existem algumas equag8es que ndo podem ser resolvidas por simples procedimentos
algébricos. Nesses casos, para determinar todas as solugdes, precisariamos recorrer a
um software ou a matemética estudada no Ensino Superior. Entretanto, muitas
vezes, é possivel descobrir quantas sdo as solugdes utilizando um procedimento
gréfico.

Para Giudice et al. (2019), algumas equacdes, formadas por determinadas funcoes,
“[...] ndo possuem solucdo analitica, ou seja, ndo é possivel determinar suas solucdes
simplesmente resolvendo um sistema qualquer”. Segundo o autor, para se avaliar as solugdes
é necessario fazer “uma inspegdo grafica das fungdes”. Por exemplo, dada uma funcéo da
forma h(x) = f(x) — g(x), para encontrar os valores de x tais que h(x) = 0, deve-se
construir no mesmo plano cartesiano os gréaficos de f e g. E entdo, “o cruzamento dos
graficos nos fornecera a raiz ou as raizes”. Afirma ainda que, mesmo sendo possivel avaliar

mentalmente as raizes em algumas equac0es, a questdo principal é saber se a equacdo admite

outras raizes.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 GEOMETRIA DE UMA EQUACAO NAO ALGEBRICA

Em relacdo as equacdes ndo algébricas apresentadas neste trabalho, 0 nosso interesse

estd em determinar o numero de raizes reais da equacdo, e ndo em quais sao essas raizes. E,

para isso, é fundamental que saibamos a interpretacdo geométrica de raiz real de uma
equacao.

A solucdo algébrica de uma equacdo associada a uma funcdo f pode ser interpretada

geometricamente como segue: se a € uma raiz (solugdo) real da equacgdo f(x) = 0, entdo o

corresponde & abscissa do ponto em que o grafico de f intersecta o eixo x. Caso a equagao

seja da forma f(x) = g(x), sendo f e g funcdes distintas e caso o nimero real 3 seja raiz da
equacdo f(x) = g(x), entdo B corresponde a abscissa do ponto de intersec¢do dos graficos

de f e g. Assim, se a equacdo admitir n raizes reais, haverd n pontos de interseccdo dos
gréaficos. Portanto, determinar o nimero de raizes reais de uma equacao f(x) = g(x), algébrica
ou ndo, consiste em contar o nimero de pontos comuns aos graficos das funcdes f e g. E
importante lembrar que algumas equagdes admitem infinitas raizes reais, o que impossibilita a
contagem do nimero de pontos de intersecgéo.

H& uma segunda maneira de determinar o nimero de raizes reais de uma equacdo da
forma f(x) = g(x). Note que essa equacgdo é equivalente a f(x) — g(x) = 0. Definindo a
funcdo h(x) = f(x) — g(x), pode-se observar que a equacdo f(x) — g(x) = 0 é equivalente
a h(x) = 0. Isso significa que, para determinar o nimero de raizes reais da equacao
f(x) = g(x), ou seja, da equacdo h(x) = 0, basta contar, quando possivel, o nimero de
pontos de intersec¢do do grafico da funcdo h com o eixo das abscissas.

E importante comentar que, neste trabalho, essa segunda maneira de interpretacio sé

sera abordada com os alunos durante a construcdo no GeoGebra.

3.2 0 GEOGEBRA

O uso de novas tecnologias durante a aula tradicional pode impactar os alunos de
forma a produzir resultados positivos. Segundo Giraldo et al. (2012), a integracdo dos
recursos computacionais a pratica docente “pode viabilizar a produgdo de novas abordagens,
possibilitando reestruturacdes da ordem e das conexdes entre os conteudos, e criando novas

formas de explorar e de aprender Matematica”.
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Em contrapartida, muitas escolas ndo tém acesso aos recursos computacionais,

conforme colocado por Giraldo et al. (2012):

‘Sabemos que, em muitos casos, a incorporacdo de tecnologias digitais na escola
esbarra em barreiras de ordem pratica, tais como caréncia de recursos materiais, ou
resisténcias politicas por parte das direcbes escolares. Entretanto, esta constatacéo
ndo implica que os professores que vivenciam essas realidades em suas préaticas
devam ignorar as possibilidades oferecidas pelos recursos computacionais para o
enriquecimento do ensino de Matematica. Ao contrario, justamente para se munir de
contra-argumentos para tais obstaculos, é importante conhecer essas possibilidades’.

Nesta secdo e apresentado o software GeoGebra, que sera utilizado na segunda etapa
de construcdo dos graficos das funcbes abordadas neste trabalho. A construcdo no GeoGebra
tem por objetivo confirmar o resultado encontrado na primeira etapa, que se refere a
construcdo manual dos graficos.

Segundo Giraldo et al. (2012), “o software GeoGebra é concebido para integrar
recursos geomeétricos e algébricos em um s6 ambiente”. Dessa forma, os graficos de fungdes
reais elementares podem ser facilmente gerados partindo de suas expressdes algébricas.

A escolha do GeoGebra — ao invés de outro software que ofereca recursos semelhantes
— deve-se ao fato de que é um programa gratuito e, para as finalidades a que esse trabalho se
propBe, 0 seu manuseio € relativamente simples. Conforme observa Souza e Pataro (2012), o
“GeoGebra é um programa computacional gratuito que combina recursos de construcoes
geométricas, algébricas, gréaficos, tabelas e calculos. Sua interface é simples e exibe diversos
comandos para realizar diferentes tipos de constru¢des”. Adicionalmente, em virtude da sua
relevancia, até a data de 28 de julho de 2020, o GeoGebra foi citado em 316 dissertacdes de
mestrado do Profmat.

Em termos de caracteristicas do programa, sdo apresentados a seguir a tela principal e
os principais comandos utilizados. Na Figura 1 é mostrada a tela principal do Geogebra.



Figura 1 - Tela principal do GeoGebra.

Janela de Algebra BEX
Objetos Livies
Objetos Dependentes

GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Disposigdes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

il o B 3

\ | a ABC || 232
‘

Janela de Visualizagao

]| Mover danela de Visualizagio
! Arraste ajanela de VISU3|IZZ§§D ou um eixo (Shift + Arrastar)

22

(el

BEX

@

[d

Entrada:

CH.C =]l <

PT o % @ .l )

00:56
12/09/2019

Neste trabalho é utilizado principalmente o campo “Entrada”, lugar em que sdo

digitadas as leis de formacdo das funcbes em estudo. No|Quadro 1|sdo listados alguns dos

comandos utilizados.

Quadro 1- Alguns dos simbolos utilizados no GeoGebra e 0s seus significados.

Simbolo Utilizado para representar
* a operacdo de multiplicacao
+ a operacao de adicdo
- a operacao de subtracéo
/ a operacao de divisdo
sin 0 seno de um arco (em radianos)
cos 0 cosseno de um arco (em radianos)
abs 0 médulo aplicado a uma expressao
N

a operacdo de potenciacao

Fonte: O autor.

Por exemplo, para representar a fungdo f(x) = x® + 2x 2 — 8x + 1, digita-se, no campo

“Entrada’:

f(X)=x"3+2*x"2-8*x+1



Feito isso, aparecera na tela o grafico da funcéo f, representado na|Figura 2

{57 GeoGebra

Figura 2 — O gréfico da funcio f(x) = x® + 2x? — 8x + 1, construido com o uso do GeoGebra
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3.3 ALGEBRA DOS NUMEROS REAIS

Nesta secdo sdo apresentados alguns conceitos e notacdes utilizados durante o
desenvolvimento deste trabalho.

3.3.1 Intervalos Reais

Segundo Lima (2013), intervalos reais sao subconjuntos dos nimeros reais. Dados a, b
eRtais que a < b, definimos os seguintes intervalos

(i) Intervalo fechado:

[a,b] ={xeR; a < x < b}.

(ii) Intervalo fechado a esquerda (ou aberto a direita)

[a,b) ={xeR; a < x<b}.

23
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(iii) Intervalo fechado a direita (ou aberto a esquerda):
(a,b] ={xeR; a<x < b}.
(iv) Intervalo aberto:
(a,b) ={xeR; a<x<b}.
Dado a e R, definimos também os intervalos:
(V) [a, +) ={xeR; x > a}.
(vi) (a, +0) ={xeR; x>a}.
(vii) (—oo, a] ={xeR; x < a}.

(viii) (— o0, a) ={XxeR; x < a}.

Alguns autores utilizam a notacdo ] a,b [ ao invés de (a, b), por exemplo (LIMA,
2013).

Observacoes:

e O conjunto dos numeros reais, R, pode ser representado pelo intervalo aberto
(— o0, +0) (MUNIZ NETO, 2015).

e Seja A um conjunto que apresenta originalmente o elemento zero. Para indicar que o
zero foi suprimido desse conjunto, sera utilizada a notacdo A*.

e Para indicar a diferenca entre os conjuntos A e {a}, nessa ordem, sera utilizada ou a
notacdo A — {a} ou a notacdo A\ {a}.
A seguir sdo apresentados alguns importantes subconjuntos dos nmeros reais:

N={0,123, ..}

Z={.,-3-2,-1,0123, ..}
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Z*=7-{0}=Z\{0}={.,-3,-2,-1,1,2,3, .. }

Z,=N={0,1,2,3,..}.

R} = (0, o).

3.3.2 Fatoracdo de Expressdes Algébricas

Os principais casos de fatoragéo séo:

l. Fator comum:

Coloca-se o fator comum em evidéncia:

ax + bx = x - (a+ b).

1. Agrupamento:

N&o ha um fator que seja comum a todos os termos. Nesse caso, podemos agrupa-los,

considerando dois, trés ou mais termos, conforme a expressao apresentada:

ax +bx+ay+by=x-(a+b)+y-(a+b) <
ax+bx+ay+by=(a+b) (x+y).

I11. Diferenca de dois quadrados:

a’> —b?>=(a+b) (a—b).

IV. Trinbmio quadrado perfeito:

Ha dois tipos:
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(i) Quadrado de uma soma:

a’+2ab+b>*=(a+b) - (a+bh) <
a? + 2ab + b? = (a + b)?.

(if) Quadrado de uma diferenca:

a?—2ab+b?*=(a—b)-(a—b) <
a? — 2ab + b? = (a — b)?.

3.3.3 Lei do Cancelamento.

Se a e b sdo numeros reais tais que a-b = 0, entdo a = 0 ou b = 0 (MUNIZ NETO,
2015).

Exemplo: Determine, caso existam, as raizes reais da equacgao x2 —3x+2=0.
Solucao:

Note que a equacao x 2 _3x+2=0 pode ser escrita na forma

(x=1)-(x-2)=0.
Assim,
x2-3x+2=0 < (x-1)-(x-2)=0.
Pela Lei do Cancelamento,
x-1)-x-2)=0 < x=loux=2.

Portanto, 1 e 2 sdo as raizes reais da equacdo x? — 3x + 2 =0.
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3.3.4 Mobdulo de um NUmero Real

O modulo (ou valor absoluto) de um numero real x, denotado por | x |, pode ser

definido da seguinte maneira:

X,se x>0
| x| = { (GIOVANNI; BONJORNO; GIOVANNI JR, 2002)
—-X,5ex<0

Geometricamente, o médulo de um namero real x corresponde, na reta real, a distancia
entre 0 nimero x e o numero 0 (zero) (GIOVANNI; BONJORNO; GIOVANNI JR, 2002).

Propriedade: Se a e b sdo nUmeros reais quaisquer, entdo:
la-b|=|al-|b]

Demonstracéo:

VVamos separar a demonstragdo em cinco casos:

) Sea>0eb >0, temos que:

a-b>0e|a-b|=a-b. Também,|a|=a,|b|=be|a]|-|b|=a-b.

Portanto, |a*b |=|a|-|b |

I'Sea>0eb<0(ocasoemquea<0eb>0éanalogo), temos que:

a-b<0e|a-b|=—a-b. Também,|a|=a,|b|=-be|a]||b|=—a"b.

Portanto, |a-b |=|a|-|b |

I1) Sea<0eb <0, temos que:

ab>0e|a-b|=a-b. Também,|a|=—-a,|b|=-be|a]|-|b|=a"b.
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Portanto, |a-b |=|a|-|b |
IV)Sea=0eb #0 (o caso em que a #0 e b =0 é analogo), temos que:
a-b=0e|a-b|=0.Também, |a|=0e|a]|-|b|=0-|b|,ouseja,|a|-|b]|=0.
Portanto, |a-b |=|a|-|b |
V) Sea=0eb =0, temos que:
a-b=0e|a-b|=0.Também,|a|=0,|b|=0e|a |-|b]|=0.
Portanto, |a-b|=|a|-|b |
Logo, para quaisquer a € b reais,
la-b|=]al-|b]

3.4 FUNCOES REAIS DE UMA VARIAVEL REAL

Nesta secdo sdo apresentadas algumas definicbes importantes a respeito de funcdes
reais em geral. E essas definicbes sdo fundamentais para que possamos obter um esbogo
adequado dos graficos das funcdes que compdem uma equacdo nao algébrica.
3.4.1 Definicdo de Funcéo

Sejam X e Y dois conjuntos ndo vazios. Uma funcdo f: X — Y € uma regra que diz
como associar a cada elemento x € X um unico elemento y = f(x) € Y (LIMA, 2013;
MUNIZ NETO, 2015). Dada uma fungéo f, dizemos que x representa a variavel independente

e y (ou f(x)) representa a variavel dependente (do valor de x) (LONGEN, 2004a). Observe 0s

dois exemplos a seguir:
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Exemplo 1. A regra que associa a cada nimero inteiro n o seu quadrado n? define uma funcéo
f:Z — N (LIMA, 2013). A relagdo entre as variaveis n e f(n) pode ser dada pela expressdo
f(n) = n?. Dizemos que f(n) = n? é a lei de formac&o da funcdo f (LONGEN, 2004a).

Exemplo 2. Sejam X o conjunto dos triangulos equilateros de um plano 7 e R o conjunto dos
nameros reais. Se, a cada x € X, fizermos corresponder o nimero real g(x) = perimetro do

triangulo x, teremos uma funcéo g: X — R (LIMA, 2013).

3.4.2 Dominio e Contradominio de uma Funcéo

Dada uma funcdo f: X — Y, o conjunto X é chamado de dominio da funcdo e o
conjunto Y é chamado de contradominio da funcdo (MUNIZ NETO, 2015). Para representar
esses dois conjuntos, usaremos também as notagcdes Dom(f) e CD(f), respectivamente. Como

2Xx—-3
x—1

exemplo, considere a fungdo f: R\ {1} — R\ {2 } cuja lei de formacédo é f(x) =

Neste caso, Dom(f) =R\{1}eCD(f)=R\{2}.

Neste trabalho trataremos de fun¢des cujo dominio X é um subconjunto dos numeros
reais e cujo contradominio é R. Diremos que f é uma funcdo real (f assume valores reais,
dado que seu contradominio é o conjunto dos numeros reais) de uma variavel real (um
elemento qualquer x do dominio X de f é um numero real) (MUNIZ NETO, 2015). Iremos
convencionar que o dominio e o contradominio de uma funcdo, sempre que ndo forem
descritos, serdo definidos como o conjunto dos nimeros reais ou 0 maior subconjunto de R

onde a regra que relaciona as duas variaveis, x e f(x) (ou x e y), esta definida.

3.4.3 Imagem de uma Funcéo

Seja f: X — Y uma funcdo real de variavel real. O conjunto imagem de f, Im(f), é 0

conjunto formado pelos elementos f(x) € Y que sdo imagens dos elementos x € X:

Im(f) ={ f(X) € Y;x € X} (MUNIZ NETO, 2015).

E importante destacar que Im(f)cY, o que ndo significa necessariamente que

Im(f) = Y (MUNIZ NETO, 2015). Nos casos em que o contradominio coincide com o
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conjunto imagem a funcdo f recebe uma denominagdo especial, conforme veremos mais

adiante.

Exemplo: Determine o conjunto imagem da funcdo f: R — R definida por

f(X) =x?% + 1. Se a é um elemento qualquer do dominio de f, temos que:
a’>0 < a*’+120+1 < f(a)>1

Portanto, Im(f) =[1, o ).
3.4.4 Grafico de uma Funcéo

Seja X< R. O grafico de uma fungdo f: X — R é um subconjunto do plano cartesiano
(R?= R x R). Visto que y = f(x), o grafico de f é formado por todos os pontos de
coordenadas (X, f(x)). Em muitos casos o grafico pode ser visto como uma linha, com x
variando no conjunto X (LIMA, 2013).
Exemplo: O gréfico da funcdo f: R — R definida por f(x) = x? é o conjunto formado por

todos os pontos da forma (x, f(x)), e € representado por uma linha no plano cartesiano,

conforme podemos observar na Figura 3.
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Figura 3 — O gréfico da funcdo f(x) = x2.
||I }" I|I'

H‘. .f'

III

Fonte: O autor

3.4.5 Transformacdes Graficas

Sejam f uma funcdo real de varidvel real e k um namero real ndo nulo. Vejamos,
agora, o efeito que a adicdo de uma constante k a formula de f produz no grafico dessa
funcéo.

I) Translacdo Vertical:

Adicionando uma constante k a direita da formula de f, obtemos a funcédo

y = f(x) + k. Assim, ha duas possibilidades:

e Sek >0, ogréfico de f é transladado k unidades para cima;

e Sek<0,ografico de f e transladado | k | unidades para baixo.

Observe, por exemplo, os graficos das funcdes f(x) = x2, glx) =f(x)+1 e

h(x) = f(x) — 2, apresentados na|Figura 4




32

Figura 4 — Os gréaficos das fungdes f(x) = x%,g(x) = x> + 1 e h(x) = x* — 2.
A -‘.-_-

]
L

Fonte: O autor.

I1) Translagdo Horizontal:

Adicionando uma constante k a x, obtemos a funcdo y = f(x + k). Ha também duas

possibilidades a considerar:

e Sek >0, ogréfico de f é transladado k unidades para a esquerda;

e Sek <0, ogréfico de f é transladado | k | unidades para a direita (THOMAS, 2002).

Observe, por exemplo, os graficos das fungdes f(X) = x2, g(x) = f(x + 1) e

h(x) = f(x — 2), mostrados na

Figura 5
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Figura 5 — Os gréaficos das fungdes f(x) = x2,g(x) = (x + 1)2 e h(x) = (x — 2)2.
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Fonte: O autor.

Observacoes:
e Seja f uma funcdo real de varidvel real. O gréfico da funcdo g(x) = — f(x) pode ser
obtido refletindo-se todos os pontos do grafico de f simetricamente em relagdo ao

eixo das abscissas (PRAZERES, 2014).

Exemplo: Considere a funcdo f: R — R definida por f(x) = x> — 4x, cujo grafico esta

representado na|Figura 6| Fazendo a reflex&o dos pontos de f em relagdo ao eixo x, obtemos o

grafico da funcdio g(x) = — f(x), ou seja, da funcdo g(x) = — (* — 4x), que também esta

representado na|Figura 6




Figura 6 — Os gréaficos das funcdes f(x) = x3 — 4xe g(x) = —x3 + 4x.
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Fonte: O autor.

Seja f uma funcéo real de variavel real. O gréafico da funcdo g(x) = f(— x) pode ser

obtido refletindo-se todos os pontos do grafico de f simetricamente em relagdo ao
eixo das ordenadas (PRAZERES, 2014).

Figura 7

Exemplo: Considere uma funcéo f: R — R definida por f(x) = x> + x> — x + 1, cujo gréfico
esta ilustrado na

Fazendo a reflexdo dos pontos do grafico de f em relacdo ao eixo
das ordenadas, obtemos o grafico da fungdo h(x) = f(-x), ou seja, da funcdo
h(x) = — x>+ x% + x + 1, que também est4 representado na

Figura 7
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Figura 7 — Os gréaficos das funcbes f(x) = x3 +x* —x+1eg(x) = -2+ x> +x + 1.
v
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Fonte: O autor.

3.4.6 Funcdo Crescente, Funcdo Decrescente e Fungdo Constante

O crescimento ou o decrescimento de uma funcdo representa um topico de extrema
importancia na pesquisa do numero de raizes reais de uma equacdo nao algébrica. Com base
nesse comportamento, podemos prever o que acontece com o grafico de uma funcdo f quando
a varidvel independente x assume valores que estdo além do alcance de nossa viséo,

considerando a limitacdo do plano cartesiano construido em uma folha de papel ou mostrado

na tela de um computador. Vejamos, agora, como classificar uma funcdo em relacdo ao
crescimento ou decrescimento.

Dado um intervalo | c R, uma funcéo f: | — R é chamada de:

(a) Crescente se, para quaisquer X1 <xpem I, tivermos f(x1) < f(x2) (MUNIZ NETO,
2015).

Exemplo: A funcdo f: R — R definida por f(x) = 2x + 3 é crescente, pois:

X1<X2 =

2:X1<2:Xy <



2:X] +3<2:Xp+3 <

f(x1) < f(x2).

Na|Figura 8|é mostrado o grafico de uma fungéo crescente f.

Figura 8 — O grafico de uma funcdo crescente f, de dominio [- 2, 2].

R R e e e e

?"":iT e

Fonte: O autor.

(b) Decrescente se, para quaisquer x1 < X2 em |, tivermos f(x1) > f(x2) (MUNIZ NETO,
2015).

Exemplo: a funcdo f: R — R definida por f(x) = —x + 4 é decrescente, pois:

X1 <X2 R
—X1 >—X2 =
-X1t4>-X0+4 <

fx1)>f(x2).

Na Figura 9 é mostrado o gréfico de uma funcdo decrescente f.



Figura 9 — O grafico de uma funcédo decrescente f, de dominio [- 2, 2].
Ty

Fonte: O autor.

(c) Constante se, para quaisquer x1< X em I, tivermos f(x1) = f(X ).
Exemplo: a funcdo f: R — R definida por f(x) = 4 é uma fungéo constante.

O gréfico de uma funcdo constante f é uma reta perpendicular ao eixo y (alguns

autores preferem a frase “reta paralela ao eixo x”), conforme podemos observar na Figura 10.

Figura 10 — O gréfico de uma fungdo constante f.
v

fix1) = fix2) 1 * \ ¢

Fonte: O autor.
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3.4.7 Funcéo Par e Funcdo impar

Seja | uma unido de intervalos reais, simétrica em relacdo ao numero zero. Uma

fungdo f: I — R é chamada de:

(a) Par, se f(—x) = f(x), paratodo xe | (MUNIZ NETO, 2015).

Exemplo: A funcdo f: R — R definida por f(x) = x? + 1 é uma funcéo par, pois, para todo
xeR:

fEXN=(0*+1 < fEx=x*+1 < [f(X)=fK.

O gréafico de uma funcdo par € simétrico em relacdo ao eixo y (THOMAS, 2002). Na

Figura 11|é mostrado o grafico da funcéo par f(x) = x2 + 2.

Figura 11 — O grafico da funcdo par f(x) = x% + 2.

Fonte: O autor.

(b) impar, se f(- x) =— f(x), para todo xe | (MUNIZ NETO, 2015).
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Exemplo: A funcdo f: R — R definida por f(x) = x3 — 5x é uma func&o impar, pois, para
todo xe R:

fEX=(=2)°=-5-(—x) <«

fEX)=—x34+5x <

fEX)=—(@x3-5x) <

fEX) == f(x).

O gréfico de uma fungdo impar é simétrico em relacdo a origem do sistema de
pode ser observado o grafico da fungdo impar

coordenadas (THOMAS, 2002). Na|Figura 12

f(x) =x3 — 5x.

Figura 12 — O grafico da fungdo impar f(x) = x3 — 5x.
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Fonte: O autor.

Além das funcOes pares e das funcdes impares, existem fungdes que ndo sdo pares e

nem impares.
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Exemplo: A funcdo f: R — R definida por f(x) = x> — 1 ndo é par e nem impar, pois, para

todo xe R:
fEX=(x"-1 < [fEx=-x°-1
Como f(—x) # f(x) e f(—x) #— f(x) concluimos que f ndo é par e nem impar.

Observagédo: Se f € par e impar ao mesmo tempo, entdo f é necessariamente a funcéo

f(x) =0 (funcédo nula).
Demonstracéo:
Vamos supor que uma funcdo f seja par e impar simultaneamente, isto é, que f

atenda, ao mesmo tempo, as condigdes f(— x) = f(X) e f(- X) = — f(x). Logo, podemos

escrever o seguinte sistema:

f(=x) = f(X)
{f(—x)=—f(x)'

Entao,

f(=x) = £ (%) F(=x) = f(X) =0 —f(=x)+ F(X) =0
{f(—x)z—f(x) = {f(—x)+f(x)=0 - {f(—x)+f(x)=0

Somando as duas equacdes desse Ultimo sistema, obtemos:

2-f(x)=0 = f(x)=0.

Portanto, se uma fungéo f é par e impar ao mesmo tempo, entdo f € necessariamente a funcéo
f(x)=0.
Outro fato bastante curioso é que toda fungdo pode ser escrita como a soma de uma

fungéo par com uma fungéo impar (MUNIZ NETO, 2015).



Demonstracéo:

fO)=fx) <
o <210
fO)+f(x)
2
f) +f(x) + f(=x) — f(—x)
2
)+ f(=x)+ f(x) — f(—x)
2
f)+f(=x)  fx)—f(—x)
2 + 2 '

f&) =

f&) =

flx) =

f&) =

Seja g a funcdo denotada por:

) +2f(—x)
e h a funcéo denotada por:
h(x) = w

Note que g € par, pois:

[0+ f(=(=x)
2
f(=x) + f(x)
2
f@)+f(=x)
2

g(—x) =

g(=x) =

g(=x) =

g9(=x) = g(x).

Note que h é impar, pois:
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o = LD S ED)
o = L0/
o = TR T
M) — (f(x) —Zf(—x)>
h(=x) = —h(x).

Como g(—x) = g(x), h(—x) = —h(x) e f(x) = g(x) + h(x), temos que a funcdo f pode

ser escrita como a soma de uma fungdo par com uma fungéo impar.

Segundo Thomas (2002), “Ao fazer graficos ¢ ttil reconhecer fung¢des pares e impares.
Uma vez que conhecemos o grafico de cada tipo de funcdo de um lado do eixo Yy,
automaticamente conhecemos o grafico do outro lado”.
3.4.8 Funcdo Injetiva, Funcdo Sobrejetiva e Funcédo Bijetiva

Um fungdo f: X — Y é chamada de:

(@) Injetiva, ou injetora ou uma injecdo, se todo elemento yeY estiver relacionado a no

méaximo um elemento xe X. Em notacgéo simbodlica,

X1 #F X = f(x1) # f(xz) ou f(x1) = f(xz) =% = x5,

Exemplo: A funcdo f: R — R denotada por f(x) = 2* é injetiva. O gréfico de f esta
ilustrado na Figura 13.
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Figura 13 — O gréfico da fungdo injetiva f: R — R definida por f(x) = 2*.

Y

Fonte: O autor.

De acordo com o grafico apresentado na Figura 13, valores distintos de x possuem

imagens distintas.

Observacdo: Se uma fungdo € injetiva, cada reta horizontal que cruza o grafico de f o

intersecta em um unico ponto (THOMAS, 2002).

(b) Sobrejetiva, ou sobrejetora ou uma sobrejecédo, se todo yeY estiver relacionado a pelo

menos um elemento x e X. Neste caso, o conjunto Imagem coincide com o Contra Dominio da

funcéo.

Exemplo: A funcdo f: R — [1, o) denotada por f(x)

Im(f) = CD(f), conforme o gréafico apresentado na

Figura 14

= x> + 1 é sobrejetiva, pois
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Figura 14 — O grafico da fungo sobrejetiva f: R —> [1, 00) definida por f(x) = x* + 1.
l|I - }.‘ II'
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Fonte: O autor.

(c) Bijetiva, ou bijetora ou uma bijecdo, se for injetiva e sobrejetiva simultaneamente
(MUNIZ NETO, 2015).

Exemplo: A fungdo f: [0, ») — [1, ) denotada por f(x) = x* + 1 é bijetiva. O grafico de f

pode ser visualizado na|Figura 15
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Figura 15 — O grafico da fungéo bijetiva f: [0; 00) —>[1; o0) definida por f(x) = x> + 1.

Fonte: O autor.

3.4.9 Funcdo Composta
Sejam as fungdes f: X — Ye g: Y — Z. A funcdo composta de f e g, nesta ordem, é

afuncdo g ° f: X — Z definida por
(g ° )X = g(f(x),

para todo xe X (MUNIZ NETO, 2015). Note que o dominio de g é igual ao contradominio de

f (THOMAS, 2002).
Observacao: Na definicdo acima, o conjunto Z ndo representa necessariamente o conjunto dos

ndmeros inteiros.
Exemplo: Dadas as fungdes f: R - R e g: R — R denotadas, respectivamente, por

f(X)=x%? —x+4eg(x)=x+1, determine a lei de formacdo da fungéo composta f ° g.
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Solucéo:

fe)=fgx) <
feg®)=[gP-[g)]+4 <
fegd)=@x+1D)>*-(x+D+4 <
Feg)X)=x*+2x+1-x-1+4 <
(fog)x) =x*+x+4.

3.4.10 Funcdo Inversa

Seja f: X — Y uma funcéo bijetiva. A funcéo inversa de f, que denotaremos por f 1,

éafuncdo g: Y — Xtal que, paraxe X, yeY, temos
gy)=x < y=f(x)(MUNIZNETO, 2015).

Seja f uma funcdo bijetiva. Em alguns casos podemos obter a expressdo da fungdo

inversa de f, f _1, seguindo 0s passos abaixo:

I. Trocamos as varidveis (X por y e y por x);

I1. Isolamos a variavel y.

[EEN

—X
X —

Exemplo: Mostre que a fungdo f: R\ {2} — R\ {- 1} denotada por f(x) = , € bijetiva

N

e determine a sua inversa.

Solucéo:

Para mostrar que f € injetiva, basta verificar que, para todos x,, x, € Dom(f),

fx) =flx) = x =x,.

De fato,
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fOx) =f(x) =
1-x% 1-x
X;—2 Xy —2
I=x) (2=2)=0-x)(x,—2) =

Xpg—=2—X1"Xy+2' X=X —2—X1"Xp+2"x, =

=

x2+2'x1=x1+2'x2 =

xl = xz.

Ja para mostrar que f é sobrejetiva, deve-se obter, para cada y, pelo menos um valor

de x para a equacdo f(x) = y. Note que:

fW=y <
1—x_
x—2 7 <

l-x=xy—-2y <

—x—xy=-2y-1 <

x+xy=2y+1 <

xA+y)=2y+1 <
2y +1

x = .
1+y

Os célculos acima mostram que, para cada y € R \ {— 1}, existe um U0nico
x € R\ {2} tal que f(x) = y. Portanto, como x existe, a funcdo f é sobrejetiva.

Como f € injetiva e sobrejetiva, concluimos que f é bijetiva. E, por ser bijetiva, f
admite inversa.

-

—X
X —

A expressdo que define f é f(x) =

1-x o
ouy = 2 Fazendo a troca de variaveis,
X —_

N

temos que:

1-—

-2

>
1

Agora, vamos isolar a variavel y:



48

=Y O
y—2

Xy—-2x=1-y <

Xy+y=2x+1 <

y-(x+1)=2x+1.

Para x #—1, temos que:

2X+1

X+1

Denotando a funcdo inversa de f por f‘l, temos que:

2X+1
X+1

fH0 =

Note que Dom(f _1) = R\ {-1}, ou seja, Dom(f _1) = CD(f). Também ocorre que

CD(f 1) = R\ {2}, isto é, CD(f 1) = Dom(f).

Observagéo: Seja f uma funcéo bijetiva e f‘1 a sua inversa. Num mesmo plano cartesiano,

os gréficos de f e f‘l sdo simétricos em relacdo a reta de equacdo y = X, conhecida como
bissetriz dos quadrantes impares (BIANCHINI; PACCOLA, 1995), como representado na

Figura 16. Portanto, de posse do grafico de uma funcéo f, podemos construir o gréfico da sua

inversa f L ¢ vice-versa.
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Figura 16 — Os graficos das funcdes f e f~1. A linha tracejada representa a bissetriz dos quadrantes impares.
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Fonte: O autor.

3.4.11 Funcdo Periddica
O conceito de periodicidade nos remete a ideia de repeticdo. E conforme observado
por lezzi et al. (2016), ... existem fungdes que apresentam um comportamento periodico”.
Vamos, entdo, a definicdo de fungdo periddica:
Uma fungdo f: X — Y ¢é periddica se existir um namero real p > 0 tal que
f(x + p) = f(x), para todo xe X. O menor valor positivo de p tal que f(x +p) = f(x) é
chamado de periodo da fungdo f. Conforme veremos mais adiante e de forma mais detalhada,

“as fungoes trigonométricas sao exemplos de fung¢des periodicas” (IEZZI, et al., 2016).
Uma informacgdo muito util na construcdo do grafico de uma funcéo periddica f € o

fato de que o gréfico de f pode ser construido com base no grafico relativo a apenas um
o grafico relativo a apenas um periodo da funcéo

Figura 17

periodo da funcdo. Observe, na
periddica f(x) = 4 - senx, cujo periodo é igual a 2.



Figura 17 — A representacao grafica de um periodo da funcéo periodica f(x) = 4 - senx.
v o1

B

Fonte: O autor.
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Com base no comportamento de f apenas no intervalo [0, 2], podemos construir o

grafico da funcdo f(x) = 4-sen x, com x variando no conjunto dos reais. O fato de f ser

periddica nos permite fazer uma “copia” do grafico da|Figura 17| ao transladar 2 7 unidades

para a direita ou para a esquerda cada ponto do grafico. Por exemplo, transladando 2 7

unidades para a direita 0 ponto A, de coordenadas (0, 0), ele se sobrepde ao ponto E, de

coordenadas (2 7, 0). Transladando 2 7 unidades para a direita o ponto B, de coordenadas

(m/2,4), ele se sobrepde ao ponto de coordenadas (5m/2,4). Transladando 2w unidades para

a direita o ponto C, de coordenadas (m, 0), ele se sobrepde ao ponto de coordenadas (3, 0), e

assim por diante. Ao repetir esse processo indefinidamente obtemos a parte do grafico de f

que esta a direita da origem. Com um procedimento similar, transladando o grafico da

Figura

para a esquerda, obtemos a parte do grafico de f que esta a esquerda da origem. Reunindo

as duas partes, obtemos o grafico da funcdo f, ilustrado nalFigura 18
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Figura 18 — O gréfico da fungdo periddica f(x) = 4 - senx.

¥

Fonte: O autor.

3.4.12 Zero de uma Funcao

Seja X< R. Dada uma funcéo f: X — R, diz-se que um nimero real « € X é um zero

de f se f(a) =0 (RIBEIRO, 2012a).

Geometricamente, os zeros de uma fungéo f correspondem as abscissas dos pontos em

que o grafico de f intersecta o eixo x (RIBEIRO, 2012a). Na

Figura 19

podemos notar que os

zeros da funcdo f, definida no intervalo [1, 5], sd0 os numeros 2 e 4, que correspondem,

respectivamente, as abscissas dos pontos (2, 0) e (4, 0).
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Figura 19 — O gréafico de uma funcédo f, cujos zeros sdo 0s nimeros 2 e 4,
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Fonte: O autor.

Note que f(2) =0 e que f(4) =0, o que significa que 2 e 4 s&o zeros da fungéo f.

Observacdo: Neste trabalho, as fungdes possuem como dominio subconjuntos dos numeros

reais. Portanto, chamaremos de zeros da fungdo f apenas os valores reais de x tais que

f(x)=0.

3.4.13 Fungdo Continua em um Intervalo Real

O conceito de funcdo continua, apesar de amplamente utilizado no estudo de fungdes
durante os ensinos fundamental e médio, geralmente nao € definido nesses niveis de ensino. A
definicdo precisa de funcdo continua pode ser encontrada no livro de Muniz Neto (2015). “De
modo geral, o grafico de uma funcdo continua em um intervalo real é representado por uma
curva que nao apresenta ponto de descontinuidade, isto €, ndo possui saltos e nem furos”
(SILVA; FILHO, 2005). Sabe-se que toda funcdo polinomial é continua (MUNIZ NETO,

2015). E essa afirmagdo se mostra muito importante no momento em que esbogamos 0S

graficos de funcbes polinomiais. Na|Figura 20|esta representado o grafico de uma funcéo

polinomial que, por sua vez, é uma fungédo continua.
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Figura 20 — O gréfico de uma fungéo continua f
3 }-‘
| f

Fonte: O autor.

3.5 FUN(;()ES REAIS ELEMENTARES
Nesta secdo sera apresentada a fundamentacdo teérica necessaria para se construir um
esboco das fungdes reais estudadas no ensino médio. Chamaremos tais funcdes de
elementares. A construcdo do esboco € a etapa mais importante no processo de resolucdo de
questdes envolvendo equacdes ndo algébricas, que estamos interessados em explorar. E
importante ressaltar que nesta secdo faremos o uso do software GeoGebra para ilustrar os
graficos das funcbes elementares. Tais gréaficos serdo utilizados como modelos para 0s

esbocos que apresentaremos na segéo 4.

3.5.1 Funcdo Afim
A funcdo f: R — R é afim se, paratodo xe R, tem-se

f(x) =ax + b,
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em que a e b sdo constantes reais.

Na expressdo f(x) = ax + b, o coeficiente a é chamado de taxa de crescimento da
funcdo f e b, que é o valor que a funcdo assume quando x = 0, é chamado de valor inicial da
funcéo f (LIMA, 2013).

Em relagdo ao crescimento ou decrescimento, uma funcéo afim é classificada como:

(a) crescente, se a > 0.

Exemplo: A fungdo f(x) = x + 3 é uma funcéo afim crescente.

(b) decrescente, se a < 0.

Exemplo: A funcdo f(x) =—x + 7 € uma fungdo afim decrescente.

(c) constante, se a = 0 (LIMA, 2013).

Exemplo: A funcdo f(x) = 2 € uma fungéo afim constante.

O zero de uma funcéo afim da forma f(x) = ax + b, com a= 0, é o valor real de x tal
que f(x) = 0 (BIANCHINI; PACCOLA, 1995), ou seja, é a raiz da equacéo ax + b = 0.

Geometricamente, o zero de uma funcdo da forma f(x) =ax+ b, com a=0,
corresponde ao valor da abscissa do ponto de interseccdo do gréafico de f com o eixo x
(SILVA; FILHO, 2000). Esse ponto de interseccdo tem coordenadas (—b/a, 0).

Num sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, o grafico de uma funcdo afim
f(x) = ax + b é uma reta ndo paralela ao eixo y. De acordo com o valor de a, podemos ter

0S segu intes casos:

(@) se a > 0, o gréafico de f é uma reta ascendente (da esquerda para a direita);
(b) se a <0, o grafico de f é uma reta descendente (LIMA, 2013).

(c) se a =0, o gréafico de f é uma reta perpendicular ao eixo y.

Para construirmos o esboco do grafico de uma funcdo afim, atribuimos valores a x,
obtendo em correspondéncia os valores de y. Sabe-se que dois pontos distintos sdo suficientes

para determinar uma reta (LIMA, 2013). E dois pontos interessantes a se considerar ao
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construir o gréfico de uma funcgéo afim da forma f(x) = ax + b em que a # 0 sdo 0s pontos
em que a reta intersecta os eixos coordenados. O grafico de f intersecta o eixo y no ponto de
coordenadas (0, b).
Exemplo: Construa o esboco do gréfico da funcéo afim f(x) = 2x — 4.
Solucéo:

Atribuindo a x o valor zero, temos que:

f(0)=2:0-4 < f(0)=-4.

Assim, obtemos o ponto A = (0, — 4).
Atribuindo a x o valor 2, temos que:

f(2)=22-4 < f(2)=0.

Com isso, obtemos o ponto B = (2, 0).

Observacdo: Note que poderiamos obter a abscissa do ponto B resolvendo a equacdo

f(x)=0.

Localizando os pontos A e B no plano e tracando uma reta passando por eles, obtemos

0 esboco do grafico de f. A Figura 21 ilustra o gréafico de f.
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Figura 21 — O gréfico da fungdo afim f(x) = 2x — 4.

Fonte: O autor.

Observe que o conjunto imagem de uma funcdo afim f: R — R definida por
f(x) =ax+ b, com a#0, é o conjunto dos nimeros reais. No caso de funcbes da forma
f(x) = b, o grafico de f é uma reta perpendicular ao eixo y e os pontos do grafico séo todos
da forma (x, b), de modo que Im(f) = {b}.

3.5.2 Funcdo Quadratica

Uma fungdo f: R — R é quadratica se, para todo x e R, tem-se:

f(x) = ax? + bx + c,

em que a, b e c sdo constantes reais, com a# 0 (LIMA, 2013).

Os zeros de uma funcdo quadrética da forma f(x) = ax? + bx + ¢, caso existam, s&o
os valores reais de x tais que f(x) = 0 (RIBEIRO, 2012a), ou seja, sdo as raizes reais (caso
existam) da equagdo ax? + bx + ¢ = 0. Caso as raizes da equacdo ax? + bx + ¢ = 0 sejam
nameros reais, podemos obter uma expressao que permite calculé-las, partindo da equacéo

f(x) =0. Considere a equacéo abaixo, com a > 0 (o0 caso em que a < 0 € anadlogo):

ax?+ bx +c=0.



Dividindo os dois membros da equacéo por a, temos que:

X“+ —x+—=0 <
a a
b ¢
x242-x - —+—-=0
2a a

2
Somando (23) a ambos os membros da equacdo, temos que:
a

b b2 — 4ac
X+—=1 > =
2a 4a
b \/b2—4ac
=t &
2a 4a2
2
X+£:i b —4ac

Como a > 0, temos que:
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2
x= 0% ”;’ —43C L1MA, 2013).
a

Assim, se b2 — 4ac > 0, as raizes reais da equagdo ax? + bx + ¢ = 0 s&o dadas pelas

expressoes:

= —b-+/b? —4ac o x= —b+\/b2—4ac

2a 2a

Se b? — 4ac <0, aequacgdo ax? + bx + ¢ = 0 ndo possui raizes reais (LIMA, 2013).

b++vb? —4ac

Aqui, chamaremos a formula x = — 5 de formula resolutiva de equacdes
a

do 2° grau.

Se X1 € X sd0 as raizes reais da equacdo ax? + bx + ¢ = 0, temos que:

X1 tXo =

-b—JZ+ —b+/A
2a 2a

X1 + X b
1+X2 =~-—.
a

Temos também que:

<—b — \/Z> (—b + \/Z>
X1 Xy = . <

2a 2a
_b?-A
P
Como A >0, temos que:
b? — A
xl - xz =

4a%



Como A=b? - 4.a.c, entdo:

b® — (b® — 4ac)
X1 "Xy = 4a2
4ac
xl - xz - E
Xy %, = % (MUNIZ NETO, 2015).

Se X1 e X2 s&o os zeros da fungao:

f(x) =ax?+bx +c,

entdo f pode ser escrita na forma:

fx)=a - (X—x1) (X—=X2),

chamada de forma fatorada da funcdo quadratica f (MUNIZ NETO, 2015).

Demonstracéo:

Os zeros da fungéo f, x1 € X, S&o tais que:

X1 X Cex +Xo = b
1°X2 = — - EA1 2 - T

a a
ou seja,

x-x——ge—(x + X )—E
1" X2 a 1 2 a
Temos que:

fX)=ax’+bx+c <

fx)=a - (x2+2x+£j.

a

59
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Entéo,

f=a [x*—(x+x) x+x %] <

f)=a - (x*—x1"x—xx+x,°%) <

f=ax x-—x)—x x-x)] <

fO) =a-(x—x) (x —x3).

O grafico de uma funcdo quadratica € uma curva denominada parabola. E essa curva,
que representa o grafico de uma funcéo quadrética, possui a concavidade ou voltada para cima
ou voltada para baixo (RIBEIRO, 2012a). Outra caracteristica relevante € a de que o grafico
de uma funcédo da forma f(x) = ax? + bx + ¢, com a# 0, intersecta o eixo y no ponto de

coordenadas (0, c).
A parabola que representa o grafico de uma funcdo quadratica apresenta:

Figura 22

(a) concavidade voltada para cima, se a > 0, como na

Figura 22 — O grafico de uma fungdo quadratica da forma f(x) = ax? + bx + ¢, coma > 0.

\ }._
II

4

Fonte: O autor.

Figura 23

(b) concavidade voltada para baixo, se a <0 (RIBEIRO, 2012a), como na
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4

Figura 23 — O grafico de uma fungio quadrética da forma f(x) = ax® + bx + ¢, coma < 0
2y ¥

Fonte: O autor.

Toda parabola apresenta um eixo de simetria (LONGEN, 2004a). Como a parabola
que representa o grafico de uma funcéo quadratica tem a concavidade ou voltada para cima ou

para baixo, pode-se definir o eixo de simetria como a reta que passa pelo ponto extremo da
parabola (que veremos a seguir) e é perpendicular ao eixo x.
O ponto extremo (de ordenada méaxima ou de ordenada minima) da parabola que
representa o grafico de uma funcdo quadratica é chamado de vértice da parédbola, e é

simbolizado por V = (x,, Y,) (BIANCHINI; PACCOLA, 1995). Nesse ponto:

(@) f atinge seu valor minimo, se a > 0.
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Figura 24 — O vértice V e o eixo de simetria da parabola que representa o grafico de uma fungéo quadratica da
forma f(x) = ax® + bx + ¢,com a > 0.
VT ¥ : /
I'. .'I £

Fonte: O autor.

(b) f atinge seu valor méximo se a < 0.

Figura 25 - O vértice V e 0 eixo de simetria da pardbola que representa o grafico de uma funcéo quadratica da
forma f(x) = ax® + bx + ¢,coma < 0.

21¥ !
Vv
1 Al
PN
P
AR
o 4 i ",
T r T
i r A I ) a
/ 1 \ X
."'l i Y
-1 ! ' 1)
J i
24 ) .
/
+ :
i
e :
III '

Fonte: O autor.

A Figura 24 mostra 0 caso em que a > 0, ao passo que a|Figura 25/mostra 0 caso em
que a <0.

Sejam x1 e xo as raizes reais e distintas da equacdo f(x) = 0. Devido a simetria da
parabola, temos que a abscissa do vértice encontra-se exatamente no ponto médio do
segmento de reta de extremos x1 e x o . Portanto, a abscissa do vértice coincide com a média

aritmética entre x1 e xo (SILVA; FILHO, 2000), ou seja,
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_ X1+ Xo
Vv 2 '
No caso em que as raizes sao reais e iguais, a abscissa do vértice coincide com o valor
das raizes, ou seja, x, =X1 =X2.

Podemos também expressar o valor de x, em funcdo apenas dos coeficientes da

equacdo f(x) =0.Como xq +Xxp = —g, temos que:

Xy=——(SILVA; FILHO, 2000).

Como y, = f(x,), pode-se determinar a ordenada do vértice fazendo x = x,, na

expressao que define a funcéo.
O valor de y, também pode ser dado em funcdo apenas dos coeficientes da equacao

f(x) =0. Fazendo x = —% na expressdo que define a funcdo, temos que:
2
(SRR
2a 2a 2a

b®> b?
= ——-——+C¢C
7 42 2a g
_ b*-2b*+4ac -
W 4a
_ —(b® -4ac)
v 4a '

Visto que b? — 4ac = A, pode-se escrever também que:

Wy = —% (SILVA; FILHO, 2000).
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Mesmo no caso em que ndo existem valores reais de x tais que f(x) = 0, as

coordenadas do Vvértice da parabola também podem ser calculadas utilizando-se as relacGes:

_=b

-b _ —(b® —4ac)
Y 2a '

4a

X ey,

Demonstracéo:

Considere a|Figura 26

Figura 26 — A parabola de vértice V e que contém os pontos M e P, ambos de mesma ordenada.

fiml=fp) ke ==

-

Mo === ———

Fonte: O autor.

Dados dois pontos da pardbola, M = (m, f(m)) e P = (p, f(p)), simétricos em relacéo

a reta vertical que passa pelo vértice (eixo de simetria da parabola), temos que:

p—Xy =Xy —-m <

p+tm=2-X, <

XV:%-(m+p) (2.1)

Temos também que:
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fm=fp) <
am? +bm+c=ap’+bp+c <
am? —ap?=—-bm+bp <
a-(m?—p?)=-b-(m-p) <
a-(m+p)-(m—p)=—b-(m-—p).

Dividindo ambos 0s membros por m — p, visto que m # p, temos que:

a-(m+p)=—-bh <

m+p=—g (2.2)

Substituindo (2.2) em (2.1), temos que:

x—l(_Ej -
V72l a

X =;—: (LONGEN, 2004a).

Portanto, mesmo que uma fungdo quadratica f ndo possua zeros (valores reais de x tais
que f(x) = 0), as coordenadas do vertice da parabola correspondente ao grafico podem ser

dadas por:

-b — (b® — 4ac)
Xv:_ eEyYyv=——"7 """
2a da

SejaA = b? — 4ac o radicando que aparece na formula resolutiva de equagdes do 2°
grau. O numero representado por A (lé-se delta) é chamado de discriminante da equacéo e
sera usado para discriminar quando a equacao possui raizes reais (MUNIZ NETO, 2015). Ha

trés possibilidades:

(@) A > 0: a equacgdo possui 2 raizes reais e distintas.
(b) A =0: a equacdo possui 2 raizes reais e iguais (ou uma raiz real dupla).

(c) A <0: aequacdo ndo possui raizes reais (RIBEIRO, 2012a).
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Geometricamente, ha trés situacbes possiveis:
(@ A >0: o gréfico de f intersecta o eixo x em dois pontos distintos.
(b) A =0: o gréfico de f intersecta 0 eixo x em um Unico ponto (RIBEIRO, 2012a). Diz-se
que o gréafico tangencia o eixo x (SILVA; FILHO, 2000).
(c) A <0: o gréafico de f ndo intersecta o eixo X (RIBEIRO, 2012a).

Oscasosemque A >0, A =0e A <0 sdo representados na|Figura 27||Figura 28|e

Figura 29/ respectivamente.

Figura 27 - Caso em que A> 0.
Vo1 .
5

¥

3

Fonte: O autor.

Figura 28- Caso em que A =0.

A i
4 I

Fonte: O autor.
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Figura 29- Caso em que A <0.

¥ ]

£ X

Fonte: O autor.
O conjunto imagem de uma fung&o quadratica f é igual:

(a) ao conjunto [y,,©), se a > 0;

(b) ao conjunto (—oo,y, ], se a <0 (SILVA; FILHO, 2000).

Para construirmos o esboc¢o do gréafico de uma funcdo quadratica atribuimos alguns
valores a X, obtendo em correspondéncia os valores de y. Mas, alguns pontos tornam a

construcdo mais interessante. S&o eles:

e 0S pontos cujas abscissas correspondem as raizes reais simples ou 0 ponto cuja
abscissa corresponde a raiz real dupla, caso a equacgdo f(x) = 0 admita raizes reais;

e 0 ponto de interseccao do grafico da funcdo com o eixo y;

e 0 Vértice da parabola (PAIVA, 2005).

e um ponto qualquer da parébola, distinto dos ja citados, e 0 seu simétrico em relacdo ao

eixo de simetria da parabola.

Observacgéo: Caso a funcéo ndo possua zeros, o grafico de f ndo intersectara o eixo x. Assim,
0 Vvértice, o ponto de intersecgdo do grafico com o eixo y e dois pontos simétricos em relagdo

ao eixo de simetria da parabola ja sdo suficientes para uma razoavel construcao do grafico.
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Exemplo: Construa o esboco do grafico da funcdo f: R — R definida por f(x) = x 2 _6x+8.

Em primeiro lugar, vamos descobrir se a fungdo f possui zeros. Considere a equacéo

abaixo:
f)=0 < x?_-6x+8=0.
Comoa=1,b=-6ec=8,odiscriminante dessa equacao é:
A=(-6)2-418 < A=4

Como o resultado do discriminante é positivo, a equacao possui duas raizes reais e distintas.

Utilizando a férmula resolutiva, temos que:

(o))
[+
N

R GOERL
21

< X=2o0ux=4.

R X

N ‘

Assim, os pontos de intersec¢do do gréfico de f com o eixo x sdo A =(2,0) e B = (4, 0).
O ponto de intersec¢do do grafico de f com o eixo y pode ser obtido fazendo x = 0 na

expressao que define a fungédo. Entdo:

f(0)=0%-6-0+8 <« f(0)=8.

Assim, obtemos o ponto C = (0, 8).
Vamos agora determinar as coordenadas do vertice da parabola. A abscissa do veértice

Nt

(-6
Xy=—"7""7 <& Xy=3.

o2 Y

Como y, = f(xy), para calcularmos a ordenada do vértice, basta fazermos x = x, na

expressao que define a fungéo:
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Yy = f(Xy)
Yv :(Xv)z“G(Xv)'+8 =
y, =32-63+8 <

yy =-1

Assim, V = (3, - 1).

VVamos encontrar mais dois pontos. Fazendo x = 1, temos que:
f()=1%-6-1+8 < f(1)=3.

Assim, obtemos o ponto D = (1, 3). Note que 1 = x,, — 2. Como a fung¢éo quadratica possui
um eixo de simetria, entdo f(x, —2) = f(xy +2), ou seja, f(3—2) = f(3+2). Como f(1) =

3, concluimos que f(5) = f(1) = 3. Dessa forma, obtemos o ponto E = (5, 3). Localizando os

pontos no plano cartesiano e ligando-os de forma que o esbo¢o do grafico obtido seja

semelhante ao apresentado na|Figura 22| obtemos o esboco do grafico da funcdo f. A Figura

30 ilustra o grafico de f.

Figura 30- O grafico da fungio f(x) = x? — 6x + 8 e 0 eixo de simetria da parabola (linha tracejada).

| e
g

\
4\

Fonte: O autor.
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Observe que, nesse exemplo, Im(f) =[- 1, «).
3.5.3 Funcdes Polinomiais

O objetivo deste tdpico é explorar técnicas mais gerais para auxiliar na construgdo dos
gréaficos das demais fungdes polinomiais, além da funcdo afim e da quadrética.

Sejamag, ay, ..., a, ndmeros reais, com n € IN. A fungéo p: R — R é uma funcéo

polinomial se, para todo xe R, tem-se:
P(X) = apn " X"+ @y X"+ L+ ag X+ .

Se a ,# 0 dizemos que a funcéo polinomial p tem grau n (LIMA, 2013).

Pode-se perceber que a funcdo afim e a funcdo quadratica sdo casos particulares de
funcdes polinomiais.

Na expressdo p(X) = a, - x™ + a,_; -x™ 1+ ... + a; - x + ay, 0 ndmero real a,, é
chamado de coeficiente dominante e o nimero a o recebe o nome de termo independente de x
(RIBEIRO, 2012¢).

De acordo com Lima (2013), existe uma pequena diferenca entre os conceitos de
polindmio e de funcdo polinomial. Mas, neste trabalho, ndo faremos essa distin¢do. Portanto,
0s resultados sobre polindmios podem ser adaptados para fungdes polinomiais.

Da igualdade:

x"—a"=(x—a) (" T+ a x4+ @V x +a™ Y,

em que x e & sdo ndmeros reais, podemos concluir que o polindmio x" — " é divisivel pelo

polindmio x — « . Entdo, temos que:
p(x) —pla@) =ap - x"+a,_ 1 x" T+ ta—(apatap a4 a) o

p() —pl@) =a,  (x"—a") +ap1 " —a" D+ ta (x - a).
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Note que todas as parcelas do segundo membro da igualdade séo divisiveis por X — « .

Entéo, para todo xe R, temos que:

p(X)—p(a)=x-a) q(),

em que g € uma funcdo polinomial. Como p tem grau n, a funcdo g temgraun —1. Se « €

um zero de p, ou seja, se p(a ) =0, entdo:

p(x) = (- a)-q(x),

para todo xe R.

A reciproca é verdadeira. E isso nos leva a afirmar que o é um zero de p se, e
somente se, p(x) é divisivel por x — «..

De forma geral, dada uma fun¢do polinomial p de grau n, 0s nimeros a;, a,, ..., Ay

séo zeros de p se, e somente se, para todo xe R,

p()=(x—ag) - (x—az): = (X=ag) q(),

em que q ¢ uma fungdo polinomial de grau n — k. Isso evidencia o fato de que uma funcéo
polinomial de grau n ndo pode ter mais do que n zeros (LIMA, 2013).

Ja uma funcdo polinomial identicamente nula é do tipo:

p()=0-x" +0-x"1+0-x"? + _+0-x+0,

em que n € um numero natural. Note que, para todo xe R, tem-se p(x) = 0. Para a fungéo
polinomial identicamente nula ndo se define grau, ja que ndo ha coeficiente diferente de zero
(LIMA, 2013).

Considere, agora, que p e g sdo funcdes polinomiais de grau n dadas por:

pX)=a, x"+a,_;-x" . +a;-x+a,
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q(X) =by x"+by_q- x4+ b; - x + by.

Vamos supor que p e g sejam funces iguais, isto €, que p(x) = q(x) para todo x real.

Ou, de forma equivalente, que p(x) — q(x) = 0 para todo x real. Temos que:
U X"+ Apq X"+t agx Hag— (b XM+ bpq X"+ e+ by X+ bg) =0,

ou seja,

(an = by) - x™ + (ap_1 — bp_1) - x" 1+ -+ (a; — by) - x + (ag — by) = 0.
Entdo,

an—bn :0, an-1 _bn—l :0, - _bl :0, ap —bozo,

ou seja,
Desta forma, duas func¢des polinomiais p e g sdo iguais se, e somente se, possuem 0S Mesmos
coeficientes (LIMA, 2013).

Para construirmos o grafico de uma fungdo polinomial de grau n > 2 atribuimos
valores a variavel independente x (LONGEN, 2004b), obtendo em correspondéncia os valores

de y. Ha pontos que facilitam a construcdo do gréfico, conforme é exemplificado abaixo.

Exemplo: Construa o esboco do grafico da funcdo real de variavel real denotada por

p(x) =x3+3x% —x-3.
Solucéo:

Em primeiro lugar vamos determinar, caso existam, 0s zeros de p, 0 que equivale a

determinar as raizes reais da equacdo p(x) = 0. Note que, como o grau da funcao polinomial p
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¢ impar, entdo a equacdo p(x) = 0 admite pelo menos uma raiz real (GIOVANNI;
BONJORNO; GIOVANNI JR, 2002). Se uma das raizes dessa equacdo for um numero
racional, uma das estratégias para determina-la € utilizar o Teorema das Raizes Racionais, que
seré apresentado mais adiante. Mas, observando que a soma dos coeficientes de p é igual a
zero, podemos concluir que 1 é uma das raizes da equacéo p(x) = 0. Entdo, podemos escrever

que:

p(x) =(x-1) Q).

Como o grau de p € igual a 3, concluimos que o grau de Q é igual a 2. Assim, temos

que:

Q(X) = ax? + bx +c,

em que a, b e ¢ sao nimeros reaise a= 0.

Entao,

p(X) = (X—1) - (ax? +bx+c) <

p(x) = ax> + (b — a)x? +(c — b)x—c.
Podemos estabelecer a seguinte igualdade:
x3+3x2-x-3=ax® + (b - a)X2 +(c —b)x—c.

Da igualdade de fun¢des polinomiais, encontramos a =1, b =4 e ¢ = 3. Logo,

Q(X) = x2+4x +3.

As outras raizes da equacgdo p(x) = 0 séo as raizes da equagdo Q(x) = 0. Utilizando a

—b++b? —4ac

formula x = 5 , descobrimos que as raizes da equacao
a
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x2+4x+3=0
Sé.OXl =-1 eXo =-3.
Como os zeros de p sdo — 3, — 1 e 1, o gréfico de p vai intersectar 0 eixo x nos pontos
A=(-3,0),B=(-1,0)eC=(1,0).

Para termos uma ideia do comportamento grafico de p nos intervalos (—oo,—3),

(—3,-1),(-1,1) e (1, «), vamos encontrar alguns pontos auxiliares. Primeiramente vamos
atribuir a x valores que estdo entre as raizes. Para facilitar, vamos escolher valores inteiros.

Para x = — 2, temos que:

p-2)=(2)°+3(-22-(-2)-3 < p2)=3.
Para x = 0, temos que:
p(0)=0%+30%2-0-3 <« p(0)=-3.
Assim, obtemos os pontos D = (— 2, 3) e E = (0, — 3). Agora vamos atribuir a x um valor
inteiro menor do que a menor das trés raizes e depois um valor inteiro maior do que a maior

das trés raizes.

Para x = — 4, temos que:

P-4 =(4°+3(H*-(-H-3 < p-4=-15
Para x = 2, temos que:
p2)=22+32°-2-3 < p@) =15

Assim, obtemos os pontos F = (— 4, — 15) e G = (2, 15). Considerando que toda funcéo

polinomial é continua (MUNIZ NETO, 2015), podemos tracar o grafico de p.
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Localizando os pontos no plano cartesiano e ligando-os de forma que o esboco obtido

seja semelhante ao grafico apresentado na|Figura 20| obtemos o esbogo do gréafico de p. A

Figura 31 ilustra o grafico de p.

Figura 31- O grafico da funcdo polinomial p(x) = x3 + 3x* — x — 3.
-

Fonte: O autor.

Observacdo: Uma outra maneira de determinar os zeros da fungdo p(x) =x3 +3x? —x — 3 é
utilizar a fatoracdo de expressdes algébricas. Fatorando a expressdo que define p por
agrupamento, temos que:

p()=x?-(x+3)-1-(x+3) < pX=(x+3)-(x*—-1).

Fatorando agora a diferenca de dois quadrados, chegamos a:

p(X)=(x+3)-(x-1)-(x+1).
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3.5.4 Funcdes Modulares

Chama-se fungdo modular a funcdo f: R — R definida por f(x) = | x |. Com base na
definicdo de mddulo de um nimero real, a fungdo f pode ser definida da seguinte forma:

X, sex=>0
f(x)= { (RIBEIRO, 2012a).
—X, sex<0

Para construirmos o grafico de f, atribuimos valores a x e obtemos os valores
correspondentes para y. Como a funcdo f é definida por duas sentencas, vamos construir

separadamente o grafico relativo a cada sentenca. A unido dessas duas partes sera o grafico de

f.

I. Se x>0, entdo f(x) = x (Figura 32).

Figura 32 — O gréfico da funcéo f(x) = x, parax >0.
ty

I e == === ==

Fonte: O autor.

Il. Se x <0, entdo f(x) =—x (Figura 33).
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Figura 33 — O grafico da fungdo f(x) = —x, parax < 0.
v

o
-
M-

1

Fonte: O autor.

Representando os graficos relativos a cada sentenca em um mesmo plano cartesiano,
obtemos o grafico da fungdo f(x) = | x | (SILVA; FILHO, 2000), que esta representado na
Figura 34

Figura 34 — O grafico da fungdo f(x) = | x |.
b }.‘
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Fonte: O autor.

Observacdo: Seja j: R — R uma fungdo qualquer. Para construirmos o grafico da funcao

| j |, podemos proceder da seguinte forma:

I. Construimos primeiramente o grafico da funcéo j;
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I. Rebatemos os pontos de ordenada negativa simetricamente em relacéo ao eixo x (PAIVA,

2005).

Exemplo: Construa o eshoco do grafico da funcdo f: R — R definida por

f=]x*=-1]+2

Para obtermos o esbog¢o do gréafico de f construimos, em primeiro lugar, o esboco do

grafico da funcdo g(x) = x? — 1. O gréafico de g ¢ ilustrado na|Figura 35

Figura 35 — O gréfico da funcdo g(x) = x% — 1.

Fonte: O autor.

Rebatendo os pontos de ordenada negativa simetricamente em relacdo ao eixo X,

obtemos o eshoco do grafico da funcio p(x) = | x? — 1 |. O grafico de p é mostrado na Figura

36.
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Figura 36 — O gréfico da funcdo p(x) = | x2 — 1.
. v |
P

Fonte: O autor.
Deslocando duas unidades para cima cada ponto do esboco do grafico de p, obtemos o
ilustra o gréafico de f.

Figura 37

esboco do grafico da funco f(x) =|x? — 1|+ 2. A

Figura 37 — O gréfico da funcdo f(x) = | x2 — 1| + 2.
. by ."
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Fonte: O autor.
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3.5.5 Funcgdes Exponenciais

Para que possamos definir a funcdo exponencial, precisamos antes da definicdo de
poténcia.

Se a é um numero real e n € um nimero natural maior do que 1, define-se que:

an:a.a.a.....a'
———
n fatores

Na expressdo a™, 0 nimero a denomina-se base, 0 nimero n denomina-se expoente e
a™ recebe 0 nome de poténcia.

De modo que as propriedades das poténcias, que veremos mais adiante, sejam validas
para n=0e n =1, define-se que a'=a, paratodo a € R, e a®=1, paraa # 0.

Caso 0 expoente n seja um numero inteiro positivo, define-se que:

Considerando que a € um numero real positivo e que m/n é um namero racional, com

m e n positivos, define-se também que:

Precisamos, agora, atribuir um significado as poténcias de expoente irracional.
Considere, por exemplo, a poténcia 3V2, Para dar significado a tal namero, consideramos
aproximacdes racionais (por falta ou por excesso) de V2. se adotarmos para J2 a
aproximacdo 1,4, o nimero 3V2 ge aproxima de 3%*, ou seja, de 4,66. Ja se tomarmos para
J2 a aproximacdo 1,41, o nimero 3V2 e aproxima de 341, ou seja, de 4,71. Portanto, a
medida gque 0s expoentes se aproximam cada vez mais de V2 (por excesso, nesse caso), 0S

respectivos valores das poténcias se aproximam cada vez mais de 32,

De modo geral e considerando expoentes reais, sdo validas as seguintes propriedades:

l.a™.a® = g™t .
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. (a™)"=z a™™.

IV.(a.b)" =a"-b",

Podemos, agora, definir a fungdo exponencial.

Seja a um numero real positivo e diferente de 1. A funcdo f: R — R denotada por
f(x) = a* é chamada de funcdo exponencial de base a (LIMA, 2013). Uma funcéo
exponencial do tipo f(x) = a* possui as seguintes propriedades, para quaisquer x1, Xs € R:

L f(xq +Xx2)=f(x1) - f(x2)
. £(1) = a.
1. Se:

o a>lex; <xyentdo f(x) < f(xy);

o O<a<lex; <x,,entdo f(x;) > f(xy).

A ilustracdo dessa propriedade pode ser vista na|Figura 38

Figura 38 — O gréfico de uma funcéo da forma f(x) = a*, no caso em que a > 1 (a esquerda) e no caso em que
0 < a < 1 (adireita).

fx1)

Fonte: O autor.

Da propriedade Ill, temos que a funcdo exponencial é crescente quando a > 1 e
decrescente quando 0 < a <1 (LIMA, 2013).
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Note que o0 nimero a* é sempre positivo. Dessa forma, o gréafico da funcéo f(x) = a*

pode se aproximar do eixo x tanto quanto se queira, porém nunca ira toca-lo.

Demonstragéo da propriedade I:

Seja f: R — R uma fungdo da forma f(x) = a*. Temos que f(x;) = a™ e que

f(x2)=a*2.Fazendo x = X| + Xy na express&o de f, temos que:

foa +xp) =@t o
foa +xp)=a% 0

f(x1 +x2)=f(x1) f(x2).

Observagéo: Se uma funcéo f néo é identicamente nula e possui a propriedade 1, isto €, se
f(x1 +x2) = f(x1) - f(x2), entdo f(x) # 0. Note que, caso existisse um real xtal que

f(xg) =0, entdo, para todo x real, teriamos:

f)=flxo +(x=Xxg)) <
f)=f(xg) f(x—Xg) <
f)=0-f(x-xg) <
f(x)=0.

Ou seja, f seria identicamente nula. E mais, se f ndo é identicamente nula e possui a
propriedade I, entdo f(x) > 0 para todo x € R. De fato,

)= f(

N | x
N | X<

] e
J ) -
<[ (3]

£ = f@
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Assim, f(x) > 0 para todo x real (LIMA, 2013).

Para construirmos o grafico de uma funcdo exponencial da forma f(x) = a*,

atribuimos valores a x, obtendo em correspondéncia os valores de y. Aqui, optamos pela

utilizacdo dos seguintes pontos:

e 0 ponto de intersec¢do do grafico de f com o eixo y;
e um ponto de abscissa positiva;

e um ponto de abscissa negativa.

Observagéo: Independentemente do valor da base a, a > 0 e a# 1, o grafico de f intersecta o

eixo y no ponto de coordenadas (0, 1).

Exemplo: Construa o esboco do grafico da funcdo f: R — R definida por f(x) =4*.
Solucéo:

Para obter o ponto de interseccdo do grafico de f com o eixo y, basta fazer x = 0 na lei

de formacdo da funcéo:

f0=4° < f0O)=1

Assim, obtemos o ponto A = (0, 1). Vamos, agora, obter um ponto de abscissa positiva.

Fazendo x = 1, temos que:

=4 < fO=4

Assim, obtemos o ponto B = (1, 4).

Para obtermos um ponto de abscissa negativa, podemos atribuir a x o valor — 1. Entdo:

fen=e4t o =g
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Assim, obtemos o ponto C = (- 1, 1/4).
Figura 38

Localizando os pontos no plano cartesiano e ligando-os de modo a obter um esboco
obtemos o esboco do gréafico

semelhante ao grafico mostrado na parte esquerda da
ilustra o gréafico da funcéo f.

Figura 39

da funcéo f. A
Figura 39 — O gréfico da funcdo f(x) = 4*.

r}.‘

5+
|

Fonte: O autor.
Note que o conjunto imagem de uma funcdo f: R — R definida por

f(x) = a*, com a>0 e a#1, é o conjunto dos nimeros reais positivos, isto &,

Im(f) = (0, o).

3.5.6 Funcdes Logaritmicas
Inicialmente, vamos definir o que vem a ser o logaritmo de um nimero real positivo.

O logaritmo de um namero positivo b, na base a, a > 0 e a # 1, € 0 nimero x ao qual

se deve elevar a para se obter b. Em simbolos,

log,b =

Na igualdade log,b = x, b € 0 logaritmando, a € a base e x é o logaritmo.
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Exemplo: Sabemos que, se 4* = 16, entdo x = 2. De fato, se f(x) = 4%, entdo:
fX)=16 = 4*=16 = 4*=42

Da injetividade da fungdo f(x) = a*, podemos concluir que x = 2. Dizemos que 2 é 0

logaritmo de 16 na base 4, e indicamos isso por 2 = log,16.

Seja a um numero real positivo e diferente de 1. A funcéo f: ]R: — R denotada por

f(x) = log 5 x é chamada de fun¢&o logaritmica de base a e ¢é a inversa da fungdo exponencial

g R —> ]R: denotada por g(x) = a*. Como a®=1, para todo a#0, tem-se log 41 = 0.

Vale destacar também que apenas 0s nimeros positivos possuem logaritmo real, pois a fungédo

que associa a cada x o valor a * assume somente valores positivos (LIMA, 2013).

Uma fungéo da forma f(x) = log 4 X possui as seguintes propriedades:

. f(xq - ) = f(x1) + f(xy), para quaisquer X1, Xy € R .
Il E:

(a) crescente quando a > 1. O gréafico de uma funcéo logaritmica crescente pode ser visto na

Figura 40.

(b) decrescente quando 0 < a < 1. O gréafico de uma funcdo logaritmica decrescente pode ser

visto na Figura 41.
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Figura 40 — O gréafico de uma funcdo da forma f(x) = log,x com a > 1, e o grafico da sua inversa,
gx) = a*.

W |
-

-

-

s -
|

Fonte: O autor.

Figura 41 — O gréfico de uma func¢do da forma f(x) = log,x, com 0 < a < 1, e o gréfico de sua inversa
g(x) = a*.

Fonte: O autor.
temos a impressao de que o grafico da fungéo

Figura 41

Tanto na quanto na
f, construida utilizando o GeoGebra, “encosta” no eixo y. Mas na verdade isso ndo acontece.

Figura 40
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A medida que tomamos valores de x cada vez mais proximos de zero, o grafico da funcéo

f(x) = log 4 x se aproxima cada vez mais do eixo y sem, no entanto, toca-lo.

Demonstracdo da propriedade I:

Sejam x1,X» € R e f: R, — R uma fungio denotada por f(x) = log , . Fazendo

X = X1 naexpressdo que define a fungéo, temos que:
fx1)=logaxy < a/®D=x
De forma anéloga, temos que:
fxp)=logax, < /¥ =x,.
Por fim, fazendo x = x; - x,, temos que:

flx1-x3) =loga(x1.x) <
fx1-x3)=logala fa) “a f(XZ)] -~
f(xl . xZ) - logaaf(x1)+f(x2) =

Fly - x) = f(x1) + f(X2) (GIOVANNI; BONJORNO;
GIOVANNI JR, 2002).

Como a funcdo f: [R{: — R denotada por f(x) = logax € a inversa da funcéo
g: R — R denotada por g(x) = a* (BIANCHINI; PACCOLA, 1995), podemos construir o
esboco do gréfico de f utilizando a simetria de fungdes inversas em relagcdo a bissetriz dos
quadrantes impares. Dessa forma, inicialmente construimos o esboc¢o do gréafico da funcéo g e
depois rebatemos os pontos do gréfico de g simetricamente em relacdo a bissetriz dos

quadrantes impares, obtendo o esboco do grafico de f.

Exemplo: Construa o esboco do gréfico da fungéo f: IR{: — R denotada por f(x) = log,x.
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A funcdo f(x) = log,x é a inversa da funcdo g(x) = 4%, cujo gréfico pode ser visto na

Figura 39

obtemos um esboco do gréafico da funcdo f. Na

Figura 42

Utilizando a simetria dos graficos em relacdo a bissetriz dos quadrantes impares,

é apresentado o gréafico de f.

Figura 42 — O gréfico da funcéo f(x) = log4x e o gréfico de sua inversa, g(x) = 4*.
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Fonte: O autor.

Note que a imagem de uma funcéo f: IR{: — R daforma f(x) = log g4x,coma>0e

a # 1 é o conjunto dos nimeros reais. E independentemente do valor da base a, o gréafico de

f intersecta o eixo x no ponto (1, 0).

3.5.7 Fungdes Trigonométricas

Apesar da existéncia de varias funcbes trigonometricas, neste trabalho vamos tratar

apenas das fungdes seno e cosseno, pois sao as que aparecem com mais frequéncia nas provas

de vestibulares.



89

Antes de definirmos as func¢des seno e cosseno, vamos a definicdo de Circunferéncia

Trigonométrica.

Considere uma circunferéncia de raio igual a 1, cujo centro coincide com o ponto

O = (0, 0), que € a origem de um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais. Considere

também que:

e o0 ponto A =(1,0)éaorigem de todos 0s arcos a serem marcados na circunferéncia.

e 0 sentido positivo € o anti-horario e o sentido negativo é o horério.

e 0s eixos do sistema de coordenadas dividem a circunferéncia em 4 partes, chamadas

de quadrantes (1° quadrante, 2° quadrante, 3° quadrante e 4° quadrante).

Uma circunferéncia que possui

trigonométrica

Figura 43).

essas caracteristicas & chamada de circunferéncia

Figura 43 — A Circunferéncia Trigonométrica.

¥y -
1 N\,
_——'———\-._\_\_\_\_\_ \'._..
2Q | 1°Q
| 3
- 1 \ D T ]. X
\ 3°Q 4 Q
""-\-\_\_\_‘_____
1

Fonte: O autor.

As unidades de medida de arcos mais utilizadas séo o grau (°) e o radiano (rad).

O arco de medida 1° é o arco cuja medida corresponde a 1/360 da medida da

circunferéncia. Na

Figura 44

podemos observar um arco cuja medida é igual a 60°.
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Figura 44 — Arco cuja medida é igual a 60°.
AY
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Fonte: O autor.

Ja o arco de medida 1 rad é o arco cuja medida de seu comprimento € igual a medida

do raio da circunferéncia que o contém. Na|Figura 45| podemos observar um arco cuja medida

¢ igual a 1 rad.

Figura 45 — Arco cuja medida é igual a 1 radiano.

Ay

1 rad A

v

ah

Fonte: O autor.

Observacdo: A medida do arco de uma volta é igual a & radianos ou a 180°. Com base nessa

equivaléncia, conclui-se que 1 rad = 57°.
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Seno de um Arco

Considere um ponto P marcado sobre a circunferéncia trigonométrica, que é
extremidade de um arco AP cuja medida é igual a a radianos. Projetando-se 0 ponto P no eixo
vertical, obtemos o ponto P’. A medida algébrica do segmento OP’, considerando a orientagdo

do eixo vertical, é chamada de seno de a (IEZZI, G. et al, 2016). Note que o valor do seno do

arco cuja medida é a coincide com a ordenada do ponto P (Figura 46).

Figura 46 — O segmento OP’ representa o seno do arco cuja medida é a.

IR 4

Fonte: O autor.

Cosseno de um Arco

Considere agora um ponto P marcado sobre a circunferéncia trigonométrica, que é
extremidade de um arco AP cuja medida é igual a a radianos. Projetando-se 0 ponto P no eixo
horizontal, obtemos o ponto P’. A medida algébrica do segmento OP’, considerando a

orientacdo do eixo, é chamada de cosseno de a (IEZZI, G. et al, 2016). Note que a medida do

cosseno do arco cuja medida é a coincide com a abscissa do ponto P (Figura 47).
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Figura 47 — O segmento OP’ representa o cosseno do arco cuja medida é a.

Fonte: O autor.

Na [Figura 47) quando 0 < @ < m/2 , o triangulo OPP’ ¢ um tridangulo retangulo.

Nesse tridngulo, os segmentos OP, OP’ ¢ PP’ sdo, respectivamente, a hipotenusa, o cateto
adjacente a a e o cateto oposto a a. Usando semelhanca de triangulos, podemos concluir que,

em todo tridngulo retdngulo que possui um angulo agudo «, valem as relacdes:

comprimento do cateto oposto a «
comprimento da hipotenusa

sena =

e
comprimento do cateto adjacente a a
cos a = - - .
comprimento da hipotenusa
Se a e b sdo as medidas de dois arcos distintos da circunferéncia trigonométrica,
entéo:

sen(a + b) = sena - cosb + senb - cosa.
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Demonstracéo:

Faremos a demonstracdo no casoemque 0 < a + b < m/2 . Considere a

circunferéncia trigonométrica apresentada na|Figura 48

Figura 48 — Na circunferéncia trigonométrica, o triangulo retangulo OQM, que possui um angulo agudo de
medida a + b.

¥

Fonte: O autor.

No triangulo OQT, temos que:

Como OQ =1, entdo:

senb:T = Q_T:senb.

Ainda no triangulo OQT, temos que:

T

cosb:O= P (ﬁ=cosb.
0oQ

No triangulo OTN, temos que:
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NT
sena=—.
oT
Como O_T = cos b, entao:
sena= £ = ﬁ = sena - cosb.
cosb
No triangulo QXT, temos que:
cosa = %

Como (f = sen b, entdo:

ox -
cosa= —— << QX =senb - cosa.
senb

No triangulo OMQ, temos que:

sen(a+b) = & =
0Q
sen(a+b) = MX—IQX =

sen(a + b) = W+Q_X =

sen(a + b) = sena - cosb + senb - cosa (PAIVA, 2005).

Se a e b sdo as medidas de dois arcos distintos da circunferéncia trigonométrica,
entao:

cos(a + b) = cosa - cosb — sena - senb.
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Demonstracéo:

Faremos a demonstracdo no caso em que 0 < a + b < m/2. Considere novamente a

circunferéncia trigonométrica representada na Figura 48. No triangulo OQT, temos que:

senb:Q=.
0]

Como (YQ =1, entdo:
senb = En = (ﬁ =senb.
Ainda no triangulo OQT, temos que:

cosb = — = O_T=cosb.

No triangulo OTN, temos que:

sena =

O”Z|
=

Ainda no tridngulo OTN, temos que:
ON —
cosa= o7 <  ON =cosa- cosh.
Ainda no triangulo QXT, temos que:

TX —
sena= =T < TX =sena-senb.

No triangulo OMQ, temos que:
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cos(a+b) = ﬂ =
0Q
cos(a+b) = M

cos(a+ b) = ON- TX <

cos(a + b) = cosa.cosb —sen a.sen b (PAIVA, 2005).

3.5.7.1 Fungdo seno

Seja x, em radianos, a medida de um arco. A fungdo f: R — R denotada por
f(xX) = sen x é chamada de funcdo seno (LONGEN, 2004a). O valor de f(a) corresponde a
segunda coordenada do ponto P, representado na Figura 46.

A funcdo seno possui algumas propriedades importantes:
. é periddica e seu periodo € igual a2 .
Il. seu conjunto imagem é [-1; 1].
I11. é impar, ou seja, f(—x) =— f(x) (IEZZI, 2016).

Demonstracéo da propriedade I:

f(x+p)=sen(x+p) <

f(x+p)=senx-cosp+senp-cosx.

Para que a igualdade f(x + p) = f(x) se verifique, devemos ter simultaneamente cosp =1 e
senp = 0. O menor valor real positivo de p que torna a igualdade verdadeira é 0 2.

Fazendo p = 2, temos que:

f(x+ 27)=senx-cos (2m) + sen (2m) -cosx <

f(x+2m)=senx-1+0-cosx <
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fx+2r)=senx <

fx+27) = f(x).

Demonstragéo da propriedade I11:

Para essa demonstracdo usaremos um dos casos de congruéncia de tridngulos,
conhecido na literatura como o caso LAL (lado-angulo-lado). Segundo Muniz Neto (2013),
“se dois lados de um tridngulo e o angulo formado por esses dois lados forem respectivamente
iguais a dois lados de outro tridngulo e ao angulo formado por esses dois lados, entéo os dois

triangulos sdo congruentes”.

Na|Figura 49 o arco AP, medido no sentido positivo (anti-horario), possui medida x.

Pelo caso LAL (lado-angulo-lado), que é um dos casos de congruéncia de triangulos,

podemos concluir que os triangulos retangulos OPQ e OP’Q sdo congruentes, cOm

PQ = P'Q. Como PQ e P'Q sdo paralelos ao eixo vertical, temos que PQ =sen x e

P'Q = sen (- x). Considerando a orientacdo do eixo y, concluimos que sen (— X) = —sen Xx.

Figura 49 — Representacdo de senx e sen(—x) na circunferéncia trigonométrica.

Fonte: O autor.

O gréafico de uma funcéo da forma f(x) = sen x € uma curva denominada senoide
(GIOVANNI; BONJORNO; GIOVANNI JR, 2002), e pode ser vista na Figura 50.

Figura 50 — O grafico da funcdo f(x) = senx.



Fonte: O autor.
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Para construirmos o esboco do gréfico da funcdo f: R — R definida por f(X) = sen x

atribuimos valores a x, obtendo em correspondéncia os valores de y. Como a funcéo seno €

periddica e seu periodo é igual a 2, podemos construir inicialmente apenas a representacdo

gréfica de um periodo da funcdo e depois usar a ideia de que essa parte se repete

indefinidamente. Vamos atribuir alguns valores para x, que pertencam ao intervalo [0, 2r], e

obter os correspondentes valores de y. Dessa forma, podemos montar o/ Quadro 2

Quadro 2 — Coordenadas de alguns pontos do gréafico da func¢do f(x) = senx.

X y (x)

0 0 A=(0,0)
m/4 V2/2 B=(7/4,v2/2)
/2 1 C=(m/2,1)
3m/4 V2/2 D=(31/4,v2/2)

s 0 E=(m, 0)
Sm/4 —V2/2 F=(5m/4, —/2/2)
3m/2 —1 G=(31/2,—1)
Tm/4 —V2/2 H=(7r/4,—/2/2)

2m 0 I=(2m, 0)

Fonte: O autor.

Localizando os pontos no plano cartesiano e ligando-os de forma a obter um esboco

semelhante ao grafico da Figura 50, obtemos o esbogo do grafico relativo a apenas um

periodo da funcdo f. AlFigura 51

ilustra o grafico de um periodo da funcéo f.



99

Figura 51 — Representagdo grafica de um periodo da funcéo f(x) = senx, em que x € [0, 2mx].

T

Fonte: O autor.

Repetindo a cdpia do esboco do grafico relativo a um periodo, tanto para a esquerda do eixo y

guanto para a direita da reta de equacdo x = 2m, obtemos o esboco do grafico da funcao seno.

3.5.7.2 Funcao cosseno

Seja x, em radianos, a medida de um arco. A fungdo f: R — R denotada por

f(X) = cos x é€ chamada de funcéo cosseno (LONGEN, 2004a). O valor de f(a) corresponde a

primeira coordenada do ponto P, representado na|Figura 47, A funcdo cosseno também possui

algumas propriedades importantes:

. é periddica e seu periodo € igual a2 .

I1. seu conjunto imagem é [-1; 1].

I11. é par, ou seja, f(—x) = f(x) (IEZZI, 2016).

Demonstracéo da propriedade I:

f(x+p)=cos(x+p) <

f(x+ p)=cosXx-Ccosp—senp-senx.
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Para que a igualdade f(x + p) = f(x) se verifique, devemos ter simultaneamente cos p =1 e
sen p = 0. O menor valor real positivo de p que torna a igualdade verdadeira € o 2 7 . Fazendo

p =2, temos que:

f(x+ 27)=cosx-cos(2xm) +sen(2x) senx <
f(x+2r)=cosx1+0-senx <

fx+27)=fx).

Demonstragéo da propriedade I11:

Na|Figura 52] 0 arco AP, medido no sentido positivo (anti-horario), possui medida x.

Utilizando o caso de semelhanca de triangulos conhecido como LAL (lado-angulo-lado),

podemos concluir que os triangulos retangulos OPQ e OP’Q sdo congruentes. Como

cosx =0Q e cos(—x) =0Q, concluimos que cos (— X) = oS X.

Figura 52 — Representacdo de cosx e cos(—x) na circunferéncia trigonométrica.

————

Fonte: O autor.

O grafico da funcdo cosseno pode ser obtido a partir do grafico da funcéo seno. Note

que:

cosx =senx-0+1-cosx <
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v/ T
COSX = senx - COS(E) + sen(gj *COSX <=

T
CoSX = sen(x + Ej

T /g ~ -
Como cosx = sen[x + Ej, 0 gréfico da funcdo cosseno pode ser obtido deslocando-se

% unidades para a esquerda cada ponto do grafico da fungéo seno. Portanto, o grafico de uma

funcéo da forma f£(x) = cos x também é uma sen6ide. A[Figura 53|ilustra o gréfico da funcéo
f.

Figura 53 — O grafico da fungdo cosseno.

e

Fonte: O autor.

3.5.7.3 Fungdes da forma f(x) =a + b - sen(mx + n) ou f(X) = a + b - cos(mx + n)

Considere uma funcéo real de variavel real da forma f(x) = a + b - sen(mx + n) (ou
daforma f(x) =a + b - cos(mx +n),emque a, b, m,n € R, com b, m#0.

O periodo P de f, em radianos, pode ser dado por:

Demonstragéo:
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Para que uma funcdo da forma f(x) = a+b-sen(mx+n) (ou da forma
f(X) = a+ b-cos(mx + n)) complete um periodo, o arco mx + n deve variar de 0 rad a
27 rad. Entdo,

OEmx+n<2r < —-n<mx<2rx—-n.

Se m >0, temos que:

Assim,

Se m <0, temos que:

Assim,

2 . .
Note que —— > 0. Considerando os dois casos, podemos escrever que:
m

p =2~ (IEZZ1, 2016).
Im|

O conjunto imagem de f é um intervalo da forma:

Im(f)=[a-|bla+[b]],
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Demonstracéo:

Considere uma fungdo da forma f(x) = a+b-sen(mx+n) (ou da forma
f(X)=a+ b-cos(mx + n)).

Se b >0, temos que:
—-1<sen(mx+n) <1 <
-b<b.sen(mx+n)<b <
a—b<a+b.sen(mx+n)<a+b <
a—b< f(x) <a+b.
Se b <0, temos que:
—-1l<sen(mx+n) <1 <
-b>b.sen(mx+n)>2b <
a+b<a+b.sen(mx+n)<a—-b <
a+b<f(x)<a-—b.
Considerando os dois casos, podemos escrever que:

Im(f)=la—|b] a+[b]].

Vamos, agora, ver de que forma se d& a influéncia das constantes a, b, m e n no

grafico da funcéo f.

l. Constante a:

(@) Translada o grafico a unidades para cima, se a > 0.

(b) Translada o grafico | a | unidades para baixo, se a < 0.

Observe, por exemplo, os graficos das fungbes f(x) = sen(x), g(x) = sen(x) + 2 e

h(x) = sen(x) — 1, ilustrados na Figura 54.
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Figura 54 — Os gréaficos das fungdes f(x) = sen(x), g(x) = sen(x) + 2 e h(x) = sen(x) — 1.
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Fonte: O autor.

Il. Constante b:

(a) Dilata verticalmente o graficose | b | > 1.

(b) Contrai verticalmente o graficose | b | < 1.

Como exemplo, observe os gréaficos das fungdes f(x) = sen(x),g(x) =2 -sen(x) e

h(x) = 0,5 - sen(x), apresentados na|Figura 55
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Figura 55 — Os graficos das funcdes f(x) = sen(x), g(x) = 2 - sen(x) e h(x) = 0,5 - sen(x).

._‘.‘__

Fonte: O autor.

I11. Constante m:

(a) Dilata horizontalmente o grafico se | m | < 1.

(b) Contrai horizontalmente o gréafico se |m | > 1.

Observe, por exemplo, os gréaficos das fungbes f(x) = sen(x), g(x) = sen(2 -x) e

h(x) = sen(0,5 - x), representados na|Figura 56
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Figura 56 — Os graficos das funcoes f(x) = sen(x), g(x) = sen(2 - x) e h(x) = sen(0,5 - x).

v

Fonte: O autor.

Observacdo: A constante m influencia somente no periodo da funcdo. Ela ndo influencia no

conjunto imagem.

IV. Constante n:

(@) Translada o grafico | n/m | unidades para a esquerda se n > 0.
(b) Translada o gréafico | n/m | unidades para a direita se n < 0 (RIBEIRO, 2012b).

Como exemplo, observe os graficos das funcbes f(x) = sen(x), g(x) = sen(x + 2) e

h(x) = sen(x — 2), apresentados na Figura 57.
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Figura 57 — Os gréaficos das fungbes f(x) = sen(x), g(x) = sen(x + 2) e h(x) = sen(x — 2).

&

4_.

W

f h
—44
-4 - =1 0 1 2 3 5
=1 \_/
g

Fonte: O autor.

3.6 EQUACOES.

2

Nesta secdo definimos 0 que é uma equacao algébrica. E, com base nessa definicao,

apresentamos exemplos de equacdes que chamaremos de ndo algébricas.

3.6.1 Equacdes Algébricas

Toda equacéao que puder ser escrita na forma:

Apx" + A X"+ ap_x™" 2+ -+ ayx+ay =0,

sendo a, ap_1, An_2, -

, ag numeros reais, n € IN, e a, #0, é chamada de equacdo

algébrica (ou polinomial) de grau n (SILVA, 2000; LONGEN, 2004b; PAIVA, 2005).



108

Exemplo:
—x% + 5x = 0 é uma equacéo algébrica de grau 3.

Para a pesquisa de possiveis raizes racionais de equacdes algébricas, pode-se utilizar o

Teorema das Raizes Racionais, enunciado a seguir:

Seja. P um polindbmio de coeficientes inteiros dado por
P(X) = apx"+ ap_1x" 1+ a,_,x"" 2+ -+ a;x + a,. Sejam p e g ndmeros inteiros e

primos entre si, com g# 0. Se 0 numero racional P 4 raiz da equacdo P(x) = 0, entdo p é
q

divisorde ag e g édivisorde ap .
Demonstracéo:

Substituindo x por 5 na equacéo:

A X" 4 A X"+ ap_x™" 2+ -+ ayx+ay =0,

temos que:

Multiplicando ambos os lados da igualdade por ¢ ", temos que:

ap"+a_ ,p"q+..+apq" +a,q" =0.

Isolando o termo ag.q" no segundo membro da igualdade, temos que:
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n

a,p"+a ,p"q+...+a,pq"t =-a,9"

Dividindo os dois membros da igualdade por p, p # 0, temos que:

n

aq"

a,p"t+a,,p" g+ +aqtt =— )

Como, no primeiro membro, os coeficientes e 0s numeros p, g € n sd80 numeros
inteiros, entdo podemos concluir que o primeiro membro representa um ndmero inteiro.

Como o segundo membro também deve representar um namero inteiro, concluimos que
a, - q™ é mualtiplo de p. Como p e g sdo nimeros primos entre si, entdo ¢ " n&o é maltiplo de
p. Logo, ag é multiplo de p ou, de forma equivalente, p é divisor de ag. Utilizando um

raciocinio semelhante, podemos provar que a, é multiplo de g, ou seja, que q é divisor de

a,, (SILVA; FILHO, 2000).

Observacdo: Dada uma equacao algébrica de coeficientes inteiros:

e O teorema enunciado acima ndo garante a existéncia de raizes racionais. Mas, caso a
equacao admita raizes racionais, o teorema mostra como obté-las (LONGEN, 2004b).

e Seay, forigual ale aequacdo admitir raizes racionais, elas serdo nimeros inteiros

divisores de a g (GIOVANNI; BONJORNO; GIOVANNI JR, 2002).

3.6.2 Exemplos de Equacdes nao Algébricas

Considere as seguintes notacdes:
o — n n-1 n-2
p(X)=anpnx +ap1X “tap_ox “+..+taix+ag,
emquea,,an_1,an_2, -, a1, ag Sa0 numeros reais,n € INea,#0.

o f(X)=a-b*¥+c,emquea,becsaoreais,coma=0,b>0eb+#1.
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e gX)=b-log,(x+k)+c,emquea,b,cek sdonumeros reais,comb=0,a>0e

a#l.

e t(X)=a+b-sen(mx+n)out(x)=a+b-cos(mx +n)emaquea, b, mensdo

reais,com b=0em=0.

Neste trabalho, as equacOes representadas abaixo serdo chamadas de equac6es ndo

algébricas.

a) p(x) = f(x)

Exemplo: x*+2x-1=5%.
b) p(x) = g(x)

Exemplo: x2+1= log,x — 1.

¢) p(x) = t(x)

Exemplo: — 33+ 6x=4- sen(2x + 1).

d) f(x) = g(x)

Exemplo: 4-2% =logs(x—9) + 2.

e) f(x) = t(x)

Exemplo: 6% +2 =4 cos(3x) — 1.

) g(x) = t(x)

Exemplo: logsx —8 =6 + sen(x — 2)
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Observacdo: Nas equacgdes consideradas, pode haver a presenca de expressdes modulares.
Exemplo: | log(x — 1| +2 = x3 — 1.
Equacbes como, por exemplo,
2X +4 =3.2* —4esen’x —senx —2 =0,
sdo nao algébricas mas, com o auxilio de uma “troca de variaveis”, recaem em equacoes
algébricas e, entdo, podem ser resolvidas através de métodos algébricos. Se, por exemplo, na
equacao:
sen’x —senx — 2 =0,
fizermos senx = t, ficamos com:

t?—t—2=0,

que é uma equacao do 2° grau na incégnita t. Feito isso, resolvemos a equacdo em t e, depois,

usando a igualdade senx = t, determinamos os valores da incognita x.
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4 SOLUCOES GEOMETRICAS.

Nesta secdo sdo apresentados dois exercicios comentados, propostos para serem
explorados nos anos finais do ensino médio pode auxiliar seus alunos na resolugdo de
questdes que envolvem a determinacdo do numero de raizes reais de equacdes nao algebricas.
Com base nas fungdes associadas a equacdo, o professor pode explorar as caracteristicas
apresentadas na secdo 3.4 e as técnicas comentadas na se¢do 3.5 para propor a construgdo dos
esbocos dos gréficos dessas funces, utilizando apenas lapis, borracha e papel quadriculado. E
com o objetivo de confirmar o resultado encontrado é proposta a construcdo desses mesmos

gréficos, utilizando o GeoGebra.
4.1 EXEMPLO 1: TRIGONOMETRICA E EXPONENCIAL

1) O numero de solucdes reais da equacéo
1) x
3.sen(2x) +1= 5]

no intervalo [0, 27 ], é:

a) 2.
b) 3.
c) 4.
d) 5.
e) 6.

Solucéo:

Apds os alunos se depararem com a questdo e tentarem identificar se estdo diante de
uma equacdo algébrica ou ndo algébrica, o professor pode auxilia-los mostrando que existe a
presenca tanto de uma expressao trigonomeétrica quanto de uma exponencial, 0 que faz com

que a equacdo ndo possa ser classificada como algébrica. Depois de se concluir que a equacao
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3-sen(2x) +1 = (%) X

é ndo algébrica, o proximo passo seria pensar em uma maneira de determinar o nimero de
raizes da equagdo. Nesse momento, € interessante que o professor relembre com os alunos o
significado de raiz real de uma equacgdo. Pode-se abordar o conceito tanto de forma algébrica
quanto de forma geométrica, mas deve-se deixar claro que a interpretacdo geométrica é que
sera a “saida” para o problema. De inicio, o professor pode até sugerir que os alunos escrevam

a equacdo acima na forma:

3-sen(3x) +1— (l)x =0,

2

X
incentivando-os a pensar na forma grafica da fungdo f(x) =3 -sen(3x) + 1 — G) . Ap0s 0s

alunos concluirem que fungdes que apresentam esse modelo ndo pertencem a classe das
fungBes elementares, a tendéncia natural é se buscar outro caminho. Neste momento o
professor pode lembré-los da seguinte ideia: as solu¢des de uma equacdo da forma
f(x) —g(x) = 0 sdo exatamente iguais as solugcdes da equacdo f(x) = g(x). Portanto, o

ponto de partida sera a equacao:

3-sen(2x) +1= (%)x,

ou talvez a equacdo:

1 X
3-sen(2x) = (E) - 1.
Aqui, o professor pode lembrar os alunos que, dada uma equacdo da forma
f(x) = g(x), o nimero de raizes reais dessa equacdo é igual ao nimero de pontos de
interseccdo dos graficos das funcdes f e g. Para isso, € importante que se definam duas
funcbes de forma conveniente, ou seja, duas fungdes que possuam graficos conhecidos. Uma

possibilidade de escolha seria definir as funcoes:
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f(x) =3-sen(2x) +1leg(x) = G)x

Outra possibilidade seria definir as funcgdes:

f(x) =3-sen(2x) e g(x) = G)x —1.

Nesse momento, vamos supor que os alunos optaram pela primeira possibilidade de
escolha e que preferiram pensar na fungéo f antes de pensar na g. Aos alunos, cabera esbocar
o gréafico da funcédo f(x) = 3 - sen(2x) + 1. Para a construgdo do grafico, ao invés de apenas
construir uma tabela com valores de x e os correspondentes valores de f, o professor pode
sugerir que se parta da funcdo h(x) = senx e, realizando transformacdes gréaficas, chegue-se

ao grafico da funcéo f(x) = 3 - sen(2x) + 1.

Antes de se construir o esboco do gréfico, pode-se determinar o intervalo de variacao
de f, ou seja, 0 conjunto imagem da funcdo. Lembrando que o seno de um arco qualquer varia

de—1al, tem-se que:

—1<sen(2x) <1 <

—3<3-sen(2x) <3 <

—2<3-sen(2x)+1<4 <
-2<f(x)<4.

Dessa forma, durante a construcdo grafica, os alunos saberdo que a fungdo s6 podera
assumir valores do intervalo [—2, 4].
Um bom roteiro a ser seguido quando explorar a funcdo h(x) = senx para construir o

gréafico da funcéo f(x) = 3 -sen(2x) + 1 é:

- explorar a funcdo i(x) = senx, para determinar o gréfico da funcéo j(x) = sen(2x);

- explorar a funcéo j(x) = sen(2x), para determinar o grafico da funcéo k(x) = 3.sen(2x);
- explorar a funcéo k(x) = 3 - sen(2x), para determinar o grafico da funcéo

f(x) =3-sen(2x) + 1.
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Ainda que os alunos saibam construir o grafico da funcdo i(x) = senx sozinhos, é
importante que o professor os auxilie, relembrando alguns passos importantes da construcao.
Uma caracteristica importante que o professor pode abordar € o fato de que uma funcédo da
forma f(x) =a+ b-sen(mx +n) é periddica. Portanto, para se construir o grafico da
funcdo i, basta tomar como referéncia apenas um dos periodos da funcdo. O professor pode
lembrar aos alunos que o periodo da fungédo i = senx € igual a 2T mas, mesmo assim, ajuda-
los a calcular novamente esse valor, utilizando a relagéo:

21

p="2
|m|

Assim, fazendo m = 1, o periodo P da funcdo i sera igual a:

Uma escolha possivel para a constru¢do do periodo da funcdo i seria o intervalo
[0, 2r], que € justamente o intervalo a que se refere o enunciado. Quanto mais pontos da
forma (x, i(x)) forem determinados, mais o esbo¢o se aproximaré do grafico da funcéo seno.
Utilizando o contetido funcdes trigonométricas, visto na secdo 3.5.7, o professor pode optar
por determinar, por exemplo, apenas 5 pontos do grafico, “dividindo” o intervalo [0, 2] em

quatro intervalos de “mesmo comprimento”. Como 2r / 4 = i / 2, os valores atribuidos a x

sdo da forma k.g, com k € Z,. A restricdo de que k deve ser ndo negativo é por causa da

escolha do intervalo [0, 2rr]. Realizando os célculos necessarios, obtém-se o Quadro 3:

Quadro 3 — Alguns pontos do gréfico da funcdo i(x) = senx.

k X h(x) = senx Ponto

0 0 0 A=(0,0)

1 /2 1 B=(m/2,1)

2 T 0 C=(m0)

3 3m/2 -1 D=@3nr/2,-1)
4 2m 0 E=(2m,0)

Fonte: O autor.
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Para localizar com maior precisdo os pontos A, B, C, D e E no plano cartesiano, 0s
alunos podem utilizar o fato de que m = 3,14. Apenas para esclarecimento, o uso dessa
aproximacdo faz com que o desenho final fique mais préximo da situacdo proposta, mas ndo
ird interferir no momento de determinar a resposta da questdo. Para os alunos, o importante €,

por exemplo, colocar o /2 a esquerda do = no momento de localizar esses nimeros no eixo

x, dado que /2 é menor do que . Observe a|Figura 58, que apresenta os pontos A, B, C, D
e E:

Figura 58 — os pontos A, B, C, D e E, que pertencem ao grafico da funcdo i(x) = senx.

>
A
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Fonte: O autor.

O professor pode questionar os alunos quanto a maneira com que 0S pontos serdo
ligados: se serdo utilizados segmentos de reta ou ndo. A analise do grafico da funcdo seno,

feita 3.5.7.1, pode direcionar de que forma os pontos devem ser ligados. Apds ligarem o0s

pontos, 0s alunos devem obter um esbogo semelhante ao da Figura 59
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Figura 59 — O esboco da fungdo i(x) = senx, com x € [0, 27].

Fonte: O autor.

Com base nesse eshogo da fungdo i(x) = senx, pode-se construir um esboco do

grafico da funcdo j(x) = sen(2x). O periodo de j é igual a:

Comparando os periodos de i e de j, o professor pode explorar as propriedades da
transformacao gréfica conhecida como contracéo horizontal. Como o periodo de j é menor do
que o periodo de i, concluira junto aos alunos que o gréfico de j é mais contraido que o de i,
num mesmo dominio. Mais especificamente, como P’ = P /2, isso indica que em um periodo
da funcdo i caberdo dois periodos da funcdo j. E como P’ = P /2, a abscissa de cada um dos
pontos A, B, C, D e E sera dividida por 2, de modo que os pontos A, B, C, D e E irdo ocupar
agora a posi¢do dos pontos A’ = (0, 0), B’ = (n/4, 1), C’ = (n/2, 0), D’ = 3n/4, - 1) e

E’ = (m, 0), respectivamente, conforme é mostrado na|Figura 60
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Figura 60- os pontos A’, B’, C*, D’ ¢ E’, que pertencem ao gréafico da funcéo j(x) = sen(2x).
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Fonte: O autor.

Para obter uma segunda representacdo grafica de um periodo da fungdo j,
compreendido no intervalo [r, 2], sera preciso determinar mais 4 pontos, que chamaremos
de F’, G’, H’ e I'. Como a distancia entre as projecoes de dois pontos consecutivos (de A’ e
B’, por exemplo) sobre o eixo das abscissas € igual a = / 4 unidades, cada ponto a ser
determinado tera abscissa igual ao valor da abscissa do ponto imediatamente a esquerda,

somado de 7 / 4 unidades. Assim, a abscissa do ponto F’ seré:

+TL’_5TL’
s = 4.
Ja a abscissa do ponto G’ sera:
57r+7t_67r 57T+T[_37T
s 3T T g TyT

A abscissa do ponto H’ sera:
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E importante destacar que, como a representacio grafica do periodo da direita é uma

copia da representacdo grafica do periodo da esquerda, a ordenada do ponto F’ seré igual a 1,

a do ponto G’ sera igual a zero, a do ponto H’ sera igual a— 1 e a do ponto I’ sera igual a zero.

A|Figura 61|/mostra a localizac¢do dos pontos F’, G’, H’ e I’, juntamente com 0s pontos A’, B’,

C’ D’ e E’, no plano cartesiano.

Figura 61- Os pontos F’, G’, H’ e I’, que também pertencem ao grafico da fun¢do j(x) = sen(2x).
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Fonte: O autor.

Ligando os pontos A, B, C, D, E, F, G, H e | de forma a reproduzir o esbogo grafico da

Figura 59, obtemos o0 esboco de dois periodos do grafico da funcdo j(x) = sen(2x),

apresentado na

Figura 62
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Figura 62- O eshogo de dois periodos da funcéo j(x) = sen(2x).

Fonte: O autor.

Agora, tomando como referéncia o esbo¢o do gréfico da funcdo j no intervalo
[0, 2m], 0 professor e os alunos podem partir para a construcdo do esbogo do gréfico da fungéo
k(x) = 3-sen(2x), nesse mesmo intervalo. Aqui, caberd ao professor explorar as
propriedades da transformacéo grafica conhecida como dilatacao vertical. Devera explicar aos
alunos que essa constante mudarad o conjunto imagem da funcdo. Nesse caso, a ordenada de
cada ponto do gréfico de j serd multiplicada por 3, fazendo com que os pontos A’, B’, C’, D’,
E’, F, G, H e I ocupem, agora, a posi¢éo dos pontos A” = (0, 0), B” = (n/4, 3), C”=(n/2, 0),
D” = (3n/4, — 3), E” = (m, 0), F” = (51/4,3), G” = (3n/2,0), H” = (7n/4,-3) e

I” = (2m, 0), conforme € mostrado nalFigura 63
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Figura 63- Pontos que pertencem ao grafico da fungdo k(x) = 3 - sen(2x).
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Fonte: O autor.

Ligando os pontos A”, B”, C”, D”, E”, F”, G”, H” e I, 0 aluno deve tentar reproduzir

0 esboco da

como é apresentado na|Figura 64

Figura 62|para obter um esboco do gréfico da funcdo k no intervalo [0, 2],
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Figura 64- O eshoco de dois periodos da funcdo k(x) = 3 - sen(2x).

P

! CD“ ' H »

Fonte: O autor.

Apos a construgdo do esboco do grafico da funcdo k(x) = 3 - sen(2x), o professor
pode explorar os demais conceitos de transformacgdes graficas. Ao se somar 1 unidade a
expressao de k todos os pontos do grafico sdo deslocados 1 unidade para cima, ou seja, 0S
pontos A”, B”, C”, D”, E”, F”, G”, H” e I”” serdo deslocados, respectivamente, para a posi¢ao
dos pontos A’ = (0, 0), B” = (n/4,4), C” = (n/2,1), D’ = (3n/4,-2), B = (m, 1),
F” = (5nt/4,4), G = (3n/2,1), H” = (7n/4,—-2) e I’ = (2w, 1), conforme podemos

observar na|Figura 65
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Figura 65 - Pontos que pertencem ao gréafico da funcéo f(x) = 3 - sen(2x) + 1.
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Fonte: O autor.

Ao ligar os pontos A”’, B, C’, D, B, F’, G, H”” e I’ 0 aluno deve tentar

reproduzir o esbogo da |Figura 64| para obter um esbo¢o do grafico da funcédo

f(x) =3 -sen(2x) + 1, no intervalo [0, 2], apresentado na|Figura 66
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Figura 66 — O esboco de dois periodos da funcao f(x) = 3 - sen(2x) + 1.

j “L__ L B -~ »)

Fonte: O autor.

Terminada a construcdo do esboco do grafico de f no intervalo a ser analisado, chegou
a vez da construcdo do esboco do grafico da fungdo g. Em primeiro lugar, o professor pode

investigar com os alunos o comportamento da fungéo

-1

em relagdo ao crescimento ou decrescimento, e propor que o aluno encontre o elemento que
descreve tal comportamento. E importante esclarecer que ndo é fundamental que o aluno
lembre que, dada uma fungdo da forma f(x) =a*, a funcdo é crescente se a>1 e
decrescente se 0 < a < 1, pois a propria construcdo do grafico dard um norte a essa questao.
Mas caso os alunos lembrem-se desse fato a respeito da base da poténcia, poderdo confirma-lo
durante o processo de representacdo grafica. Para a construcdo do grafico, o professor pode

sugerir que os alunos determinem 3 ou mais pontos do grafico. Vamos considerar que ele
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escolheu determinar 3 pontos. Como o intervalo que deve ser analisado vai de 0 a 2m, ele
propds determinar dois pontos cujas abscissas sejam o0s extremos do intervalo [0, 2] € um
terceiro ponto de abscissa compreendida entre 0 e 2.

Atribuindo a x o valor 0, irdo encontrar:

1

=02 = fo=1

2
Assim, o ponto obtido seraJ = (0, 1).

Entre 0 e 2w, uma escolha possivel € o nimero 1. Fazendo x = 1, terdo que:

fm=0) < rw=12.

2

Dessa forma, o ponto obtido sera K = (1, 1/2).

Atribuindo a x o valor 27, serd determinado que:

fen =)

Utilizando a aproximacdo m = 3,14, irdo obter 2w = 6,28. Para facilitar os célculos, o
professor pode sugerir que troquem o expoente 2m por 6 e perguntar se essa troca

comprometeria o resultado final. Ele pode comentar que, como 6 < 2w < 7, entdo:
7 27T 6 21T
G) <G <(G) = o00<(3) <002

Devido ao comportamento da funcdo f(x) = a*, com 0 < a < 1, sabe-se de inicio que
qualquer ponto de abcissa positiva terd ordenada compreendida entre 0 e 1. Portanto, ndo ha

problema algum em aproximar o expoente 2rr para 6.

1

f(2n)5(5)6 e fem=— o f(2r) =002

Logo, o terceiro ponto a ser considerado sera o ponto L = (2m, 0,02).



126

Localizando os pontos J, K e L no plano, obtemos aFigura 67

Figura 67- Os pontos J, K e L, que pertencem ao gréfico da funcdo g(x) = (1/2)*
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Fonte: O autor.

Apbs a localizacdo dos pontos o professor poderd questionar seus alunos quanto a
forma com que os pontos devem ser ligados. Nesse momento, podera lembra-los do aspecto
do grafico de uma fungédo exponencial do tipo f(x) = a*, abordando tanto o caso em que

0 < a <1 quanto o caso em que a > 1. Ligando os pontos de forma a obter um esbogo do

grafico da direita da|Figura 38) o esboco do grafico de g serd semelhante ao mostrado na

Figura 68

Figura 68 — O gréfico de g(x) = (1/2)*, no intervalo [0, 2m].
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Fonte: O autor.

Inicialmente, o esbogo do gréfico de f foi construido em um plano cartesiano e o
esboco do grafico de g foi construido em outro. Agora, nessa etapa, o professor deve
recomendar aos alunos que representem os dois esbogos dos graficos em um mesmo plano

cartesiano. A sugestdo é que, neste momento inicial, ndo utilizem nenhum dos dois planos
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usados anteriormente, mas que utilizem um terceiro plano. Assim, ao final, o processo de

resolucédo tende a ficar mais claro para os alunos. Ao esbogarem os dois graficos num mesmo

plano cartesiano, a figura obtida sera semelhante a|Figura 69

Figura 69 — Os eshocos dos graficos de f e g, definidas no intervalo [0, 27t], representados num mesmo plano
cartesiano.

=\3 |

Fonte: O autor.

Nesse momento, ap6s terem esbocado os dois graficos em um mesmo plano
cartesiano, o professor pode incentivar o aluno a terminar a resolucdo do problema proposto.
Apos lembrarem que o numero de solucdes reais da equagdo f(x) = g(x) corresponde ao
numero de pontos de interseccdo dos graficos de f e g, os alunos deverdo tentar determinar o
numero de pontos comuns ao graficos. Eles podem sinalizar esses pontos pintando bolinhas

sobre eles ou apontando flechinhas para a localizacdo desses pontos, utilizando o esboco

apresentado na|Figura 69 No intervalo [0, 2rt], os graficos de f e g se intersectam em 5

pontos, o que significa que, nesse intervalo, a equacao
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X

3:-sen(2x)+1= (%)

possui 5 soluces reais.

4.2 EXEMPLO 1 - TRIGONOMETRICA E EXPONENCIAL — CONSTRUCAO GRAFICA
NO GEOGEBRA

Agora vamos retomar o exemplo 1 apresentado na secdo 4.1 para explorar a
construcdo dos graficos no GeoGebra. O professor pode apresentar alguns comandos que 0s
alunos devem utilizar, bem como citar os vérios “locais” que compdem a tela principal. E
importante comentar que, nesse exemplo, as fungbes f e g possuem como dominio o
intervalo [0, 2m]. Portanto, serdo Uteis comandos especificos que limitam o dominio a um

determinado intervalo real. Por exemplo, caso a fungdo f tivesse como dominio o conjunto

dos nimeros reais, o0 comando:
f(x)=3*sin(2*xx)+1

forneceria o gréfico dessa funcéo. J& se o dominio de f for o intervalo real [a, b], o gréfico de

f sera fornecido pelo comando:
f(x) = funcao[3 * sin(2 * x) + 1,a, b].

Apbs ter feito essas observagoes, o professor pode apresentar o seguinte roteiro para a

construcéo dos graficos das funcdes f e g:
1. No campo “Entrada”, digitar:

f(x) = fungdo([3 * sin(2 * x) + 1,0,2 * pi]
2. Apertar “enter”.

3. No campo “Entrada”, digitar:
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g(x) = fungao[(1/2)"x,0,2 * pi]

4. Apertar “enter”.

Observacdo: As cores dos graficos foram alteradas.

Apos a realizagdo desses passos, aparecerd na tela os graficos de f e g, definidas no

intervalo [0, 27r], num mesmo plano cartesiano, conforme podemos observar na|Figura 70

Figura 70 — Os gréficos das funcbes f (em azul) e g (em vermelho), definidas no intervalo [0, 27], construidos

num mesmo plano cartesiano.
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Fonte: O autor.

Conforme sugerido na |Figura 70, no intervalo [0, 2] os graficos de f e g se

intersectam em 5 pontos, confirmando que nesse intervalo a equacdo f(x) = g(x) apresenta
5 solucgdes reais. Note que o0 ponto de intersec¢do de menor abscissa é o ponto (0, 1).

O professor pode comentar ainda que o Geogebra pode apresentar os valores
aproximados das raizes reais da equagdo em estudo. Para que o aluno obtenha esses valores e

se convenga da resposta encontrada anteriormente, basta fazer o seguinte:

1. Clicar em “intersec¢do de dois objetos”.

2. Clicar nos pontos de encontro dos graficosde f e g.
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Com isso, 0s pontos de interseccao dos graficos sdo destacados e as coordenadas

desses pontos podem ser vistas na “Janela de Algebra”, conforme podemos observar na
Figura 71.

{7 GeoGebra

Figura 71 — A direita, os gréficos das funcdes f e g e, a esquerda, as coordenadas dos pontos A, B, C, D e E.
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Fonte: O autor.

A segunda maneira de utilizar o0 GeoGebra no exemplo 1 baseia-se no fato de que as
solucdes reais da equacgédo f(x) = g(x) sdo iguais as solugdes da equagdo f(x) — g(x) = 0.
Portanto, definindo a fungdo h(x) = f(x) — g(x), determinar o nimero de soluces reais da
equacdo f(x) = g(x) equivale a buscar o numero de solucgdes reais da equagdo h(x) = 0,
que € igual ao numero de pontos de intersec¢do do grafico da funcdo h com o eixo x.

Apresentamos a seguir um roteiro para a construgdo do gréfico dafungéo h = f — g:

1. No campo “Entrada”, digitar:

h(X) = 3*sin(2 = x) + 1 — (L/2)"x

2. Apertar “enter”.

Observacdo: A cor padrao do grafico foi alterada.
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Apbs a realizacdo desses passos, aparecera na tela o grafico da funcéo h, conforme

podemos observar nalFigura 72

Figura 72 — O gréfico da funcdo h(x) = 3 - sen(2x) + 1 — (1/2)*.
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Conforme é sugerido na|Figura 72, no intervalo [0, 2 7] a funcdo h intersecta o eixo x

em 5 pontos. Assim, concluimos que nesse intervalo a equacdo h(x) = 0, ou seja, a equacgdo
f(x) = g(x), possui 5 solucdes reais.
Clicando em “intersec¢do de dois objetos” e depois nos pontos de interseccdo do

grafico com o eixo das abscissas, podemos obter as coordenadas desses pontos, conforme

podemos notar na|Figura 73
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Figura 73 — A esquerda, as coordenadas dos pontos de interseccéo do gréafico da funcéo h com o eixo x.
Prosten e = | bt

Arquiva Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Bl Ol . az2 . B
D &
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo
= Fungio
Y ||(x}:3$en(2x}+l—\;| (0 <x < 6.28) .
= Panto
@ A=(0,0)
@ B=(1.69,0) “
@ C=(299,0)
@ D=(4.88,0)
@ E=(612,0) 3
2 /
' f |
[ / 4
oA B lc \D JE
4 3 > 1 R 2 B 5 5 & [ & ) 1 T 2 1 14
K
2
E
-4
5
Enfrada: 3 @

1‘ 7| @‘ N oa/g)a_/zzaozo

Fonte: O autor.

Note que as abscissas dos pontos de interseccdo do grafico de h com o eixo x,

mostrados na|Figura 73| sdo exatamente as mesmas dos pontos de intersec¢do do grafico das

funcgdes f e g, apresentados na|Figura 71

4.3 EXEMPLO 2: LOGARITMICA, MODULAR E POLINOMIAL

2) (UFRGS - 2010) — Representando no mesmo sistema de coordenadas os graficos das

funces reais de variavel real f(x) =log | x | e g(x) = x(x2 — 4), verificamos que o nimero de

solugdes da equagdo f(x) = g(x) e:

a) 0.
b) 1.
c) 2.
d) 3.
e) 4.

Solucéo:
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Neste segundo exemplo, o professor pode comentar que, apesar de o enunciado ja ter
definido as fungdes f e g, é preciso saber o que se quis dizer com “numero de solugdes da
equacdo f(x) = g(x)". Em primeiro lugar, devem concluir que a equacdo apresentada € nao
algébrica, visto que combina uma expressdo logaritmica com uma polinomial. Depois, 0
professor deve lembrar aos alunos que, para encontrar o niumero de solucgdes reais de uma
equacdo ndo algébrica da forma f(x) = g(x), eles devem tragar os gréficos das funcles f e g
em um mesmo plano cartesiano e contar o nimero de pontos de interseccdo desses gréaficos,
quando possivel.

Vamos supor que o professor oriente seus alunos a comegarem pelo grafico da fungédo
logaritmica f(x) = log | x |. Vérias observages podem ser feitas a respeito dessa func¢éo. O
professor pode comecar explorando o conceito de base do logaritmo. Na sequéncia pode
sugerir que pensem no dominio da funcdo. Pode questionar de que forma a presenca do
maodulo no logaritmando influencia o conjunto dominio. Diferentemente da funcdo que a cada
valor positivo de x associa o valor do logaritmo de x, a funcédo f, por apresentar o modulo no
logaritmando, esta definida também para valores negativos da variavel real x. O Unico
namero real em que a fungdo f ndo estd definida é o zero, dada a defini¢do de logaritmo de
um namero real. Portanto, conclui-se que Dom(f) = R\ {0}.

Agora, determinado o dominio, o professor pode trabalhar com a definicdo de médulo
de um namero real, analisar o que acontece com o0s valores de f para valores positivos e para

valores negativos de x:

e Sex>0,entdo | x| = x. Logo, para todo x > 0 o grafico da fungdo f(x) = log | x |
coincide com o grafico da funcdo que a cada x associa o valor log x.
e Sex<0,entdo | x|=-x Logo, para todo x < 0, o gréafico da funcéo f(x) = log | X |

coincide com o grafico da funcdo que a cada x associa o valor log (- X).
Portanto, a funcdo f pode ser definida da seguinte forma:

log x, sex > 0.
log (—x), sex < 0.

fe ={

Visando utilizar alguns conceitos vistos 3.4.7, ele pode verificar com os alunos que a

funcgéo f é par:
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f=x)=log | -x| <
f(=x)=log|-1.x| <
f(=x) =log (I-1].]1x]) <
f(=x)=log (1. Ix|) <
f(=x)=log |x| <
f(=x) = f(x).

E como a funcdo f € par, seu grafico é simétrico em relacdo ao eixo das ordenadas.
Portanto, construindo a parte do gréafico que se encontra a direita do eixo y, basta utilizar a
ideia de simetria para construir a outra parte, que ficarad a esquerda do eixo y. Para isso, pode-

se pensar apenas na primeira sentenca que define a funcdo f. Dado que:

log x, sex > 0.
log (—x), sex < 0.’

f(x)={

pode-se utilizar a fun¢do i(x) = logx, definida para todo x > 0.

Para a construcdo do grafico de i, o professor pode sugerir que os alunos determinem
trés ou mais pontos. Vamos supor que ele escolheu determinar apenas trés: o ponto de
interseccdo do grafico com o eixo x e mais dois pontos de abscissa positiva.

A abscissa do ponto de interseccdo do grafico de i com o eixo x € o valor de x tal que
i(x) = 0. Entdo:
ix)=0 < logx=0 < logx=logl < x=1.
Assim, o ponto obtido é A = (1, 0).

Para obter um segundo ponto, como a base do logaritmo é igual a 10, o professor pode
atribuir a x o valor 10.

i(10) = logl0 < i(10) =1.

Logo, o ponto obtido serd B = (10, 1).
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Para obter um ponto abaixo do eixo x, o professor pode dar a ideia de atribuirem a x
um valor entre 0 e 1. Uma boa escolha é fazer x = 0,1, pois 0,1 = 10~%, o que fornecera um

valor inteiro para a ordenada do ponto. Assim,
i(0,1) =log0,1 < i(0,1)=1og107! < i(0,1)=-1.
Caso seja preciso desenhar mais uma parte do grafico, pode-se atribuir outros valores

para x, conforme a necessidade. E importante que o professor lembre aos seus alunos que

ainda ndo se sabe em qual intervalo ou em quais intervalos os graficos se intersectarao.

Localizando os pontos A, B e C no plano cartesiano, obtemos a|Figura 74

Figura 74- Os pontos A, B e C, que pertencem ao gréafico da funcédo i(x) = logx.
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Fonte: O autor.

Nesse momento, o professor pode lembrar aos alunos que a funcdo logaritmica da
forma f(x) = log,x é a inversa da funcdo exponencial f~1(x) = a*. Isto sera util no

momento de ligar os pontos A, B e C, para obter um esbogo do grafico da funcédo

i(x) = logx, apresentado na|Figura 75
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Figura 75 — O esboco do grafico da funcdo i(x) = logx.
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Fonte: O autor.

E importante o professor comentar que, mesmo tomando valores de x cada vez mais
proximos de zero, o grafico da fungdo i nunca tocara o eixo y. Por fim, para obter a parte do
grafico de f, que fica & esquerda do eixo y, correspondente a funcéo j(x) = log(—x), é s6
refletir o gréafico de i simetricamente em relacdo ao eixo das ordenadas, conforme podemos
observar na Figura 76.

Figura 76 — O esboco do grafico da funcgdo j(x) = log(—x), obtido pela reflexdo do eshogo do grafico de i em
relacdo ao eixo y.

)\3

Fonte: O autor.
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Ao esbogar os graficos da fungdes i e j num mesmo plano cartesiano, obtém-se o

esboco do grafico da funcéo f (Figura 77):

Figura 77 — O esboco do grafico da funcédo f(x) = log| x |.
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Fonte: O autor.

O proximo passo € a construcdo do esboco do grafico da fungdo g. Apds apresentar 0s

conceitos de funcdo polinomial e observar que vale:
gx)=x.(x*-4) < gk)=x3-4x,

o professor pode propor a construcdo do grafico dessa fun¢do. Como o grau € 3, a funcdo terad
no Maximo trés zeros.

Para determinarem os zeros de g, é preciso resolver a equacdo g(x) = 0. Para
encontrar as raizes dessa equacdo, o professor pode sugerir aos alunos alguns caminhos. Um
deles e, por sinal, bem simples, seria fatorar a expressdo de g. Outro seria aplicar o Teorema
das Raizes Racionais. Aqui, vamos supor que o recurso escolhido para a determinacdo dos

zeros de g foi a fatoracdo. Com base na equacao g(x) = 0, tem-se que:
gx)=0 < x-(x?-4)=0.

Fatorando a diferenca de dois quadrados, tem-se que:

Xx-(x> -4)=0 << x-(Xx-2)-(x+2)=0.
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Pela Lei do Cancelamento, tem-se que:

X-x=2)-(x+2)=0 < x=0oux=20ux=-2.

Como a funcdo g admite trés zeros, e todos distintos entre si, eles podem concluir que
0 grafico de g vai intersectar 0 eixo x em trés pontos distintos. Os pontos serdo G = (- 2, 0),
H=(0,0)el=(20).

Localizando os pontos G, H e | no plano cartesiano, obtemos a|Figura 78

Figura 78 — Os pontos G, H e 1, cujas abscissas sdo o0s zeros da fungdo g.

B
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Fonte: O autor.

Uma outra caracteristica relevante sobre a funcdo g diz respeito a classificagdo em par,
impar ou nem par e nem impar. Fazendo os calculos abaixo, conclui-se que a funcdo g é

impar:

g(=x) = (=0).[(-x)* -4] <
g(=x)=—x.(x* —4) <
g=x) =-[x.(x*-4)] <
g(=x) = —g(x).
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Como g é impar, seu grafico é simétrico em relagdo a origem do sistema de
coordenadas.

O estudo de méximos e minimos de fungbes polinomiais de grau maior do que 2
geralmente é feito apenas no Ensino Superior. Portanto, para que saibam o sinal da funcdo nos
intervalos localizados entre os zeros de g, propomos determinar mais alguns pontos do
gréafico. Sugerimos atribuir valores inteiros a x.

No intervalo (0, 2), adotando x = 1, tem-se que:

g)=1-1%-4 <= gO=-3

Assim, o ponto obtido sera J = (1, — 3). Como a func¢éo é impar, poderdo usar o fato de que
g(—1) = —g(1), concluindo que g(- 1) = 3. Dessa forma, obtém-se o ponto K = (-1, 3), cuja
abscissa pertence ao intervalo (— 2, 0).

Jano intervalo (2, «), atribuindo a x o valor 3, teremos:

93)=3.(3%2 -4 < g@) =15

Feito isso, 0 ponto obtido sera L = (3, 15). Como a funcdo é impar e g(3) = 15, podemos
concluir que g(— 3) = — 15. Assim, obtemos o ponto M = (- 3, — 15), cuja abscissa pertence ao
intervalo (— oo, — 2).

Localizando os pontos J, K e L no plano, obtemos a Figura 79.
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Figura 79 — Os pontos G, H, I, J, k e L, que pertencem ao grafico da funcao g.

Fonte: O autor.

Como a func¢éo polinomial é continua, os pontos G, H, I, J, K e L indicam como deve

ser tracado o eshoco do gréfico da fungdo g, apresentado na|Figura 80
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Figura 80 — O eshogo do gréfico da funcdo g(x) = x - (x* — 4).

7
w
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Fonte: O autor.

Agora que os alunos ja esbocaram os dois gréaficos, o professor deve sugerir a eles que
representem os esbocos dos graficos em um mesmo plano cartesiano, distinto dos dois planos

ja utilizados. Representando os esbogos dos graficos de f e g num mesmo plano cartesiano,

obtemos a|Figura 81
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Figura 81 — Os esbocos dos gréficos das funcdes f(x) = log| x | e g(x) = x - (x? — 4), representados num
mesmo plano cartesiano.
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Fonte: O autor.

Com base na|Figura 81| os alunos podem concluir que os graficos das funcbes se

intersectam em 3 pontos, indicando que a equacéo

logl x| =x-(x*—4)

admite 3 raizes reais. Na|Figura 82|podemos ver com mais detalhes a regido do plano onde

estdo localizados os pontos de interseccdo dos esbocos dos gréficos de f e g.
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Figura 82 — Regido do plano em que os eshocos dos graficos das funcdes f e g se intersectam.

Fonte: O autor.

4.4 EXEMPLO 2 — LOGARITMICA, MODULAR E POLINOMIAL — CONSTRUCAO
GRAFICA NO GEOGEBRA

No GeoGebra a construcdo dos graficos das fungdes f e g pode ser feita com 0s

seguintes comandos:

1. No campo “Entrada”, digitar:

f(x) =log10(abs(x))

2. Apertar “enter”’.

3. No campo “Entrada”, digitar:

glx) =x* (x* — 4)

4. Apertar “enter”.
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Observacdo: As cores dos gréficos foram alteradas.

Ap0s a realizacdo desses comandos, aparecerd na tela os graficos de f e g hum mesmo

plano cartesiano, conforme podemos observar na|Figura 83
Figura 83 — Os graficos das fungdes f (em azul) e g (em vermelho) construidos num mesmo plano cartesiano.
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Fonte: O autor.

Figura 83, os graficos de f e g se intersectam em 3 pontos,

Conforme € sugerido na

confirmando que a equacdo f(x) = g(x) possui 3 raizes reais.
Nesse momento o professor pode, juntamente com os alunos, obter os valores

aproximados das abscissas dos pontos de interseccdo dos graficos, seguindo o roteiro abaixo:

1. Clicar em “intersecc¢ao de dois objetos”.
2. Clicar nos pontos de encontro dos graficosde f e g.

Com isso, 0s pontos de intersec¢do dos graficos sdo destacados e as coordenadas
Figura 84

desses pontos podem ser vistas a esquerda da tela, conforme podemos observar na
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Figura 84 — A direita, os gréaficos das funcdes f e g e, & esquerda, as coordenadas dos pontos A, B e C.
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Fonte: O autor.

Nesse momento o professor pode relembrar a segunda maneira de determinar o

namero de solugdes reais de uma equacgdo ndo algébrica da forma f(x) = g(x), definindo a
fungéo auxiliar h = f — g.
A construcdo do gréafico da fungdo h = f — g pode ser feita com os seguintes

comandos:

1. No campo “Entrada”, digitar:

h(x) = log10(abs(x)) — x x (x* — 4)

2. Apertar “enter”.

Observacdo: A cor do grafico foi alterada.

Ap0s a realizacdo desses passos, aparecera na tela o grafico da fungéo h, conforme

podemos observar na|Figura 85
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Figura 85 — O grafico da funcio h(x) = log | x | — x - (x* — 4).
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Fonte: O autor.

Conforme ¢ sugerido na|Figura 85| o gréafico da funcdo h intersecta o eixo x em 3

pontos. Assim, concluimos que a equacgdo h(x) = 0, ou seja, que a equagdo f(x) = g(x)
possui 3 raizes reais.
Clicando em “intersec¢do de dois objetos” e depois nos pontos de intersec¢do do

grafico de h com o eixo das abscissas, podemos obter as coordenadas desses pontos,

conforme podemos notar na|Figura 86




147

Figura 86 — A esquerda, as coordenadas dos pontos de interseccdo do grafico de h com 0 €ixo x.
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Fonte: O autor.

Note que as abscissas dos pontos de interseccdo do grafico de h com o eixo x,
mostrados na|Figura 86

sdo as mesmas dos pontos de interseccdo dos gréficos de f e g,
apresentados na|Figura 84
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, é apresentada uma técnica para determinar o nimero de solugdes reais
de equacdes ndo algebricas de forma manual, com base na construcdo grafica das funcdes.
Esse recurso geométrico se faz necessario nesse tipo de situacdo, pois ndo ha recursos
algébricos que resolvam tal caso. E para que o aluno sinta seguranca em sua resolucao e possa
confirmar se o que fez realmente esta correto, é sugerido o uso de um software que permite a
construcdo de gréaficos.

Acredita-se que a metodologia apresentada neste trabalho é suficiente para ampliar a
compreensdo dos professores dos anos finais do ensino médio em relagdo ao tema escolhido,
de modo que eles possam despertar no aluno a capacidade de perceber que determinadas
questdes devem ser pensadas de forma geométrica, ao invés de apenas algébrica, além de
proporcionar 0 embasamento necessario a construcdo manual dos graficos das fungdes.

Outra ideia interessante contida no presente trabalho é o incentivo de recursos
computacionais em aulas tradicionais, de forma a enriquecer a abordagem do tema. Para tal
objetivo, foi apresentado um roteiro detalhado contendo os comandos do software Geogebra,
necessarios para a construcdo grafica computacional das fungdes estudadas, de forma a
confirmar os resultados gréaficos obtidos manualmente. O fato de aprender a manusear um
programa computacional como esse permite que, com o tempo, o proprio aluno tire suas
duvidas em relacdo aos aspectos da algebra e da geometria.

Tendo em vista as exposices realizadas, sugere-se que o presente trabalho possa
servir também como material de apoio e de complementacdo no estudo de funcbes

elementares, destinados aos alunos dos anos finais do ensino médio.
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APENDICE A- LISTA DE EXERCICIOS PROPOSTOS
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Aqui apresentamos algumas questdes de vestibulares cuja resolucdo consiste em
analisar os graficos das func@es relacionadas a uma equagéo ndo algébrica. Com exce¢édo da
questdo 13, que ja fornece os graficos das funcdes, em todas as outras o vestibulando precisa
construir os graficos pra poder fazer a analise necessaria.

Da mesma forma que aconteceu com os exemplos comentados na se¢do 4, sugerimos
que o professor proponha a seus alunos que primeiro construam os gréaficos utilizando apenas
lapis, borracha, canetas coloridas e papel quadriculado. Apds a construcdo manual, a sugestéo
€ que construam esses mesmos graficos utilizando o GeoGebra, de modo a comparar as

construgdes e verificar os resultados encontrados na primeira etapa.

1) (UFRGS) - Definindo funcBes convenientes e tracando seus graficos num mesmo sistema

de coordenadas, verifica-se que o numero de solucdes da equacéo

log (x+1)=x2 —3x é:

a) 0.
b) 1.
c) 2.
d) 3.
e) 4.

2) (FUVEST — SP) — A equagdo 2 * =— 3x + 2, com x real,

a) nao tem solucdo.

b) tem uma Unica solucgéo entre 0 e 2/3.

¢) tem uma Unica solugéo entre — 2/3 e 0.

d) tem duas solucGes, sendo uma positiva e outra negativa.

e) tem mais de duas solugoes.

3) (UFRGS) — Dadas as funcbes reais de variavel real f e g, definidas por

f(x)=—1logo(x)e g(x) =x 2 _ 4, pode-se afirmar que f(x) = g(x) é verdadeiro para um valor

de x localizado no intervalo:



153

a) [0; 1].
b) [1; 2].
c) [2; 3].
d) [3; 4].
e) [4; 5].

4) (MACK — SP) — Se f(x + 2) = 12.2*, vxelR, entfo a solugdo real da equacio

f(x)—log o | x| =0 pertence ao intervalo:

a)[-3,-2].
b) [- 2, -1].
c)[-1,0].
d) [0, 1].

e) [1, 2].

5) (UFRGS) — Analisando os graficos das funcdes reais de variavel real definidas por

x-1
fx) = (Ej e g(x) = x, representadas no mesmo sistema de coordenadas cartesianas,

verificamos que todas as raizes da equacdo f(x) = g(x) pertencem ao intervalo:

a) [0, 3].

o (L],

¢) [, 5).

(2]

e) (2, 6).

6) (UEG — GO) — Dada a funcéo y = x—2* + 2, verifica-se que ela:

a) ndo possui raiz real.
b) possui duas raizes reais.

C) possui trés raizes reais.
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d) possui uma raiz real.

7) (UFRGS) — Esbocando os graficos das fungbes definidas por f(x) = 5% e

2

g(x) =2 + x —x“ num mesmo plano cartesiano, verifica-se que todas as raizes da equagao

f(x) = g(x) pertencem ao intervalo:

a)(-2,-1).
b) (-1, 0).
c)(-1,1).
d) (0, 1).

e) (0, 2).

8) (FGV — SP) — O numero de solucdes da equacdo 2* —4 =log 5 (x + 4) é:

a) zero.
b) 1.
c) 2.
d) 3.
e) 4.

9) (UFRGS) — Analisando os gréficos das funcdes definidas por f(x) =27 % e g(x) = sen(2x),

representadas no mesmo sistema de coordenadas cartesianas, podemos afirmar que a equacéao

2% =sen(2x), para xe[0, 12 z ], possui:

a) 2 raizes.
b) 4 raizes.
C) 6 raizes.
d) 12 raizes.

e) 24 raizes.
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10) (UNIFOR — CE) — Os gréficos das funcbes de IRi em IR definidas por

1 X
y=(§J ey =|logyx|:

a) tém dois pontos comuns, um com abscissa compreendida entre 0 e 1 e outro com abscissa
compreendida entre 1 e 2.

b) tém dois pontos comuns, um com abscissa compreendida entre 0 e 1 e outro com abscissa
maior que 2.

¢) tém um Unico ponto comum, cuja abscissa estd compreendida entre O e 1.

d) tém um Unico ponto comum, cuja abscissa é maior que 1.

) ndo tém pontos comuns.

11) (UFRGS) - Tracando-se os graficos das funcdes definidas por f(x) = 2senx e

gx) =16 — x 2 num mesmo sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, pode-se verificar

que o nimero de solugdes da equagdo f(x) = g(x) e:

a)0.
b) 1.
c) 2.
d) 3.
e) 4.

12) (MACK — SP) — A menor raiz da equacio log,2% — 2P =0, sendo a = x2 eb= log,2*

pertence ao intervalo:

a) [-2,-1].
b) [- 1, 0].
c) [0, 1].

d) [1, 2].

e) [2, 3].
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13) (UNIFESP — SP) — A figura representa os graficos das fungoes

f(x) = logyoX € g(X) = X — 2x.

2(x)

fx)

Pode-se afirmar que a equagéo X2 —2x= log g x:

a) ndo tem solucéo.

b) tem somente uma solugé&o.

c¢) tem duas solucdes positivas.

d) tem duas soluc@es cujo produto é negativo.

e) tem duas solucdes cujo produto é nulo.

14) (UFRGS) — A funcéo f € definida por f(x) = sen 2x e g é uma funcdo cujo grafico ndo
intercepta o grafico de f, quando representadas no mesmo sistema de coordenadas
cartesianas. Entre as alternativas que seguem, a unica que pode representar g(x) é:

a) sen Xx.

b) logx.

c)|x|.

d) 2x + 3.

e) 3+ 2*.



