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“...nao ha beleza e deleite sem proporcao,
e a propor¢ao encontra-se em primeiro lugar nos niimeros.”
Bonaventura (1221 - 1274)






Resumo

O Ntmero de Ouro, também conhecido, por exemplo como, Nimero Aureo, Razdo
Aurea, Secido Aurea, Proporcao Aurea e Média e Extrema Razdo é o nimero irracional
1,6180339887... Este nimero que fascinou muitos matematicos ao longo da historia da
humanidade como Pitagoras, Platao, Euclides, Fibonacci e o matematico italiano Luca
Pacioli ainda hoje, desperta a curiosidade de muitos estudantes de matematica. Assim, o
objetivo deste trabalho é estudar o nimero de ouro destacando seu contexto histérico; as
propriedades geométricas da divina propor¢ao (como o tridngulo e o retdngulo aureo, o
pentdgono regular e a sequéncia de Fibonacci) e a descrigdo de exemplos encontrados na,
literatura, da presenca da Razao Aurea na natureza, arte e arquitetura. A metodologia
escolhida foi a revisao bibliografica de materiais relacionados ao tema e, uma pergunta
norteadora foi, como este tema pode contribuir no ensino da matematica para os alunos
da Educacao Béasica. Assim, finalizamos esse trabalho apresentando um conjunto de ativi-
dades didaticas que podem ser usadas por professores da Educacao Béasica para trabalhar,
juntamente com o software GeoGebra, o Nimero de Ouro na sala de aula.

Palavras-chave: Numero de Ouro, Razao Aurea, Fibonacci, Geogebra, Educacao basica.






Abstract

The Golden Number, also known, for example as, Golden Number, Golden Ratio,
Golden Section, Golden Ratio and Average and Extreme Ratio is the irrational num-
ber 1.6180339887 ... This number that has fascinated many mathematicians throughout
human history like Pythagoras, Plato, Euclid, Fibonacci and the Italian mathematician
Luca Pacioli even today, arouses the curiosity of many mathematics students. Thus, the
objective of this work is to study the gold number highlighting its historical context; the
geometric properties of the divine proportion (such as the golden triangle and rectangle,
the regular pentagon and the Fibonacci sequence) and the description of examples found
in the literature, of the presence of the Golden Reason in nature, art and architecture.
The chosen methodology was the bibliographic review of materials related to the theme
and, a guiding question was, how this theme can contribute in the teaching of mathe-
matics to students of Basic Education. Thus, we finished this work presenting a set of
didactic activities that can be used by teachers of Basic Education to work, together with
GeoGebra software, the Golden Number in the classroom.

Keywords: Number of Gold, Golden Ratio, Fibonacci, Geogebra, Basic education.
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1 Introducao

Existem alguns ntimeros na matematica que fascinam seus amantes e despertam a
curiosidade por suas propriedades enigmaticas. Ao longo da histéria nenhum nimero tem
intrigado tanto os homens como o Nimero de Ouro. Segundo Livio (2006) o nimero Fi
(®) é menos conhecido que o ntiimero Pi, mas em muitos aspectos é mais fascinante.

[...] Suponha que eu lhe pergunte: o que o encantador arranjo de pétalas numa
rosa vermelha, o famoso quadro “O Sacramento da Ultima Ceia”, de Salvador
Dali, as magnificas conchas espirais de moluscos e a procriacdo de coelhos
tém em comum? E dificil de acreditar, mas esses exemplos bem dispares tém
em comum um certo nimero, ou proporc¢ao geométrica, conhecido desde a
Antiguidade, um ntmero que no século XIX recebeu o titulo honorifico de
“Ntmero Aureo”, “Razdo Aurea” e “Secdo Aurea”. Um livro publicado na
Italia no comeco do século XVI chegou a chamar essa razao de “Proporcao
Divina” (Livio, 2006, p.13).

Em Livio (2006) o autor escreve que a primeira defini¢do clara do que mais tarde
se tornou conhecido como Razdo Aurea foi dada por volta de 300 a.c. por Euclides de
Alexandria. Euclides definiu uma proporcao derivada da simples divisao de uma linha no
que ele chamou de sua “razao extrema e média”. Nas palavras de Euclides:

Uma linha reta é cortada na razao extrema e média quando, assim como a linha toda
estd para o maior segmento o maior segmento esta para o menor.

Figura 1.1: Reta e proporcao

1
]

A C B

Fonte: Livio, 2006, p.14

Em outras palavras, se observarmos a Figura 1.1 a linha AB certamente é maior que
o segmento AC. Ao mesmo tempo, o segmento AC' é maior que o C'B. Se a razao do
comprimento de AC para o comprimento de C'B for igual a razao de AB para AC entao
a linha foi cortada na razio extrema e média, ou numa Razdo Aurea. Como veremos,
o valor da Razdo Aurea ( a razdo de AC para C'B na Figura 1.1) é o niimero irracional
1,6180339887...

Ainda segundo Livio (2006) o autor comenta que na literatura matematica profissional,
o simbolo habitual para a Razio Aurea é a letra grega tau (1, do grego significa “o corte”
ou “a se¢ao”). Entretanto no inicio do século XX, o matematico americano Mark Barr
deu a razao o nome de Fi (®), a primeira letra grega do nome de Fidias, o grande escultor
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grego que viveu entre 490 e 430 a.c. e fazia uso frequente da Razéo Aurea em suas
esculturas. As maiores realizacoes de Fidias foram o “Paternon de Atenas” e o “Zeus” no
templo de Olimpia.

O objetivo desta dissertacao é contribuir com a vasta literatura sobre o tema que busca
fornecer, aos professores da educacao bésica e aos estudantes de matematica, sugestoes
para estudar e preparar atividades que abordem a Razdo Aurea. Ao longo deste texto, usa-
rei livremente os nomes Propor¢ao Divina, Razdo Aurea, Secdo Aurea, Nimero de Ouro,
Ntmero Aureo, Fi e o simbolo ®, pois esses sdo os nomes encontrados frequentemente na
literatura.

Além deste primeiro capitulo, onde fazemos uma introducao do assunto, esta disser-
tacdo estda organizada da seguinte forma. No Capitulo 2 apresentamos uma abordagem
histérica do Numero de Ouro desde de Pitagoras, passando por Platao até chegar em
Euclides. Na sequéncia calculamos o valor numérico de . No Capitulo 3 apresentamos
algumas figuras geométricas como o o retangulo e o tridngulo aureo, o pentdgono regular
e o pentagrama e a espiral logaritmica. No Capitulo 4 mostramos as relagoes existentes
entre a Razdo Aurea e a sequéncia de Fibonacci. No Capitulo 5 mostramos a presenca
do Nimero de Ouro na natureza, na arquitetura e na arte. O Capitulo 6 ¢ dedicado a
apresentar uma série de atividades sobre a Proporcao Aurea na educacio bésica onde des-
tacamos, principalmente, o uso do software GeoGebra. Finalmente, no Capitulo 7 fazemos
as consideragoes finais desta dissertacao.



2 Contexto historico e o valor
numeérico de ¢

A histéria da Razdo Aurea estd diretamente relacionada com grandes mateméticos de
nossa histéria. Huntley [8] cita, por exemplo, a seguinte declaracao de Kepler sobre esta
razao:

A Geometria possui dois grandes tesouros: um é o Teorema de Pitagoras;
o outro, a divisao de um segmento em média e extrema razao. Podemos
comparar o primeiro a uma porc¢ao de ouro e o segundo a uma jbéia preciosa.

Kepler (1571 - 1630)

Até a primeira definicdo formal de Razdo Aurea aparecer com Euclides [6], por volta
do ano 300 a.c., o Numero de Ouro aparece em outras situagoes antes dessa época. Neste
capitulo descreveremos, de forma breve, esse caminhar historico até Euclides, e depois
mostraremos como chegar ao seu valor numérico.

2.1 Pitagoras e o Pentagrama

Algumas das referéncias mais antigas relacionadas aos prazeres da matematica estao
ligadas ao filésofo e mateméatico grego Pitagoras que observou a ocorréncia na natureza
de certas combinagoes e relagoes entre niimeros.

Segundo Livio (2006) Pitdgoras nasceu por volta de 570 a.C. na ilha de Samos, no
mar Egeu (a alguma distdncia da Asia Menor), e emigrou em algum momento entre
530 e 510 para Crotona, no sul da Italia. Antes disso, talvez seguindo o conselho de
seu suposto professor Tales de Mileto, Pitagoras viveu durante algum tempo no Egito,
onde teria aprendido matematica, filosofia e temas religiosos com os sacerdotes egipcios.
Depois disso, Pitagoras passou pela Babilonia onde entrou em contato com o conhecimento
matematico mesopotamico. Em Crotona, Pitagoras comegou a dar aulas de matematica
e filosofia, atraindo rapidamente uma multidao entusiastica de seguidores. Sua influéncia
foi tao grande que seus seguidores mais aplicados formaram uma sociedade secreta, ou
irmandade, que ficou conhecida como os pitagoricos.

Uma pergunta natural a ser feita é: qual a relagao dos pitagoricos com o Nimero de
Ouro? Segundo Livio (2006) os pitagdricos usavam o pentagrama' como o simbolo de sua
irmandade. Podemos observar que o pentagrama tem estreita relacao com o pentagono
regular?. Conectando-se todos os vértices do pentdgono regular por diagonais, obtém-se
um pentagrama.

Lestrela de cinco pontas
2figura, plana que tem cinco lados e angulos iguais
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Segundo Huntley (1985), cada face pentagonal associada a divisdo durea era de um
interesse especial para os pitagoricos. Na Figura 2.1 vemos o pentagrama dentro do
pentagono regular. O ponto de intersecao P das diagonais AD e C'E divide cada uma
delas na propor¢ao aurea. P divide AD e QD internamente e A(Q) externamente nessa
proporgao.

Figura 2.1: Pentagono regular e Pentagrama
D

Fonte: Elaboragdo prépria

Segundo Huntley [8] o pentagrama, entre outras coisas, era considerado pelos membros
da sociedade de Pitagoras, um simbolo de boa satde. Iamblicos, um escritor grego, relata
uma curiosidade a respeito da relagdo dos pitagéricos com o pentagrama. Conta ele
que um membro da comunidade de Pitagoras, durante uma viagem, passou uma noite
em uma estalagem de beira de estrada e caiu enfermo. Mesmo com os cuidados do
estalajadeiro, que tentou com consideraveis despesas restaurar lhe a saude, faleceu. Antes
de morrer, vendo que a sua situacao era desesperadora e vendo-se incapaz de recompensar
seu anfitridao, ele conseguiu uma tabua e nela escreveu um pentagrama. Entregou a tabua
ao estalajadeiro e pediu-lhe que fosse afixada num local onde todos os viajantes pudessem
ver. Pouco tempo depois, um cavaleiro de passagem avistou o simbolo. Desmontou do
cavalo, fez perguntas e, ao ouvir a historia do estalajadeiro, recompensou-o generosamente.
Podemos presumir, em vista de ter ele tratado de forma generosa e desinteressada um
estudioso viandante, que o dono da estalagem nao utilizou mais a tabua inscrita com a
estrela tripla.

Segundo Livio (2006) apesar do fato das estrelas de cinco pontas aparecerem em ar-
tefatos egipcios antigos, pentagramas geométricos nao sao muito comuns, embora tenha
sido encontrado um pentagrama datando de aproximadamente 3100 a.c. numa jarra em
Nagada, perto de Tebas. Porém, além das importantes descobertas matematicas antigas
(4rea do pentdgono de lado unitério e aproximacao para m) e da intima relacdo entre o
sistema pentagono-pentagrama nao existe absolutamente qualquer evidéncia de que os
babilénios conheciam a Razdao Aurea. Em Livio (2006) o autor descreve, com bastante
contextualizagao de obras, a discussao sobre a existéncia (ou nao) da razao area na cons-
trucdo da Grande Pirdmide de Gisé (por volta de 2500 a.C.) pelos egipcios.



2.2 Platao e os poliedros

Os poliedros de Platao também tém relagdo com o Numero de Ouro. Esses solidos
eram conhecidos pelos pitagoricos que atribuiam um significado especial ao dodecaedro:
as doze faces regulares correspondiam aos doze signos do zodiaco e eram, para eles, um
simbolo do universo.

Livio (2006) descreve em seu livro que Platao (428/427 a.C. - 348/347 a.C.) foi uma das
mentes mais influentes da Grécia antiga e da civilizagao ocidental em geral. Considerando
o papel de Platdo na matemética em geral, e em relacdo & Razio Aurea em particular,
temos que examinar nao s6 suas contribuigoes puramente matematicas, que nao foram
muito significativas, mas os efeitos de sua influéncia e de seu estimulo para a matematica
de outras pessoas da sua e de geragoes seguintes.

Foi Theaetetus (417 a.C. — 369 a.C.), segundo Livio (2006), o primeiro a construir os
cinco chamados solidos regulares. Platao, em Timaeus se dedica a explicar a estrutura da
matéria usando os cincos sélidos regulares (ou poliedros), que ja tinham sido investigados
até certo ponto pelos pitagéricos e inteiramente por Theaetetus.

Para Huntley [8], os gregos possufam uma ideia mistica dos cinco sélidos regulares.
Isso nao surpreende, pois as formas em si mesmas sao bonitas. Nao é necessario nenhuma
sofisticagdo matematica para a apreciacao e fascinio de suas aparéncias externas. Os cinco
solidos regulares foram estudados por Euclides no livro XIII de Os Elementos [6], mas
estao associados ao nome de Platao por causa de seu esfor¢o para relaciona-los com os
elementos importantes dos quais supunha que o mundo fosse feito.

Um primeiro aspecto para destacar acerca dos sélidos platonicos regulares apresentados
na Figura 2.2 é que eles sdo precisamente em nimero de cinco: tetraedro (com quatro
faces triangulares), o cubo (ou hexaedro, com seis faces quadradas), octaedro (com oito
faces triangulares), dodecaedro (com doze faces pentagonais) e icosaedro (com vinte faces
triangulares).

Enquanto se pode desenhar um ntimero infinito de poligonos regulares em duas dimen-
soes, nao ¢ possivel construir mais que cinco poliedros regulares no espaco tridimensional.
A superficie do poliedro regular é feita com poligonos regulares congruentes.

Observamos pela Figura 2.2, que nao podemos formar o vértice de um poliedro com
menos de trés faces, e que um vértice pode ser formado com a juncao de trés, quatro ou
cinco tridngulos equilateros. Com seis triangulos, o vértice achata-se em um plano. O
mesmo ocorre unindo-se quatro quadrados. De forma semelhante, s6 podemos unir trés
pentagonos regulares em um vértice. Os hexdgonos e os outros poligonos regulares com
mais de cinco lados estao todos excluidos. Este raciocinio sobre a limitacao a cinco sélidos
regulares é a fonte da férmula de Euler, V + F = A + 2, onde as letras correspondem ao
numero de vértices, faces e arestas, respectivamente.



Figura 2.2: Os cinco sélidos platonicos

Tetraedro Hexaedro Octaedro

Dodecaedro Icosaedro

Fonte: Elaboragao Prépria

O segundo ponto de interesse é que dois pares de sélidos de Platao sao reciprocos e
o quinto apresenta auto reciprocidade: se unidos, os centros dos lados do cubo formam
um octaedro, enquanto que a uniao dos centroides das superficies do octaedro forma um
cubo. Relacdo semelhante verifica-se entre o icosaedro e o dodecaedro, e a jungao dos
quatro centroéides dos lados do tetraedro forma um outro tetraedro.

O terceiro aspecto digno de nota é a relacao dos dois pares de poliedros reciprocos com
o retangulo dureo (retdngulo cujos lados estao em proporgao durea). Os doze vértices do
icosaedro regular sao divisiveis em trés grupos coplanares de quatro. Eles situam-se nos
cantos de trés retangulos aureos que acham-se colocados simetricamente um em relacao
ao outro, sendo mutuamente perpendiculares e tendo como ponto comum o centréide do
icosaedro (Figura 2.3). Pode-se inscrever um icosaedro em um octaedro de modo que cada,
vértice do primeiro divida um lado do segundo na Secdo Aurea.

Figura 2.3: Icosaedro
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Fonte: Huntley [8]



Os centréides dos doze lados pentagonais do dodecaedro sao divisiveis em trés grupos
coplanares de quatro. Esses quadrangulos situam-se nos cantos de trés retangulos aureos
colocados simétrica e mutuamente perpendiculares, tendo como ponto comum o centroide
do dodecaedro (Figura 2.4).

Figura 2.4: Dodecaedro

Fonte: Huntley [8]

2.3 O Partenon e a Razao Aurea?

As associagoes entre algumas figuras planas, como o pentdgono e o pentagrama, e
alguns solidos, como os platonicos com a Razdo Aurea, levam a inevitdvel conclusio
de que o interesse grego pela Razdo Aurea provavelmente comecou com tentavas de se
construir figuras planas e solidos desses tipos. Grande parte desse esforco matematico
ocorreu por volta do comeco do século IV a.C., mas existem afirmacoes de que a Razao
Aurea estd embutida no projeto arquiteténico do Partenon, que foi construido e decorado
entre 447 e 432 a.C. Serd que essas afirmacoes sao verdadeiras?

Segundo Livio (2006) o Partenon (“o lugar da virgem” em grego) foi construido na
Acrépole de Atenas como um templo sagrado para o culto de Atenas Partenos (Atenas,
a Virgem). Os arquitetos foram Ictino e Calicrates e Fidias e seus assistentes foram
incumbidos de supervisionar as esculturas. A Figura 2.5 mostra o Partenon.

Figura 2.5: Partenon

Fonte: viagemgrafia.com.br/tag/partenon/

Livio (2006) descreve em sua obra que o surgimento da Razdo Aurea no Partenon foi
seriamente questionado por alguns matematicos pelo fato de que, invariavelmente, partes



do Partenon ultrapassarem o esbogo do retangulo aureo, um fato ignorado por todos os
entusiastas da Razao Aurea.

Figura 2.6: Partenon no retangulo dureo

Fonte: Livio, 2006, p.91

Segundo Livio (2006) as dimensoes do Partenon variam de fonte para fonte, prova-
velmente por que foram usados diferentes pontos de referéncia nas medicoes e isto da
oportunidade de malabarismo numérico. O autor ainda apresenta outras discussoes sobre
a existéncia (ou nio) Razdo Aurea no Partenon.

2.4 Euclides e a definicdo formal da Razdo Aurea

Euclides de Alexandria foi um professor, mateméatico platonico e escritor grego, muitas
vezes referido como o “Pai da Geometria”. Nao se sabe exatamente sua data de nasci-
mento, mas apenas que viveu durante o reinado de Ptolomeu I (entre 323 a.C. e 283 a.C.).
O problema de determinar a Razao Aurea de uma reta foi descrito formalmente por ele
no livro Os Elementos [6], portanto, este tem sido um ponto de interesse dos matemati-
cos durante mais de vinte séculos. Os Elementos, o mais conhecido livro da histéria da
matematica, é uma obra de treze volumes sobre Geometria e Teoria dos Nimeros.

Segundo Livio (2006) a Razao Aurea aparece em Os Elementos em vérios momentos.
A primeira definicio da Razao Aurea (“razio extrema e média”) relacionada a éreas
aparece de forma indireta no livro II. Em seguida, uma definicao mais clara relacionada
a proporc¢ao aparece no livro VI.

Podemos reescrever a definicdo geométrica dada por Euclides para “Secdao Aurea” ou
“Divisio Aurea” de um segmento como segue:

Definicao 2.1. Tomemos o segmento de reta AB, dividido em dois segmentos pelo ponto

AB AC ) )
C (Figura 2.7). Se C' é tal que 10~ B entao C é a “Secao Aurea” ou “Divisao Aurea”
de AB.

Figura 2.7: Divisdo Aurea

A C B
o O 0

Fonte: Elaboragio propria



AB A y
A razao a0 ou C’g’ é chamada de Razao Aurea. Na terminologia usada pelos

matematicos antigos, AB esta dividida pelo ponto C' em “extrema e média razoes”.

2.5 O valor numérico de ¢

Segundo Huntley (1985), no inicio do século atual, sugeriu-se que a letra grega ® fosse
adotada para designar a razao aurea ou o nimero de ouro.

Assim, considerando a Definicdo 2.1 tomemos, conforme a Figura 2.7, AC' = z e
CB = 1. Consideremos também que C divide AB em extrema e média razoes. Entao
teremos:

AB_AC(:)ijl_g(:) 21—
AC ~ CB P T

Resolvendo a equagao acima obtemos as seguintes raizes:

1++5
9

1-5
2

= 1,6180339887...

= —0,6180339887...

Como z é a medida de um segmento de reta, seu valor ndo pode ser negativo. Assim,
a solugao positiva
1++5

2

serd o valor numérico do niimero de ouro, ®. Chamaremos a solugdo negativa de ®’.
Se, ao considerarmos a Defini¢do 2.1 tomarmos, conforme a Figura 2.7, AC' = 1 e
CB = 2’ e ainda considerarmos que C' divide AB em extrema e média razoes, teremos:

= 1,6180339887...

AB_AC 741 _1
AC-CBTT 1 W

V5 —

Si?4+2—-1=0

A solugao positiva desta equacao é x’ = 5 = 0,6180339887..., valor que, pre-
cedido do sinal negativo, chamamos de ®'. Assim, curiosamente, verificamos que ®’ é o
reciproco negativo de @, isto é, ®.®" = —1 pois:

1 2 5—1
— = = V5 = 0,6180339887... = —P’
o 1++5 2

Com isso

Sabendo que ® e ¥ sdo raizes da equagdo 22 —x — 1 = 0, fica evidente a partir das

propriedades das raizes da equacao quadratica que ®.®' = —1 e



1 5 1—+v5 1 541—+v5 2

pig 1tV 1-VE 14VEH1-VE 2
2 2 2 2

O @ é o tnico ntmero positivo que tem a propriedade de que, diminuindo, em uma

unidade seu valor, torna-se seu proprio reciproco. Provamos isso usando as propriedades

acima:

1
Q>+<I>’:1<:><I>—1:—(I>’<:)<I>—1:6
Para provar a unicidade vamos supor que existe um nimero real positivo k tal que
k —1 = —. Porém, esta igualdade é equivalente a seguinte equagao
E—k—-1=0 (2.1)

Resolvendo a equagao (2.1) obtemos os seguintes valores

16

k
2

Logo, a raiz positiva da equagao (2.1) coincide com & e a raiz negativa com &’.



3 A geometria da Proporcao Divina

Vimos no capitulo anterior que Euclides definiu a razao aurea usando o segmento de
reta assim, neste capitulo vamos mostrar como dividir uma reta na razao aurea. Esta
segao serd feita baseada em Contador(2015) e Huntley (1985).

Em seguida, falaremos do tridngulo e retangulo dureo e utilizaremos Livio (2006).
Uma apresentagao da espiral logaritmica também sera feita.

Finalizaremos este capitulo discutindo as relagao do pentagono regular e a razao aurea.
Nesta se¢ao também utilizaremos Livio (2006).

3.1 Como dividir um segmento na Razao Aurea

Tomemos um segmento de reta AB e, em seguida, tracamos um segmento BD per-

pendicular & AB com comprimento - Unimos AD.

Com centro em D, e raio DB tracamos um arco cortando DA em E. Com centro em
A e raio AFE, tracamos um arco cortando AB em C. Entao, C é a Secdo Aurea de AB,
veja a Figura 3.1

Figura 3.1: Razdo Aurea: Construcio geométrica

Fonte: Elaboragio prépria

Para verificarmos que a0 é a Secao Aurea de AB, vamos supor que o comprimento
1

de AB = 1. Assim, o comprimento de DB = ED = 7

31



)
Por Pitagoras temos AD? = AB%*+ BD? e, entao, o comprimento de AD é \g_ Assim,

5—1

o comprimento de AE é \/_2 . Logo,
AB AB 1 2 _ 5
AC AE  J5-1 +5-1

2

Depois de dividir o segmento AB na Razao Aurea, ainda na Figura 3.1, com centro
em C' e raio AC descreva um arco. Com o mesmo raio e centro em B, corte o arco em F.

AB
Usando a ideia da divisao do segmento em extrema e média razoes temos que yToln
AB AB AC FC
— =de = = = .
FB AC CB (OB

Com isso temos que os tridngulos ABF e FCB sao semelhantes pois a razao entre os
seus lados é igual a ®.

Tridangulos com essas caracteristicas sao chamados de triangulos dureos, vamos abordéa-
los na proxima sec¢ao.

3.2 Tridngulo Aureo

Definicao 3.1. Chama-se tridngulo aureo todo triangulo isésceles cujos angulos internos
sao 36°,72° e 72°.

No tridngulo dureo os lados congruentes estiao em Razdo Aurea com a base. De fato.
Na Figura 3.2, temos o tridngulo ABC com AB = AC e angulo ZBC'D = 36°, onde
CD ¢ a bissetriz do angulo ZBC A.

Figura 3.2: Tridngulos Aureos semelhantes

Fonte: Elaboragio propria

Observe que o triangulo ABC' é semelhante ao tridngulo BCD, pois seus angulos
correspondentes sao congruentes. Adotemos BC =z, DB =y, AD = DC = BC =x e
AB  BC
BC DB

AB = x +y. Assim, a razao de semelhanga = k. Com isso temos:



AB BC x4y =«
k: == <:> = —
BC DB x Y
s1+2=2
x
1
S1+-=k
%
k+1
&S ——=k
k
Sk+1=4k
Sk—k—1=0
Resolvendo a equacao acima, temos para k > 0:
1
po LEVE g
2
C i AB—BC—CI)I t todo tria lo &
om isso provamos que -~ = - = ®. Isso mostra que em todo triangulo dureo,

a razao entre os lados congruentes e a base é igual a ®. Mostra também que, em um

triangulo aureo, a bissetriz interna de um dos angulos da base divide o lado oposto em
AB AB

média e extrema razao, pois ¢ = — = —.
P BC ~ AD
Ainda analisando a Figura 3.2, o tridngulo ADC ¢é chamado de Gnémon Aureo com

1
razao de semelhanca 3 Os triangulos dureos e gnéomons aureos apresentam a propri-

edade de serem bissectados em triangulos menores que também sao triangulos aureos e
gnémons aureos. Esses triangulos podem ser encontrados também tracando as diagonais
do pentagono regular e construindo assim o pentagrama.

3.3 Retangulo Aureo

Nesta se¢ao usaremos como bibliografia Avila (1985).

Definigao 3.2. Chama-se retangulo aureo qualquer retangulo ABC'D com a seguinte pro-
priedade: se dele suprimirmos um quadrado como AEF D, o retangulo restante BCFE,
sera semelhante ao retangulo original.

Na Figura 3.3, considere o retdngulo ABCD e o quadrado AEF'D.



Figura 3.3: Retangulo Aureo
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Fonte: Elaboragdo prépria

Seja DA = DF = AE = BC =z e CF = EB = y entdao x + y e = sao as dimensoes
do retangulo original. A definicdo de retangulo dureo acima se traduz na relacao

z )

Jc+y:x

De onde segue que
P=ay+yt e’ —ay—y*=0.

Resolvendo a equacao do segundo grau na incognita z > 0, temos

x_—y+y¢5_(¢5—1>y©x V5 -1

9 9 -

Y 2

Se invertermos a razao entre os segmentos teremos

y 2 y 25+ y 205+1) oy V1

i1 T W=D+ T 2

Com isto provamos que a razao obtida entre os lados do retangulo é ®.

Agora suponha que o retangulo ABC' D da Figura 3.3 é aureo. Entao se z +y e x sdo
os comprimentos dos lados do retangulo original, a Defini¢ao 3.2 significa que

SR (3.1)
r+y «x
De (3.1) decorre, por uma propriedade conhecida de proporgoes, que
L y__*7Y¥ (3.2)

T+y 1 (v+y) —a

ou seja
y_ Ty

r (v+y) —=



Disto concluimos que, se o retangulo de lados z + y e x é dureo, entao também o é o
retangulo de lados x e y.

Evidentemente, o mesmo raciocinio se aplica para mostrar que também sao dureos os
retangulos de lados y e z — y, x — y e 2y — a, etc.

Em outras palavras, dados os nimeros positivos x e y satisfazendo a relagdo (3.1),
formemos a sequéncia x + vy, x, y, 3, T3, - - -, onde

To=x—Y, a3 =Y — Ty =2y —x, €, em geral x, =, o — T, 1.
Assim temos a sequéncia
r+y,x,y,x—y,2y —x,2r — 3y,oy — 3x,d5r — 8y, 13y — 8x, - - -

O raciocinio anterior estabelece que quaisquer dois elementos consecutivos desta sequén-
cia sao lados de um retangulo aureo com dimensoes cada vez menores e tendendo a zero.

Figura 3.4: O Olho de Deus

Fonte: Elaboragio propria

As dimensdes do retdngulo “filho” sdo menores que as do retdngulo “pai” exa-
tamente pelo fator ®. Continuando o processo e retirando um quadrado do
retangulo “filho”, teremos um outro retangulo aureo, com dimensoes meno-
res geradas novamente pelo fator ®. Continuando o processo “infinitamente”,
produziremos Retangulos Aureos cada vez menores (cada vez com dimensdes
deflacionadas por um fator ®). O retdngulo dureo é o tnico que possui a
propriedade de que, ao se cortar um quadrado, forma-se outro retangulo simi-
lar. Desenhando duas diagonais em qualquer par de retangulos aureos “pai”
e “filho” da série (Figura 3.4), elas irdo se cruzar no mesmo ponto. A série de
retangulos continuamente decrescentes converge para um ponto inalcancavel.
Devido a essas propriedades “divinas” atribuidas & Razio Aurea, o matemé-

tico Clifford A. Pickover sugeriu que deveriamos nos referir a esse ponto como
O Olho de Deus. (LIVIO, [10], p.104)

3.4 Espiral Logaritmica

A partir da sequéncia infinita de retdngulos dureos (Figura 3.4), quando unimos os
cantos dos quadrados gerados, obtém-se uma espiral chamada “espiral logaritmica” ou
“espiral aurea”, veja a Figura 3.5. Esta espiral se enrola para o interior na direcao do polo
(o ponto dado pela intersecgao das diagonais, veja a Figura 3.4).



Figura 3.5: Espiral Logaritmica no Retangulo Aureo

N

Fonte: Elaboragao prépria

Como curiosidade, podemos citar que a Figura 3.5 é usada como simbolo da Sociedade
Brasileira de Matematica (SBM)*.

Podemos obter uma espiral logaritmica também a partir de um triangulo aureo. Para
isto, basta ligar os vértices de um triangulo dureo progressivamente, veja a Figura 3.6.

Figura 3.6: Espiral Logaritmica no Tridngulo Aureo

Fonte: Elaboragdo prépria

A espiral logaritmica possui uma propriedade exclusiva, ela nao altera seu formato
a medida que seu tamanho aumenta. A espiral logaritmica também é conhecida como
espiral equiangular. O nome equiangular foi dado pelo matematico e filoésofo francés René
Descartes (1569 - 1650), por causa de uma outra propriedade tinica da espiral logaritmica:
se desenharmos uma linha reta do polo até qualquer ponto da curva, ela cortara a curva
formando exatamente o mesmo angulo.

Ainda segundo Livio (2006, p.141), os falcoes usam essa propriedade quando atacam
a sua vitima, veja a Figura 3.7.

thttps://www.sbm.org.br/



Figura 3.7: Falcoes atacando sua presa

Fonte: Livio [10], p.141

A natureza ama espirais logaritmicas. De girasséis, conchas do mar e redemoi-
nhos a furacoes e galaxias espirais gigantes, parece que a natureza escolheu
esta forma magnifica como seu “ornamento” favorito. O formato constante
da espiral logaritmica em todas as escalas de tamanho se revela como beleza
na natureza na forma de mintsculos fosseis ou de organismos unicelulares co-
nhecidos como foraminiferas. Embora as conchas espirais neste caso sejam
compostas (e ndo um tubo continuo), imagens de raios X da estrutura in-
terna desses fosseis mostram que o formato da espiral logaritmica permaneceu
inalterado por milhoes de anos (LIVIO, 2006, p.138).

3.5 O Pentagono Regular e o Pentagrama

Um poligono regular possui lados e angulos internos congruentes com isso, suas di-
agonais tem os mesmos comprimentos. Sabemos também que a soma de todos os seus
dngulos internos ¢é igual a (n — 2) - 180°, onde n é o nimero de lados.

Por exemplo, num tridngulo n = 3 a soma dos angulos internos ¢ 180° e num pentagono
n = 5 a soma dos angulos internos é 540°. Cada angulo do pentagono é, portanto, igual
a 540/5 = 108°.

Consideremos o pentagono regular ABCDE (Figura 3.8). Tracando as diagonais
adjacentes, AD e AC, construimos o tridngulo isésceles AC'D (com dois lados iguais).
Como os dois angulos da base de um tridngulo isésceles sao iguais, os angulos da base nos
dois triangulos sobre os lados sao de 36° cada - metade de 180° — 108°. Obtemos assim,
os angulos do triangulo do meio, 36, 72 e 72.

Se bissectarmos um dos dois angulos da base de 72°, obteremos um triangulo menor
DCF com os mesmos angulos (36, 72 e 72) do triangulo maior ADC.

Podemos mostrar que o ponto F' divide a linha AC exatamente na razao aurea. Além
disso, AD e CD ¢é ®.

De fato. Um dos teoremas da geometria euclidiana é que, quando dois tridangulos tem
os mesmos angulos eles sdo similares, ou seja, possuem a mesma forma, sendo todos os
seus lados proporcionais entre si. Os dois tridngulos ACD e CDF sao similares, pois
possuem os mesmos angulos. Portanto, a razdao AC/CD (razao entre os lados dos dois
tridngulos) é igual a CD/CF (razao entre as bases dos mesmos dois tridngulos):

AC_CD
CD CF



Mas os dois triangulos sao também isésceles, de modo que

CD = DF = AF

Portanto encontramos a partir das duas igualdades acima que

AP _ AC
CF AF

O que significa (pela defini¢ao euclidiana) que o ponto F' divide a linha AC' em uma razao
durea. Como AD = AC e DC' = AF, temos ainda que AD/DC = ®.

Em outras palavras, num pentagono regular, a razao entre a diagonal e o lado é ®. O
triangulo AC'D ¢ triangulo dureo e os triangulos ABC' e FAD sao Gnomons aureos.

Figura 3.8: Pentagono Regular com trés diagonais
A

Fonte: Elaboragao propria

Agora tracando todas as diagonais do Pentagono ABC'DE obtemos o Pentagrama
(Figura 3.9).



Figura 3.9: Pentagono Regular e Pentagrama

Fonte: Elaboragdo prépria

Analisando o pentagrama da Figura 3.9, podemos ver que o triangulo AGF é se-
melhante ao triangulo ADC, pois a diagonal EB é paralela ao lado DC' do pentiagono
ABCDE, com isso os angulos dos dois triangulos sdo conguentes. Assim, concluimos que
o tridngulo AGF é aureo, e isso vale para todos os triangulos do pentagrama. Conclui-se
também que o novo pentagono formado com as bases dos tridngulos aureos do pentagrama
é regular (Figura 3.10).

Figura 3.10: Pentagrama

Fonte: Elaboragdo prépria

Assim, vemos que o pentagrama é formado pelas diagonais do pentagono regular,
que também forma outro pentidgono menor no seu interior, e continuando o processo,



as diagonais desse pentdgono menor, formam em seu interior outro pentagrama e outro
pentdgono menor ainda, e essa progressao segue para o infinito (Figura 3.11).

A pergunta que podemos fazer é: qual a relacdo dessa progressao de pentdgonos e
pentagramas com a Razdo Aurea? A razdo entre o lado do pentdgono maior com o do
pentagono imediatamente menor ¢é justamente o niimero P, e essa razao se conserva por
toda a sequéncia de figuras.

Figura 3.11: Pentagrama

A

Fonte: Elaboragdo prépria



4 A Proporcao Divina e Fibonacci

O papel de Fibonacci na histéria da Razio Aurea é realmente fascinante. Por
um lado, nos problemas que usava conscientemente a Razao Aurea, foi respon-
savel por progresso significativo mas nao espetacular. Por outro, simplesmente
formulando um problema que, em principio, nada tinha a ver com a Razdo Au-
rea, ele expandiu drasticamente o escopo da Razdo Aurea e de suas aplicacoes

(LIVIO, 2006, p.115).

Segundo Livio (2006) as contribuigoes diretas de Fibonacci para a literatura da Razao
Aurea apareceram no livro Prdtica da Geometria publicado em 1223. Fibonacci apresen-
tou novos métodos para o calculo da diagonal e da area de um pentagono, calculos dos
lados do pentagono e do decdgono a partir do didmetro do circulo inscrito e do circulo
circunscrito, e computacao de volumes do dodecaedro e do icosaedro, todos estao intima-
mente ligados a Razao Aurea. Porém, muitos estudantes ouviram falar de Fibonacci por
causa do seguinte problema publicado no seu famoso livro Liber Abaci (Livro do Abaco):

Um homem pos um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados por um muro.
Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir deste par em um ano se, suposta-
mente, todo més cada par dd a luz um novo par, que € fértil a partir do sequndo més?

Esse capitulo tem como principal objetivo estudar este problema, ou seja, as relagoes
existentes entre a sequéncia de Fibonacci e o Numero de Ouro. As referéncias usadas
serao Contador (2015), Huntley (1985) e Livio (2006).

4.1 Leonardo Fibonacci e o problema dos coelhos

Leonardo de Pisa (em latim Leonardo Pisanus), mais conhecido como Leonardo Fibo-
nacci (1170 —1240) foi um matematico italiano considerado o primeiro grande mateméatico
europeu da idade média. o apelido Fibonacci vem do latin filius Bonacci, filho da familia
Bonacci, ou “filho da boa natureza”.

Fibonacci (Figura 4.1), que por algum tempo viveu com o seu pai, um funcionério
de comércio da alfindega, em Bugia (atualmente na Argélia) e mais tarde viajou por
alguns paises mediterraneos como Grécia, Egito e Siria, teve a oportunidade de estudar e
comparar diferentes sistemas de numeragao e concluir que, os numerais indo-arabicos, que
inclufam o principio de valor de lugar, eram muito superiores a todos os outros. Por isso
ele dedicou os sete primeiros capitulos de seu primeiro e mais conhecido livro, Liber Abaci
(Livro do Abaco), publicado em 1202, a explicagoes sobre a notacao indo-arabica.
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Figura 4.1: Leonardo Fibonacci

Fonte: https://sites.google.com/site/leonardofibonacci7/biografia

Vamos retornar ao problema que aparece no capitulo XII do livro Liber Abaci, o qual
deu origem ao que conhecemos por sequéncia de Fibonacci.

Um homem pois um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados por
um muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir deste par em
um ano se, supostamente, todo meés cada par dara luz um novo par, que sera
fértil a partir do segundo més?

Analisando o problema, vamos acompanhar o acontece nos seis primeiros meses:

1.

2.

No primeiro més, temos apenas um par de coelhos que ainda sao filhotes;
No segundo més continuamos com um par de coelhos, mas agora sao adultos;

No terceiro més nasce um par de filhotes, logo, temos dois pares de coelhos, um par
de adultos e um par de filhotes;

No quarto més o par mais velho gera o seu segundo par de filhotes, ficando um total
de trés pares de coelhos, ou seja, o par mais velho, o primeiro par de filhotes, agora
adultos, e o segundo par de filhotes;

No quinto més o par mais velho gera o seu terceiro par de filhotes. O par de filhotes
gerado no terceiro més, que agora é adulto e fértil gera o seu primeiro par de filhotes,
e o par de filhotes gerado no més anterior agora ¢ adulto. Portanto temos cinco pares
de coelhos, trés pares de adultos e dois pares de filhotes e

No sexto més os trés pares de adultos geram, cada um, um par de filhotes, e os dois
pares de filhotes do més anterior, agora estao adultos. Totalizamos assim oito pares
de coelhos, cinco de adultos e trés de filhotes.

Seguindo a andlise que descrevemos acima, percebemos que, no préoximo més, o numero
de pares de coelhos sera a soma do nimero de pares de coelhos do més anterior mais o
numero de pares de coelhos adultos existentes no més anterior. Assim, no sétimo més
teremos treze pares de coelhos: oito pares de coelhos do sexto més, mais cinco pares de



coelhos filhotes gerados pelos pares de coelhos adultos do sexto més. Com isso, vemos
que o nimero de casais de coelhos, a cada més, seguindo a observagao acima, geram a
sequéncia 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89 e 144. Assim, vemos que o numero de pares de
coelhos ao final de um ano sera 144, veja a construcao da Tabela 4.1 na qual descrevemos
0 passo a passo mensal para responder ao problema de Fibonacci.

Tabela 4.1: Pares de coelhos

Més | Numero de pares adultos | Numero de pares filhotes | Total
1° 0 1 1
2° 1 0 1
3° 1 1 2
4° 2 1 3
5° 3 2 5
6° 5 3 8
7° 8 5 13
8° 13 8 21
9° 21 13 34
10° 34 21 55
11° 55 34 89
12° 89 35 144

A sequéncia formada pelos nimeros
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233, - - - |

gerada pelo problema do niimero de pares de coelhos existentes a cada més, ¢ uma sequén-
cia na qual cada termo, a partir do terceiro, ¢ igual a soma dos dois termos anteriores.

Segundo Livio (2006) esta sequéncia foi chamada de sequéncia de Fibonacci no século
XIX pelo matematico francés Edouard Lucas (1842-1891). Sequéncias desse tipo, nas
quais a relacdo entre termos sucessivos pode ser expressa por uma férmula matematica
sao conhecidas como recursivas ou sequéncias obtidas por recorréncia.

Livio (2006) aponta que a sequéncia de Fibonacci foi a primeira dessas sequéncias
recursivas conhecidas na Europa.

Assim, se denotarmos os termos desta sequéncia por F,,, ou seja, Fy =1, Fb =1, F3 =
2, Fy=3, F5=05, Fy =8, F;, =13, ---, Flo =144, ---, temos que o termo geral desta
sequéncia é

Fn+2 == Fn+1 + Fn (41)

Aqui F,, representa o n—ésimo niimero na sequéncia, F, 1 é o termo que segue F, e Fj, 1o
é o termo que vem depois de F, ;. Segundo Livio (2006) esta notagdo introduzida em
1634 pelo matematico Albert Girard.

4.2 Recorréncias

Uma sequéncia ¢ dita sequéncia de recorréncia (ou simplesmente, recorréncia) quando
cada termo é definido como funcao de termos anteriores. Quando para calcular um novo



termo da sequéncia precisamos conhecer o termo que o antecede, dizemos que a recor-
réncia ¢ de primeira ordem. Quando para calcularmos um novo termo de uma sequéncia
precisamos conhecer os dois termos que o antecedem, esta é uma sequéncia de recorréncia
de segunda ordem. Além disso, a recorréncia ¢ dita linear quando a fungao que relaciona
cada termo aos seus anteriores é linear.

Por exemplo, a sequéncia abaixo ¢ uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea
com coeficientes constantes:

Tyt + PTpyr +qT, = 0

A esta equacao podemos associar a equacao quadrética, % + pr + ¢ = 0, com q # 0,
chamada equagdo caracteristica.

Teorema 4.1. Se 1| e 1y sdo duas raizes reais e distintas da equagio m* + pr +q = 0,
entao a, = C1r?+Cor} € a solugdo geral da recorréncia Tpio+pTni1+qr, =0, quaisquer
que sejam os valores das constantes Cy e Cy.

Demonstragao. Substituindo a,, = Cyr] + Cyry na recorréncia x,12 + pTpi1 + qr, = 0,
obtemos, apds algumas manipulagoes algébricas, o resultado pretendido:

Cir ™2 4 Corg ™ + p(Crr™ + Corg ™) + q(Crr + Cory) =
= Ciri ™2 4 Cory ™ 4 pCrri ™ 4 pCory™ + qCiry + qCory) =
= O (rf +pri+ +q) + Corg (ri + pra + +q) =
= C1r70 + Cor30 = 0
[

Da equagao (4.1) temos a equagdo de recorréncia para a sequéncia de Fibonacci, ou
seja,

Fn+2 = Fn+1 + Fln7 com F1 = FQ =1

A equacio caracteristica correspondente a recorréncia é > = r + 1 e suas raizes sao
dadas por:

_1-W5

_ 145
2 2

1 T2

Com isso, a solugao geral da sequéncia de recorréncia de Fibonacci serd da forma:

1+v5\" 1—v5\"
2 )T 2

F, =0 Cy 5

Para determinar os valores de Cy e C5, podemos usar F; = F; = 1, mas é mais
conveniente usar Fy =0 e F; = 1. Assim, obtemos o sistema:

Ci+Cy=0

145 1—+/5
12f+022f:1

C



1
Cuja solucao é (' = —(Cy = —=. Assim, chegamos a:

V5

Fy,

1 <1+\/3>”_ 1 (1—\/5>" (12)

VAN NAUE

A equagao (4.2), que representa o termo geral da sequéncia de Fibonacci, é conhecida
com formula de Binet. Esta formula é extremamente interessante, pois aparentemente nao
parece que, apOs a substituicao dos diversos valores de n, ela produziria valores inteiros,
como sao todos os termos da sequéncia de Fibonacci.

Em meados do século XIX, o matemético francés Jacques Phillipe Marie Binet
(1786 - 1856) redescobriu uma férmula que, aparentemente, era conhecida no
século XVIII pelo mais prolifico matematico da histéria, Leonard Euler (1707
- 1783), e pelo matemédtico francés Abraham de Moivre (1667 - 1754). A
formula permite que se encontre o valor de qualquer nimero de Fibonacci,
F,,, se seu lugar na sequéncia, n, for conhecido. A férmula de Binet se apoia
inteiramente na Razdo Aurea. (LIVIO, 2006, p.128)

4.3 Relacoes entre ¢ e a sequéncia de Fibonacci

Como vimos, a sequéncia 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987--- | é
chamada sequéncia de Fibonacci.

Neste texto, vamos denotar os termos desta sequéncia por F,, ou seja, Fy =1, Fy =
1, F3:2, F4:3, F5:5, F6:8, F7:13, Tty F15:610, F16:987,

Neste ponto, uma pergunta natural a ser feita é a seguinte: qual a relagdo existente
entre a Razao Aurea e a sequéncia de Fibonacci?

Podemos provar que a razao entre dois nimeros sucessivos de Fibonacci, ou seja,
F,11/F,, oscila em torno da Razdo Aurea.

Primeiramente, com o objetivo de ilustrar a afirmacao anterior, construimos a Tabela
4.2 considerando os valores dos dezesseis primeiros termos da sequéncia de Fibonacci e
calculamos a razao F,,1/F,. Com isso, construimos os quinze primeiros termos de uma
nova sequéncia.



Tabela 4.2: A razao F,1/F,

Termos F..1/F,
a /1=1
@ 2/1=2
a3 3/2=1,5
ay 5/3 = 1,666666
a5 8/5=1,6
ag 13/8 = 1,625
ar 21/13 = 1,615385
as | 34/21 = 1,619048

ag 55/34 = 1,617647

aio 89/55 = 1,618182

ai 144/89 = 1,617978
a9 233/144 = 1,618056
a3 377/233 = 1,618026
Q14 610/377 = 1,618037
a5 987/610 = 1,618033

Analisando a Tabela 4.2 podemos observar que a sequéncia gerada,

1235 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987

tem as seguintes propriedades:
1. Os termos de ordem par da sequéncia sao decrescentes, ou seja, as > a4 > ag > - - - .

2. Os termos de ordem impar sdo crescentes, ou seja, a; < az < as < - --.

3. Os termos consecutivos aparecem em ordem alternada, ou seja, a1 < ag, as >
as, a3z < Qag, -

A seguir vamos provar que, para a sequéncia de Fibonacci, temos

. Fn+1
lim
n—-—+oo Fn

=

De fato. Vamos calcular o limite usando a férmula de Binet

5(52) w55

lim L"H = lim % 2 o 2
n—+00 Fn n—r+00 L 1 + \/g n L 1— \/g n
5 2 NG 2
i 1 + \/5 n+1 - 1— \/5 n+1
5 2 2




)




. 1-v5\"
lim, ., m =0

et G )
T

<1+2\/3> B

Portanto:

Assim provamos que a razao entre dois ntimeros sucessivos de Fibonacci oscila em
torno da Razdo Aurea. Essa relacdo vale para qualquer sequéncia com a mesma regra
da sequéncia de Fibonacci, s6 que com termos iniciais diferentes, como podemos observar
nos dois exemplos que estao na sequéncia.

Exemplo 4.2. Conforme vimos, considere F;, a sequéncia de Fibonacci, onde F; = 1, Fy =
1 e para n > 3 temos que o termo geral da sequéncia de Fibonacci é da forma F, =
F,_1 4+ F,,_». Assim, obtemos os seguintes niimeros para esta sequéncia:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, 377,610,987 - - - |
Agora considere a sequéncia dada pela seguinte relacao
L, = n+1 1 Fny (43)

onde F, 1 e F,_; sao termos da sequéncia de Fibonacci. A relagao (4.3) é valida para n
inteiro com Ly =1 e Ly = 3. Os nimeros obtidos desta relacao sao

1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199, 322, 521, 843, 1364, 2207, 3571, - - -

e a sequéncia é conhecida como sequéncia de Lucas.

Claramente, podemos observar que a sequéncia de Lucas e a de Fibonacci usam a
mesma lei de recorréncia porém, com condigoes iniciais diferentes. Assim, podemos es-
crever a lei de formagao da recorréncia da sequéncia de Lucas por

L,=L, 1+ L,_», paran > 3. (4.4)
E possivel mostrar que
. Ln 1
lim, .. L: = o,

Para isto, vamos utilizar o artigo de Parker (1964) para obtermos a férmula de Binet para
a sequéncia de Lucas. Em seu artigo o autor parte da equacao de recorréncia

F(n) = cr + cory



onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias. Admitindo as condigOes iniciais F'(0) = 2 e
F(1) = 1 podemos obter o sistema
c1+cyg =2
C17T1 + Corg = 1
1+ 1-5

desde que r; = =52 e rg = ~5= entao 11 — 1y = V5 er + 1y =1 e fazendo as contas
encontramos ¢; = ¢ = 1. Assim, a solu¢do da equagao de recorréncia (4.4) é

S

Ln = <1 +2¢5>"+ <1 —2\/5>"‘

Com contas semelhantes as feitas anteriormente, é possivel mostrar que o limite da razao
L1/ L, converge a & quando n — oc.

4.3.1 O sofisma geométrico

Uma outra relacao entre ® e a sequéncia de Fibonacci diz respeito a um velho sofisma
geométrico, o qual foi apresentado pela primeira vez pelo grande criador de quebra-cabecas
matematicos, Sam Loyd (1841-1911).

Consideremos um quadrado cujos lados tenham comprimento igual a soma de dois
numeros de Fibonacci consecutivos. O quadrado da Figura 4.2 apresenta lados iguais a
54 8 = 13 e 4rea igual a 132 = 169. Recorte o quadrado nas quatro partes indicadas.
Reagrupando podemos formar o retangulo, também contido na Figura 4.2 de lados 21 e
8 e area 21 x 8 = 168.

Figura 4.2: Sofisma geométrico
8 5

13 21

Fonte: Elaboragio prépria

Verificamos que a area das duas figuras diferem em uma unidade, sendo a area do
retangulo menor que a area do quadrado.

Se tivéssemos escolhido os nimeros 3 e 5, teriamos verificado que a area do retangulo
seria maior que a do quadrado em uma unidade, pois a area do retangulo sera, 8 x 5 = 65
e a area do quadrado, 82 = 64. Assim, observamos que a figura de maior drea depende
da ordem dos ntimeros de Fibonacci escolhidos.

A depender dos nimeros de Fibonacci escolhidos, quando reagrupamos para formar o
retangulo, ficard uma folga ou uma sobreposi¢ao (escondida sob a linha grossa que marca
a longa diagonal) de uma unidade de area.



Existe uma, e somente uma, série somatéria como a de Fibonacci que proporciona um
encaixe exato. E uma série que utiliza a razao aurea e é chamada de série durea:

L& 1+®, 1420, 243, 3+5b, 5+ 8D, ...

Se construirmos um quadrado cujos lados tenham comprimento igual a soma de dois
nimeros consecutivos desta série, o encaixe serd exato: a area do quadrado coincidira
com a area do retangulo. Se tivermos escolhido 3 + 5®, 5 + 8P como dois nimeros
consecutivos da série e feito o quadrado de lado igual a 5 4+ 8P, conforme a Figura 4.3, é
possivel mostrar que sua area é igual a area do retangulo de lados 8 + 13® e 3 4+ 5.

Figura 4.3: Encaixe perfeito

3450 5+ 8% 3+5%
3+5¢
2+ 3¢
5+ 8d 8+ 13¢
Fonte: Elaboragdo prépria
De fato, lembrando que ®? = ® + 1, a 4rea do quadrado é:
(5 + 8®)% = 25 + 80P + 649? = 25 + 80P + 64(1 + @) = 89 + 144P (4.5)

J& a area do retangulo é:

(8 + 13®).(3 + 5P) = 24 4 40P + 39D + 650> = 24 + 40P + 39D + 65(1 + D) (4.6)
= 24 + 40P + 39D + 65(1 + D) = 89 + 144D (4.7)

Como ®* = ® + 1 podemos mostrar a seguinte relacio entre as poténcias ® e os
numeros de Fibonacci:

o OO

o & = P!

1+ @)=

1420) =140+ & =32+ & =d(1 + ) = .9 = P

3+450) = (1+20) + (24 3P) = B3 + &4 = ®3.(1 + ) = P3.92 = &°

5+ 8P

(

( )

e (24+30)=1+P+1+20=03*+%=09% (14 D) = P2.9? = P!
( ) =

( ) =

(24+3P)+ (34 5P) = ¢* + P° = P4 (1 4+ @) = ¢*.2 = P



e ¢ assim sucessivamente.

Assim, vemos que a série aurea também pode ser escrita da seguinte forma:
1, &, ®2, &3 &1 5 PO .

Com essa maneira diferente de escrever a série aurea que relaciona a sequéncia de Fi-
bonacci com o ntimero ®, também podemos mostrar uma outra carateristica interessante,
ela é a Unica série que é ao mesmo tempo somatoria, pois retne trés termos consecutivos
de acordo com a férmula w9 = u,41 + u,, € geométrica pois a razao de qualquer termo
para o termo anterior é constante, isto é wu,1/u, é uma constante.

Como @ também ¢é raiz da equagao 2 —z —1 = 0, entdo temos também que (1+®') =
®2. Com isso temos uma outra série com as mesmas propriedades da série durea, s6 que
ela é oscilante, alternando valores positivos e negativos:

1, ®, 1+, 1+29', 2+ 30", 345", 5+ 8P/, ...
E porque (1 + @) = &, ela pode ser escrita assim:

1’ @/7 (I)/Q7 (13/3, @’4, (I)/E)7 (I)/G7

4.3.2 O retangulo e a espiral de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci possibilita construirmos um retdngulo que se assemelha ao
retangulo dureo. Como sabemos, cada termo da sequéncia, a partir do terceiro termo, é
obtido pela soma dos dois antecessores. Assim, é possivel construir quadrados e organiza-
los do seguinte modo:

1° passo - Construir um quadrado de lado 1.

Fonte: Elaboragio prépria

2° passo - Construir outro quadrado de lado 1.

Fonte: Elaboragio prépria

3° passo - Construir um quadrado de lado 2.

Fonte: Elaboragio propria



4° passo - Construir um quadrado de lado 3.

Fonte: Elaboragao prépria

Se continuarmos construindo, no sentido anti-horario, quadrados cujos lados sejam,
na sequéncia, os numeros da sequéncia de Fibonacci, obteremos retangulos que, quanto
maiores forem, mais se aproximam do retangulo aureo, veja Figura 4.4.

Figura 4.4: Retangulo de Fibonacci

13

Fonte: Elaboragao prépria

E possivel também construir uma espiral nesse retangulo semelhante a espiral aurea.
Ela é conhecida como espiral de Fibonacci, veja Figura 4.5.



Figura 4.5: Espiral de Fibonacci

B
N

Fonte: Elaboragio prépria






5 A Onipresenca da Proporcao
Divina

Segundo Huntley (1985), o ntimero ¢ possui a propriedade da ubiquidade, que é a
propriedade de estar presente em todos os lugares, ou seja, podemos dizer que ® é um
numero onipresente.

Neste capitulo apresentaremos, usando a literatura, a presenca do nimero ¢ em di-
versos lugares como na natureza, na arte e na arquitetura.

5.1 O Numero de Ouro na Natureza

Livio (2006) em seu livro, descreve que na natureza vemos a presenca de ® em intimeras
situagdes como, por exemplo, as folhas no galho de uma planta tendem a crescer em
posicdes que otimizam sua exposi¢do ao sol, a chuva e ao ar. A medida que o tronco
vertical cresce, ele produz folhas em pontos com espacamento bem regular. No entanto,
as folhas nao crescem diretamente uma sobre a outra, pois isso impede que as folhas de
baixo recebam a umidade e a luz do Sol que elas necessitam. A passagem de uma folha
para a seguinte é caracterizada por espacamentos do tipo parafuso em volta do tronco
(veja a Figura 5.1). Este fendmeno é chamado filotaria, e vem do grego Phyllotazxis que
significa arranjo de folhas.

Figura 5.1: Filotaxia

Fonte: daniloabrito.wixsite.com/mundodafolha/filotaxia

A figura 5.2 mostra uma situagao em que sao necessarias trés voltas completas para

passar por oito ramos (razao filotaxica —). Podemos ainda citar alguns exemplos como

as tilias americanas, onde as folhas aparecem geralmente em dois lados opostos, ou seja,
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1
metade de uma volta, que corresponde a razao filotdaxica —. A macieira, o carvalho
e o damasqueiro tém passagem de uma folha para outra em R de uma volta (razao
2
filotaxica —). Podemos observar que as fragdes obtidas sdo razoes de niimeros alternados

da sequéncia Fibonacci.

Figura 5.2: Razao Filotaxica

Fonte: Livio [10]

Segundo Livio [10] essa observacao de que as folhas seguem certos padroes foi feita
pela primeira vez em por Teofrasto (372 a.C. - 287 a.C.) em investiga¢ao sobre plantas.
O estudo da filotaxia nao foi muito além dessas observagoes até o século XV, quando
Leonardo da Vinci (1452 - 1519) notou que os arranjos das folhas se distribuiam em

- o . . 2
padroes espirais, com ciclos de cinco (correspondendo a um angulo de — por volta).

O astronomo Johannes Kepler foi o primeiro a descobrir (intuitivamente) a relacao
entre a filotaxia e a sequéncia de Fibonacci. A histéria da filotaxia verdadeiramente ma-
tematica comegou no século XIX com os trabalhos dos botanicos Karl Friedric Schimper,
Alexander Braun e do cristalégrafo Augustre Bravais e seu irmao botanico Louis. Eles
descobriram a regra geral de que os quocientes filotaxicos poderiam ser expressos por

razoes de termos da série de Fibonacci (como — e —) e também observaram a aparigdo

de nimeros de Fibonacci consecutivos em conjuntos de linhas espirais (conhecidos como
parastichies) de pinhas e abacaxis.

Podemos ver uma manifestacdo bela de filotaxia baseada em Fibonacci nos abacaxis.
A superficie do abacaxi é formada por camadas hexagonais e, cada camada, faz parte de
trés espirais diferentes, veja Figura 5.3. Podemos ver uma espiral de oito linhas paralelas
subindo suavemente da esquerda inferior para a direita superior, uma das treze linhas
paralelas que sobem de forma mais inclinada da direita inferior até a esquerda superior,



e uma das vinte e uma linhas paralelas que sdo bastante inclinadas (da esquerda inferior
até a direita superior). Grande parte dos abacaxis apresentam cinco, oito, treze ou vinte
e uma espirais de inclinagdo crescente na sua superficie, que s@o ntimeros de Fibonacci.

Figura 5.3: Filotaxia no abacaxi

Fonte: Livio, 2006, p.131

Voltando a analisar as plantas, a Figura 5.4 mostra o tronco de uma &arvore visto
de cima, e as folhas estdo numeradas de baixo para cima na ordem em que aparecem.
Observamos que as folhas sucessivas se encontram ao longo de uma espiral firmemente
enrolada, conhecida como espiral generativa. Os irmaos Bravais descobriram em 1837 que
as folhas avangam mais ou menos no mesmo angulo em volta do circulo, em geral préximo
a 137,5° que é conhecido como angulo aureo. Obtemos esse angulo dividindo 360° por
®, o resultado é 222,5°. Como ele é maior que a metade de um circulo (180°), devemos
usar seu replemento (valor que falta para 360°), que é 137, 5°.

Figura 5.4: Angulo Aureo

Fonte: Livio, 2006, p.131

O arranjo das pétalas de uma rosa também estd baseada na Proporgao Aurea e no
angulo dureo. A Figura 5.5 mostra as posigoes e os angulos dessas pétalas.

Célculos mostram que os angulos que definem essas posi¢oes (em fragoes de uma volta
completa) sdo as partes fraciondrias de multiplos simples de ®. A pétala 1 estd 0,6180 (a
parte fraciondria 1 x ®) de volta da pétala 0, a pétala 2 esta 0,236 (a parte fracionaria
de 2 x ®) de uma volta da pétala 1, e assim por diante.



Figura 5.5: Arranjo das pétalas de rosa
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Fonte: Livio, 2006, p.134

Outras flores também apresentam relagoes com os ntumeros de Fibonacci e com a
Razdo Aurea. O arranjo dos flésculos nos girasséis apresentam padrdes espirais, tanto no
sentido horario quanto no anti-horario (Figura 5.6). A quantidade de espirais depende
do tamanho do girassol. Os girassdis mais comuns tem 34 espirais em um sentido e 55
no outro, mas existem também girassoéis com 55 e 89 espirais, 89 e 144 e alguns mais
raros com 144 e 233 espirais. Todos esses valores sdo nimeros de Fibonacci adjacentes,
portanto a razéo entre o ndmero maior e o menor se aproxima da Razdo Aurea.

As margaridas apresentam treze, vinte e uma ou trinta e quatro pétalas, todos niimeros
de Fibonacci.

Fonte: girasol-fibonacci.blogspot.com/

Além destes exemplos, as espirais também sao observadas em varios outros lugares:
nas galdxias como a Via Lactea (ver Figura 5.7), na concha marinha Nautilus ponpilius e
nos chifres de uma cabra por exemplo.



Figura 5.7: Via Lactea

Fonte: www.misteriosdouniverso.net

5.2 O Numero de Ouro na Arte

Foi na Europa renascentista que a Proporcao Aurea deixou de ser apenas um ente
matematico e rumou de forma definitiva em direcao as artes. E, através da pintura, o
homem pode exprimir as verdadeiras proporc¢oes do corpo humano e de tudo aquilo que
tem vida.

O homem renascentista comecou a enxergar a Razao Aurea como um recurso para se
alcancar, através da proporcionalidade, a estética de beleza. Além da proporcao outro
conceito importante que foi introduzido nessa época foi o de perspectiva, pois através desse
conceito o artista passou a representar o espaco tridimensional no espaco bidimensional.

Assim a arte da pintura deixou de ser apenas tracos reunidos de forma quase aleatéria
numa tela. Os pintores desse periodo passaram a usar em seus trabalhos métodos baseados
nas relacoes matematicas e na Razdo Aurea. Porém, existem algumas ideias diferentes
sobre quem foram os primeiros artistas da renascenca a usar a Razao Aurea em suas obras.

Segundo Contador (2015) o primeiro exemplo notével do uso de conceitos mateméticos
na pintura é a obra O batismo de Cristo(Figura 5.8), do pintor e matemaético italiano Piero
della Francesca (1410 - 1492). O autor acredita que, baseado no simbolismo geométrico
da Proporcao Aurea, o quadro tem sua imagem principal contida num quadrado que
representa a Terra e num circulo que representa o Céu.



Figura 5.8: O Batismo de Cristo de Piero della

Fonte: wahooart.com

Se considerarmos o valor do lado do quadrado igual a 1, o corpo de Cristo estara na

1 3
area 1 - 33 ¢ sua altura sera igual a 33 ° Espirito Santo, localizado bem no centro do
1 1 1
circulo, tem uma &area exatamente de ok J4 a mao de Joao Batista, estd a 2 de

1
distancia do umbigo assim como a pubis de Cristo esta a 2 de distancia dos pés.

Piero della Francesca usava a mateméatica em suas obras e conhecia a Propor¢ao Aurea,
porém nao temos evidéncias de que ele tenha usado essa proporc¢ao na obra O batismo de
Cristo. Piero Della Francesca, assim como Leonardo da Vinci e o alemao Albrecht Durer
foram trés dos mais conhecidos pintores renascentistas que também deram contribuicoes
interessantes a matematica.

Além deles, outro importante pintor e matematico italiano renascentista foi Luca Pa-
cioli. Influenciado por Piero, Luca Pacioli foi o autor de De Divina Proportione, um
trabalho de trés volumes que trata da Razao Aurea. O primeiro volume contém um su-
mério detalhado das propriedades da Razao Aurea e um estudo dos sélidos platonicos e
outros poliedros. O segundo volume de A Propor¢do Divina é um tratado sobre propor-
¢ao e suas aplicagdes na arquitetura e na estrutura do corpo humano. O terceiro volume
é essencialmente uma traducgdo, palavra por palavra, para o italiano de Cinco sdlidos
requlares, de Piero, escrito em latim.

Leonardo Da Vinci, que conheceu Pacioli em 1496 na Corte de Milao, forneceu sessenta
ilustragoes de sélidos para o livro A Propor¢ao Divina e provavelmente gracas a Pacioli,
Leonardo foi apresentado a Razdo Aurea.

Ao contrario de muitos autores, Contador (2015) também entende que Leonardo Da
Vinci usou a Proporcao Aurea em vérias de suas obras. Para ele, no quadro mais conhe-
cido de Leonardo da Vinci, Monalisa (Figura 5.9), é facil verificar o emprego de vérios
retangulos aureos em torno de seu rosto e, subdividindo o retangulo que tem a linha dos



olhos como referéncia, novamente encontramos retangulos dureos.

Figura 5.9: Monalisa e os Retangulos Aureos

Fonte: Lawlor, 1996

Em Contador (2015) o autor também defende que, em outro quadro de Leonardo da
Vinci, este inacabado, Sao Jeronimo (Figura 5.10), a figura principal estd perfeitamente
contida num Retangulo Aureo.

Figura 5.10: Sao Jerénimo de Leonardo da Vinci

Fonte: slideplayer.com.br/slide/11884155/



Outra obra de Leonardo da Vinci que gera duvidas e merece atencao especial é o Ho-
mem Vitruviano onde, segundo Contador [3], podemos ver a Proporgao Aurea relacionada
com a estrutura ideal do corpo humano. O desenho foi proposto por Marcus Vitruvius
Pollio em sua obra Os Dez Livros da Arquitetura no século I a.C.

Ao longo da historia o homem vem buscando regularidades matematicas e proporgoes
no proprio corpo. O Homem Vitruviano associa o corpo humano a geometria e ao nimero.
Leonardo mostrou que o corpo humano é mensuravel e que suas linhas e formas sao pura
geometria, além de que, sua proporcionalidade e harmonia sdo exemplos de perfeicao,
estética e beleza.

Contador (2015) entende que em Homem Vitruviano podemos ver a Proporcio Aurea
relacionada com a estrutura ideal do corpo humano. Segundo o autor, vérias tradigoes
antigas dizem que o umbigo divide o corpo humano segundo a Proporcio Aurea, ou seja,
o resultado da divisao da altura total pela altura do umbigo, deve ser o Ntiimero de Ouro.

Assim, se a altura total for 1, a altura até o umbigo serd 3 ° do umbigo até o alto da

1 1
cabeca serd — ek , € 0 0rgao genital tera altura 3 (Figura 5.11).

Figura 5.11: O Homem Vitruviano
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Fonte: Lawlor, 1996

Ao contrario do que encontramos em Contador (2015), em Livio (2006) o autor ques-



tiona o uso da Razdo Aurea nas obras do inicio da renascenca:

sera que algum pintor renascentista ou pré-renascentista realmente baseou sua
composicao artistica no Retangulo Aureo?

Em Livio (2006) o autor traz alguns argumentos para justificar seu questionamento.
Como vimos, Leonardo da Vinci é um nome que aparece com frequéncia para justificar
o uso da Razdo Aurea em obras renascentistas. O autor analisa cinco obras de da Vinci:
O Homem Vitruviano, Virgem dos Rochedos, Sdo Jeronimo, o desenho de uma cabeca de
anciao e a famosa Monalisa.

Segundo Livio (2006), Luca de Pacioli, que foi quem apresentou a Razao Aurea a
Leonardo da Vinci, no segundo livro de A Propor¢io Divina fala do conceito do Homem
Vitruviano, lindamente desenhado por da Vinci (Figura 5.12, atualmente na Galleria dell’
Accademia, Veneza) discutindo sobre as proporgoes do corpo humano, mas nao relaciona
com a Razdo Aurea. Em vez disso, ao lidar com desenho e proporcao ele defende que o
sistema vitruviano é baseado em razoes simples (racionais).

Pesquisando em outras literaturas, percebemos que nao existe provas de que Leonardo
Da Vinci tenha usado a Razdo Aurea no Homem Vitruviano. Existe um texto que acom-
panha a imagem, mas ele nao diz nada sobre essa relacao, nem sobre a distancia do umbigo
até os pés. O texto nao contém nenhuma mencao de ®. Nao ha nenhuma sugestao na
imagem de que Leonardo estava fazendo algo mais profundo do que relacionar o homem
a um circulo e um quadrado.

Figura 5.12: O Homem Vitruviano
— - " "—”

Fonte: wikipedia

Outro quadro que gera questionamentos segundo Livio (2006) é Monalisa. A obra
foi tema de tantos livros de especulagoes contraditorias de estudiosos e populares que é
praticamente impossivel se chegar a qualquer conclusao inequivoca. E supoe-se que a



Razdo Aurea deveria ser encontrada nas dimensdes de um retangulo em torno do rosto de
Monalisa. Na falta de qualquer indicacao clara e documentada do lugar exato onde esse
retangulo deveria ser desenhado, essa ideia representa apenas outra oportunidade para
malabarismos numéricos.

O caso das duas versoes da Virgem dos Rochedos(uma no Louvre, em Paris, e a outra
na National Gallery, em Londres, como podemos ver na figura 5.13), ndo é particularmente
convincente com relacio ao uso da Razdo Aurea. A razdo entre a altura e a largura da
pintura feita no Louvre é de cerca de 1,64 m e a outra, de 1,56 m, ambas proximas de ®,
mas proximas também da razao 1,6.

Figura 5.13: Virgem dos Rochedos
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Fonte: leonardodavinci.cc/a-virgem-dos-rochedos/

Outros aspectos que deixam dividas da utilizacdo da Razdo Aurea na obra Virgem
do Rochedos sao a datacao e a autenticidade. Especialistas que estudaram as duas pin-
turas concluiram que a versao do Louvre foi feita inteiramente por Leonardo, enquanto
a versao da National Gallery pode ter sido um esfor¢o conjunto e é ainda motivo de de-
bates. Acredita-se que a versao de Louvre tenha sido produzida por Leonardo em Milao,
provavelmente entre 1483 e 1486, enquanto a pintura da National Gallery foi concluida
por volta de 1506. A primeira versao (aquela cuja autenticidade é certa) da Virgem dos
Rochedos foi concluida antes de Leonardo conhecer Pacioli, que foi quem lhe apresentou
a Proporcao Divina. Assim, a afirmacdo de que Leonardo Da Vinci usava a Razdo Au-
rea na Virgem dos Rochedos significa acreditar que o artista adotou essa proporcao antes
mesmo de comecar sua colaboracdo com Pacioli. Apesar disto nao ser impossivel, nao
existe evidéncia que sustente esta interpretacao.

Em Livio (2006) o autor diz que ha uma incerteza semelhante a respeito do inacabado
Sao Jeronimo (Figura 5.10). Nao s6 a pintura que é de 1483, muito antes da ida de Pacioli
para para Mildo, como a afirmagao feita em alguns livros de que um retangulo aureo se
encaixa tao bem em volta de Sao Jeronimo, exige um excesso de imaginacao.

O desenho uma cabega de anciao (Figura 5.14), também é um possivel exemplo do uso
da Razao Aurea por Leonardo. O desenho est atualmente na Galleria dell’ Academia, em



Veneza. O perfil e o diagrama de proporcoes foram desenhados a lapis por volta de 1490,
e alguns complementos foram feitos com uma grade superposta por volta de 1503-1504,
quando Leonardo produziu a Batalha de Anghiari.

Embora a grade superposta deixe muito poucas duvidas de que Leonardo estava re-
almente interessado nas varias proporcoes da face, nao da para fazer qualquer conclusao
definitiva desse estudo. O retangulo no meio, a esquerda, por exemplo, é aproximada-
mente um retangulo aureo, mas as linhas estao desenhadas de modo tao grosseiro, que
nao podemos ter certeza. Ainda sim, este desenho é o que mais se aproxima de uma
demonstracao de que Leonardo usou retangulos para determinar as dimensoes na suas
pinturas e que até pode ter considerado a aplicacao da Razao Aurea na sua arte.

Figura 5.14: uma cabeca de anciao

Fonte: Livio, 2006, p.189

Ainda que existam duvidas sobre a utilizacdo da Razao Aurea por Leonardo nas suas
pinturas, mesmo ele sendo nao apenas amigo de Pacioli, mas também ilustrador de A
Propor¢ao Divina, isso nao significa que nenhum outro artista jamais tenha usado.

Com a onda de trabalhos académicos sobre a Razio Aurea no fim do século XIX,
os artistas também passaram a tomar conhecimento. O primeiro artista proeminente e
tedrico da arte a utilizar a razao provavelmente foi Paul Sérusier (1864 - 1927). Embora
o interesse de Sérusier pela Razdo Aurea pareca ter sido mais filos6fico do que pratico, ele
realmente usou essa proporcao em algumas de suas obras, principalmente para “verificar,
e ocasionalmente checar, suas invencoes de formas e suas composigoes”.

Depois de Sérusier varios outros artistas usaram comprovadamente a Razdo Aurea em
suas obras, como o escultor James Lipchitz (1891-1973), os pintores Juan Gris (1887-
1927), Gino Severini (1883-1966), entre outros. O pintor espanhol Salvador Dali (1904-
1989) também usou a Razdo Aurea em suas obras, como no quadro A Ultima Ceia de
1955 (Figura 5.15).



Figura 5.15: A Ultima Ceia
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Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/atividade-a-razao-aurea/

5.3 O Numero de Ouro na Arquitetura

Um dos grandes defensores da aplicacdo da Razdo Aurea na arte e na arquitetura
foi o famoso arquiteto e pintor suigo-francés Le Corbusier (Charles Edouard Jeanneret,
1887-1965).

A busca de Le Corbusier por uma propor¢ao padronizada resultou na introdugao
de um novo sistema proporcional chamado modulor. Segundo Livio (2006) o modulor
forneceria uma medida harmoénica para a escala humana, universalmente aplicavel na
arquitetura e na mecanica. Isso nada mais é do que uma outra versao do famoso ditado
de Protagoras, do século V a.C.; O homem ¢é a medida de todas as coisas. Com isso, no
espirito do Homem Vitruviano e do compromisso filosofico geral de descobrir um sistema
de proporgoes equivalentes ao da criacao natural, o modulor era baseado nas propor¢oes
humanas (Figura 5.16).



Figura 5.16: Modulor
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Fonte: Coisas da Arquitetura

Um homem medindo seis pés (cerca de 1,83 m), parecendo um pouco com o familiar
logotipo do “Homem do Michelin”, com seu brago erguido (até uma altura de 2,26 m),
foi inserido em um quadrado. A razdo entre a altura do homem (183 cm) e a altura até
o umbigo (no ponto médio de 113 cm) foi escolhida precisamente em uma Razdo Aurea.
A altura total (dos pés até o brago levantado) também estava dividida em uma Razao
Aurea (em 140 cm e 86 cm) no nivel do pulso de um brago solto para baixo.

Le Corbusier sugeriu que o modulor daria proporc¢oes harmoniosas a tudo, em ta-
manhos de gabinetes e macanetas a edificios e espacos urbanos. Com uma crescente
necessidade de produc¢ao em massa no mundo, esperava-se que o modulor fornecesse um
modelo de padronizacao.

As obras Corbusier (1954) e Corbusier (1980), recebeu grande atencao dos estudiosos
dos circulos da arquitetura e eles continuaram a aparecer em qualquer discussao sobre
pProporgao.

Segundo Livio (2006) Le Corbusier traduziu na préatica sua teoria do modulor em
muitos de seus projetos. Por exemplo, em suas notas para o impressionante layout urbano
de Chandigarh, cidade da India que ele ajudou a projetar, encontramos: Mas é claro, o
modulor veio no momento de dividir a drea da janela... Na se¢io geral do prédio destinada
a proporcionar protegio contra o sol aos escritorios e tribunais, o modulor dard unidade
estrutural a todos os lugares. Podemos ver o Capitélio, prédio projetado por Le Corbusier
e construido na Cidade de Chandigarh na Figura 5.17.



Figura 5.17: Capitélio

Fonte: chandigarh-unicamp



6 Sugestoes de atividades para a
sala de aula

Acreditamos que a Propor¢do Aurea é um rico tema para explorar o ensino de Ma-
tematica na Educacao Basica devido a diversidade de propriedades, problemas nos quais
aparece e diversas aplicagoes em elementos do cotidiano dos alunos. O professor pode
usar esse tema como motivacao para trabalhar: geometria, razao e proporg¢ao, sequéncias
numéricas e equacao quadratica, por exemplo.

Nesse capitulo apresentaremos seis propostas de atividades para o 9° ano do Ensino
Fundamental pois, teoricamente, os estudantes ja apresentam os pré-requisitos necessa-
rios para desenvolvé-las. Porém, com algumas adaptagoes, estas atividades podem ser
utilizadas para outras séries.

e Atividade 1 - O que é a Razdo Aurea?

Atividade 2 - Determinando o valor numérico do Numero de Ouro.

Atividade 3 - Construcdo do Tridngulo Aureo e da Espiral Aurea.

Atividade 4 - Construcdo do Retangulo Aureo e da Espiral Aurea.

Atividade 5 - Construcao do Pentagono Regular e do Pentagrama.

e Atividade 6 - A Razdo Aurea na Sequéncia de Fibonacci.

As construgoes das figuras que produzimos podem ser feitas com instrumentos geo-
métricos no papel, porém construiremos com o software GeoGebra. Este software é livre
com comandos relativamente faceis para os alunos da educacao basica. Possui uma sé-
rie de ferramentas que possibilitam trabalhar com os elementos e conceitos da geometria
euclidiana e analitica, poligonos, conicas, medidas de comprimento, area, angulo entre
outros recursos. Com este software é possivel observar, de modo dindmico, diferentes
variagoes de uma figura, medidas de comprimento e de angulo, coordenadas, rotacoes,
simetrias, translagoes etc. O software pode ser obtido na pagina www.geogebra.org/ na
opcao downloads e, na literatura, existem varios tutoriais disponiveis mostrando como se
trabalhar com o GeoGebra.

6.1 Atividade 1: O que é a Razdo Aurea?

Objetivo: Apresentar a definicdo de Razdo Aurea dada por Euclides e identificar sua
presenca no cotidiano.
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Contetdos abordados: construgdes geométricas; ponto médio de um segmento e
mediatriz; razdo e propor¢ao; razao aurea; retas perpendiculares.

Desenvolvimento: Para desenvolver esta atividade sugerimos o seguinte roteiro, o
qual deve durar, aproximadamente, duas aulas.

1° momento - Proporcionar aos alunos oportunidade de conhecer o que é a Razao
Aurea e onde podemos encontra-la no cotidiano. Esse momento pode durar aproxima-
damente uma aula. Sugerimos que sejam explorados videos e materiais disponiveis, por
exemplo, o curta, Donald no Pais da Matemdgica'. Lancado nos EUA em 1959, ele é um
filme educativo que aborda, além da razao aurea, outras curiosidades da Matematica.

2° momento - Apresentar o software GeoGebra através da atividade onde apresen-
taremos a definicio de Euclides para a Razdo Aurea. Ou seja, através de sete passos
realizados no software, vamos mostrar como dividir um segmento na razao aurea.

1° Passo - Construa um segmento AB. Para isso, na barra de ferramentas, clique no
terceiro icone, depois clique em segmento. Em seguida, na janela de visualizagao, clique
em dois pontos A e B que serdao os pontos extremos do seu segmento. Na Figura 6.1
apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.1: Tela do GeoGebra - segmento AB
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Fonte: Elaboragao prépria

2° Passo - Construa a mediatriz do segmento AB, determinando o ponto médio M.
Na barra de ferramentas clique no quarto icone e depois em mediatriz. Em seguida, clique
nos dois pontos A e B do segmento. Na sequéncia, clique no segundo icone da barra de
ferramentas, depois em ponto e clique no ponto médio do segmento AB. Renomeie o
ponto médio, chamando-o de ponto M. Na Figura 6.2 apresentamos um print da tela do
GeoGebra onde executamos estes comandos.

Disponivel em: youtube.com/watch?v=PCswgW6cA6w.



Figura 6.2: Tela do GeoGebra - mediatriz do segmento A
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Fonte: Elaboragdo prépria

3° Passo - Pelo ponto B, trace a reta r perpendicular a AB. Para isso, clique no
quarto icone da barra de ferramentas e em reta perpendicular. Na sequéncia, clique no
ponto B e no segmento AB. Na Figura 6.3 apresentamos um print da tela do GeoGebra
onde executamos estes comandos.

Figura 6.3: Tela do GeoGebra - reta perpendicular
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Fonte: Elaboragio prépria

4° Passo - Com o centro em B e raio BM, trace um circulo e marque sobre a reta
r o segmento BE. Para isso, clique no sexto icone da barra de ferramentas e depois em
circulo, dados centro e um de seus pontos. Em seguida, clique no ponto B e no ponto M.
Na sequéncia, clique no segundo icone da barra de ferramentas, depois em ponto e clique
no ponto de intersecao da reta r com o circulo de raio BM, criando o ponto E. Na Figura
6.4 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.



Figura 6.4: Tela do GeoGebra - circulo
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Fonte: Elaboragao prépria

5° Passo - Ligue o ponto A ao ponto E , determinando o tridngulo ABE retangulo
em B. Para isso, clique no terceiro icone da barra de ferramentas e depois em segmento.
Na sequéncia clique nos pontos E e A. Na Figura 6.5 apresentamos um print da tela do
GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.5: Tela do GeoGebra - triangulo
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Fonte: Elaboragao prépria

6° Passo - Com centro em E e raio E'B, trace um circulo e marque sobre o segmento
AFE, o ponto F. Para isso, clique no sexto icone da barra de ferramentas e depois em
circulo, dados centro e um de seus pontos. Em seguida, clique no ponto E e no ponto B.
Na sequéncia, clique no segundo icone da barra de ferramentas, depois em ponto e clique
no ponto de intersecdo do segmento AE com o circulo de raio E B, criando o ponto F.
Na sequéncia clique nos pontos E e A. Na Figura 6.6 apresentamos um print da tela do
GeoGebra onde executamos estes comandos.



Figura 6.6: Tela do GeoGebra - circulo
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Fonte: Elaboragdo prépria

7° Passo - Com centro em A e raio AF, trace um circulo e marque sobre o segmento
AB, o ponto N. Para isso, clique no sexto icone da barra de ferramentas e depois em
circulo, dados centro e um de seus pontos. Depois disso clique no ponto A e no ponto F.
Na sequéncia, clique no segundo icone da barra de ferramentas, depois em ponto e clique
no ponto de intersecdo do segmento AB com o circulo de raio AF, criando o ponto N.
Na sequéncia clique nos pontos F e A. Na Figura 6.7 apresentamos um print da tela do
GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.7: Tela do GeoGebra - circulo
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Fonte: Elaboragio prépria

O ponto N obtido, é o ponto que divide AB na Razao Aurea ou seja, o ponto N divide

o segmento de reta AB, de modo que

a ¢ ja foi dada na Secao 3.1.

AB AN

AN ~ NB

= ®. A prova de que essa razao é igual



Figura 6.8: Divisao de um segmento em extrema e média razoes
A B

L L] a

Fonte: Elaboragio propria

6.2 Atividade 2: Determinando o valor numérico do
Numero de Ouro

Objetivo: Encontrar o valor numérico do Ntimero de Ouro por meio da equacao
quadratica.

Conteudo desenvolvido: Raizes de equacao quadratica.

Desenvolvimento: Apresentar na lousa ou numa folha impressa as seguintes ques-
toes:

Questao 1) Sabendo que na figura abaixo, o ponto C' divide o segmento AB em extrema
e média razoes, escreva as razoes que determinam a Razao Aurea.

Fonte: Elaboragao propria

Resposta:
AB  AC

AC ~ CB

Questao 2) Sabendo que, na figura abaixo, AC' = z e C'B = 1, substitua os valores
nas razoes da questao 1 e encontre uma equagao que determina o valor de z.

Fonte: Elaboragao propria

Resposta:

x—l—l_
—=

2—r—1=0

x
1

Questao 3) Encontre as Raizes da equacao determinada na Questao 2.



Resposta:

Questao 4) O Namero de Ouro é a raiz positiva da equagdo quadratica da Questao 2
e vamos denota-lo por ®. Qual o valor numérico do Nimero de Ouro?

Resposta:

6.3 Atividade 3: Construcido do Tridngulo Aureo e
da Espiral Aurea

Objetivo: Definir e construir um tridngulo aureo e, a partir dele, a espiral durea.

Contetidos desenvolvidos: Angulos; Arco de circunferéncia; Semelhanca de tri-
angulos; Ponto médio de um segmento e mediatriz; Razao e Proporcao; Razao Aurea;
Espiral Aurea e Retas perpendiculares.

Desenvolvimento da atividade: O professor pode iniciar a aula trazendo exemplos
de situagoes em que vemos o triangulo dureo e a espiral aurea. Por exemplo, no voo dos
falcOes ao atacar suas vitimas e nos sistemas de estrelas agrupadas em um plano comum,
como as da Via Lactea.

Na sequéncia, usando o software GeoGebra, o professor deve seguir os passos abaixo
para construir as figuras. Essa atividade deve durar, aproximadamente, duas aulas.

Construcao do tridngulo dureo

1° Passo - Construa um segmento AB. Este segmento sera o lado menor do tridngulo.
Para isso, na barra de ferramentas clique no terceiro icone, depois clique em segmento.
Em seguida, na janela de visualizacdo, clique em dois pontos A e B que serao os pontos
extremos do seu segmento. Na Figura 6.9 apresentamos um print da tela do GeoGebra
onde executamos estes comandos.



Figura 6.9: Tela do GeoGebra - segmento
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Fonte: Elaboragio propria

2° Passo - Construa um segmento BD perpendicular e congruente a AB. Para isso,
clique no quarto icone da barra de ferramentas e em reta perpendicular. Na sequéncia,
clique no ponto B e no segmento AB. Com isso construimos a reta g perpendicular ao
segmento AB. Na sequéncia clique no terceiro icone da barra de ferramentas, em segmento
e construa o segmento BD congruente ao segmento AB em cima da reta perpendicular
g. Na sequéncia, clique com o botao direito na reta g e clique em exibir objeto para que
a reta g nao fique visivel. Na Figura 6.10 apresentamos um print da tela do GeoGebra
onde executamos estes comandos.

Figura 6.10: Tela do GeoGebra - segmento perpendicular
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Fonte: Elaboragao prépria

3° Passo - Trace a mediatriz do segmento AB, determinando seu ponto médio M. Para
isso, na barra de ferramentas clique no quarto icone e depois em mediatriz. Em seguida,
clique nos dois pontos A e B do segmento. Na sequéncia clique no segundo icone da barra
de ferramentas, depois em ponto e clique no ponto médio do segmento AB. Renomeie o
ponto médio, chamando-o de ponto M. Na Figura 6.11 apresentamos um print da tela
do GeoGebra onde executamos estes comandos.



Figura 6.11: Tela do GeoGebra - mediatriz do segmento
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Fonte: Elaboragdo prépria

4° Passo - Trace um circulo de centro em M e raio M D, de modo a encontrar o
segmento AB no ponto E. Para isso, clique no sexto icone da barra de ferramentas e
depois em circulo dados centro e um de seus pontos. Em seguida, clique no ponto M e
no ponto D. Na sequéncia clique no terceiro icone da barra de ferramentas, depois em
segmento e clique no ponto A e no circulo ¢ de modo que esse novo segmento se sobreponha
ao segmento AB. Na sequéncia renomeie o ponto desse novo segmento que estd sobre o
circulo, chamando-o de E. Na Figura 6.12 apresentamos um print da tela do GeoGebra
onde executamos estes comandos.

Figura 6.12: Tela do GeoGebra - circulo
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Fonte: Elaboracgio prépria

5° Passo - Trace um circulo de centro A e raio AFE, até encontrar a reta mediatriz no
ponto C'. Para isso, clique no sexto icone da barra de ferramentas e depois em circulo
dados centro e um de seus pontos. Em seguida, clique no ponto A e no ponto F. Na
sequéncia, clique no segundo icone da barra de ferramentas, ponto, e clique na intersecao
do circulo d com a mediatriz do segmento AB. Na Figura 6.13 apresentamos um print da
tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.



Figura 6.13: Tela do GeoGebra - circulo
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Fonte: Elaboragdo prépria

6° Passo - Construa o triangulo ABC'. Para isso, na barra de ferramentas clique no
terceiro icone, depois em segmento. Na sequéncia, clique nos pontos A e C' e depois,
nos pontos C' e B. Na Figura 6.14 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde
executamos estes comandos.

Figura 6.14: Tela do GeoGebra - triangulo
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Fonte: Elaboragao prépria

7° Passo - Fazer, juntamente com os alunos, a prova que o tridangulo ABC é um
tridngulo aureo. Veja a prova na Secao 3.2.

Construcao da espiral aurea

Agora, para determinar a espiral aurea devemos construir tridngulos semelhantes ao
tridngulo ABC', dentro do proéprio tridngulo, partindo de um dos vértices com angulo de
72°. Depois de construido o triangulo aureo ABC', vamos seguir os seguintes passos para
determinar a espiral aurea.



1° Passo - Trace a bissetriz do angulo ZABC, cortando o lado AC em F. Para
isso, clique no quarto icone da barra de ferramentas e em bissetriz. Na sequéncia clique,
respectivamente, nos pontos A, B e C do tridngulo. Depois disso, clique no terceiro icone
da barra de ferramentas depois, em segmento, clique nos pontos B e na intersecao da
bissetriz m com o lado AC'. Para finalizar, clique com o botao direito na bissetriz m e
em exibir objeto para que a bissetriz nao fique visivel. Na Figura 6.15 apresentamos um
print da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.15: Tela do GeoGebra - bissetriz do angulo
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Fonte: Elaboragio propria

2° Passo - Trace a bissetriz do angulo ZF AB, cortando o lado FB em (. Para isso,
clique no quarto icone da barra de ferramentas e em bissetriz. Na sequéncia, clique,
respectivamente, nos pontos B, A e F' do tridangulo. Depois disso, clique no terceiro icone
da barra de ferramentas depois, em segmento, clique nos pontos A e na intersecao da
bissetriz p com o lado F'B. Para finalizar, clique com o botao direito na bissetriz p e em
exibir objeto para que a bissetriz nao fique visivel. Na Figura 6.16 apresentamos um print
da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.16: Tela do GeoGebra - bissetriz do angulo
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Fonte: Elaboragio propria



3° Passo - Trace a bissetriz do angulo ZAFG, cortando o lado AG em H. Para
isso, clique no quarto icone da barra de ferramentas e em bissetriz. Na sequéncia clique,
respectivamente, nos pontos A, F' e GG do tridngulo. Depois disso, clique no terceiro icone
da barra de ferramentas depois, em segmento, clique nos pontos F' e na intersecao da
bissetriz r com o lado AG. Para finalizar, clique com o botao direito na bissetriz r e em
exibir objeto para que a bissetriz nao fique visivel. Na Figura 6.17 apresentamos um print
da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.17: Tela do GeoGebra - bissetriz do angulo
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Fonte: Elaboragao prépria

4° Passo - Trace a bissetriz do angulo ZFGH, cortando o lado FFH em [. Para isso,
clique no quarto icone da barra de ferramentas e em bissetriz. Na sequéncia, clique,
respectivamente, nos pontos F', G e H do triangulo. Depois disso, clique no terceiro icone
da barra de ferramentas, depois em segmento e clique nos pontos GG e na intersecao da
bissetriz ¢t com o lado F'H. Para finalizar, clique com o botao direito na bissetriz ¢ e em
exibir objeto para que a bissetriz nao fique visivel. Na Figura 6.18 apresentamos um print
da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.18: Tela do GeoGebra - bissetriz do angulo
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Fonte: Elaboragio propria



5° Passo - Com centro em F' trace o arco C'B. Para isso, clique no sexto icone da barra
de ferramentas e em arco circular. Na sequéncia clique, respectivamente, nos pontos F,
B e C. Na Figura 6.19 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos
estes comandos.

Figura 6.19: Tela do GeoGebra - arco
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Fonte: Elaboragao prépria

6° Passo - Com centro em G trace o arco BA. Para isso, clique no sexto icone da barra
de ferramentas e em arco circular. Na sequéncia, clique, respectivamente, nos pontos G,
A e B. Na Figura 6.20 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos
estes comandos.

Figura 6.20: Tela do GeoGebra - arco
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Fonte: Elaboragio prépria

7° Passo - Com centro em H trace o arco AF. Para isso, clique no sexto icone da barra
de ferramentas e em arco circular. Na sequéncia, clique, respectivamente, nos pontos H,
F e A. Na Figura 6.21 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos
estes comandos.



Figura 6.21: Tela do GeoGebra - arco
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Fonte: Elaboragio propria

8° Passo - Com centro em [ trace o arco F'G. Para isso, clique no sexto icone da barra
de ferramentas e em arco circular. Na sequéncia clique, respectivamente, nos pontos I, G
e F. Na Figura 6.22 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos estes
comandos.

Figura 6.22: Tela do GeoGebra - arco
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Fonte: Elaboragao prépria

6.4 Atividade 4: Construcio do Retdngulo Aureo e
da Espiral Aurea

Objetivo: Definir e construir um retangulo dureo e, a partir dele, obter a espiral
aurea.

Conteudos desenvolvidos: arco de circunferéncia; semelhanca de figuras; quadri-
lateros; ponto médio de um segmento e mediatriz; razao e proporcao; retangulo dureo;
espiral aurea e retas perpendiculares.



Desenvolvimento da atividade: O professor pode iniciar a aula trazendo exemplos
de situagdes em que vemos o retangulo aureo e a espiral aurea. Por exemplo, na arquite-
tura nas obras de Le Corbusier e na arte, nas obras de varios artistas como Salvador Dali.
Na sequéncia, usando o software GeoGebra, o professor deve seguir os passos abaixo para
construir as figuras. Essa atividade deve durar aproximadamente duas aulas.

Construcao do retangulo aureo

1° Passo - Construa o quadrado ABEF'. Para isso, clique no quinto icone da barra
ferramentas e em poligono regular. Na sequéncia, clique nos pontos de coordenadas (1, 5)
e (1,1) e em nimero de vértices digite 4. Em seguida renomeie os vértices do quadrado
colocando A, B, E e F. Na Figura 6.23 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde
executamos estes comandos.

Figura 6.23: Tela do GeoGebra - quadrado
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Fonte: Elaboracgio prépria

2° Passo - Determine o ponto médio M do segmento AF'. Para isso, clique no segundo
icone da barra de ferramentas e depois em ponto médio ou centro. Na sequéncia clique
nos pontos A e F. Na Figura 6.24 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde
executamos estes comandos.



Figura 6.24: Tela do GeoGebra - ponto médio
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Fonte: Elaboragdo prépria

3° Passo - Com o centro em M e raio M E, trace o circulo c. Para isso, clique no sexto
icone da barra de ferramentas e depois em circulo dados centro e um de seus pontos. Em
seguida, clique nos pontos M e E. Na Figura 6.25 apresentamos um print da tela do
GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.25: Tela do GeoGebra - circulo
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Fonte: Elaboragio prépria

4° Passo - Construa o segmento AD sobre o segmento AF, de modo que D esteja
contido no circulo ¢. Para isso, clique no terceiro icone da barra de ferramentas e depois
em segmento. Na sequéncia, clique no ponto A e no circulo ¢ de modo que o novo segmento
fique sobre o segmento AF. Renomeie o ponto do segmento no circulo chamando-o de
D. Na Figura 6.26 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos estes
comandos.



Figura 6.26: Tela do GeoGebra - segmento
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Fonte: Elaboragdo prépria

5° Passo - Pelo ponto D trace a reta k perpendicular ao segmento AD. Para isso,
clique no quarto icone da barra de ferramentas e em reta perpendicular. Em seguida,
clique no ponto D e no segmento AD. Na Figura 6.27 apresentamos um print da tela do
GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.27: Tela do GeoGebra - reta perpendicular
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Fonte: Elaboragdo prépria

6° Passo - Construa o segmento BC' sobre o segmento BE, de modo que C' esteja
contido na reta k. Para isso, clique no terceiro icone da barra de ferramentas e em
segmento. Na sequéncia, clique no ponto B e no ponto ¢ contido na reta k, de modo que
BC fique sobre BE. Na Figura 6.28 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde
executamos estes comandos.



Figura 6.28: Tela do GeoGebra - segmento
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7° Passo - O retangulo ABC'D obtido é o retangulo aureo. Na Figura 6.29 apresenta-

Fonte: Elaboragio propria

mos um print da tela do GeoGebra onde mostramos o retangulo aureo.

Figura 6.29: Tela do GeoGebra - Retangulo Aureo
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Fonte: Elaboragao prépria

Construcao da espiral aurea

Para determinar a espiral d&urea devemos construir retangulos semelhantes ao retangulo
ABCD, dentro do proprio retangulo. Depois de construido o retdngulo aureo ABCD,
vamos seguir os seguintes passos para determinar a espiral aurea.

1° Passo - A partir do retangulo dureo obtido, com o centro em F e raio EC, trace
o circulo d. Para isso, clique no sexto icone da barra de ferramentas e depois em circulo
dados centro e um de seus pontos. Na sequéncia, clique no ponto E e no ponto C. Na
Figura 6.30 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.



Figura 6.30: Tela do GeoGebra - circulo
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Fonte: Elaboragio prépria

2° Passo - Construa o quadrado FGHC' com medida do lado igual ao raio do circulo
d. Para isso, clique no quinto icone da barra de ferramentas e em poligono regular. Na
sequéncia, clique no ponto F, na intersecao do segmento FF' com o circulo d e em niimero
de vértices digite 4. Na Figura 6.31 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde
executamos estes comandos.

Figura 6.31: Tela do GeoGebra - quadrado
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Fonte: Elaboragio prépria

3° Passo - Com o centro em H e raio HD, trace o circulo e. Para isso, clique no sexto
icone da barra de ferramentas e depois em circulo dados centro e um de seus pontos. Na
sequéncia, clique no ponto H e no ponto D. Na Figura 6.32 apresentamos um print da
tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.



Figura 6.32: Tela do GeoGebra - circulo
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Fonte: Elaboragao prépria

4° Passo - Construa o quadrado HIJD com medida do lado igual ao raio do circulo
e. Para isso, clique no quinto icone da barra de ferramentas e em poligono regular.
Na sequéncia, clique no ponto H, na interse¢cao do segmento HG com o circulo e e em
numero de vértices digite 4. Na sequéncia, clique no ponto H e no ponto D. Na Figura
6.33 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.33: Tela do GeoGebra - quadrado
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Fonte: Elaboragio prépria

5° Passo - Com o centro em F' e raio F'J, trace o circulo ¢;. Para isso, clique no sexto
icone da barra de ferramentas e depois em circulo dados centro e um de seus pontos. Na
sequéncia, clique no ponto F' e no ponto J. Na Figura 6.34 apresentamos um print da
tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.



Figura 6.34: Tela do GeoGebra - circulo
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Fonte: Elaboragao prépria

6° Passo - Construa o quadrado N K F'J com medida do lado igual ao raio do circulo
ci1. Para isso, clique no quinto icone da barra de ferramentas e em poligono regular.
Na sequéncia, clique na interse¢do do segmento F'G com o circulo ¢, no ponto F' e em
numero de vértices digite 4. Na sequéncia, clique no ponto F' e no ponto J. Na Figura
6.35 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.35: Tela do GeoGebra - quadrado
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Fonte: Elaboracgio prépria

7° Passo - Com o centro em K e raio KG, trace o circulo d;. Para isso, clique no sexto
icone da barra de ferramentas e depois em circulo dados centro e um de seus pontos. Na
sequéncia, clique no ponto K e no ponto GG. Na Figura 6.36 apresentamos um print da
tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.



Figura 6.36: Tela do GeoGebra - circulo
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Fonte: Elaboragao prépria

8° Passo - Construa o quadrado OGK L com medida do lado igual ao raio do circulo
dy. Para isso, clique no quinto icone da barra de ferramentas e em poligono regular.
Na sequéncia, clique no ponto K, na interse¢do do segmento KN com o circulo d; e em
numero de vértices digite 4. Na sequéncia, clique no ponto K e no ponto G. Na Figura
6.37 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.37: Tela do GeoGebra - quadrado
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Fonte: Elaboragao prépria

9° Passo - Clique como botao direito do mouse em cima dos circulos e depois em exibir
objeto para que os circulos nao fiquem visiveis. Na Figura 6.38 apresentamos um print
da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.



Figura 6.38: Tela do GeoGebra
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Fonte: Elaboragao prépria

10° Passo - Com centro em F trace o arco AE. Para isso, clique no sexto icone da barra
de ferramentas e em arco circular. Na sequéncia, clique, respectivamente, nos pontos F,
E e A. Na Figura 6.39 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos

estes comandos.

Figura 6.39: Tela do GeoGebra - arco
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Fonte: Elaboracgio prépria

11° Passo - Com centro em G trace o arco FH. Para isso, clique no sexto icone da
barra de ferramentas e em arco circular. Na sequéncia clique, respectivamente, nos pontos
G, H e E. Na Figura 6.40 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos
estes comandos.



Figura 6.40: Tela do GeoGebra - arco
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Fonte: Elaboragdo prépria

12° Passo - Com centro em [ trace o arco HJ. Para isso, clique no sexto icone da
barra de ferramentas e em arco circular. Na sequéncia clique, respectivamente, nos pontos
I, J e H. Na Figura 6.41 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos
estes comandos.

Figura 6.41: Tela do GeoGebra - arco
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Fonte: Elaboracgdo prépria

13° Passo - Com centro em N trace o arco JK. Para isso, clique no sexto icone da
barra de ferramentas e em arco circular. Na sequéncia clique, respectivamente, nos pontos
N, K e J. Na Figura 6.42 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos
estes comandos.



Figura 6.42: Tela do GeoGebra - arco
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Fonte: Elaboragao prépria

14° Passo - Com centro em L trace o arco KO. Para isso, clique no sexto icone da
barra de ferramentas e em arco circular. Na sequéncia clique, respectivamente, nos pontos
L, O e K. A curva obtida é uma espiral durea. Na Figura 6.43 apresentamos um print
da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.43: Tela do GeoGebra - Espiral durea no retangulo dureo
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Fonte: Elaboragdo prépria

6.5 Atividade 5: Construcao do Pentagono Regular
e do Pentagrama

Objetivo: Construir o Pentdgono regular e, a partir dele, obter o pentagrama.

Conteudos desenvolvidos: angulos; arco de circunferéncia; construgoes geométri-
cas; ponto médio de um segmento; razao aurea; poligonos regulares; retas perpendiculares.

Desenvolvimento da atividade: Apesar de existir uma forma mais rapida de cons-
truir o pentagono regular no GeoGebra, vamos descrever os passos abaixo pois eles podem



ser usados, tanto no software, quanto na construcao manual com instrumentos geométri-
cos. Esta atividade pode durar, aproximadamente, duas aulas

1° Passo - Construa um circulo de centro O e raio OA. Primeiramente, marque o
ponto B de modo que o segmento OA seja perpendicular ao segmento OB. Para isso
clique, no sexto icone da barra de ferramentas e depois em circulo dados centro e raio.
Na sequéncia, clique no ponto de coordenada (4, 3) para centro do circulo e digite 3 para
raio. Renomeie o centro chamando-o de O. Em seguida clique no terceiro icone da barra
de ferramentas, em segmento, clique no ponto O e no ponto A sobre o circulo ¢ de modo
que OA seja paralelo ao eixo das abscissas. Depois disso, clique no quarto icone da
barra de ferramentas, em reta perpendicular e clique no ponto O e no segmento OA. Na
sequéncia, clique no terceiro icone da barra de ferramentas, em segmento, clique no ponto
O e na intersecao da reta perpendicular g com o circulo ¢. Clique com o botao direito na
reta perpendicular e em exibir objeto para que a reta deixe de aparecer. Na Figura 6.44
apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.44: Tela do GeoGebra - circulo
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Fonte: Elaboragio propria

2° Passo - Determine o ponto médio, C, do segmento OA. Com centro em C' e raio
CB, trace o arco de circunferéncia BE que cortara o prolongamento do segmento OA
em FE. Para isso, clique no segundo icone da barra de ferramentas, em ponto médio e
clique nos pontos O e A. Na sequéncia, clique no terceiro icone da barra de ferramentas,
em segmento, clique no ponto A e no circulo ¢ de modo que o novo segmento fique sobre
o segmento OA. Em seguida, clique no sexto icone da barra de ferramentas, em arco
circular e clique no ponto B e no prolongamento do segmento OA em E. Na Figura 6.45
apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.



Figura 6.45: Tela do GeoGebra - ponto médio
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Fonte: Elaboragio prépria

3° Passo - Com centro em B e raio BFE, trace o circulo e e marque os pontos F
e (G que sdo interse¢oes com o circulo ¢. Para isso, clique no sexto icone da barra de
ferramentas, em circulo dados centro e um de seus pontos e clique nos pontos B e E. Na
sequéncia, clique no segundo icone da barra de ferramentas, em ponto e clique nos pontos
de intersecao dos circulos c e e, criando os pontos F' e G. Na Figura 6.46 apresentamos
um print da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.46: Tela do GeoGebra - circulo

€ GeoGebra Classic — [m] *
R AL ([OO 4 N = e Q=
L] — . —.— f—
) d : ArcoCircular(C, B, E) W 5 / @&
— 3.71
5
e : Circulo(B, E)
@ 4
— (x-4)? 4 (y-6)' =125
F = Intersegdo(c. e, 1) : 3
O
— (114, 3.92) , ~
G = Intersecio(c, e, 2) ; @
o 1
— (6.86. 3.92) Q
+ 10 8 g 10 .,
13

Fonte: Elaboragdo prépria

4° Passo - Com centro em F' e raio F'B trace o circulo k, marcando sobre o circulo
c o ponto H. Com centro em G e raio GB trace o circulo p, marcando sobre o circulo
c o ponto I. Para isso, clique no sexto icone da barra de ferramentas, em circulo dados
centro e um de seus pontos e clique nos pontos F' e B criando o circulo k. Na sequéncia,
clique nos pontos GG e B criando o circulo p. Depois disso, clique no segundo icone da
barra de ferramentas, em ponto e clique nas intersec¢oes dos circulos k£ e p com o circulo
¢, criando os pontos H e I. Na Figura 6.47 apresentamos um print da tela do GeoGebra
onde executamos estes comandos.



Figura 6.47: Tela do GeoGebra - circulos
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Fonte: Elaboragdo prépria

5° Passo - Ligando os pontos B, F', H, I e G obtemos o pentagono regular. Para isso,
clique no terceiro icone da barra de ferramentas, em segmento e clique nos pontos B e F,
FeH, Hel, I eG, Ge B. Depois disso, clique com o botao direito em todos os circulos
e em exibir objeto para que os circulos nao aparecam. Na Figura 6.48 apresentamos um
print da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.

Figura 6.48: Tela do GeoGebra - Pentagono Regular
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Fonte: Elaboragio prépria

6° Passo - Tracando todas as diagonais do pentdgono regular BF HIG obtemos o
pentagrama. Para isso, clique no terceiro icone da barra de ferramentas, em segmento e
clique nos pontos Be H, Be I, Fe G, G e H, I e I para formar as diagonais. Na Figura
6.49 apresentamos um print da tela do GeoGebra onde executamos estes comandos.



Figura 6.49: Tela do GeoGebra - Pentagrama
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Fonte: Elaboragio prépria

O professor pode finalizar a atividade falando das Proporcdes Aureas existentes no
pentagono regular e no pentagrama, as quais abordamos na Secao 3.5

6.6 Atividade 6: A Razdo Aurea na Sequéncia de
Fibonacci

Objetivos: Apresentar a sequéncia de Fibonacci e perceber a relagdo existente entre
a Razao Aurea e esta sequéncia.

Contetdos desenvolvidos: sequéncias numéricas; razao entre dois niimeros e razao
aurea.

Desenvolvimento da atividade: Primeiramente, o professor devera dar a defini¢ao
geral para sequéncia de Fibonacci como sendo uma sequéncia numérica, nao nula, em que
cada termo, a partir do terceiro, é igual a soma dos dois termos anteriores, com o primeiro
e o segundo termos iguais a 1. Ou seja,

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, - -

O professor podera falar da relagdo dos nimeros de Fibonacci com a natureza, por
exemplo, como na filotaxia. Em seguida, o professor divide a sala em grupos e entrega
uma folha impressa para os alunos dos grupos com as questoes abaixo. KEssa atividade
deve durar, aproximadamente, duas aulas.

Questao 1) Na tabela vemos as sequéncias A, B, C, D, E e F com seus dois primeiros
termos. Complete a tabela, obtendo do terceiro ao décimo termo, sabendo que os préoximos
termos de cada uma das sequéncias sao obtidos através da soma dos dois termos anteriores.



Sequéncia Termos
190201 3°14°15°]6°|7°(8 |9 10°
A 1|1
B 313
C 2 |3
D 317
E 5 (10
F 15| 8
Resposta:
Sequéncia Termos
1902003 [ 4°|5°[6°] 7 | 8 | 9° | 10°
A 1111235 |8 | 13|21 | 34| 55
B 3 6 |9 | 15|24 | 39 | 63 | 102 | 165
C 2 (3|5 |8 |13[21| 34 | 55| 89 | 144
D 3| 7 (10|17 |27 |44 | 71 | 115 | 186 | 301
E 5 (10 ] 15{ 25|40 | 65| 105 | 170 | 275 | 445
F 151 8 | 23|31 |54 |8 | 139 | 224 | 363 | 587

Questao 2) Usando as sequéncias da tabela da Questdo 1, complete a tabela abaixo
com os resultados das razoes entre os termos sucessivos das sequéncias, conforme indicado.

Termos

2°/1° [ 3°/2° | 4°/3° | 5°/4° | 6°/5° | 7°/6° | &°/7° | 9°/8° | 10°/9° | —

Razoes

| | O] Q| w| =
|

Resposta:



LOLTO'T €G0Z9'T | TSTIOT | ""6CSE9'T | ""LOWLG'T | "UE6IVL'T | UTSLVE'T GL8'C TEEEG0) A
“QISTOT | FILIOT | FO6T9T | USEGI9T GZ9'T 9'1 "'999'T Gl z q
LZST9'T | ""6ELT19T | ""TIL6T9°T | ""9€9€T9°T | ""C96C9'T | ""€T88S'T L1 )GRTYT | UEEE'T a
L6LT9T | USTSTOT | FPILIOT | UFO6I9T | USESTIT GzZ9‘1 9'1 "'999°T g1 D
TF9LTOT | UV0O619°T | U8ESTOT Gz9‘1 9'T "'999°T G'T ré I d
F9LTOT | UVO6TOT | U8ESTOT GZO'T 9'1 "'999'T G'1 e I N
o6/ 001 08/ 46 oL/ o8 09/ ol 06/ 09 o/ oS ot/ oF oG/ of: oL/l | qoomeny
wOEp@H

Questao 3) Quais conclusodes cada equipe chegou em relagdo aos resultados das razoes
indicadas na tabela da Questao 2?7 Sabemos que a sequéncia A da Questao 1 sdo os termos

da sequéncia de Fibonacci.

Ouro?

Qual o relagdo entre a tabela da Questao 2 e o Numero de



Resposta: A ideia é que, fazendo essa atividade, os alunos cheguem a conclusao de
que as razoes entre os termos sucessivos da sequéncia de Fibonacci ou de qualquer série
somatoria, se aproximam cada vez mais do Ntimero de Ouro a medida que os termos vao
aumentando.



7 Conclusao

Ao longo desse trabalho vimos a beleza do Numero de Ouro, suas relagoes geométricas
e aplicacoes nas diversas areas. Iniciamos o trabalho com o contexto histérico mostrando
como védrios mateméaticos usavam a Razdo Aurea em seus trabalhos desde a relacao dos
pitagéricos com o pentagrama, dos poliedros de Platdo com a Razdo Aurea e de Euclides
com a divisao de um segmento em extrema e média razoes.

Apresentamos, de acordo com a literatura, as contradi¢oes existentes sobre o uso da
Razao Aurea, na construcao do Paternon e nas obras Monalisa ¢ Homem Vitruviano de
Leonardo da Vinci, por exemplo. Além disso, vimos como encontrar o valor numérico do
Numero de Ouro através das razoes obtidas na divisao de um segmento em extrema e
média razoes. Destacamos algumas propriedades das figuras geométricas como triangulo
aureo, retangulo aureo, pentagono regular, pentagrama e espiral aurea. Apresentamos as
relacoes existentes entre a Razdo Aurea e a sequéncia de Fibonacci, uma sequéncia que
surge com o classico problema da procriacao de coelhos.

Fazendo uma busca no banco de dados das dissertacoes do PROFMAT! usando a
palavras-chaves nidmero de ouro e razao durea encontramos 34 (trinta e quatro) titulos que
abordaram esta tematica. Dentre estes, citamos os trabalhos de Alves (2019), Francisco
(2017), Ramos (2013) e Santos (2013) os quais foram consultados para a elaboragao deste
trabalho. De certa forma, no trabalho que desenvolvemos procuramos, além de contribuir
no estudo desta tematica, detalhar a construcao da Razdo Aurea com uso do so ftware livre
GeoGebra mostrando o passo a passo para a utilizacao deste software. Assim, acreditamos
que nosso trabalho, em complemento as demais dissertagoes do ProfMat, pode auxiliar o
professor que tem interesse, mas nunca utilizou o GeoGebra.

Diante da realidade dos alunos nos dias de hoje o professor de Matematica é desafiado
diariamente a mostrar aos seus alunos que é possivel, interessante e necessario aprender
Matematica. Para isso, o professor deve buscar novas maneiras de ensinar e de contribuir
com seus alunos no processo de aprender a aprender. Assim, construimos e apresentamos
neste texto algumas atividades que, além de serem motivadas pela teméatica do Niumero
de Ouro, sugere o uso do software GeoGebra, como recurso didatico para professor e de
aprendizagem para os alunos.

Acreditamos que o uso de softwares pode ser uma estratégia que complemente o papel
do professor, pois utilizadas no ensino aprendizagem da matematica em complemento ao
uso do lapis e papel trazem um retorno visual rapido e, com isso, sobra mais tempo para
o professor explorar os conceitos e propriedades matematicas utilizadas no processo.

Thttps:/ /www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes/. Acesso em Junho/2020.
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