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Resumo

Este trabalho trata das construgdes geométricas e dos niimeros construtiveis, que sao
obtidos utilizando-se apenas régua nao graduada e compasso. Apresentamos a demons-
tracao de diversas propriedades destes niimeros juntamente com a descricao para suas
construgoes. A motivacao para este estudo é devido aos problemas classicos da Grécia
antiga, que sao: a duplicagao do cubo, a quadratura do circulo, a tri-seccao de um angulo
qualquer e a construcao de poligonos regulares.

Palavras-chave: Geometria, Construgoes geométricas, Ntimeros construtiveis.






Abstract

This work deals with geometric constructions and constructible numbers obtained
using only a non-graduated ruler and compass. The motivation for it is due to the
classical problems of ancient Greece which are: the doubling of the cube, the squaring
of the circle, the tri-section of any angle and the construction of regular polygons. It
presents several properties of these numbers and describes their constructions.

Keywords: Geometry, Geometric Constructions, Constructible Numbers.
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Introducao

Este trabalho tem por objetivo principal apresentar as construgoes geométricas por
meio de compasso e régua nao graduada, bem como abordar um pouco da teoria dos niime-
ros construtiveis, apresentar demonstragoes de algumas propriedades e propor atividades
que possam ser realizadas em sala de aula dos mais diversos niveis de ensino.

Apos a escolha do tema deste trabalho, foi efetuada uma busca na base de dissertagoes
do programa de pés-graduacao Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
- PROFMAT [1] com o intuito de verificar o que ja havia sido desenvolvido sobre este
tema.

Constatou-se que havia trabalhos que citavam este tema e, apos a leitura dos traba-
lhos, optou-se por apresentar uma abordagem diferente das demais dissertacoes, tentando
aproximar o leitor das descrigoes, seja das construgoes elementares, seja das demonstra-
¢oOes relativas aos nimeros construtiveis, e nas propostas de atividades para a sala de
aula.

Antes de dissertar a respeito dos ntimeros construtiveis, apresenta-se no Capitulo 1
Geomelria e ensino um pouco sobre como o ensino de geometria é proposto no Ensino
Médio, seja pelos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN), pela atual proposta da Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), pelo curriculo da Secretaria de Educagao do Estado
de Sao Paulo (SEE-SP), e pelos curriculos de alguns dos cursos de Ensino Técnico Inte-
grado ao Ensino Médio (ETIM) do Centro Paula Souza que mantém as Escolas Técnicas
ETEC’s. O Capitulo 2 Geometria euclidiana plana apresenta ao leitor diversos postulados
e defini¢oes para que o mesmo possa estar familiarizado para as demostragoes que serao
descritas em capitulos posteriores.

No Capitulo 3 Construgoes geométricas, estao descritos os processos de construcao
utilizando compasso e régua nao graduada. Também, temos o Capitulo 4 Numeros cons-
trutiveis, cuja teoria vem acompanhada de algumas demonstracoes e dos critérios de
construtibilidade. Por fim, no Apéndice A Atividades propostas, como o préprio nome
diz, estao as atividades para que o leitor possa aplicar os conceitos apresentados neste
trabalho.

Espera-se que este trabalho possa ser utilizado por professores do Ensino Fundamental
e Médio como roteiro e guia para construgoes com régua e compasso, € que também
possa ser utilizado por alunos de graduacao e programas de pds-graduacao que venham
a cursar a disciplina de Geometria onde as construcdes geométricas serdao estudadas.
Também é esperado que este trabalho possa ser utilizado por estudantes de graduacao
e pos-graduacao na disciplina de Algebra a fim de se aprofundar nas demonstracoes de
propriedades e proposicoes dos nimeros construtiveis e apresentar uma aplicabilidade para
as extensoes algébricas dos racionais, como os problemas cléssicos de construtibilidade
propostos pelos gregos.
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1 Geometria e ensino

1.1 Breve historico

A palavra geometria é hoje em dia conhecida por todos que em algum momento
tiveram contato com a matematica, sua origem é relacionada a palavra geometrein que
é na verdade a juncao de duas palavras, geo o mesmo que terra, e metrein que significa
medir. Porém, hoje sabemos que geometria é na verdade uma area da matematica de
grande importancia e que estd muito além de apenas medir terras e segmentos.

As construgoes geométricas por meio de compasso e régua nao graduada ja se apresen-
tam desde o século 5 a.C., conforme podemos verificar em diversas literaturas que tratam
sobre o tema [2]. Estas construgoes tiveram uma grande importancia no desenvolvimento
da matematica grega e nas que dela se ramificaram.

E importante deixar claro que nesta época, a palavra nimero era utilizada apenas
para numeros inteiros e as fragoes eram razoes entre tais niimeros.

Na época de Euclides, aproximadamente século 3 a.C. as grandezas passaram a ser
associadas a segmentos de reta, e deste modo a palavra resolver passou a ser o mesmo que
construir. Com essa nogao, a equacao axr = b nao poderia ser resolvida, pois comparava
uma area (lado esquerdo) com um segmento de reta (lado direito). Porém, era possivel
resolver a equacao ax = bc pois bastava tomar a area do retangulo do lado direito e
torna-la equivalente a area do retangulo do lado esquerdo de base a e altura x.

Os numeros construtiveis possuem sua origem associada a lenda de que em 429 a.C.
atenienses foram consultar o ordaculo de Apolo na ilha de Delos, a fim de que a peste tivesse
um fim, e o oraculo respondeu que era necessario construir outro altar no templo com
o dobro do tamanho do altar ja existente. Construiram entdo um novo altar dobrando
a aresta do antigo, que possuia a forma de um cubo, e assim aumentaram o volume do
cubo em oito e nao dobrando como era preciso, e entao a peste continuou. Para dobrar o
volume do cubo era necessario que a aresta do cubo fosse multiplicada por /2. Com esta
lenda, o problema de “duplicar o cubo” se tornou o “problema de Delos” e que deveria
ser resolvido somente utilizando régua ndao graduada e compasso.

Os gregos propuseram os problemas:

1. Duplicar o cubo, ou seja, construir um cubo com o dobro do volume.

2. Quadrar o circulo, ou seja, construir um quadrado com area igual a de um circulo
dado.

3. Tri-seccionar um angulo, isto é, dividir um angulo dado em trés angulos congruentes.

4. Construir certos poligonos regulares, como por exemplo, o heptagono.
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24 Geometria e ensino

Na época, eles ainda nao tinham os instrumentos matematicos que lhes permitissem
demonstrar que estas construgoes sao na verdade impossiveis utilizando somente régua
e compasso, pois tais solugoes necessitavam da consolidagao dos niimeros complexos por
Gauss (1777-1885), e da criagao da teoria dos grupos por Galois (1811-1832).

1.2 Lei de Diretrizes e Bases - LDB

No Brasil a Lei n°® 9394 de dezembro de 1996 comumente chamada de LDB, disponivel
em [3] estabelece as diretrizes e bases da educagao nacional, e determina que a matemé-
tica é uma das areas do conhecimento obrigatérias no ensino, conforme podemos ver no
Capitulo II, Secao I, Art. 26:

§1° Os curriculos a que se refere o caput devem abranger, obrigatoriamente,
o estudo da lingua portuguesa e da matematica, o conhecimento do mundo
fisico e natural e da realidade social e politica, especialmente do Brasil.

Mais adiante ainda no Capitulo II, é reforcado que a matematica é obrigatéria em
todo o Ensino Médio, e que a Base Nacional Comum Curricular determina seus objetivos,
como podemos ver na Se¢ao IV,

Art. 35-A: A Base Nacional Comum Curricular definird direitos e objetivos
de aprendizagem do ensino médio, conforme diretrizes do Conselho Nacional
de Educagao, nas seguintes areas do conhecimento:

IT - matemaética e suas tecnologias;

§3° O ensino da lingua portuguesa e da matematica sera obrigatorio nos trés
anos do ensino médio, assegurada as comunidades indigenas, também, a utili-
zacao das respectivas linguas maternas.

Deste modo, a LDB estabelece a obrigatoriedade da matemaética durante o Ensino
Fundamental e Médio, porém nao determina os conteuidos, habilidades e competéncias a
serem desenvolvidos, deixando isso para a Base Nacional Comum Curricular.

1.3 Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino
Médio

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) e Pardmetros
Curriculares Nacionais (PCN+) foram propostas curriculares desenvolvidas pelo Ministé-
rio da Educacdo (MEC) e disponiveis em [4] que indicavam os conteidos, competéncias
e habilidades que deveriam ser utilizados nas escolas do Brasil. Hoje tais propostas estao
sendo substituidas pela Base Nacional Comum Curricular.

1.4 Base Nacional Comum Curricular

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) encontra-se em desenvolvimento pelo
MEC, e tem o intuito de ser um documento oficial que norteara a elaboracao dos curriculos
de todas as etapas da educagao no Brasil.

Nos dias atuais a BNCC esta em processo de finalizagdao, sendo possivel consultar a
atual proposta [5]. O objetivo do ensino de matematica consta na pagina 470:
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A area de Matemaética, no Ensino Fundamental, centra-se no desenvolvi-
mento da compreensao de conceitos e procedimentos em seus diferentes cam-
pos, visando a resolucao de situagoes-problema. No Ensino Médio, na area de
Matematica e suas Tecnologias, os estudantes devem utilizar conceitos,
procedimentos e estratégias nao apenas para resolver problemas, mas também
para formula-los, descrever dados, selecionar modelos matematicos e desenvol-
ver o pensamento computacional, por meio da utilizagao de diferentes recursos
da area.

Mais adiante, na pagina 517 temos a descri¢ao dos conhecimentos para o Ensino Fun-
damental:

Na BNCC de Matematica do Ensino Fundamental, as habilidades estao
organizadas segundo unidades de conhecimento da prépria drea (Numeros,
Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica).

O assunto desta dissertacao ¢ descrito na mesma péagina da seguinte maneira:

Em relagao ao pensamento geométrico, eles desenvolvem habilidades para
interpretar e representar a localiza¢ao e o deslocamento de uma figura no plano
cartesiano, identificar transformagoes isométricas e produzir ampliagoes e re-
dugoes de figuras. Além disso, sao solicitados a formular e resolver problemas
em contextos diversos, aplicando os conceitos de congruéncia e semelhanca.

Ja no Ensino Médio na pagina 523 temos 5 competéncias especificas para a matema-
tica, sendo:

1 — Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para in-
terpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam
fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, ou ainda questdes econdmicas
ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a consolidar uma
formacao cientifica geral.

2 — Articular conhecimentos matemdticos ao propor e/ou participar de
agoes para investigar desafios do mundo contemporaneo e tomar decisoes éticas
e socialmente responsaveis, com base na andlise de problemas de urgéncia
social, como os voltados a situacoes de satude, sustentabilidade, das implicacoes
da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, recorrendo a conceitos,
procedimentos e linguagens proprios da Matematica.

3 — Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus
campos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabili-
dade e Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver problemas
em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequa-
¢ao das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

4 — Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros
de representagao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computaci-
onal etc.), na busca de solugdo e comunicagao de resultados de problemas, de
modo a favorecer a construcao e o desenvolvimento do raciocinio matematico.

5 — Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como observa-
¢ao de padroes, experimentacoes e tecnologias digitais, identificando a neces-
sidade, ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na validacao das
referidas conjecturas.
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Dentre tais competéncias, podemos destacar as seguintes habilidades que relacionam

a geometria:

Competéncia 1

Competéncia 2

Competéncia 3

Competéncia 4

Competéncia 5

(EM13MAT105) Utilizar as nogoes de transformagoes isométricas (trans-
lacao, reflexao, rotagdo e composigdes destas) e transformagoes homoté-
ticas para analisar diferentes produgoes humanas como construgoes civis,
obras de arte, entre outras.

(EM13MAT201) Propor agdes comunitarias, como as voltadas aos locais
de moradia dos estudantes dentre outras, envolvendo calculos das medidas
de area, de volume, de capacidade ou de massa, adequados as demandas
da regiao.

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencao da medida
da drea de uma superficie (reconfiguragoes, aproximagao por cortes etc.)
e deduzir expressoes de calculo para aplica-las em situagoes reais, como
o remanejamento e a distribuicao de plantagoes, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT308) Resolver e elaborar problemas em variados contextos,
envolvendo triangulos nos quais se aplicam as relacbes métricas ou as
nocoes de congruéncia e semelhanca.

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo
de areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos
(cilindro e cone) em situagoes reais, como o célculo do gasto de material
para forragoes ou pinturas de objetos cujos formatos sejam composig¢oes
dos sélidos estudados.

(EM13MAT407) Interpretar e construir vistas ortogonais de uma figura
espacial para representar formas tridimensionais por meio de figuras pla-
nas.

(EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamentos do plano, com
ou sem apoio de aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a
respeito dos tipos ou composicao de poligonos que podem ser utilizados,
generalizando padroes observados.

(EM13MAT512) Investigar propriedades de figuras geométricas, questio-
nando suas conjecturas por meio da busca de contraexemplos, para refuta-
las ou reconhecer a necessidade de sua demonstragao para validagao, como
os Teoremas relativos aos quadrilateros e triangulos.

Apo6s a leitura desta nova proposta, verifica-se que o contetido de geometria é obriga-
torio, porém nao é especificado o tema construgao por meio de compasso e régua.

1.5 Curriculo do Estado de Sao Paulo

Atualmente, por meio da Secretaria da Educacao do Estado de Sao Paulo (SEE-SP)
as escolas do Estado de Sao Paulo utilizam o “Curriculo do Estado de Sao Paulo - Mate-
matica e suas tecnologias” [6], que instrui os professores a quais conteidos, habilidades e
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competéncias devem ser estudados de acordo com o ano em que cada aluno se encontra,
desde o Ensino Fundamental até o Ensino Médio.

O curriculo apresenta os contetidos de Numeros e Geometria intercalados entre os
bimestre, de forma que a cada ano que o aluno avanca no estudo é aprofundado um
determinado tema.

O tema construcao geométrica é citado no desenvolvimento do curriculo porém nao é
especificada nos quadros de contetidos e habilidades especificos para cada ano do ensino.

1.5.1 Sistema de Avaliacao de Rendimento Escolar do Estado
de Sao Paulo

O Sistema de Avaliacao de Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo (Saresp) é uma
avaliacao aplicada aos alunos que visa orientar professores e gestores quanto a melhoria
do ensino.

Atualmente os professores e gestores do estado de Sao Paulo possuem disponivel as
“Matrizes de referéncia para a avaliagdo Saresp” [7] que determinam as habilidades que
sdo verificadas em cada etapa do ensino.

Encontra-se também a disposicao para os professores a “Matriz de avaliagdo proces-
sual” [8] que apresenta de uma forma direta os contetdos, habilidades, competéncias, e
as metas para o processo de avaliacdo. Esta matriz fica disponivel na forma impressa nas
escolas e também possui uma versao digital que o professor pode solicitar a sua Diretoria
de Ensino.

Neste documento, nao temos nenhuma mencao quanto a construgao geométrica por
meio de régua e compasso.

1.6 Centro Paula Souza

O Centro Paula Souza (CPS) é uma autarquia do Governo do Estado de Sao Paulo
e é vinculado a Secretaria de Desenvolvimento Econdémico, que administra as Escolas
Técnicas (ETEC) e Faculdades de Tecnologia (FATEC).

Nas escolas ETEC, mantém diversos cursos onde os alunos realizam um curso téc-
nico concomitantemente com o Ensino Médio, chamados de Ensino Técnico Integrado ao
Ensino Médio (ETIM). Nesta modalidade, cada curso apresenta um curriculo diferenci-
ado que é desenvolvido com o intuito de promover as capacidades técnicas que o aluno
necessita para seu curso técnico.

Existem diversos curriculos, todos estdo disponiveis em [9] onde também verifica-se
que nao ¢ citado o tema construcao por meio de régua e compasso.

1.7 Reflexao sobre o ensino de geometria através de
régua e compasso

A Geometria é reconhecida em todos os documentos oficiais, seja a nivel estadual
quanto federal, como uma grande area dentro da Matematica que deve ser desenvolvida
nos diversos niveis de ensino.

O tema “construcao por meio de compasso e régua” nao ¢ citado de forma direta em
nenhum dos documentos oficiais, mesmo sendo de extrema importancia para o processo
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de aprendizagem, pois apresenta de maneira concreta diversos conteudos algébricos, além
de, como visto anteriormente, ter surgido de problemas da antiguidade que podem servir
de inspiragao ou situagoes problema para os estudantes.

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Ptublicas (OBMEP) refor¢a o
quanto o conhecimento de Geometria, em especial a construgdo por meio de régua e
compasso é importante em suas avaliagbes da primeira e segunda fases, tendo até mesmo
apostilas especificas para o tema Geometria e construgdes como “A geometria do corpo
terrestre”, “Uma introducgao as construgoes geométricas” e “Encontros de geometria parte
17 todas disponiveis em [10].

Construgoes geométricas podem ser aplicadas em diversas areas do conhecimento como
por exemplo na realizagao de operagoes com vetores na Fisica, construcao de mapas na
Geografia, e até mesmo contribuir para uma compreensao sobre como os problemas ma-
tematicos impactaram algumas civilizagoes dentro da histéria. Diversas situagdes no
cotidiano da sociedade que vao da construcao civil a projetos das mais diversas areas
como automobilistica, projeto de componentes eletronicos, dimensionamentos de celula-
res e equipamentos tecnologicos como notebooks, todas estas grandes areas e outras se
utilizam da leitura e interpretacao de desenhos geométricos como poderosa ferramenta
para compreensao e desenvolvimento.

Deste modo, as construgoes por meio de régua e compasso deveriam constar nos docu-
mentos oficiais que norteiam o ensino de Matematica, pois possuem grande potencial para
a contextualizacao e a interdisciplinaridade, além de serem grandes motivadores para o
processo de aprendizagem.
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Antes de iniciarmos as construcoes geométricas, precisamos determinar certos concei-
tos que serao a base dos processos desenvolvidos. Para um aprofundamento e demonstra-
¢oes das proposicoes e teoremas que nao serao apresentadas nesta dissertagao, consulte
[11], [12] e [13].

Os conceitos mais basicos da Geometria, a saber, ponto, reta e plano sao na verdade
nogodes primitivas que se supoe que qualquer pessoa compreenda.

No livro Os Elementos, de Euclides, como visto em [14] estes conceitos eram descritos
de maneiras que nao podemos tomar como defini¢oes. Ponto era definido como “aquilo que
nao possui partes”, linha como “o que possui comprimento mas nao largura” e reta, “uma
linha que jaz igualmente com respeito a todos os seus pontos”. Deste modo, assumiremos
que estes conceitos ja sao compreendidos pelo leitor.

Deste momento em diante, todo este trabalho sera realizado em um plano Euclidiano,
sendo que pontos serao representados com letras latinas maitisculas e retas por letras
latinas minusculas.

Observe a Figura 2.1, onde a reta r é um conjunto de pontos. O ponto A pertence
a reta r e entdo escreveremos A € r e o ponto B nao pertence a reta r, e escreveremos

B ¢&r.

L ¥5]

L T

A

Figura 2.1: Reta r e pontos A e B.

2.1 Retas

Tomemos trés Postulados que sdo conhecidos como Postulados de Incidéncia.
Postulado 2.1. Dados dois pontos distintos, existe uma tnica reta que os contém.

Conforme a Figura 2.2, no caso em que a reta contém os pontos A e B, a denotamos

o

A

por j@

Figura 2.2: Reta r que contém os pontos A e B.

29
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Postulado 2.2. Qualquer reta contém no minimo dois pontos distintos.

Definicao 2.3. Um conjunto de pontos do plano é dito colinear se existir uma reta que
contém todos os pontos desse conjunto.

o
—e —e0o —o — T — e e —— S
A B C(C D F

Figura 2.3: (a) Pontos colineares; (b) nao colineares.

Postulado 2.4. Existem pelo menos trés pontos distintos nao colineares.

Definicao 2.5. Retas paralelas sao retas que nao se interseccionam, ou seja, nao existe
ponto comum as retas. Retas concorrentes sao retas distintas que se interseccionam em
um ponto.

Figura 2.4: (a) Retas paralelas; (b) retas concorrentes.

Para os préximos postulados, utilizaremos os niimeros reais, e para referéncia sobre
suas propriedades e definigoes, consulte [15].

Postulado 2.6 (Postulado da Disténcia). A cada par de pontos corresponde um tnico
numero maior ou igual a zero, sendo que este nimero sé é zero se os pontos forem coin-
cidentes.

Definicao 2.7. A distancia entre dois pontos é o nimero obtido pelo Postulado da Dis-
tancia.

Postulado 2.8 (Postulado da Régua). Podemos estabelecer uma correspondéncia entre
os pontos de uma reta e os niimeros reais de modo que:

1. Cada ponto da reta corresponde a exatamente um ntmero real.
2. Cada numero real corresponde a exatamente um ponto da reta.

3. A distancia entre dois pontos é o valor absoluto da diferenga entre os nimeros
correspondentes.
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Na Figura 2.5, observe que foi estabelecido que o real —2 corresponde ao ponto A, o
numero real 0 ao ponto B, o nimero real 2 ao ponto C' e o nimero real d > 0 ao ponto

D.

A B ¢ D .
-2 0 2 d

Figura 2.5: Correspondéncia entre pontos de uma reta e os nimeros reais.

Definicao 2.9. A coordenada de um ponto em um sistema de coordenadas fixado é o
numero correspondente a este ponto, obtido pelo Postulado da Régua.

Postulado 2.10 (Postulado da Colocagao da Régua). Dados dois pontos P e ) de uma
reta, pode ser escolhido um sistema de coordenadas de modo que a coordenada de P seja
zero e a coordenada de () seja positiva.

Figura 2.6: Postulado da Colocagao da Régua.

Defini¢ao 2.11. Um ponto A divide uma reta em duas semirretas com origem em A.
Escolhendo dois pontos B e C' de maneira que o ponto A fique entre B e C, podemos
determinar a semirreta de origem em A e que contém o ponto B, que sera representada

[% 1@, e a semirreta de origem no ponto A que contém o ponto C, representada por
A

AB =1

¢ A B
A B AB
c A B

Figura 2.7: Semirretas de origem no ponto A.

Definicao 2.12. Dois pontos A, B determinam um segmento de reta, que é o conjunto
dos pontos A, B e dos pontos X que estao entre A e B. O segmento é representado por
AB e seus extremos sao A e B.

o— 0

A B

Figura 2.8: Segmento de reta AB.

Definicao 2.13. A medida ou comprimento de um segmento AB ¢ a distancia entre seus
extremos, denotada por AB. Utilizando um sistema de coordenadas no qual A e B tém
coordenadas a e b, respectivamente, tem-se

AB = |a —b|.
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Se dois segmentos possuem a mesma medida, dizemos que sao segmentos congruentes.

Definicao 2.14. Ponto médio de um segmento AB é o ponto M que esta entre A e B,
satisfazendo AM = M B.

o ———— 0

A M B

Figura 2.9: Ponto médio do seguimento AB.

Definicao 2.15. Conjunto convexo ¢ formado por figuras onde para todo par de pontos
distintos P e () desse conjunto, o segmento P() estd inteiramente contido nele.

(b)

Figura 2.10: (a) Figuras convexas; (b) figuras ndo convexas.

Postulado 2.16 (Postulado da Separacao do Plano). Dada uma reta, os pontos que nao
pertencem a ela formam dois conjuntos disjuntos tais que:

1. cada um dos conjuntos é convexo;

2. se P pertence a um dos conjuntos e () ao outro, entdao o segmento P() intersecciona
a reta.

Definicao 2.17. Dada uma reta r, os conjuntos determinados pelo Postulado 2.16 sao
chamados de semiplanos, e r» é chamada de origem de cada um deles. Dizemos que r
separa o plano em dois semiplanos.

2.2  Angulos

Definicao 2.18. Dadas duas semirretas 1@ e 1@ distintas, nao opostas, de mesma
origem A, o dngulo determinado por elas é a uniao destas duas semirretas, denotado por

BAC ou CAB. Também, cada semirreta é chamada de lado do angulo.

B

A C

Figura 2.11: Angulo BAC.
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Postulado 2.19 (Postulado da Medida de Angulos). A cada angulo BAC corresponde
um unico nimero real entre 0 e 180.

—_—
O namero do postulado acima é chamado medida do angulo, denotado por mBAC
cuja unidade é grau, e assim, angulos que possuem a mesma medida sao chamados
congruentes.
. A ==
Para este trabalho, todas as vezes que nos referirmos ao angulo BAC, o contexto
—_—
deixara claro se faz referéncia ao angulo ou a medida do angulo mBAC, uma vez que
tal distincao nao comprometera o entendimento pelo leitor. Para medidas de angulo que
correspondem a 90° serd utilizado um quadrado junto ao angulo.

B
90°

O A

Figura 2.12: Angulo reto.

Transferidor é o instrumento mais comum utilizado para realizar medicao de angulos.
A Figura 2.13 apresenta um modelo deste instrumento.

Z LT DATTT

Figura 2.13: Transferidor.

Definicao 2.20. Um angulo a = BAC seré classificado de acordo com sua medida, do
seguinte modo:

1. Agudo, se 0° < a0 < 90°.
2. Reto, se a = 90°.
3. Obtuso, se 90° < a < 180°.

Postulado 2.21 (Postulado da Construcdo de Angulo). Seja 1@ uma semirreta con-
tida na reta de origem de um semiplano 7. Para cada ntimero « entre 0 e 180 existe

exatamente uma semirreta AP com P em J7, tal que PAB = a.
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A B

Figura 2.14: Construcao do angulo PAB no semiplano 2.

Postulado 2.22 (Adicao de dngulos). Se D é um ponto interior ao dngulo BAC entio
BAC = BAD + DAC.

Figura 2.15: Adigao de dois dngulos.

Angulos adjacentes: sao angulos onde seus vértices coincidem e possuem um dos lados
em comum.

Angulos complementares: sio angulos cuja soma de suas medidas é igual a 90°, e
neste caso um angulo é chamado de complemento do outro.

Angulos suplementares: sio angulos cuja soma de suas medidas é 180°, e cada angulo
¢ chamado de suplemento do outro.

Teorema 2.23. Dois angulos opostos pelo vértice sao congruentes.

Figura 2.16: Angulos « e /3 opostos pelo vértice.

Definicao 2.24. Bissetriz de um angulo ¢ a semirreta interna ao angulo, com origem no
vértice do angulo e que o divide em dois angulos de mesma medida.
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Figura 2.17: Bissetriz do angulo AOB.

Proposigao 2.25. A bissetriz de um angulo € o conjunto de todos os pontos que equidis-
tam de seus lados.

2.3 Poligonos

Definicao 2.26. Um poligono é uma uniao de segmentos A;As, ..., A, 1A,, A,A; com
n > 3, satisfazendo:

1. Nenhum par de segmentos se intersecciona a nao ser (possivelmente) nas suas ex-
tremidades.

2. Nenhum par de segmentos com extremidade comum estd na mesma reta.
Escreveremos simplesmente poligono A1 A, ... A, e definimos:

Vértices do poligono sao os pontos A, ..., A,.

Lados do poligono sao os segmentos Ay As, ..., A, 1A4,, A, AL
Perimetro do poligono ¢ a soma dos comprimentos dos seus lados.

Definicao 2.27. Um poligono convexo esté contido em um dos semiplanos determinados
pelas retas que contém os seus lados.

Figura 2.18: (a) Convexo; (b) nao convexo.

Definicao 2.28. Os angulos de um poligono convexo A;A,... A, sao Aimi+17 7 =

—

2,...,n — 1 juntamente com os angulos A, _1A,A; e An/Al\AQ. Ja os angulos externos sao
formados por um lado do poligono e pelo prolongamento do lado adjacente.
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A B

Figura 2.19: a é um angulo interno do poligono, 8 ¢ um angulo externo.

Definicao 2.29. Poligono regular é um poligono convexo onde quaisquer dois de seus
lados sao congruentes.

2.4 Congruéncia de triangulos

Definicao 2.30. Figuras planas congruente sao figuras que podem ser sobrepostas, ou
seja, que coincidem por meio de movimentos rigidos no plano, isto é, sem que seja neces-
sario modificar sua forma ou qualquer medida.

L

Figura 2.20: Figuras congruentes.

Definicao 2.31. Tridngulo é um poligono de trés lados, denotado por AABC, sendo
seus vértices os pontos A, B e C, seus lados os segmentos AB, BC' e C'A, e seus angulos

internos /@, @ e C@

A B
Figura 2.21: Triangulo AABC.

Podemos classificar os tridngulos de duas maneiras:

1. Quanto aos lados:

(a) Tridngulo equilatero, quando possuir os trés lados congruentes.

(b) Tridngulo isésceles, quando possuir dois de seus lados congruentes e o ter-
ceiro lado serd chamado de base do triangulo.
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(¢) Tridngulo escaleno, quando ndo possuir um par de lados congruentes.
2. Quanto aos angulos:

(a) Tridngulo acutangulo, quando seus trés angulos forem agudos.

(b) Tridngulo retangulo, quando possui um angulo reto. O lado oposto a este
angulo é chamado hipotenusa e os demais lados, catetos.

(¢) Tridngulo obtusangulo, quando possui um angulo obtuso.

(d) Tridngulo equidngulo, quando possui os trés angulos congruentes.

Definicao 2.32. Tridngulos congruentes sao triangulos para os quais é possivel definir
uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que os pares de angulos (resp.
lados) correspondentes sejam congruentes.

Note que na Figura 2.22 temos a correspondéncia A <> D, B <> F' e C <> FE entre
os vértices dos triangulos AABC e ADEF, de modo que BAC = ﬁ, CBA = @,
ACB = ﬁE\F, AB = DF, BC = EF e CA = ED. Portanto, os tridngulos sao congru-
entes e sao denotados por AABC = ADEF.

B C D

Figura 2.22: Triangulos congruentes.

Postulado 2.33 (Caso lado-angulo-lado, L.A.L.). Dados dois tridangulos AABC e
ADEF,se AB = DE, ABC = DEF e BC = EF entao AABC = ADEF.

B a C E a F

Figura 2.23: Caso L.A.L. de congruéncia.

Teorema 2.34 (Teorema do Tridngulo Isésceles). Em um triangulo isdsceles, os angulos
da base sao congruentes.



38 Geometria euclidiana plana

A

B C

Figura 2.24: Triangulo isosceles.

Demonstracao. Para provarmos que ABC = ACB faremos a correspondéncia do triangulo

AABC com ele mesmo por A <+ A, B+ C e (C < B. Como AB = AC, AC = AB

e o angulo BAC = C@, temos pelo caso L.A.L. de congruéncia de tridngulos que
ANABC = AACB, e deste modo temos que ABC = ACB. O]

Postulado 2.35 (Caso angulo- lado angulo A.L.A.). Dados os tridngulos ABC e DEF,
se BAC = EDF AB=DE ¢ ABC = DEF entao os tridngulos sao congruentes.

B C E F

Figura 2.25: Caso A.L.A. de congruéncia.

Postulado 2.36 (Caso lado-lado-lado, L.L.L.). Se dois tridangulos tém os trés lados cor-
respondentes congruentes, entao sao triangulos congruentes.

B a C E a F

Figura 2.26: Caso L.L.L. de congruéncia.

Definicao 2.37. Mediatriz de um segmento ¢ a reta perpendicular ao segmento que
contém o ponto médio deste segmento.
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Figura 2.27: Mediatriz r do segmento AB.

Teorema 2.38. A mediatriz de um segmento é o conjunto de todos os pontos que equi-
distam das extremidades do segmento.

Definicao 2.39. Mediana de um triangulo é um segmento cujas extremidades sao um
vértice do triangulo e o ponto médio do lado oposto a esse vértice.

A

B moopm C
Figura 2.28: Mediana de um triangulo.

Teorema 2.40 (Teorema do dngulo externo.). A medida de um angulo externo € igual a
soma das medidas dos outros dois angulos internos ndo adjacentes a ele.

Demonstragcao. Na Figura 2.29 temos que
a+ B+ =180°
Do fato que = 4+ v = 180°, podemos escrever
r+y=a+L+7.

Somando —v em ambos os lados da equagdo acima, temos

r=a+p. m
A
o
5 Y x
B C

Figura 2.29: Angulo externo.
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Definigao 2.41. Em um tridngulo AABC, a altura relativa ao lado BC' (ou ao vértice
A) é o segmento que une o vértice A ao pé da perpendicular baixada de A a reta

Na Figura 2.30 o segmento AH é a altura do tridangulo AABC relativa ao lado BC.

Figura 2.30: Altura de um triangulo.

Postulado 2.42 (Caso lado- angulo angulo, L AA. ) Sejam AABC e ADEF dois tridn-
gulos tais que AB = DE, ABC = DEF ¢ BCA = EFD. Entio AABC = ADEF.

A D

C B F E

Figura 2.31: Caso L.A.A. de congruéncia.

2.5 Paralelas

Postulado 2.43 (Postulado das Paralelas). Por um ponto nao pertencente a reta r pode-
se tracar uma unica reta paralela a reta r.

Na Figura 2.32, ¢ dada a reta r e o ponto P nao pertencente a reta. Temos que a reta
s € a Unica reta paralela a reta r que contém o ponto P.

] S
P

r

Figura 2.32: Reta s paralela a reta r contendo o ponto P.

Definicao 2.44. Seja r uma transversal as retas s e ¢, interseccionando-as nos pontos P e
Q, respectivamente. Seja A um ponto de s e B um ponto de t, tais que A e B estejam em
lados opostos de r. Os angulos 1@ e EQ\P sao chamados angulos alternos internos
formados por s,t e a transversal 7.



Semelhanca de triangulos 41

P A

Figura 2.33: Angulos alternos internos.

Teorema 2.45. Se duas retas cortadas por uma transversal formam dois angulos alternos
internos congruentes, entao as retas sao paralelas.

Teorema 2.46 (Teorema fundamental da proporcionalidade). Se uma reta paralela a um
dos lados de um triangulo corta os outros dois lados em pontos distintos, entao ela os
divide na mesma razao.

Considerando um triangulo AABC como o da Figura 2.34, temos que

AB _AC
AD  AE’
A

""" A
S

D E
---- t

B C

Figura 2.34: Teorema fundamental da proporcionalidade.

Teorema 2.47 (Teorema de Tales). Se duas retas sio transversais a um conjunto de trés
ou mais retas paralelas, entao a razdo entre os comprimentos de dois segmentos quais-
quer determinados sobre uma delas € igual a razdao entre os comprimentos dos segmentos
correspondentes determinados sobre a outra.

Da Figura 2.34 temos entao, pelo Teorema 2.47, que

AD AE

DB EC

2.6 Semelhanca de tridngulos

Definicao 2.48. Seja S uma correspondéncia biunivoca entre os vértices de dois tri-
angulos. Se os angulos correspondentes sdo congruentes e os lados correspondentes sao
proporcionais, entao a correspondéncia S é uma semelhanca e dizemos que tais triangulos

sao semelhantes. A semelhanca entre os tridngulos AABC e ADEF serd denotada por
ANABC ~ ADEF.
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Teorema 2.49 (Teorema de semelhanga dngulo-angulo-dngulo, A.A.A.). Dados dois tri-

angulos NABC e ADEF, se BAC = E/D\F, ABC = DEF ¢ BCA = ﬁT\D, entao
ANABC ~ ADEF.

C E F
Figura 2.35: Caso A.A.A. de semelhanca.

Teorema 2.50 (Teorema da semelhanca lado-angulo-lado, L.A.L.). Dados dois triangulos

— —— AB AC .
ANAABC e ADEF, se BAC = EDF e DE =~ DF’ entdo NABC ~ ADEF.
F
A
b
c b
B C D ¢ E

Figura 2.36: Caso L.A.L de semelhanga.

Teorema 2.51 (Teorema de semelhanga lado-lado-lado, L.L.L.). Se dois triangulos
AABC e ADEF sao tais que seus lados satisfazem a relacao

AB AC BC

DE DF EF "’
entao NABC ~ ADEF.

2¢ 2b

B 2a ¢ D ¢ E

Figura 2.37: Caso L.L.L. de semelhanga.



O Teorema de Pitagoras 43

2.7 O Teorema de Pitagoras

Teorema 2.52 (Teorema de Pitdgoras). Em um triangulo retingulo qualquer, o qua-
drado do comprimento da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos
catetos, ou seja,

a® =b*+

B
a
c
A b C

Figura 2.38: Triangulo retangulo.

Além da famosa relacio a? = b? + ¢ do teorema acima, em todo tridngulo retangulo
sao também validas as seguintes relagoes:

b = an, & =am, h? = mn,
ah = be, bh = cn, ch = bm.
A

b
a
Figura 2.39: Relagbes métricas no triangulo retangulo.

2.8 Circunferéncias

Definicao 2.53. Dado um ponto O e um ntmero real » > 0, chamamos de circunferéncia
de centro O e raio r o conjunto de todos os pontos P do plano tais que OP = r.

Figura 2.40: Circunferéncia de centro O e raio r.
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Corda de uma circunferéncia é qualquer segmento cujas extremidades sejam pon-
tos pertencentes a circunferéncia. Didmetro é qualquer corda que contém o centro da
circunferéncia.

A Figura 2.41 abaixo mostra duas cordas de uma circunferéncia de raio r e centro O.

A

/

B

D
Figura 2.41: Corda AB e didmetro CD.
Definicao 2.54. Uma tangente a uma circunferéncia é uma reta que a intersecciona

em apenas um ponto, chamado ponto de tangéncia. Assim, dizemos que a reta e a
circunferéncia sao tangentes.

Proposigao 2.55. Seja € um circulo de centro O e P um ponto de €. Set é a reta que
passa por P e € perpendicular a , entdo t ¢ tangente a €.

Figura 2.42: Reta tangente.

2.9 Arcos de circunferéncia

Definicao 2.56. Um angulo central de uma circunferéncia é um angulo cujo vértice é o
centro da circunferéncia.

Figura 2.43: Angulo central de circunferéncia.
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Definigao 2.57. Sejam A e B pontos distintos de uma circunferéncia de centro O. Se
AB nao for um didmetro, o conjunto de pontos formado por A e B e pelos pontos da

—_—
circunferéncia que estao no interior do angulo AOB ¢é chamado de arco menor determi-
nado por A, B, e o conjuntos dos pontos A e B e dos pontos da circunferéncia que sao

—_—
exteriores ao angulo central AOB é chamado de arco maior.

Proposicao 2.58. Se AB e AC sdo cordas distintas de uma circunferéncia de centro O,
entao a medida do angulo BAC ¢ igual a metade da medida do angulo central BOC.

Figura 2.44: Angulos inscrito e central.

Teorema 2.59. Sejam € uma circunferéncia, P um ponto exterior a € e r uma reta
que contém P e secante a € nos pontos A e B. Seja t uma tangente a € em T contendo
o ponto P. Entao

PT? = PA - PB.

Pe

Figura 2.45: Poténcia de ponto com circunferéncia.






3 Construcoes geométricas

Este capitulo tem o intuito de ser utilizado como um guia para as construgoes elemen-
tares utilizando régua e compasso, e familiarizar o leitor com as descrigoes.

Uma vez que uma construcao seja apresentada neste capitulo, a mesma serd apenas
citada quando necessario em construgoes posteriores.

Os dois instrumentos necesséarios para efetuar as construgoes serdao a régua sem escala
que sera utilizada somente para tracar retas e o compasso que sera utilizado unicamente
para tracar circunferéncias de centro e raio dados, e transportar medidas.

[ /
¥ )
() (b)

Figura 3.1: Instrumentos bésicos, (a) compasso e (b) régua sem escala.

Note que transportar um segmento com o uso de um compasso, consiste em construir
uma circunferéncia com raio de mesma medida do segmento.

Deste ponto em diante serdo descritas diversas construgoes geométricas que visam
desenvolver no leitor a habilidade no manuseio de régua e compasso. Observe que a
construcao geométrica nao constitui uma prova de uma propriedade geométrica, pois a
construgao envolve escolhas particulares e é passivel de erros de precisao.

3.1 Construcoes elementares

Construgoes elementares sao a base no desenvolvimento de construgdes mais elabora-
das. Apresentamos aqui a descri¢ao e justificativas de cada uma dessas construgoes.

3.1.1 Segmento congruente

Dados um segmento PQ, uma reta r e um ponto A € r (ver Figura 3.2), construir um
segmento AB congruente a P(@) contido em r.

47
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L T

A

Figura 3.2: Segmento PQ) que serd construido sobre a reta r.

Descricao:

fg 1. Coloque a ponta seca do compasso sobre um dos extremos do segmento P(Q), por
exemplo no ponto P e abra o compasso de modo que a ponta com o grafite fique
sobre o ponto () e aperte o compasso caso o mesmo possua esta funcao, de modo a
travar a abertura com a medida do segmento PQ.

ﬁQ. Sem modificar a abertura do compasso, coloque a ponta seca sobre o ponto A € r
e construa a circunferéncia % .

f‘ 3. Marque os pontos de intersec¢gao da circunferéncia ¥ com a reta r sendo C' e D.

fi4. Escolha um dos pontos C' ou D para ser a extremidade B do segmento desejado.

Justificativa. Note na Figura 3.3 que, como por construcao a abertura do compasso
possui o comprimento PQ), temos que ambos os segmentos AC' e AD sdo congruentes,
sendo assim podemos escolher qualquer um deles como solucao.

Figura 3.3: Segmentos AC e AD sobre a reta r congruentes a PQ.

3.1.2 Angulo congruente

Fornecido um angulo v como na Figura 3.4, construi-lo de forma que um de seus lados
esteja contido na reta r com vértice no ponto O € r.
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L 4 r

@)

Figura 3.4: Angulo « a ser transportado para a reta r.

Descricao:

A1.

A 2.
A3.

A
A5.

6.

A7,

A8,

Abra o compasso com uma abertura qualquer que seja menor que os lados do angulo
a. Coloque a ponta seca do compasso sobre o vértice do angulo «, no caso o ponto A
e construa a circunferéncia %, de modo que a mesma intersecte os lados do angulo a.

Marque os pontos de interseccao da circunferéncia %, com os lados do angulo, sendo

CelD.

Com a mesma abertura do compasso, construa a circunferéncia %5 sobre a reta r
sendo o ponto O o seu centro.

Marque os pontos E e F sendo a interseccao da circunferéncia % com a reta r.

Coloque a ponta seca do compasso sobre o ponto C' e a ponta com o grafite sobre o
ponto D obtendo assim a abertura de comprimento C'D.

Escolha um dos pontos E ou F' de acordo com o que preferir, no caso F, centre o
compasso no ponto escolhido e construa a circunferéncia %3 de raio C'D.

Marque o ponto G interseccao das circunferéncias %5 e %3 do lado onde preferir
construir o angulo congruente a .

Trace a reta s que contém o segmento OG obtendo assim o angulo GOF congruente
a .

O resultado é apresentado na Figura 3.5.

1
T [ r
Ex O F
\ ’ 1
(g\\ \ ’ ’
\ . ’
2~ - ,

~ -,
~ -
~ -

Figura 3.5: Angulo CTO\F sobre r congruente a «.
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Justificativa. Observe os triangulos ACAD e AGOF. Temos por construgdo que os
segmentos AC e AD sdo congruentes pois sdo os raios da mesma circunferéncia.

Como a circunferéncia %, foi construida com o mesmo raio da circunferéncia %7, os
segmentos OG e OF sao congruentes entre si, logo AC = AD = OG = OF.

Como a circunferéncia %3 foi construida através do segmento DC temos que DC
FG. Temos entdo a congruéncia de tridngulos ACAB = AGOF pelo caso LLL:

CA=7Go, D G,

OF, Do

3.1.3 Mediatriz

Construir a mediatriz de um segmento AB.

[ EE—

A B

Figura 3.6: Segmento AB para ser encontrada a mediatriz.

Descrigao:

ﬁ 1. Coloque a ponta seca do compasso no ponto A e abra até que a ponta com grafite
esteja sobre o ponto B.

;2. Construa a circunferéncia 6 centrado em A e com abertura de comprimento AB.

fg 3. Mantendo a mesma abertura, centre o compasso no ponto B e trace a circunferén-
cia 65.

fi4. Marque os pontos C' e D como interseccao das circunferéncias € e 6.
f‘ 5. Trace a reta r que contém os pontos C e D, esta é a mediatriz do segmento AB.

f‘ 6. Marque a interseccao da reta r com o segmento AB como ponto M, este é o ponto
médio do segmento.

/”— “‘\ /’—_ ‘~~\
.7 » e
(4 4 ~ ~
4 s ~ ~
’ ’ N AN
’ v N N
’ 4 Ay \
’ ’ \ \
’ ’ \ \
’ ’ \ \
I / \ \
1 1 \ \
1 1 \ \
1 1 \ \
1 1 \ \
! +—JD—0
\ |
' A M B !
\ \ !
\ \ 1 1
\ \ 1 1
\ \ 1 ]
\ \ ’ ’
\ \ ’ ’
2 ) /’ "G
N .
1 N N . v 2
~ ~ 4 7
N N ,’ /’
~ ~
7 4
S » -
~ ” ~ ”
\s~ - ‘~_ -

Figura 3.7: Mediatriz r do segmento AB e seu ponto médio M.
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Justificativa. Vamos utilizar o fato de que a mediatriz de um segmento AB é o lugar
geométrico dos pontos que equidistam de A e B, na Figura 3.7 a reta r. Uma reta
equidistante a pontos A e B é uma reta em que para todo ponto P pertencente a reta r
temos d(P, A) = d(P, B).

Como por construcao AC = AD = BC = BD, pois sao raios das circunferéncias %)
e 6, temos o losango ACBD e assim suas diagonais se intersectam nos pontos médios e
sao perpendiculares.

3.1.4 Perpendicular
Por um ponto nao pertencente a reta

Tracar a perpendicular a uma reta r e contendo um ponto P nao pertencente a reta r.

P

r

Figura 3.8: Reta r e ponto P nao pertencente a reta r.

Descricao:

i 1. Coloque a ponta seca do compasso sobre o ponto P e com uma abertura maior que
a distancia até a reta r, trace uma circunferéncia %.

ﬁ 2. Marque os pontos A e B, intersec¢ao da circunferéncia 4] com a reta r.
7 3. Construa a reta s, mediatriz do segmento AB.

ﬁll. Marque o ponto M, interseccao das retas r e s.

A reta s é a perpendicular a reta r que contém o ponto P. Note que o ponto M,
interseccao das retas r e s € o ponto médio do segmento AB.

Figura 3.9: Reta s contendo o ponto P e perpendicular a reta r.
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Justificativa. Por construcao, o ponto P pertence a mediatriz do segmento AB, deste
modo, a reta s construida ¢é perpendicular a reta r.
Por um ponto pertencente a reta

Por um ponto P € r, tracar a reta s, perpendicular a reta r e contendo P.

P

L T

Figura 3.10: Reta r com ponto P € r.

Descrigao:

i 1. Coloque o compasso com a ponta seca no ponto P e com uma abertura qualquer
construa a circunferéncia %;.

f‘ 2. Marque os pontos A e B que sdo as intersec¢oes da circunferéncia %) com a reta r.

3. Construa a mediatriz s do segmento AB, sendo esta a reta desejada.

’r————~~\\
i ~
’ ~
’ N
‘ .
4 \
/ \
! \
! \
e P
A ' B
\ 1
\ ’
\ ’
G '
1 » 4
Ay 4
~ 4
~ -
~ -
~o _ -

Figura 3.11: Reta s contendo o ponto P e perpendicular a reta r.

Justificativa. Novamente, utilizaremos o fato de que a mediatriz é a reta que equidista
dos pontos A e B, sendo portanto a perpendicular.

3.1.5 Bissetriz de um angulo

Dado um angulo «, construir a sua bissetriz.

@)

Figura 3.12: Angulo o
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Descrigao:

ﬁ 1. Coloque o compasso sobre o vértice O do angulo «, com uma abertura qualquer,
trace a circunferéncia 4.

1 2. Marque os pontos A e B, interseccéo da circunferéncia ¢ com os lados do angulo a.

;3. Construa a circunferéncia 65 de centro no ponto A, e a circunferéncia %3 de centro
no ponto B, ambas com a mesma medida de raio.

ﬁll. Marque um dos pontos de interseccao das circunferéncias %5 e 3 como ponto C.

A 5. Trace a reta r que contém os pontos O e C.

A reta r, conforme a Figura 3.13, divide o d&ngulo o em dois angulos iguais, ou seja, é

a bissetriz de «.

Figura 3.13: Bissetriz do angulo a.

Justificativa. Observe que, por construcao, o segmento OA é congruente ao segmento
OB, sendo raios da circunferéncia %,. Note também que, por construcdo, os segmentos
AC e BC também sdo congruentes, pois sdo os raios da circunferéncia %5 e %3. Temos
entao a congruéncia de triangulos AOAC = AOBC pelo caso LLL:

A=0B38, AC = BC, CO = CO.

Assim AOC' = BOC = «/2 e portanto a reta r é a bissetriz do angulo .
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3.1.6 Retas paralelas

Construir uma reta paralela a reta r contendo o ponto P nao pertencente a reta r.

P
°

r

Figura 3.14: Reta r e ponto P para construcao da reta paralela.

Descrigao:

ﬁ 1. Marque um ponto A sobre a reta r.

f12. Trace a circunferéncia %, de centro no ponto A e que contém o ponto P.
1 3. Marque o ponto B, interseccdo da circunferéncia €; com a reta r.

fi4. Com a mesma abertura no compasso, coloque a ponta seca sobre o ponto B e trace
a circunferéncia %5.

ﬁ 5. Mantendo a abertura no compasso, construa a circunferéncia %3 de centro P.
71 6. Marque a intersecgéo dos circulos 65 e 3 como ponto D, que é distinto de A.

ﬁ 7. Trace a reta s que contém os pontos P e D, sendo essa a reta procurada.
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Figura 3.15: Reta s paralela a reta r.

Justificativa. Observe que por construcao os segmentos AB, BD, DP e PA sao con-
gruentes. Temos os tridngulos equilateros AABP e ABPD congruentes. Portanto os
angulos ABP ¢ DPB sio congruentes e alternos internos com relacao a transversal ﬁ
Logo r e s sao paralelas.
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3.2 Construcoes intermediarias

Apresentamos nesta secao as construgdes por meio de régua e compasso que sao mais
elaboradas, pois dependem das construcoes elementares apresentadas anteriormente.

3.2.1 Circunferéncia circunscrita a um tridngulo

Dados trés pontos nao colineares A, B e C, tragar a circunferéncia que contenha os
trés pontos.

E preciso determinar o centro da circunferéncia procurada, sendo este ponto o encontro
das mediatrizes dos lados do tridngulo AABC'. Este ponto é chamado circuncentro.

C

A’ B

Figura 3.16: Trés pontos dados para tracar a circunferéncia que os contém.

Descricao:
A 1. Trace os segmentos AB, BC' e C'A.

2. Trace a reta r mediatriz do segmento AB.
3. Trace a reta s mediatriz do segmento BC.
ﬁ4. Trace a reta t mediatriz do segmento C'A.
f‘ 5. Marque o ponto D, intersec¢ao das trés mediatrizes, sendo este o circuncentro.

ﬁ 6. Trace a circunferéncia € de centro no ponto D e que contém um dos trés pontos.

Note que a circunferéncia contera os trés pontos. Por construgao, duas retas ja seriam
suficientes para determinar o circuncentro.

Figura 3.17: Circuncentro.
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Justificativa. Note que r, s e t sdo as mediatrizes dos lados AB, BC' e C'A, respectiva-
mente. Observe que r e s nao sao paralelas, pois do contréario, A, B e C' seriam colineares.
Sendo assim, r e s se interseccionam.

Como temos as mediatrizes dos segmentos AB, BC' e C'A, seus pontos equidistam das
extremidades. Deste modo, temos AD = BD e BD = CD pois D pertence a r e s, e
de modo andlogo temos o mesmo para a reta t. Portanto, o ponto D pertence as trés
mediatrizes e equidista dos pontos A, B e C.

3.2.2 Circunferéncia inscrita em um tridngulo

Dados trés pontos A, B e C' que formam o triangulo AABC' conforme a Figura 3.18,
tragar a circunferéncia que tangencie os trés lados deste tridngulo, ou seja, devemos de-
terminar o centro deste circulo chamado de incentro.

C

B

Figura 3.18: Triangulo para a construcao da circunferéncia inscrita.

Descricao:

7@‘ 1. Tracar a bissetriz r do angulo no vértice A.

A 2. Tracar a bissetriz s do dngulo no vértice B.

/i 3. Tragar a bissetriz ¢t do angulo no vértice C'.

fg4. Marque o ponto D como interseccao das bissetrizes.

A 5. Trace uma perpendicular em relacio a um dos lados do tridngulo (por exemplo,
AB) e que contenha o ponto D.

f‘ 6. Marque o ponto F como a intersec¢gao da perpendicular com o segmento escolhido.
fg 7. Construa a circunferéncia € de centro no ponto D e que contém o ponto E.

Observe que duas bissetrizes seriam suficientes para determinar o incentro.



Construcoes intermediarias o7

Figura 3.19: Incentro.

Justificativa. Como 7, s e t sdo as bissetrizes do triangulo AABC', entao sao formadas
por pontos equidistantes dos lados do angulo em questao. Deste modo, note que o ponto
D equidista dos segmentos AB e AC, e de maneira analoga, também de BC, ou seja, é
equidistante de todos os lados do triangulo.

3.2.3 Arco capaz

Sejam dois pontos A e B e um angulo « fixado. O lugar geométrico dos pontos P em
um mesmo semiplano formado pela reta AB e tais que o angulo APB = a é constante é
chamado arco capaz do angulo o sobre o segmento AB.

Para a construcao deste arco, iniciaremos a partir de um angulo a e um segmento AB.

s

Ae———— e

Figura 3.20: Angulo e segmento para construgao do arco capaz.

Descrigao:

i 1. Transporte o dngulo fornecido de modo que o segmento seja um dos lados do dngulo
e que o vértice do angulo coincida com uma das extremidades do segmento.

f12. Construa a reta r, perpendicular ao lado do angulo « diferente do lado AB, e que
contém o vértice do angulo.

;3. Construa a reta s, mediatriz do segmento AB.
fi4. Marque o ponto M intersec¢ao da reta s com o segmento AB.

ﬁ5. Marque o ponto C' intersecgao das retas r e s.
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ﬁ6. Construa o arco de circunferéncia de centro no ponto C' e que contém o ponto A,
contido no semiplano oposto ao semiplano que contém «.

O arco capaz do angulo « é o arco da circunferéncia %, conforme a Figura 3.21.
Observamos que a construgao poderia ser feita no outro semiplano determinado pela

reta AB, dependendo da posicao do angulo transportado. Assim, o arco capaz nao é
unico, mas sao simétricos em relacao a reta AB.

Figura 3.21: Arco capaz.

Justificativa. Observe que, por construgao, a reta r é perpendicular ao lado do angulo
a e deste modo o angulo CAM é o complementar do angulo «, assim

o+ CAM = 90°. (3.1)

Note também que o angulo AMC é reto e assim temos as seguintes relagoes no trian-
gulo retdngulo AAMC:"

AMC + MCA + CAM = 90° + MCA + CAM = 180° =
MCA+ CAM = 90°. (3.2)

Comparando a equagao (3.1) com a equagao (3.2), temos
o+ CAM = MCA + CAM = o = MCA.

Como, por construgao, os triangulos AAMC e ABMC' sdao congruentes, os angulos
MCA e MCB sao iguais, e assim

MCA=MCB=a.

Deste modo o arco formado pelos pontos A e B é um arco de 2a, e como visto
anteriormente no Capitulo 2 na Proposi¢ao 2.58, a medida de um angulo inscrito é a
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metade da medida do seu arco correspondente. Assim, para todo ponto P pertencente ao
arco da circunferéncia € temos que o angulo APB = «.

P

Figura 3.22: Arco capaz « e angulo correspondente 2a.

3.2.4 Divisao de um segmento em partes iguais

Para dividir um segmento AB em duas partes iguais, basta determinar o ponto médio
do segmento. A seguir, faremos a divisdo de um segmento em 3 partes iguais e esta
construcao pode entao ser generalizada para n partes.

Ae——m———— e B

Figura 3.23: Segmento para divisao em 3 partes iguais.

Descricao:

ﬁ 1. Construa a reta r que contém uma das extremidades do segmento AB, por exemplo,
o ponto A.

79‘2. Determine uma medida qualquer no compasso e construa 3 pontos equidistantes
sobre a reta r, na Figura 3.24 denotados por Ay, Ay e As.

ﬁ?). Trace a reta que contém o ponto B e As.

f‘ 4. Por A; e A, trace duas retas paralelas ao segmento BAjs, interceptando o segmento
AB nos dois pontos A} e A}, respectivamente.

Pela Figura 3.24 nota-se que obtemos a divisdo do segmento AB em 3 partes iguais

AA| + AT AL + ALB = AB. (3.3)
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s

Figura 3.24: Segmento dividido em 3 partes iguais.

Justificativa. Note que temos um feixe de retas paralelas formadas pelos segmentos
A1 Ay, As Al e AsB, e pelo Teorema de Tales da Proposicao 2.47 do Capitulo 2 temos

AA, A4 A Ay ALA,
A A, ATAL A A, ALB

Por construgao, os segmentos AA;, AjA; e Ay A3 sdo congruentes, ou seja, AA; =
A1A2 = A2A3, e assim

_ax

AL A,

A4y
ALB

= AA, = AL A, 1= = AlA, = A,B.

Logo
AA] = ALAL, = ALB. (3.4)
Agora, podemos generalizar a construgao acima para n arbitrario simplesmente deter-

minando sobre a reta r os n segmentos de igual comprimento e dai dividir o segmento
AB em n partes iguais.

Divisao proporcional a 2 e 3
Dividir um segmento AB em partes proporcionais a 2 e 3 é na verdade dividir o

segmento em 5 partes iguais e depois escolher apenas as partes desejadas.

Descrigao:
;1. Construa de maneira andloga & construcdo anterior a reta r contendo 5 segmentos
congruentes, ou seja, AA; = A1Ay = Ay A3 = AsAy = A4As.

2. Trace o segmento BA;. Escolhendo a medida do segmento AA; como unidade, note
que o segmento AAs =2 e Ay A5 = 3.

ﬁS. Trace o segmento paralelo ao segmento BAs que contém o ponto A, e obtenha o
ponto P € AB. Temos entdo o segmento AB dividido na proporcao 2 para 3.

P
A e » - B
~ 7’ 7
.\\ . e
Al \\‘,\ /,,
~ 4
A2 ‘\‘\ ,/
~ 4
A3 \\.\\ ///
A4 ‘\.:
A5\\~\

Figura 3.25: Divisao de um segmento AB proporcional a 2 e 3.
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Justificativa. A justificativa é andloga ao caso anterior utilizando o Teorema de Tales.

3.2.5 Determinar o centro de uma circunferéncia

Dada uma circunferéncia %, determinar seu centro.

Figura 3.26: Circunferéncia ¢ para determinacao do centro.

Descricao:

fi1. Trace um segmento (corda) conforme a Figura 3.27, sendo suas extremidades os
pontos A e B.

2. Construa a mediatriz  do segmento AB.
3. Trace outro segmento (corda) distinto do anterior, com extremidades C' e D.
fi4. Trace a mediatriz s do segmento C'D.

5. Marque o ponto O como intersecgdo das mediatrizes r e s, sendo este o centro da
circunferéncia.

Figura 3.27: Circunferéncia % com o centro O determinado.
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Justificativa. Como os segmentos AB e C'D sdo quaisquer e como O equidista de
A, B,C e D entao O equidista de qualquer ponto da circunferéncia €. Note que poderia-
mos ter utilizado duas cordas adjacentes.

3.2.6 Tracar as tangentes a uma circunferéncia

Seja € uma circunferéncia e um ponto P externo a ela. Determinar as retas tangentes
a circunferéncia que contém o ponto P.

Figura 3.28: Circunferéncia % e ponto P para determinacao das tangentes.

Caso o centro da circunferéncia nao esteja determinado, utilize a construgao anterior
e determine seu centro.

Descricao:

A1.
A 2.
#3.
A d.
#5.

#6.
A7.

Determine o ponto O, centro da circunferéncia % .

Trace o segmento PO.

Determine a mediatriz r do segmento PO.

Marque o ponto M interseccdo do segmento PO com a mediatriz r.

Construa a circunferéncia %; de centro no ponto M e que contém o ponto O, e
consequentemente o ponto P.

Marque os pontos A e B como interseccao das circunferéncias é e ;.

Trace a reta t; que contém os pontos P e A, e a reta ty que contém os pontos P e
B, sendo estas as tangentes procuradas.
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Figura 3.29: Circunferéncia € e tangentes t; e t que contém o ponto P.

Justificativa. Note que por construcao o ponto A pertence ao arco capaz do angulo
@D, utilizando a construcao 3.2.3 verifica-se que quando o segmento PO coincide com
o diametro da circunferéncia este arco é de 90°. Deste modo temos que o angulo OAP
é reto, e Proposicao 2.55, concluimos que a reta t; é tangente a circunferéncia 4. A
justificativa é andloga para o ponto B.

3.3 Construcoes de expressoes algébricas

Nesta sessao, trataremos das construgoes geométricas relacionadas as expressoes al-
gébricas. Tais expressoes contribuirao para a solugao de diversos problemas nos quais as
construcoes basicas nao sao suficientes.

Daqui em diante, construir um segmento x correspondera a construir um segmento de
comprimento x.

3.3.1 A 42 proporcional
Dizemos que o segmento x é a 4* proporcional entre os segmentos a, b e ¢ quando

a c ,
7= ou equivalentemente, ax = bc.
x

Para esta construgao, utilizaremos o Teorema de Tales (Proposigao 2.47 do Capitulo 2)
e a Construcao 3.2.4.
Dados os segmentos a, b e ¢, determinar sua 4* proporcional.

a b c

Figura 3.30: Segmentos para determinagao da 4* proporcional.
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Descrigao:

f‘ 1. Trace uma semirreta r com origem em um ponto O qualquer.

f12. Marque sobre a reta r partindo da origem O o comprimento a, sendo o ponto A a
outra extremidade do segmento.

fg?}. Marque o segmento AC de medida ¢ de modo que se tenha o ponto A entre o
seguimento OC.

fg4. Trace uma semirreta s com origem no ponto O e distinta da semirreta 7.

7@‘5. Marque sobre a semirreta s o comprimento b através de um segmento de extremi-
dades O e B.

ﬁ 6. Trace a reta t que contém os pontos A e B.
ﬁ 7. Trace a reta u, paralela a reta t que contém o ponto C.

f‘& Marque o ponto D, interseccao das retas u e s.

A 4 proporcional é o comprimento BD = x conforme podemos verificar na Fi-
gura 3.31.

Figura 3.31: 4* proporcional.

Justificativa. Ver Construcao 3.2.4 na pagina 59.

3.3.2 Va*t?

Caso =z = va? + b%.  Observe que se temos x = v/a? 4+ b? com a e b segmentos fornecidos,
temos que x é na verdade a hipotenusa de um triangulo retangulo de catetos a e b.

Descrigao:

f‘ 1. Trace uma reta r.

f12. Trace uma reta s, perpendicular a reta r.

3. Marque o ponto O, intersecgao das retas r e s.

fg4. Sobre a reta r, marque o segmento de comprimento a e de extremidades O e A.
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ﬁ 5. Sobre a reta s, marque o segmento de comprimento b e de extremidades O e B.

A medida procurada é x = AB.

S

Figura 3.32: Construgao do segmento x = v/a? + b2

Justificativa. A justificativa decorre diretamente do Teorema de Pitdgoras 2.7 do Ca-
pitulo 2.

Caso r = va? — b?. Para determinar x = v/a? — b%, com a e b sendo segmentos dados,
basta notar que a é a hipotenusa de um triangulo retangulo com catetos b e x.

Descricao:

fi1. Trace uma reta r.

ﬁ 2. Trace uma reta s, perpendicular a reta r.

ﬁB. Marque o ponto O de intersecgao das retas r e s.

ﬁll. Sobre a reta r, construa o segmento de comprimento b com extremidades O e B.
f‘ 5. Trace a circunferéncia % de raio a e centro no ponto B.

6. Marque o ponto A como uma das interseccoes da circunferéncia ¢ com a reta s.

A medida procurada é x = AQO, representado na Figura 3.33. Observe que esta
construcao fornece duas solugoes, uma para cada semiplano determinado por r.

(em branco)
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) b B

Figura 3.33: Construgao do segmento x = v/a? — b?.

Justificativa. Novamente a justificativa decorre diretamente do Teorema de Pitagoras
do Capitulo 2, Teorema 2.7.

3.3.3 a4/n, com n natural

Esta construcio nos fornecera todos os segmentos da sequéncia a, av/2, av/3, . .. Inici-
aremos descrevendo a construcio do segmento av/2.

Descricao:

fi 1. Sobre uma reta r qualquer, construa o segmento de comprimento a e marque suas
extremidades como os pontos O e A.

/12. Construa a reta s, perpendicular a reta r que contém o ponto A.

fg 3. Marque sobre a reta s um segmento de comprimento a e extremidades A e B.

O segmento procurado é OB de comprimento ay/2.

Figura 3.34: Construcdo do segmento av/2.
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Justificativa. Do Teorema de Pitagoras do Capitulo 2, Teorema 2.7, temos

OB2:OA2—|—A32:a2+a2:2a2:>OiB:v2a2:a\/§.

Podemos continuar a construgao e encontrar outros triangulos da sequéncia a partir
da Figura 3.34.

Descricao:
ﬁ 1. Construa a reta u, perpendicular a reta ¢, que contém o ponto B.

ﬁQ. Marque o comprimento a sobre a reta u através do segmento de extremidades B e
C, de modo que C' e A estejam em lados opostos da reta t.

3. Construa a reta v que contém os pontos O e C.

Temos entao o segmento OC = a+/3.

Figura 3.35: Construcdo do segmento a/3.

Justificativa. Utilizando o Teorema de Pitagoras do Capitulo 2, Teorema 2.7, temos

OC° = 0B’ + BC” = (av2)? + a*> = 2a® + a® = 3a> = OC = V3a2 = a\/3.

Generalizando a construgao, obtemos a Figura 3.36.

(em branco)
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Figura 3.36: Construcao de ay/n, com n € N.

3.3.4 Meédia aritmética

Dados dois segmentos a e b definimos a média aritmética por

a+b
m = .

2

Descricao:

A1,
#2.
#3.
A,

5.
6.

Trace uma reta 7.
Transporte o segmento a sobre a reta r.
Nomeie as extremidades do segmento por O e A.

Trace o segmento b sobre a reta r de modo que uma das extremidades do segmento
b coincida com uma das extremidades do segmento a sem o sobrepor.

Construa a mediatriz s do segmento OB conforme a Construcao 3.1.3.

Marque o ponto M, interseccao das retas r e s.

A média aritmética serd o comprimento do segmento m = OA = OB.

(em branco)
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S
NP
P
A
7N
4 Ay
d N
7 AY
7/ AY
/ AY
s \
A \
' \
1 \
1 \
1 \
1 1
1 1
1 1
1 \/z 1
— e+ o ¢l 7
O a A b B

Figura 3.37: Média aritmética.

Justificativa. E imediata devido a construcao que, na verdade, é uma construcao ele-
mentar.

3.3.5 Meédia geométrica

Conhecidos dois segmentos a e b, a média geométrica é definida por

g =Vab.

Descricao:
ﬁ 1. Sobre uma reta r, transporte o segmento a e nomeie suas extremidades de O e A.

ﬁ 2. Transporte o segmento b para a reta r de modo que uma extremidade de b coincida
com o ponto A sem sobrepor o segmento a.

]@‘3. Marque como ponto B a extremidade do segmento b, distinta de A.
ﬁél. Determine a mediatriz s do segmento OB.

f‘5. Marque o ponto H, interseccao das retas r e s.

f‘ 6. Construa a circunferéncia ¢ de centro no ponto H e raio OH.

ﬁ 7. Trace a reta t perpendicular a reta r que contém o ponto A.

A 8. Marque o ponto P, intersec¢ao da reta ¢ com a circunferéncia €.

O segmento procurado é g = Vab = AP.
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~~
--»

-’

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
==r
1
1

Figura 3.38: Média geométrica.

Justificativa. Note que o segmento OB ¢é o didmetro da circunferéncia € e que temos
o triangulo AOPB, que esta sobre o arco capaz de 90° conforme visto na Secao 3.2.3.
Pelas relagoes métricas no tridngulo retangulo da Secao 2.7, temos entao

2 =mn= PA = OA-AB = ab = PA = Vab.

0 a A b B
Figura 3.39: Relagbes métricas e média geométrica.

Existem outras maneiras de construir a média geométrica, conforme [2] que utiliza o
Teorema 2.59.

3.3.6 O segmento aureo

Sejam um segmento AB e um ponto C' em seu interior. Chamaremos o segmento C'B
de segmento dureo interno de AB se
AC CB
— = (3.5)
CB AB

0 — O

A m O n B

Figura 3.40: Segmento aureo interno.
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Escrevendo AB = a, temos que a = m + n e da equagao (3.5),

@:Q:rﬂ:am:a(a—n):aQ
n o a

—an=n>+an—a*>=0.

Calculando as raizes na variavel n temos

—at/a* —4(—a®)  —q+ /54
"= 2 - 2
V5 —1

2

CB=n=ua

(3.6)

Tomando agora o ponto C’ externamente ao segmento AB como na Figura 3.41 cha-
maremos o segmento AC” de segmento dureo externo de AB se

AB  BC
BO =~ ACT (3.7)
A ¢ B n C’
Figura 3.41: Segmento aureo externo.
Utilizando a equagao (3.7)
a__n :>n2:a(a—|—n):>n2—cm—a2:0.
n  (a+n)
Calculando as raizes
—(—a) £ /(0P —4(-a?)  axVaPiid
n = =
2 2
5+1
AC' =n = a\/_;_ : (3.8)
Multiplicando agora as raizes (3.6) e (3.8)
5—1 5+1 5 —vb—1
C’B~AC”:a\/_ ~a\/_jL =a? tVh— Vb =a’
2 2 4
Como em ambos os casos consideramos AB = a, a ultima igualdade equivale a
AB*=CB - AC'". (3.9)

Temos entao a média geométrica dos segmentos, e utilizando o Teorema 2.59 faremos a
construgao dos segmentos aureo interno representado por AC' e aureo interno representado

por AC".
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Descrigao:

A1.
#2.
#3.
A

#5.
6.
A7
#s.
#9.

£ 10.
A1l
A 12,
713,

Sobre uma reta r, transporte o segmento AB.
Determine a reta s mediatriz do segmento AB.
Marque o ponto M, interseccao das retas r e s.

Trace a reta t perpendicular a reta r que contenha um das extremidades do segmento
AB, por exemplo, o ponto B.

Construa a circunferéncia %7 de centro no ponto B e que contém o ponto M.
Marque o ponto O interseccao da circunferéncia %) com a reta t.

Construa a circunferéncia %5 de centro no ponto O e que contém o ponto B.
Trace a reta u que contém os pontos A e O.

Marque os ponto C; e Cs, interseccao da reta u com a circunferéncia %5.

A Figura 3.42 apresenta a descri¢do parcial.

O V')

1
|
1
AN ' S
N : 1
1
1
1
1

Figura 3.42: Construcao dos segmentos aureos.

Construa a circunferéncia %3 de centro no ponto A e que contém o ponto C}.
Marque o ponto C, intersecgao da circunferéncia 63 com a reta r.
Construa a circunferéncia %, de centro no ponto A e que contenha o ponto Cj.

Marque o ponto C’, interseccao da circunferéncia %, com a reta 7.
9
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A Figura 3.43 apresenta a construcao finalizada.

Figura 3.43: Segmento aureo sobre uma reta.

Temos entao os segmentos AC aureo interno e AC” aureo externo.

Justificativa. Decorre do Teorema 2.59, das definigbes de segmento aureo e da equa-
¢ao (3.9).

3.3.7 Retangulo aureo

Desde a antiguidade até os dias atuais, principalmente nas artes e arquitetura, é
utilizada a proporgao durea, também chamada de divina proporgao [13].
A proporgao durea consiste na razao entre os lados de um retangulo aureo sendo o
nimero irracional
1++/5

2

também é chamado de nimero aureo ou ntimero de ouro.
Construiremos entao o retangulo aureo tendo como lado menor um dado segmento de
comprimento AB = a.

~ 1,618, (3.10)

Descrigao:

f‘ 1. Transporte o segmento AB sobre uma reta r.

ﬁ 2. Trace a reta s perpendicular a reta r e que contém o ponto A.

3. Construa a circunferéncia 4 de centro no ponto A e que contém o ponto B.
ﬁél. Marque o ponto B’, intersec¢ao da circunferéncia %) com a reta s.

f‘ 5. Trace a reta t perpendicular a reta s e que contém o ponto B’.

ﬁ 6. Trace a reta u paralela a reta s e que contém o ponto B.
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A 7. Marque o ponto B”, intersec¢ao das retas u e t.

Note que temos na verdade um quadrado de lado AB = a.

®----

_————————

1

1 1
1 1
1 1
1 1
1 ’ 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

Figura 3.44: Quadrado.

8. Construa a reta v, mediatriz do segmento AB'.

fg 9. Marque o ponto O, interseccao da reta v com o segmento AB’.
7110. Construa a circunferéncia ¢, de centro no ponto O e que contém o ponto B”.
fi11. Marque o ponto C, intersecgao da circunferéncia ¢, com a reta s.
f*g 12. Trace a reta w, perpendicular a reta s e que contém o ponto C.

fg 13. Marque o ponto D, interseccao das retas w e wu.

O retangulo procurado é o quadrilatero ABDC' da Figura 3.45.

v w
1 1
1 1
1 " 1
B ..eeee._ B" D
——————————— o~ --- U
z’ ! / \\
’ I l ~
7 ] 7 N
’ 1 7 \\
4 ’
' a Vo \
1 1 7 \
1 II
1
______ U Pui - g
4 g
! /
A O B :C
‘\ 1 1
\ I 71
\ 4
\ s
N 4
~ 7
N
R

Figura 3.45: Retangulo aureo.
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Justificativa. Observe que no tridngulo retangulo AOB’B” de base a/2 e altura a, pelo
Teorema de Pitagoras 2.7, podemos calcular

2
(OB = (OB + (BB = (5) +a* =1
— 5a>  a
OB" =\/— = =V5.
4 2\/_
A base do retangulo ABDC' é

1
AC:AO+OB”:%+3\/5:(1 +2¢3'

A razao entre o lado maior e o lado menor do quadrilatero ABDC' é

1445
AC 0T

AB a

Portanto, temos a propor¢ao aurea

AC  1++5
AB 2

3.3.8 1/a

Devido ao Postulado 2.10 (Postulado da Colocacao da Régua), sempre é possivel de-
terminar um segmento unitario que sera representado por 1.
Sejam a e b segmentos conhecidos, temos entao a expressao

%zx@a:bx.

Da forma como os antigos pensavam, nao poderiamos comparar um segmento com
uma area, porém podemos contornar este impasse utilizando o segmento unitario como a
quarta proporcional. Assim,

a-1
— =z
b

a T -
b1

Faremos agora como na Construcao 3.3.1.
Descrigao:

ﬁ 1. Trace a reta r que contém um ponto O qualquer.

ﬁ 2. Marque sobre a reta r, partindo da origem O, o comprimento a, sendo o ponto A a
outra extremidade do segmento.

f‘ 3. Marque o segmento unitario 1, com uma extremidade no ponto A e outra na semir-
reta r do lado que nao contém o ponto O, determinando um ponto C'.

ﬁ4. Trace uma reta s que contenha o ponto O e distinta da reta r.
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ﬁ5. Marque sobre a reta s o comprimento b, sendo uma de suas extremidades o ponto
O e a outra nomeie-a de ponto B.

7@‘ 6. Trace a reta t que contém os pontos A e B.
7@‘ 7. Trace a reta u, paralela a reta ¢t que contém o ponto C.
fgS. Marque o ponto D, interseccao das retas u e s.

Observe que o segmento procurado é o segmento BD = = = b/a. Para calcularmos
entdo o segmento x = 1/a, basta tomar b = 1.

Figura 3.46: Segmento b/a.

Justificativa. Para mais detalhes, consulte a justificativa da Construcao 3.2.4 e utilize
o Teorema 2.47 (Tales) para obter

=-—=bl=ar=2=-
1 a

Q a
T

3.3.9 d?

Dado um segmento a, o procedimento para construir a? é parecido com o da Constru-
¢ao 3.3.8:

a 2
—=—-=a-a=1-z=2=a".
T a

Descricao:
ﬁ 1. Trace a reta r que contendo um ponto O qualquer.

ﬁZ. Marque sobre a reta r, partindo da origem O, o comprimento unitario 1, sendo o
ponto A a outra extremidade deste segmento.

fg 3. Marque o segmento dado a, com uma extremidade no ponto A e a outra na reta r,
do lado que nao contém o ponto O, e determine o ponto C'.

f‘g4. Trace uma reta s que contenha o ponto O e distinta da semirreta r.

/1 5. Marque sobre a reta s o comprimento a, sendo uma de suas extremidades o ponto
O e a outra nomeie-a de ponto B.
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7

ﬁ6. Trace a reta t que contém os pontos A e B.
ﬁ 7. Trace a reta u, paralela a reta t, que contém o ponto C.
]@‘8. Marque o ponto D, interseccao das retas u e s.

O segmento procurado é BD = x = a”°.

\ D A

Figura 3.47: Segmento a?.

Justificativa. Consulte a justificativa da Construgao 3.2.4 e utilize o Teorema de Ta-

les 2.47 da maneira como foi enunciado no inicio desta sessao.

3.3.10 a

Sejam a um segmento fixado e um segmento unitario u.

Descrigao:

ﬁ 1. Sobre uma reta r, marque o segmento a.

f‘ 2. Nomeie as extremidades de a, sendo uma o ponto O e a outra o ponto A.

;3. Construa o segmento unitario sobre a reta r de modo que uma de suas extremidades
esteja sobre o ponto A e a outra esteja do lado da semirreta determinada por A e

que nao contém o ponto O.

fi4. Nomeie a outra extremidade do segmento unitario como ponto B.

71 5. Determine a reta s, mediatriz do segmento OB =a+1.

6. Marque o ponto M, interseccio das retas r e s.

i 7. Construa a circunferéncia ¢ de centro no ponto M e que contém o ponto O.

ﬁ 8. Trace a reta t, perpendicular a reta r que contém o ponto A.

9. Marque o ponto C, intersec¢ao da reta t com a circunferéncia %, notando que ha

duas possibilidades e o resultado independe da escolha.
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O segmento procurado ¢ AC = \/a.

%

S t

Figura 3.48: Segmento +/a.

Justificativa. Utilizando as relagdes métricas no triangulo retangulo do Teorema 2.7,

observando que o triangulo AOCB estd sobre o arco capaz da circunferéncia € (ver
Sessao 3.2.3), obtemos OC'B = 90° e a relacao

RP=mn=a-1=h=+a.

Figura 3.49: Segmento y/a como altura de um triangulo retangulo.
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Neste capitulo, a construcao por meio de compasso e régua sera descrita com um maior
grau de formalidade, e destina-se a leitores e estudantes que desejam compreender uma
aplicacao das extensoes algébricas dos racionais.

4.1 Algebra

Esta seciio apresentard conceitos da disciplina de Algebra que sdo necessérios para as
demonstragoes que serao desenvolvidas. Para o leitor que desejar uma referéncia, consulte
[16], [17] e [18].

Seja A um conjunto nao vazio onde estejam definidas duas operagoes, as quais cha-
maremos de soma e produto em A e denotaremos por ‘+’ e ‘-’

Assim

+:AxA— A e T AXA— A
(a,b) = a+b (a,b) —a-b

Definic¢ao 4.1. Dizemos que (A, +, ) é um corpo se, dados a, b e ¢ elementos de A, valem
as seguintes propriedades:

1. (a+0b)+c=a+ (b+c) (Associatividade da soma).
2. a+ b= "0+ a (Comutatividade da soma).
3. Existe 0 € A tal que a+0 = 0+a = a (Existéncia de elemento neutro para a soma).

4. Para qualquer a € A existe um b € A, tal que a +b = b+ a = 0 (Existéncia de
inverso aditivo).

5. (a-b)-c=a-(b-c) (Associatividade do produto).

6. a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c (Distributividade & esquerda e a
direita).

7. Existe 1 € A, e 0 diferente de 1, tal que a-1 = 1-a = a, para qualquer a € A
(Existéncia de elemento neutro para o produto).

Dizemos que até esta propriedade, (A, +,-) é um anel com unidade 1.

8. Para quaisquer a,b€ A, a-b=1">-a.

Até esta propriedade dizemos que (A, +,-) é um anel comutativo com unidade.

79
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9. Sejam a,b € A, a-b=0 implica que a =0 ou b = 0.
Definimos até esta propriedade que (A, +,-) é um anel sem divisores de zero.
Se (A, +,-) for comutativo, com unidade e sem divisores de zero, serd um dominio
de integridade.
10. Para qualquer a € A, com a diferente de 0, existe b€ A tal quea-b=5b-a = 1.

Seja K um corpo qualquer. Se um espaco vetorial V' sobre K possui uma base com n
elementos, chamamos ao nimero n de dimensao de V sobre K e denotamos [V : K| = n.

Uma extensao L D K diz-se finita se [L : K] =n < co. Caso contrario L O K diz-se
uma extensao infinita.

Proposigao 4.2. Sejam M D L D K corpos tais que [M : L] e [L : K| sao finitos. Entao
[M : K] € finito e
M :K|=[M:L]-[L:K]
Seja A um anel comutativo com unidade. Chamamos de polinémio sobre A em uma
indeterminada x uma expressao formal

p(l'):a/()‘l'all"l'"“f‘aml'm‘f‘"'

onde a; € A e a; = 0, para todo i > m, com 7, m € N.

Sera chamado de grau do polinémio p(z) denotado por dp(x) = n se p(x) = ag+ a1z +
-+ a,x™ é tal que a,, # 0 e a; = 0, para qualquer j > n.

Denotaremos por Alz] o conjunto de todos os polinémios, sobre A, em uma indeter-
minada .

Dizemos que p(z) é um polindmio monico em A[x] se f(z) = ag+ a1z + - - - + a,a™ for
um polinémio de A[x] tal que a,, = 1.
Definicao 4.3. Seja f(z) € Alz] tal que df(z) > 1. Dizemos que f(x) é um polindémio
irredutivel sobre A se toda vez que f(x) = g(x) - h(x), com g(z),h(x) € Alx] entdo
g(z) = a constante em A ou h(z) = b constante em A.

Se f(x) nao for irredutivel sobre A dizemos que é redutivel.

Para a demonstragao do préximo Teorema e Proposigoes seguintes, consulte [17].

Teorema 4.4 (Critério de Eisenstein). Seja f(z) = ag + a1x + - - - + a,x™ um polinémio
em Zlx]. Suponhamos que exista um inteiro primo p tal que:

1. ptap.

2. plag,ar,...,a, 1.

3. p*fap.

Entdo f(x) € irredutivel sobre Q.

Seja p um nimero primo e seja Z, = {0,1,...,p — 1} o corpo contendo p elementos.
Se f(x) =ap+ a1z + -+ a,2" € Z[z], definiremos o polindémio f(z) € Z,[z] por

flz)=ay +ayx+ -+ a,a"
onde a; = a; + p - 7Z ¢é a classe de equivaléncia, moédulo p, cujo representante é a; € Z.

Proposicao 4.5. Seja p primo. Se p t a, e f(x) é irredutivel sobre Z, entio f(x) é
irredutivel sobre Q.
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4.2 Construcao por meio de régua e compasso

Para tais construgoes, é importante deixar claro que a régua a ser utilizada nao possui
qualquer marcacao, sendo assim apenas um instrumento utilizado para tracar segmentos
de reta.

Definicao 4.6. Seja & um subconjunto do R? que contém pelo menos dois pontos distin-
tos. Uma reta em & serd uma reta r de R? que contém pelo menos dois pontos distintos
de £, e uma circunferéncia em £ serd uma circunferéncia 4 em R? com seu centro e
pelo menos um ponto pertencendo a 2.

Definicao 4.7. Serao chamadas de construgoes elementares:
1. Interseccao de duas retas em .
2. Interseccao de uma reta e uma circunferéncia ambas em .

3. Interseccao de duas circunferéncias em 2.

P Q
s T
(a) (b) (c)

Figura 4.1: (a) Construgao 1; (b) construgao 2; (c) construgao 3.

Definicao 4.8. Dizemos que um ponto A € R? é construtivel a partir de & se pode ser
obtido através de um numero finito de operagoes elementares em &. O conjunto de tais
pontos sera denotado por ().

Observagao 4.9. Note que, se & ¢é finito, apenas uma quantia finita de retas e circun-
feréncias pode ser obtida a partir de &2, e consequentemente, apenas uma quantia finita
de novos pontos por meio das construgoes elementares.

Exemplo 4.10. Seja &, = {0,U} sendo que 0 = (0,0) e U = (1,0). Entdo (%) =
{07 Uv A17A2aA37A4}-

As

Ay

Figura 4.2: Subconjunto (&) construido a partir de Z.
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Descrigao:

fg 1. Construir a reta r que contém os pontos 0 e U.
2. Construir a circunferéncia %, de centro no ponto 0 e que contém o ponto U.

f‘ 3. Utilizando a construgao 2, marcar o ponto A; = (—1,0), intersec¢ao da circunferén-
cia 6, com a reta r.

fi4. Construir a circunferéncia ¢ de centro no ponto U e que contém o ponto 0.

fg 5. Utilizando a construcao 2, marcar o ponto Ay = (2,0), interseccao da circunferéncia
%y com a reta r.

B)en (1)

fg6. Utilizando a construcao 3, marcar os pontos Az = (2, 3 - —

interseccao das circunferéncias %, e 6y. 22

Assim, temos o subconjunto () = {0,U, Ay, Ay, A3, Ay}

Note que () foi construido utilizando somente as construgoes elementares da Defi-
nicao 4.7.
Definig¢ao 4.11. Seja ) = {0,U}. Recursivamente, teremos

P ={(Py), Po=(P1),..., Ppni1={(P,),Yn € N,
Logo,
PyC P CPyC--C P,y C Pryr C--- CRA

Assim, definimos Y = U,—y Pn.

Pela Observacao 4.9, segue que £, é subconjunto finito do R2.
Proposicao 4.12. Para todon > 0, &P, # Ppi1.
Demonstracio. Como &2, é finito, existem P, Q) € &2, tais

diam 22, = max{XY, X,Y € £,} = PQ.

Seja r a reta que contém os pontos P e @, logo construtivel em &,. Seja € a
circunferéncia de centro () e que contém P, também construtivel em 2,,.

Deste modo, a interseccao de r com % contém, além do ponto P, um outro ponto
P’ e que portanto sera construtivel a partir de &2, ou seja, P’ € £, . Porém, PP’ =
2PQ > PQ e assim P’ ¢ 2, o que conclui a prova. O

Corolario 4.13. O conjunto P, € infinito.

Demonstragdo. Basta supor que &, ¢ finito e utilizar a prova da Proposicao 4.12. O]

Pontos construtiveis serao todos os pontos que pertencem a ... As retas em
contendo dois pontos construtiveis distintos de &, serao chamadas de retas construtiveis.
Circunferéncias construtiveis em ., devem ter seu centro e ao menos um ponto, ambos
pertencendo em Z,.

Um ntimero real a serd construtivel se (a,0) € Z..

Proposigao 4.14. Se A e B sao pontos distintos construtiveis entao o ponto médio M do
segmento AB € construtivel e as retas perpendiculares a AB contendo A, B e M também
sao construtiveis.

Demonstracio. Construcao do ponto médio do segmento AB.



Construgao por meio de régua e compasso 83

Descrigao:

A1,
#2.
#3.
A 4.
#5.
6.
A7.
#8.

Trace a reta r que contém os pontos A e B.
Construa a circunferéncia %7 centrada no ponto A e que contém o ponto B.

Marque o ponto C', interseccdo da circunferéncia %; com a reta r, sendo o ponto
distinto de B.

Trace a circunferéncia %5 centrada no ponto B e que contém o ponto A.

Marque o ponto D interseccao da circunferéncia %5 com a reta r como o ponto
distinto do ponto A.

Marque os pontos F e F' que sao as intersecgdes das circunferéncias 47 e 65.
Construa a reta s que contém os pontos F e F.

Marque o ponto M interseccao das retas r e s.

Note que por construcdo a reta s é a mediatriz dos segmentos AB e C'D, portanto as
retas r e s sdo perpendiculares e M é o ponto médio dos segmentos.

Figura 4.3: Ponto médio.

Construcio da reta perpendicular ao segmento AB que contém o ponto A.

Descricao:

A1.
#2.
#3.
A
5.
#6.

Trace a reta r que contém os pontos A e B.

Construa a circunferéncia %7 que possui centro no ponto A e que contém o ponto B.
Marque o ponto C' intersec¢gao de %1 com a reta r, ponto distinto de B.

Construa a circunferéncia %5 de centro no ponto C' e que contém o ponto B.
Trace a circunferéncia %3 com centro no ponto B e que contém o ponto C.

Marque os pontos D e FE, interseccao das circunferéncias %5 e 63.
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ﬁ 7. Trace a reta s que contém os pontos D e FE.

Por construcgao, a reta s é mediatriz do segmento C'B e portanto é perpendicular a

reta r e consequentemente ao segmento AB.

Ch A
\ N
\ \‘\
\ (RN
‘ 7
\ v D1
\ VoS
<
\ \ ~ -
\ \
N AY
AY AY
N N
Y N
N N
~ ~
N ~
~ ~
\\
-
~ -
-~ -

O

N Y
AY Y
N AY
AY AY
- \ \
RN \ \
<~ \
Y \
ANRY \
N \
Ay \
W \
[ 1
' 1
S [
1
I B ,
o’ 1
Al 1
s 1
1 1
s ’
P ’
. ’ ’
--" ’ ’
7’ 4
’ ,
7/ 4
4 d
4 e

Figura 4.4: Reta perpendicular.

De maneira analoga podemos tragar a reta que contém o ponto B e é perpendicular a

reta r e ao segmento AB.

Lema 4.15. Dados trés pontos construtiveis A, B e C, e uma reta v com A € r sempre
¢ possivel transportarmos o segmento BC' para a reta r.

Demonstracao. Caso em que a reta que contém os pontos B e C' intersecta com a reta r

conforme a Figura 4.5.

Descricao:

fg 1. Trace a reta s que contém os pontos B e C.

A2.
#3.
A
#5.
#6.

Marque o ponto O interseccao das retas r e s.

Construa a circunferéncia %; de centro no ponto O e que contém o ponto B.
Marque os pontos B’ e B” como interseccao do circulo %, com a reta r.
Trace a circunferéncia %5 de centro no ponto O e que contém o ponto C'.

Marque os pontos C’ e C” como interseccao do circulo %5 com a reta 7.
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Observe que os segmentos B'C’ e B"C" possuem o mesmo comprimento que o segmento
BC.

Figura 4.5: Transporte de um segmento; caso I.

Caso em que a reta que contém os pontos B e C' nao intersecta a reta r, ou seja é
paralela a reta r, Figura 4.6.

Descrigao:
f‘ 1. Trace a reta s que contém os pontos B e C.
ﬁ 2. Construa o circulo %} de centro no ponto B e que contém o ponto C.

ﬁ3. Marque o ponto D interseccao da circunferéncia %] com a reta s, o ponto distinto
do ponto C.

fi4. Trace a circunferéncia ¢, de centro no ponto D e que contém o ponto C.

ﬁ 5. Construa a circunferéncia %3 de centro no ponto C' e que contém o ponto D.
1 6. Marque os pontos E e F' interseccdo das circunferéncias € e 6.

f‘ 7. Trace a reta t que contém os pontos E e F.

ﬁS. Marque o ponto B’ interseccao das retas r e t.

Observe que a reta t é mediatriz do segmento DC, e assim perpendicular as retas r e
s. De maneira analoga conseguimos construir uma reta v que contém o ponto C' e que é
perpendicular & reta r e determinar o ponto C”. Note que o segmento B’C” é congruente
ao segmento BC. [
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Figura 4.6: Transporte de um segmento; caso II.

O leitor poderd encontrar em [16] uma demonstragio alternativa a apresentada neste
trabalho.

Proposicao 4.16. Sejam A e r um ponto construtivel e uma reta construtivel, respecti-
vamente, tais que A € r.

Se B e C sao pontos construtiveis entao existe um ponto construtivel X tal que X € r
e 0s segmentos AX e BC possuem o mesmo comprimento.

Podemos assumir pelo Lema 4.15 que os pontos A, B e C' pertencem a reta r, demos-
tremos entao os trés possiveis casos.

Demonstragdo. Primeiro caso, conforme a Figura 4.7 o ponto B estd mais préximo do
ponto A.

Descrigao:

7@‘ 1. Construa a circunferéncia %; de centro em B e que contém o ponto C.
fg 2. Trace a circunferéncia %, centrada no ponto C' e que contém o ponto B.
i 3. Marque os pontos D e E interseccao das circunferéncias %7 e 5.

f‘él. Trace a reta s que contém os pontos D e F.

ﬁ 5. Marque o ponto M interseccao da reta s com a reta r, note que este é o ponto médio
do segmento BC'.

71 6. Construa a circunferéncia 3 de centro no ponto B e que contém o ponto A.

ﬁ?. Marque o ponto N interseccao da circunferéncia %3 com a reta r sendo o ponto
distinto de A.

fg 8. Trace a circunferéncia % de centro no ponto M e que contém o ponto N.

f‘9. Marque o ponto X intersecgdo da circunferéncia %, com a reta r, sendo o ponto
distinto de N.
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Por construcao temos que AB = BN e NM = MX, como M é o ponto médio do
segmento BC' temos

BM =MC=BN+NM=MX+ XC= BN =XC. (4.1)
Observe que

AX =AB+ BN+ NM+ MX e
BC=BN+NM+MX + XC.

Utilizando a igualdade (4.1)

AX =2BN +NM + MX e
BC =2BN +NM + MX.

Portanto AX = BC.

1
1
T |
1
1

Figura 4.7: Segmento congruente; caso 1.

Segundo caso, conforme Figura 4.8 o ponto B estd mais préoximo do ponto C'.

Descricao:

ﬁ 1. Trace a circunferéncia % de centro no ponto A e que contém o ponto B.

2. Construa a circunferéncia % de centro no ponto B e que contém o ponto A.

A1 3. Marque os pontos D e E interseccdo das circunferéncias 6, e 6>.

ﬁ4. Trace a reta s que contém os pontos D e F.

f‘ 5. Marque o ponto M interseccio das retas r e s, este é o ponto médio do segmento AB.
f‘ 6. Construa a circunferéncia %3 de centro no ponto B e que contém o ponto C.

ﬁ 7. Marque o ponto N interseccao da circunferéncia %3 com a reta r.
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ﬁ 8. Trace a circunferéncia %, de centro no ponto M e que contém o ponto N.

7@‘ 9. Marque o ponto X interseccao da circunferéncia %, com a reta r, ponto distinto de

N.
Por construcao XM = MN e NB = BC. Como M é o ponto médio do segmento AB

temos

AM = MB = AX + XM = MN + NB = AX = NB. (4.2)

Como NB = BC temos AX = BC.

Figura 4.8: Segmento congruente; caso II.

Terceiro caso, Figura 4.9, ponto B ¢é o ponto médio do segmento AC, basta tomar o
O

ponto X = B, e assim AB = AX = BC.

- - o

_____

Figura 4.9: Segmento congruente; caso III.

Proposicao 4.17. Sejam A, B e C, trés pontos construtiveis nao colineares. Entdo existe
um ponto construtivel D tal que A, B, C' e D formam um paralelogramo. Em particular

a reta contendo o ponto C e paralela ao segmento AB é construtivel.

Demonstracao. Provemos entao a construgao que determina o ponto D.
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Descrigao:
]@‘ 1. Trace a reta r que contém os pontos A e B.
ﬁQ. Trace a reta s que contém os pontos C' e A.

ﬁ?;. Utilizando um dos exemplos descritos na Proposicao 4.16, marque o ponto X € r
de modo que AC = BX.

ﬁ4. Construa a circunferéncia %7 de centro no ponto B e que contém o ponto X.

ﬁ 5. Novamente utilizando um dos exemplos da Proposicao 4.16, marque sobre a reta s
um ponto Y de modo que CY = AB.

i 6. Trace a circunferéncia %, de centro no ponto C' e que contém o ponto Y.

f‘ 7. Marque o ponto D, intersec¢ao entre as circunferéncias %, e %». Note que o ponto
D pertence ao mesmo semiplano formado pela reta s que contém o ponto B.

8. Trace a reta ¢ que contém os pontos C' e D.
ﬁ9. Trace a reta u que contém os pontos B e D.
Temos entao o paralelogramo ABCD. m

Note que a reta u é paralela a reta s que contém o ponto C' conforme a Figura 4.10,

e que podemos ter outras construgoes possiveis se tomarmos os segmentos AC' e C'B, ou
os segmentos C'B e BA conforme a Figura 4.11.

’

PR S

,
.

,,
S\
7

7’

.-

Figura 4.10: Paralelogramo construtivel.
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C D C

D

Figura 4.11: Demais paralelogramos construtiveis da Proposicao 4.17.

Proposigao 4.18. Um ponto A = (a,b) € R? € construtivel se, e somente se, as suas
coordenadas a,b € R sao numeros construtiveis.

Demonstrag¢io. (=) Seja o ponto O = (0,0) e U = (1,0) consideremos a reta r que
contém tais pontos e a reta s perpendicular a reta r que contém o ponto 0 conforme a
Figura 4.12.

Descrigao:

A 1. Trace a reta t que contém os pontos O e A = (a,b).

;2. Determine o ponto médio M do segmento 0A.

fg 3. Construa a circunferéncia %] de centro M e que contém os pontos A e 0.

f‘4. Marque o ponto A, como intersecgdo da circunferéncia %, com a reta r, ponto
distinto do ponto O. Observe as coordenadas de A, = (a,0).

Note que o segmento OA é o didmetro da circunferéncia %) e deste modo o tridngulo
AOAA, estd inscrito na circunferéncia sobre o seu arco capaz de 90°, assim a reta u é
perpendicular a reta r, ou seja, o ponto A, é a projecao do ponto A sobre a reta r.

De maneira andloga é possivel determinar as coordenadas do ponto A, = (0,b) sobre
a reta s, e basta somente tracar a circunferéncia %3 de centro no ponto 0 e que contém
o ponto A, = (0,b) para determinar o ponto B, = (b,0), demonstrando assim que as
coordenadas do ponto A = (a,b) sdo construtiveis.

(<) Sendo os pontos O = (0,0) e U = (1,0), temos que a reta <O_>U = r é constru-
tivel. Supondo os pontos construtiveis A, e B, de coordenadas (a,0) e (b,0) em P,
respectivamente:
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Descrigao:

A1.
#2.
#3.
A 4.
A5.
6.

Trace a reta s perpendicular a reta r que contém o ponto O.

Trace a circunferéncia €, de centro no ponto O e que contém o ponto B, = (b,0).
Marque o ponto A, = (0,b) como interseccao da circunferéncia %, com a reta s.
Trace a reta v perpendicular a reta s que contém o ponto A,.

Trace a reta u perpendicular a reta r que contém o ponto A,.

Marque o ponto A = (a, b) como intersecgao das retas u e v. [l

A, = (a,0) '

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 A s,
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

Figura 4.12: Ponto de coordenadas construtiveis.

Teorema 4.19. g = {a € R: « é construtivel} é um subcorpo de R contendo Q.

Como Z C %g, considerando os pontos O = (0,0) e U = (1,0) e § > a > 0, sendo o0s
pontos A = (a,0) e B = (3,0), basta provar:

1.

2.

3.

a,ﬂe‘gﬂgéﬁ—aé%ﬂﬂg.
o, € Cr = a- € Cr.

a#OECKRil/aECKR.

Demonstragio. (1): Conforme a Figura 4.13.

Descricao:

A1,
#2.
is.

Trace a reta r que contém os pontos O e U.
Marque os pontos A = («,0) e B = (f3,0) sobre a reta r. Note que AB = 3 — a.

Pela Proposigao 4.16 é possivel construir o ponto X a direita do ponto 0 de modo
que OX = AB e desta maneira temos as coordenadas do ponto X = (5 — «,0).
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OXU A B

Figura 4.13: Subtracao.

Para as duas demonstracoes seguintes, considere r a reta que contém os pontos O =
(0,0) e U = (1,0), e s a reta que contém os pontos 0 = (0,0) e V = (0, 1), observe que
temos retas diferentes destas que também contém o ponto 0, por exemplo a reta t como
na Figura 4.14 e Figura 4.15.

(2): Utilizando a Figura 4.14.

Descricao:

fg 1. Trace a reta t que contém o ponto O = (0,0) e distinta das retas r e s.
;2. Construir a circunferéncia 4 de centro no ponto 0 e que contém o ponto A = («,0).

i 3. Marque o ponto A’ como intersec¢ao da circunferéncia ¢, com a reta t. Observe
que 0A = 04’ = a.

7@‘4. Trace a reta u que contém os pontos U e A'.

A 5. Utilizando a Proposi¢ao 4.17 construa a reta v paralela a reta u e que contém o
ponto B = (,0).

fg 6. Marque o ponto B’ interseccao da retas v e t.

ﬁ 7. Trace a circunferéncia %, de centro no ponto 0 e que contém o ponto B’.

Observe que pelo Teorema de Tales 2.47 temos

OA  OU a 1 ,
o o om 5 oFTal

8. Marque o ponto X = (- §,0) intersec¢ao da circunferéncia 65 com a reta r.

Figura 4.14: Multiplicagao.
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(3): Utilizando a Figura 4.15.

Descricao:

A1,
#2.
#3.

A4
#5.
#6.
A7.
is.

Trace a reta ¢ que contém o ponto O = (0,0) e distinta das retas r e s.
Construir a circunferéncia 4 de centro no ponto 0 e que contém o ponto A = («, 0).

Marque o ponto A" como intersecgao da reta ¢t com a circunferéncia %;. Observe
que OA = OA' = «.

Construa a circunferéncia % de centro no ponto 0 e que contém o ponto U = (1,0).
Marque o ponto U’ interseccdo da reta t com a circunferéncia %5.

Trace a reta u que contém os pontos U e A’.

Trace a reta v paralela a reta u e que contém o ponto U’.

Marque o ponto X interseccao das retas v e r. Observe que novamente pelo Teorema
de Tales 2.47, temos

ou’ 00X 1 00X 1
o0& ~0oU a1 79%X=3

1
Portanto temos as coordenadas do ponto X = <, 0). O
e

Figura 4.15: Divisao.
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Para enunciar e demonstrar o proximo teorema, temos as seguintes definigoes.

Denotaremos o ponto A = (u,v) € &, com u e v coordenadas de &, ou seja,
coordenadas construtiveis. Chamaremos de 7, o conjunto de todas as coordenadas dos
pontos de &, deste modo, & = {0,1} e & = {O, %, 1, ?, 2} que é o conjunto formado
pelas coordenadas do Exemplo 4.10. Pelo Teorema 4.19, temos que <7, C g, Vn € N.

Sejam Ky = Q o corpo dos nimeros racionais e as extensdes K; = Q[eA],..., K, =

Q[4,], ... conforme o diagrama da Figura 4.16.

Q] Ky
Q] Ky
Q Ko

Figura 4.16: Representacao do corpo e extensoes construtiveis.

Deste modo, como temos as inclusoes o) C @ C --- C o, C --- C g, e do fato de
que Q C %k, podemos escrever

Q=KyCKiCKyC---CK,CK, 1 C-C %x-

Tomando entao um certo a € 6, o ponto de coordenadas («, 0) é construtivel. Como
(r,0) € &, para algum n € N, temos entao que a € 7, e assim a € K,,. Deste fato,
podemos generalizar entao

[e.e]
Ko = K, = %.
n=0
Teorema 4.20. O corpo 6 € uma extensdo algébrica dos racionais. Além disso, para
todo a € 6r, o grau [Qa] : Q] é uma poténcia de 2.

Demonstracao. E necessdrio mostrar que para todo o € G tem-se que [Q[a] : Q] = 27,
para algum r € N.

Como, por hipétese, temos que a € 6 = ;o K, isso implica que existe n > 0 tal
que a € K,, = Q[,], ou seja, a pertence a uma das extensoes do corpo Ky = Q.

Temos pela Proposicao 4.2 que [Q[a] : Q] divide [K,, : Q], e portanto basta mostrarmos
por indugao sobre n que [K,, : Q] = 2°, para algum s € N.

Primeiramente provaremos para o caso base n = 0, onde podemos verificar pelo Exem-
plo 4.10 que o conjunto #, = {0,U} é formado pelos pontos 0 = (0,0) e U = (1,0), o
que resulta no conjunto de coordenadas % = {0, 1}. Consequentemente, temos Ky = Q,
mostrando a veracidade do Teorema para n = 0, pois [Q : Q] = 1 j& que irr(a, Q) = z—«.

E interessante mostrar antes do passo de inducio que, para n = 1, temos pelo mesmo
Exemplo 4.10 e pela Defini¢ao 4.11 o conjunto

@1 - <<@0> = {07 U7 A17A27A37A4}7
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fornecendo o conjunto das coordenadas

o = {0, 1, :i:\/g,:l:l,Z} .
2 2
Assim, conseguimos a extensdo K; = Q[v/3], também comprovando a veracidade do
Teorema para n = 1, pois irr(a, Q) = z? — 3.
Vamos supor agora que [K; : Q] é poténcia de 2, para 2 < i < n — 1, e assim provar
que [K, : Q] é poténcia de 2.
Como K, 1 C K,, pela Proposicao 4.2 temos

(K, :Q]=[K,: K,1][Kn,_1:Q),

bastando entdo provar que [K,, : K,_1] é poténcia de 2.

Para simplificar a notagao, escrevemos L = K,,, Ly = K, _1 e o, = {a1,az,...,a;}.
Assim, temos a extensdo L = Ly, = Lo[aq, ag, ..., o] conforme a Figura 4.17.
K, L = Lo|<,)
anl LO

Figura 4.17: Representagao das extensoes de K.

Denotando Ly = Lolay], Le = Ly|as], . .. teremos as inclusoes
LoCc L, = LQ[CVl] C Ly = Ll[ag] c---CL;= Li—l[ai] C---CL,= Lk_l[Oék] = L.

Utilizando novamente a Proposi¢ao 4.2, provaremos que o grau [L; : L;_1] é poténcia
de 2. Na verdade, provaremos que [L; : L;_1] é igual a 1 ou 2, para i arbitrario.

Como «; € 9, é uma coordenada construtivel, garantimos a existéncia de (5; € <,
coordenada construtivel tal que os pontos A; = («y, 5;) e B; = (8, ;) sdo construtiveis,
isto é, pertencem a &,. Mas &, = (£, 1), garantindo que A; = («y, 5;) seja obtido
através de uma das 3 construgoes elementares da Definicao 4.7, consideradas a seguir.

Construcao 1. Neste caso, A; é obtido pela interseccao de duas retas

r: @ +by+c =0,
st asr + by +co = 0.

[gualando as equagoes acima temos
a1 xr + bly +c1 = asx + bgy + Co,

com aq, as, by, be,c1,co € Li—1. Tomando (a3 —as) = d, (by —bs) =V e (¢ —c) =, a
interseccao das retas sera dada pela equacao

de+by+d =0. (4.3)
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Construgao 2. Da intersec¢ao de uma reta r com uma circunferéncia ¢, dadas por

r: ar+by+c=0,
€ (r—x0)*+ (y—wo)? =17,

obtemos

(z—20)> + (y —wo)* —1° = ax + by + ¢,

a:2—2x:100+x3—|—y2—2yy0+y§—r2—ax—by—c:0,
2%+ (—a —2z0)r + y* + (=b — 2y0)y + (—c+ a5 +y5 — %) = 0.

Note que a, b, ¢, o, yo, r $20 constantes, e assim escrevemos (—a — 2z9) = m, (—b —
2yp) = n e (—c+ x3 + y2 — r?) = p para obtermos

4+ mr+y  +ny+p=0. (4.4)

Construgao 3. Sejam duas circunferéncias, dadas por

G (x—3)’+ (y— ) =17,

G (x—m)’+ (y—y2)’ =73

Calculando a possivel interseccao de ambas, vem

(x—21)’+ (=) —rf = (@ —22)° + (y —92)* — 13,
x2—Zxxl—|—xf+y2—Q?Jyl—i—yf—rf—ka:Q—2xx2+x§+y2—2yy2+y§—r§:O,
207 + 2(—my — )+ 207 + 2(—y1 — )y + (2T +yf — i + a3 +ys —13) = 0.

Considerando as constantes xi, T2, Y1, Y2, 71, T2, escrevendo 2(—xzy — x3) = p, 2(—y; —
3/2) =4q¢c (117% + y% — 7”% + x% + y% — 7‘%) = r, obtemos

22° + pr 4+ 2y° + qy+1r = 0. (4.5)

Observe pelas Equacoes (4.3), (4.4) e (4.5) que «; deve ser raiz de um polinémio de
grau 1 ou 2 sobre o corpo L;_1, e assim temos que [L; : L;_1] = 1 ou 2, como querfamos
demonstrar. O]

Proposicao 4.21. 1. Sen > 3 € impar e p > 2 € primo, entdo {/p ndo € construtivel.
Em particular </2 ndo é construtivel.

2. u = cos(2w/18) ndo é construtivel.

3. Sea >0 éum nimero construtivel, entio \/a também é construtivel. Em particular
3/m € construtivel para quaisquer i,m € N.

Demonstragio. (1) Seja o = {/p e utilizando o critério de Eisenstein do Teorema 4.4 temos
que o polindbmio monico irredutivel serd irr(a, Q) = 2™ — p, e deste modo, [Q[a] : Q] =n
é impar e da demonstragao anterior temos entao que como n # 1 e ndo é uma poténcia
de 2, a nao é construtivel.

Em particular, para n = 3 e p = 2 segue que /2 nao é construtivel.
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(2) Antes de demonstrarmos que u = cos(27/18) ndo é construtivel, lembramos que

cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sen(a) sen(f), (4.6)
sen(a + ) = sen(a) cos(5) + sen() cos(a), (4.7)

e a relacao fundamental
sen’(a) + cos*(a) = 1. (4.8)

Tomando o = 3 em (4.6) obtemos
cos(a + a) = cos(a) cos(ar) — sen(a) sen(ar) = cos(2a) = cos?(a) — sen?(a).
Substituindo o valor de sen?(«) da equacio (4.8) nesta tltima igualdade temos
cos(2a) = cos?(a) + cos*(a) — 1 = 2cos*(a) — 1. (4.9)
Fazendo oo = (8 na equacgao (4.7), temos
sen(a + «) = sen(a) cos(a) + sen(a) cos(a) = sen(2a) = 2sen(a) cos(a). (4.10)
Escrevendo 3a = 2a + a e novamente utilizando a equagao (4.6), segue que
cos(2a + «v) = cos(3a) = cos(2ar) cos(a) — sen(2a) sen(a).

Assim, utilizando as equagoes (4.9) e (4.10) no lado direito da igualdade acima concluimos
que

cos(3a) = (2cos?(a) — 1) cos(a) — (2sen(a) cos(a)) sen(ar) =

cos(3a) = 2 cos®(a) — cos(a) — 2sen?(a) cos(a).

Substituindo acima o valor de sen?(a) pelo valor da equacio (4.8), temos

cos(3a) = 2 cos®(a) — cos(a) — 2(1 — cos?(a)) cos(a) =
cos(3a) = 2 cos®(a) — cos(a) — 2cos(a) + 2 cos®(a) =
cos(3a) = 4 cos®(a) — 3 cos(a). (4.11)

Tomando 6 = 3a, reescrevemos
cos(0) = 4cos®(0/3) — 3cos(6/3) (4.12)

e a equagao (4.12) deve ser satisfeita para que possamos trissectar um angulo qualquer.
Em particular, para § = 27/18 = 7/9, ou seja, 20°, temos 30 = 27/6 = 7/3 que é, na
verdade, 60°, e substituindo cos(36) = 1/2 na equagao (4.12), segue
cos(30) = 4 cos®(0) — 3cos(f) =
1/2 = 4cos’(0) — 3cos(f) =
1 = 8cos*(f) — 6cos(h).

Por fim, fazendo cos(f) = z, temos que u = cos(27/18) ¢é raiz do polinémio

p(r) = 82° — 6 — 1. (4.13)
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Note que para um angulo ser trissectavel, necessita ser raiz do polinémio em (4.13),
que de acordo com a Proposicao 4.5, € irredutivel sobre Q. De fato, tomando o polindomio

p(r) = 323 + 4z + 4 com coeficientes em Zs = {0,1,2, 3,4}, obtemos os valores

p(0)=3-0°+2-0+4 =14, p1)=3-T+2.1+4=2,
p2)=3-2°+2-244=T, p3)=3-3+2-34+4=2,
p(4)=3-2+1-2+4=2.

Como p(x) tem grau 3 e ndo possui raiz em Zs, entao p(x) é irredutivel sobre Zs, assim
p(x) é irredutivel sobre Q. Logo, [Q[u] : Q] = 3 ndo é poténcia de 2 e portanto u nao é
construtivel.

(3) Sendo o ponto A = (a,0) construtivel, temos entdo que o ponto A" = (o + 1,0) é
construtivel. Considere os pontos 0 = (0,0) e U = (1,0), de acordo com a Figura 4.18.

Descricao:

7@‘ 1. Trace a reta r que contém os pontos 0 e U.

f{2. Marque o ponto construtivel A = (a,0) sobre a reta 7.

i 3. Marque o ponto construtivel A’ = (a +1,0) sobre a reta r.

4. Determine o ponto M, ponto médio do segmento 0.A’.

5. Construa a circunferéncia ¢ de centro no ponto M que contém o ponto A’.
6. Trace a reta s perpendicular a reta r que contém o ponto A.

A 7. Marque o ponto X, intersec¢ao da reta s com a circunferéncia % .

O segmento procurado é AX = /a.

Figura 4.18: Construcao do segmento v/« com r construtivel.
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Justificativa. Tracando os segmentos 0X e XA’ temos os tridngulos A0XA’, AOX A,
e ANA’X A. Observe que a reta r é um didmetro da circunferéncia €, o ponto X esta sobre

o arco capaz de 90°, logo 0X A’ é reto. Como a reta s é perpendicular a reta r, os angulos

X A0 = XAA sio retos. Utilizando as relagoes métricas no triangulo retangulo descritas
no Teorema 2.7 temos
RP=mn=r-1=r=h=a. (4.14)

Portanto as coordenadas do ponto X sdo (a,+/a), ou seja, o segmento procurado é
AX = /a. O]

4.2.1 Problemas classicos

Apresentamos os critérios de construtibilidade dos problemas classicos que foram suge-
ridos pelos gregos, atentando-se ao fato de que hoje temos instrumentos matematicos que
nos permitem demonstrar a possibilidade e impossibilidade de tais problemas baseando-se
nos trabalhos desenvolvidos pelos matematicos Gauss (1777-1885) e Galois (1811-1832).

Teorema 4.22. 1. Ndio existe o € Gr tal que o volume do cubo de aresta o seja o dobro
do volume do cubo de aresta 1.

2. Nao existe o € 6Rr tal que a drea do quadrado de lado o seja igual a drea do circulo
de raio 1.

3. E impossivel, com uso apenas de réqua (sem escala) e compasso, trissectar o dngulo
de 60°.

Demonstragio. (1) O volume de um cubo de aresta a = 1 serd V = o® = 1.

Figura 4.19: Cubo de aresta a.

Queremos determinar o de modo que V = a? = 2, logo

Assim, « ¢ raiz do polindmio irredutivel sobre Q, irr(a, Q) = 2* — 2, que possui
grau [Q[o] : Q] = 3, e conforme demonstrado na Proposicao 4.21, segue que « nao é
construtivel.

(2) O circulo de raio r = 1 terd drea A = 7 -r? = 7.
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(07

Figura 4.20: Circulo de raio r = 1 e quadrado de mesma area.

Temos que a area do quadrado de lado « serd A’ = a2, e igualando as areas temos
A=A=d*=r.

Do fato que 7 é transcendente sobre QQ segue que ™ ¢ %, assim a ¢ G, portanto o
segmento de medida 7 que corresponde ao ponto X = (m,0) ndo é construtivel, logo o
quadrado com esta medida de lado nao é construtivel.

A demonstragao de que 7 é transcendente sobre Q diverge do intuito desta dissertagao,
o leitor pode verificar tal demonstragao em [19].

(3) Conforme demonstrado na Proposigao 4.21, se u = § = 27/18, o polinémio irre-
dutivel sobre Q serd p(z) = 8z® — 6z — 1 que nao possui grau [Q[u] : Q] poténcia de 2,
contrariando o Teorema 4.20. O

Um poligono sera construtivel se todos os seus vértices forem pontos construtiveis de

R2. Portanto, um poligono regular de n lados serd construtivel se, e somente se, o ponto

2 2
A, = (COS (W) , sen (W>) é um ponto construtivel de R2.
n n

Proposicao 4.23. 1. Seja k natural maior ou iqual a 2. Todo poligono reqular de n = 2F
lados € construtivel.

2. Se um poligono reqular de n lados é construtivel entao o poligono reqular de 2n lados
também é construtivel.

3. Seja p primo maior do que ou igual a 3. Se um poligono reqular de p lados €
construtivel, entdo existe s pertencente aos naturais, tal que p = 2% + 1. Em
particular o heptagono reqular nao € um poligono construtivel.

Demonstragio. (1) Por indugdo sobre k temos que é verdadeiro para o caso base k = 2,
pois é possivel construir um quadrado.

Provemos entao a construcao do poligono regular com k£ = 3 ou seja 8 lados, utilizando
um quadrado.
Descricao:
fg 1. Trace as diagonais d; e dy do quadrado.

ﬁ 2. Marque o ponto O como interseccao das diagonais do quadrado sendo este o centro.

/i 3. Trace as mediatrizes de cada lado do quadrado, na Figura 4.21 representadas por r
e s.
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ﬁll. Trace a circunferéncia ¢ de centro no ponto O e raio r’ > 0.

A 5. Marque os pontos A', B',C’, D', E', F',G', H', interseccéo da circunferéncia ¢ com
as retas dy,ds, 17 € s.

6. Trace os segmentos A’B’,C"D',D'E',E'F', F'G'\G'H' ¢ H'A’, conforme a Figu-
ra 4.21.

Observe que temos o poligono regular de 8 lados.

Figura 4.21: Poligono regular de 8 lados.

Suponhamos agora ser verdadeiro para um valor k, e deste modo temos que por Hi-
potese de Inducdo o poligono de 2* lados é construtivel.

Utilizando o método descrito para a construgao do poligono regular de 8 lados através
do quadrado, temos que cada vez que este método for aplicado, cada lado do poligono
anterior fornecera 2 novos lados, ou seja, temos 2-2F = 281 logo, temos que a veracidade
para o poligono de 2* lados implica ser verdadeiro para 28+, portanto é verdadeiro para,
todo k € N, com k£ > 2.

(2) Observe que o hexdgono regular é construtivel e, de acordo com a construcao
elementar do Capitulo 3.1.5, é possivel bissectar um dado angulo construtivel apenas com
régua e compasso.

Partindo do hexagono da Figura 4.22.

Descricao:

ﬁ 1. Trace ao menos duas diagonais das trés possiveis. Sendo a diagonal d; que contém
os pontos F e F', a diagonal dy que contém os pontos B e E, e a diagonal d3 que
contém os pontos A e D.

ﬁ 2. Marque o ponto O interseccao de duas diagonais, sendo este o centro do hexagono.
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/1 3. Trace a bissetriz dos angulos A/O\B,gO\C’,C/O\D,ﬁO\E, EOF e @, no desenho
nomeadas de r, s e t.

fi4. Trace a circunferéncia € de centro no ponto O e raio > 0.

f15. Marque os pontos A, B',C', D', E', F',G', H',I', J', K" e L', interseccao das retas
di,ds,ds,r, s e t com a circunferéncia €.

f‘g6. Trace os segmentos A’B’, B'C",C'"D', D'E", E'F', F'G' ,G'H'" ,H'I", I'J', JK', K'L' e
L'A’, conforme a Figura 4.22.

Note que temos o poligono regular de 12 lados.

Figura 4.22: Poligono regular de 12 lados.

Deste modo, dado um poligono regular construtivel de n lados, basta aplicar o método
descrito para se construir o poligono regular de 2n lados.

2 2
(3) Como por hipdtese (cos <7T> ,sen <W>> é construtivel, segue pelo Teorema 4.20

p p
2 2
que [Qla, 5] : Q] = 2™ onde a = cos(—ﬂ> ef= sen(—W).
p p

Sendo 7 = /—1 temos que [Q[«, 3,7 : Q] = 2™ onde Q|a, ,1] C C.

Assumindo ( = a + i € Qla, 3,14 temos que Q[(] C Q[a, B,1] e [Q[(] : Q] = 2" para
algum r € N. Sabemos que irr((,Q) = 2P~' + 2772 + --- + x + 1 e portanto segue que
p—1=2"isto é, p=2"+1.

Para provarmos que r = 2° para algum s € N, vamos supor o contrario, considerando

entao r = tv com t > 1 impar.
Sejam a,b € Z e n € N, conforme [20] temos que a — b divide a™ — b", ou seja,

a" = b =(a—0b)-(a" P+ a" b+ Fab" ).
Tomando entdo a = 2" e b = —1, temos

p=02)4+1=a" -0 =(2"+1)- (2" = 2) 7 +--- —2"+1),
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que é um absurdo, pois como p é primo nao pode ser fatorado como acima e portanto
segue que r é poténcia de 2. O]

Teorema 4.24 (Gauss). Um poligono regular de n lados é construtivel se, e somente se,
n=2"pi-pp, onder >0 epi,...,p, sdo primos impares distintos da forma p; = 227 +1,
coms; >0,i=1,... k.

A prova deste Teorema nao serda demonstrada, sendo assim o leitor pode consul-
tar [21, 22], porém ¢ interessante citar que Gauss (1777-1885) provou a construtibili-
dade do poligono regular de 17 lados em 1796, e cinco anos depois escreveu seu livro
“ Disquisitiones Arithmeticae”, que contém a Teoria “ Gaussian periods”. Com esta teoria,
Gauss determinou quais eram as condigdes necessarias para um poligono ser construtivel,
mas nao apresentou a prova desta condicdo, que s6 foi provada em 1837 por Wantzel
(1814-1848), sendo que esse resultado é chamado de Teorema de Gauss-Wantzel.

O matematico Fermat (1607-1665) mostrou em 1640 que os ntimeros 3, 5, 17,257, 65537
eram nlimeros primos e que os mesmos eram escritos da forma F, = 2% + 1 com s > 0,
que hoje chamamos nimeros de Fermat. Em 1732, Euler (1707-1783) provou que Fj é
divisivel por 5-27 + 1, e portanto os tnicos nimeros primos de Fermat conhecidos até o
momento sao apenas os apresentados pelo proprio Fermat.
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A Atividades propostas

Este apéndice propoe atividades para que os professores possam realizar com alu-
nos. Estas atividades tém o intuito de contribuir para a aprendizagem de Geometria e
apresentar as construgoes basicas com o uso do compasso e régua sem escala.

E de grande importancia no processo de construcio geométrica que o professor deixe
claro aos alunos que a régua sera utilizada somente para tragar retas e que nao podera ser
utilizada como instrumento de medicdo de comprimento, o que desenvolvera nos alunos
as habilidades para as quais este apéndice é proposto

Espera-se que antes da aplicacao das atividades aos alunos, todas as construcoes se-
jam devidamente exemplificadas e realizadas com o acompanhamento do professor e, se
necessario, que os alunos tenham em maos as descrigoes do Capitulo 3.

Ap6s a compreensao por parte dos alunos das atividades apresentadas neste apéndice,
o professor de Matematica pode realizar atividades interdisciplinares com o professor de
Fisica, dentre outros.

Na disciplina de Fisica pode-se realizar diversas atividades relacionadas ao conceito de
Dinémica, como soma e subtracdo de vetores, determinacéo de centro de massa. Na Optica
pode-se determinar os caminhos que a luz percorre quando utilizamos espelhos planos,
concavos e convexos. No Eletromagnetismo, podemos determinar, além dos vetores, as
linhas de campo e linhas equipoténcias. Na disciplina de Artes, as construgoes geométricas
fazem parte fundamental dos seus contetidos, e no caso de escolas técnicas também pode-
se realizar atividades com professores da disciplina de Desenho Técnico. Os professores
de diversas areas do conhecimento, podem juntos desenvolver diversas aplicagoes para as
atividades aqui propostas.

O desenvolvimento da atividade interdisciplinar fornecera aos alunos uma aplicacao
direta das construcoes geométricas, além de contribuir para o processo de ensino e apren-
dizagem dos alunos.

Cada uma das folhas a seguir possui exatamente duas atividades, o que facilitara a
impressao e execugao dos exercicios tendo em vista o espago necessario para a realizagao
das construcoes dentro dos locais estabelecidos.

Sao propostas duas atividades a respeito de cada construcao, sendo que a primeira o
professor realiza junto com o aluno e a segunda o aluno desenvolve sem o acompanhamento
do professor verificando assim sua autonomia para a realizacao da construcao.

107



Atividades propostas

108

i 1. Dado o segmento AB, construa sobre a reta r um segmento congruente com extre-

midade no ponto P.

78§ 2. Dado o segmento AB, construa sobre a reta r um segmento congruente com extre-

midade no ponto P.
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i 3. Dados os segmentos a e b, construa a soma dos segmentos x = a + b, sobre a reta r.

~

7ﬁ§ 4. Dados os segmentos a e b, construa a soma dos segmentos © = a + b, sobre a reta r.




Atividades propostas

110

i 5. Dados os segmentos a e b, construa a subtracao dos segmentos x = b — a, sobre a

reta r.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

i 6. Dados os segmentos a e b, construa a subtracao dos segmentos x = b — a, sobre a

reta r.
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fx 7. Dado o angulo «, transporte-o para a reta r com vértice no ponto P.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

78§ 8. Dado o angulo «, transporte-o para a reta r com vértice no ponto P.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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fx 9. Dados os angulos « e 3, construa o angulo v = « + 3, sobre a reta r com vértice no

ponto P.

i 10. Dados os angulos « e 3, construa o angulo ~

no ponto P.

£ — «, sobre a reta r com vértice




113
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i 11. Determine o ponto médio do segmento AB.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

[ 12. Construa a mediatriz de cada segmento.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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fx 13. Trace a perpendicular a reta r passando pelo ponto P.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Pe

[l 14. Trace a perpendicular a reta r passando pelo ponto P.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Qe
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Al 16. Trace a perpendicular a reta r passando pelo ponto P.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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f{ 17. Construa a bissetriz do angulo a.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

i 18. Construa a bissetriz do angulo a.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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fx 19. Construa uma reta s paralela a reta r passando pelo ponto P.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Qe

i 20. Construa uma reta s paralela a reta r passando pelo ponto P.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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i 21. Construa a circunferéncia circunscrita que contém os vértices do triangulo for-

mado pelos pontos A, B e C.

oC

Ae

i 22. Construa a circunferéncia circunscrita ao triangulo retangulo AABC.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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i 23. Construa a circunferéncia inscrita ao tridngulo formado pelos pontos A, B e C.

*f

Qe

Ae

7ﬁ§ 24. Construa a circunferéncia inscrita ao triangulo retangulo AABC.
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i 25. Construa o arco capaz de angulo « sobre o segmento AB.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

A 26. Construa o arco capaz de angu

lo a sobre o segmento AB.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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i 27. Divida o segmento AB em 3 partes iguais.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

7ﬁ§ 28. Divida o segmento AB em 8 partes iguais.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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fx 29. Divida o segmento AB em partes proporcionais a 2 e 3.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

78§ 30. Divida o segmento AB em partes proporcionais a 3 e 5.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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fx 31. Determine o centro da circunferéncia % .

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

78§ 32. Determine o centro da circunferéncia % .

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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fx 33. Trace as retas r e s tangentes a circunferéncia ¢ passando pelo ponto P.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Pe

7ﬁ§ 34. Trace as retas r e s tangentes a circunferéncia ¢ passando pelo ponto P.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Pe
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a
b

/i 85. Construa o segmento de comprimento = de modo que se tenha

("

C/
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a? + b2.

i 87. Construa o segmento x

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

a? + b2.

7ﬁ§ 38. Construa o segmento x

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

B/

B

A/

A
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a? — b2,

7{ 39. Construa o segmento x

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

a? — b2,

7ﬁ§ 40. Construa o segmento x

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

B/

B

Al

A
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i 41. Dado o segmento unitario a, construa o segmento v/2.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

o A’

7ﬁ§ 42. Dado o segmento unitario a, construa o segmento V3.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

o /A’
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a+b
5

i 43. Dados os segmentos a e b, construa a média aritmética m

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

a+b
5

78§ 44. Dados os segmentos a e b, construa a média aritmética m

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

B/

o /A’
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Vab.

i 45. Dado os segmentos a e b, construa a média geométrica g

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Vab.

i 46. Dado os segmentos a e b, construa a média geométrica ¢

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

o /A’
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i 47. Construa um segmento aureo.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

{ 48. Construa um retangulo dureo.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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1
b

78§ 49. Dado o segmento unitario a, construa o segmento x

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

1
b

78§ 50. Dado o segmento unitario a, construa o segmento x

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

o3
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{ 51. Dado o segmento unitario a, construa o segmento x = b%.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

f{ 52. Dado o segmento unitario a, construa o segmento x = b?.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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i 53. Dado o segmento unitario a, construa o segmento v/b.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

78§ 54. Dado o segmento unitario a, construa o segmento V.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

o B/
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