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RESUMO

A motivagdo para a realizag¢ao dessa pesquisa proveio das minhas inquieta¢des no que diz respeito
ao processo de ensino-aprendizagem de Modelos Exponenciais. Partindo das possibilidades da
Modelagem Matemdtica, como metodologia ativa aplicada ao ensino, e da aprovacdo da nova
BNCC, em 2018, essa pesquisa propde o ensino de Modelos Exponenciais por meio das etapas
da Modelagem Matemdtica, aplicadas em uma sequéncia didética de abordagem que tem por
objetivo levar os alunos a compreenderem as caracteristicas de problemas que sao modelados por
meio da Funcdo Exponencial. Assim, com base em determinadas situa¢des-problema do dia a dia,
os alunos devem entender as etapas da Modelagem — Experimenta¢do, Abstragdo, Formulagdo
do modelo, Resolugdo, Validagdo do modelo e Modificagdo e, dessa forma, descobrirem padrdes
comuns a uma variedade de problemas que sao modelados por meio de uma Fun¢do Exponencial,
bem como a correlagdo existente entre Funcao Exponencial, Juros Compostos e Progressao
Geométrica. Diante de todo o estudo realizado, essa pesquisa me permitiu entender melhor
como a Modelagem Matematica pode ser utilizada como ferramenta para planejar aulas mais
dindmicas, em busca do desenvolvimento de habilidades e competéncias propostas nas diretrizes
da nova BNCC, sendo assim, capaz de colocar o aluno numa situacdo de protagonismo durante o
processo de ensino-aprendizagem de Modelos Exponenciais.

Palavras-chave: Modelos Exponenciais. Modelagem Matematica. BNCC.



ABSTRACT

The motivation for the execution of this research derived from my concerns as regards the Expo-
nential Models teaching-learning process. Staring with the Mathematical Modeling possibilities,
as an active method applied to teaching, and the approval of the new National Common Curricu-
lar Base (BNCC), in 2018, this research proposes the teaching of Exponential Models through
stages of Mathematical Modeling, applied in a didactic sequence approach, which aims to have
students understand the characteristic of problems that are modeled through the Exponential
Function. Thus, based on determined situations — daily problems, the students should understand
the stages of the Mathematical Modeling: Experimentation, Abstraction, Model Formulation,
Resolution, Model Validation and Modification and, in this way, find common patterns to a
range of problems that are modeled through an Exponential Function, as well as the existing
correlation among Exponential Function, Compound Interest and Geometric Progression. In face
of the whole study realized, this research allowed me to better understand how the Mathematical
Modeling can be used as a tool to create more dynamic lessons, in pursuit of developing abilities
and competencies proposed by the new BNCC guidelines, thereby, enough to put the student in a
protagonist situation during the Exponential Models teaching-learning process.

Keywords: Exponential Models. Mathematical Modeling. BNCC.
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1 INTRODUCAO

O ensino da Matematica para alunos da 1? série do Ensino Médio, em especial dos Mode-
los Exponenciais, € um grande desafio para a maioria dos professores de Matematica, desafio
esse que perpassa os seguintes questionamentos: como motivar o aluno para a aprendizagem
dos contetidos matematicos?; qual a melhor maneira de ensinar os conteidos?; existe alguma
ferramenta, na arte de ensinar Matematica, que possa, a0 mesmo tempo, motivar, contextualizar
e fazer com que o préprio aluno seja protagonista nesse processo de ensino-aprendizagem?

As respostas a essas perguntas sdo complexas, envolvem muitas varidveis, dentre elas, o
gosto do aluno pela Matematica, a forma como o professor mostra a importancia do assunto no
dia a dia do préprio aluno, e, por fim, a percep¢io que o aluno tem de como se da a constru¢@o
do conhecimento matematico, isto é, qual a motivacao que ele tem para buscar o conhecimento

do assunto a ser abordado.
Motivar alunos € canalizar os seus interesses para o tema especifico a ser aprendido.
[...] A tarefa do professor € entender as motivagdes bdsicas ja presentes nos alunos e
capitalizar com base nelas. A seguir, o professor pode manipular esse conhecimento

das motivacgdes dos alunos, para maximizar a eficacia do processo de ensino. (POSA-
MENTIER; KRULIK, 2014, p 16-17)

Ainda segundo Posamentier e Krulik (2014, p. 18-19), na tentativa de motivar os alunos
para o estudo de determinado conteido matematico, o professor deve recorrer a uma (ou mais)

das nove técnicas por eles apresentadas:

Indique uma lacuna no conhecimento dos alunos; descubra um padrio; apresente um
desafio; instigue a turma com um resultado matematico surpreendente e impressio-
nante; explique a utilidade do tema; utilize a matemadtica recriativa; conte uma histéria
pertinente; envolva os alunos ativamente na justificativa de curiosidades matematicas;
ou use materiais feitos pelo professor ou vendidos prontos.

Dessa forma, a motiva¢do do aluno para a aprendizagem € um primeiro passo para o
desenvolvimento de uma aula interativa entre Professor e Aluno.

Logo, na tentativa de obter respostas para algumas inquietacdes da minha prética docente,
no que diz respeito ao processo de motivacdo e construgdo do saber matemadtico para alunos da 12
série do Ensino Médio, com a andlise de relevantes pesquisas de estudiosos da drea e, embasado
pelas diretrizes da nova BNCC, que propde o protagonismo do aluno no processo ensino-

aprendizagem, vemos que a Modelagem Matemdtica é uma ferramenta util. Ela € de grande
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aplicacdo para a obtencdo de melhores resultados nesse processo de motivacao, contextualizagao
e percepc¢do da construgcdo do conhecimento matemético, em especial dos modelos exponenciais,
por se tratar de uma metodologia ativa que torna o aluno participante do processo de ensino-
aprendizagem, conforme diretrizes da nova BNCC, pois de acordo com Generoso (2019, p. 15):
Metodologias ativas podem ser compreendidas como alternativas metodolégicas com
uma abordagem contraria ao ensino tradicional focado nos componentes curriculares,

de modo que proporcionem o desenvolvimento do olhar critico e reflexivo do educando
em relacdo ao que estdo fazendo.

Assim, a proposta desse trabalho € apresentar uma sequéncia didatica de abordagem,
para alunos da 1? série do Ensino Médio, para apresentacio dos problemas que sdo modelados
de forma exponencial, realizando, desse modo, uma relacao entre Fun¢ao Exponencial, Juros
Compostos e Progressao Geométrica. Essa sequéncia diddtica estd pautada em exemplos contex-
tualizados de forma interdisciplinar, de modo que conduza os alunos, por meio das perspectivas
da Modelagem Matemadtica, a compreender a conjectura dos Modelos Exponenciais. Para tanto, a
Modelagem Matematica deve ser compreendida como uma ferramenta motivacional do processo
ensino-aprendizagem. Porém, em certas situacdes, nao atende a toda a formalizagdo matematica
necessdria ao ensinar determinado assunto, precisando, assim, de uma intervencao com o rigor
exigido para uma defini¢do precisa do assunto em questao.

De modo geral, essa pesquisa apresenta a Modelagem Matematica como metodologia
ativa para tentar alcancar as habilidades e competéncias compreendidas nas diretrizes da nova
BNCC, no que diz respeito ao ensino-aprendizagem de modelos exponenciais. As investigacdes
em busca das propriedades de modelos exponenciais serdo realizadas em uma sequéncia de
atividades, ordenadas de modo adequado, para que, intuitivamente, os alunos possam descobrir
propriedades inerentes a modelos exponencias.

Essa pesquisa esta dividida em 4 capitulos, consistindo o 1° capitulo na introdugdo do
trabalho. No 2° capitulo, trazemos uma analise das relevantes pesquisas sobre a Modelagem
Matemadtica e suas perspectivas no dmbito educacional, em particular da contribuicao de um dos
precursores do tema no Brasil — Rodney Carlos Bassanezi. No capitulo seguinte, apresentamos
os modelos exponenciais. Essa parte inicia-se apresentando a relevancia do estudo dos modelos
exponenciais, seguido de uma proposta diddtica, ordenada adequadamente as necessidades de
uma aula dindmica, contextualizada e interdisciplinar. A seguir, apresentamos as contribui¢des da
Modelagem Matemética no desenvolvimento das atividades que compdem a sequéncia didatica de

abordagem para o estudo de modelos exponenciais. Na tltima se¢ao do 3° capitulo, apresentamos
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a caracteriza¢do da Funcido Exponencial com o rigor matemadtico, com as devidas demonstracoes,
seguidas da formalizagao da relagcao entre Funcao Exponencial, Juros Compostos e Progressao
Geométrica. E, por fim, no 4° e ultimo capitulo, apresentamos as conclusdes dessa pesquisa,

bem como as consideracdes finais a respeito de todo o estudo aqui realizado.
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2 MODELAGEM MATEMATICA

2.1 A modelagem Matematica na Perspectiva do Ensino-Aprendizagem

A importancia de um ensino-aprendizagem significativo para os nossos alunos é algo
discutido por muitos pesquisadores. Segundo Bassanezi (2002, p. 36):
O desenvolvimento de novas teorias matemadticas e suas apresentagdes como algo
acabado e completo terminaram conduzindo seu ensino nas escolas de maneira des-
vinculada da realidade, e mesmo do processo histérico de constru¢cdo da Matemdtica.
Assim é que um teorema ¢é ensinado, seguindo o seguinte esquema: “enunciado —
demonstracdo — aplica¢do”, quando, de fato, o que poderia ser feito é sua construcio
na ordem inversa (a mesma que deu origem ao teorema), isto €, sua motivacao (externa
ou ndo a Matematica), a formulacao de hipéteses, a validacdo das hipdteses e novos
questionamentos, e, finalmente, o seu enunciado. Estariamos, assim, reinventando o

resultado juntamente com os alunos, seguindo o processo da modelagem e conjugando
verdadeiramente o bindmio ensino-aprendizagem.

Dessa forma, o processo de ensino-aprendizagem € algo dinamico e construtivo. Na
medida do possivel (pois depende do assunto a ser ensinado), devemos partir de uma situacgao-
problema, de preferéncia do dia a dia dos alunos, para que possam descobrir caracteristicas
inerentes a determinado assunto que pretendemos posteriormente formalizar na linguagem
matemadtica coerente com as hipéteses do problema. Assim, o processo de construgdo do saber
matemadtico estaria ocorrendo na mesma ordem em que se deu ao longo dos séculos, pois
observamos, entdo, que a Modelagem Matematica tem a sua histdria intimamente relacionada a
propria histéria do desenvolvimento do conhecimento matematico. Nesse sentido, Biembengut e
Hein (2007, p. 15) dizem o seguinte:

A modelagem matematica, arte de expressar, por meio de linguagem matematica,
situagdes-problema do nosso meio, tem estado presente desde os tempos mais pri-

mitivos. Isto €, a modelagem € tdo antiga quanto a prépria Matematica, surgindo de
aplicacdes na rotina didria dos povos antigos.

Desse modo, analisando atentamente o desenvolvimento dos conhecimentos adquiridos
pela humanidade, percebemos que a ciéncia € uma atividade essencialmente desenvolvida pelo ser
humano, que procura entender a natureza por meio de teorias adequadas. Tais teorias servem de
suporte para desenvolver novas teorias, possibilitando, no futuro, tomadas de decisdes adequadas

a cada necessidade.
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Lancgando um olhar sobre a Histéria da Matematica, nota-se que o seu desenvolvimento
esteve frequentemente atrelado a resolugdo de problemas e a tentativa de modelar
o mundo fisico, o que culminou com o estabelecimento de modelos explicativos e
interpretativos dos fendmenos relacionados a tais problemas. (ROSA; REIS; OREY,
2012, p. 160)

Porém, é necessario compreender que a Matematica € uma ciéncia, que pode ser desen-
volvida por diversas técnicas e metodologias (ativas ou ndo), e, dentre essas metodologias ativas,
a Modelagem Matematica permite esse desenvolvimento do conhecimento com base em um
problema real que deve ser observado, conjecturado, modelado e, por fim, validado. No entanto,
ainda segundo Bassanezi (2002, p. 38), “A modelagem no ensino é apenas uma estratégia de
aprendizagem, onde o mais importante nio € chegar imediatamente a um modelo bem sucedido,
mas caminhar seguindo etapas onde o conteudo matematico vai sendo sistematizado e aplicado”.

Essa sistematizacdo do conhecimento matematico, por meio da contextualizagdo dos
assuntos com o uso da técnica da Modelagem Matemdtica, € caminho natural, pois, de acordo
com Bassanezi (2002, p. 24), “A Modelagem Matemdtica consiste, essencialmente, na arte de
transformar problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas
solucdes na linguagem do mundo real”. Assim, a aplicagdo da modelagem no ambiente de
ensino-aprendizagem € uma excelente oportunidade de levar o aluno a observar o mundo ao seu
redor, de modo que possa despertar um olhar critico sobre as situagdes-problema, com base nas
andlises dos resultados propostos com as atividades de modelagem Matematica. Um letramento

matematico de forma ndo passiva requer uma sensibilizagdo maior de alunos e professor ao olhar

a problemdtica a ser estudada.

Assim, educar pela Matemadtica, na perspectiva da Cultura, fazendo uso dos pressu-
postos da Modelagem como uma concepg¢io de educar matematicamente, requer dos
professores e dos estudantes a sensibilidade de perceber o diferente.[...] Nesse sentido,
tentar enxergar o “outro” ou o “novo”. O etnoconhecimento matematico ndo deve impli-
car aceitd-lo passivamente, mas fazer com que tais conhecimentos possam conduzir o
estudante a um lugar diferente de onde ele estd. (MEYER; CALDEIRA; MALHEIROS,
2011, p. 93)

Ainda segundo Bassanezi (2002, p. 16), “A Modelagem Matematica pressupde multi-
disciplinariedade. E, nesse sentido, vai ao encontro das novas tendéncias, que apontam para a
remocgao de fronteiras entre as diversas dareas de pesquisa”. Dessa forma, a modelagem permite
ao professor romper com o ensino tradicional, dando-lhe a flexibilidade de propor aulas mais
dinamicas e atrativas aos seus alunos, pois € importante, no processo de ensino-aprendizagem,

leva-los a conectar os conhecimentos matemaéticos aplicados a outras dreas do conhecimento

humano. Assim, os discentes compreenderdo que a Matemdtica € uma ferramenta importante no
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desenvolvimento de outras dreas, gerando, desse modo, um processo de ensino-aprendizagem
mais significativo para suas vidas.

Dentro da area das Ciéncias Exatas, observamos que a modelagem tem sido ferramenta
para avanc¢os em dareas tais como Fisica tedrica, Quimica tedrica e Biomatematica, cujos proble-
mas sd@o modelados com base em Equacdes Diferenciais Ordindrias (EDOs) ou Parciais (EDPs).
Aqui, podemos citar, por exemplo, a situacdo da modelagem do crescimento Populacional.

Problemas dessa natureza modelam situagdes diversas, como a evolug@o da populacio
de bactérias numa cultura, ou de certa populacao humana sujeita a uma epidemia ou
governo. Aqui, a hipdtese mais frequente € a de que a taxa de variac@o da populagdo

(crescimento ou decrescimento) em certo tempo ¢ > 0 seja proporcional ao nimero
total de individuos, ou seja, & populacéo total nesse mesmo instante 7. Assim, se x()

. dx
denota a populacéo no instante ¢, temos que — = kx(¢), em que k € R é a constante de

proporcionalidade, que se supde conhecida. (SCARDUA, 2015, p 01)

Aplicando a técnica de separagdo de varidveis para resolu¢do de EDO de 1? ordem (vide

APENDICE E), a solucio desse problema é a seguinte:
x(t1) = x(0)ek".

Porém, essa modelagem ndo € muito ideal para representar a realidade que envolve
o crescimento populacional, pois desconsidera diversas hipdteses que envolvem a dindmica
populacional. Esse modelo € bastante significativo quando o nimero de individuos da populacio
considerada ndo € excessivamente grande. Isso se explica pelo fato de que, se esse nimero
cresce, € natural esperar que a excessiva competicdo por alimento gere uma diminui¢do na
taxa de reproducdo. Assim, devemos pensar em um fator limitante do ntimero de individuos da
populacdo. Sendo M a capacidade de saturacdo (ou capacidade suporte do meio), o0 modelo para
representar esse crescimento populacional € dado por uma EDO, conhecida, segundo Scardua

(2015), como equacdo logistica ou curva logistica:

dP P

em que P é a populacdo em um dado instante ¢, e M é capacidade suporte do meio.

A solucdo da equagao (1) é

M—P(0)
P(0) -

emque A =
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Observamos que modelar um problema real com todas as suas varidveis € muito complexo,
tarefa quase impossivel. Dessa forma, devemos simplificd-lo, de modo que possa ser representado
como um modelo matemadtico significativo para representar aquela situacao real, pois, ainda
de acordo com Bassanezi (2002, p. 12), “O Modelo Matemético é um conjunto de simbolos e
relacdes matemadticas que representam, de alguma forma, o objeto estudado. O modelo pode ser
considerado como uma sintese da reflexdo sobre alguma parte da realidade”.

Com base, assim, em uma temdtica a ser estudada em sala de aula, é importante que o
aluno, na busca pelo conhecimento matematico, entenda que a Matematica procura modelar
(sempre que possivel) problemas reais do dia a dia, de forma a gerar uma reflexao sobre situagdes
semelhantes que se encaixem em tal modelagem.

Logo, o importante € que o estudante compreenda que modelar pressupde analisar,
interpretar, conjecturar e representar, de forma apropriada na linguagem matemaética, de modo

que a Modelagem Matematica € um processo dinamico, conforme esquema a seguir.

Figura 1 — Esquema da Modelagem Matemadtica

r:m rer;lgﬁcﬂ;a nao —» 2-Abstragdo | _ Il - Modelo
: | : matematico |
| A 4 1
Y ' - ‘

I - = "
1 - Experimentacao i 3 - Resolucéo -
[ A = Analitica ou
| I 5 - Modificagao | nUMérica
' |
I , 5 % i
l' | - i

Il - Dados — /4'; IV - Solucdo
—| 4
Experimentais | — = » ey y'ss *

6 - Aplicagao.

Fonte: Bassanezi, (2002, p. 27)

Esquema de uma Modelagem Matemdtica: as setas continuas indicam a primeira aproxi-
macdo. A busca de uma modelo matemético que melhor descreva o problema estudado torna o
processo dindmico, indicado pelas setas pontilhadas.

Sendo um processo dinamico, segundo Bassanezi (2002), obedece as seguintes etapas:
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Experimentacio, Abstracao, Formulacao do modelo, Resoluc¢ao e Validacao do mo-
delo.

1* etapa - Experimentacao: uma atividade laboratorial, com a obten¢do de dados a
respeito do tema estudado, a fim de fundamentar, com parametros precisos, o0 modelo a ser
construido.

22 etapa — Abstracdo: momento de interpretacdo do problema, com selecio de varidveis
responsdveis pela evolugdo do modelo estudado, formulacdo das hipéteses e “leis” que deverdao
ser testadas na validacao do modelo.

3% etapa — Formulacao do modelo: conjectura-se o modelo usando a linguagem mate-
matica adequada aquele objeto de estudo.

4% etapa — Resolucio: essa etapa consiste na prépria resolu¢do do modelo conjecturado.
Tal resolucdo pode ser analitica ou numérica, dependendo da natureza do objeto de estudo.

52 etapa — Validacao do modelo: nesse momento, realiza-se uma comparacio dos resul-
tados obtidos com os dados reais, o que permite analisar se 0 modelo conjecturado de fato pode
representar, por aproximacao, tal situacdo real.

6 etapa — Modificacao: caso a validacdo do modelo construido fracasse, é necessario
uma modificacdo ou um incremento das varidveis selecionadas, ou até mesmo das hipéteses
delimitadas para, assim, obter um novo modelo matematico que se aproxime do problema real

proposto como objeto de estudo e, desse modo, consiga validar tal modelagem.

2.2 Modelagem Matematica e as Diretrizes da nova BNCC

Historicamente, um Plano Nacional de Educagdo que pudesse dar a luz a tentativa de
uma caminhada alinhada para a educacao brasileira, em todo o territorio nacional, era visto com
bons olhos pela maioria dos educadores. Recentemente, em dezembro de 2018, fora aprovada a
Base Nacional Comum Curricular, conforme Didrio Oficial publicado em 18/12/2018, edicao:

242, secao: 1, pagina 120.

RESOLUCAO N° 4, DE 17 DE DEZEMBRO DE 2018

Institui a Base Nacional Comum Curricular na Etapa do Ensino Médio (BNCC-EM),
como etapa final da Educacdo Bésica, nos termos do artigo 35 da LDB, completando o
conjunto constituido pela BNCC da Educacéo Infantil e do Ensino Fundamental, com
base na Resolugdo CNE/CP n° 2/2017, fundamentada no Parecer CNE/CP n° 15/2017.
(MEC, 2018)
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A aprovacgdo desse documento era almejada por muitos profissionais da Educacio e, sem
davida, cumpre proposta ja delimitada pela Lei de Diretrizes e Bases da Educagao, em seu artigo

26:

Os curriculos da educagio infantil, do ensino fundamental e do ensino médio devem
ter base nacional comum, a ser complementada, em cada sistema de ensino e em
cada estabelecimento escolar, por uma parte diversificada, exigida pelas caracteristicas
regionais e locais da sociedade, da cultura, da economia e dos educandos. (MEC, 2016)
No que diz respeito ao ensino da Matematica e suas Tecnologias para o Ensino Médio,
temos a seguinte diretriz:
A BNCC da area de Matematica e suas Tecnologias propde a consolidagdo, a am-
pliacdo e o aprofundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas no Ensino
Fundamental. Para tanto, propde colocar em jogo, de modo mais inter-relacionado, os
conhecimentos ja explorados na etapa anterior, a fim de possibilitar que os estudan-

tes construam uma visdo mais integrada da Matemadtica, ainda na perspectiva da sua
aplicacdo a realidade. (BNCC, 2018, p. 529)

Analisando atentamente esse fragmento das diretrizes, observamos que a proposta de
ensino da Matematica valoriza um ensino contextualizado aos problemas reais do dia a dia de
um estudante capaz de desenvolver multiplas habilidades, tais como investigar, argumentar e
validar problemas propostos pelo professor em sala de aula. Dessa forma, o eixo principal da
nova BNCC € tornar o aluno protagonista do processo de ensino—aprendizagem, rompendo com

a forma tradicional de propor a busca pelo saber matematico.

Para que esses propdsitos se concretizem nessa area, os estudantes devem desenvolver
habilidades relativas aos processos de investigacdo, de construcdo de modelos e de
resolugdo de problemas. Para tanto, eles devem mobilizar seu modo préprio de raci-
ocinar, representar, comunicar, argumentar e, com base em discussdes e valida¢cdes
conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representacdes e procedimentos cada vez
mais sofisticados. (BNCC, 2018, p. 530)

No entanto, essa proposta € desafiadora para a maioria dos docentes em todo o Pais, dos
diversos niveis educacionais. E preciso romper com a forma tradicional de como o ensino da
Matemdtica € praticado no Brasil pela grande maioria dos docentes. A Matematica ndo estd alheia
a realidade. Nao € uma ci€ncia morta, cujo processo € apenas levar o aluno a memorizar férmulas,
sem compreender que essas representam modelos, na maioria das vezes, de situagdes do nosso
dia a dia. O saber matematico, em parte, € construido pela observagao de fendmenos naturais (ou
até mesmo artificiais), dos quais se deseja entender a evolugdo e o comportamento quantitativo, a
fim de compreender os problemas semelhantes que se encaixam em tal modelo. Por um lado, esse

dinamismo estd presente nas etapas propostas pela Modelagem Matemadtica e, por outro lado, é
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notdrio que essa metodologia ativa seja muito apropriada para atender a principal proposta da
nova BNCC — jovens estudantes investigativos, argumentativos e protagonistas do processo de

ensino-aprendizagem.
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3 MODELOS EXPONENCIAIS

3.1 A Importincia dos Modelos Exponenciais no nosso dia a dia

Quando falamos em modelos exponenciais, temos um dos campos da Matematica de
maior aplicacdo. Podemos citar inimeros problemas que envolvem modelos exponenciais em
diversas areas do conhecimento humano, tais como Biologia — problemas envolvendo cresci-
mento de bactérias; Quimica — problemas envolvendo a meia-vida de elementos radioativos; e
a prépria Matemética — Juros Compostos e Progressdao Geométrica. Assim, por um conjunto
de caracteristicas peculiares a uma variedade de problemas que aparecem em muitas areas, €
inegavel que os modelos exponenciais fazem parte da nossa vida cotidiana. Para um pesquisador
na 4rea de Microbiologia, modelar o crescimento de uma cultura de bactérias é parte do seu
trabalho. Da mesma forma, para o cidaddo, de modo geral, conhecimentos sobre valorizacdo e
desvalorizacdo de aplicagdes ou bens materiais sdo relevantes para o desenvolvimento do seu
senso critico, no que diz respeito a tomada de decisdes no dia a dia, sobre investir, comprar ou
vender bens.

Talvez um dos modelos exponenciais mais discutidos nos ultimos séculos tenha sido o
“famoso” modelo de crescimento populacional, desenvolvido pelo economista inglés Thomas
Robert Malthus (1766-1834), conhecido simplesmente como modelo malthusiano, apresentado
em 1798, no artigo “An Essay on the Principle of Population”, sendo ele considerado um dos
precursores da Demografia (ci€ncia que estuda a dindmica das populacdes). Em seu modelo, ele
afirmava que a populacdo mundial aumentaria de acordo com os termos de uma PG, enquanto a

producdo de alimentos aumentaria na razao de uma PA.

Malthus afirma que ““a capacidade de reprodu¢do do homem € superior a capacidade da
terra de produzir meios para sua subsisténcia e, a inibi¢do do crescimento populacio-
nal é devida a disponibilidade de alimentos. A populagdo quando ndo obstaculizada
(unchecked), aumenta a uma razdo geométrica. Os meios de subsisténcia aumentam
apenas a uma razdo aritmética. Assim, o modelo de Malthus propdes um crescimento
de vida otimizada, sem fome, guerra, epidemia ou qualquer catdstrofe, onde todos os
individuos sdo idénticos, com o mesmo comportamento.(BASSANEZI, 2002, p. 327)

Em seu modelo de crescimento populacional, Malthus considerava as taxas de mortalidade
(m) e de natalidade (n) constantes. Logo, o = n — m representa a taxa de crescimento especifico

da populacdo entre os instantes 7 4 1 e . Assim, Malthus considera que a varia¢do da populacdo
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era proporcional a propria populacdo no instante ¢, t > 0. Isto é:

Pt+l—Pt

P = Q. 2)

Logo, o modelo discreto de Malthus é dado pela seguinte lei de recorréncia:

Pyi1=0aP+P = (a+1)P. 3)

Se a populagdo inicial Py é dada, entdo a solugdo da equagdo (3) pode ser obtida por meio

de um processo recursivo, como segue.

P = (OC—i—l)P(),
P = (0c+1)P1,
P = (O(—|— 1)P2,

P_1=(0+1)P_»
P, =(a+1)P_;.

Multiplicando essas equagdes, membro a membro, obtemos

P-P-P...-F - B :\((X+1)~(OC—|—1)~...~(O€+1)1~P0~P1~...~P[,1. 4
b
Como Py -...-P,_1 # 0, aplicando a lei do cancelamento a equagdo (4), obtemos
P =Py(a+1). (5)

Assim, a solugdo da lei de recorréncia de Malthus € uma funcao, a qual, por ser uma
fun¢do com a varidvel independente no expoente, chamé-la-emos de Fun¢do Exponencial.

Por outro lado, o modelo continuo de Malthus, segundo Tavoni (2013), representa uma
Equacao Diferencial Ordinaria (EDO). De acordo com as ideias de Malthus para o crescimento

populacional, temos
dP

0 = kP(), ©

em que k € R € a constante de proporcionalidade, que se supde conhecida.
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Para resolver a EDO (6), usaremos o método de varidveis separaveis (vide APENDICE

E).

dP
—— = kdt.

P(t)

Integrando ambos os membros da equagao (7), temos

dP
m = /Kdt.

Como f%dP =1In|P(r)|, obtemos

In|P(t)| =kt +c, ceR.

Agora, aplicando a exponencial a ambos os membros da equacgdo (9), obtemos

en [P(t)| _ ekH'C,

de modo que

|P(1)| = €k - e°.

Como P(t) > 0, temos

Considerando t = 0, temos

P(0) = K0 e = ¢°.

(7

®)

(€))

(10)

(1)

(12)

(13)

Assim, a populag@o inicial é P(0) = €°, a qual, substituindo na equagdo (12), obtemos

(14)

Outro problema bem interessante que mostra a importancia dos modelos exponencias

refere-se a absor¢do de drogas pelo organismo de um individuo. Esse desafio compete aos

profissionais da drea de Farmacologia. Segundo Bassanezi (1988), tal problema consiste em

analisar como decai a concentracdo de uma droga no sangue de um paciente, no decorrer do
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tempo ¢, apds a ingestdo, o que permite estabelecer a dosagem a ser ministrada e o intervalo de
tempo de cada aplicacdo.

O modelo matematico mais simples é obtido quando supomos que a taxa de variagcdo da
concentracdo € proporcional a concentracao existente na corrente sanguinea em cada instante.
Assim, sendo C(#) a concentragdo da droga no sangue no instante 7, e C(7 + 1) a concentra¢do no
instante seguinte, podemos escrever a seguinte EDO:

dC

= —kC(0). (15)

Aplicando o método das varidveis separdveis a equacdo (15), de modo andlogo ao
problema anterior, obtemos

C(1) = C(0)e™¥. (16)

Agora, supondo que, depois de certo tempo 7', uma 2% dose da mesma quantidade C(0)

seja aplicada, temos

C(r)=C(0)e ™™ 0<r<T. (17)

Agora, suponhamos o seguinte:

e C(T_) = C(0)e™*T como sendo a quantidade imediatamente antes da 2% dose;

e C(T,) = C(0)e *" +-C(0) como sendo a quantidade imediatamente apds a 2% dose.
Assim, C(T}) passa a ser a concentragdo (inicial) de droga, que comeca a decair apds o

tempo 7. Portanto, para T < 7, temos

Dai, temos:

C(t) = [C(0)e ™ T +c(0)]e =T), (18)

Logo:
C(t) =C0)(1+e ) K=T) T <t < 2T. (19)

Continuando o tratamento, administrando outra dose de concentracdo no instante t = 27,

a concentragio no sangue sera

C(2T_) = C(0)(1 + ¢ KT )e *2T-T),

C(2T;) = C(0)(1+e e +C(0),
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C2T,) =C(0)(e ¥ + 72T 1 1),

Logo:
C(t) = C(0)(e KT + 72T 4 1) *K=2T) 27 <. (20)

Dai, concluimos que
C(nTy) = C(0)(1+e T e 2KT ... o7y,

Assim, apds a n-ésima aplicagdo, podemos calcular a quantidade restante de droga no

organismo por meio da seguinte func¢ao:
C(l‘) — C(O)(l +e—kT +€_2KT 4. _}_e—nkT)e—k(t—nT)’ nT <t. (21)

Essas sdo apenas algumas situagdes para as quais podemos relatar a importancia desse
assunto para o nosso dia a dia, sendo inegdvel a relevancia para a vida cotidiana dos alunos.
Logo, € necessdria uma compreensao de forma clara das caracteristicas dos problemas que tém
as propriedades exponenciais, para que, diante de situacdes do dia a dia, saibam intervir de forma
coerente e obter os resultados esperados. Por outro lado, uma leitura didatica da relac@o entre
Fung¢do Exponencial, Juros Compostos e Progressdo Geométrica demonstra as “facetas” usadas

para representar problemas com carateristicas exponenciais.

3.2 Caracterizando Modelos Exponenciais intuitivamente

Nesta secdo, serd apresentada uma sequéncia didatica, composta de 3 partes, constituida
de situagdes-problema contextualizadas, para que os alunos entendam, de forma intuitiva, o
padrdo exponencial.

Na 1? parte, apresentaremos 6 problemas para que os alunos, com base nas andlises e
discussdes, entre si € com o professor orientador, consigam conjecturar € modelar (em linguagem
matemadtica) a funcdo que representa cada situacdo-problema. Na 2? parte, com o auxilio do
software matematico Maxima, proporemos aos alunos as constru¢des dos graficos de duas
situacdes-problema ja apresentadas na 1? parte, para que eles visualizem os comportamentos dos
grificos dos modelos exponenciais e, por fim, na 3* parte, proporemos aos alunos que construam
graficos de fungdes em um mesmo plano cartesiano, para compreenderem os deslocamentos

ocorridos em funcdo de constantes somadas em uma fungao exponencial basica.
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Para essas situagdes-problema, a fim de agilizar processos menos significativos nesse
momento da atividade e, diante das possibilidades da Modelagem Matemaética, podemos usar

como ferramentas auxiliares calculadora e um software matematico.
Sequéncia didatica

12 Parte. A ideia inicial é promover a possibilidade de os alunos analisarem as hipéteses,
tentarem construir o modelo correspondente a tais hip6teses e, por fim, verificarem se tal modelo
matematico satisfaz as hipdteses iniciais do problema. Nessa fase, o professor deve agir apenas
como um orientador ou facilitador do processo, realizando as intervencdes necessarias, em
momentos oportunos, para os alunos atingirem os objetivos. Assim, a organizacdo da turma de
forma adequada facilita essa discussdo dos alunos, parte importante do processo da Modelagem
Matemética. Logo, para uma efetivacdo favoravel do desenvolvimento dessa proposta didética,
€ ideal formar grupos de 2 ou 3 alunos. Nas 6 primeiras situagdes-problema, a sugestdao de

materiais é: atividade impressa ou xerox, lapis, caneta e calculadora.

Proposta Didéatica

Objetivos: apresentar o contetido de forma contextualizada e interdisciplinar, fazendo
com que os alunos, ao desenvolverem as atividades na sequéncia apresentada, consigam conjectu-
rar, modelar e validar a func@o que corresponda a cada situacdo apresentada, obtendo um modelo
ideal para representar situagdes semelhantes aos exemplos propostos. Além disso, leva-los a
identificar a relacdo entre Fungdo Exponencial, Juros Compostos e Progressao Geométrica.

Resultado Esperado: nesta primeira se¢do da Proposta Didatica, esperamos que, por
meio da andlise estratégica dos valores obtidos para preencher cada tabela, sejam identificadas
as hipdteses relevantes para a conjectura do modelo matemaético adequado para cada situacao-

problema.

Situacao-Problema 1. Covid-19: taxa de contdgio no Brasil é de 2,8, a maior entre 48
paises.

Diante do assunto mais comentado e discutido em todo o mundo, neste momento, temos
uma Gtima oportunidade de introduzir o assunto Modelos Exponenciais com base em informagdes
referentes a taxa de contagio da Covid-19. Segundo PEBMED (2020) uma avaliagdo realizada

por pesquisadores do Imperial College, de Londres, mostra que a taxa de contaminagdo pela
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Covid-19 no Brasil, em meados de maio de 2020, ¢ de 2,8 — a maior entre os 48 paises
analisados, ou seja, cada individuo contaminado no pais infecta quase mais trés.

Com base nessa informacao, sobre a taxa de contdgio da covid-19, podemos propor aos
alunos a situagdo-problema a seguir.

Vamos considerar que uma pessoa infectada (sintomdtica ou assintomadtica) tenha o
potencial de infectar apenas outras 3 pessoas, em um periodo méximo de 24 horas, caso tenha
contato com outros individuos. Considerando uma tnica pessoa infectada no dia 15 de julho de
2020 e que essa pessoa teve contato somente com outras 3 pessoas na manha do dia 16 seguinte,
as quais foram por ela contaminadas, e mantendo-se esse ritmo de contaminagdo, pede-se:

(a) Complete a tabela que relaciona o niimero de pessoas infectadas (N), a cada novo dia,

com o nimero (¢) de dias apds 15 de julho, expressando tal nimero na forma de poténcia.

Tabela 1 — Relacao entre o nimero de novos infectados, a cada novo dia, e o nimero de dias,
apo6s 15 de julho.

t (dias ap6s 15 de julho) | Nimero de pessoas infectadas (N), a cada novo dia
0
1
2
3
4
t ?

Fonte: Elaborada pelo autor

(b) Expresse a funcao que relaciona o nimero de novos infectados (N) em fun¢io do
numero de dias transcorridos (¢), a partir de 15 de julho.

(c) Usando a fungdo do item anterior, calcule (com o auxilio de uma calculadora) o
nimero de infectados somente no dia 24 de julho de 2020.

(d) Expresse a sequéncia da quantidade de novos contaminados, de acordo com a tabela
anterior.

(e) A sequéncia do item (d) é uma PA ou uma PG? Explicite a razdo de tal sequéncia.

(f) Considerando a sua resposta ao item anterior, use a féormula da soma dos n primeiros
termos da sequéncia em questdo para determinar o nimero total de contaminados, considerando

as hipéteses do problema.
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As solugdes esperadas para essa atividade sdo as seguintes:
(a)

Tabela 2 — Solugdo do item a) da Situacdo-problema 1.

t (dias ap6s 15 de julho) | Numero de pessoas infectadas (N), a cada novo dia
0 1=3°
1 3=3!
2 9=3°
3 27 =33
4 81 =3*
t ?

Fonte: Elaborada pelo autor

(b) Como a quantidade de novos contaminados triplica a cada dia, temos N(z) = 3'.

(c) No dia 24, temos ¢ = 10. Logo, N(10) = 3!%(= 59049).

(d) (1,3,9,27,81,243,...).

(e) Uma PG de razdo g = 3.

(f) No dia 24 de julho, t = 10. Logo, pela férmula da soma dos n primeiros termos de

uma PG, temos
"—1 1-(319—1
_alg ) o160

S
" g—1 3—-1

= S, =29524

contaminados.

Situacao-problema 2 - Divisdo Celular
Um dos processos mais importantes para organismos multicelulares e unicelulares € a

mitose:

A mitose é o mecanismo mais comum de reproducio dos organismos unicelulares
eucariontes. E também o processo pelo qual os seres pluricelulares sdo formados,
seja a partir de um pedaco do corpo (reproducdo assexuada), seja a partir da célula-
ovo, ou zigoto (reproducao sexuada). A mitose € essencial para o crescimento, para
a renovacao das células e para a regeneragdo de partes do organismo.(LINHARES;
GEWANDSZNAJDER; PACCA, 2016a, p. 140)

Para essa situagcao-problema, o professor deve indagar aos alunos a respeito do processo
de divisdo celular. Pode iniciar perguntando: quais os processos de divisdo celular?; qual a

diferenca entre esses processos?; € possivel representar essas situacdes por meio de uma funcao?
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Diante das possiveis respostas dos alunos e, com o objetivo de continuar com a introdug¢ao
do assunto Modelos Exponenciais, o professor pode apresentar-lhes o problema a seguir.

A professora de Biologia do Colégio Santa Cruz, de Araguaina, ao ministrar uma aula
sobre divisdo celular, processos mitose e meiose, para os alunos, propos-lhes que preenchessem
uma tabela que representasse a quantidade de células apds n divisdes da mitose e, por fim, que
relacionassem a quantidade de células em fun¢do do numero de divisdes ocorridas, considerando,
inicialmente, uma unica célula.

De acordo com essas informagdes e seus conhecimentos sobre divisdo celular, responda
aos itens a seguir.

a) Complete a tabela que relaciona a quantidade de células Q em fun¢do do nimero n de
divisdes ocorridas no processo da mitose. Expresse o valor que indica a quantidade de células,

apos cada divisdo celular, na forma de poténcia.

Tabela 3 — Relacdo entre a quantidade de células e o nimero de divisdes no processo da mitose.

Numero de divisoes (n) | Quantidade de células (Q)
0
1
2
3
4
n ?

Fonte: Elaborada pelo autor

b) Expresse a formula da funcio que relaciona a quantidade de células Q em funcao do
numero n de divisdes celulares.

¢) Usando a func¢do do item anterior, qual o nimero de células apés a 10? divisdo no
processo da Mitose?

d) Expresse a sequéncia dos valores da funcio. Essa sequéncia é uma Progressdao Aritmé-
tica ou Geométrica? Explicite a razdo de tal sequéncia.

As solugdes esperadas para essa atividade sdo as seguintes: a)
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Tabela 4 — Solu¢ao do item a) da Situacdo-problema 2.

Numero de divisoes (n) | Quantidade de células (Q)
0 1=20
1 2 =21
2 4 =27
3 §=2°
4 16 =2*
n 2"

Fonte: Elaborada pelo autor

b) A fungdo é Q(n) = 2", em que n denota o nimero de divisdes.
¢) Sendo n = 10, temos Q(10) = 2'°, ou seja, Q(10) = 1024.
d) (1,2,4,8,16,...), que é uma Progressao Geométrica (PG) de razdo g = 2.

Para as atividades 03 e 04, o professor deve comentar com os alunos sobre termos
financeiros presentes no cotidiano da sociedade, tais como valorizacdo, desvalorizacao ou
depreciacdo de valores e bens. Assim, realizamos uma contextualiza¢do da proposta seguinte
com capitalizacdo composta, ou seja, uma provocacao da relacdo entre esses termos financeiros

e funcao.

Situacao-problema 3 - Aplicacao Financeira

Marcos, um cliente do Banco Bradesco, agéncia de Araguaina, procurou sua gerente para
obter informacdes sobre aplicagdes financeiras interessantes para que pudesse aplicar o valor de
RS$ 2.000,00, referentes ao seu décimo terceiro saldrio. Fora orientado sobre diversas aplicacdes,
vantagens e desvantagens, o que lhe permitiu optar por aplicar na caderneta de poupanca, embora
com rentabilidade pequena, mas com menor risco. A gerente lhe informou que, em média, a
poupanca rende 0,5% ao més.

a) Complete a tabela a seguir, indicando o valor da aplicagdo apds cada periodo mensal,

na foma de poténcia.



Tabela 5 — Relagao entre tempo de aplicagdo e montante.

Tempo (n) de aplicagdo (em més) | Montante (M) da aplica¢ao (em R$)
0
1
2
3
4
n ?

Fonte: Elaborada pelo autor

b) Expresse a férmula da funcdo que relaciona o valor do montante M em fungao do

tempo n de aplicagdo.

¢) Usando a funcdo do item anterior, qual o montante da aplicacdo de Marcos apds 1 ano

de aplicagao?

d) Expresse a sequéncia dos valores do Montante da aplicacdo de Marcos. Essa sequéncia

¢ uma Progressdo Aritmética ou Geométrica? Explicite a razdo de tal sequéncia.

As solugdes esperadas para essa atividade sdo as seguintes:

a)

Tabela 6 — Solugdo do item a) da Situacdo-problema 3.

Tempo (n) de aplicagdo (em més) Montante (M) da aplicacdo (em R$)
0 2000
1 2000 - (1,005) = 2010 = 2000 - (1,005)"
2 2000- (1,005) - (1,005) = 2020,05 = 2000 - (1,005)?
3 2000- (1,005)2-(1,005) 2030, 15 = (1,005)3
4 2000 (1,005)3 - (1,005) = 2040,30 = (1,005)*
n 2000 - (1,005)"

Fonte: Elaborada pelo autor

b) M(n) =2000- 1,005", em que n denota o tempo de aplicagdo.

¢) Sendo 7 = 1 ano (= 12 meses), temos M(12) = 2000- (1,005)'? = M(12) = 2000

1,06168 = M(12) = 2123, 36.

d) (2000;2010;2020,05;2030, 15,2040, 30;...), que é uma Progressdo Geométrica (PG)

de razdo g = 1,005.
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Situacao-problema 4: Depreciacao do valor de certo objeto

Segundo um consultor de vendas de uma concessiondria de veiculos, da cidade de
Araguaina, a depreciacdo de um dos modelos de carros, da marca vendida nessa concessiondria,
¢, em média, apenas 8% por ano de uso. Carlos, um cliente dessa loja, adquiriu um carro desse
modelo, pagando 40 mil reais.

a) Complete a tabela que relaciona o valor do carro em funcdo do numero de anos

decorridos apds a sua aquisi¢dao por um cliente, expressando esse valor na forma de poténcia.

Tabela 7 — Relacdo entre o valor V depreciado do carro e o nimero n de anos decorridos.

Tempo decorrido (n) | Valor do carro ap6s n anos de uso (V)
0
1
2
3
4
n 2

Fonte: Elaborada pelo autor

b) Expresse a formula da func¢io que relaciona o valor V do carro em fun¢do do tempo n
de anos decorridos.

¢) Usando a fun¢do do item anterior, qual o valor do carro daqui a 8 anos?

d) Expresse a sequéncia dos valores do veiculo, de acordo com a tabela.

e) A sequéncia do item (d) € uma Progressao Aritmética ou Geométrica? Explicite a
razao de tal sequéncia.

As solugdes esperadas para essa atividade sdo as seguintes:

a)
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Tabela 8 — Solu¢do do item a) da Situacdo-problema 4.

Tempo decorrido (n) Valor do carro apds n anos de uso (V)
0 40000
1 40000 - (0,92) = 36800,00 = 40000 - (0,92)"
2 40000-(0,92) - (0,92) = 33856,00 = 40000 - (0,92)?
3 40000 - (0,92)%-(0,92) = 31147,52 = 40000 - (0,92)*
4 40000 - (0,92)3 - (0,92) =2 28655,72 = 40000 - (0,92)*

n 40000 - (0,92)"

Fonte: Elaborada pelo autor

b) V(n) =40000-(0,92)", em que n denota o tempo (em anos) de uso.

¢) Sendo n = 8 anos, temos V(8) = 40000 - (0,92)% = V(8) =2 40000 - (0,513219) =
V(8) = 20528, 76.

d) (40000;36800;33856;31147,52;28655,72;...).

e) A sequéncia € uma Progressao Geométrica (PG) de razdo g = 0,92.

Pelos objetivos expostos para as Situagdes-problema 1, 2, 3 e 4, esperamos que os alunos
compreendam que tais problemas t€m caracteristicas semelhantes e, assim, seguem 0 mesmo
padrdo de conjectura. Logo, esperamos que, em todas as situagdes citadas, os alunos consigam

conjecturar o seguinte modelo matemaético:
f(x) =ab*, x> 0.

Nessa fase, € interessante que o professor questione os alunos sobre o significado da
€9

constante “a”. Esperamos que eles identifiquem que tal constante representa o valor inicial da

funcdo, pois:
f0)=ab’ =a

Também € importante que os alunos identifiquem intuitivamente que, para todo a > 0,

e se b > 1, entdo f € crescente;

ese 0 < b < 1,entdo f € decrescente.

Em um segundo momento da sequéncia didética, aplicar outras situacdes-problema para
os alunos identificarem a necessidade do acréscimo de outra constante para construir um modelo

exponencial satisfatorio para representar as hipoteses do problema em questao.
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Para introduzir a contextualizacdo e a interdisciplinaridade da situagc@o seguinte, o profes-
sor deve comentar sobre a rapidez com que uma cultura de bactérias se reproduz. Dependendo
da espécie, em intervalos de tempos iguais, uma cultura duplica, triplica etc., apds o inicio das

observacdes.

Situacido-problema 5: Crescimento Populacional de Bactérias

A principal forma de reproducao das bactérias € a assexuada, por divisdo bindria ou
biparticdo: a célula aumenta de tamanho e o DNA se duplica; em seguida, a célula
se divide, ficando uma cépia do DNA para cada célula - filha. Esse processo origina
uma populagdo de individuos geneticamente iguais, chamados clones.(LINHARES;
GEWANDSZNAIJDER; PACCA, 2016b, p. 29)

De acordo com essas informagdes sobre a reprodugdo das bactérias, podemos propor a
seguinte situacdo-problema:

Um pesquisador do Instituto de Doencas Tropicais, de Araguaina, analisa o crescimento
de uma amostra que, inicialmente, tem 12 bactérias. Esse pesquisador ja observara, em suas
andlises do primeiro dia do experimento, que, a cada 20 minutos, o nimero de bactérias duplica.
Desejando verificar se tais anélises estao corretas, ele pretende modelar esse crescimento por meio
de uma fun¢do que relacione o nimero de bactérias apds n minutos do inicio das observagdes e,
assim, verificar o niimero esperado de bactérias ap6s o 2° dia (24 horas) de observagdes.

a) Complete a tabela que relaciona o nimero de bactérias em fung@o do nimero de horas

decorridas apds o inicio das observacdes, expressando esse nimero na forma de poténcia.

Tabela 9 — Relagdo entre o numero de bactérias e o tempo.

Tempo (n) | Quantidade de bactérias (Q)
0
20
40
60
80

Fonte: Elaborada pelo autor

b) Expresse a formula da funcao que relaciona o nimero de bactérias Q em func¢do de n

minutos apds o inicio das observagdes.
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¢) Usando a fung¢do obtida no item anterior, qual € o nimero de bactérias esperado no fim
do 2° dia?

d) Expresse a sequéncia da quantidade de bactérias, de acordo com a Tabela 9.

e) A sequéncia do item (d) € uma Progressdao Aritmética ou Geométrica? Explicite a
razao de tal sequéncia.

As solucdes esperadas para essa atividade sdo as seguintes:

a)

Tabela 10 — Solucdo do item a) da Situacao-problema 5.

Tempo (n) | Quantidade de bactérias (Q)
0 12=12.20
20 12.2=24=12-21
40 24.2 =48 =122
60 48.2=96=12.2°
80 96-2=192=12-2%
n 12-2%

Fonte: Elaborada pelo autor

b) Q(n) =12- 2%, em que n denota o tempo (em minutos) apds o inicio das observagdes.

¢) Sendo n = 2 dias (= 2880 minutos), temos: Q(2880) = 12- 2% = 0(2880) = 12-
214 = 0(2880) = 3-2!® bactérias.

d) (12;24;48;96;...).

e) E uma Progressdao Geométrica (PG) de razdo g = 2.

A ultima situacdo-problema, a seguir, que propomos nessa primeira parte da sequéncia
didética, aborda uma contextualizacdo com a meia-vida do Césio-137, ou seja, um problema
interdisciplinar: Matemdtica e Quimica.

Para o estudo matematico dos decaimentos radioativos, devemos inicialmente, entender
o pardmetro de meia - vida ou periodo de semidesintegracio, que € o tempo necessirio

para que o nimero de nicleos radioativos de um elemento em uma amostra seja
reduzido a metade.(FRANCO, 2016, p. 200)

Assim, o professor deve indagar os alunos sobre o significado da meia-vida de um

elemento radioativo, no sentido da possibilidade de representar, por meio de uma fungdo, a
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massa restante de uma amostra em fun¢do do tempo. Exposta essa abordagem introdutoria,

apresentamos o seguinte

Situacao-problema 6: Meia-vida de elementos radioativos

Sabe-se que a meia-vida de um elemento radioativo €, por defini¢do, o tempo necessario
para que a metade do ndimero de dtomos do isétopo radioativo presentes em uma amostra dele
desintegre-se.

Se a meia-vida do Césio-137 € de, aproximadamente, 30 anos, considerando uma amostra
de 30 gramas, responda aos itens a seguir.

a) Complete a tabela que relaciona a massa M do atomo em funcao do tempo n transcor-

rido.

Tabela 11 — Relagdo entre a massa do Césio-137 e o tempo transcorrido no processo de desinte-
gracio.

Tempo transcorrido (n) | Massa do dtomo (M)
0

30

60

90

120

n ?

Fonte: Elaborada pelo Autor

b) Expresse a formula da funcio que relaciona a massa do Césio-137 em fun¢ao do tempo
transcorrido.

¢) Usando a funcao do item anterior, qual a massa do Césio-137 ap6s 300 anos?

d) Expresse a sequéncia dos valores da massa restante, de acordo com a Tabela 11.

e) A sequéncia do item (d) é uma Progressao Aritmética ou Geométrica? Explicite a
razao de tal sequéncia.

As solugdes esperadas para essa atividade sdo as seguintes:

a)



Tabela 12 — Solucdo do item a) da Situacao-problema 6.
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Tempo transcorrido (n) Massa do atomo (M)
0 30
30 30-1=15
60 30 (1) () =30-1=7,5=30-(}
90 30-(5)%(5) =30-5 =3,75=30-(5)°
120 30-(3)°(3) =30 - = 1,875=30-(3)*
n 30-(1)% =30.27%

Fonte: Elaborada pelo autor

n

b) M(n) =30 (%)% = M(n) = 30- 2730, em que 1 denota o tempo (em anos) transcor-
rido.

¢) Sendo n = 300 anos, temos M(300) = 30-2~30 = M(300) = 302710 = M(300) =
30- (7o) = M(300) = 43 = M(300) = 0,029296875.

d) (30;15;7,5;3,75;1,875;...).

e) E uma Progressdao Geométrica (PG) de razdo g = %

Pelos objetivos expostos para as situagdes-problema 5 e 6, esperamos que os alunos
compreendam que tais problemas t€m caracteristicas semelhantes e, assim, seguem o mesmo
padrio de conjectura. Logo, esperamos que, as situagdes citadas, os alunos consigam conjecturar

o seguinte modelo matemaético:
f(x)=ka”, 0<a#1,x>0ek>0

Assim, essa primeira parte da atividade € fundamental para que os alunos compreendam,
de forma construtiva e intuitiva, a estrutura que representa os modelos exponenciais. Sendo
assim, esperamos que entendam que Progressdo Geométrica e Juros compostos seguem um

padrdo exponencial.

22 parte. Toda fungdo f tem um grafico caracteristico constituido pelos pontos (x, f(x)).
Assim, € fundamental apresentar aos alunos, com base nos exemplos anteriores, por meio de um
software matematico apropriado, o comportamento griafico do modelo exponencial. O uso de
um software matemdtico se torna bastante interessante nessa parte da sequéncia didatica, sendo

util para o professor economizar tempo. Porém, a andlise grafica deve ser o eixo principal das
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investigacdes dos alunos. Devemos, entdo, propor aos alunos a andlise de situacdes estratégicas
por meio do grafico que os conduzam a compreender o porqué de o grafico da exponencial

apresentar esse comportamento.
Proposta Didatica: graficos

Material: software matematico Maxima e calculadora.
Objetivo: visualizagdo gréfica que representa o crescimento exponencial.
Resultado Esperado: esperamos que os alunos verifiquem que o grafico € uma curva

diferente de, por exemplo, reta e pardbola, estudadas anteriormente.

Situacao-problema 7 - Divisdao Celular

Retomando a situac@o - problema 2 apresentada na primeira parte desta sequéncia
didética de atividade, cujo modelo exponencial é dado pela fungdo Q(n) =2",n > 0, que indica a
quantidade de bactérias Q(n), em func¢do do nimero de divisdes celulares n, por meio da mitose,
propor aos alunos a construcao do grafico que representa esta funcgao.

Com a inserc@o dos dados no software Maxima, esperamos, como solucdo,o gréfico a

seguir:

Figura 2 — Quantidade de células apds n divisdes da Mitose

35 T T T T T

30 .

25 N

20 - B

15 N

Namero de células

10 F E

Miamero de divisdes

Fonte: Elaborada pelo autor
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Situacao-problema 8 - Meia-vida do elemento radioativo Césio-137

Retomando a situacdo - problema 6, apresentada também na primeira parte desta sequén-
cia didatica, que relaciona a quantidade de massa M restante do atomo de Césio-137, em fungdo
do tempo n transcorrido e, cuja situagdo é modelada pela fun¢do M(n) = 30- 2730, propor
também aos alunos a construcao do grafico desta fun¢do, para que possam comparar com o
grafico anterior e, assim chegarem as conclusdes importantes a respeito do gréfico deste tipo de
funcdo.

Com a inserc¢ao dos dados no software Maxima, esperamos que os alunos obtenham o

gréafico a seguir.

Figura 3 — Quantidade de massa atdbmica em fun¢@o do tempo transcorrido

100 T T T T T T T T

80 - B

40 | .

Massa(gramas)

20 - o

U I | Il | | | ——

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Tempo(anos)

Fonte: Elaborada pelo autor

Ap06s a conclusdo dessas duas atividades, € importante indagar os alunos a respeito do
comportamento grafico de cada situacdo-problema. Ao observar as curvas, esperamos que 0s
alunos verifiquem que a funcdo pode ser crescente ou decrescente. Além disso, € importante que
identifiquem qual a constante real na estrutura matematica que representa o modelo exponencial,
que caracteriza essas duas situacdes. Também é de fundamental importancia que os alunos
entendam que nado existe uma proporcionalidade na relacdo da funcgdo, pois, caso existisse,
terfamos uma funcdo linear, cujo gréfico € uma reta.

Outro aspecto importante que deve ser questionado pelo professor aos alunos é o ponto
de partida do grafico (no eixo vertical) e o fato de o grafico estar localizado no 1° quadrante.

Segue uma pergunta interessante: o grafico sempre estara contido apenas no 1° quadrante?
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32 Parte. Para uma melhor reflexdo dos alunos sobre os possiveis comportamentos
graficos das func¢des exponenciais, devemos propor-lhes uma atividade com fun¢des exponenciais

nao basicas.
Proposta Didatica - Situacao-problema 9

Objetivo: compreensdo do deslocamento grafico vertical na fun¢do exponencial com

base em uma funcao bdsica.
Situacao-problema 9: translacao grafica vertical

Um professor propds aos seus alunos que, com base na fungdo f(x) = 2%, eles somassem
uma unidade a f(x), obtendo outra fungio (g(x)), e, em seguida, subtraissem uma unidade de
f(x), obtendo outra fungao (h(x)).

a) Complete as tabelas:

Tabela 13 — Pares ordenados do gréfico da funcdo f(x) = 2*.

x | flx)=2%

-2
1

0
1
2

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 14 — Pares ordenados do grafico da fungdo g(x) =2*+ 1.

x | glx)=2"+1

-2
1

0
1
2

Fonte: Elaborado pelo autor
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Tabela 15 — Pares ordenados do gréfico da fungdo h(x) =2*—1.

x | hx)=2"—1

-2
1

0
1
2

Fonte: Elaborada pelo autor

b) Com o auxilio do software Maxima, esboce, no mesmo plano cartesiano, os gréaficos
das funcoes f, g e h.

¢) Analisando os dados das Tabelas 14 e 15, juntamente com os graficos correspondentes,
0 que se pode afirmar sobre a constante somada a f(x)?

d) Determine o conjunto imagem de cada funcio dada.

Resultado Esperado: nesse exercicio, esperamos que os alunos entendam que, dada uma
fungdo f(x) +k, temos:

e se k > 0, entdo o gréfico de f(x) desloca-se k unidade para cima;

e se k < 0, entdo o grafico de f(x) desloca-se k unidade para baixo.

Assim, as solugcdes esperadas para essa atividade s@o as seguintes:

a)

Tabela 16 — Parte da solug@o do item a) da Situacdo-problema 9.

X fx)=2"

2 f(=2)=2"=()’ =4
-1 f(=n=2"=3

0 f(0)=20=1

1 f(hy=2"=2

2 f(2)=2=4

Fonte: Elaborada pelo autor
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Tabela 17 — Parte da solug@o do item a) da Situacdo-problema 9.

x glx)=2"+1

2| f(-2)=2"2+1=1+1=3
1| f(-D)=2"1+1=3+1=3
0| f0)=2+1=1+1=2
1 f()y=2T+1=2+1=3
2 f2)=2*+1=4+1=5

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 18 — Parte da solu¢do do item a) da Situagdo-problema 9.

x h(x)=2%—1

2| f(2)=2"-1=3-1=—3
[y =2Tor=1oT= ]
0 fO)=2"-1=1-1=0
1 f(h=2"—-1=2-1=1
2 f2)=2>-1=4—-1=3

Fonte: Elaborada pelo autor

E de fundamental importancia que o professor discuta com os alunos os resultados obtidos
para cada fungdo, e qual a importancia do valor 1 somado a/subtraido de f(x).

b) Com a insercao dos dados no software Maxima, esperamos o seguinte grafico como

solugdo:
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Figura 4 — Translac¢des graficas 01

1 | I i I 1 |
7.5 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

bt

Fonte: Elaborada pelo Autor

¢) Com as andlises dos dados das Tabelas 16, 17 e 18, e as construcdes graficas (Figura
4), os alunos devem compreender, de forma intuitiva, que, na fungdo 2* + 1, todas as imagens da
fungdo basica f(x) = 2* aumentaram de uma unidade e, por outro lado, na fungdo f(x) =2*—1,
todas as imagens de f(x) = 2* diminufram de uma unidade. Assim, g(x) = f(x) + 1 é dada pelo
gréfico de f(x) transladado de uma unidade para cima, e h(x) = f(x) — 1 é dada pelo gréfico de
f(x) transladado de uma unidade para baixo.

d) Intuitivamente, os alunos devem notar que o conjunto imagem da fung¢io bdsica
f(x) =2* ¢ R%.. Assim, o grifico de f(x) = 2" jamais intersecta o eixo das abscissas. Logo, (x,0)
ndo pertence ao grafico de f(x) =2*. Uma vez que o grafico da fungdo g(x) = f(x)+ 1 tem
como pontos (x,2* 4 1), entdo (x, 1) ndo pertence ao grafico de g(x), pois 2* >0=2"+1> 1.
Assim, a reta horizontal y = 1 jamais € intersectada pelo gréfico da fungdo g(x). Isto é, o conjunto
imagem de g(x) =2+ 1¢é {y € R:y > 1}. Por outro lado, a funcéo h(x) = 2* — 1 tem como
conjunto imagem {y € R : y > —1}, pois todos os pontos do grafico de f(x) =2* desceram uma
unidade. Como (x,0) ndo pertence ao grafico de f(x), e 2* > 0, temos 2* — 1 > —1. Logo, a reta

y = —1 jamais € intersectada pelo gréfico da fungdo h(x).
Proposta didatica: Situacao-problema 10

Objetivo: Compreensao do deslocamento horizontal na funcao exponencial com base

em uma funcdo bdésica.
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Situacao-problema 10: translacao grafica horizontal
Propor aos alunos que, com o auxilio de uma tabela e do software Maxima, esbocem, no
mesmo plano, os grafico das fungdes f(x) = 2%, g(x) = f(x+2) =22 e h(x) = f(x—2) =22,

a) Complete as tabelas a seguir.

Tabela 19 — Pares ordenados do grifico da funcio g(x) = 2*+2.

x | flx42) =252

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 20 — Pares ordenados do grifico da funcio A(x) = 252

x | f(x—=2)=2"7

Bl —=|of:

Fonte: Elaborada pelo autor

b) Esbocar, no mesmo plano cartesiano, os graficos das funcdes dadas.

¢) Analisar os comportamentos dos graficos de g(x) = f(x+2) e h(x) = f(x—2) em
relac@o ao grifico de f(x).

d) Analisar os conjuntos imagens das fung¢des g(x) = f(x+2) e h(x) = f(x —2).

Resultado Esperado: esperamos que os alunos entendam que, dada uma funcgdo
g(x) = f(x+k), temos

e se k > 0, entdo o grifico de f(x) desloca-se k unidades para a esquerda;

e se k < 0, entdo o gréfico de f(x) desloca-se k unidades para a direita.



Assim, as solucdes esperadas para essa atividade s@o as seguintes:

a)

Tabela 21 — Parte da solu¢do do item a) da Situac@o-problema 10.

x g(x) = flx+2) =27

—4 | f(—4+2)=2"*2=2"2=
3| f(-3+2)=27=2"1=
2| f(—2+2)=2722=20=1
—1] f(-1+2)=2"T"2=21=2
0 fO+2) =22 =22=4

NI —{s ]

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 22 — Parte da solug@o do item a) da Situacado-problema 10.

Blw| =]

Fonte: Elaborada pelo autor
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b)

Figura 5 — Translagdes graficas 02

10 T T T T T T

/ 2
2(x+2]
;,,f 2x-2)

Fonte: Elaborada pelo autor

¢) Analisando o grifico da funcdo g(x) = f(x+2), observamos que ocorre apenas um
deslocamento horizontal para a esquerda de duas unidades em todos os pontos de f(x), pois,
se (x,y) pertence ao grifico de f(x), entdo (x — 2,y) pertence ao gréfico de g(x) = f(x+2).
De modo andlogo, se (x,y) pertence ao grafico de f(x), entdo (x+ 2,y) pertence ao grafico
de h(x) = f(x—2). Logo, o gréfico de h(x) = f(x—2) é apenas o grifico de f(x) deslocado
horizontalmente duas unidades para a direita.

d) Como 2*"2 > 0,Vx € R, o conjunto imagem de g(x) = f(x+2) é R%, e, de modo

andlogo, como 22 > 0,Vx € R, o conjunto imagem de h(x) = f(x —2) é também R
Proposta Didatica: Situacao-problema 11
Objetivo: entender a relacdo entre os gréaficos de f(x) e —f(x).

Situacgéio-problema 11: Reflexio do grafico de f(x) em relagéio ao eixo das abscissas
Por fim, propor aos alunos que, com o auxilio de uma tabela e do software Maxima,
esbocem, no mesmo plano cartesiano, os graficos das fungdes f(x) =2* e g(x) = —2*%.

a) Complete a tabela a seguir.
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Tabela 23 — Pares ordenados do gréfico da fungéo g(x) = —2*.

x | glx)=-2%

-2
1

0
1
2

Fonte: Elaborada pelo autor

b) Esbocar os gréficos de f(x) e g(x) no mesmo plano cartesiano.

¢) Os graficos sdo simétricos em relacdo a qual dos eixos cartesianos? Justifique sua
resposta.

d) Expressar o conjunto imagem da fungdo g(x).

Resultado Esperado: esperamos que os alunos entendam que os gréficos de f(x) e de
g(x) sdo simétricos em relacgéo ao eixo das abscissas, pois g(x) = —f(x), e, por esse motivo, 0s
conjuntos imagens sdo simétricos. Isto é: ocorre uma reflexdo do gréfico de f(x) em relagéo ao
eixo das abscissas.

Assim, as solucdes esperadas para essa atividade s@o as seguintes:

a)

Tabela 24 — Solu¢do do item a) da Situagdo-problema 11.

X g(x) = —2°
2| g)=-2"7=—4
—1]g)=-2"=—]
0 | glx)=-20=-1

1 | gx)=-2"=-2
2 | glx)=-2°=—4

Fonte: Elaborada pelo autor
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b)

Figura 6 — Simetrias graficas 01

Fonte: Elaborado pelo autor

¢) Sdo simétricos em relac@o ao eixo x, pois, se (x,y) pertence ao grifico de f(x), entdo,
pelos dados da tabela, concluimos que (x, —y) pertence ao grafico de — f(x).

d) O conjunto imagem € R* .
Proposta Didatica: Situacao-problema 12

Objetivo: entender a simetria existente entre os gréficos de f(x) e g(x) = f(—x).

Situagiio-problema 12: Reflexio do grifico de f(x) em relacdo ao eixo das ordena-
das

Propor aos alunos que, com o auxilio de uma tabela e do software Maxima, esbocem, no
mesmo plano cartesiano, os graficos de f(x) =2%e g(x) =27".

a) Complete a tabela a seguir.
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Tabela 25 — Pares ordenados do gréfico da fungdo g(x) =27

x | glx)y=27"

—

| —| ol |

Fonte: Elaborada pelo autor

b) Esbocar os gréficos de f(x) e g(x) no mesmo plano cartesiano.

c) Esses gréficos sdo simétricos em relacdo a qual dos eixos cartesianos? Justifique sua
resposta.

d) Expressar o conjunto imagem da fungdo g(x).

Resultado Esperado: esperamos que os alunos entendam que os gréficos de f(x) e de
g(x) sdo simétricos em relag@o ao eixo das ordenadas, pois g(x) = f(—x), e, por esse motivo,
valores de x simétricos tém a mesma imagem. Isto é: ocorre uma reflexao do gréfico de f(x) em
relacdo ao eixo das ordenadas.

Assim, as solucdes esperadas para essa atividade s@o as seguintes:

a)

Tabela 26 — Solu¢do do item a) da Situagdo-problema 12.

—2 gx)=2"02 =4
1] g(x)=27 2
(

- 0

— -1 1
1 g(x)—272—?
2 | g)=2""=q4

Fonte: Elaborada pelo autor



54

b)

Figura 7 — Simetrias graficas 02

Fonte: Elaborado pelo autor

¢) Sdo simétricos em relac@o ao eixo y, pois, se (x,y) pertence ao grafico de f(x), entdo,
pelos dados da Tabela 26, concluimos que (—x,y) pertence ao grafico de f(—x).

d) O comjunto imagem é R*, .
Proposta Didatica: Situacao-problema 13

Objetivo: entender a alterac@o vertical do grafico de f(x) gerando, assim, o gréfico da

funcéo g(x) = kf(x), k £ 0.
Situac¢io-problema 13: Dilatacio vertical do grafico de f(x)

Propor aos alunos que, com o auxilio de uma tabela e do software Maxima, esbocem, no
mesmo plano cartesiano, os graficos de f(x) = 2%, g(x) =3-2%e h(x) = (3) -2*

a) Complete as tabelas a seguir.
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Tabela 27 — Pares ordenados do gréfico da fungdo g(x) = 3-2%.

x | glx)=3.2¢

[S—

| —|of |

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 28 — Pares ordenados do grdfico da fungdo h(x) = (%) - 2~.

x h(x):%-Zx

-2
1

0
1
2

Fonte: Elaborada pelo autor

b) Esbogar os gréficos de f(x), g(x) e h(x) no mesmo plano cartesiano.

¢) Explique a relagdo entre os pares ordenados dos gréficos de f(x), g(x) e h(x), bem
como as consequéncias graficas.

d) Expressar os conjuntos imagens das fungdes f(x), g(x) e h(x).

Resultado Esperado: esperamos que os alunos entendam que o gréfico de g(x) é obtido
por meio da alteragdo vertical do gréfico de f(x):

e se k > 1, ocorre uma dilatag@o vertical do gréfico de f(x);

e se 0 < k < 1, ocorre uma compresséo vertical do grafico de f(x).

Assim, as solugdes esperadas para essa atividade s@o as seguintes:

a)



b)

Tabela 29 — Solucdo de parte do item a) da Situagdo-problema 13.

X g(x)=3.2¢

2|0 =322=3(P=31=}
—1[g(x)=3-2"=3-53)'=3-5=3
0 g(x)=3-2"=3.1=3

1 glx)=3-21=3.2=6

2 g(x)=3-2°=3-4=12

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 30 — Solucdo de parte do item a) da Situagdo-problema 13.

X h(x) = 5-2°

2| hx)=(3)2"=3)G)=G) @ =1
“1 h0)=(3)2"=(3)-(G)'=(G)G) =5
0 ) = (1) 20— ()11

i M=) 2T =(1)2=1

2 o) = ()2 = (1) -4=1

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 8 — Dilatacdo grafica vertical

12 T T T T T T T

2%/3

Fonte: Elaborado pelo Autor
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c¢) Se o par (x,y) pertence ao grifico de f(x), entdo o par (x,3y) pertence ao grifico
de g(x). Isto é: a imagem de x por g é o triplo da imagem de x, por f(x). Assim, ocorre uma
dilatagdo vertical do gréfico de f(x). Por outro lado, em A(x), a imagem de cada x € f(x) é (),
isto é, ocorre uma compressao vertical do grafico de f(x).

d) A imagem de g(x) = h(x) = f(x) =R
Proposta Didatica: Situacao-problema 14

Objetivo: entender o processo de dilatacdo horizontal do gréfico de f(x), gerando, assim,

o grafico de uma fungéo g(x) = f(kx), k # 0.
Situac¢io-problema 14: Dilatacdo horizontal do grafico de f(x).

Por fim, propor aos alunos que, com o auxilio de uma tabela e do software Maxima,
1
esbocem, no mesmo plano cartesiano, os graficos de f(x) = 2%, g(x) = 2% e h(x) = 2(3)x,

a) Complete as tabelas a seguir.

Tabela 31 — Pares ordenados do grafico da funcio g(x) = 23*.

~

glx) =2%

(ST OSTHNS

s IR~ O©

Fonte: Elaborada pelo autor
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Tabela 32 — Pares ordenados do gréfico da fungéo h(x) = 2(3

Fonte: Elaborada pelo autor

b) Esbocar os gréficos de f(x) e g(x) e 2(x) no mesmo plano cartesiano.

¢) Explique a relagdo entre os pares de ordenados dos graficos de f(x), g(x) e h(x), bem
como as consequéncias graficas.

d) Expressar os conjuntos imagens das fungdes g(x) e h(x).

Resultado Esperado: esperamos que os alunos entendam que

e se k > 1, o gréfico de f(x) é "comprimido” na horizontal;

e se 0 < k < 1,0 grifico de f(x) é “esticado” na horizontal.

Assim, as solucdes esperadas para essa atividade s@o as seguintes:

a)

Tabela 33 — Solugdo de parte do item a) da Situagao-problema 14.

x g(x) =2°"
=200 =22=
=20 =21=1
0 | flx=2"0=2"=1

L] ) =2%5=2=2
2| f)=2¥3=22—4

Fonte: Elaborada pelo autor
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Tabela 34 — Solucdo de parte do item a) da Situagdo-problema 14.

X h(x) =23

6| f)=27=22=1
3| fr) =23 =211
0| fx)=28=20=1
3| fl)=23=2'=2
6 | flx=25=22—4

Fonte: Elaborada pelo autor

b)

Figura 9 — Dilatagado grafica horizontal

200 T n T

150 -

100 -

50

i
-10 -5 0 5 10

Fonte: Elaborado pelo autor

¢) Se (x,y) pertence ao gréfico de f(x), observamos que (3,y) pertence ao grifico de
g(x). Logo, o gréfico de f(x) é comprimido horizontalmente, pois, para o mesmo valor de y,
temos a terga parte do valor de x. Por outro lado, em A(x), se (x,y) pertence ao grafico de f(x),
entdo (3x,y) pertence ao gréfico de h(x), ou seja, para o mesmo valor de y, devemos ter o triplo
do valor x. Logo, ocorre um “esticamento” horizontal do gréfico de f(x).

d) O conjunto imagem de g(x) e de h(x) é RY..

Com base nesses comportamentos graficos apresentados, podemos concluir que, no

modelo g(x) = koa? ¢ +d, em que ko,b,c,d # 1, temos:
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e 0 valor ko causa uma dilata¢do vertical do gréfico de f(x) = a*;
e 0 valor “b" causa uma dilatagdo horizontal do grifico de f(x) = a*;

e 0 valor “c" causa uma translacg@o horizontal do gréfico de f(x) = a*;

e 0 valor “d" causa uma translag@o vertical no gréfico de f(x) = a*.

3.3 O papel da Modelagem Matematica na sequéncia didatica das atividades

De acordo com a nova BNCC, o aluno deve assumir um protagonismo no processo de
ensino-aprendizagem. Tal protagonismo deve ser alcancado por uma ruptura na forma tradicional
de apresentar os assuntos aos alunos. Nesse sentido:

Para que esses propdsitos se concretizem nessa drea, os estudantes devem desenvolver
habilidades relativas aos processos de investigacdo, de constru¢do de modelos e de
resolucdo de problemas. Para tanto, eles devem mobilizar o seu modo préprio de
raciocinar, representar, comunicar, argumentar e, com base em discussdes e validacdes

conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representacdes e procedimentos cada vez
mais sofisticados. (BNCC, 2018, p. 530)

Essa proposi¢do da BNCC torna-se evidente nas competéncias especificas 3 e 5, a seguir
descritas.

COMPETENCIA ESPECIFICA 3

Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matemadticos para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausi-
bilidade dos resultados e a adequagdo das solucdes propostas, de modo a construir
argumentacdo consistente. (BNCC, 2018, p. 538)

COMPETENCIA ESPECIFICA 5

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matemadticas, empregando estratégias e recursos, como observagdo de padrodes, ex-
perimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma
demonstragdo cada vez mais formal na valida¢do das referidas conjecturas. (BNCC,
2018, p. 540)

Assim, nesse primeiro momento da sequéncia diddtica, o objetivo foi propor para os
alunos, por meio da Modelagem Matemadtica, essa possibilidade de analisar, construir ¢ modelar
os problemas, usando a linguagem matemadtica coerente a cada hipétese e, por fim, validar esse
modelo como sendo ideal para representar situagdes-problema com caracteristicas semelhantes.

Essa fase da apresentacdo do contetido é importante, pois gera descobertas interessantes

para um aprendizado significativo.

Segundo Bassanezi (2015, p. 24), a Modelagem Matemética:
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€ um processo dinamico utilizado para a obtencdo e validacdo de modelos matemadticos.
E uma forma de abstracio e generalizacdo com a finalidade de previsdo de tendéncias.
A modelagem consiste, essencialmente, na arte de transformar situagdes da realidade
em problemas matematicos cujas solugdes devem ser interpretadas na linguagem usual.
Por sua vez, entende-se por modelo matemdtico um conjunto de simbolos e relagdes
matemadticas que representam, de alguma forma, o objeto estudado.

Assim, uma sequéncia diddtica dindmica com base em problemas contextualizados e
interdisciplinares ajuda os alunos no processo de descoberta das caracteristicas de problemas
que apresentam as propriedades dos modelos exponenciais. Em cada atividade, a proposta
de preencher a tabela corresponde a fase de Experimentacio no processo da Modelagem
Matematica. Os valores escolhidos em cada tabela tém por objetivo direcionar, intuitivamente, os
alunos para a etapa seguinte — Abstracao. Esse segundo momento do processo de Modelagem
Matematica conduz os alunos a discutirem a respeito das hipéteses e selecao das varidveis
relevantes de cada problema para a obtencdo do modelo exponencial adequado para cada
situacdo. Assim, temos a resolu¢do do problema algebricamente. Na etapa seguinte, temos a
tentativa de Validac¢ao intuitivamente do modelo exponencial para um dado arbitrario inerente
a cada situacao-problema. Caso o modelo exponencial seja validado, ndo ha necessidade de
uma Modificacdo. E, assim, os problemas com caracteristicas semelhantes tendem a seguir esse
modelo matematico. Todas essas etapas sdo fundamentais no processo de ensino-aprendizagem,
pois, segundo Bassanezi (2015, p. 12):

o uso da modelagem no processo de ensino-aprendizagem propicia a oportunidade de
exercer a criatividade, ndo somente em relacao as aplicacdes das habilidades mate-

madticas, mas, principalmente, na formulag¢do de problemas originais, uma etapa tao
estimulante quanto a da resolucio.

Na parte referente ao esbogo de cada grafico, visualizamos etapas da Modelagem Mate-
madtica, pois o fato de preencher a tabela com os valores sugeridos tem por objetivo fazer o aluno
experimentar a relacdo entre o valor de x e o valor f(x). O uso do software Maxima para gerar
os gréficos representa a presenca do uso das Tecnologias da Informacao e Comunicagdo (TICs)
no processo de Modelagem Matemética como uma ferramenta de Abstracao e Validacao, para
obter a caracteristica da curva que representa os modelos exponenciais.

Outro fator importante de todo esse processo com as possibilidades da Modelagem
Matematica € conduzir os alunos a compreenderem que a Matemdtica tem, em parte, o objetivo
de tentar modelar problemas relacionados a diversas dreas do conhecimento humano, usando

uma linguagem proépria, coerente com as situacdes propostas.
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3.4 Caracterizacao dos Modelos Exponenciais

No primeiro momento, apresentamos, por meio de algumas situagdes-problema contex-
tualizadas, os problemas que representam modelos exponenciais, para que, de forma intuitiva,
com o auxilio de técnicas de Modelagem Matemadtica, os alunos identificassem quais delas
apresentam caracteristicas semelhantes, e, por esse motivo, sao modelados por meio do mesmo
tipo de funcdo: a Funcdo Exponencial. Agora, de modo formal, apresentamos, com o rigor
matematico necessdrio, a defini¢do e as caracteristicas da Funcao Exponencial. Esse rigor na
escrita é parte da constru¢cdo do conhecimento matematico, pois:

Ao formular conjecturas com base em suas investigacdes, os estudantes devem buscar
contraexemplos para refutd-las, e, quando necessario, procurar argumentos para validd-
las. Essa valida¢@o ndo pode ser realizada apenas com argumentos empiricos, mas deve
trazer também argumentos mais “formais”, incluindo as demonstracdes de algumas
proposicdes. (BNCC, 2018, p. 540)

A caracterizacdo da Fun¢do Exponencial é dada pelo teorema a seguir.

Teorema 3.4.1 Seja f : R — R uma fun¢do mondtona e injetiva (isto €, crescente ou
decrescente). As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(1) f(nx) = f(x)", para todo n € Z e para todo x € R;

(2) f(x) = a*, paratodo x € R, em que a = f(1);

(3) f(x+y) = f(x)f(y), para quaisquer x,y € R.

Demonstracio:

Demonstraremos que (1) = (2) = (3) = (1).

12 Parte: (1) = (2).

Inicialmente, a hipétese (1) acarreta que, para todo nimero racional r = % meZ)e
n € N*, temos f(rx) = f(x)".

De fato, como nr = m, podemos escrever:
J(rx)" = f(nrx) = f(mx) = f(x)".

Logo, f(rx) = f(x)7 = f(x)"

Agora, considerando f(1) = a, temos f(r) = f(r-1) = f(1)" = a’, para todo r € Q.

Resta, agora, demonstrar essa afirmacdo para qualquer x € R. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que f(x) seja crescente. Considerando r = 0, temos f(0) =a® =1 (< f(1) = a).
Vamos supor, por absurdo, que exista um x € R tal que f(x) # a*, por exemplo, f(x) < a”.

Entdo, como f(x) é crescente, existe um nimero racional r tal que f(x) < a” < a*, ou seja,
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f(x) < f(r) <a*. Assim, f(x) < f(r), de modo que x < r. Por outro lado, f(r) < a*. Entdo
a” < a*.Logo, r < x, uma contradicao.

Portanto, (1) = (2).

22 Parte: (2) = (3).
Considerando a hipétese (2), temos: f(x) = a* e f(y) = @’, para todos x,y € R. Assim,

fxty)=a™ =d"-a = f(x)- f(y)-
Portanto, (2) = (3).

32 Parte: (3) = (1).

Considerando a hipétese (3), temos

Pt y) = ()10 S () S 0).

de modo que f(nx) = f(x)".

Portanto, (3) = (1).

Essa caracterizacdo nos permite entender as caracteristicas que uma modelagem deve

apresentar para representar uma Funcdo Exponencial.

3.4.1 Funcao Exponencial Basica

Desse modo, podemos definir uma Fun¢ao Exponencial basica da seguinte forma:

Definicao 3.4.1.1: Seja a um ndmero real positivo (que suporemos sempre diferente de
1). A Fungdo Exponencial de base “a”, f : R — R*, denotada por f(x) = a*, deve ser definida
de modo a ter as seguintes propriedades, para quaisquer x,y € R:

(D) a*-a =at;

) a'=a;

B)x<y=a"<d,quandoa > l,ex<y=a*>a’,quando 0 < a < 1;

Pela propriedade (1), a fung¢do exponencial € definida de tal forma que transforma soma
em produto, como segue.

Consideremos f(x) =a* e f(y) =@. Assim, f(x+y) =a*". Logo, f(x+y) =a*-a’ =
£ G,

Além disso, é importante observar que, se uma funcao f : R — R tem a propriedade (1),

entdo f(x+y) = f(x)- f(y). Assim, f(x) ndo pode assumir o valor 0, a menos que seja a fungio

identicamente nula.
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De fato, se existir algum xp € R tal que f(xo) = 0, entdo, para todo x € R, teremos

f(x) = f(xo+ (x=x0) = f(x0) - f(x =x0) = 0- f(x = x0) = 0.

Logo, f(x) serd identicamente nula.

Por outro lado, se f : R — R tem a propriedade (1) e ndo € identicamente nula, entdo
f(x)>0,vxeR.

De fato,

0-1(5+3) =1 () () - b Q) e

Assim, pelas propriedades (1) e (2), tanto faz dizer que o contradominio de f € R quanto
R’ . A vantagem em considerar R* como contradominio de f € que, nesse caso, f € sobrejetiva,
COMO Veremos a seguir.

De fato, se f(x) tem as propriedades (1) e (2), entdo, Vn € N, temos

f)=fA+1+-+1)=f1)-f(1)-f(1)---f(1) =g-a-a-----a=a".

~~
n

n

Considerando o ndmero racional r = %, m,n € N, temos

Logo, f(r) = a" é atnica fungdo f: Q — R tal que f(r+s) = f(r)- f(s), para todos
nseQ,e f(1) =a.

Resta verificar tal afirmagdo para os nimeros irracionais. A propriedade (3) diz que f é
crescente para a > 1, e decrescente para 0 < a < 1. Assim, se x € irracional, resta demonstrar
que f(x) = a*. Vamos considerar o caso a > 1 (o caso 0 < a < 1 é andlogo).

Consideremos r,s € Q tais que r < x < s. Entdo ¢" < a* < a’. Se a* = A, entdo a* # B,
a menos que A = B. Caso contrério, se A < B, terfamos r < x < s = a" <A < B < d’. Logo,
no intervalo [A, B], ndo teriamos poténcia alguma de “a”, um absurdo, pois, segundo o LEMA
8.2 (LIMA, 2017, p. 153) (vide APENDICE C), fixado um ndmero real positivo a # 1, em
todo intervalo de R, existe alguma poténcia a”, em que r € Q. Assim, quando x € um nimero
irracional, a* € o Unico nimero real cujas aproximacdes por falta sdo as poténcias de a”, se r < x.
Por outro lado, a* é o inico niimero real cujas aproximagdes por excesso sao as poténcias de
a’, se s > x. Com base nesses fatos, se x € irracional, entdo f(x) = lim f(r,), em que r, é uma

sequéncia (crescente ou decrescente) de nimeros racionais tais que limr, = x.
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(4) A fungdo f: R — R* , definida por f(x) = a*, é ilimitada superiormente;
De fato:
i) se a > 1, entdo a”* cresce sem limite, quando x > 0 é muito grande.
Isto é: lim a* = oo.
X—r+o0
ii) se 0 < a < 1, entdo a* também cresce sem limite, quando x < 0 € muito grande (em

valor absoluto).

Isto é;: lim a* = .
X—>—o0

(5) A Fungao Exponencial é continua;
Demonstracao:
Devemos demonstrar que
lim a* = a™,
X—X0
isto é:
Dado xo € R, € possivel tornar a diferenga |a* — ajj| tdo pequena quanto desejarmos,
desde que x consideremos suficientemente préximo de xg.
Devemos demonstrar, inicialmente, que é possivel tornar ¢’ tio préximo de 1 quanto
desejarmos, desde que escolhamos || suficientemente pequeno. Para isso, vamos supor a > 1

e h > 0. Dado arbitrariamente € > 0, queremos demonstrar que, considerando 4 bem pequeno,

teremos a” < 1 +¢€. Pela desigualdade de Bernoulli (vide Anexo D), temos
(1+¢e)">1+nes 1+ne< (1+e)". (I

Portanto, se considerarmos n € N* tal que n > “%1 teremos

ne>a—1=ne+l>a<a<ne+1. (1)
Assim, de (I) e de (II), temos

a<l+ne<(l+¢)".
Pela propriedade transitiva, temos
a< (1+8)"=>a%1 <l+e.

. 1 . . 1
Assim, dado € > 0, dn € N*, tal que a» < 14 €. Mais precisamente, 1 < a» < 1+E€.

Agora, considerando & bem pequeno, de modo que 0 < 7 < %, temos, pela monotonicidade da
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. 1 .
funcdo exponencial, que a® < " < an < 1+ €. Desse modo, podemos ter a” tio préximo de 1
quanto desejarmos, ou seja,

lima" = 1.
h—0

Agora, fixando xp € R, de modo que & = x — xp, temos

a — a0 :ax0+h_axo — g% _ah_axo — % (ah_ 1)

Como h = x — xg, se x tende a xp, entdo & tende a zero, e, assim, a" tende a 1. Logo,
a(ah — 1) tende a zero. Por fim, como a™ é fixo, entdo a* é constante (ou seja, ndo depende de
h). Logo,

lim (@* —a®) =a - (ad"—1) = 0.
X—X0

Aplicando a propriedade da subtracdo de limites, obtemos

lim ¢ = lim a™.
X—X0 X—X0

Como a* é uma constante, temos

lim a* = lim ¢ = a'.
X—X0 X=X

(6) A Fungdo Exponencial f: R — R*, f(x) = a* (a # 1), é sobrejetiva.

Demonstracao:

Devemos demonstrar que, para todo nimero real » > 0, existe algum x € R tal que a* = b.
Pelo LEMA 8.2 (vide APENDICE C), para cada n € N, temos uma poténcia a™, em que r,, € Q,
no intervalo aberto (b — %,b + %) , de modo que |b—a'"| < % Assim, pela defini¢do de limite,

temos lim a'* = b. Considerando o caso a > 1 e escolhendo as poténcias de a’" sucessivamente,

X—X0
tais que

a'<ad?*<ad?<---<ad"<---<b,

certamente podemos fixar s € Q tal que b < a°.

Pela monotonicidade da fun¢do exponencial, temos
rn<mn<r- o -<rmp<-o-<s.

Dessa forma, (r,,) é uma sequéncia crescente, limitada superiormente (por s). Por fim,
a completeza dos nimeros reais garante que os r, sao valores aproximados, por falta, de um

numero real x, ou seja, lim r, = x. Finalmente, pela continuidade da funcao exponencial, temos
X—>X(

a = lim ad" =b.
X—X0
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3.4.2 Grafico da Funcao Exponencial Basica

Ha duas situacdes que caracterizam o grafico da Fun¢dao Exponencial Bésica.

Figura 10 — Classificagdo quanto a2 monotonicidade

& Funcao decrescente
Funcao crescente (2 > 1} 0<a<1)
¥t . ¥
ru;y "‘»\ fix,)
T i) foed| e
— £ | = x x, % p
x> %y = Hx;) = Axy) Xy > Xy <> Flay) < f{x,)

https://geniodamatematica.com.br/como-construir-um-grafico-da-funcao-exponencial-video/

E importante observar que, pela monotonicidade da fungdo f : R — R* , definida por
f(x) = da*, temos

ex>y=a">a, quandoa > 1;

ex>y=a" <a’,quando 0 <a < 1.

Logo,d*=d’=x=y,oux#y=da" #a.

Portanto, a funcdo exponencial € injetiva.

3.4.3 Caracterizacio das Funcoes tipo Exponenciais

Existem aquelas que sdo Fungdes tipo Exponenciais. Dizemos que uma funcido g: R — R
¢ do tipo exponencial quando g(x) = ba”, para todo x € R, em que a e b sdo constantes positivas.
Se a > 1, entdo g(x) é crescente, e se 0 < a < 1, entdo g(x) é decrescente.

Se a func¢do g : R — R € do tipo exponencial, para quaisquer x, s € R, temos

h
glx+h) 4

Sth) —g() |
50 50

De fato,

glx+h)—gx) b-a™—b-a* b-a*-d"—b-a* b-a*(ad"—1)
g(x) N b-a* B b-a* B b-a*

De modo anélogo, temos

g(x+h):b-ax+h:b-ax-ah A
g(x) b-a* b-a"
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O teorema a seguir nos fornece uma das caracterizacdes das Funcdes tipo Exponenciais.
Teorema 3.4.3.1 (Primeira caracterizacdo das Funcdes tipo Exponenciais).

Seja g : R — R* uma fungdo mondtona injetiva (isto €, crescente ou decrescente) tal que,

para x,h € R quaisquer, o acréscimo relativo %W dependa apenas de /s, mas ndo de x.

Entdo, se b=g(0) e a = %, temos g(x) = ba”, para todo x € R.

Demonstracao:

A hipétese equivale a dizer que existe uma fungdo ¢(%) tal que ¢(h) = % independe

de x. Considerando uma fungéo f(x) = %, temos f(x+h) = M. Substituindo a hipétese

0(h)g(x)
b

g(x+h) = ¢(h) - g(x) na equagdo anterior, obtemos f(x+h) = . Considerando x = 0,

temos f(h) = w. Porém, g(0) = b. Logo, f(h) = ¢(h). Assim, existe uma fungio f(x)

f(x+h)
fx)

Agora, considerando x = 0, temos f(0) = @. Como g(0) = b, temos f(0) = % =1

Por outro lado, Z45 = ¢(h) = f(h) = f(x+h) = f(x) f(h). Isto & f(x+Y) = f(x)-

f(y), Vx,y € R. Logo, pela caracteriza¢do da funcdo exponencial, f(x) = a*. Como g(x) =

injetivade f: R — R tal que

depende apenas de A.

b- f(x) = ba*. Isto é, g(x) é do tipo exponencial, como queriamos demonstrar.

O teorema a seguir nos fornece outra caracterizacao das Fun¢des tipo Exponenciais.

Teorema 3.4.3.2 (Segunda caracterizag¢ao das Fungdes tipo Exponencial)

Para cada b e para cada t reais, suponhamos dado um nimero f(b,t) > 0 com as seguintes
propriedades:

(1) f(b,t) depende linearmente de b, e € monétona injetiva em relagdo a r;

@) f(bys+1) = f(f(b,5),1).

Entdo, definindo a = f(1,1), temos f(b,t) = ba'.

Demonstracao:

Para demonstrar esse teorema, devemos, inicialmente, observar que a propriedade (1) é
equivalente a f(kb,t) = kf(b,t), Yk > 0.

Agora, vamos considerar uma funcido ¢ : R — R* , mondtona e injetiva, com as as

propriedades (1) e (2), tal que ¢(¢) = f(1,¢). Assim,

O(s+1)=f(l,s+71). (22)

Pela propriedade (2), temos

f(las+t):f(f(17s)7t)' (23)
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Agora, pela propriedade (1), como f(1,s) = f(1,s) - 1, temos

f(Ls+1) = f(1,5)-f(1,1) = 0(s) - 0(2)- (24)

Pelas equacdes (22) e (24), temos:

O(s+1) = 0(s) - 0(2). (25)

Assim, pelo Teorema de Caracterizacao das Fun¢des Exponenciais, temos
o(1)=d, (26)

emquea=0(1)=f(1,1).
Logo,
f(b,t)=f(b-1,t)=b-f(1,t) =b-(t) = bd'.

Portanto, a funcdo f € tipo Exponencial.

Além disso, o modelo f(x) = kaP* deve ser entendido também como uma fungio do tipo
exponencial, pois:

e 0 valor de “k = f(0)” é o valor inicial da funcéo;

e se k=1eb=1,entdo a fungio torna-se basica: f(x) = a”;

e 0 valor “a” indica se a fungdo é crescente ou decrescente, caso k > 0

1. se a > 1, entdo f(x) é crescente;

2.se 0 <a< 1,entdo f(x) é decrescente.

e 0 valor “b” indica o periodo de redu¢do ou aumento da funcao.

Exemplo 1 A populacdo de uma cultura de bactérias €, inicialmente, de 100 bactérias.
Se o nimero de bactérias nessa cultura triplica a cada 12 horas, no periodo de 0 a 10 dias, entdo

esse problema € modelado pela seguinte Fung¢ao tipo Exponencial:

em que N(¢) denota a quantidade de bactérias na cultura, apds ¢ horas do inicio da cultura, tal
que 0 <r <240.

De fato:

e 100 € o valor inicial;

e 0 fator 3 indica que o valor anterior N(t) vai triplicar a cada 12 horas;
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. {—2 indica que, para valores de “¢” miltiplos de 12, o valor anterior de N(¢) triplica.

Exemplo 2 O acetilcisteina € um medicamento indicado nos processos congestivos e/ou
obstrutivos das cavidades nasais e paranasais. Sua meia-vida é de 6,25 horas, ou seja, apds
ingerida, leva pouco mais de seis horas (mais precisamente, 6 horas e 15 minutos) para que a
quantidade ingerida inicialmente caia pela metade.

Pelas hipdteses desse problema, o modelo matemético que representa essa situacdo € a

seguinte Fung¢do tipo Exponencial:

0 =q-(5)™ |=q- ()% =g 25|,
em que Q(¢) indica a quantidade de acetilcisteina restante apés ¢ horas da ingestdo, e ¢ denota a
quantidade inicial desse medicamento ingerida pelo paciente.
De fato:
e se t =0, entdo o valor “g” representa a quantidade inicial ingerida;
e o fator % indica que o valor anterior Q(t) se reduzird a metade apds 6,25 horas;

° ﬁ indica que, apds 6,25 horas, a quantidade restante reduz-se a metade, sendo "t”

multiplo de 6,25.

3.4.4 Obtendo Graficos de Funcdes tipo Exponenciais por meio de translacoes, reflexoes

e dilatacoes

Vimos que, com base na Fun¢cdo Exponencial bésica, podemos obter, por meio de
translagdes e reflexdes do seu grafico, os grificos de outras Funcdes Exponenciais.

1° Caso: g(x) = f(x) +k, k#0.

Nesse caso, ocorre um deslocamento vertical, de k unidades, do gréfico de f(x).

e se k > 0, entdo o deslocamento vertical é de k unidades para cima;

e se k < 0, entdo o deslocamento vertical é de k unidades para baixo.

Demonstracao:

Segundo Neto (2015), devemos demonstrar que (x,y) pertence ao grafico de f(x) se e
somente se (x,y+ k) pertence ao gréafico de g(x).

(=) Se (x,y) pertence ao grifico de f(x), entdo y = f(x). Assim, g(x) = f(x) +k =
g(x) = y+k. Logo, (x,y+ k) pertence ao grifico de g(x),Vk € R.
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(<) Se (x,y+k) pertence ao grafico de g(x), entdo g(x) = y+ k. Como g(x) = f(x) +k,
temos que f(x) = g(x) —k = f(x) = (y+k) —k = f(x) =y. Logo, (x,y) pertence ao grifico de
f(x), VkeR.

Portanto, o grafico de g(x) é uma translagdo vertical do grafico de f(x). Em Particular, se
k>0, entdo f(x)+k > f(x), e, assim, o grafico de g(x) é apenas o grafico de f(x) elevado k
unidades; por outro lado, se k < 0, entdo f(x) +k < f(x), e, assim, o gréfico de g(x) é apenas o

gréafico de f(x) abaixado k unidades.

2° Caso: g(x) = f(x+k), k#0.

Nesse caso, ocorre um deslocamento horizontal, de k unidades, do grifico de f(x).

e se k > 0, entdo o grifico de f(x) desloca-se k unidades para a esquerda.

e se k < 0, entdo o grifico de f(x) desloca-se k unidades para a direita.

Demonstracao: Segundo Neto (2015), devemos demonstrar que (x,y) pertence ao grafico
de f(x) se e somente se (x —k,y) pertence ao grafico de g(x).

(=) Se f(x) =y, entdo (x,y) pertence ao grifico de f(x). Também g(x) = f(x+k) =
g(x—k)=f((x—k)+k) = f(x) =y. Logo, (x —k,y) pertence ao grafico de g(x)Vk € R.
(<) Se (x — k,y) pertence ao grifico de g(x) e se g(x) = f(x+k), entdo g(x — k) =
f((x—k)+k) = f(x) =y. Logo, (x,y) pertence ao gréfico de f(x),Vk € R.

Portanto, o grifico de g(x) é um deslocamento horizontal do grafico de f(x), pois, se
k > 0, entdo x — k < x, e, assim, ocorre um deslocamento para a esquerda, de k unidades no
grifico de f(x); por outro lado, se k < 0, entdo x — k > x, e, assim, ocorre um deslocamento para
a direita, de k unidades, no grifico de f(x).

3° Caso: g(x) = —f(x).

Diferente dos casos anteriores, nesse caso ocorre apenas uma reflexdo do gréfico de f(x),
em torno do eixo das abscissas.

Demonstracdo: Segundo Neto (2015), devemos demonstrar que (x,y) pertence ao grifico
de f(x) se e somente se (x,—y) pertence ao gréfico de g(x).

(=) Se (x,y) pertence ao grafico de f(x), entdo y = f(x). Também g(x) = —f(x) =
g(x) = —y. Logo, (x,—y) pertence ao grafico de g(x).

(<) Se (x,—y) pertence ao grafico de g(x), entdo g(x) = —y. Também g(x) = —f(x) =
f(x)=—g(x) = f(x) = —(—y) = f(x) =y. Logo, (x,y) pertence ao grifico de f(x).

Portanto, como os pontos (x,y) e (x, —y) sdo simétricos em relagdo ao eixo das abscissas,

o gréfico de g(x) = —f(x) é apenas uma reflexdo do grifico de f(x) em torno do eixo das
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abscissas.

4° Caso: g(x) = f(—x).

Diferente do caso anterior, nesse ocorre uma reflexdo do grafico de f(x) ao longo do eixo
das ordenadas. Assim, os graficos de f(x) e g(x) = f(—x) sdo simétricos em relagdo ao eixo y.

Demonstracao:

Segundo Neto (2015), devemos demonstrar que (—x,y) pertence ao gréfico de f(x) se e
somente se (x,y) pertence ao grafico de g(x) = f(—x).

(=) Se (—x,y) pertence ao grafico de f(x), entdo y = f(—x). Como g(x) = f(—x), entdo
g(x) = y. Logo, (x,y) pertence ao grafico de g(x).

(<) Se (x,y) pertence ao grafico de g(x), entdo g(x) =y. Como g(x) = f(—x), entdo

f(—=x) =y.Logo, (—x,y) pertence ao grafico de f(x).

5° Caso: g(x) =a- f(x), a#0.

Nesse caso, o gréfico de g(x) é obtido por uma transformacéo (“dilatagdo” ou “compres-
sd0”) vertical no grafico de f(x).

Demonstracao:

Segundo Neto (2015), devemos demonstrar que (x,y) pertence ao grafico de f(x) se e
somente se (x,a-y) pertence ao grafico de g(x).

(=) Se (x,y) pertence ao grafico de f(x), entdo f(x) =y. Como g(x) =a- f(x), entdo
g(x) =a-y.Logo, (x,a-y) pertence ao grafico de g(x).

(<) Se (x,a-y) pertence g(x), entdo g(x) =a-y. Como g(x) =a- f(x), entdo a- f(x) =
a-y. Como a # 0, aplicando a lei do cancelamento, temos f(x) = y. Logo, (x,y) pertence ao
gréfico de f(x).

Sendo a > 1, entdo a-y > y. Assim, para o mesmo valor da abscissa x, temos “a” vezes o

valor da ordenada y, em g(x), ocorrendo, assim, uma “dilatacdo” vertical no grafico de f(x). Por
outro lado, sendo 0 < a < 1, entdo a-y < y. Logo, ocorre uma “compressdo” vertical do grifico
de f(x).

6° Caso: g(x) = f(a-x), a#0.

Nesse caso, o gréfico de g(x) é obtido por uma transformacéo (“dilatagdo” ou “compres-
s80”) horizontal no gréfico de f(x).

Demonstracao:

Segundo Neto (2015), devemos demonstrar que (a - x,y) pertence ao grafico de f(x) se e

somente se (x,y) pertence ao grafico de g(x).
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(=) Se (a-x,y) pertence ao grafico de f(x), entdo f(a-x) =y. Como g(x) = f(a-x),
temos g(x) =y . Logo, (x,y) pertence ao grafico de g(x).

(<) Por outro lado, se (x,y) pertence ao gréfico de g(x), entdo g(x) =y. Como g(x) =
f(a-x), temos f(a-x) =y. Logo, (a-x,y) pertence ao grafico de f(x).

Sendo a > 1, entdo a - x > x. Assim, para o mesmo valor da ordenada y, temos a abscissa
igual a le vezes a abscissa x. Logo, o gréfico de g(x) corresponde ao grafico de f(x) “comprimido”
horizontalmente pelo fator “a”.

Por outro lado, sendo 0 < a < 1, entdo a-x < x. Assim, para o mesmo valor da orde-
nada y, temos “a” vezes a abscissa x. Logo, o grifico de g(x) é o grifico de f(x) “dilatado”

€C 9

horizontalmente pelo fator “a”.

3.5 A relacdo da Funcao Exponencial com Juros Compostos

Essa relacdo esta contemplada na nova BNCC, em suas habilidades matematicas 03 e 04,

da competéncia especifica 03.

(EM13MAT303) Interpretar e comparar situagdes que envolvam juros simples com
as que envolvem juros compostos, por meio de representagdes graficas ou andlise de
planilhas, destacando o crescimento linear ou exponencial em cada caso. (BNCC, 2018,
p. 536)

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungdes exponenciais, nos quais
seja necessario compreender e interpretar a variagdo das grandezas envolvidas, em
contextos como o da Matematica Financeira, dentre outros. (BNCC, 2018, p. 536)

O sistema de Juros compostos € o mais aplicado em transacdes financeiras no nosso
dia a dia, por apresentar uma capitalizacdo mais interessante para os investidores e institui¢des

financeiras, de modo geral.

O regime de capitalizag@o incorpora ao capital ndo somente os juros referentes a cada
periodo, mas também os juros sobre os juros acumulados até o momento anterior. E
um comportamento equivalente ao de uma Progressdo Geométrica (PG), no qual os
juros incidem sempre sobre o saldo apurado no inicio do periodo correspondente (e
ndo unicamente sobre o capital inicial).(NETO, 2007, p. 5)

Assim, considerando um capital aplicado a juros compostos, a uma taxa de juros fixa por

periodo, durante certo niimero de periodos de capitalizacdo, temos:

Ao final do primeiro periodo de capitalizacdo, a taxa de juros incide sobre o capital
inicial, e os juros obtidos sdo incorporados ao capital, produzindo o primeiro montante.

Ao final do segundo periodo, a taxa de juros incide sobre o primeiro montante, € 0s
juros obtidos sdo incorporados a ele, produzindo o segundo montante.
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Ao final do terceiro periodo, a taxa de juros incide sobre o segundo montante, € 0s
juros obtidos sdo novamente incorporados a ele, gerando, assim, o terceiro montante, e
assim por diante...(IEZZI et al., 2010, p. 231)

Na linguagem matematica, sendo C o capital inicial, aplicado a juros compostos, com

uma taxa de juros fixa i, durante n periodos, o montante M, apds esses n periodos, € dado por:

My =C(1+i),

My =M (1+1),
Mz = M>(1+1),
My = M3(1+1),

M, :Mn72(1+i),

My, =M,_(1+1).

Multiplicando, membro a membro, essas igualdades, obtemos
M1-Mz-M3-...-Mn_1-Mn-:C-M1-M2-M3-...-Mn_1-(l-l-i)-(l-l-i)-...-(l-l-i).

. ~
-~

n

Aplicando a lei do cancelamento (M -...-M,_1 > 0), obtemos
M, =C(1+1i)". 27

Por outro lado, se imaginarmos uma capitaliza¢do continua, a taxa de variacao do valor
do investimento serd %, sendo essa igual a taxa segundo a qual os juros acumulam, que € a taxa
de juros k, vezes o valor atual do investimento M (n). Assim, podemos modelar essa situa¢do por

meio da seguinte equacgdo diferencial ordinaria (EDO) de primeira ordem:

dM (n)
=k-M(n).
in (n)
Resolvendo essa EDO, obtemos
M(n) = M(0) - €. (28)

Analisando os modelos (27) e (28), concluimos que ambos representam um modelo exponencial.
Observacoes:
e se n =0, entdo M(0)(= C) € o valor inicial da fung¢@o;
e a constante (1) é o fator de acréscimo (ou decréscimo) da fungéo exponencial:

1. se (1+41i) > 0, entdo a fun¢do exponencial é crescente;
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2.se (1+1i) <0, entdo a fung¢do exponencial é decrescente.

Assim, Juros Compostos t€m um crescimento exponencial.

Podemos verificar essa relagdo entre Fungdo Exponencial e Juros Compostos por meio
do Teorema da Segunda Caracteriza¢do das Fung¢des do tipo Exponencial, como segue.

Vamos considerar uma fungdo C(Cp,n) injetiva, que cumpra as propriedade (1) e (2)
do teorema supracitado, em que C(Cp,n) é o capital existente apds decorrido o tempo n, de
uma aplicacdo a juros compostos fixos, de capital inicial Cp. Os juros sdo fixos e, além disso,
vale a relagdo C(C(Cp, s),n) = C(Cp,s +n), pois, caso o montante C(Cy,n) tenha sido retirado e
reaplicado logo em seguida, tudo se passa como se nao tivessem ocorrido o resgate e a reaplicacao.
Logo, (Cp,n) é dependente linearmente de Cy.

Assim, pelo referido teorema, se ¢(n) = C(1,n) cumpre todas as hipéteses desse problema,
entdo essa fungdo é ¢(n) = a”",em que a = ¢(1) = C(1,1).

Logo,

C(Co,n) =C(Cy-1,n) =Cy-C(1,n) =Cp-0(n).

Portanto,

C(Co,n) = Coa”. (29)

Exemplo 3. Um capital C, aplicado durante n meses, a taxa de juro composto de

20% a.m, produzird um montante dado pela Fun¢do Exponencial M = C - (1,2)", cujo gréfico é:

Figura 11 — A curva do Juros Compostos

M J
Y s e i
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1,2C: """E/F
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;
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0 1 n (més)

Fonte: https://brainly.com.br/tarefa/7184057
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Podemos observar, por meio desse gréfico, que ndao temos uma proporcionalidade direta
entre as grandezas “Montante” e “Tempo”. Por esse motivo, nao temos um crescimento linear do

Montante no decorrer do Tempo.

Exemplo 4. Qual é o montante (ap6s r meses) de um capital de R$100,00, aplicado a

juros compostos de 10% a.m?

Nesse exemplo, esperamos que os alunos associem esse problema a Fun¢do Exponencial

M(r) =100(1,1)", em que t > 0, cujo gréfico é:

Figura 12 — Montante apds f meses

300
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100

80 -

TempoiMés)
Fonte: Elaborado pelo Autor

Exemple 5. Qual é o montante (apds ¢ meses) de um valor de R$200, 00 que sofre uma

deflacdo de 10% a.m?

De modo andlogo ao problema anterior, esperamos que os alunos associem esse problema

a Fung¢do Exponencial M(¢) =200(0,9)", em que 7 > 0, cujo grifico é:
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Figura 13 — Montante apds ¢ meses de deflagao
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Fonte: Elaborado pelo autor

3.6 A relacdo: Funcao Exponencial e Progressio Geométrica

Conforme as andlises da 1? parte da sequéncia diddtica, os valores f(x) de uma Fungdo
Exponencial, ordenadamente, representam uma Progressao Geométrica, desde que o expoente
da poténcia seja um nimero inteiro. Essa relagcdo, a qual deve ser apresentada pelo professor, faz

parte da Habilidade Matemdtica 08 da Competéncia Especifica 05:
(EM13MATS508) Identificar e associar progressdes geométricas (PG) a fungdes ex-

ponenciais de dominios discretos, para andlise de propriedades, deducdo de algumas
férmulas e resolugdo de problemas. (BNCC, 2018, p. 541)

Assim, é importante realizar uma comparacgdo entre o0 modelo exponencial apresentado
nessa sequéncia didética e o termo geral de uma Progressdao Geométrica. De acordo com lezzi et
al. (2010), tem-se a seguinte definicdo para Progressao Geométrica.

(i) Definicao 3.6.1 Uma Progressdo Geométrica (PG) € toda sequéncia em que cada
termo, a partir do segundo, € igual ao produto do termo anterior por uma constante real g,

chamada razao da PG.

Dada a PG (ag,ay,az,as,...,ay,,...), temos:
ay =aop -4,
a =aj -4,

ay=az-q,
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ajs=asz-qg,
al’l—] - an—Z-Qa
an = dp—14.

Multiplicando, membro a membro, essas igualdades, obtemos

a1-ay-a3-...-Qp-1"p =00 A1 A" ... Ap2" . An-1-G-4-q-...-q"(.
n
Como ay,...,a,—1 #0, Vn € N, aplicando a lei do cancelamento, obtemos
an = aoq".

Segundo Lima (2017), a relac@o entre Funcao Exponencial e Progressao Geométrica
pode ser caracterizada com base na defini¢do a seguir:

Definiciio 3.6.2 Seja f : R — R, definida por f(x) = ba*, uma fun¢io do tipo exponencial.
Se x1,X2,X3,...,X,,... € uma Progressdao Aritmética (PA) de razdo h, isto &, x,+1 = x, + h,
entdio os valores f(x1) = ba", f(xp) = ba™, ..., f(x,) = ba™, ... constituem uma Progressao
Geométrica (PG) de razdo a”.

De fato, considerando a Fun¢ao Exponencial f(x,) = ba™, em que x1,x2,x3,...,X,,. ..

sdo termos de uma PA de razdo A, temos, para x|,

fni1) = bant! = ba" ™ = (ba™)d" = f(x,)a" = f‘%c:)l) =d".

Logo, a sequéncia definida por f(x,1) é uma PG de razio g = a”.

Por outro lado, na PA de termos x1,x2,X3,...,Xp,... € razao r = h, temos
Xp=x1+(n—1)h=x;+nh—h.
Assim,
f@nr1) = flx)d"

= ba"d" = ba" "

—  ba" +nhfhah
_ baxl-l-nh—h-l-h — baxl+nh
= (ba" )a"h

= flx)a™.
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Considerando a" = A, temos

f(xn—H) = f(xl)An-

De fato, a sequéncia f(x,) representa uma Fungdo Exponencial. Em particular, se x; = 0,

entdo f(x;) = b. Assim, f(x,+1) = bA".

Segundo Lima (2017), uma relacdo ainda mais forte, entre Progressdo Geométrica e
Funcao Exponencial, é dada pelo teorema a seguir.

Teorema 3.7 Seja f : R — R uma funcdo mondtona e injetiva (isto €, crescente ou
decrescente) que transforma toda Progressao Aritmética x1,x2,x3,...,Xy,... em uma Progressao
Geométrica y1,y2,Y3, -, Vn,---» Yn = f(xn). Se pusermos b = f(0) e a = %, teremos f(x) =
b-a*, paratodo x € R.

Demonstracao:

Consideremos b = f(0). A fungdo g : R — R, definida por g(x) = % ¢ mono-
tona, injetiva, continua, transforma Progressdes Aritméticas em Progressdes Geométricas, e,
agora, g(0) = 1. Dado x € R qualquer, a sequéncia x,0, —x é uma Progressdo Aritmética. Logo,
g(x),1,g(—x) é uma Progressdo Geométrica de razdo g(—x). Segue-se que g(—x) = $. Consi-
deremos, agora, n € N e x € R. A sequéncia 0,x, 2x, ...,nx € uma Progressdao Aritmética. Logo,
1,g(x),g(2x),...,g(nx) é uma Progressdao Geométrica, cuja razdo, evidentemente, é g(x). As-
sim, o seu (n+ 1)-ésimo termo é g(nx) = g(x)". Se —n é um nimero inteiro negativo, entao
g(—nx) = @ = @ = g(x)™". Portanto, vale g(nx) = g(x)", para quaisquer n € Z, e x € R.
Segue do Teorema da Primeira Caracterizacdo das Fungdes tipo Exponencial que, definindo

a=g(l)= %, temos que g(x) = a*, ou seja, f(x) = b-a*, para todo x € R.

Desse modo, comparando f(x) = ba* ou f(x) =ba®™ em que 0 < a # 1, com a, = ap- 4",

em que n € N, temos
f(x)=ay, b=ay, a=q e n=x ou n=oux.

No entanto, devemos ter cuidado com os dominios das relagdes que estamos considerando.

e Na Funcio Exponencial, o termo geral é definido para todo x € R.

e Na Progressao Geométrica, o termo geral € definido para todo n € N, uma vez que
estamos considerando uma PG cujo primeiro termo € ay.

Assim, quando o problema apresentado considera N como dominio, podemos utilizar

qualquer uma dessas relagdes. Quando considera R como dominio, ndo podemos dizer que o
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modelo f(x) = ba®™ representa uma Progressdo Geométrica. De qualquer formar, essa caracteri-

zacdo nos permite relacionar, com seguranga, Funcao Exponencial e Juros Compostos.

Exemplo 6. Sabendo que a inflagdo, no periodo de janeiro a dezembro de 2019, foi, em
média, de 2% a.m, qual o valor, em agosto, de um bem que, em janeiro, custava R$1000,00?

Com base nas hipéteses desse problema, os alunos podem resolvé-lo de qualquer dos
dois seguintes modos:

1° modo: substituindo diretamente o valor de ¢ na fun¢do exponencial V(¢) = 1000 -
(1,02)".

Sendo agosto o més §, temos ¢ = 8.

Logo:

V(8) =1000-(1,02)® = V(8) 22 1000- (1,172) = V(8) 22 11.717,00.

2° modo: substituindo o valor de n no termo geral da PG de 1° termo ag = 1000 e razio

q=1,02:
a, =1000(1,02)" = ag = 1000(1,02)8 = ag = 1000(1,172) = ag = 11.717,00.

De fato, a modelagem desse problema ¢é equivalente a sequéncia

(1000; 1020;1040,40;1061,208;...), que € uma PG de razdo ¢ = 1,02.

Exemplo 7. Se a meia-vida do Césio-137 € de, aproximadamente, 30 anos, considerando
uma amostra de 32 gramas, qual a massa atdmica dessa amostra apds 150 anos?

1° Modo: expressando a sequéncia que representa a PG decrescente de primeiro termo
ap =32 erazdo g = %, temos (32;16;8;4;2;1;...).

Lembrando que a massa inicial corresponde ao primeiro termo da PG, apds 150 anos,

temos 1 g da massa atdmica.

2° Modo: substituindo diretamente o valor de ¢ na fun¢éo exponencial M(r) = 32- 2730,

Assim:
_ 1 _ 150 -5
M(t)=32-273% = M(150) =32-2" 30 = M(150) =32-27> = M(150) = 1g.

Esse € um excelente exemplo para que os alunos entendam que a funcdo exponencial
M(t)=30- 27 % representa uma PG de razio g =27 = %, caso 55 € N. Ou seja: ¢ tem que ser

um multiplo natural de 30.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

A aprovacao da nova BNCC € um marco na Histéria da Educagdo no Brasil. Esse conjunto
de diretrizes é composto de habilidades e competéncias que devem nortear o processo de ensino-
aprendizagem em todo o territorio nacional. Isso é de uma relevancia grandiosa, pois temos a
possibilidade de a educagao publica e privada caminharem em conformidade no que diz respeito
ao conjunto de competéncias e habilidades que todo estudante deve ter adquirido ao fim de
cada etapa do Ensino Bésico. A verificagdo dessas competéncias e habilidades passa a ser um
indicador do aprendizado ndo s6 nas etapas do Ensino Bésico, como também do préprio Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM).

Observamos, entdo, que as diretrizes da nova BNCC estdo atreladas ndo s6 a propria
conexao dos saberes nos niveis educacionais basicos — Fundamental e Médio, mas compdem um
conjunto de indicadores para se aferir o nivel de saber adquirido pelos alunos apds a conclusao
do Ensino Médio, por meio do ENEM. Assim, é fundamental que todos os educadores, da
rede publica e privada, entendam que a BNCC € um documento que deve nortear o nosso fazer
pedagédgico. J4 ndo basta ensinar por ensinar. E preciso estar atento ao conjunto de habilidades
que levam a certa competéncia que todo aluno deve adquirir ao fim de cada assunto abordado. Se
o tema € Fun¢do Exponencial, ndo € suficiente o aluno entender apenas a defini¢do e propriedades
desse conceito. E necessério fazé-lo compreender o contexto geral de situagdes-problema que
apresentam as caracteristicas exponenciais. Assim, perceberdao que existe, no nosso dia a dia,
uma gama muito grande de tais situagdes-problema que sdo modelados por esse tipo de fun¢do e,
além disso, entenderdo a relacdo que esse tipo de funcdo tem com problemas de Juros Compostos
e Progressio Geométrica. E imprescidivel uma abordagem que realize essa relacio entre Fungio
exponencial, Juros Compostos e Progressao Geométrica. Caso contrdrio, o aluno passa a imaginar
que sdo assuntos independentes, sem correlagdo alguma. Mas como fazé-lo perceber essa relagdo?
A melhor maneira de fazé-lo perceber essas caracteristicas € colocd-lo para descobri-las por meio
de um processo investigativo e dindmico. Nesse ponto, entram as perspectivas oferecidas pela
Modelagem Matematica, pois, para alcancar os conhecimentos relativos a uma competéncia, €
necessario adquirir o conjunto de habilidades que levem a essa competéncia, e a experimentacao
¢ um 6timo instrumento para gerar essas habilidades.

Dessa forma, essa pesquisa foi fundamentada para as diretrizes da BNCC e as perspec-
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tivas oferecidas pela Modelagem Matemadtica para que tais habilidades sejam alcancadas. No
entanto, a proposta didatica aqui apresentada apela a dois pontos fundamentais na busca do saber
matemadtico, indicados nas diretrizes da nova BNCC — uma busca intuitiva das propriedades
da Funcao Exponencial, usando as possibilidades da Modelagem Matematica e, a seguir, a
formaliza¢do com o rigor matematico necessario, com as devidas demonstragdes. Assim, o
aluno compreende que o processo investigativo ocorre de forma intuitiva, porém, a validacao das
propriedades dos modelos deve seguir o rigor das demonstragdes.

No processo de ensino-aprendizagem, se necessario, o professor deve propor aos alunos
o uso das mais diversas tecnologias disponiveis, com o objetivo de leva-los a perceber situacdes
relevantes durante as investigacOes realizadas em tal processo. Essa situagdo € vdlida quando o
uso da tecnologia ndo € um fim, mas apenas um meio que facilite descobertas interessantes para
a dindmica na busca pelas habilidades inerentes aquela competéncia. Na proposta didética apre-
sentada nessa pesquisa, o software Maxima é apenas uma sugestao de um mecanismo que pode
ser usado como meio para experimentar as translacdes gréficas referentes a Fung¢do Exponencial.
Todavia, o fundamental € acelerar processos menos significativos durante a abordagem de certos
temas. E, nesse caso, uso de um software cumpre esse papel.

De modo geral, a forma como se faz a abordagem de um tema matematico € a chave para
o sucesso do processo de aprendizagem dos alunos. Uma sequéncia didatica dindmica pode ser
uma ferramenta motivacional para gerar um aprendizado significativo que leve de fato os alunos
a adquirirem habilidades que gerem competéncias. A proposta desse trabalho foi apresentar, de
forma cronoldgica, uma sequéncia didatica que pudesse cumprir esse papel — uma abordagem
significativa e dinamica: contextualizada e interdisciplinar. Claro que sdo muitos os desafios para
aplicar uma sequéncia diddtica como essa aqui apresentada, pois isso demanda um nimero maior
de aulas e acesso a recursos tecnoldgicos. Cabe ao professor avaliar a possibilidade que ele tem
de fazer uso de tal proposta.

Em particular, ao desenvolver essa pesquisa, pude visualizar, por meio de um estudo mais
aprofundado das possibilidades oferecidas pela Modelagem Matematica, que € possivel propor
a realizacdo de um processo de ensino-aprendizagem mais dindmico e atrativo para os alunos.
Porém, reconheco que isso € trabalhoso e requer um bom planejamento, tendo sempre em foco
as habilidades que os alunos devem adquirir ao fim do assunto abordado.

Essa pesquisa também me permitiu visualizar com clareza as proposi¢des que a BNCC

apresenta para o Ensino de Funcdo Exponencial e a necessidade de relacionar esse assunto com
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Juros Compostos e Progressao Geométrica.

Por fim, minha motivacao maior para realizar essa pesquisa foi compreender a relagio
entre as possibilidades oferecidas pela Modelagem Matemadtica, no ambito educacional, e as
diretrizes da nova BNCC, que estiao contempladas em seu conjunto de competéncias e habilidades,
em particular para o ensino de Modelos Exponenciais. Espero que as percep¢des aqui descobertas
sirvam de elemento motivador para futuras pesquisas no contexto do uso de metodologias ativas

para alcangar as proposic¢oes das diretrizes da nova BNCC.
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APENDICE A - PLOTANDO GRAFICOS EM 2D COM O SOFTWARE MAXIMA

Comandos necessarios para plotar os graficos dos exemplos propostos

Para construir graficos bidimensionais, devemos usar o comando plot ou wxplot.

plot2d ([f(x1),...,f(xn)], [x,a,b],]y,c,d], opcdes),

sendo:
e f(x1),..., f(x,) sdo fun¢des de uma varidvel;
e [x,a,b] é o intervalo de variacdo da varidvel x;
e [y,c,d] é o intervalo de variagdo da varidvel y;
® a, b, c, d devem ser nimeros que pertencam ao conjunto dos nimeros reais (R).

Observacao: apos cada linha de comando, finalizar com o simbolo de cifrdo ($).

e Grafico 01: Quantidade de células apos n divisoes da Mitose.

flx):=2*

L: makelist([n, f(n)],n,0,5)

wxplot2d([discrete,L], [x,0,6], [style, [points,2,1,1], [xlabel, “Numero de divisdes™],

[ylabel,“Ntmero de células’])

e Grafico 02: Quantidade de massa atomica em funciao do tempo transcorrido.
wxplot2d([30x 2(=x/ 30)] ,[x,0,180], [y,0, 100],[xlabel,“Tempo (anos)’],[ylabel,“Massa (gra-

mas)”])

e Grafico 03: Translacoes graficas 01
wxplot2d([2*,2° + 1,2* — 1], [x,—2,2], [y, —5,5])

e Grafico 04: Translacoes graficas 02
wxplot2d ([2%,2642) 20=2)] [x, —2.2],[y,0,10])

e Grafico 05: Simetria grafica - eixo x

wxplot2d([2*, —2*], [x,-2,2],[y,-4,4])

e Grafico 06: Simetria grafica - eixo y

wxplot2d([2¥,27], [x, —3,3], [y,0,8])



87

e Grifico 07: Dilatacio vertical

wxplot2d([2%,3 -2, %], [x,—2,2], [y, 2, 12])
e Grafico 07: Dilataciao horizontal

wxplot2d([2*, 23 23], [x, —10, 10], [y, — 10,200])

e Griafico 08: Exemplo 4
wxplot2d([100- (1.1)*], [x,0,12], [y,0,320], [xlabel,“Tempo (meses)”],[ylabel,"Montante(R$)"])

e Grafico 09: Exemplo 5
wxplot2d([100-(0.9)*], [x,0,24], [y,0,300], [xlabel, “Tempo” (meses)], [ylabel,“Montante”

RHD
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APENDICE B - CODIGOS ALFANUMERICOS DA BNCC

Explicacio dos codigos alfanuméricos da BNCC

Para a drea da Matematica e suas Tecnologias, a BNCC apresenta em suas diretrizes um
conjunto de 5 Competéncias especificas, e, dentre essas Competéncias, as habilidades a serem
desenvolvidas relacionadas aos temas estudados. Tais habilidades podem ser inerentes a mais de
uma Competéncia especifica.

As possibilidades de organizagdo curricular das aprendizagens propostas na BNCC de
Matematica sao varias. Uma organizagao possivel —- e mais préxima da pratica de elaboragao
curricular dessa drea —- € por unidades similares as propostas para o Ensino Fundamental. Essas
unidades podem ser, dentre outras, Nimeros e Algebra, Geometria e Medidas, e Probabilidade e
Estatistica. E importante destacar que foram mantidos os cdigos originais das habilidades, o
que permite reconhecer a competéncia especifica a qual cada habilidade esté relacionada. Para
melhor entender os cédigos alfanuméricos, segue um exemplo de como realizar a interpretagao

da sequéncia.

Figura 14 — Explicagdo dos cédigos alfanuméricos do Ensino Médio

EMISLGGIO0S

O primeiro par de letras indica nicirmer
1 etapa de Ensino Médio

FONTE: BNCC (2018)
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Segundo esse critério, o cédigo acima EM13LGG103, por exemplo, refere-se a terceira
habilidade proposta na drea de Linguagens e suas Tecnologias relacionada a competéncia
especifica 1, que pode ser desenvolvida em qualquer série do Ensino Médio (12, 2% ou 3%),

conforme defini¢des curriculares.
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APENDICE C - LEMA 8.2

Existéncia de uma poténcia a’, com a # 1, em todo intervalo de R"

Lema 8.2. Fixado um ntimero real positivo a # 1, em todo intervalo de R* existe alguma
poténcia de a”, em que r € Q.

Demonstracao:

Dados a,P € R, tais que 0 < o0 < B, devemos obter r € Q tal que a” € [a, B], isto é,
o < a" < B. Vamos considerar o caso a > 1 e o > 1 (os demais casos sdo andlogos).

Como as poténcias de expoente natural de nimeros maiores do que 1 crescem acima de

qualquer cota prefixada, podemos obter niimeros M e n, sendo m,n € N, tais que:
a<B<a” e l<a<(1+E2)
Dai, elevando a segunda desigualdade a % temos:

B—o

aM )

Agora, subtraindo 1 da ultima desigualdade, temos:

1
I <an <(1+

B—o

aM -

O<a%—1<

Multiplicando por a”(a¥ > 0) essa dltima desigualdade, tem-se:

O<aM-(a%—1)<B—0c.

Como % < M, entdo an < aM, de modo que se tem, na ultima desigualdade:

m

O<a7(a%—1)SaM(a%—1)<B—0c:>0<a

%(a%—l) <B—oc:>0<amT+l—a% <B—oa.
Em particular:

esem=0=0<ar—a’< B — a. Logo, tem-se o intervalo [ao,a%];

],

2 1 . 1
esem=1=0<an—an <P —o.Logo, tem-se o intervalo [an,a

e assim por diante.
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~ 12 ~ . . .
Entio: a’ = 1,an,an,--- ,a™ sdo extremos de intervalos consecutivos, todos de compri-
mento menor que o comprimento 3 — o do intervalo [c, B]. Assim, como [a, B] C [1,a], pelo

menos um dos extremos anteriores estd contido em [a, B].
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APENDICE D - DESIGUALDADE DE BERNOULLI

Para todon € N* e todo h > —1, tem-se (1+h)" > 1+ nh.

Demonstracio:

Por inducdo matematica sobre n:

(i) Base de induciio: n =1 = (1+h)! = (14 1-h) . Logo, a afirmagio é vilida.

(ii) Hipétese de indug@o: (14 h)" > 1+ nh, para algum n € N*.

Devemos demonstrar que (14 4)"*! > 14 (n+ 1) - h é verdadeira para todo n € N*.
Vejamos:

Pela hipétese de indugdo, tem-se: (1+ )" > 1+ nh. Como (1+h) > 0, podemos multi-

plicar a desigualdade anterior por 1 + A. Assim, temos:

(L+h)"(A4+h) > (1 +n)-h-(1+h) = (1+h)"T" > 1+ h+nh+nh® =14 (n+1)-h+nh.

Resta demonstrar que nh> > 0.

De fato, com n € N* e h > —1, entdo nh? > 0. Assim:

(1+h)"™ ' >1+(n+1) -h+n®>1+(n+1)-h.

Por transitividade, temos:

(14+h)"' > 1+ ((n+1).
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APENDICE E - EQUACOES DE DIFERENCAS E EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS DE 12 ORDEM

Equacoes de diferencas

Defini¢do 1.0 Uma equagdo da forma vy, x = f(Vntk—1,Vntk—2,""" »¥n)> €m que k € N*¥,
€ chamada equacao de diferencas de ordem k.

Em particular, se ela pode ser representada na forma:

Yotk + Q1 Ynth—1+ -+ an-Yn =R,,

e, além disso, se:

®ay,a,as,--- ,a, sao reais, em que a, # 0;

e R, é uma funcao de n,
entdo dizemos que a equagdo acima é uma equacdo de diferencas linear de ordem k, ndo
homogénea, com coeficientes constantes.

Por outro lado, se R,, = 0, a equagdo de diferencas € linear, homogénea, com coeficientes
constantes.

Exemplos:

(1) P11 —1,5P, = 0 é uma equagio linear homogénea de 1* ordem (ou recorréncia linear
homogénea de 1? ordem).

(2) H, 47 = 3H,, + 2 é uma equacao linear ndo homogénea de 2% ordem.

Equacoes de diferencas linear homogénea de 1* ordem

Definicao 2.0 A equacio de diferencas da forma y,, | +ay, =0, em que n € N, € chamada
de equacdo de diferencas linear homogénea de 1 ordem.

Proposicao 2.1 A solucdo de uma equacao linear homogénea de 1* ordem, com valor

inicial y(0) = yo, é y, = (—a)" - yo.

Demonstracao:
y1=—a-yo,
Y2 =—a-yi,

y3 = —a-yz,
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ynfl =—a .yn*27
Yn=—a°Yn—-1.
Multiplicando, membro a membro, essas igualdades, temos:

YUYz ¥3Yno1Yn=(=a)-(=a)---(=a) Yo y1-y2-+* Yn—2"Yn—1- (30)

~~
n

Aplicando a lei do cancelamento na equagdo (30) tem-se:

yn =Yo(—a)". (31)

Devemos demonstrar que y,, assim obtida, vale para todo n € N.
Demonstraremos tal afirmag¢do por inducao sobre n:
Para n = 0, essa afirmag@o é verdadeira, pois y(0) = yo, que é o valor inicial.

Agora, vamos supor que y, = yo(—a)"

seja verdadeira para algum k natural, isto é,
Vi = yo(—a)k , de modo que devemos demonstrar que € verdadeira para k + 1. Usando a propria
recorréncia, temos:

Vi1 = (—a)ye. (32)

Por hipétese, y; = (—a)kyo.
Logo:
Vi1 = (—a)(—a)*yo.

Vir1 = (—a) 1y (33)

Assim, y, = (—a)"yp é solucdo da equacdo linear y, | +ay, =0, Vn € N, em que

¥(0) = yo.

Proposicao 2.2 A solu¢do de uma equagdo linear ndo homogénea de 1* ordem do tipo

Vntl =ayp+b,comneN,ea,b#0,¢: y, :yoa”+b(‘5__ll).
Demonstracao
y1 =ayo+Db,
y2 =ay, +b=a(ayo+b)+b=a’*yo+ab+b,

y3 = ay, +b = a(a’yo +ab+b) +b = a’yy+a*b+ab+b,

yn=a"yo+d" 'b+d"*b+-- +a’b+ab+b.

(PG), ay=b e g=a
Como g = a # 1, aplicamos a férmula da soma dos n primeiros termos de uma PG.
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Assim:

at—1

a—1

yn=d"yo+b( ). (34)

Agora, devemos demonstrar que essa solucao vale para qualquer n € N.

Por inducdo sobre n, tem-se:

Paran =0yy = a’yo+b (“;_‘ﬂ) = yo = yo. Logo, a afirmacdo é verdadeira. Supondo a
solucio verdadeira para algum k € N, isto &, y; = a*yo + b <‘5%11) , devemos demonstrar que ela
vale para k+ 1.

Sabemos que:

Ynt1=ayn+Db.
Entao:

Yk+1 = ayr+b. (35)
Agora, como y; € a hip6tese indutiva, substituindo y; na equacdo (35) tem-se:

k-1
Vb1 = a {akyoer(aa_l )} +b

Clk
= ak+1y0+ab( 1)—|—b

k+1
atl—a
= d"lyg+b (—) +0b

a—1
k41
a —da
= ak+1y0—|—b (ﬁ + 1)

k+1
a at+a—1
= Clk 1y0+b( 1 )

k+1
a —1
= ak+1y0—|—b(—).

a—1

Logo, y, =d"yo+b (%) ¢ solugdo da equacdo linear y, | = ay, +b, Vn € N.

Equacoes Diferenciais Ordinarias de 1* ordem linear

Definicao 3.0 Uma equacdo diferencial ¢ uma equagdo que envolve fungdes incognitas e
suas derivadas. E chamada de equacdo diferencial ordindria (EDO) se a fungio incégnita depende
apenas de uma varidvel.

Equacio Diferencial de 1? ordem

Defini¢do 3.1 Sendo F(x,y) uma fungo definida em um intervalo aberto de R, entio a

equagao % = F(x,y) é chamada de equac@o diferencial ordindria de 1* ordem.
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Uma solugao da EDO de 1* ordem % = F(x,y), em um intervalo aberto o0 < x < 3 é
uma fung@o 6, tal que 8’ existe e satisfaz 8/ (x) = F(x,0(x)), Vx € (a,B).

Teorema 3.2 Teorema de Existéncia e Unicidade de solugdes para um problema de valor
inicial.

Consideremos as fungdes f e % continuas em algum retangulo [a, B] x [y,d] contendo o
ponto (fo,yo). Entdo, em algum intervalo 7y +k < t < fo+ h contido em o < ¢ < B, existe solu¢do

do problema de valor inicial: y = f(z,y), com y(f9) = yo.
Equacdes diferenciais de 1? ordem lineares
Definicao 3.3 Uma equacio diferencial de 1? ordem € dita linear quando pode ser escrita
na forma y' + p(x)y = g(x), em que p e g sdo fungdes reais continuas.
Equacodes Separdveis

Definicao 3.4 Uma EDO de 1? ordem € de varidveis separdveis quando tem a forma:

2 — g(h(y),

em que g e & sdo fungdes reais, definidas em intervalos abertos de R. Resolver uma EDO desse
tipo significa obter uma fungio y = y(x), tal que y’ = g(x)h(y(x)). Separando as varidveis, e

considerando h(y) = h(y(x)) # 0, podemos reescrever:

% — g(x)d(x). (36)
) _ o). (37)

YOG
[ty = [ swaw. 38)

Agora, efetuando uma mudanga de varidvel tal que v = y(x) = dv = y/(x)dx, tem-se:

% :/g(x)dx. (39)

Para obter a solucao satisfazendo a condi¢ao inicial dada, é suficiente calcular essas

integrais e escolher k adequadamente.
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Portanto:

H(y) = G(x) +k, (40)

em que H(y) e G(x) sdo as primitivas de ﬁ e g(x), respectivamente.
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