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RESUMO

O objetivo desse trabalho é mostrar a aplicacdo do teste da segunda
derivada, com duas variaveis. No inicio do ensino de calculo, é apresentada a aplicacao
do teste da segunda derivada com uma variavel, que nos da os pontos de maximo,
minimo e ponto de inflexdo, e sua representacdo geométrica é no plano XY. Agora
iremos apresentar o teste da segunda derivada com duas variaveis, que nos da os pontos
de maximo, minimo e sela, e sua representacdo geométrica é no plano XYZ. Para isso
faz-se necessaria a apresentacdo de assuntos que sao fundamentais para a compreensao
de tais aplica¢des, inicialmente é feito uma revisdo sobre pontos criticos, aproximacgao
quadrética, parabolodides elipticos e hiperbdlicos e diagonalizacdo de matrizes que

servirdo de base para a apresentagéo do trabalho.

Palavras-chaves: Maximo, Minimo, Sela.



ABSTRACT

The objective of this abstract is presenting the appliance of the second derivative
analysis, containing two variables. By the Calculation learning commencement, the
application of the second derivative test with a variable is presented, in which gives us
the points of maximum, minimum and inflection point, and its geometric representation
is in the XY plane. Now we Will present the test of the second derivative with two
variables, which gives us the points of maximum, minimum and saddle, and its
geometric representation is in the XYZ plane. For that, it is mandatory to present
subjects that are fundamental for the understanding of such applications, initially a
review is made on critical points, quadratic approximation, elliptical and hyperbolic
paraboloids and diagonalization of matrices that will serve as the basis for the
presentation of the work.

Keywords: Maximum, Minimum, Saddle
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INTRODUCAO

No estudo de Célculo, os pontos de maximo e minimo, também chamados de
pontos extremos de uma funcéo, sdo pontos do dominio onde a funcéo atinge seu valor
maximo e minimo.

No mundo das varidveis Unicas, quando vocé encontra uma entrada na qual a

derivada da fungdo é 0, f* (a) =0, a segunda derivada neste ponto pode determinar se
essa entrada é um ponto de maximo ou de minimo local. De maneira particular,

f*(a) 0 indica concavidade positiva, entdo f tem um ponto minimo local em a, se

f(a) 0 indica concavidade negativa, entdo f tem um ponto méaximo local em a.

Para fungdes de mais do que uma variavel as mesmas condi¢des se aplicam. Por
exemplo, a condicdo necessaria para 0 maximo local sdo similares a utilizadas para uma
funcdo com somente uma variavel. O teste da segunda derivada parcial pode ajudar
classificar o ponto em que € maximo relativo ou minimo relativo. Em contraste, ha
diferencas entre funcbes de uma variavel e fungdes de mais do que uma variavel na
identificacdo do extremo global.

Neste trabalho, falarei da importancia de sair um pouco do campo analitico para
entrar no visual, que nos auxilie na compreensdo desta realidade e nos orienta em nossas
acoes.

Abordarei a representacdo geométrica da segunda derivada com duas variaveis.

No capitulo 1, falaremos de pontos criticos, aproximacdo quadratica, superficies
quadricas, paraboldides elipticos, paraboloides hiperbdlicos, base e matriz mudanca de
base, autovalores e autovetores, teorema espectral para matriz simétrica e
diagonalizacdo de matrizes, que sdo prérrequisitos para o desenvolvimento do trabalho.

No capitulo 2, abordaremos com mais propriedade o teste da segunda derivada
para funcdes de duas variaveis.

No altimo capitulo, faremos alguns exemplos para um melhor entendimento.



Capitulo 1 PRELIMINARES

Como prerrequisito para trabalho, derivadas parciais, gradiente e fungéo
polinomial de varias variaveis.

Neste capitulo, serdo apresentadas as definicdes matematicas necessarias para o
desenvolvimento do tema principal do trabalho. Serdo dados, ainda, alguns exemplos e
resultado importantes.

Ao longo do texto, serdo tratadas apenas funcgdes reais de duas variaveis.
1.1 EXTREMOS LOCAIS: PONTOS CRITICOS
A primeira definicdo importante é referente a maximos e minimos de uma

fungdo, ditos extremos. Para esse trabalho, os focos serdo os extremos locais ou

relativos, a saber:

Defini¢édo 1.1:
Sejam : cRZ—Re(o0)€
i) Diz-se que ( 0, 0) € um ponto de maximo relativo de se existir uma vizinhanga de ( 0,0) tal que (, )< ( o, 0), paratodo

ii) Diz-se que ( o, o) € um ponto de minimo relativo de e existir uma
vizinhanca de ( 0,0) talque (, )= ( 0,0),paratodo(, )€ .

et = o = o

Fonte: Propria (2020)

Observa-se pela definicdo que dado um ponto do dominio da funcéo, é possivel

verificar se € um extremo relativo analisando as condi¢des i) e ii). Uma questdo natural



que surge ¢: “para determinar os extremos relativos de uma fungao, € preciso analisar as
condigdes da definicdo para todos os pontos do seu dominio?” Obviamente, esse ndo
pode ser um caminho, visto que seria necessario considerar uma quantidade infinita de
pontos. O teorema a seguir fornece um critério para selecionar, dentre os pontos

interiores de D ¢, 0s candidatos a extremantes locais de f .

Teorema 1.1: Seja (xo,Yyo)um ponto interior de Dfe  suponhamos que
f (Xo,yo) e f (Xo,yo) existam. Nestas condicfes, uma condicdo necessaria
X y

para que (xo : yo) sejaum extremante local de fé que f_(Xo Yo)=0 e
X

f
— X0, =0.
y(oyo)

Por néo ser foco deste trabalho, a demonstragdo serd omitida, mas pode ser
encontrada em Guidorizzi (2001).

Geometricamente, o teorema diz que se (0.¥0) for interior a Dy, f
diferenciavel em (xo , yo )e (Xo , yo ) extremante local de f , entdo o plano tangente ao

grafico de f em (xo , Yo, f (xo , Yo )) sera paralelo ao plano xy . Essa interpretacdo

também pode ser encontrada em Guidorizzi (2001).

O teorema anterior ndo se aplica a pontos de fronteira de D ¢ ; um ponto de
fronteira de D ¢ pode ser um extremante local sem que as derivadas parciais se anulem

nele. Os pontos de fronteira devem ser analisados separadamente.

Um ponto interior a D + candidato a extremante local

de fé dito um ponto critico de f .

O teorema anterior diz que se f admite derivadas parciais em todos os pontos interiores de D ¢, entdo os pontos criticos ( o, 0) de f séo agueles tais que:
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f(Xo,yo): f—(XO,)IO),f—(XO ,YO) :(010)

X y
onde o vetor f ¢é dito gradiente de f no ponto.

Exemplo: Seja (X, y)=x2+y2.Como D éum conjunto aberto (Dr = 2) , de

(x.y) =2

_h
=7

(x.y) =2

segue que (0, 0) é o Unico candidato a extremante local. Como  f(x,y) f(0,0)=0,

paratodo (x,y)em |2, resultaque (0, 0)é um ponto de minimo relativode  f (na

verdade, € um minimo absoluto, mas ndo vem ao caso para 0 escopo do trabalho).

Exemplo: O Gnico ponto critico de f (x,y ) = x 2 - y? & (0, 0). Verifica-se que (0, 0)

ndo é extremante local. Para uma visualizacdo geométrica, considere as intersecfes do

grafico de f com os planos yz e xz .

O ponto (O, O)é um maximo quando consideramos a funcéo restrita a um dos planos e

um minimo para o outro plano. Nesse caso, (O, O) é dito o ponto de sela. O grafico

desta fungao tem o aspecto de uma “sela de cavalo™.

Fonte: Prdpria (2020)
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,comdominio D = 0,1 0,1, onde f =x2y+3x.

) f )

O ponto (0, 0) é um ponto de minimode f em D+, pois f(x,y) f(0,0)em D .
f f

Exemplo: Seja z=f

Como X =2 xy + 3, segue que X (5 0 ) =3 0. Este fato ndo contradiz o teorema 1, pois

ele s6 se aplica a pontos interiores e (0, 0)no é ponto interior de Dt .

1.2 APROXIMACAO QUADRATICA

Nessa se¢do, sera apresentada a seguinte questdo: dados f (x, y)uma funcéo de

classe C 2 (Com derivadas até ordem 2) em um aberto A% e ( 0, 0) € , de que forma é possivel determinar uma fungo polinomial do segundo grau que aproxime
f (x y) para elementos préximos a ( o, 0)?

Para responder a essa pergunta, considere, inicialmente, o seguinte exemplo:

Exemplo: Determine uma aproximagao quadratica para funcéo f (X, y ) = cos x. cos y em torno de (0,0).

Solucdo; Obter uma aproximacao quadratica é encontrar uma funcéo do segundo grau z (x, y ) =a+hbx+
cy + dx 2 4 ey 2+ fxy cujas imagens dos elementos proximos a (0,0) sejam proximas as imagens por  (
). Para que ele seja uma boa aproximacéo de f ( x, y) no ponto dado, é interessante que ele assuma o
mesmo valor da fungdo nesse ponto, ou seja,

z(0,0) = (0, 0) a+b0+c0+d.0+e0+f.0=cos0.cof0a=1.

A aproximacdo se torna melhor a medida que as derivadas primeiras e segundas

também sejam iguais nesse ponto. Logo,

zx(0,0)=f4(0,0)b=-sen0cos 0 ,
2y (0,0)=fy(0,0) c=-cos0sen0 .

12



24 (0,0) =fxx (0,0) 2d=-cos0cos0 2d=-1 [ d=-05,
Zxy (0,0) =fxy (0, 0) f:senOsenO
Zyy(0,0)=fy (0,0)2¢=-cosOcos0 2e=-1 [ e=-p5.

Tendo determinado todos os coeficientes, a funcdo quadrética que melhor aproxima f (
X, y) em torno do ponto ( x, y) = (0, 0) é dada por

z(x,y)=1-05x2-0,5y°.

No caso geral, é possivel aproximar uma fungdo f ( x, y) na proximidade de um
ponto ( Xo , Yo ) por meio de uma fungdo z (x, y ) = a + bx + cy + dx 2 + ey 2 + fxy com

as seguintes caracteristicas:

Asimagens de e coincidem o ponto ( o,.0)

a + bxo + cyo + dxo® + eyo? + fXo Yo =f(X0,yo )

» As derivadas primeiras de ambas as funces também coincidem nesse ponto: z x

(Xo,yo)=fx(X0,yo)b+2dX0+fy0=fx(X0,yo),

zy(x0,y0) =fy(xo,yo)c+2eyo+fxo =fy(xo,yo0).

As derivadas segundas de ambas as fungdes também coincidem em (| 0, 0): Z xx (X0, Yo ) =T xx
(Xo,yo0)2d=Fx(Xo,yo0)d="2Fx (X, Yo)

Zyy (X0, Y0)=Fxy (xo0,Y0) |f=fx (X0,Y0)

ZVX(XOaYO):fyx(XO,yo)llf =fw(X,Y0)

7 (x,y)=f (x,y)2e=f x,ye=_1Lf
00 vy 00 vy 00 2

vy

(x, 30/0)

vy

13



Note que, das equagdes, tem-se que ter necessariamente f xy (Xo, Yo ) =f yx (X0, Yo ) , pois ambos os
valores sdo iguais ao coeficiente f do paraboldide. Portanto, é, de fato, necessario que a funcéo seja de

classe 2. Utilizando agora os coeficientes encontrados, podemos determinar os coeficientes restantes:

b+2dxo+fyo=fx(Xo,Yo)b=Fx(Xo,Y0)—Fxx(Xo,Yo0) X0 —Fxy(Xo

,Yo)Yo,c+2eyo+fxo=Ffy[(xo,Yo)c=Fy(Xo,Yo) =fyy(Xo,y0)Yy

o

—fxy(Xo,Yo0)Xo,

a+on+Cyo+dX02+ey02+onyo :f(Xo,yo)a=f(Xo,yo)
- f(xy)-f(x,y)x =f (x,y)y X

X 0 0 XX 0 0 0 Xy 0 0 0
- (x,y)-f (x,y)y =f (x,y )xy

y 0 0 w 00 o xy 0 o 0 o0

0

1 1
=2 (X0, ¥0) %0 = "2 fyy (X0, Y0)yo®—Fxy (X, Yo )X Yo

1 1
a=f(xo,y0)=fx(xo,y0)x0=fy(Xo,¥0) Yo+ fu(Xo,Y0) x>+ fyy (X0, yo) Yo+

+fxy (X0, Y0) (xo+yo—xXoyo)

Substituindo esses coeficientes na equacdo do segundo grau, tem-se

1 1
Z(X,Y):f(XO,yo)‘fx(XO,VO)XO‘fy(XOIVO)VO"'Efxx(XO,yo)XOZ"'_ZfW(Xolyo)yoz"'
+f (x,y)x+y -xy +f(x,y)-f (x,y)x =f (x,y)y x+

0

Xy 00(0 0 00 X 0 xx 0 0 0 Xy 00 0

+f (x,y)-f
0 0

y

(x,y)y -f (x,y)xy+ L (x,y)®+
0 0 0

vy 0 Xy 0 00 2 0

1
+ 72y (%0, Y0) Y2 +Fxx (X0, Yo)xy

Colocando as derivadas no ponto em evidéncia, obtém-se
z(x,y)=f(xo,yo)+fx(x0,yo)(x=x0)+fy(x,yo)(y-yo)+ 12J‘_><x(xo,yo)(x02—2xox+x2)

1
+ Ty (0,90 (06 = 230y +y2 )+ iy (X0, ¥ 0) (o + Yo =0y o=y ox =30y +xy)

De modo que se tem

14



z(x,y):f(xo,yo)+fx(xo,yo)(x—xo)+fy(xo,yo)(y—yo)+—;fXX(xo,yo)(x—xo)2+

J“_;fyy(Xoa/o)(y-xm)2 +fy (%0, ¥0) (x=x0)(y - o)

Esta é a funcdo do segundo grau que melhor se ajusta a uma funcéo f ( x, y) em torno de

um ponto ( Xo, Yo ) .

Observacéo: Note que a fungéo obtida corresponde ao polinbmio de Taylor de ordem

2 de fem torno de (xo , yo )

Po(x,y) =F(x0, o)+ X (o yo ) (xmxo )+ Ty (o yo) (y=_yo )+

w1l oy ) - 1002+ 2 Ty (oo )10 )(y —yo ) A (0. y o)y - yo )2

determinado pelo seguinte teorema, cuja demonstracdo pode ser vista em Guidorizzi
(2001):

Teorema: Seja f (x, y) de classe C3no aberto A L% esejaim (xo,yo ) Ae

(h, k ) (0, O)tais que o segmento de extremidades (xo , yo )e (xo +h,yo +k )esteja
contido emA..

Nestas condi¢des,

f(Xo+h,yo+k):f(Xo,yo)+f—(X0,y0)h+f—(Xo,yo)k

. _ X oy
14 f < f < f
+— —7 (%0, yo ) ?+2 (X0, Yo )bk +—=(xo, o Jk* +E (h k)
2 X Xy y
onde
3 3
1 3f 31 - f_ f _
E(hk)==— —xyh +3——xyh k+3 Xy hk A —x,y K
3Ix X y Xy y
paraalgum X,V interno ao segmento de extremidades Xo,Yo € Xo+h yot+k .
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Observacdo: A aproximacdo quadratica obtida pode ser escrita na forma matricial,
Como se segue

t X—Xo 1 X=Xo
z:f(xo,yo)+ (f(xo,yo)) y-y +2X—Xo Y- YoHessf (xo ’yo)y—y
0 0
onde Hessf(x,y,zf w0 y) fuy (X y )é dita matriz hessiana de f.

f(6,y) fyy (X, y)

Observacdo: Em matematica, a matriz hessiana de uma funcéo "f" de n variaveis € a
matriz quadrada com "n" colunas e "n" linhas (n X n) das derivadas parciais de segunda
ordem da funcdo. O seu determinante é denominado funcéo hessiana e, nos livros de

calculo, costuma ser referenciado simplesmente de hessiana.

Observacgdo: No caso de uma funcdo de duas variaveis e de classe C?, a hessiana é dada
por Hf = f . fyy — fx,? , Visto que as derivadas mistas de segunda ordem coincidem.

Exemplo: f(x,y)=x2-y3.
fx :2X,fxx =2, fy =_3y2, fyy =_6y, fxy =0, fyx =0

f XX fxy 2 0

det Hessf (x,y ) = det = det =-12 y

Xy vy -6 y

1.3 OS PARABOLOIDES ELIPTICOS E HIPERBOLICOS

Em matematica, um paraboloide ¢ uma superficie quadrica de tipo especial. Existem
dois tipos de paraboloides: elipticos e hiperbolicos. Os paraboloides terdo papel

fundamental para o desenvolvimento desse trabalho.

1.3.1 Superficies Quéadricas

Quadrica ou superficie quadrica €, em matematica, 0 conjunto dos pontos do espaco
tridimensional cujas coordenadas formam um polinbmio de segundo grau de no maximo

trés variaveis denominada de equacao cartesiana da superficie:

E o gréfico no espaco de uma equacio de segundo grau com trés variaveis, do tipo

16
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Ax2+By2+C22+ny+Exz+Fyz+Gx+Hy+Iz+J:0

com pelo menos uma das constantes A, B, C, D, E ou F é diferente de zero.

Observacdo: A intersecdo de uma superficie quadrica com um dos planos coordenados
ou por planos paralelos a eles € uma conica. Em casos particulares, a intersecdo pode ser
uma reta, duas retas, um ponto ou 0 conjunto vazio. Esses casos constituem as conicas

degeneradas.

1.3.2 Paraboloide Eliptico

O paraboloide eliptico ¢ uma superficie no formato de uma “pardbola tridimensional”,
possuindo um vértice, que pode ser um ponto maximo ou minimo, dependendo da

orientacdo da sua orientagéo.

Fonte: Propria (2020) Fonte: Prépria (2020)

Os paraboloides elipticos na forma canbnica, com vértice na origem (0,0,0) e
eixo OX , OY e OZ , sdo as superficies dadas, respectivamente, pelas equacdes de

segundo grau:

2 2 2 2 22
X

b +L:ax, R by, — +y—:cz,

b2 2 Al 2 al b2
onde a, b, ¢ sdo nimeros reais ndo nulos.
Vamos analisar o paraboloide eliptico de eixo OZ

X2 Y2 _
Q:_“+°"=cz, ¢omc O
a?

A intersecdo de Q com o plano z = k, paralelo ao plano XY,

17
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—_ +y2:Ck
Qz=k : a: b?

z=Kk
« éumaelipse de centro (0,0, k), sek 0;
- ¢éaorigem (0,0,0),sek=0;
» €0 conjunto vazio, se k 0;

Q 1z=k ,kO
Fonte: Prépria (2020)

As secOes planas contidas nos planos paralelos aos planos XZ e YZ séo parabolas:

X2 K -, .
= +__=ax‘+b
Qy=k : ca’ cb?
y=k
k2 + y2 )
Qx=k ta’ chf=ay +b

< v -
Q y=k
Fonte: Prépria (2020) Fonte: Prépria (2020)




2 2
Observacéo: Quando a = b, dizemos que Q 24 —czéum paraboloide circular de
az b
eixo OZ .

Observacdo: No caso em que a superficie é dada por

2

| >

yz
+2-=c¢cz, comc O
b2

Q:

[

a

a andlise é feita de forma idéntica e obtém-se um paraboloide eliptico de eixo OZ com a
concavidade voltada para baixo.

Figura: Propria (2020)

1.3.3 Paraboloide Hiperbdlico

O paraboloide hiperbolico € uma superficie com um formato muito semelhante a uma
sela de cavalo e possui um ponto, dito ponto de sela, de grande interesse para esse
trabalho.

Os paraboloides hiperbolicos na forma candnica, com ponto de sela na origem

(0,0,0) e eixo OX, OY e OZ, sdo as quédricas dadas, respectivamente, pelas equacdes:

19
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y_z—iz—ax X_z—iz—by X_2 &:
b2 ¢ al a’ ¢z, b?

onde a, b, ¢ sdo niimeros reais ndo nulos.

VVamos analisar o paraboloide hiperbdlico de eixo OZ :

22
Q:X—Z—y—zzcz, comc O.
a- b
A intersecdo de Q como plano z =k, k ||, paralelo ao plano XY,
2 2
X_—Xzzck
Qz=k : a: b
z=k,

» éuma hipérbole de reta focal paralela ao eixo OY ,sek 0;
» sdo duas retas que se cortam na origem, se k = 0;
» éuma hipérbole de reta focal paralela ao eixo OX ,sek O0;

Q z=k,k O Q z=0
Fonte: Prépria (2020) Fonte: Propria (2020)

Q z=k ,k O
Fonte: Prdpria (2020)

As secOes planas contidas em planos paralelos ao plano XZ ,



=k
sdo parabolas de reta focal paralela ao eixo OZ  com concavidade voltada para baixo,

para todo k ,umavez que a=a’ 0.

Q y=k
Fonte: Peres (2014)

De modo analogo, para todo k , as secoes planas
yz = b 2 ke . -
-cz =bz+a
Q x=k: a

sdo parabolas de reta focal paralela ao eixo OZ  com concavidade voltada para cima,

pois, neste caso, b=-b?c 0.

Q x=k

Fonte: Peres (2014)
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Observacdo: No caso em que a superficie € dada por

22
Q:X—Q—y—zzcz, comc O
a“~ b

a analise é feita da mesma forma e as parabolas obtidas pelas intersecdes com os planos
paralelos aos planos coordenados ficam com as concavidades invertidas. Como
consequéncia, obtém-se um paraboldide hiperbdlico com uma rotacdo de 90° no eixo z
em relagdo ao anterior.

Fonte: Prépria (2020)

1.4 DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

Em algebra linear, uma matriz quadrada A € chamada de diagonalizavel se €

semelhante a uma matriz diagonal, isto €, se existe uma matriz invertivel P tal que

P1AP seja uma matriz diagonal. Diagonalizacéo é o processo de encontrar essa tal
matriz diagonal. Nesse caso, dizemos que a matriz A e a matriz diagonal sdo

semelhantes.

Observacdo: Matrizes diagonalizaveis séo de interesse porque sdo especialmente faceis
de manusear. Por exemplo: pode-se elevar uma matriz diagonal a uma certa poténcia
simplesmente elevando as entradas da diagonal a mesma poténcia; o determinante de

uma matriz diagonal é simplesmente o produto de todas as entradas da diagonal.
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1.4.1 Base e Matriz Mudanca de Base

Em algebra linear, uma base para um espaco vetorial de dimenséo n é uma sequéncia de
n vetores ( 1, o n ) com a propriedade de que todo vetor do espaco pode ser
representado de forma Gnica como uma combinag&o linear dos vetores da base.

Com o intuito de facilitar a compreensédo dos conceitos, trataremos aqui do

espaco vetorial 2.

Definigéo:

Um conjunto B = uy ,uz € uma base de ' 2 se:

) u=cuug+coup, U (U1,U2 i 2;Cl,C%J)
i) B € um conjunto linearmente independente (um vetor de B ndo é combinacao

linear dos demais)

Definicéao:
Seja B=uy,up uma base de 2. Dado um vetor qualquer u 2 as
« x C
coordenadas de uem relagio a B sdo dadas por ug - -1 | onde
C
2
u=Ccquy +Co2 U2

Observacédo: A definicdo diz que uma base € 0 menor conjunto que gera o espaco todo.

()

Bo
A base BO: 1,0 ,( 0,1 édita base canbnicade |2, pois X,y =x ,qualquer

que seja o vetor (X,y).

B

)
Por exemplo, 3,2 ,pois 3,2 =3.10+2 01

=3
2

0
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)0 )

Considere, agora, outra base, digamos B = 1,1, -1,1 . Vamos determinar as
¢ )

B

coordenadas do vetor (3,2) em relacdo a essa base, 3,2

5
(3,2) = a (1 1)_+3b.(—1,1) a=>2
Y a+b=2 b= —
{ 2
5
( ) 2
3,2 B :2
Y
2
De modo geral,
a=2tYy
a-b=x 2
(x,y)=a (1,1) +b.(-11) _
( 2
() x+y
2 X'
Xy = >:(—y )
2

Como geralmente é desejavel trabalhar com mais de uma base para um espaco
vetorial, é interessante que se possa transformar as coordenadas relativas a uma base em
suas representacdes equivalentes com relagdo a outra base. Tal transformacdo é

chamada de mudanca de base. Para tanto, existe uma matriz chamada Matriz
Mudanca de Base.

Considere-se duas bases de 2 By=ui,up e By =vi, V2 . Denotamos por

Id g1~ amatriz mudanca de base de 1 para 2, que possui a seguinte propriedade:

ldBi B, UB: =UR:

onde u é um vetor qualquer de/ 2. Analogamente, denotamos por ld g g a matriz
2 1
mUdan(;a de base de 2para 1, que possui a seguinte propriedade:

24



Idp. -B: UB2 =Upg:

E facil verificar que

Idg g =1d glog

Questdo: Como determinamos ldg g ?
1 2

Para responder a essa quest&o, seja u um vetor qualquer de ' ?. Tem-se que

C1
ug = ,ondeu=cius+coup

C

2
1

Escrevendo os vetores da base 1 como combinagdo linear dos vetores da base 2, obtém-se

ui1 = Avi + Bvz

uz==Cvy+Dvz
(SH portanto,

U=cC1Uy + Cou2 =cC1 (AV1 + Bv» )+ C2 (CV1 + Dvo ) =
=c1Avy1 +c1 Bvo +coCvy +c2 Dvo = (ClA+02C )V1+(Cl B +c» D)Vz

Dessa forma, conclui-se que

ctA+coC A C 1 A C
us~ = = -UB:

2

B
c1B+coD DCl
e, assim,

g8, 7L )

Resumindo, para determinar a matriz desejada, basta seguir 0s seguintes passos:

1°) Escrever os vetores da base B; como combinacdo linear dos vetores da base B> .

) 0 () ) 1 () )
Exemplo: Considere duas basesde . B= 1,0, 01 e B= 11,-11

2°) As constantes do 1° passo vao formar as colunas da matriz.
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Vamos determinar 1d o —8: seguindo 0s passos acima.
— 21 _ 1
(1,0) =a(1,2)+ b (-1,2) a="2,b=-"2

(01) =c (L1)+d (-11) c=12.d=1

1 1
ldg s =2 2
wo_ 1 1
2 2
Observacéo: Note que as bases escolhidas sdo as mesmas do exemplo anterior e,
portanto, é possivel utilizarmos a matriz mudanca de base como prova real de ( 3, z) By
De fato, tem-se que
1 1
032 =3 e IdBB:Z 2
0 2 0 - 1 i _1
2 2
e, portanto,
1 1 5
- — 3 —
u =|d 8 u =2 2. = 2
) c 11 : '
2 2 2

Observacédo: Para determinar a outra matriz mudanca de base, basta utilizar a relacéo

ldg g =Id ™1 eaformulade inversa
a b 1d -b
A= A 1 e
c d det A—c a
obtendo
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1 — - 1-1
ldg—s =T. 1 1=
i — —
2 2

5
320 =1 .32 =t "t 5, 23
« ) . Bl—rB , ¢ ) ) 11 l )
2
~ 1-1 . .
Observacédo: Note que as colunas de 1d g —B = séo formadas pelos proprios
1 0 L/J

( ) ( ) 1 e B—B

vetores 1,1e -1,1 de B.De modo geral, para determinarmos  Id .onde B é

uma base qualquer e Bg é a base canonica, basta colocarmos os vetores de B nas

colunas da matriz.

1.4.2 Autovalores e Autovetores

Nesta secdo, veremos 0 conceito de autovalores e autovetores de uma matriz,

fundamental para o processo de diagonalizacdo de matrizes.

Definicdo (Autovalores e autovetores de uma matriz): Seja A uma matriz
quadrada de ordem n . Diz-se que um nimero realé um autovalor de A se
existe um vetor ndo-nulo v" para o qual

Av= .
Todo vetor que satisfaz esta relacdo € entdo chamado um autovetor de A

pertencente ao autovalor

Observacéo: A definicdo diz que, geometricamente, um autovetor ndo muda de direcéo

ao ser multiplicado pela matriz.
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Exemplo: Dada a matriz A= , vamos determinar seus autovalores e autovetores.
0 1
. . . X 0
Para isso, precisamos resolver a equacdo dada por AV = vcomyv =
y 0)
2 2 X X 2X+2yX
u1ly y y y
Temos, assim, 0 seguinte sistema de equagdes
()
2X+2y = .X 1
y= .y (2)

Da equacéo (2), temos duas possibilidades a estudar:
caso L: (y 0)
y=.y=1
(1):2x+2y:.x 2x+2y=1x X=-2y
Logo, para 0 autovalor = 1 0s autovetores sdo do tipo v = ( -2y, y)com y0.

caso 2: (y = 0)

Neste caso, temos que x 0, pois sendo o autovetor v = (x, y) seria nulo, o que

ndo pode acontecer pela definicdo de autovetor. Da equacgéo (1) segue que
2X+2y= X 2X= X =2

Logo, para o0 autovalor =2, os autovetores sdo do tipo v = (x, O) comx 0.

A partir da definicdo é possivel apresentarmos um meétodo pratico para determinarmos
0s autovalores e autovetores de uma matriz quadrada. Para isto basta resolvermos a

equacdo abaixo, onde | é a matriz identidade de ordemn .
Av= v  Av=(1)v (A-1)v=0

Como procuramos solugdo ndo nula , entdo (A -1 ) ndo pode ser invertivel e, portanto,

det (A-1)=0.

Dessa forma, basta seguir 0s seguintes passos:

19) Determinar os autovalores, raizes reais do polinémio P ( ) = det (A - 1)

2°) Para cada raiz de P( ) , encontrar os autovetores associados a




Exemplo: A=

Solucéo:

4 — 5
1°) det =0 (4— )(1— )—2.520 - FE=T Jou E6 ]

2 1-
Logo = -1 e = 6 sdo as raizes do polindmio caracteristico de A e, portanto, 0s seus

autovalores séo -1 e 6 .

2°) Conhecendo os autovalores podemos encontrar 0s autovetores correspondentes. Para

tanto, basta resolver a equacdo A.v =.v, paraos casosemque =-1e=6.

5 5 X 5x+5y0 5x+5y=0

=0 X=-Yy.

2 Yy 0
2 2X+2y 2x+2y=0

Analisando as duas equagdes do sistema acima, podemos verificar que x = -y.

Portanto os autovetores associadosa = —1 séo os vetoresv=(-x,x),x 0.
° = 6

-2 5 X -2x+5y 0 -2x+5y=0
=0 = -2Xx+5y=0.

2 0
-5y 2X+5Yy 2x-5y=0

Analisando as duasequagfes do sistema acima, podemos verificar que x = 5—;

Portanto, os autovetores correspondentes ao autovalor = 6 sdo os vetores da forma

v:5y

,Y,y0.2

30 0
Exemplo: A=0 2 0.
0o 1 2
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Solugéo:

3- 0 0
1°) det 0 2- 0 0ot 2. (3—):0-:» |= 2 |0LI |: 3 |
0 1 2 -

2°) Conhecendo os autovalores, podemos encontrar 0s autovetores V= ( XY, z) 3

correspondentes. Para isso, precisamos resolver a equagdo A.v =.v, para 0S casos em

que=2e=3.
. =2:
1 00 x 0 x=0
000 y =0y=o0.
010z 0

Analisando o sistema de equac6es formado acima, podemos perceber que 0s

autovetores associados a = 2 so do tipov=(0,0,2), z0.

Analogamente, analisando o sistema acima, podemos perceber que 0s autovetores

associados a0 autovalor = 3 séo do tipov=(x,0,0), x0.

Uma defini¢do importante para esse trabalho é a de multiplicidade de

autovalor.
Definigdo: Sejam A uma matriz quadrada de ordemne L__umaltovalor de
A . O nimero de vezes em que ( =i )aparece como um fator do polinémio
caracteristico de P( ) ¢ denominado de multiplicidade algébrica de j,

denotado por ma ( i ) A dimenséo do autoespago V; associado a € denominada

a multiplicidade geométrica de , denotado por mq ( i )




Observacdo: E importante destacar que a dimensdo do autoespaco ¢ dada pelo nimero
de autovetores linearmente independentes desse espaco. No exemplo anterior, temos
que o autovalor = 2 possui multiplicidade algébrica 2 e multiplicidade geométrica 1. Ja
o0 autovalor = 3 possui multiplicidade algébrica e geométrica iguais a 1.

4 2 2
Exemplo: o= 2 42

2 24
Procedendo com nos exemplos anteriores, verifica-se que

P( )=(-2)*(-8)
. 1=2 eVz=(—y—z,y,z),y,z
. 2 =8eVs =(ZYZ,Z),Z

O autovalor 2 ocorre duas vezes como raiz do polinémio caracteristico, ma (2) =2, e

seu autoespago possui dimensdo igual a 2 (pois possui duas variaveis livres y e z), mg (2

) = 2. Ja0 autovalor 8 ocorre (inica vez como raiz, ma (8 ) =1,

dimVg =1 =mg (8).
1.4.3 Teorema Espectral para Matrizes Simétricas e Diagonalizacdo de Matrizes

Dado um operador linear T: - " —/ " existem representagdes matriciais de T

n

relativas as bases B de

Tup =T B UB

e todas elas sdo semelhantes entre si.
De fato,se B e B .weverce
1

B1 B1 B1

Tu = T u
Tu =1Id TBl:IdBQ_,Bl T%IdBTBz

B1 2 B 2 1B2 1

Chamando 1d g — . de P, temos que Idg — . = P! e a expressio fica

2 1

Te=P71TgP
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Dentre estas representacdes, a considerada mais simples € uma matriz diagonal.

Como a cada base corresponde uma matriz, a questdo se resume na obtencdo de uma
certa base, cuja representacdo matricial do operador linear T em relacéo a esta base T g

é uma matriz diagonal. Esta base é composta pelos autovetores do operador linear
T.

Observacdo: Para entender essa Ultima afirmacéo é preciso observar que:

1. Os autovalores e autovetores de T correspondem aos autovalores e autovetores
da representacdo matricial de T em relacéo a qualquer base e satisfazem

T(ul):lul.

2. Para determinarmos a representacdo matricial de um operador em relacdo a uma

base de R , escrevemos as imagens pelo operador dos elementos da base como combinagéo
linear da propria base e formamos as colunas da matriz com as constantes obtidas.
Vamos ilustrar o segundo item da observagéo com o caso R2:

T: 2—> %,
. =u1, Uz basequalquerde 2

Tug =T g UB

PT(u)= W+ ou  Tug -

2

2)T(U)ZT(1U1+ 2U2): 1T(U1)+ 2T(U2): 1(au1+buz)+ 2(CU1+dU2):

ue - e o Tie -
2 D a
1a+ 2C
=(1a+ 2¢)up+(1b+ 2d)uy  Tug b +d
1 2

Comparando 1) e 2):

1 1a+2c a C1
_D d

2 b+ 2d . 2

Tup B uB
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Em resumo, as colunas da matriz T g s@o as coordenadas de Tuy g e Tuz g em relagéo a

base B.

Uma base especial!
Suponha que exista uma base =¢ 1., }de R formada por autovetores de T

. Vamos mostrar que T g é a matriz diagonal formada pelos autovalores de T .

De fato, se i é autovalor associado uj , entdo

T(Ul) =1.U1=1.u1+0uU2+ ..+ 0.un

T(Uz) =o.Uu2 =0.ug +2.ux + ...+ 0.up

T (un ) = n.Un =0uL+0.U2+...+n.Un
e, portanto,
10 0
0
2
T =
B
0
0 0

Vamos voltar, agora a identidade
TUB :IdB—>B TBIdB—>B
1 2

. B base de autovetores ; B=u,u,..,u
considerando _ ( 11 2 n )
B2 base canonica

Note que

Tug =T=A
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By

|dB—> = 1 2 n_P, |dB—> :P_l

1 B 2 Bl

D=P L AP|lou| A=PDP*

Vimos que uma matriz quadrada A é diagonalizavel se for possivel encontrar
uma base de R formada por autovetores de A. Resta a seguinte pergunta: “quando ¢
possivel encontrar tal base”? Existem duas respostas para essa pergunta, cujas
demonstracdes serdo omitidas, mas podem ser obtidas em LAY (2011). Se existem n
autovalores distintos 1 , ..., n entdo a matriz A é diagonalizavel.

1. Se existem r n autovalores distintos 1 , ..., r € suas multiplicidades algébricas e
geométricas forem iguais, isto &, ma (i) = Mg (i),i=1..,r,entdo a matriz A é

diagonalizavel.

30 0
Observacdo: Note, por exemplo anterior, que a matriz A=0 2 0 ndo é
0o 1 2

diagonalizavel.

Os teoremas espectrais sdo importantes para esse trabalho por garantirem a
existéncia de uma base ortonormal de autovetores para alguns tipos de matrizes. Como
sera visto adiante, isto facilita bastante o nosso objeto de estudo.

Apresentamos a seguir o teorema espectral que serd usado nesse trabalho.

Omitiremos a demonstracao, que pode ser encontrada em LAY (2011) .
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Definicdo: Seja A uma matriz quadrada de ordem n simétrica, entdo existe uma base de R formada por autovetores ortonormais de A .

Observacdo: Note que, quando a base de autovetores é ortonormal, a matriz

é ortogonal, ou seja, ~1 =, o que facilita bJseaﬁee-es-eéleales-Flas identi =p-tapeA=PD.P!
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Capitulo 2 O TESTE DA DERIVADA SEGUNDA

No Capitulo 1 foi apresentada a definicdo de extremos locais. Foi apresentada
uma condicdo necessaria para um ponto ser extremo local e, a partir dai, chegou-se a
definicdo de ponto critico (gradiente nulo). Como determinar, entdo, condicGes
suficientes, que garantam que um ponto é extremo local? O Teste da Derivada Segunda

é uma das formas de responder a essa pergunta.
2.1 TESTE PARA FUNCAO DE DUAS VARIAVEIS

Essa Secdo é destinada a apresentacdo do resultado principal do trabalho.
A interpretacdo consiste em aproximar o grafico da funcdo, em torno do ponto
critico, por um paraboldide eliptico ou hiperbdlico, dependendo de cada caso.

Considere uma  f:/» — I uma fungdo de classe C 2, (fxy =fyx )e seja (x0, Yo )

um ponto critico de f talque f(xo,yo) =(0,0).
\VVamos apresentar o resultado segundo alguns passos.
1° Passo:

Aproximacdo Quadratica de fem torno de (X, Y).

Considerando a aproximagédo quadratica em torno de (xo , Yo ) vista no capitulo 2, tem-

SE.

X,y =f X, + f
QeI

x,y tX7X 4l oy x y-y Hessf x,y XX
( w) Y-y 2 0 0 (0 0)y-y

0 0

Visto que (xo : yo) é ponto critico e, portanto f (xo : yo) = (O, O), a aproximacdo fica

X = X0

1
QUuy)= flhoye) +—XTX0 Yo Hessf (X0, y0) -y
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2° Passo: Identificar a quadrica dada por z = Q (x, y). Note, inicialmente que a quédrica

z=Q (x, y) pode ser escrita como se segue:

22 (0. Y0 )+ 220 (0, Y0 )X =10 )2+ 284y (01 y0)(¥ =¥ 0 )2+ Fry (0. ¥ 0 )(x =30 )(y = yo)

Ou ainda,
M

fxx(Xo,yo)fxy(Xo,yo) 0 X=XoYy = Yo
_1X_X0 y_)c/) Z—f(X,yoa)f xy(ax’yo) fyy(X'Xm) *
2 0 z-f(xo,y0)

0 0
0 9 X = Xo
+fx(x0,y0) fy (0,30) -1 y-yo =0
Z
- f(x0.y0)

Para identificar a quadrica, vamos proceder a diagonalizacdo da matriz M3 3 da
igualdade. Como a matriz é simétrica, 0 Teorema Espectral, visto no capitulo 1, garante
a existéncia de uma Base Ortonormal B = uz , u ,us , tal que M = PDP™* | onde P"*MP

= D e D ¢é a matriz diagonal formada pelos autovalores de M :

Como up,uz,us éuma baseortonormal, P ~1=P! ¢a matriz mudanca de base da

candnica para B.
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P_l =_ u -
2
— u —
3
X = Xo
Note que o0 vetor y-y representa as coordenadas de
z-f(xo0,y0)

(X =X, Y=Y, 2-f (Xo » Yo )) em relacdo a base candnica e, portanto

X = Xo X — X
y-yo =P y-yo
- x,y z-f(x0,Y0)

Representa as suas coordenadas em relagcdo a base de autovetores.

Da igualdade acima, obtém-se

X = X0 X=X
y—yo = P y_y0
2= f(0.%0) T -t(o.y)

E, portanto, a quadrica pode ser reescrita em relagcdo a essa nova base como

X=X
%X‘Xo y=yo z=f(x0 ,yo)P7MP y-yo 4
z-f(xo,Y0)
X = Xo
+ 00-1P y-vy, =0
ZW

Observacédo: Note que, no primeiro termo, foi usada a seguinte identidade:
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X - X X = X0 t
0

X=X y=y z-f(x,y - y-y =P y-y =

0 —_—
z-  f(x,y) z-f x,y

= y-yo Pl=x-x Yy-yo z-f(xo,yo)pP?*
Z— f(Xo,yo)

Dessa forma, obtém-se

1 0 0 X = Xo
1
=X-%0 Y-vo z-f(xo ,yo) 0 0 y=Yo +
2 0 O
3 z-f(x,Yo)

- X=Xo

+0 0 -1u u1 ‘ 3 Y‘yo
|

Para prosseguirmos na interpretacdo precisamos identificar os autovalores e 0s
autovetores.

Autovalores:

(faboyo)-) fyley) o
det fxy(XO,yO) (fyy (XanO)_ ) 0 =0
0 0 -

_(fXX(XO'yO)_ )(fYY(XO'YO)_ )"‘fxy2 (XO,YO)ZO

= (fa (0., ¥0)-) (fyy (0. y0)- )2 (X0, Yo
)=0=0o0u

(falo.v0)= )(fyy(o.yo) )-fx?(xo.y0)=0

Note que a segunda igualdade é satisfeita se e somente se ¢ autovalor de
Hess f (xo, Yo )
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fxx - Xy

f f -

Xy vy

det

1
o

Dessa forma os autovalores obtidos séo:
1, 2 — autovalores de Hess f (xo, yo )
3 =0

Autovetores:

3=0:

fo(X0,¥0) fy(x0,y0) 0 x O
W yo) fyloye) vy =

0 0 0 z 0
fax (X0, y0)x+fx (x0,y0)y=0
fxy(xo,yo)x+fy(xo,y0)y=0
0=0

X
Hess f (xo o)
y

C 10

Como det Hess f (xo, yo ) 0 entdio a Matriz Hessiana é invertivel e, portanto,

x =Hess f(x,y)— 0=0
y%%00

Assim, o autovetor associado a 3 = 0 é da forma (0, 0, z). Vamos considerar o autovetor
unitario uz = (0, 0,1).

Observacéo: Com relacdo aos vetores associados a 1 € 2 , 0 Teorema Espectral garante a
base ortonormal. Dessa forma, considerando a natureza de uz , 0S vetores uj e Uy seréo
ortonormais e pertencentes ao plano xy :

ur = (u11, uzz, 0)
uz =(ua,ux2,0)

. N ) = y.z)
Dessa forma, o sistema de coordenadas correspondentes a base B é dado por (eoy2)

onde os eixos O x e O y correspondem a uma possivel rotacdo dos eixos Ox eQy,

preservando a ortogonalidade.
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Logo, voltando, & equacdo da quadrica,

0 0 x-x0
lx—xo y-Yo z-f(xo ,yo0)020 y=Yo +
2 00 -
3 z-f(x0,¥0)
u u21 0 Xx-Xo
+ 00-1 u u, 0 y-y. =0
0 O 1

z-f(xo0,y0)

1(X—Xo)2+2 y—yo§2—2+f(xo,yo):0

f(Xo,yo)=1(X—Xo)2+2(y—YO 2

N
|

Como, entdo os autovalores 1 e 2 sdo nao nulos e, portanto, a equacao acima representa
um paraboldéide com “vértice” ou “ponto de sela” no ponto (Xo , Yo, f (Xo . Yo )), isto
é, no ponto do gréafico correspondente ao ponto critico (xo , Yo )

de f.

Passo 3: Analisar cada caso

1° Caso: Ponto de Minimo

“Segundo o Teste da Derivada Segunda, se a Hessiana ¢ positiva definida, isto €, possui

os autovalores positivos, o ponto critico € ponto de minimo™.
De fato, se 1, 2 0, a equacdo corresponde a um paraboldide eliptico com a

concavidade voltada para o sentido positivo do eixo z.

Fonte: Propria (2020)

2° Caso: Ponto de Maximo
“Segundo o Teste da Derivada Segunda, se a Hessiana é negativa definida, isto é, possui

os autovalores negativos, o ponto critico ¢ ponto de maximo”.
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De fato, se 1, 2 0, a equagdo corresponde a um paraboléide eliptico com a

concavidade voltada para o sentido negativo do eixo z.

Fonte: Prépria (2020)
3° Caso: Ponto de Sela

“Segundo o Teste da Derivada Segunda, se a Hessiana ndo ¢é positiva nem negativa
definida”.

De fato, se 1e 2 tem sinais contrarios, a equacdo corresponde a uma sela.

Fonte: Prépria (2020)

Dessa forma, o sistema de coordenadas correspondentes a base B € dado por (x ,_yTz )

onde os eixos O x e O y correspondem a uma possivel rotacdo dos eixos Ox eQy ,

preservando a ortogonalidade.

<

Fonte: Prdpria (2020)

Observacéo: A condicdo para ponto de minimo equivale dizer que a Matriz Hessiana é
uma matriz positiva definida, isto €, possui seus autovalores todos positivos; a condi¢ao
para ponto de maximo equivale a dizer que a Matriz Hessiana € uma matriz negativa

definida, isto é, possui seus autovalores todos negativos.
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Capitulo 3 ALGUNS EXEMPLOS

Nesse capitulo faremos alguns exemplos que irdo ajudar no entendimento.

Se vocé esta procurando por um ponto de maximo/minimo local de uma funcéo de duas

variaveis f (x, y)a primeira etapa a seguir é encontrar os pontos de entrada (xo , Yo ) nos
quais o gradiente seja o vetor 0 .

f(x,y0)=0
Basicamente, estes sdo pontos no qual o plano tangente ao grafico de f € plano.

O teste da segunda derivada parcial nos mostra como verificar se 0 ponto estacionario é
um maximo local, um minimo local ou um ponto de sela. Especificamente, vocé
comega calculando a Hessiana:

Hessf = f xx (XO , yO) fyy (XO y YO )_fxy (XO ) y0)2

Entdo, o teste da segunda derivada parcial segue da seguinte maneira:

Se Hessf 0, entdo Se (o , Yo ) € um ponto de sela.

Se Hessf 0, entdo Se (xo , yo) pode ser um ponto de maximo ou um ponto de minimo, e
entdo se faz mais uma pergunta:

Se fyx (xo , Yo )O, (xo , Yo ) é um ponto de méximo local.

Se fyx (xo , Yo )O, (xo , Yo ) é um ponto de minimo local.

Se Hessf = 0, ndo temos informacdes suficientes para tirar uma conclusao.

Exemplo 1:

fxy)=x-y-2
3

Fonte: Prdpria (2020)
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-x2=-1 fx =1-x2 f,=-2y
e =0 2 f 2 foy =2
-2y =0 = = TeX W
x=1 fxy :0
y=0
()
P=10
2= (-1,0)
()
Analisando P=1,0
Hess f = s 1 2x 0 Hess (1,0) = 20
f f
Xy vy 0o -2 0o -2

Aplicando o teste da segunda derivada temos:

det Hessf(1,0) =40efx =-2 0

Logo, temos um ponto de maximo.

Vamos, agora, proceder a interpretacdo geométrica.

()

Passol: Aproximacdo quadratica emtornode 1,0

0

o x-1 1 x -1
Q(x,y)=f(1,0)+(f(z,0)) | +— x—=1 y-0Hessf(L,0)
y-0 2 y-0
1 -2 0 x-1
Q(x,y)=1+— x-1vy
2 0 -2y
Qx,y =2+ 1-2x2+2x-2y?
( ) 3 2
2
Qx,y)= 3-x2+x-y?
2
Qx,y)=-x%+x-y2+73
12, 1
Z=-Xx- — -y +—

2 12



Note que a quadrica obtida é um paraboloide eliptico com vértice no ponto critico e

concavidade voltada para baixo, ilustrando a informacdo de que o ponto critico € um

ponto de maximo.

Fonte: Prépria (2020)

Analisando P, = ( -1, O)

f f -
Hess f = X X Hess f = Hess f (-1, 0) =

f f
xy vy 0 -2
Aplicando o teste da segunda derivada temos:

det Hessf (-1,0) =-40

Logo, temos um ponto de sela.

Novamente, vamos proceder a interpretacdo geometrica.

Passol: Aproximacdo quadratica em torno de (—1, O)

0
P N —

=f - - -(- ly- - - _ -(-1
Q x,y =f ~L0 +(f -10))X (-1)+ 1y (71 y—0 Hessf -1,0 X) (-1)

2 1 y-0 2
2 0 x+1
Qy)=-—+—x+1 y
3 2 0 -2y

Q(X,y)=?2?+12 2(x+1)2-2y?
Q(x,y)=723+(x+1)2—yz
Qx.y)=x?+2x-y+ 13

z:(x+1)2—y2?23

y-0
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Note que a quadrica obtida € um paraboloide hiperbdlico com vértice no ponto critico e

concavidade voltada para baixo, ilustrando a informacdo de que o ponto critico € um

ponto de sela.

Fonte: Prépria (2020)

Exemplo 2:

f(x,y)=x4+y4-4xy+1

Fonte: Prépria (2020)

f(x,y):(4x3—4y,4y3—4x)

4y9-4y=0
4x3-4y=0 4y ¥ -1=0
4y°-4x=0 ( )
y=0ey=1
—4x=-4y3
x=y
()
P =100 ,
12x° -4
P, =(1,1) Hess f = 2
Ps = (-1, -1) -4 12y
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Aplicando o teste da segunda, derivada nos pontos P= 0,0, p2 =
temos:

det Hess f (0, 0) = —16 0 det

Hess f (1,1) = 128 Oe fyx det =12 0

Hessf(-1,-1) =1280e  f« =120
Logo, temos um ponto de sela e dois de minimo, respectivamente.

Vamos proceder a interpretacdo geométrica, no entanto, faremos para o ponto P =

(1,1) que € um exemplo de ponto de minimo, completando um exemplo para cada tipo

de ponto.

Passo 1: Aproximagdo Quadratica

0
I —

Qy)=f 11+(f11 X~1 +1x-1 y-1Hessf 1,1 X~1

y-1 2 y-1
Q(x,y)=—1+l Xx—1vy-112 -4 x-1

2 -4 12 y-1
=-1+6(x-1)*+6(y-1)*-4(x-1)(y-1)

Temos que identificar a quédrica dada por
z=-1+6(x-1)?+6(y-1)>-4(x-1)(y-1)

Ela também pode ser escrita na forma matricial

12 -4 0 x-1 x -1
1 x-1y-1z+1-412 0 y-1+ 00-1 y-1=0
2 00 0 z+1 z7+1

Diferentemente do exemplo anterior, nessa aproximacédo temos o termo misto, e,
portanto, para identificar a quadrica, precisamos fazer a diagonalizacdo da matrizays .

Como a matriz é simétrica, 0 Teorema Espectral, me garante a existéncia de uma base

ortogonal.
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Achando os Autovalores:

3 3 ( ) ( )
=0—v = 0,0,1{Vetor unitario da forma 0,0,z }
12 - -4
1, 2 :det =, —24 +128=0
-4 12 -
(=8} =16

Achando os autovetores:

12 -4 x X
1 =8
= -4 12 y v
~ 2 ﬁ
L +l2y=gyy ™M = =70
12 -4 x X
2_: =16
= 412y y
=16x YN 0
—4x+12y =16y y=-=xX V2. = 2 2
B = _J_?ﬁ,o ,Q—ﬁ,o ,(0,0,1)
NZoNZ ZoJz
2 2 . 2 2
2 2 B 2
p2 N2l N2
2 2 2 2
0 0 1 0 0 1
B — Canbnica Canbnica — B
N2z
' 2 2_ X
z' 2 2 Z
0 0 1
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eixo Ox'(y'=0) - y=x
eixo Oy'(x '=0) -y = —x

eixo Oz ' = eixo Oz

Voltando a equacédo da quadrica, temos:

2oz
8 00 x-1 2 2 X '—1
Lx-1y=-1z+1 016 0 y'-1+ 00-1 V2 2 y'-1
2 000 z+1 2 2 z'+1
0 0 1
4(x-1)2+8(y-1)2-z-1=
0z+1=4(x-1)?+8(y'-1)?
(z-(-1)=4(x-1)2+8(y"-1)?
12x2 -4 ) 2
Como det Hess f = , =12(1) " 12(1) —(-4).(-4) =144 -16 {128 0
-4 12y

e 0s autovalores positivos: 1, 20, 1 = § e 2 =16| |

Paraboloide com vértice (1,1, —1) ponto critico.

Concavidade p/ cima, logo temos um ponto de minimo.

P

Fonte: Propria (2020)

0
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Exemplo 3:

(y) == By ey

1 64
f(x,y)=——+y,—7 +X
X y
1
1 - 2+y:O
- —2+y=0 64
X —
y
64

TR0 ymoe =T

Néo serve

64
X=- y2
1
X =="2
1
P=-16
1 4
2
_ 1 -128
X3
Hess f = det Hess f-— ,16 = det
1 128 4 1
T3
y
Aplicando o teste da segunda, derivada no ponto P = -1.16 temos:
4
1
det Hess f—— ,16 =3 Qe fyx =—128 0
4
Logo, temos um ponto maximo.
Vamos proceder a interpretacdo geométrica para o ponto P= -1 16.

4

Passo 1: Aproximacdo Quadrética
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0
1 1 U ox-1 1 1 1 x4+ —
4

Qlx.y)= f'_4 16 7f - ,16y_1 to X+ y—16 Hessf——4,16
y -16
-128 1 1
11 c 4 —
Q(x,y)=-12+0+—x+ — y-16 ) )
2 4 1 -7" y-16
32
Q(x,y)=-12-64x2-y2 -32x+3Y - 28 +xy
64 4
Q(x,y)=-64x2-32x- Y +3Y - 40 + xy
643 4
7= -64x,-32x=) 2+ -
40 + xy 64 4

Temos que identificar a quadrica dada por

z=—64Xz—32x;y&t3y—4O
+ Xy 64 4

Ela também pode ser escrita na forma matricial

1 1
-128 1 Ox+ y X+ 7

_Ix+1 o y-16 z+12 1 -1 0 y-16+ 00-1 y-16 =0
4 7+ 12 7+12

0 0 0

Nessa aproximacgéo temos, também, o termo misto, e, portanto, para identificar a

quadrica, precisamos fazer a diagonalizacdo da matrizays .

Como a matriz é simétrica, o Teorema Espectral, me garante a existéncia de uma base
ortogonal.

Aqui, em virtude da complexidade das contas, vamos utilizar & pagina
https://matrixcalc.org/pt/ para a diagonalizacdo da matriz.
1. Operacdes envolvendo matrizes
2. Matriz Diagonal
3. Preencher a matriz
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0 2 WhatsApy x (i) cax 13 de Matrize X a »
C C @ matrixcale.org/pt/#diagonalized2B%TBTE-128,1, 097D, %781,-1/32, 097D, %780,0 07T ] ® % B » @

Matrix calculator ]

-/I - 409 /I - 4095

64 64
P=0 1 1
1 0 0
0 0 1

o -32. /I -4095. /T 16773121
P 16773121 33546242

32 /M  4095. M 16773121
16773121 33546242

Note que o programa considerou como 0 primeiro autovalor = 0 , associado ao

autovetor (0, 0,1) . No desenvolvimento desse trabalho, o autovalor = 0 foi utilizado
como terceiro autovalor, visto que os dois primeiros sdo 0s autovalores da matriz

Hessiana da funcéo f (x, y).

Por esse motivo, vamos considerar a forma diagonal
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e dessa forma, a matriz P, cujas colunas sdo formadas pelos autovetores € dada por

- /M- 4095 /T - 1095

64 64
P= 1 1 0
0 0 1
Logo, tem-se que
- /- 4095 /W - 4095
X' 64 64 Oy
y' - 1 1 oY
z' 0 12
Voltando a equacéo da quadrica
1
0 Ox'+ 7
A x+l y-16 z+12 0  0y'-16 +
: 4 0 0 oz+12
-/ - 4095 /I - 4095 1
64 64 Ox*+ 3
+ 00-1 1 1 Oy'-16 =0
0 0 1z'+12
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1 X'+ x'+1 +2(y-16)(y-16)-(z'+12)=0

L 1% s (y-16)2-(z'+12)=0
4 2

e os autovalores 1, 2 O:

Paraboloide com vértice - —,16,-12 ponto critico.

Logo temos um paraboloide eliptico com concavidade para baixo e seu Vértice ¢, de
fato, um ponto de maximo

Observacéo: Embora a simetria da matriz garantisse a base ortogonal de autovetores, o
programa gerou uma base ndo ortogonal, fazendo com que a matriz P ndo fosse
ortogonal. Isso ndo afeta o resultado e também ndo traz maiores dificuldades, visto que

0 proprio sistema calcula também a matriz inversa P71

CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho de forma geral contribuiu muito para minha formacao académica,
pois foi uma oportunidade de realizar uma pesquisa sobre um tema que nao foi

abordado na minha graduacdo e nem durante o curso de mestrado.

A experiéncia de trabalhar com a segunda derivada para uma variavel, me fez
achar que seria facil, mas quando apareceu uma equacdo com termo misto, o
desdobramento foi um pouco mais complexo, que foi muito satisfatério, pois pude
aprender mais do que foi apresentado nas disciplinas de Calculo fazendo com que

contribuisse muito para minha formacao.

As dificuldades encontradas na elaboracdo do meu trabalho e durante o curso me
fizeram perceber que quem estuda ou estudou 0s assuntos que compdem a Matematica
sempre deve estar se aperfeicoando, pois a Matematica em sua vastiddo também sempre

evolui e proporciona cada vez mais desafios.
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