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Resumo

Esse trabalho tem como objeto principal de estudo a Teoria da Representacao
de Grupos. E necessério conhecimento prévio de Teoria de Grupos, apesar da breve
introducao nesse tema. O objetivo de apresentar a Teoria da Representacao de Grupos
de forma detalhada é estudar as Simetrias nos Sélidos de Platao com base nesse contexto.
Além disso, apresenta-se um capitulo sugerindo uma atividade para o ensino basico como
sugestao de abordagem de um assunto que, embora possua uma matematica bastante

complexa, pode ser discutido de forma simples e intuitiva com estudantes do ensino médio.

Palavras-chaves: Teoria da Representacao de Grupos Finitos, Teoria de Caracteres, Solidos

de Platao.



Abstract

The main object of study of this work is the Representation Theory of Finite
Groups. Prior knowledge of Group Theory is required, despite the brief introduction to
this subject. The objective of presenting the Group Representation Theory in detail is to
study the Symmetries in Platonic Solids based on this context. In addition, a chapter is
presented suggesting an activity for basic education as a suggestion to approach a subject
that, although it has a very complex mathematics, can be discussed in a simple and

intuitive way with high school students.

Keywords: Representation Theory of Finite Groups, Character Theory, Platonic Solids.
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“No matter how cold the winter, there’s
a springtime ahead”.
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Introducao

Grupos desempenham um papel importante na matematica, em especial na
area da dlgebra abstrata (ou contemporanea). Também podem ser aplicados em estudos
de areas da fisica, como na Mecanica Quantica ou na Teoria Quantica dos Campos, e na

quimica para classificar estruturas cristalinas e nas simetrias das moléculas.

Nesse sentido, a Teoria da Representacao de Grupos é muito importante, pois
nos permite reduzir problemas tedricos complexos a problemas da Algebra Linear em ter-
mos de Transformacoes Lineares e Espacos Vetoriais, que ja sao bem conhecidos. Por
sua vez, a Teoria de Caracteres de Frobenius e Schur, consegue identificar uma repre-
sentacao de um grupo com uma fungao nos niimeros complexos, podendo assim simplificar
o problema uma vez que passamos de uma funcao de dimensao n para uma funcao com

dimensao 1.

O objetivo desse trabalho é associar a Teoria da Representagao de Grupos
com as simetrias nos Solidos de Platao, pelas agoes de Grupos de Simetria, e, ao final,
apresentar uma atividade que possa ser trabalhada com estudantes do Ensino Basico.
A ideia por tras da atividade é mostrar que alunos conseguem ter nogoes intuitivas e

trabalhar com assuntos que, em sua teoria, possuem uma matematica densa.

No primeiro capitulo é feita uma breve revisao sobre Grupos de Permutacoes,

transposicoes e ciclos.

No segundo capitulo é apresentada a Teoria de Representacao de Grupos Fi-
nitos, suas defini¢oes e proposicoes. O objetivo desse capitulo é chegar no resultado de
que toda representacao de um grupo finito pode ser escrita como a soma direta de repre-

sentacoes irredutiveis.

O terceiro capitulo esta divido em cinco se¢oes. Na primeira se¢ao comegamos
definindo morfismo de Representacoes e enunciamos o Lema de Schur. Na segunda secao
definimos uma Alegbra de um Grupo e demonstramos as Relagoes Ortogonais de Schur.

Na terceira secao definimos Caracter, apresentamos algumas propriedades e proposigoes,
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e, também definimos as Fungoes de Classe. A quarta segao trata sobre a Representagao
Regular. Nela apresentamos alguns resultados importantes para a construcao da tabela
de caracteres irredutiveis. Ao fim da secao sao dados dois exemplos. Na quinta e iltima
secao do segundo capitulo se encontram as tabelas de caracteres irredutiveis dos Grupos

de Permutagoes Ay, Sy e As. Esses sao os grupos que agem sobre os Sélidos de Platao.

No quarto capitulo estudaremos as agoes dos Grupos de Permutacgoes nos

Sélidos de Platao.

No quinto capitulo é apresentada uma sugestao de atividade para o ensino

médio.
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1 Grupos de Permutacoes

Antes de comegarmos com a Teoria da Representacao de Grupos, vamos definir

um tipo de grupo especifico, que serd bastante abordado nesse trabalho.

Defini¢ao 1.1 (Permutagao de um conjunto A). Uma permuta¢ao de um conjunto

A é uma funcao bijetiva de A em A.

Definigao 1.2 (Grupo de Permutacoes de um conjunto A). Um grupo de per-
mutagoes de um conjunto A é um conjunto de permutagoes de A que formam um grupo

sob a composicao de fungoes.

Embora existam grupos de permutacoes de qualquer conjunto A nao vazio,
vamos focar no caso onde A é finito. Além disso, é conveniente tomarmos A um conjunto
da forma {1,2,3,...,n} com n natural. Assim, denotaremos por S,, grupo de permutagoes

com n elementos.

Diferentemente do calculo onde a maioria das fungoes é definida em conjunto
infinitos e representadas por féormulas, na dlgebra, conjuntos de permutagoes de grupos
finitos sao, em geral, dadas por uma lista explicita de cada elemento do dominio e sua
imagem. Por exemplo, podemos definir uma permutagdo o do conjunto {1,2,3,4} to-

mando

Contudo, uma forma mais conveniente de expressar essa correspondéncia é escrever o na

sua forma matricial
1 2 3 4

23114

Na notagao acima cada o(j) é colocada abaixo de j para cada j.

Exemplo 1.1 (Grupo de Permutacao S3). Seja S3 o conjunto de todas as fungoes
injetivas de {1,2,3} em {1,2,3}. Entao S3, sob a composi¢ao de fungdes, é um grupo
com seis elementos. Sao eles

1 2 3 1 2 3 1 2 3

01 = , 02 = ,03 =

1 2 3 2 31 31 2
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1 2 3 1 2 3 1 2 3
04 = , 05 = , 06 =
1 3 2 21 3 3 2 1

Outra notacao utilizada para especificar as permutacoes sao os ciclos, introdu-
zida, primeiramente, pelo matematico francés Cauchy em 1815. A vantagem de se utilizar
essa notacao é que algumas propriedades das permutagoes podem ser prontamente iden-

tificadas, como exemplificaremos mais a seguir.

Para ilustrarmos a notacao por ciclos, considere a permutacao

123456
2146 5 3

Podemos observar a permutacao acima através do seguinte diagrama

- \. o/ N / ™
". l |
\ / Nl \ /

24

Embora esse diagrama seja matematicamente compreensivel, os mesmos nao sao praticos
do ponto de vista da notacao. Por isso deixamos de lado as setas e simplificamos a escrita

por o = (12)(346)(5).

Portanto, no exemplo acima, o é uma composicao de trés ciclos: um 2-ciclo,
um 3-ciclo e um 1-ciclo. De maneira geral, um ciclo com r elementos é chamado de r-ciclo.

Visto isto, podemos fazer a seguinte definigao
Defini¢ao 1.3 (Transposigao). Os 2-ciclos em S,, sdo chamados de transposicoes.

Observamos que:
(12...7) = (1 r)(1r—1)...(13)(12)
Em geral:
(ivia...4) = (i1iy) (iviv_y) ... (i1i3)(i1is)

Isto mostra que todo r-ciclo com r > 2 é o produto de (r — 1) transposi¢oes.

Jé a definicao a seguir ilustra bem a vantagem de representar permutagoes por

ciclos.
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Defini¢ao 1.4 (Permutagao par ou impar). Uma permutagao o € S, é chamada de

permutacao par se, e somente se, 0 é um produto de um niimero par de transposicoes.

Caso contrario, o é chamada de permutacao impar.

Exemplo 1.2. Como o r-ciclo = (iyis .. .4,) = (i1i,)(119,—1)- . . (i173) (i1i2) é o produto de

(r — 1) transposigoes, entao o é par se, e somente se, r é impar.

No exemplo 1.1 exibimos os elementos de S3 em sua notagao matricial. Agora,
portanto, podemos exibi-los como ciclos. Como ¢; nao faz alteragao nenhuma nos ele-
mentos do conjunto, chamaremos essa permutacao de identidade e a notaremos por e.
Assim,

o1 =e, 09 = (123), o3 = (132), 04 = (23), 05 = (12), 06 = (13).

Exemplo 1.3. Considerando o grupo Ss, vale observar que os ciclos (123) e (132) podem
ser escritos como as composigoes (12)(23) e (13)(23), respectivamente. Portanto, S3 possui

trés permutacoes pares (e, (123) e (132)) e trés permutacoes impares ((12), (13) e (23)).
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2 Teoria da Representacao de Grupos

Nesse capitulo vamos apresentar a Teoria da Representacao de Grupos Finitos.
O objetivo é comecar pelas definicoes basicas até chegarmos ao resultado de que toda
representacao de um grupo finito pode ser escrita como a soma direta de representacoes

irredutiveis (Teorema de Maschke).

A ideia da Representacao de um Grupo é obter um mapa de modo que seja
possivel representar os elementos desse grupo como matrizes inversiveis. Assim, podemos
transformar um problema da Teoria de Grupos em um problema da Algebra Linear. Nesse

caso, a operacao do Grupo passa a ser a multiplicacao de matrizes.

Antes de comegarmos com a definicao de Representacao, vamos definir algumas
notagoes. Chamaremos de V um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo dos
Complexos e GL(V) o conjunto das transformagoes lineares inversiveis de V' em V. Ou
seja, A é um elemento de GL(V') se A é um operador linear inversivel. Quando quisermos

dar énfase para a dimensdo n, utilizaremos a nota¢ao G L, (V).

Defini¢ao 2.1 (Representacao de Grupo). Uma representagdo de um grupo G finito
¢ um homomorfismo ¢ : G — GL(V). A dimensao de V é chamada de grau da repre-
sentacao ¢. Ou seja, para cada elemento g € G associamos um elemento ¢(g) € GL(V),

que é um operador linear inversivel.
olg):V—V

Para simplificarmos as notagoes, utilizaremos ¢, = ¢(g). Portanto, ¢,(v) é a acao de ¢,

no elemento v € V.

Exemplo 2.1 (Representacao Unitdaria). A representacao unitéria de um grupo G é

o homomorfismo p : G — C* onde pu(g) = 1 para todo elemento g € G.

Exemplo 2.2. Seja S,, o grupo das permutagoes em um conjunto de n elementos. Defina

o:S, — C* por

1, se s é permutacao par;
05 =

—1, se s é permutacao impar.
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Este homomorfismo é uma representacao, chamada representacdao de sinal de S,,.

Exemplo 2.3. Considere a representacao de sinal ¢ do exemplo anterior. Sabemos que

Sy possui seis elementos, a saber e, (12), (13), (23), (123) e (132). Assim,
e =1, 0(12) = -1, 0(13) = —1, 0(23) = -1, 0(123) = 1, 0(132) = L.

Exemplo 2.4. Seja Z3 = {0,1,2}. Defina p : Z; — C* por p(k) = w*, onde w = e
Este homomorfismo é uma representacao de grau 1 de Zs.
Definigao 2.2. Duas representacgoes ¢ : G — GL(V) e ¢ : G — GL(W) sao ditas

equivalentes se existe um isomorfismo 7 : V. — W, tal que ¢, = Tp, T, para todo

g € G. Isto é, Y, T =Ty, para todo g € G.

Nesse caso, ¢ ~ 1.

Py
—

1%
T
W

S <
~

—

Yy

A condigao ¢, = Ty, T~ equivale dizer que o diagrama acima ¢ comutativo. Ou seja,

podemos seguir os dois caminhos para chegar a mesma resposta.

Exemplo 2.5. Seja ¢ : S, — GL,(C), onde ¢,(e;) = es;). A matriz ¢, é obtida
permutando-se as linhas da matriz identidade de acordo com o. A representacao ¢ é
chamada de Representacao Padrao de S,,.

Para n = 3, temos:

010 0 01 1 00
pay=11 0 0 [,pazy=|1 0 0|, pe=|(0 1 0],

0 01 010 0 01

100 0 01 010
Yy =10 0 1 |,pay= |0 1 0 |,pa3=1]0 0 1

010 1 00 1 00
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Observagao 2.1. Os elementos (12) e (123) € S3 sao geradores desse grupo. Ou seja, é
possivel obter qualquer elemento do grupo, fazendo as operagoes do grupo com esses dois
elementos. De maneira analoga, dado s € S3, podemos obter ¢, a partir dos elementos

©(12) € @(123). De fato, fazendo as operagoes, podemos ver que

010 0 01 1 00
paz)rpasy =11 0 0 -1 1 0 0]=100 1] =w®es,

0 0 1 010 010

0 0 1 010 0 0 1
Pazypay =1 0 011 0 0[=([01 0| =wvas,

010 0 01 1 00

010 010 1 00

payrpay =11 0 011 0 0[=([01 0| =®e),

0 0 1 0 0 1 0 01

0 0 1 0 01 010
Pasypazy =1 0 0|1 0 0] =100 1/[=vause-

010 010 1 00

Definigao 2.3. Seja ¢ : G — GL(V') uma representagdo. Um subespago W C V' é dito

G-invariante se, para todo g € G e w € W, temos ¢,(w) € W.

Observacao 2.2. Note que no Exemplo 3.5,
Yole1+ex+ - +en) =ws(e1)+ polea) + -+ polen) =1+ e+ -+ e,

A ultima igualdade é valida desde que o seja uma permutacao e a adigao seja comutativa.
Portanto, o subespago C(e; + ey + -+ - + €,) = W é invariante para todo ¢, com o € S,,.

Logo, W C C" é S, -invariante.

Definigdo 2.4. Sejam ¢V : G — GL(V}) e ¥ : G — GL(V%), representacdes. A
soma direta o) @ 0@ : G — GL(V; @ V4), é dada por:

(go(l) S 90(2))9(7)1, vy) = (‘Pél)(%)? <P§2) (v2))-
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Observacao 2.3. Dado que V; & V5, C V', entao o homomorfismo
4,0(1) e 4,0(2) G — GL(Vy @ V)

também é uma representacao do grupo G.

Em termos de matrizes, temos:

(1)
Pg 0
(Sp(l) @ 90(2))9 - (2)
0 g

Exemplo 2.6. Seja p : S5 — GLy(C) gerada pelas permutagoes (12) e (123), uma

representacao diferente da Representacdo Padrdo de Ss, onde

-1 -1 -1 -1
Pa2) = € P23) =
0 1 1 0

e, seja 1 : S3 —> C* definida por ¢, = 1, para todo o € S;. Entao

-1 -1 0 -1 -1 0
(p@Y)azy=1 0 1 0|, (P®Y)ay=1| 1 0 0
0 0 1 0 0 1

Observagao 2.4. Se n > 1, entao a representacao ¢ : G — GL,(C), dada por ¢, = Id,
para todo ¢ € G, nao é equivalente a representacdo trivial (unitdria). Nesse caso, a

representacao ¢ ¢ equivalente a soma direta de n cépias da representacao trivial.

Definigao 2.5. Seja ¢ : G — GL(V) uma representagao. Se W C V é um su-
bespaco invariante pela a¢dao de G, podemos restringir ¢ para obter uma representacao

olw : G — GL(W) de modo que (¢|w)y(w) = ¢|,(w) é chamada de subrepresentagdio.

Se V1, Vo C V sao G-invariantes e V = V1 @ V;, entao ¢ é equivalente a soma

direta @y, ® ©lv,-
Definigao 2.6 (Representagao Irredutivel). Uma representacio ¢ : G — GL(V)

nao nula, de um grupo G é dita irredutivel, se os inicos subespacos G-invariantes de V

sao 0 e V.
Exemplo 2.7. A representagao p : S3 —> G'Ly(C), apresentada no Exemplo 2.5, onde

-1 -1 -1 -1
Pa2) = € pP(123) =
0 1 1 0
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é irredutivel.

De fato, como a dimensao de C? é 2, todo subespaco préprio W, invariante pela acao
de S5, tem dimensao 1. Seja v um vetor nao nulo de W, entao W = Cv. Seja o € 95.
Entao p,(v) = Av para algum A € C. Como W é invariante pela agao de Ss, temos que
po(v) € W = Cu. Segue, entdo, que v precisa ser um autovetor para todo p, com o € Ss.

Vamos mostrar que p(i2) € p(123) nao possuem autovetores em comum.

Como
-1 -1
Pa2) = )
0 1
entao
—1-Xx -1
det(pazy — M) = =(-1=X)-(1=-X)=0
0 1—A
-1
Portanto, A\ = —1 e \y = 1, com o autoespaco Cey associado a Aq e o autoespaco C
2

associado a A,.

Podemos perceber que e; e (—1,2) nao sao autovetores de pr23). De fato,

poan[1 0] = 0] =[]

E, também,

w1 2] = [ e] =[]

Assim, conclufmos que p12) e p(123) nao possuem autovetores em comum, contrariando a
hipétese de que W é subespaco invariante pela acao de Ss, com dimensao 1. Assim, os

tunicos subespagos invariantes serao {0} e V' e, por isso, a representagao p é irredutivel.

A proposicao a seguir generaliza o que vimos no Exemplo 2.7

Proposicao 2.1. Se ¢ : G — GL(V) € uma representacao de grau 2, entao ¢ € irre-

dutivel se, e somente se, nao existem autovetores em comum para todo ¢, com g € G.

Demonstracao: Vamos fazer a demonstracao pela contrapositiva. Primeiro, suponha
que ¢, tenha um autovetor v comum para todo g € G. Entao v # 0 e, portanto,
W = Cv é um subespago de V' com dimensao 1. Seja g € G. Assim, p,4(v) = Av para

algum A € C, pois, por hipétese, v é autovetor para todo ¢, com g € G. Segue que
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(W) = ¢,(Cv) = Cypy(v) = ACv C W. Portanto, W é um subespago de V' invariante
pela acao de G e, consequentemente, V' possui um subespago nao trivial. Logo, ¢ ¢é
redutivel pela Definicao 2.6.

Por outro lado, suponha ¢ redutivel. Seja W um subespaco préprio de V', invariante pela
acao de G. Nesse caso a dimensao de W é 1. Entao, existe um vetor v € V', nao nulo,
tal que W = Cv. Agora, tome g € G. Entdo, ¢,(v) € W pois v € W e W ¢ invariante.
Portanto, ¢,4(v) = Av, para algum A € C. Assim, v é um autovetor para todo ¢, com

g €. [ |

Como ja dizemos no inicio do capitulo, queremos, eventualmente, provar que

toda representagao é equivalente a soma direta de representagoes irredutiveis.

Definigao 2.7. Uma representagao ¢ : G — GL(V') é dita completamente redutivel se
V=V®&- @V, onde cada V; é um subespago G-invariante e p|,, é irredutivel, para
todoi=1,...,n.

De maneira ansloga, ¢ é completamente redutivel se p ~ oM @ - @ ™ onde cada p
sao representacoes irredutiveis. Em outras palavras, uma representacao ¢ completamente

redutivel se ela pode ser escrita como soma direta de representacoes irredutiveis.

Definicao 2.8. Uma representagao nao nula ¢ de um grupo G é dita decomponivel se
V =V, & V5 onde V; e V; sao subespagos nao nulos, invariantes pela acao de G. Caso

contréario, V' é dita indecomponivel.

Lema 2.1. Seja ¢ : G — GL(V) uma representacao equivalente a uma representagdo

redutivel. Entao ¢ é redutivel.

Demonstragao: Seja v : G — GL(W) uma representagao redutivel, com ¢ ~ ¢ e
T :V — W um isomorfismo de espagos vetoriais, com ¢, = T, T. Suponha que W;
e W5 sejam subespagos invariantes de 1, nao nulos, de W, com W = W; & W,. Portanto,

temos que o diagrama

Pg

T — <
~

vV —

r| o
W —

¢g

comuta. Isto ¢, ¥, T = Ty, para todo g € G.

Seja Vi = T~ 1 (W) e Vo = T~ (W;). Afirmamos que V =V, @& V5. De fato, se v € ViN Vs,
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entao Tv € Wy N Wy = 0 e, portanto, Tv = 0. Porém, T ¢ injetiva e, por isso, v = 0.
Por outro lado, se v € V, entao Tv = w; + wy para algum w; € Wi e wy € Wy, Logo,
v="T"w, +T 'wy € V) + Vs, concluindo que V =V, @ V5.

Por fim, vamos mostrar que V; e V, sdo G-invariantes. Se v € V;, entao py(v) = T 1, Tv.
No entanto, Tv € W; implica que ¢,Tv € W;, desde que W; seja G-invariante. Assim
sendo, podemos concluir que p,(v) = T, Tv € T-HW;) = V. |

Observagao 2.5. Seja ¢ : G — GL(V) uma representagdo equivalente a uma repre-

sentacao irredutivel. Entao ¢ é irredutivel.

Observagao 2.6. Seja ¢ : G — GL(V') equivalente a uma representagao completamente

redutivel. Entao ¢ é completamente redutivel.

Defini¢ao 2.9. Um operador linear U € GL(V') é dito unitdrio se
(Uv,Uw) = (v, w)
para todo v,w € V

Definicao 2.10. Seja V' um espaco vetorial munido de produto interno. Uma repre-
sentacao ¢ : G — GL(V) é dita unitdria se ¢, é um operador unitdrio para todo g € G.
Isto é:

{pg(v), py(w)) = (v, w)

para todo v, w € V. Podemos, também, ver a representagcao unitdria ¢, como um mapa

0:G—U(V)

Identificando GL;(C) com C*, podemos ver que um ndmero complexo z é

unitario (visto como matriz) se, e somente se, z = 271

No entanto, isso implica que
|z| = 1 e, portanto, U(C) é exatamente o circulo unitario T = {z € C;|Z| =1} em C.
Consequentemente, uma representacao unitaria de uma dimensao 1 é um homomorfismo

p:G—T.

Proposicao 2.2. Seja ¢ : G — GL(V) uma representacio unitdria. Entdo ¢ € irre-

dutivel ou decomponivel.

Demonstracao: Suponha que ¢ nao seja irredutivel. Entao existe um subespaco, nao

nulo, G-invariante, W C U. Entdo, seu complemento ortogonal W+, também nao nulo, é



2 Teoria da Representacao de Grupos 22

tal que V = W @ W+, Resta, agora, provar que W+ é, também, G-invariante. Se v € W+

e w € W, entao, como ¢ é unitaria, temos:
(0g(v), w) = {pg-1004(v), g1 (w))
Como W é G-invariante, ¢,-1(w) € W.Além disso, v € W=. Logo:
(0, 42 (1)) = 0.

Assim, temos que W+ é G-invariante. Portanto, podemos concluir que ¢ é decomponivel.

Proposicao 2.3. Toda representacao de um grupo finito G é equivalente a uma repre-

sentacao unitdaria.

Demonstragdo: Seja ¢ : G — GL(V) uma representacao onde dimV = n. Tome [
uma base para V. Seja T : V — C" o isomorfismo que toma coordenadas de 5. Tome

pg = T, T~ para todo g € G,

Py
Vv — VvV
Tl lT
cr — Cn
Pg

que fornece a representagao p : G — GL,(C), equivalente a representagao ¢. Seja (-, -)
o produto interno padrao, em C". Vamos definir um novo produto interno (-,-) em C",

por:
(Uv U}) = Z <pg?), pgw>
geG

Vamos checar que, de fato, (-,-) é um produto interno. Primeiro, verificaremos a lineari-

dade e a associatividade:

(c1o1 + covg,w) = Z (pg (c101 + Cov, W), pyw)
geG

= ) le1 - {pgv1, pgw) + 2+ (pgva, pyw)]

geG
= G- Z (PgU1; pgw) + C2 - Z (g2, pgw)
geG geG
= ¢ (v,w) 4+ cg- (vg,w).
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Verificaremos, agora, a simetria hermitiana:

(v,w) = Z<P9”apgw>

Por fim, veremos que o produto interno (-, -) é positivo definido:

(v,v) = Z (pgv, pgv) 2 0,

gea

pois (pgv, pgu) > 0, para cada g € G. Se (v,v) = 0, entdo dec (pgv, pgv) = 0, 0 que
implica (p,v, p,v) = 0, para todo g € G, pois estamos efetuando a soma de nimeros nao
negativos. Consequentemente 0 = (p,v, p,v) = (v,v) e, portanto v = 0.
Assim, definimos (-, ) como produto interno.
Para verificar que a representacao é unitaria, com respeito a esse produto interno, fagamos:

(orv, ppw) =Y {pgpnv, peprtw)
geG

= Z (Pgnv, pgnw) -

geG
Como g € G e h,h™' € G, paraum dado k € G, k-h™! € G. Tomando g = k-h™!, temos
que g- =k -h~'-h = k. Portanto

Z (Pgnv, pgnw) = Z (prv, prw) = (v, w) .

geG keG

Corolario 2.1. Seja ¢ : G — GL(V) uma representa¢io nao nula, de um grupo finito.

Entao ¢ € ou irredutivel ou decomponivel.

Demonstragao: Sabemos que toda representagao de um grupo finito G é equivalente a
uma representagao unitaria. Portanto, dada p, representacao unitaria, temos que @ ~ p.
Sabemos, também, que p é ou irredutivel ou decomponivel. Além disso, pelas Observagoes
2.5 e 2.6, se uma representacao for equivalente a uma representacao irredutivel ou re-

dutivel, a mesma também sera irredutivel ou redutivel. [ |

Observacao 2.7. O Corolario 2.1 e a Proposicao 2.2 nao sao validos para o caso de
grupos infinitos. Além disso, podemos afirmar que toda representacao irredutivel nao é

redutivel. Ja a reciproca, nao é verdadeira.
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Exemplo 2.8. Vamos definir a representacao ¢ em um grupo infinito, de modo que

v :Z — GLy(C), é dada por:
1 n

01

Pn) =
Podemos ver que ¢ é um homomorfismo de (Z,+) — (GLy(C), - ). De fato,

1 a+b 1 a 1 b
Pla+b) = = : = Pla) * P(b)-
0 1 01 0 1

O vetor e; é um autovetor de ¢(,), para todo n € Z. Entao, Ce; é um subespaco
Z, — invariante. Portanto, ¢ nao é irredutivel. Por outro lado, se ¢ fosse redutivel,

seria equivalente a soma direta de representacoes de grau 1. Pela Definicao 2.4 essa

11
representagao ¢ diagonal. No entanto, podemos observar que () = nao é

01
diagonalizavel. Portanto, ¢ nao é redutivel.

Teorema 2.1 (Maschke). Toda representag¢do de um grupo finito € completamente re-

dutivel.

Demonstragao: Seja ¢ : G — GL(V) uma representagao de um grupo finito. A prova
serd feita, utilizando indugao no grau da representacao ¢, ou seja, na dimensao de V.

Se dimV =1, entao ¢ é irredutivel, desde que V' nao tem subespacos préprios nao nulos.
Agora, vamos supor que o Teorema é valido para toda dimV < n. Seja ¢ : G — GL(V),
uma representacao, tal que dimV =n + 1. Se ¢ é irredutivel, entao a demonstragao esta
completa. Se nao, ¢ é redutivel, pelo Corolario 2.1 e, portanto, V' = V; @ V5, onde V] e
V3 sao subespacos G-invariantes nao nulos.

Como dimViy,dimVy < dimV, por indugdo, temos que ¢y, € ¢|y, sdo completamente
redutiveis. Logo, Vi = U, ®---®Us e Vo = W@ - -®W, onde cada U; e W sao subespagos
G-invariantes, e cada subrepresentacao |y, e |y, sdo irredutiveis V1 <i <s, 1 <j <.
Portanto, V =U; & --- ® U, ® W, @ --- @ W,.. Assim, segue que ¢ é completamente
redutivel [
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3 Teoria de Caracteres e Relacoes
Ortogonais

Nesse capitulo vamos apresentar a Teoria de Caracteres de Frobenius e Schur,
o que segundo Steinberg é o “coragao” do estudo das Representacoes de Grupos. A ideia
por tras da teoria de Caracteres é identificar uma representacao de um grupo, com uma
funcao nos nimeros complexos. Assim, podemos trocar uma func¢ao em um espago com

dimensao n por uma fungao em um espaco com dimensao 1.

3.1 Morfismo de Representacgoes

Seja ¢ : G — GL(V') uma representacao. Podemos pensar nos elementos de
G como escalares via g - v = @,v para v € V. Um morfismo entre ¢ : G — GL(V) e
p: G — GL(W) serd uma transformagao linear 7' : V. — W tal que T'gv = gTv para
todo g € G ewv € V. Isso significa que T'p,v = p,Tv, para todov € V, ou seja, T'p, = p,T
para todo g € G.

Definicao 3.1. Seja ¢ : G — GL(V) e p : G — GL(W), duas representagoes. Um
Morfismo de ¢ para p é um mapa linear T : V. — W tal que T, = p,T', para todo

g € GG. Em outras palavras, o diagrama:

Pg
S

y
r |
w

S <
~

—
Vg

comuta para todo g € G.

O conjunto dos morfismos de ¢ para p é denotado por Homg(y, p). Note que

Homeg (e, p) € Hom(V,W) ={A:V — W|A é mapa linear} .

Observagao 3.1. Se T' € Homg(yp, p) é invertivel, entdo ¢ ~ p e T' é um isomorfismo.



3.1 Morfismo de Representacoes 26

Observagao 3.2. Observe que T : V. — V pertence a Homg(p, ) se, e somente se,
Ty, = ¢, I, para todo g € G, ou seja, T' comuta com ¢(G). Em particular, o mapa

identidade I : V' — V é sempre um elemento de Homeg(p, ¢).

Proposicao 3.1. Seja T : V. — W uma transformacao linear, tal que T € Homeg(p, p).
Entao Nicleo(T) é um subespa¢o G-invariante de V e T(V) = Im(T) € um subespago

G-invariante de W.

Demonstracao: Seja v € Nicleo(T) e g € G. Como T' € Homg(p, p), entdo Tyyv =
pyTv, e como v € Nucleo(T), Tv = 0. Logo, Tp,v = p,Tv = 0. Portanto, p,v €
Nicleo(T).

Agora, sejaw € Im(T). Tome w = Tv, comv € V. Entao, p,w = p,Tv =To,v € Im(T).

Dessa forma, concluimos que a Im(7T) C W é G-invariante. |

Proposigao 3.2. Seja ¢ : G — GL(V) e p : G — GL(W), duas representagoes.
Entao, Homg(p, p) € um subespago de Hom(V, W).

Demonstragdo: Sejam Ty e Ty € Homg(p, p) e ¢1 e co € C. Entao:
(aTh + CQTQ)SDg = ci1Tipg + cTopg = cipgTi + copgTs = Pg(ClTl + o Ty).

Portanto, ¢1 T} + 2Ty € Homg(g, p), como queriamos. [ |

Agora que ja definimos Morfismo de Representagoes, podemos enunciar um

importante resultado para a nossa teoria.

Lema 3.1 (Lema de Schur). Sejam ¢ e p representagoes irredutiveis de G e T € Homy(p, p).
Entao, T € invertivel ou T = 0. Consequentemente:

a) Se ¢ o p, entio Homeg(p,p) = 0.
b) Se o ~ p, entao T = NI, com X\ € C. Ou seja, T é uma multiplicagio por escalar.

Demonstragao: Seja ¢ : G — GL(V), p: G — GL(W) e T : V — W, tal que
T € Homg(p,p). Se T = 0, entdo nao temos nada a provar. Suponhamos, entao, que
T # 0. A Proposigao 3.1, diz que Nicleo(T) é um subespago G-invariante. Como ¢ é
irredutivel por hipétese, seus unicos espagos G-invariantes sao V ou 0. Assim, Nicleo(T)
=V ou Nicleo(T) = 0. Também por hipétese, T' # 0, e, portanto, Nicleo(T) nao pode
ser todo o espaco V. Assim, Nicleo(T) = 0 e, consequentemente, T é injetiva. Ainda de

acordo com a Proposigao 3.1, Im(T) também é um subespago G-invariante. Como p é
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irredutivel s6 podemos ter que Im(T) = W, e, portanto, T' é sobrejetiva.

Assim sendo T é bijetiva e, portanto, concluimos que T é invertivel.

Para (a), assuma que Homg(p,p) # 0. Isso implica que existe alguma transformagao
T nao nula, tal que T € Homg(p,p). Pelo Lema, T é invertivel. Ou seja, T é um
isomorfismo. Logo, ¢ ~ p. Como acabamos de provar a contrapositiva de (a), entdo (a)
esta provado.

Para (b), seja A um autovalor de T. Entdo A\ — T nao é invertivel, pela definicao de
autovalor. Sabemos que I € Homg(ip, p). Portanto, segue que A\I — T = 0, pois A\ — T

nao ¢ invertivel. Assim, concluimos que 7" = AI. |

Corolario 3.1. Seja G um grupo abeliano. Entdao toda representacao irredutivel de G

tem grau 1.

Demonstragao: Seja ¢ : G — GL(V) uma representacgao irredutivel. Fixe h € G.

Entao, tomando T' = ¢}, teremos, para todo g € G
Tpg = pnpg = Png = Pgn = Pgon = g1

onde a terceira igualdade se d& justamente pelo fato do grupo ser abeliano.

Pelo Lema de Schur, teremos que ¢, = A\,I, para algum escalar A\, € C, que depende de
h. Seja v € V, tal que v # 0 e k € C. Entao, ¢, (kv) = M\plkv = A\ykv € Cv. Como h foi
tomado arbitrario, Cv é um espaco G-invariante. Concluimos, entao, que V = Cuv pela

wrredutibilidade e, portanto, dimV = 1. [ |

Corolario 3.2. Seja G um grupo abeliano finito e ¢ : G — GL(V') uma representacado.
Entao existe uma matriz invertivel T, tal que T ¢, T ¢ diagonal para todo g € G e T

independe de g.

Demonstracao: Seja ¢ uma Representacao completamente redutivel. Assim, temos

que o ~ M @ @™ onde oM. ©™ sao representacoes irredutiveis. Como G é

abeliano, o grau de cada ¢® é 1. Consequentemente, goél) € C*, para todo g € G.

Agora, se T : C* — C” nos da a equivaléncia de ¢ com o). o™ entdo:
¢(1) 0 0
0 @ 0
T, T = i
0
0 0 go(")
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é diagonal para todo g € G. |

3.2 Algebra de Grupos e Relacoes Ortogonais

Definigao 3.2. Seja G um grupo. Defina:

LG)=C={f|f:G—C}

Entao L(G) é um espaco vetorial com produto interno, munido de soma e multiplicagao

por escalar, dados por:

(f1 + f2)(9) = (f1(9) + f2(9))
(c-flog=c-fog

E o produto interno é definido por:

(h fo) = mel 9)f(9)

geG

L(G) é chamado de dlgebra do grupo G.

O nosso principal objetivo nessa secao é enunciar o Teorema das Relagoes
Ortogonais de Schur. No entanto, sua demonstragao requer certa preparacao. As préximas

Proposicoes e Lemas servirao para isso.

Proposicao 3.3. Seja ¢ : G — GL(V) e p: G — GL(W) representagoes. Suponha
também T : V. — W uma transformagao linear. Entao:

a) T = |G| z p-1To, € Home(p, p).

b) Se T € Homg(gp,p), entdo T* =T.

¢) O mapa P : Hom(V,W) — Homg(p,p) definido por P(T) = T* é um mapa linear

sobrejetivo.

Demonstragdo: Vamos verificar (a).

1
Tfah ’G‘ Zpg TSOQSOh ‘G’ Zpgfngpgh

geG geqG

Agora tome x = gh. Como a multiplicacao a direita por h é uma permutacao de G,

conforme g varia em G, entao z também varia. Logo, g lzz™! = g lghz~!. Isso implica
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1

que g~ le = ehz~!. E, consequentemente, que ¢! = ha~!. Dessa forma:

1
> prpe Tn = el > peiTps = prT*

zeG zeG

1 1
T phz*1T90x = T4
P> ]
Isso prova que T% € Homg(ip, p). Para provar (b), note que se T' € Homg(yp, p), entao:

1 1 1
TP =— p1To,=— > T=—|GT=T.
61 2o = g T = @

geG

Por fim, vamos checar a linearidade em (c):

PleyTh+Ty) = (aTy+ TQ)ti

1
alTe] Z pg-1(crT1 + T2) @,

geG
1 1
= ClE Z pgflT1g09 + E Z pg—lTQQDg
Gl = Gl =

= oT!+ T8 =c,P(Th) + P(Ty).
Se T € Homg(p, p), entdao (b) implica T = T#% = P(T) e, portanto, P é sobrejetivo. M
Antes de enunciarmos a proxima proposicao, vamos provar os seguintes lemas:
Lema 3.2. O Traco de uma matriz € uma transformacao linear.
Notacgao: Trago(A) = Tr(A).
Demonstragao: Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Sabemos que:

TT(A + B) = [(CLH + 611) + (0/22 + b22) +--+ (a,m + bnn)]
= [(a11+a22+---+ann)+(bll+b22+---+bnn)]
— Tr(A)+Tr(B).

Também sabemos que, dado k € C

TT’(]CA) = k-a11+k-a22+--~+k:~ann
= k-(an+ap+ - +am)
= k-Tr(A).
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Lema 3.3. Sejam A e B duas matrizes de ordem n, entio Tr(AB) = Tr(BA).

Demonstracao: Defina as matrizes AB e BA como
(AB)ZJ = Cij = Zaikbk]‘
k=1
(BA)” = dij = Z bikakj
k=1

Assim, utilizando a definicao de trago, temos

Tr(AB) = )

1=1 k=1

Proposicao 3.4 (Variante do Lema de Schur). Sejam ¢ : G — GL(V) ep: G — GL(W),
representacoes irredutiveis de G e seja T : V. — W, um mapa linear. Entdo:

a) se o o p, entdo T* = 0.

grau ¢~

b) se o ~ p, entdo T* =

Demonstrag¢do: Suponha que ¢ # p. Entao Homg(p, p) = 0 pelo Lema de Schur e,

portanto, T% = 0. Agora, suponha que ¢ ~ p. Também, pelo Lema de Schur temos:
P(T)=T"eT = \.

Assim,

T" = P(\) = AP(I) = M\
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para algum A € C. Como 7% : V — V, temos

Tr(T*) = Tr(\)

= NI'r(I)
= A-dimV
= \-grau .
Tr(T*
Segue que A = Jrau o+ € portanto,
T TT(Tﬁ).
grau ¢

Por outro lado, utilizando os resultados dos Lema 3.2 e Lema 3.3, temos

1
Tr(T% = Tr (@ Z¢91Tg0g>
geG

1
= @ Z TT(@Q*1T¢Q)

geG

= I_é! > Tr(T)

geG

_ e,
= g’

= Tr(T)

Logo,

De acordo com Steinberg[?], sejam ¢ : G — GL,(V) e p: G — GL,,(W)
duas representagoes, entao Hom(V, W) = M,,,(C). Portanto, Homg(p,p) é um su-
bespago de M,,,,(C). Além disso, o mapa P : Hom(V,W) — Homg(yp, p) dado por
P(T) = T*, pode ser visto como uma transformagao linear P : M,,,(C) — M,,,(C).
Nesse caso, poderfamos pensar na matriz de P com respeito a base canonica de M,,,(C).
Mas antes, vamos lembrar que a base candénica de M,,,(C) é formada pelas matrizes ele-
mentares Fi, Fho, ..., Eyy, onde cada matriz E;; ¢ uma matriz m X n com a entrada ij

igual a 1 e todas as outras entradas iguais a 0. Assim podemos enunciar o seguinte Lema:
Lema 3.4. Seja A € M,.,,,(C), B € M,s(C) e Ey; € M,,,(C). Entao, vale a igualdade
(AEkiB>lj = by

onde A = (a;;) e B = (b;j).
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Demonstracao: Por definicao:

(AEkiB)lj = Z alm(Eki)rybyj

x?y

No entanto, para quaisquer x # k e y # i, os termos da soma valem 0. Logo
(AEwB)i; = aicby;

como desejavamos. |

O exemplo a seguir ilustra melhor o Lema 3.4:

Exemplo 3.1. Considere as Matrizes Asys, Baxs € Eia € Ma(C). Efetuando o produto
AF»B, temos:

ailz aig 0 an

1 b1 bia b3 b1 bia bis
a1 Ao = 0 an

0 ba1  baa  bos ba1  baa  bos
asy  as2 0 an

a11b21  aiibaa  ajiba

- a21b91  az1bao a21b23

a3 bay asi baa asi b23

No entanto, poderiamos construir a matriz utilizando apenas o Lema 3.4, da seguinte
maneira. O Lema diz que um elemento (AEy;B);; pode ser obtido por a;;b;;. No exemplo

temos k =1 e ¢ = 2. Portanto o elemento
(AEIQB)31 = az1by
que é exatamente o mesmo elemento obtido quando multiplicamos as matrizes.
Lema 3.5. Seja ¢ : G — U,(C) e ¢ : G — U,,,(C) representagioes unitdrias. Seja
A = Ey; € M, (C). Entao (Aﬁ) = (pij, Vri1)-

lj

Demonstragao: Temos que 1,1 = (wg)_l. Como v é unitaria, entao ¥i(g7') = pru(g).

Assim

Al = @Z(%*Eki%)lj

= é > dulg)eilg)

geG

= <<pij7 %l)
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onde a segunda igualdade é consequéncia direta do Lema 3.4. |

Observagao 3.3. Seja P : M,,,(C) — M,,,(C) a transformacdo linear dada por
P(T) = T*, eseja B a matriz de T com respeito a base canénica para M,,,(C). Entdo, B
é uma matriz mn X mn cujas linhas e colunas sao indexadas por pares [j, ki onde 1 <,
E<mel<j, i<mn. O lema anterior nos diz que as entradas [j, ki da matriz B sao o

produto interno (p;;, pri)

Finalmente podemos enunciar o Teorema das Relagoes Ortognais de Schur.
Esse resultado serd uma base importante para provarmos, no proximo capitulo, que os

Caracteres irredutiveis formam um conjunto ortonormal de funcoes de classe.

Teorema 3.1. (Relagoes Ortogonais de Schur). Seja p : G — U, (C) e p: G — U,,(C)
representacoes irredutiveis, unitdrias, nao equivalentes. Entao:
a) (pij, pr1) = 0;
I/nsei=kej=1
b) (pij>pr) =
0, caso contrario
Demonstragdo: Vamos, primeiro, provar a). Seja A = Ey; € M,,,,(C). Dai, pelo Lema
3.5, temos que Agj = (@ij, pr1), para todo 1, j.
Para provar b), vamos utilizar a Proposi¢do 3.3 e tomar ¢ = 1 no Lema 3.5. Seja

A = Ey; € M,,,,(C). Entao

Aﬁ:w[

n

pela Proposicao 3.4. Pelo Lema 3.5 temos que
Agj = (ij; Pri)
Vamos supor, primeiro, que j # . Entao, se [;; = 0, segue que
0= A}, = (i}, P) -

Agora, vamos supor que ¢ # k. Entao, Fj; tem somente 0 na diagonal, implicando que

Tr(Ey;) = 0. Desse modo, temos, novamente, que

0= Alﬁj = (Qij: Pr1) -
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Por 1ltimo, supondo que [ = j e que 7 = k, temos que Ej; tem um unico 1 na diagonal

principal, sendo as outras entradas, iguais a 0. Logo, Tr(E;) =1 e

1
At —
n Alj = (@ij; PH1) -

3.3 Caracteres e Funcoes de Classe

Essa secao é muito importante pois nela iremos demonstrar que uma repre-
sentacao pode ser decomposta, de maneira inica, em representacoes irredutiveis. Para
isso, vamos associar a cada representacao ¢ uma funcao x, : G — C que iremos definir

a seguir.

Definicao 3.3 (Caracter). Seja ¢ : G — GL(V) uma representagao. O caracter
Xy : G — C de ¢ é definido por x,(g9) = Tr(p,). O caracter de uma representagao

irredutivel é dito caracter irredutivel.

Observagao 3.4. Segue da Definicao 3.3 que x, € L(G).

Portanto, se ¢ : G — GL,(C) é uma representacao dada por ¢, = (¢;;(9)),

entao

Xo(9) = Z vii(9)

Observacao 3.5. Se ¢ : G — C* ¢ uma representacao de grau 1, entao x, = ¢.

Partindo da definicao de Caracter e utilizando os resultados da Teoria de
Representacao de Grupos e da Algebra Linear, podemos enunciar as trés proposicoes a

seguir.

Proposigao 3.5. Seja ¢ uma representacio de G. Entdo x,(1) = grau .

Demonstragdo: Suponha ¢ : G — GL(V) uma representacao. Entao,

Tr(e1) =Tr(l) = dimV = grau ¢.
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Observacao 3.6. Como ¢ é homomorfismo, ¢(1lg) = 1.

Proposicao 3.6. Se ¢ e p sao representacgoes equivalentes, entao X, = Xp-

Demonstragdo: Suponha duas representagoes ¢ e p : G — GL,(C). Como, por
hipdtese, sao equivalentes, existe uma matriz invertivel ' € GL,(C), tal que ¢, = Tp, T,

para todo g € G.. Assim,

Xe(9) = Tr(pg) = Tr(Tp,T~Y) = Tr(TT ' pg) = Tr(pg) = x,(9).

Essencialmente, o que provamos, nos diz que os caracteres sao constantes em

classes de conjugacao.

Proposicao 3.7. Seja ¢ uma representacao de G. Entao, para todo g,h € G, vale a

igualdade x,(g9) = x,(hgh™).
Demonstracao: De fato, temos:

Xs@(hgh_l) = Tr Sphghfl) = TT(‘PMOQ‘PI:I)

Funcoes que sao constantes nas classes de conjugacao serao importantes para

a Teoria da Representacao de Grupos. Mas antes, precisamos defini-las.

Definigao 3.4 (Fungoes de Classe). Uma fungao f: G — C é dita func¢do de classe se
f(g) = f(hgh™), ¥V g,h € G. Ou seja, f é constante em classes de conjugacao de G. O

espaco das fungoes de classe é denotado por Z(L(G)).
Observagao 3.7. Segue da Proposicao 3.7 que x, € Z(L(G)).

Proposicao 3.8. Z(L(G)) é um subespago de L(G).
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Demonstracao: Sejam f; e f, funcoes de classe em G e ¢ € C. Entao:

(cfi+ fa)(hgh™") = cfi(hgh™") + fa(hgh™")
= cfi(g) + fa(9)
= (cfi+ f2)(9).

Isso mostra que cf; + fo é uma funcao de classe. [ |

Seja Cl(G) o conjunto das classes de conjugagao de G. Defina, para C' € Cl(G),
a funcao 6 : G — C, por:

l,sege C
oc(g) =
0,se g ¢ C.

Proposigao 3.9. O conjunto B = {6c|C € CI(G)} € uma base para Z(L(G)). Conse-
quentemente, dim Z(L(G)) = |Cl(G)].

Demonstracao: Cada funcao oo é constante em classes de conjugacao, e, por isso, é
uma funcdo de classe. Vamos mostrar, primeiro, que B gera Z(L(G)). Se f € Z(L(G)),

entao:

Y. f(C)e

CeCl(G)

Desse modo, se um dado C’ é a classe de conjugacao de um elemento g, por definicao,
f(C") = f(g). Para verificarmos a independéncia linear, vamos verificar que B é um

conjunto ortogonal de vetores nao nulos. Se C,C" € CIl(G) entao:

€ se 0 ="
(b)) = 17 LS belg) Gorlg) = 4
geq 0,se C £

Assim, B é uma base para Z(L(G)) e, como |B| = |CIl(G)| concluimos que
dim(Z(L(G)) = |ClI(G)|.

Segundo Steinberg|[2], o Teorema que sera apresentado a seguir é fundamental
na Teoria da Representacao de Grupos pois mostra que caracteres irredutiveis formam um
conjunto ortonormal de funcoes de classe. Esse resultado serd utilizado, mais a frente, para
mostrar a unicidade da decomposicao de uma representacao em fatores irredutiveis. Além
disso, poderemos calcular a quantidade exata de classes de equivaléncias de representagoes

irredutiveis.
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Teorema 3.2. Sejam ¢ e p representacoes irredutiveis de G. Entao:

1,se p~p
<X<vap> =

0,se o £ p

Além disso, os caracteres irredutiveis de G, formam um conjunto ortonormal de fungoes

de classe.

Demonstragcao: Sabemos que, de acordo com a Proposicao 2.3, toda representacao de
um grupo finito é equivalente a uma representacao unitaria e que se ¢ e p sao repre-
sentagoes equivalentes, entao, pela Proposicao 3.6, x, ~ X,. Assim, podemos assumir,
sem perda de generalidade que ¢ : G — U,(C) e p: G — U,,,(C) s@o unitérias. Por-

tanto:

<X<P7XP> = |G‘ZX<P

geG
) \G@(Z“"“ )(Z”—@
= lel ZG’SOM pj]
= szi,pﬁ)

Sabemos que se ¢ e p nao sao equivalentes, entao de acordo com as Relagoes Ortogonais
de Schur (Teorema 3.1) (@i, pj;) = 0 e, consequentemente, (X, X,) = 0 e, por outro lado,
se ¢ e p sao equivalentes, podemos assumir que ¢ = p. Nesse caso,

1/n, sei=7j

<90ii;pjj> =
0, sei #7

e, portanto
n n

(Xegs Xp) = Z (@i, pii) = Z% =1

i=1 i=1

Corolario 3.3. Hd no mazimo |CI(G)| classes de equivaléncia de representagoes irre-

dutiveis de G.

Demonstracgao: Sabemos que representacoes irredutiveis nao equivalentes tém caracte-

res distintos. Mais ainda, como vimos no Teorema 3.2 os caracteres irredutiveis formam
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um conjunto ortonormal. Como Z(L(G)) = |Cl(G)| e conjuntos ortonormais sao linear-
mente independentes, concluimos que hd no maximo |CI(G)| classes de equivaléncia de

representacoes irredutiveis. [ |

Seja V' um espacgo vetorial, ¢ uma representacao e m > 0. Entao

mV=Vo - &Vemp=pd - Dy
Seja {cp(l), e ,gp(i)} o conjunto de todas as representacoes unitarias irredutiveis de G.

Defina d; = grau .

Definicao 3.5. Se p ~ mip™M @ myp® @ - - ® myp®), entdo m; é dita a multiplicidade

de ¢ em p. Se m; > 0, entdo dizemos que ¥ é um fator irredutivel de p
Observacgao 3.8. Se p ~ mypM @ - @ m,p®, entdo

grau p=my - dy + -+ -+ mg - ds
Lema 3.6. Seja ¢ = p @ 1. Entdo, X, = Xp + Xu-

Demonstrag¢ao: Considere duas representacoes p : G — GL,(C) e : G — G L, (C).

Entao, ¢ : G — G L1, (C) tem a forma de matriz em blocos

pg 0
0 1y

Pg =
Como o trago de uma matriz é a soma dos elementos da diagonal principal, temos que:

X¢(9> =Tr(pg) =Tr(py) +Tr(g) = x,(9) + xy(9).

O Teorema a seguir é uma boa maneira de checar se uma representacao é irredutivel.
Teorema 3.3. Sejam ¢, @ ... ) as representacies irredutiveis de G e, suponha

p:G— GL,(C), tal que

Entao, m; = <Xp, X¢(i)>. Consequentemente, a decomposiao de p em fatores irredutiveis é

unica e p € determinado, em suas equivaléncias, pelos seus caracteres.
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Demonstragao: Sabemos que X, = miX,1) + -+ + MsX,)- Sabemos, também, que

<Xp7 Xw>> =my - <X¢,<1),X¢<i>> +oee Mg <X¢<s>,X¢<i)> = My,

pois ¢® é equivalente a ) se, somente se i = j, j4 que cada ¢ representa uma classe
de equivaléncia das representacoes irredutiveis de G.
Além disso, se p ~ ¢ entao x, ~ x,. Portanto, temos unicidade e que p é determinada

pelos caracteres de sua decomposicao em fatores irredutiveis. [ |

Corolario 3.4. Uma representagdo € irredutivel se, e somente se, (x,, X,) = 1.

Demonstragdo: Suponha que p ~ mip™ @ -+ @ myp®. Pela ortonormalidade dos
caracteres irredutiveis, temos que (x,, x,) = mi + --- + m2. Cada m; é um inteiro nao
negativo, portanto (x,, x,) = 1 se, e somente se, existe um indice j, de modo que m; =1,

e m; = 0 para todo i # j. No entanto, esse resultado é sempre valido se p é irredutivel. B

Exemplo 3.2. Seja p uma representagao de S3 do Exemplo 2.7 . Como e, (12) e (123)
geram S35, podemos calcular o produto interno (x,, x,) dos valores dos caracteres nesses

elementos. Lembrando que

Portanto,
Xple) =14+1=2 x,(12) =(-1)+1=0ex,(123) = -1+0=—1
Como ha trés transposicoes e dois 3-ciclos, temos

KXo Xp) = = - (2243-0°+2- (1)) =1

| =

Logo, p ¢é irredutivel.

Exemplo 3.3. Sabemos que S3 admite o caracter trivial y; : S3 — C*, dado por
x1(0) = 1 para todo o € S3. Também, temos o caracter x3 das representagoes irredutiveis
do exemplo anterior. Como S3 possui 3 classes de conjugacao, pelo Teorema 3.3 esperamos
que existam trés representagoes irredutiveis, nao equivalentes, de S3. Portanto, seja d o
grau da representacao que esta faltando. De acordo com o Corolario 3.3 e utilizando o
resultado da Proposicao 3.5, sabemos que 12 + d? + 22 < 6 e, portanto d = 1. De fato,

podemos definir uma nova representacao de grau 1, chamada representacao de sinais por



3.4 A Representacao Regular 40

1,se oé par
Xa2(0) =
—1, se o é impar

3.4 A Representacao Regular

Seja X um conjunto finito. Vamos construir um espaco vetorial com base X,

tomando:

CX = {Z cpxle, € C}

zeX

Observacao 3.9. Se X possui n elementos, podemos tomar um isomorfismo

T:CX — C".

Logo, CX consiste em todas as combinagoes lineares dos elementos de X.

Dois elementos > a,r e Y b,x sdo ditos iguais se, e somente se, a, = by,
zeX zeX
para todo x € X. A adicao é dada por:

Z a,r + Z by = Z(% +b,)z.

zeX zeX reX
A multiplicacao por escalar é definida de modo similar. Identificamos z € X com a
combinagao linear 1-x. X é uma base para CX. Um produto interno pode ser definido

em CX, tomando:

<Z%%wa> ~ S ads

zeX zeX zeX
Definigao 3.6 (Representacao Regular). Seja G um grupo finito. A Representa¢ao
Regular de G é o homomorfismo L : G — GL(CG) definido por:

L, (Z chh> = Zchgh = chflzx,

heG heG zeG

para todo g € G, onde a tltima igualdade vem da mudanca de varidvel g~ 'ox = g~tgh = h.

Em outras palavras, dado um elemento h € G, temos que Lsh = gh. Ou seja,

a acao do operador L, em h é multiplicar a esquerda, h por g. Segundo Steinberg|?]
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a formula da definicao de Representagcao Regular é a férmula usual para a acao de um

operador linear sobre uma combinacao linear de vetores da base dada a acao na base.

Veremos que a Representac¢ao Regular nunca é irredutivel se G for nao trivial.

Por outro lado, ela contém todas as representacoes irredutiveis de G como elementos.

Proposicao 3.10. A Representacio Regular é uma representagao unitdria de G.

Demonstracao: Sabemos que o mapa L, ¢ linear para g € G. Também, se gi,9, € G e

h € G é um elemento da base de CG, entao

Lg1 ng (h> = Lgl (92h> = g1g2h = Lg1gz (h)

e portanto, L ¢ um homomorfismo. Se mostrarmos que L, ¢ unitario, seguird que L, ¢
invertivel e que L é uma representagao unitaria. Pela definicao de Representacao Regular,

temos:

<Lg > enh Ly khh> = <Z Com1als Y kg:c> = ok

heG heG z€G z€G zeG

1

Tomando y = g~ x, teremos:

S o= (T T )

yeG yeG yeG

Concluindo, assim, pela Definicao 2.10 que a Representacao Regular é unitdria. |

Proposicao 3.11. O caracter da Representacao Regular L é dado por:

Gl seg=e

0,se g#e

xz(9) =

Demonstracao: Seja G = {g1, -+ ,gn}, onde n = |G|. Entao, L,g; = ¢-g;. Além disso,
se [L,] é a matriz de L, com respeito a base G, entdo:

;

l,se gi=g-9g;
[Lg]ij =
0, caso contrario
\
E, portanto
(
Lseg=gi-g;'
[Lg]i] =
0, caso contrario
\
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Em particular
l,seg=ce

[Lg]ii =
0, caso contrario

Dai, concluimos que

|G|, se g =€
xe(g) = Tr(Lg) =
0,se g # e
|
Agora vamos decompor a representacao regular L em fatores irredutiveis.
Fixe o conjunto { oM ... ,gp(”)} de todas as representacoes irredutives, nao
equivalentes do grupo finito G e tome d; = graup®. Por conveniéncia, colocaremos
Xi = Xypli), para t=1--.n
Teorema 3.4. Seja L a representacao reqular de G. Entao, vale a decomposicao
L ~ dlgo(l) ® d2g0(2) DD d8¢(n)
Demonstragao: Como x1(g) = 0 para todo g # e e xi(e) = |G|,
1
(XL, xi) = al ZXL(Q)Xi(g)
Gl 2=
~ 161 (@)
— . . Xl e
|G|
= grau o
— d
|

Corolério 3.5. Vale a formula |G| = d3 + d3 + -+ + d2. Além disso, se g # e, entao
> dixk(g) = 0.
k=1

Demonstracao: Ja sabemos que x; = dix1 + - + dsxs. Portanto, pelo Teorema 3.4,

calculando x7, em e e em g # e, temos
|G| = XL(e) = lel(e) + e+ dsXs(e> = d% 4o+ d?

0=xz(9) = dixi(g) + -+ dixs(g)
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Consequentemente, podemos perceber que a matriz dos coeficientes das repre-
sentacoes unitarias irredutiveis formam uma base ortogonal para o espaco de todas as

funcoes em G.

Teorema 3.5. O conjunto B = { dkgp |1 <k<s51<1,57< dk} ¢ uma base ortonor-
mal para L(QG).

Demonstragao: Nos ja sabemos que B é um conjunto ortonormal. Como
|B|=d} + -+ d? =|G| = dimL(Q),
segue que B é uma base. [ |

Agora, vamos mostrar que xi, ..., Xs € uma base ortonormal para o espaco das

funcoes de classe Z(L(G)).

Teorema 3.6. O conjunto x1,...,Xs € uma base ortonormal para Z(L(G)).

Demonstracao: Pelo Teorema 3.2 que os caracteres irredutiveis de G formam um con-
junto ortonormal das funcoes de classe. Precisamos mostrar, agora, que os caracteres
geram Z(L(G)). Seja f € Z(L(QG)). Pelo teorema anterior:
(k) (k)
f=2_ e
0,5,k

para c( €eC,onde 1 <k<sel<ij<dg Como f éfuncao de classe, para qualquer

z € (G temos:

flz) = EZ (g™ zg)
G
1 —1
= ’—Z ol (g7 xg)
e ,jk
= > | Z% g 'xg)
0,5,k gEG
k)
0,5,k geG

ij

Pela Proposicao 3.3 temos que (@c ) ‘G| Z o k)l ol Spg Logo,

- Z A [(gpik)) ]ij

.5,k
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E utilizando o resultado da Variante do Lema de Schur (Proposicao 3.4), segue que,

et
= ch grau (p( ) [ij

».])

1
_ (k)
= § :Cij d_k - Xk()

ik

Portanto
f= ZCU d,. R

e vemos que f é combinagao linear dos . Logo, o conjunto de caracteres irredutiveis de

G gera o espago das fungoes de classe Z(L(G)). |

Corolario 3.6. O numero de classes de equivaléncia de representacoes irredutiveis de G

é o numero de classes de conjugacao de G.

Demonstracao: De acordo com o teorema anterior, temos que
s =dim Z(L(Q))
E, pela Proposicao 3.9
dim Z(L(G)) = |CI(G)] = s = |CU(G)]
[

Definigao 3.7. Seja G um grupo finito com caracteres irredutiveis xi,--- ,xs € classes
de conjugacao C4,---,Cs. A Tabela de Caracteres de G é a matriz X, s X s, com
Xi; = xi(C;). Em outras palavras, as colunas da matriz X sao indexadas pelos caracteres
de G, as linhas, pelas classes de conjugagao de G e, a ij-ésima entrada é o valor do i-ésimo

caracter na j-ésima classe de conjugagao.

Nos exemplos a seguir, bem como na préxima secao, falaremos sobre as tabelas
de caracteres irredutiveis. A primeira linha da tabela contém as classes de conjugacao do
grupo em questao. Denotaremos por [s] a classe de conjugagao do elemento s € G. A
segunda linha, que contém o nimero de elementos de cada classe, serd denotada por #[s].
Nas linhas seguintes, serao computados os caracteres irredutiveis do grupo, um em cada

linha, com o respectivo valor deste caracter na classe de conjugacao.



3.4 A Representacao Regular 45

Exemplo 3.4 (Tabela de Caracteres Irredutiveis de Z3). Vamos construir a Tabela
de Caracteres Irredutiveis do conjunto Zs = {6, T,?}. De acordo com o Corolario 3.1
Toda representacao irredutivel de um grupo abeliano tem grau 1. Como Zs é abeliano
e, além disso, |Zs| = 3, o grupo possui 3 classes de conjugagao e, consequentemente, 3
representacoes irredutiveis nao isomorfas.

Denotaremos por x, o caracter da representacao unitdria do Exemplo 2.1, por xi o
caracter da representagao do Exemplo 2.4 e por ys o caracter da terceira representacao

irredutivel. Os caracteres da representagao unitaria sao triviais

XM(G) = XH(T) = Xu@) =1

Vamos lembrar que a representacio p : Zs — C* do Exemplo 2.4 ¢ dada por p(k) = w*.

Como C* tem dimensao 1, temos que
x1(0) = Lxa(1) = w e x1(2) = w”.

Para obtermos os valores do caracter x» utilizaremos os resultados do Teorema 3.4 e do

Corolario 3.5. Sabemos que ) d,, x,4(e) = |G|. Portanto,
9€Z3

1-1+1-141-x2(0) =|G]
1+1+x2(0) =3

2+ x2(0) =3

Xz(@)zl

4
3

Antes de calcularmos y» (T) e X2 (5) vale lembrar que se w = e entdo w? = e 5 . Desse

w+w? = |cos @ + 1 - sen @ + |cos @ +1-sen 4ﬂ
N 3 3 3 3

modo,
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w
(]
|
\]]

Tabela 3.1: Tabela de Caracteres de Zs

Como ) dy,x4(g) =0, temos:

gE€ZL3

> dy,Xg (T) =0

9€Z3
L-1+1-w4+1-x2(1) =0
1+ w+x2 (1) =0
w+x2 (1) = -1
Xz(T):w2

Z ngXQ (i) =0

gEZL3

1-14+1-w?+1-x2(2) =0

1+w2+x2(§):0
w4 x2 (2) = -1
X2(§):w

Com os valores dos caracteres irredutiveis de Zs, podemos construir a Tabela 3.1.

Exemplo 3.5 (Tabela de Caracteres de S3). Agora, construiremos a tabela de carac-

teres do conjunto de permutagoes S3. Como vimos nos Exemplos 2.1 e 2.2, j4 sabemos

que S3 possui duas representagoes de grau 1. Como S3 possui 3 classes de conjugagao, a

saber, e, [(12)] e [(123)], falta encontrar uma representacao irredutivel. Seja d o grau dessa

representagao. Sabemos que S3 possui 6 elementos, ou seja, |S3| = 6. Para encontrar d

podemos utilizar o resultado do Coroldrio 3.5. Assim, temos 12 + 12 + d®> = 6. Logo,

d = 2. Essa ¢ a representacao exibida no Exemplo 2.7. Vamos mostrar que a mesma, ¢é

uma representacgao ¢ irredutivel.

A representacao p : S35 — G Ly(C) do Exemplo 2.7 é dada por

-1 -1 —1



3.4 A Representacao Regular 47

Sabemos que P@a3) = P(23) * P(12), P(23) = P(12) * P(123) € qU€ P(132) = P(123) * P(123)- Assim
1 0
Pa3) = )
-1 -1
-1 - -1 - 01
P23) = : = )
0 1 1 0 1 0
-1 -1 -1 -1 0 1
P@32) = : =
1 0 1 0 -1 -1

Portanto, pela Definicao 3.3, podemos calcular os caracteres da representacao p

Xple) =Tr(p.) =1+1=2,
Xp(12) = Tr(paz) = =1+ 1=0,
Xp(123) = Tr(pass) = —14+0= -1,
Xp(13) = Tr(pas)) =1+ (=1) =0,
Xp(23) = Tr(prs) = 0+0 =0,
Xp(132) = Tr(pasy) = 0+ (1) = —1.

O resultado do Corolério 3.4 que nos diz que uma representacao é irredutivel se, e somente
se, (Xp, Xp) = 1. Calculando (x,, x,), temos

(Xor Xo) = Z Xo(g
gGG

(2:240-04+(-1)-(-1)+0-040-0+(—1)-(—1))

(4+2+2)

molool == w

Assim, concluimos que a representacao do Exemplo 2.7 é irredutivel. Sabemos que os

caracteres da representacao unitaria j sao tais que

para todo s € S3. Além disso, como as permutagoes e e (123) sdo permutagoes pares e

(12) é uma permutacao impar, de acordo com a representacao de sinais de Sz, temos

Yol©) = xu(123) = 1 0
Yo(12) = —1.

Com os valores dos caracteres irredutiveis de S3, podemos construir a Tabela 3.2.
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[s] | le] | [(12)] | [(123)]
#[s] | 1] 3 2
X. | 1] 1 1
Yo | 1] -1 1
Xs | 2] 0 ~1

Tabela 3.2: Tabela de Caracteres de Ss

Podemos perceber que nas tabelas 3.1 e 3.2 as colunas sao ortogonais com
respeito ao produto interno padrao. Vamos mostrar que esse resultado sempre acontece.
Se g, h € G, entao o produto interno das colunas correspondentes as suas classes de

conjugacao é dado pela expressao:

Z Xi(9)xi(h)
i=1
Lembremos que C' é uma classe de conjugacao. Entao:

lsegeC
dc(g) =
0 caso contréario

d¢ com C € CI(G) forma uma base para Z(L(G)) assim como os caracteres irredutiveis.
E natural expressar ¢ em termos de caracteres irredutiveis. Dai , temos a ortogonalidade

das colunas da tabela de caracteres.

3.5 Tabela de Caracteres Irredutiveis

Conhecendo as tabelas de caracteres irredutiveis de um grupo finito G, temos
informacoes suficientes para conhecer os caracteres do grupo e assim conhecer as repre-
sentagoes de . Nessa secao faremos a construgao das tabelas de caracteres irredutiveis
dos grupos Ay, Sy e As. No préximo capitulo iremos relacionar os caracteres desses grupos

com acoes destes grupos nos sélidos de Platao.

3.5.1 Tabela de Caracteres Irredutiveis de Ay

Primeiro, vamos observar que o grupo A, possui um subgrupo normal, conhe-

cido como Grupo de Klein:

K = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} C A,.
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Além disso, como A4/K tem ordem 3, o conjunto sera isomorfo a Zz. Entao, podemos
usar esse isomorfismo para induzir representagoes em Ay utilizando as representacgoes de
Zs.

Assim, dada uma representagao irredutivel em Zs p : Zs — GL(V'), a composigao
» A
Ay ?4 >~ 7.3 25 GL(V)

é uma representacao irredutivel de A4. Além disso, se s e t sao elementos de Ay, tais que

7(s) = 7(t), entdo teremos que p o w(s) = p o w(t).

Na construgao da Tabela 3.3, para os elementos [e], [(123)] e [(132)], os valores

dos caracteres X, X1 € X2 sao os mesmos da Tabela 3.1 de Z3 vista no Exemplo 3.4.
Ja para [(12)(34)], como 7 ((12)(34)) = 7(e), entao

pom((12)(34)) = pom(e) = p(e).
Portanto, v, ((12)(34)) = 1, x1 ((12)(34)) = 1 e y2 ((12)(34)) = 1.

Nos falta, agora, encontrar os valores para a outra representacao irredutivel de
Ay. Primeiro, vamos encontrar o grau dessa representacao, denotado por ds. O Corolario
3.5 nos diz que se dy,...,ds sao os graus das representacoes irredutiveis de um Grupo,
entao d? +- - -+d? = |G|. Sabemos que | A, = 12 (|S,4]/2). J& vimos que as representagoes

Xu, X1 € X2 tém grau 1. Assim

12+124+ 12+ (d3)* =12

1+ 1414 (d3)* =12

3+ (d3)* =12

(ds)* =9

ds = 3.
Usando o resultado do Corolario 3.5 e os valores ja encontrados dos outros caracteres po-
demos calcular os valores que faltam na tabela. Denote por x5 o caracter da representacao

irredutivel de grau 3. Assim,

2, dy,xg ([(123)]) = 0

1-141-w+1-w?+3-x3([(123)]) =0
L+w+w?+3-x3([(123)]) =0

1+ (—1)+3-x3([(123)]) =0
3-x3([(123)]) =0

xs ([(123)]) = 0.
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[s] | [e] | [(0123)] | [(132)] | [(12)(34)]
#[s] | 1 4 4 3

Xp | 1 -1 1 1

X1 1 w w? 1

X2 1 w? w 1

X3 | 3 1 0 -1

Tabela 3.3: Tabela de Caracteres de Ay

2. dy,xq ([(132)]) = 0

1-14+1-w+1-w?+3-x3([(132)]) =0
l+w+w?+3-x3([(132)]) =0

T+ (—=1)+3-x3([(132)]) =0

3-xs ([(132)]) =0

xs ([(132)]) = 0.

> dy,xg ([(12)(34)]) = 0

gEAs

1-1+1-141-143-x3([(12)(34)]) =0
1+1+1+3-x3([(12)(34)]) =0

3-xs ([(12)(34)]) = =3

xs ([(12)(34)]) = —1.

No proximo capitulo, encontraremos a representacao xs a partir das rotagoes do tetraedro

regular.

3.5.2 Tabela de Caracteres Irredutiveis de S,

De maneira analoga ao caso do grupo de permutacao Ay, o grupo de Klein
K ={e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

também é subgrupo normal de Sy. Existe um isomorfismo de S;/K com S3. Assim, as
representagoes irredutiveis de S3 induzem representagoes irredutiveis em S, via a com-

posicao



Tabela 3.4: Tabela de Caracteres de Sy

3.5 Tabela de Caracteres Irredutiveis o1
[s] | lel | [(12)] | [(123)] | [(1234)] | [(12)(34)]
#[s] | 1 6 8 6 3
Xp | 1 —1 1 1 1
Xo | 1 -1 1 -1 1
X3 | 2 0 -1 0 2
X4 | 3 1 0 -1 —1
xs | 3| —1 0 1 —1

[s] | [e] | [(123)] | [(12)(34)] | [(12345)] | [(13245)]
#[s]| 1| 20 15 12 12
Xe | 1| —1 1 1 1

o, | 3] 0 ~1 L4/5 1/5
O, | 1| w? 1 =5 L/
v | 4] 1 0 ~1 ~1

x | 5] -1 1 0 0

Tabela 3.5: Tabela de Caracteres de As

Para construirmos a Tabela 3.4, nos elementos [e], [(12)] e [(123)], os valores dos caracteres
Xu> Xo € X3 sao os mesmos da Tabela 3.2 de S3 vista no Exemplo 3.5.

Para [(1234)], como 7 ((1234)) = 7 ((12)), entao p o w((1234)) = po 7 ((12)) = p(e).
Portanto, x, ((1234)) = 1, x, ((1234)) = —1 e x3 ((1234)) = 0.

Para [(12)(34)], como 7 ((12)(34)) = =(e), entdao p o w((12)(34)) = ponw(e) =
Portanto, x, (12)(34)) = 1, xo (12)(39)) = 1 ¢ xs (12)(34)) = 2.

Os caracteres x4 e x5 serao encontrados no préximo capitulo a partir da acao

do grupo S; no cubo.

3.5.3 Tabela de Caracteres Irredutiveis de Aj

A Tabela 3.5 apresenta os caracteres irredutiveis de As. Esses valores também
serao encontrados no préximo capitulo observando as rotagoes do dodecaedro ou do ico-

saedro regular.
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4 Simetrias nos Solidos de Platao

Os Sélidos de Platao, também conhecidos como poliedros regulares, sao aque-
les onde todas as faces sao poligonos regulares e congruentes. Existem cinco sélidos
platonicos: tetraedro, hexaedro (cubo), octaedro, dodecaedro e icosaedro. Esses sélidos
estao descritos no décimo terceiro livro de Os Flementos de Euclides. Cada um desses
sOlidos possui um ntumero finito de rotacoes no espaco tridimensional, que preservam a
posicao inicial do sélido. Se pensarmos em cada vértice dos poliedros como elementos de
um conjunto, entao as simetrias observadas no tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e
icosaedro, sao geradas a partir da acao desses grupos de permutacao nos sélidos.

Um octaedro pode ser construido a partir de segmentos de reta unindo os centros das
faces de um cubo. De maneira analoga, um cubo pode ser construido unindo os centros
das faces de um octaedro. Por defini¢ao, esses sélidos sao chamados de sélidos duais. O
mesmo ocorre no caso do dodecaedro e do icosaedro. Sélidos duais possuem o mesmo

grupo de simetria.

Figura 4.1: Duais Cubo-Octaedro, Octaedro-Cubo, Dodecaedro-Icosaedro e Icosaedro-

Dodecaedrol!]

Observacao 4.1. O dual de um sélido platonico é sempre um outro sélidos platonico. O

dual do tetraedro é o préprio tetraedro.

%v

Figura 4.2: Dual Tetraedro[!]



4.1 Representacao por permutagoes e pontos fixos 53

4.1 Representacao por permutacoes e pontos fixos

Seja V' o espaco vetorial complexo com base {e,}, .y indexada pelos elementos
de X. Paracada g € G definap, : V.— V, por ¢, (e,) = €,,. Afuncao p: G — GL(V)
definida por g — ¢, é chamada de representacao por permutagoes de X. A proposicao
a seguir relaciona o caracter da representacao por permutagdes com os pontos fixos da
acao de G em X e serd utilizada para achar os caracteres que ficaram faltando no capitulo

anterior.

Proposicao 4.1. Seja G um grupo finito age no conjunto X e ¢ : G — GL(V) a
representacao por permutacoes de X. Entao o valor do caracter x, em g € G € o nimero

de pontos fixos de g:
Xe(9) = #{z € X|gz =z}

Demonstragdao: Considere 5 := {e,} a base de V indexada pelos elementos de X.

zeX)
Por definicao, para todo = € X temos que ¢4(e;) = eg. Logo, se (a;;) é a matriz que

representa ¢4 na base 3 e a k-ésima coluna dessa matriz esta associada ao elemento x € X,

entao
1, se gxr =z,
gk =
0, se gx # x
Portanto,
Xe(9) = Tr (pg) = Tr (a;;) = #{r € X|gx = 2},
concluindo, assim, a demonstragao. [ |

4.2 Simetrias no Solidos de Platao

Todas as ag¢oes nos sélidos, descritas nesta secao, podem ser vistas na atividade
no applet Geogebra, elaborada pelo professor Humberto José Bortolossi[3] através do QR

Code abaixo.

4.2.1 Tetraedro

Vamos considerar a agao do grupo de permutacao A4 nos vértices do tetraedro.

Denote essa agao por T'. Geometricamente, essa a¢ao nos elementos e, (123), (132) e (12)(34),
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Figura 4.3: QR Code para a atividade Simetrias de Rotacao dos Sélidos Platonicos

[s] | [e] | [(123)] | [(132)] | [(12)(34)]
Oy | 4 1 1 0

Tabela 4.1: Caracter da acao de A4 no tetraedro

representantes das classes de conjugacao do grupo, pode ser descrita da seguinte maneira:’
(123): rotagao de 3Frad em torno do eixo que passa por V(4) e C(123).

(123): rotagao de Frad em torno do eixo que passa por V(4) e C(123).

(12)(34): rotagao de mrad em torno do eixo que passa por M(1,2) e M(3,4).

Assim, com a descricao geométrica, podemos utilizar a Proposicao 4.1 para obter o ca-

racter da acao T', denotado por 1. Os valores estao apresentados na Tabela 4.1.

Podemos observar que ®7 nao é um caracter irredutivel. De fato, de acordo
com o Coroldrio 3.4, um caracter x, é irredutivel se, e somente se, (X,, x,) = 1. Como A,

possui oito 3-ciclo e trés composicoes de transposigoes, temos

1 -
(1, @7) = @ZQT(Q)'@T(Q)
geG
1
- 42 .12 Y

5 (48174307

= 2

1O leitor pode observar as acdes, geometricamente, utilizando a Figura 5.3, com a atividade do pro-

fessor Humberto Bortolossi.
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concluindo assim que 71" nao é irredutivel.

Vale lembrar do resultado da Proposicao 3.5 que o grau de uma representagao ¢ ¢é igual
a xy(e). Portanto, segue que grau T' = Pp(e) = 4. Quando construimos a tabela de
caracteres irredutiveis de A, vimos que esse grupo nao possui nenhuma representacao
irredutivel de grau 4. Assim, podemos decompor a representacao em fatores irredutiveis.
Calculando o produto interno do caracter da acao T' com o caracter da representacao
unitaria p, podemos obter, de acordo com a Proposicao 3.5 a multiplicidade de y em T
Assim,
(@, Xu) = Z (g

geG
5(4'1—1—8(1-1)—1-3(0-1))

1
= (4+8)

12
12

12
=1

Logo a representacao unitaria ocorre apenas uma vez em 1" e podemos escrever T' = udW,

onde W é uma representacao de Ay de grau 3. Utilizando o resultado obtido no Lema

3.6,
Or = xu + Xw,

resultando que xw = ®7 — x,. Agora, podemos obter os valores do caracter xyy.

xw(e) = dr(e) — xule) =3 —-1=2,

) =
w ([(123)]) = @7 ([(123)]) — xu ([(123)]) = 1 =1 =0,
w ([(132)]) = 1 ([(132)]) — X ([(132)]) = 1 =1 =0,
w ([(12)(34)]) = @7 ([(12)(34)]) — x, ([(12)(34)]) =0 — 1 = —1.

Podemos verificar que yy é irredutivel, calculando (xw, xw) = 1. Se compa-
rarmos os valores dos caracteres de yy com os valores obtidos na Tabela 3.3 verificamos
que xYw = X3 e concluimos que o caracter da acao de Ay no tetraedro é a soma dos

caracteres das representagoes irredutiveis x,, + xs.

4.2.2 Cubo e Octaedro

Vamos considerar a acao do grupo de permutacao S, que permuta as diagonais

principais do cubo. Denote essa acao por C. Geometricamente, essa agao nos elementos
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[s] | lel | [(12)] | [(123)] | [(1234)] | [(12)(34)]
Do | 4| 2 1 0 0

Tabela 4.2: Caracter da acao de Sy no tetraedro

e, (12),(123), (1234) e (12)(34), representantes das classes de conjugagdo do grupo, pode

ser descrita da seguinte maneira:

(12): rotagao de mrad em torno do eixo que passa por M (1,2) e M(7,8).

(123): rotacao de %rad em torno do eixo que passa por V(4) e V(6).

(1234): rotacao de Frad em torno do eixo que passa por C(1,2,3,4) e C(5,6,7,8).
(12)(34): rotagao de mrad em torno do eixo que passa por C'(1,2,5,6) e C(3,4,7,8).

Assim, com a descricao geométrica e utilizando o resultado da Proposicao 4.1, pode-
mos obter o caracter da acao C, denotado por ®-. Os valores estao apresentados na

Tabela 4.2.

Sabendo que Sy possui seis transposicoes, oito 3-ciclo, seis 4-ciclo e trés composicoes de

duas transposic¢oes, podemos calcular (@, @),

(Pc, @) = ﬁz@c(g)'@c@)

geG

1
= ﬂ(42+6-22+8-12+6-02+3-02)

1
= —(16+24
24(6+ +8)

48
24
= 2

e, portanto, ®~ nao é uma representacao irredutivel.

O grau C = ®¢(e) = 4. Calculando o produto interno (®¢, x,) = 1, obtemos
que a representacao C' pode ser decomposta como C' = udW, onde W é uma representacao

de S4 de grau 3. Dessa forma,

(I)C:Xu+XW
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resultando que xw = ®¢ — x,. Agora, podemos obter os valores do caracter .

xw(e) = Pele) — xule) =4—1=3,

(12)]) = @¢ ([(123)]) — xu ([(123)]) = =1,

(123)]) = @c ([(123)]) — X, ([(123)]) =1 -1 =0,

xw ([(1234)]) = @¢ ([(132)]) — xu ([(132)]) =0 =1 = —1,

xw ([(12)(34)]) = @¢ ([(12)(34)]) — x, ([(12)(34)]) = 0 =1 = —1.

Podemos verificar que xy é irredutivel, calculando (xw, xw)

xw,xw) = |G|ZXW (9)

geG

1
= ﬂ(32+6-12+8-02+6-(—1)2+3-(—1)2)

= 24(9+6 1+8:-0+6-1+3-1)

9+6+6+3
24(+++)
1

= o (24)

24
24
= 1.

Comparando os valores obtidos para o caracter com os valores da Tabela 3.4,

verificamos que yw = Xa.

J& o caracter x5 ¢ obtido tomando o produto tensorial x,-xw, correspondente a
representacao c @ W. A definicao e as propriedades do produto tensorial de representacoes

podem ser encontradas em [4].

4.2.3 Dodecaedro e Icosaedro

O grupo de permutacoes que age no Icosaedro e no Dodecaedro é um grupo de
permutagoes pares Ay, onde |A4| = 60. As classes de conjugagao sao [e], [(123)], [(12)(34)],
[(12345)] e [(13245)]. Podemos pensar nas formas de rotacionar o Icosaedro de modo que
sua posicao inicial seja preservada. Como o sélido possui 20 faces triangulares, existem
20 x 3 maneiras de efetuar essas simetrias (cada uma das 20 faces pode ser a base do
sélido e podemos permutar os vértices da base).

Considere a a¢ao natural do grupo As nos elementos {1,2,3,4,5}. Denote por ¢ o caracter

dessa acao. De acordo com a Proposicao 4.1 obtemos os valores Tabela 4.3.
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[s]

le]

[(123)] | [(12)(34)] | [(12345)] | [(13245)]

Y

5

2 1 0 0

Tabela 4.3: Caracter da agao de As no tetraedro

Sabendo que Ay possui vinte 3-ciclo, quinze composicoes de duas transposicoes e vinte e

quatro 5-ciclo (12 4 12), podemos calcular (i, 1)

(¢, 1)

- ﬁng)-W

geG

1
= @(52+20-22+15-12+24-02)

1
= G (25+20-4+15-1424-0)

_ ! (25 + 80 + 15)
60

120
60
= 2.

e, portanto, 1) nao é uma representacao irredutivel.

O grau dessa acao ¢é ¢(e) = 5. Calculando o produto interno (1, x,.)

<¢> Xu)

ézwg)-m

geG

$<5.1+20.(2.1)+15-<1-1>+24-(0-1>)

1
5o (P +20-2415-1+424-0)

1
— (54+40+ 15
60( + 40 + 15)

60
60
1.

concluindo que a multiplicidade da representacao unitaria, nessa representacao, é 1. Por-

tanto, podemos decompo-la como V @ 1. Dessa forma, denotando por xy o caracter de

Vv

wZXu"i_XV
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resultando que xy =1 — x,. Agora, podemos obter os valores do caracter xy.

xv(e) =(e) = xule) =5 —1=4,

)=
xv ([(123)]) = ¢ ([(123)]) — x, ([(123)]) =2 =1 =1,
xv ([(12)34)]) = ¢ ([(12)(34)]) = x, ([(123)]) =1 =1 =0,
xv ([(12345)]) = ¢ ([(12349)]) — x, ([(132)]) = 0 — 1 = —1,
xv ([(13245)]) = ¢ ([(13245)]) — x ([(12)(34)]) =0 — 1 = —1.

Podemos verificar que xy ¢é irredutivel, calculando (xv, xv)

voxv) = ‘G’ZXV

geG

1
= 6—0(42+20-12+15-02+24-(—1)2)

1
= 5 (16+20-1415-0+24-1)

16 + 20 + 24
60( +20 + 24)
1

= (60)

60
60
= 1

Outra representacao pode ser obtida a partir das rotacoes que preservam a
posicao inicial do sélido. Chamaremos essa acao de I. Utilizando uma base adequada,
podemos obter as matrizes de rotacao para cada classe de conjugacao:

e: mantém o solido fixo,
1 00

010/,
0 01

(123): rotagao de angulo em torno de um eixo perpendicular a duas faces opostas
_V3

2
1
2

S o e
— (@) (@)

0

(12)(34): rotagao de angulo 7 em torno de um eixo perpendicular a duas arestas opostas
-1 -1 0
0 -1 0],
0 0 1
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2t em torno de um eixo através de dois vértices opostos

(12345): rotacao de angulo 0, = =

cos (01) —sen(6,) 0O
sen (6y) cos(f1) 0 |,
0 0 1

(13245): rotacao de angulo 6, = 4F e torno de um eixo através de dois vértices opostos

cos (02) —sen(62) 0
sen (6y) cos(f2) O
0 0 1

Denote por ®;, o caracter desta representagao. Outra agao de As no icosaedro pode
ser obtida permutando 6, e 6, e mantendo fixa a acdo dos elementos e, (123) e (12)(34).
Denotaremos o caracter desta nova representagao por ®7,. Os valores dos caracteres @,

e ¢, podem ser obtidos utilizando a definigao de caracter (Defini¢ao 3.3).

O, (e)=Tr(,))=1+1+1=3,

0;,(123) = Tr (I, ) = =4+ (-3) +1 =0,

@1,(12)(34) = Tr (L1 ) = =1+ (1) +1 =1,

dy (12345) = (Il(12345)> = cos (%”) + cos (%’r) +1= 1+2‘/5,
d,(13245) = <11(12)(34)> cos () 4+ cos () +1= 1’2\/5,
Gp(e)=Tr(l;,)=1+1+1=3,

0,(123) = Tr (I ) = =3+ (=4) +1 =0,

@, (12)(30) = T7 (D) = =1+ (1) +1= =1,
$,,(12345) =Tr <11(12345)> = cos (%’r) + cos (4?) +1= 1’2‘5,
®r,(13245) = <Il(12)(34>> = cos (%’T) + cos (%’r) +1= 1+2\/g
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Calculando os produtos internos (®;,, @) e (®y,, Pr,), temos

<(I)117 (I)11>

Analogamente,

<CI)127 CI)12>

2

3|~

2 2
14++/5 1—+/5
32+20-02+15.(—1)2+12< +2\/—> +12< \/_>

9+15-1+3(6+2\/5>+3(6—2\/5))

9+15+18+6\/5+18—6\/5)

(
(

(9+ 154 18 + 18)

2188|~8|~=8|~

—_

ﬁ S 04,(g) - Bry9)

geG

2 2
3242002415 (=1)* 4+ 12 <1_2\/3> +12 <1+\/§>

3|~

(9+15-1+3<6—2\/5>+3<6+2\/5>>
(9+15+18—6\/5+18+6\/5>

(9+ 15+ 18 + 18)

2128~8|~=8|~

—_

concluindo, assim que ®;, e ¢, sao irredutiveis com grau ¢y, (e) = ¢y, (e) = 3.

Até agora ja encontramos quatro caracteres irredutiveis (x,,xv,®r e ®;,) de As. So-

mando os quadrados dos graus desses caracteres temos 12 + 42 + 32 4+ 32 = 35 < 60.

Portanto, nos falta achar mais um caracter irredutivel. Denotaremos o mesmo por y Seja

ds o grau de y. Entao

12 + 4% 4+ 32 4+ 32 + (d5)? = 60
35 + (d5)? = 60

(ds)* =25

ds =5

Utilizando o resultado do Coroléario 3.5 podemos encontrar o valor de y nas classes de
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conjugacao:

2. dyXq ([(123)]) = 0

g€As

1-144-143-04+3-04+5-x([(123)]) =0
1+4+5-x([(123)]) =0
5-x([(123)]) = -5

x ([(123)]) = —1.

2, dy,xg ([(12)(34)]) = 0

1-144-043-(=1)+3-(=1)+5-x([(12)(34)]) =0
L+ (=3)+(=3)+5-x([(12)(34)]) = 0
5-x([(12)(34)]) =5

x ([(12)(34)]) =

2. dy,Xg ([(12345)]) = 0

gEA,

1-14+4-(-1 ) ( ([(12345)])
14 (—4) + (3+3f) + (3 25) 45 ([(12345)]) 0
1+ (-4)+3+2+5. X([(12345)])

1+ (—4) +3+5-x ([(12345)]) =

5 x ([(12345)]) = 0

x ([(12345)]) = 0.

2 dy,Xg ([(13245)]) = 0

L1+ (<) +3- (155) +3- (2558) + 5. x([(13245))
Lo (=) + (328 4 (335 + 5 x((13245)]) = 0

1+ (—4)+3+2+5 x([(13245)]) = 0

14+ (—4)+3+5-x([(13245)]) =0

5-x ([(13245)]) = 0

x ([(13245)]) = 0.

=0

=0

Assim, encontramos todos os caracteres irredutiveis de As que estao presentes na Tabela

3.5.



63

5 Atividade

Nessa secao serda apresentada uma atividade para a 22 série do Ensino Médio.
Em geral, os topicos de Analise Combinatéria e Geometria Espacial sao estudadas nesse
segmento. A atividade busca nao somente integrar esses conhecimentos, mas também
realizar um trabalho com materiais manipulativos, visto que nao ¢é algo muito comum
nas escolas regulares. Além disso, esperamos desenvolver a capacidade de visualizacao de
objetos geométricos, a formulacao de conjecturas, o trabalho em grupo e capacidade de

abstragao dos estudantes.

De acordo com a nova Base Nacional Comum Curricular, podemos citar a
Competéncia Especifica 3 da area da Matematica e suas Tecnologias, para resumir o que

se espera com essa atividade.

“Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matemdticos, em seus campos (...) para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a adequacdao das solucoes propostas, de modo a construir

argumentagao consistente.”

5.1 Habilidades Especificas

Ainda sobre a nova Base Nacional Comum Curricular, é esperado que os estu-
dantes desenvolvam certas habilidades especificas no aprendizado da Matematica. Para

essa atividade, se encaixam:

o (EM13MAT105) Utilizar as nogoes de transformagoes isométricas (translacao, re-
flexao, rotacdo e composigoes destas) e transformagoes homotéticas para analisar

diferentes produc¢oes humanas como construgoes civis, obras de arte, entre outras.

e (EM13MAT202) Planejar e executar pesquisa amostral usando dados coletados ou
de diferentes fontes sobre questoes relevantes atuais, incluindo ou nao, apoio de

recursos tecnoldgicos, e comunicar os resultados por meio de relatorio contendo
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graficos e interpretacao das medidas de tendéncia central e das de dispersao.

o (EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes
tipos de agrupamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo,

recorrendo a estratégias diversas como o diagrama de arvore.

e (EM13MAT407) Interpretar e construir vistas ortogonais de uma figura espacial

para representar formas tridimensionais por meio de figuras planas.

e (EMI13MAT512) Investigar propriedades de figuras geométricas, questionando suas
conjecturas por meio da busca de contraexemplos, para refutd-las ou reconhecer a
necessidade de sua demonstracao para validacao, como os teoremas relativos aos

quadrilateros e triangulos.

Observagao 5.1. A Atividade devera ser realizada em trés tempos de aula.

5.2 Material Utilizado

Segue a lista do material a ser utilizado na atividade:

e Oito tetraedros regulares com os vértices identificados com os ntmeros 1, 2,3 e 4.

e Doze cartas contendo as permutacoes do grupo A4 como a do exemplo abaixo.

Figura 5.1: Exemplo de Carta da Atividade
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e Lapis, borracha, caneta e papel.

e Telefone celular.

e Projetor.

5.3 Descricao da Atividade 1

A turma sera separada em grupos de quatro ou cinco integrantes. Cada grupo

recebera um tetraedro para trabalhar.

Antes de comecar a atividade é necessario que o professor explique a notacao
da acao do grupo que esta contida nas cartas e defina uma posicao inicial para os vértices

do so6lido para orientar as simetrias. Por exemplo:

Figura 5.2: Posi¢ao Inicial do Tetraedro

Na Figura 5.2 Os vértices 1,2 e 3 encontram-se na base, sendo o vértice 1
voltado para o estudante, o vértice 2 a sua esquerda e o vértice 3 a sua direita. O vértice

4 se encontra no topo.

Observacao 5.2. Essa figura pode ser projetada no quadro para facilitar a identificagao

da posicao inicial do poliedro.

Agora o professor sorteia duas cartas e explica, como exemplo, as agoes das

mesmas sobre o tetraedro. Suponha que uma das cartas sorteadas contenham a agao
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1 2 3 4
1 3 4 2

A carta é interpretada de modo que a primeira linha contém a posicao inicial do tetraedro
e a linha debaixo representa a nova posicao de seus vértices. No exemplo acima, o vértice 1
continua na mesma posic¢ao, o vértice 2 vai para a posi¢ao onde inicialmente se encontrava
o vértice 3, o vértice 3 vai para a posi¢cao onde inicialmente se encontrava o vértice 4 e,
finalmente, o vértice 4 vai para a posicao onde inicialmente se encontrava o vértice 2. A

nova posigao do solido é representada pela Figura 5.3

3

Figura 5.3: Acao de (234) no Tetraedro

Em seguida o professor ilustra o exemplo da segunda carta sorteada. Apods os

exemplos, as cartas serao embaralhadas e distribuidas entre os grupos.

Agora, cada grupo com suas cartas e seu tetraedro, apds discutir sobre a
posicao do sélido determinada pela carta, devera capturar uma fotografia do poliedro ao
lado da mesma. Quando todos os grupos tiverem terminado o procedimento para todas as

cartas que receberam, o professor verificara se os estudantes o fizeram de maneira correta.

5.4 Descricao da Atividade 2

Com os grupos mantidos, os estudantes irao realizar uma segunda atividade.
Vamos pensar nos tetraedros como dados de quatro faces. Os dados serao lancados e,

se necessario, sua posicao ajustada, de modo que na face voltada para a mesa, um dos
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vértices fique na direcao de quem lancou o dado. Agora, os alunos irao representar as

acoes que antes estavam nas cartas.

Por exemplo, se apés o lancamento do dado, o vértice 1 se encontrar onde na
posicao inicial ja determinada se encontrava o vértice 2, o vértice 2 se encontrar onde
estava o vértice 3, o vértice 3 onde estava o vértice 1 e o vértice 4 permanecer na mesma

posicao que estava inicialmente, entao a acao é dada por

1 2 3 4
2314

Apoés identificarem a acdo, esta deverd ser anotada em um papel que serd colocado ao
lado do tetraedro, para que uma fotografia seja capturada. Esse procedimento devera ser

realizada o nimero minimo de vezes para que trés acoes diferentes sejam obtidas.

O professor novamente verifica se os estudantes encontraram as agoes corretas
de acordo com a posicao do tetraedro. Em seguida, pede para que cada grupo tente

encontrar todas as simetrias possiveis, manipulando o tetraedro e anote cada uma delas.

5.5 Descricao da Atividade 3

Na Atividade 3 os estudantes responderao ao seguinte questionario:

1. As cartas que geravam as acoes no tetraedro apresentam permutacoes do conjunto

{1,2,3,4}.

a) Quantas permutagoes sdo possiveis em um conjunto com quatro elementos?
b) Liste todas essas permutagoes.

c) O que a agao
1 2 3 4
1 2 3 4

faz com o tetraedro?

2. Compare as agoes obtidas na Atividade 2 com a lista obtida na Atividade 1b.

a) Todos os itens da lista obtida na Atividade 1b sdo agdes no tetraedro?
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b) Qual é a relagao entre a quantidade de agoes obtida na Atividade 2 com a quan-
tidade de permutagoes de um conjunto de 4 elementos?
¢) Discuta com seus colegas de grupo porque algumas permutacoes listadas na Ati-

vidade 1b nao podem ser agoes sobre um tetraedro.

Observacao 5.3. Uma introdugao aos duais pode ser feita estendendo a atividade da
seguinte maneira. Se numerarmos as faces do tetraedro, no lugar dos vértices, as acoes
sobre o sélido irao sofrer algum tipo de alteragao?

Sabemos que nao, pois ao numerarmos as faces, estariamos numerando os vértices do

solido dual do tetraedro, que é ele préprio.
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Conclusao

Em diversos momentos, nds professores, subestimamos a capacidade dos nossos
estudantes de compreenderem certos assuntos na matemadatica. Por isso, acabamos por
privar esses jovens de terem contato com alguns conteidos bastante interessantes. Mesmo
que, em alguns casos, seja necessario omitir parte da teoria ou alguns resultados, questoes
que surgem de campos complexos da ciéncia podem ser abordados nas salas de aulas das
escolas. Esse tipo de atividade pode servir como estimulo e instigar uma vocagao para

alguma area da ciéncia.

Esse trabalho expoe a Teoria da Representacao de Grupos Finitos, area da
Algebra Contemporanea Abstrata que contém uma mateméatica bastante densa por tras
dela. No entanto, nao precisamos definir grupos, representacoes ou caracteres para poder
realizar uma atividade com os estudantes de forma quase intuitiva. Os pré requisitos sao
apenas algumas nocgoes de contagem e algum conhecimento sobre os poliedros, como as
definicoes de vértices, faces e arestas. Esse conteiido também ¢é estudado fisica e na quimica
quando se trata da simetria de moléculas. Um trabalho interdisciplinar também poderia
ser pensado. Isso poderia ajudar o estudante a entender melhor algumas propriedades
das moléculas e, por exemplo, identificar com maior facilidade a cadeia principal dessas

estruturas.

Certamente nao sao todas as atividades que vao funcionar logo na primeira
tentativa. No entanto, é papel do professor se aperfeicoar e ser resiliente no sentido de
proporcionar uma aprendizagem significativa para o estudante. A experiéncia em sala de
aula nos ensina que as atividades que elaboramos precisam ser sempre revistas e adaptadas

dependendo do publico com que estamos trabalhando.
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