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Resumo

Este trabalho constitui-se como uma proposta metodolédgica para o ensino das funcgdes tri-
gonométricas a partir de alguns fendmenos periddicos, tais como ondas sonoras, marés e
o movimento de translacdo dos planetas. Pretendemos fornecer ao professor alternativas
didaticas, que proporcionem aos estudantes a compreensdo do comportamento das funcoes
trigonométricas a partir de situagcOes praticas. Para a realizacdo das atividades, apresentamos
softwares interativos que permitem a manipulacdo e interpretacao tanto algébrica quanto
geométrica dessas fungdes. As atividades foram elaboradas de acordo com o que é proposto
pela Teoria dos Registros de Representacao Semidtica, como condi¢cdo de aprendizagem em
Matematica. Esta proposta destina-se aos professores e estudantes do ensino médio, espe-
cificamente a 22 série, e almeja um processo de ensino-aprendizagem mais significativo e

contextualizado, como estabelece a Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

Palavras-chave: Funcoes trigonométricas. Fenomenos periddicos. Representacdes semidticas.

Sequéncia didatica.



Abstract

This work is like a proposal methodological for the teaching of the trigonometric functions
from some periodic phenomena, such as sound waves, tides and the movement of transfer of
the planets. We intend to supply with a teacher educational alternatives, which provide to
the students the understanding of the behavior of the trigonometric functions from practical
situations. For the realization of the activities, we present softwares interactive what allow the
handling and interpretation so much algebraic how much geometrical of these functions. The
activities were prepared in accordance with what is proposed by the Theory of the Registers
of Representation Semiotics, like condition of apprenticeship in Mathematics. This proposal
is destined to the teachers and students of the secondary education, specifically of the 2nd
series, and longs for a process of teaching-learning more significant and contextualized, as it
establishes the Common National Base (BNCC).

Keywords: Trigonometric functions. Periodic phenomena. Representations semiotics. Educa-

tional sequence.
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Introducao

O conceito de funcdo vem sendo objeto de estudo e discussdo dos educadores matematicos
desde 1970, no entanto constata-se que existem poucas produ¢oes voltadas para o processo de
ensino desse conceito, sendo que o modo como os professores encaminham o ensino passou a
interessar os pesquisadores s6 a partir de 1980 (MAGGIO; NEHRING, 2014).

A motivacdo para a realizagcdo desta pesquisa surgiu a partir das observacoes realizadas
durante a prética docente, onde identificamos que muitos estudantes apresentam dificuldades
ao estudarem as func¢des trigonométricas, dado que sua abordagem majoritariamente se limita
ao tratamento algébrico e descontextualizado, porém Ponte (1990) sugere que seu estudo deve
ter como ponto de partida as representagcdes numérica e grafica, através de contextualizacgdes,
valendo-se da intuicdo e da visualizagdo. Para Schoen (1995) a apresentag¢do abrupta do
simbolismo algébrico significa ignorar o processo de desenvolvimento gradual da matematica
ao longo da histdria.

A Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica (TRRS) proposta por Duval chegou
ao Brasil por volta da década de 90 e, basicamente, se refere as formas de representar um
objeto matematico (MORETT]I, 2008). De acordo com Maggio e Nehring (2014) as pesquisas
produzidas entre 1990 e 2010 voltadas para o estudo das representacdes das funcdes, tém
como centralidade: Livros didaticos, curriculo e a prética do ensino do professor.

Acreditamos que a compreensao de um objeto matemdtico perpassa a manipulacdo de suas
diferentes representacoes, tal como propde Raymond Duval. Nessa perspectiva, elaboramos
uma proposta didatica com o objetivo de fornecer ao professor material que possibilite o
ensino das funcoes trigonométricas de forma contextualizada, privilegiando suas diferentes
representacoes, sejam elas algébrica, geométrica ou tabular.

Este trabalho também ¢é fundamentado e guiado pelo que estabelece a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC). Com o propésito de garantir o conjunto organico e progressivo
de aprendizagens essenciais que os estudantes devem desenvolver no transcorrer do ensino
basico, cujas mudancas e implementacdes entram em vigor no inicio do ano letivo de 2020,
a BNCC aplica-se exclusivamente a educa¢do escolar de acordo com a Lei de Diretrizes e
Bases da Educacdo Nacional (LDB, Lei n2 9.394/1996) e tem como principal meta a formagao
humana e integral, além da construcdo de uma sociedade justa democritica e inclusiva (BNCC,
2017). Este documento institui que tais aprendizagens essenciais devem ocorrer de modo que
os estudantes desenvolvam competéncia gerais ao mobilizarem conhecimentos, habilidades,
atitudes e valores para interpretar e resolver problemas cotidianos.

Com intuito de analisar os trabalhos de conclusdo de curso do PROFMAT que tém como
principal objeto de estudo as fun¢des trigonométricas, fizemos um levantamento bibliografico

no banco de dissertacdes do programal e, com a tag "trigonométrica”, encontramos um total

1 https://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes/
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de 33 obras distribuidas entre os anos de 2013 e 2019 (sem nenhum registro em 2020). Os
trabalhos foram classificados sob trés categorias: abordagem técnico e conceitual, abordagem
metodoldgica e principais conclusdes. No geral, notamos que as justificavas das pesquisas
convergem para a dificuldade e falta de pré-requisitos que os alunos apresentam na hora de
entender e correlacionar o comportamento destas fun¢des do ponto de vista puro e aplicado,
além da existéncia de um aspecto ideoldgico e documental quanto ao seu ensino no momento
em que n3o chega a ser trabalhado de forma abrangente em sala de aula, como apontado por
Silva (2015) e Junior (2019). Além disso, houve uma convergéncia para a relevancia didatica
das aplicagdes deste assunto, tal como sera discutido a seguir.

Por abordagem técnica e conceitual consideramos as aplicagdes e conceitos associados as
funcoes trigonométricas, bem como as ferramentas e métodos empregados nas execucoes e
analises. O comportamento deste tipo de fun¢do esta diretamente relacionado a grande gama de
fenémenos periddicos parametrizados e modelados nas dissertacdes, dentre os quais destacamos
as ondas sonoras (PRADO, 2013; DEPIZOLI, 2015; RODRIGUES, 2017; MARVILA, 2019;
FILHO, 2017), as marés (JUNIOR, 2017; SANTOS, 2018; TORMA, 2018), a pressdo arterial
(JUNIOR, 2017; TORMA, 2018; COSTA, 2019), a temperatura (SANTOS, 2018), as fases
da lua e movimento dos planetas (COSTA, 2019). As séries de Fourier e a modelagem foram
recursos recorrentes empregados tanto para dedugGes algébricas como também para a andlise e
resolucdo de problemas.

Considerando as fungdes como principal objeto de estudo, todos os trabalhos recorreram
em algum momento a representagdo e/ou estudo grafico, sejam em produgdes essencialmente
tedricas ou intervencoes pedagdgicas. Destacamos, assim, o software GeoGebra como o mais
empregado e recomendado pelos pesquisadores, estando presente como nicleo de pesquisa em
14 trabalhos (CAJUELA, 2013; MAGALHAES, 2013; MAIA, 2013; SILVA, 2013; BRUGINSKI,
2014; SOUZA, 2014; DEPIZOLI, 2015; SOUZA, 2015; FERREIRA, 2016; FILHO, 2017; JUNIO,
2018; SANTOS, 2018; COSTA, 2019; MARVILA, 2019), além de ser uma ferramenta de
suporte em outros trabalhos. Além deste, também foram empregados os softwares Scilab e
Winplot (BOMFIM, 2013), Maxima (MAGALHAES, 2013), Graphmatica (FERREIRA, 2017;
TORMA, 2018), Oscilloscope (MARVILA, 2019), Photomath (NEIVA, 2019) e o aplicativo
Série de Fourier: Fazendo Ondas (DEPIZOLI, 2015), estando este (ltimo, assim como o
GeoGebra, no cerne de nossa pesquisa.

Quanto a abordagem metodoldgica das pesquisas, verificamos que 48,48 % foram inter-
vengdes didaticas realizadas no Ensino Médio, o que se justifica pelo fato de a BNCC considerar
que identificar as caracteristicas fundamentais das fun¢des seno e cosseno (periodicidade,
dominio, imagem), através de suas miiltiplas representa¢des (BRASIL, 2018) faz parte das
habilidades matematicas que devem ser desenvolvidas no Ensino Médio.

Em relacao as principais consideracoes destas pesquisas, destacamos a preocupa¢ao em
elencar a hegemonia do uso de softwares matematicos sob a intencdo de dar a aula um

cardter mais experimental e manipulativo, além de otimizar alguns processos de aprendizagem
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através da correlacdo entre diferentes representacdes de um mesmo objeto. Neste sentido,
alguns autores, tais como Silva (2013), alertaram para a importancia do balanceamento
entre os processos algébricos/manuais e aqueles com auxilio das Tecnologias da Informag3o
e Comunicagdo (TICs), bem como para a necessidade de dominio e interesse da aplica¢do
destas ferramentas por parte da escola e dos professores (SILA, 2015; FERREIRA, 2016). A
modelagem matemdtica mostrou-se recorrente nos trabalhos que abordaram os fendmenos
periddicos aplicados nas sequéncias didaticas, evocando, assim, para a exploracao do carater
interdisciplinar deste contetido em uma perceptiva de motivagdo e analise da realidade (FILHO,
2017; OLIVEIRA, 2019).

Este trabalho esta estruturado em 6 capitulos, sendo que no Capitulo 1 apresentamos a Teoria
dos Registros de Representacdo Semidtica, destacando seus principais termos e contribuicoes
didaticas. No Capitulo 2, discorremos brevemente sobre a relevancia da utilizacao das TICs
em sala de aula. No Capitulo 3, é apresentado o panorama histérico do desenvolvimento
da trigonometria, além de suas principais definicdes aliadas a formalizacdo do conceito de
funcdo trigonométrica. No Capitulo 4, sdo discutidos alguns fenémenos periddicos no intuito
de evidenciar sua relagdo com as fungdes trigonométricas. No Capitulo 5, encontra-se quatro
propostas de atividades, que abordam fenémenos distintos. Por fim, no tltimo capitulo tecemos
alguns comentarios acerca da relevancia de um ensino contextualizado aliado a um aporte

tecnoldgico.
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1 Registros de Representacdao Semiotica

Os Registros de Representacdo Semidtica (RRS) sdo produgdes constituidas de simbolos
pertencentes a um sistema semidtico préprio, além disso, desempenham func¢bes fundamentais no
funcionamento cognitivo (DUVAL, 2011). Existem trés fungées centrais dos RRS: comunicagdo,
tratamento, objetivacdo. A primeira refere-se a transmissao de uma informagdo entre individuos
através de um cédigo que seja comum aos participantes da comunicagdo. O tratamento é a
transformacdo de uma representacdo em outra, utilizando unicamente os elementos do sistema
de representacdao mobilizado. A objetivacdo permite que o individuo tome consciéncia daquilo
que até entdo era inconsciente, geralmente estd associada a exteriorizagdo (DUVAL, 2005).

De acordo com a teoria, compreender um conceito matematico significa ser capaz de
transitar entre diferentes registros e diferenciar o objeto matematico da representacao utilizada.
Destaca-se ainda que "[...] os objetos matemiticos, comecando pelos ndmeros, ndo sdo objetos
diretamente perceptiveis ou observdveis com a ajuda de instrumentos” (DUVAL, 2005, p.14).

Desta forma, os objetos matematicos ndo sdo passiveis de observacdes diretas e carecem
da utilizagdo de uma representagdo, que pode ser tanto interna quanto externa (DUVAL,
2005). Desse modo, compreender um objeto matematico, implica em saber reconhecer suas
caracteristicas e representacoes, além de relaciona-lo com outros objetos. Existe ainda uma
distingdo entre as representagdes mentais (internas) e semidticas, sendo que a primeira esta
relacionada a subjetividade do sujeito, pois refere-se as concepgdes e imagens que o mesmo
apresenta sobre um objeto ou uma situacao e sao decorrentes da interiorizacao das reproducoes
externas cumprindo o papel de objetivacao.

Com relacdo ao objeto matemadtico, as representacdes internas ou computacionais caracterizam-
se por privilegiar o tratamento de uma informag¢ao, por meio da execu¢do automatica de um
determinado processo, a fim de se adquirir uma resposta adequada ao problema (DUVAL,
2009). Um exemplo deste tipo de representacdo, sdo os algoritmos operacionais, que tem por
objetivo a codificagdo de uma informagdo. Geralmente o individuo executa os registros de
forma mecanica e inconsciente, sem refletir sobre os passos necessarios para a sua resolucao.

As representacdes semidticas sdo producdes constituidas pelo emprego de signos (simbolos),
oriundos de um sistema de representacao carregado de significado e funcionamento préprio.
Cita-se como exemplos as representacGes grafica, a escrita algébrica e a lingua natural. Segundo
Almoloud (2007), diferentemente das representagdes internas, as semidticas sdo conscientes ao
sujeito e intencionais, de forma indissocidvel as funcdes de objetivacdo e tratamento.

Devido as funcdes desempenhadas pelas representacdes semidticas, dar-se-d4 maior énfase
a esta forma de representacao em nossa pesquisa. Entre suas fun¢des esta a comunicagdo,
ou seja, por meio dela é possivel exteriorizar as representacoes mentais €, consequentemente,
torna-las acessiveis a outras pessoas. Conhecer como o estudante lida com uma representacao

semidtica ajuda a identificar de que maneira ele representou uma informacdo internamente, ao
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passo que conhecer e interpretar as producoes do aluno facilita a realizacdo de intervencdes
adequadas ao processo de construcdo do conhecimento matematico.

As representacdes semidticas sdo fundamentais para a apreensdo dos conceitos matematicos,
uma vez que, a utilizacao de diferentes formas de representacdo viabiliza a reorganizacdo
do pensamento, a0 mesmo tempo que contribui para as atividades cognitivas de quem as
utiliza,cumprindo portanto, um papel que vai além do suporte para as representacoes mentais.
Duval (2009) faz a distingdo entre os termos semidsis (representacdes) e noésis (compreensdo
de um objeto matematico), destacando a impossibilidade da dissociagdo entre ambos. O
primeiro termo refere-se a apreensao ou producdo de uma representacao semidtica, ja o segundo
remete aos atos cognitivos, como a compreensao de um conceito ou discrimina¢do de um
objeto.

A aprendizagem em matematica acontece na medida em que o estudante consegue coordenar
diferentes registros associados a um mesmo objeto, desse modo a noésis se da por meio de
sucessivas semidsis (DUVAL, 2009). No entanto, durante as representagdes, os alunos, ou até
mesmo os professores, confundem o que é o objeto matematico representado e a representacao
que esta sendo feita. Possivelmente esta interpretacao acontece devido a maneira como é
abordado o contelido na sala de aula, de forma fragmentada e em momentos distintos, sem
estabelecer uma relacdo entre as representacoes, o que acaba fragilizando a importancia das
mesmas para a compreensao do objeto matematico.

No que se refere as fungdes trigonométricas, por exemplo, primeiro é feita a abordagem
da definicao por meio da representacdo algébrica para posteriormente, esbocar o grafico.
Sendo assim, n3o é feito a devida associac3o entre ambas representacdes. Neste caso, uma
das justificativas da necessidade da mobilizagdo de ao menos duas representacdes de um
mesmo objeto, estd na identificacdo das caracteristicas que cada representacdo apresenta e na
correspondéncia entre as mesmas (DUVAL, 2009).

A necessidade do emprego dos registros de representacao semidtica se relaciona direta-
mente com o préprio desenvolvimento da Matemdtica. Diferentemente das outras areas do
conhecimento, como biologia e fisica, em que é possivel ter acesso ao objeto de estudo por
meio da observacdo direta e utilizacdo de instrumentos apropriados, os objetos matematicos
ndo sdo acessiveis diretamente (Duval, 2005). Dessa forma, a Matematica desenvolveu-se na
medida em que foram sendo criados simbolos para representar seus objetos e conceitos, como
o sistema de numeracao e as operacoes. Assim, sé é possivel manipular um objeto matematico
através de suas representacoes.

Além dos fatores ja citados, Raymond Duval apresenta trés justificativas para existéncia de
varios registros de representacao, bem como sua influéncia no desenvolvimento do pensamento
humano, sendo estes: a economia de tratamento, complementariedade dos registros e a
coordenacao dos registros.

A economia de tratamento remete a existéncia de vdrios registros de representacao que

viabiliza a praticidade da escolha de um tipo, além de suas mudancas. Cita-se como exemplo
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um problema que envolva uma expressao numérica. Durante a resolu¢cdao pode-se optar por

uma representacao mais econémica ou ndo, no caso um registro decimal ou fracionario.

A complementariedade se baseia nas possibilidades que um tipo de registro pode oferecer.
Em sintese, cada um apresenta caracteristicas especificas de um objeto, sem representa-lo em
sua totalidade. De acordo com Moretti (2002), uma representa¢do é parcial em relagdo ao
objeto que representa de modo que registros distintos nao transmitem o mesmo conteido,
apesar de se referirem a mesma situagcdo. Segundo Duval (1993):

As representagoes diferentes de um mesmo objeto, ndo tém evidentemente o
mesmo contetido. Cada contelido é comandado por um sistema pelo qual a
representacdo foi produzida. Dai a consequéncia de que cada representacio
nao apresenta as mesmas propriedades ou as mesmas carateristicas do objeto.
Nenhum sistema de representagdo pode produzir uma representag¢io cujo
conteldo seja completo e adequado ao objeto representado. (p. 18).

Portanto pode-se dizer que é um equivoco acreditar que hd uma representacao completa
para um objeto, uma vez que cada sistema possui caracteristicas e limitacdes préprias. A
representacdo algébrica de uma fungdo trigonométrica, por exemplo, ndo evidencia diretamente
algumas informagdes, como extremos e periodo, que podem ser visualizadas no grafico. Deste
modo, a existéncia de varios registros de representacdo semidtica servem para corrigir as
insuficiéncias que um sistema possa apresentar.

Como (ltima justificativa, Duval (1993) destaca que a conceitualizagdo de um objeto
matematico acarreta na coordenacdo de registros semidticos distintos. Para o autor, a
coordenacao entre diferentes representacoes se da através de duas operacdes: a conversao e o
tratamento.

O tratamento ¢ definido como a transformacdo de representacdes na qual, hd permanéncia
de registro, ou seja, a operacdo ocorre dentro de um mesmo registro. Segundo Aumoloud (2007)
os tratamentos podem ter o carater de algoritmo, com um conjunto de regras especificas. Por
exemplo, os algoritmos empregados nas operacoes aritméticas ou os procedimentos utilizados
para extrair as raizes de uma equacdo. Além dos tratamentos ja citados, existem os que n3o sao
algoritmos, nesse caso cita-se os graficos e figuras geométricas, que frequentemente nao sao
considerados objetos de aprendizagem, sendo que os tratamentos que recorrem aos algoritmos

sdo mais valorizados no ensino. Segundo Duval (2009, p.56):

Um tratamento é a transformacdo de uma representacdo obtida como dado
inicial em uma representacao considerada como terminal em relacdo a uma
quest3ao, a um problema ou a uma necessidade, os quais fornecessem o
critério de parada na série de transformacdes efetuadas. Um tratamento é
uma transformacgdo de representacdo interna a um registro de representacdo
ou a um sistema.

Duval (2009) chama a atengdo para a existéncia de dois tipos de tratamentos que sdo
complementares e indispensaveis para o desenvolvimento cognitivo: os tratamentos quase
instantaneos e os tratamentos intencionais. Os primeiros ocorrem externamente a atencdo, e
geralmente produzem informagdes de forma imediata. Neste tipo de tratamento a quantidade

de elementos envolvidos ndo influencia no tempo de reacdo, além disso, é possivel realizar mais
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de uma operagao simultaneamente e corresponde a experiéncia oriunda de uma longa pratica,
ou a competéncia adquirida em algum campo do conhecimento.

Os tratamentos intencionais caracterizam-se por serem conscientes e sé ocorrem de forma
gradativa, ou seja, um depois do outro. Diferentemente da primeira forma de tratamento, o
tempo de reacao deste aumenta em funcao do nimero de elementos utilizados. Para Duval
(2009, p.52), "toda a atividade cognitiva humana repousa sobre a complementariedade desses
dois tipos de tratamentos’. De acordo com o autor, o aumento dos tratamentos quase
instantaneos assume um papel fundamental na constru¢ao hierarquica do conhecimento, no
entanto, essa aquisicao s6 ocorre através dos tratamentos intencionais. Tais consideracoes,
podem ser exemplificadas, por meio das aquisicoes numéricas e das operacGes aritméticas que
as criancgas aprendem progressivamente, através de uma atividade intencional no processo de
contagem ou na utilizacao de um algoritmo, até atingirem uma fase em que os tratamentos
sao quase instantaneos. Apesar da importancia do tratamento, é necessario evitar seu uso
excessivo, uma vez que o estudante pode ser levado a confundir o objeto matematico estudado
com a representacao empregada, devido a permanéncia em um Unico registro, sendo que tais
confusdes podem ser minimizadas através do emprego da conversao.

Segundo Duval (2009), converter é o ato de transformar a representagdo de um objeto ou
de uma situagdo em outra representacdo, mudando-se o registro. Desse modo a conversao
seria uma transformacdo externa ao registro de partida. O autor destaca que o ensino privilegia
as regras de tratamento, assim como as de formacdo das representagdes. Frequentemente, a
conversao é efetuada com a finalidade de economia de tratamento e simplicidade, ou seja, apds
a operacao mantém-se no registro mais comodo. Do ponto de vista cognitivo, a conversao
assume papel fundamental na conducdo de mecanismos relacionados a compreensdo de um
objeto matematico, no entanto este tipo de transformacdo apresenta-se como a atividade

cognitiva mais dificil, e menos espontanea para a maioria dos estudantes. Neste sentido,

N3o somente a mudanca de registros levanta obstaculos que s3o indepen-
dentes da complexidade do campo conceitual no qual se trabalha, mas
além disso, a auséncia de coordenac3o entre diferentes registros cria muito
frequentemente uma deficiéncia para as aprendizagens conceituais (DUVAL,
2009, p.63)

Essas dificuldades podem ser explicadas pelo nivel de congruéncia ou nao congruéncia
que uma conversao pode apresentar. A congruéncia ocorre quando ha semelhan¢a entre
a representacdo de chegada (terminal) e a de saida, de modo que exista transparéncia da
representacao final na representacao de saida e define-se a ndo congruéncia quando ndo ha
nenhuma semelhanca entre a representacdo de saida e de chegada, apesar de se referir ao
mesmo objeto (DUVAL, 2003). Os bloqueios dos alunos aumentam consideravelmente a medida
que € exigido a mudanca de registro ou a mobilizacao simultanea de mais de um registro, sendo
que essas dificuldades sao agravadas quando as conversdes nao s3o congruentes.

A analise da congruéncia entre representacoes, ocorre a partir de trés critérios definidos por

Duval (2009): A possibilidade de uma congruéncia semantica dos elementos significantes, a
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univocidade semantica terminal e organizacao das unidades significantes. No primeiro critério,
cada unidade significante de uma das representacdes se associa a uma unidade significante
elementar, sendo que a unidade significante se refere ao conjunto de simbolos que compde um
registro. Na univocidade semantica terminal, existe uma relacao de "injetividade” que remete ao
conceito de funcdo, ou seja, cada unidade significante da representacdo de partida corresponde
a uma Unica no registro em que se encontra a representacao de chegada. No terceiro critério a
organizacao das unidades significantes das representacdes de chegada e de partida, conduz a
apreensdo das unidades que as formam. Os trés critérios apresentados, possibilitam identificar
a congruéncia entre duas representacoes distintas para um mesmo objeto.

Além disso, Duval (2009) refere que os fendmenos (sucessos e fracassos) identificados
durante o processo de avaliacao apresentam uma relacdo direta com os casos de congruéncia
ou ndo congruéncia, oriundos da mudanca de sistema semidtico. Portanto, questoes em que
as conversoes sao congruentes destacam-se por apresentar uma taxa mais elevada de acertos,
enquanto que, questdes que envolvem situacdes de ndao congruéncia sao caracterizadas por
apresentarem taxas mais baixas de acertos. E importante chamar a atencao para o fato de que
os usos das conversdes congruentes proporcionam uma aprendizagem parcial dos conteldos,
apesar dos resultados positivos que podem ser obtidos. Desse modo, a utilizacdo de situacoes
que abordem a n3o congruéncia, seria um meio de potencializar a compreensiao de um conteldo.
Além disso, é necessario que seja abordado casos que exijam a conversdo em ambos os sentidos
(ida e volta), devido ao carater heterogéneo que algumas transforma¢des possuem. Algumas
conversdes podem ser congruentes em sentido € ndo congruente no processo inverso. Por
exemplo, a passagem de um problema que envolve o conceito de funcdo em lingua natural para
a representacdo algébrica, pode ser congruente, mais espontaneo, enquanto que no processo
contrario a conversao nao seja congruente.

As atividades presentes no Capitulo 5 foram elaboradas de modo que exigem dos participantes
tanto o tratamento quanto a conversdo em diferentes registros, dos quais priorizamos o tabular,
o algébrico e o geométrico. O primeiro, auxilia na construcdo do grafico de uma funcdo a partir
de alguns pontos previamente determinados. A representacao algébrica prioriza a operacdo de
tratamento e apresenta pardmetros (unidades significantes) que caracterizam a fungdo. Por fim,
o registro geométrico possibilita a "visualizacao” das caracteristicas globais, como amplitude,

periodo e intervalos de crescimento ou decrescimento.
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2 Educacao Matematica e utilizacao das

TICs

A educacdao matematica é uma grande area de estudo cuja consolidagdo como campo
académico e profissional se entrelaca com o préprio desenvolvimento dos cursos de licenciatura
em matematica no pais e se caracteriza por sempre discutir e se atualizar quanto a forma como
os estudantes aprendem e todos os fatores que incidem sobre este processo. Um fator que,
indiscutivelmente, incide sobre a forma com nossos alunos aprendem, bem como se comunicam
e pensam em sociedade é a tecnologia que, em uma perspectiva educacional, pode ser definida
como um conjunto de conhecimentos e principios cientificos voltados para o planejamento, a
construgdo e a utilizagdo de um equipamento em um determinado tipo de atividade (KENSKI,
2011), e, em uma perspectiva global, se tornou um fator social cujo desenvolvimento se

intercala e direciona a forma como vivemos em sociedade.

O uso das tecnologias da informagdo e comunicagdo (TICs) em sala de aula é uma tendéncia
atual em educagdo matematica que evoluiu de um recurso metodoldgico para uma pratica que,
se ainda ndo podemos classificar como indispensavel, podemos encara-la como essencial no
momento em que buscamos entender nossos alunos e potencializar nosso exercicio profissional.

A introduc3do das tecnologias da informacdo e da comunicagdo no processo
educacional tem a finalidade de intensificar a melhoria dos recursos midiaticos
utilizados em sala de aula pelos professores que atuam em uma instituicdo
de ensino, seja ela particular ou piblica. A tecnologia vem modificando os
conceitos de toda a sociedade ao longo de sua evolugdo pela histéria. No
campo educacional, o resultado n3o seria diferente, ela torna-se mais uma
ferramenta no processo de ensino-aprendizagem. (GERALDI e BIZELLI,
2015).

No entanto, é importante salientar que tal introducdo das TICs em sala de aula requer
atencao e planejamento. E necessario que haja uma inten¢ao diddtica por tras do uso de
um software, da internet ou de um aparelho qualquer, que o professor tenha dominio sobre o
recurso com o qual ird trabalhar, que haja respaldo nas necessidades dos estudantes e que seu
uso ndo seja esporddico e avulso (KENSKY, 2011). Em suma,

Para incorporar a TIC na escola, é preciso ousar, vencer desafios, articular
saberes, tecer continuamente a rede, criando e desatando novos nds con-
ceituais que se inter-relacionam com a integracdo de diferentes tecnologias,
com a linguagem hipermidia, as teorias educacionais, a aprendizagem do
aluno, a pratica do educador e a constru¢do da mudanga em sua préatica,
na escola e na sociedade. Essa mudanga torna-se possivel ao propiciar ao
educador o dominio da TIC e o uso desta para inserir-se no contexto e no
mundo, representar, interagir, refletir e compreender e atuar na melhoria de
processos e produgdes, transformando-se e transformando-os (ALMEIDA,
2008).

Falando especificamente do uso de softwares e aplicativos (dado que fazem parte do cerne
desta pesquisa), a forma como hoje sdo capazes de processar informacdes, otimizar processos
e auxiliar em procedimentos de andlises e decisdes os coloca como ferramentas pedagdgicas
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ricas que, se usadas de maneira correta, podem preencher lacunas epistemoldgicas e quebrar
barreiras de aprendizagem. Preocupada justamente com esta questdo, Tjara (2012) classifica
tais softwares da seguinte forma:

A) Programa desenvolvido especificamente para finalidades educativas. Sao
exemplos desses softwares: Ortografando, Math Blaster, ECO XXI, os quais
atendem a uma necessidade especifica disciplinar.

B) Qualquer programa que seja utilizado para atingir resultados educativos.
Esses softwares n3o foram desenvolvidos com finalidades educativas, mas
podem ser utilizados para esse fim. Exemplo: editores de texto, planilha
eletronica etc (TAJRA, 2012, p. 56).

As propostas didaticas elaboradas neste trabalho envolvem o uso de uma série de softwares
e aplicativos. Como exemplo do tipo A podemos citar o Geogebra, programa gratuito de facil
manuseio pertencente aos chamados softwares da Geometria Dindmica caracterizados por
permitirem a manipulagdo de objetos geométricos a partir de suas propriedades (ALVES E
SOARES, 2003). Foi criado como objeto de pesquisa por Markus Hohenwarter na Universidade
de Salzburgo, Austria em 2001 com o objetivo de obter uma ferramenta (til para todos os niveis
de ensino reunindo recursos de geometria, dlgebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica
e calculos simbdlicos em um tnico ambiente (SERRANO, 2014).

Ainda na linha de programas com finalidades educativas, utilizamos o simulador " Fourier:
Criando Ondas”, uma plataforma que permite, dentre uma série finalidades, somar senos e
cossenos para produzir funcdes periddicas, entender que os sons e os componentes de Fourier
correspondem a uma onda senoidal e perceber a distincdo do seu comportamento no espaco e
no tempo (PHET COLORADO, 2011).

Com relacao a programas de escopo ndo necessariamente educativos, mas que sao adaptados
e utilizados para tal, empregamos o " Sound Analysis Ascilloscope”, aplicativo desenvolvido
pela " Guitar Tabs" que captura e exibe frequéncias de sons, bem como sua forma, comprimento
de onda e periodo.

No Capitulo 5 explicitaremos como cada software foi empregado nesta pesquisa. Em suma,
o GeoGebra e o Fourier: Criando Ondas foram ferramentas indicadas para a modelagem e
manipulacdo de curvas trigonométricas e o o Sound Analysis Ascilloscope, foi um suporte para
captura e posterior estudo destas curvas. Na perspectiva das representacoes semidticas, uma
das virtudes destes programas é a possibilidade de trabalhar simultaneamente com diferentes

registros de um mesmo objeto, sejam eles as representacdes tabular, grafica ou algébrica.
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3 Trigonometria e Funcoes Trigonométricas

Neste capitulo apresentamos um breve panorama histérico, acerca da trigonometria e das
funcdes trigonométricas, além de definir uma série de conceitos e propriedades que servirdo de

suporte tedrico ao leitor para a compreensao das discussoes e propostas deste trabalho.

3.1 Panorama histdrico

Atribui-se a civilizacdo grega a criacdo da Trigonometria. Seu surgimento é devido,
principalmente, aos problemas relacionados a astronomia, navegacao e agrimensura. Pode-se
citar os nomes de inlimeros matematicos gregos que contribuiram para o desenvolvimento da
trigonometria, como Aristarco, Euclides, Ptolomeu e Hipsiclo, contudo é creditado a Hiparco
(120 a.c) o titulo de fundador da trigonometria. Hiparco foi o primeiro a determinar com certa
precisao o nascer e o ocaso de varias estrelas, através da utilizacao de uma tabela de cordas.
Dentre suas principais contribuicdes, estd divisdo do circulo em 360°, que se deu a partir da
tabela de cordas por ele inventada. De acordo com Carvalho (2005), os matematicos gregos
nao usavam o seno de um angulo, e sim a corda de um arco duplo. Desse modo, se o angulo
AOB subtende o arco AB, a corda do arco duplo AC serd AC (Figura 1).

Figura 1 — Arco de um angulo

Fonte: Autor, 2020

Assim como os gregos, os hindus aplicaram a trigonometria principalmente a astronomia.
Porém a diferenca entre as duas civilizacbes estd no fato de que os astrénomos hindus
abandonaram as tabelas de cordas e adotaram as tabelas de senos. Com as conquistas
dos arabes, os mesmos acabaram incorporando a trigonometria dos hindus e dos gregos,

e introduziram a nog¢ao de tangente, cotangente, secante e cossecante. Os drabes foram
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responsdveis (indiretamente) pelo uso da palavra seno e ja conheciam a lei dos senos para
triangulos, sendo demonstrada em um trabalho do matematico Al-Biruni.

A partir do Renascimento, a trigonometria tomou um novo impulso, devido principalmente
a expansao maritima que necessitou do desenvolvimento da Cartografia e Topografia, além
da revisao dos dados obtidos na astronomia posicional, uma vez que o sistema heliocéntrico
de Copérnico passou a ser utilizado gradativamente. E importante destacar que inimeras

identidades trigonométricas foram descobertas nesse periodo, entre elas:
2 cos(A) cos(B) = cos(A + B) + cos(A — B).

Nota-se que através das investigacGes acerca das identidades trigonométricas, o estudo sobre
as relacdes funcionais tomou énfase. O estudo das curvas desenvolveu-se significativamente
a partir de Galileu (1564-1642), e com a descoberta da Geometria Analitica por Descartes
(1596-1650) e por Fermat (1601-1665). Ainda de acordo com o autor, a curva seno foi
introduzida por Roberval (1602-1675) em 1670, no livro intitulado Mecénica. Gradativamente
as fungdes trigonométricas passaram a ocupar um espac¢o na Matematica, de modo que nos
séculos XVIII e XIX elas se tornaram essenciais para a solucao de varios problemas relacionados
a Matemdtica e a Fisica, (CARVALHO, 2005).

Na secdo a seguir, definimos as principais razdes trigonométricas a partir de construcdes
geométricas, a principio, no tridangulo retangulo. A escolha por essa abordagem se justifica,
pela forma como que este contetdo é proposto no ensino bdsico, inicialmente limitado aos

triangulos e em seguida generalizado.

3.2 Razoes trigonométricas no triangulo retangulo

Para os resultados obtidos nesta secdo, bem como nas préximas utilizaremos os casos de
semelhanca apresentados a seguir, cujas demonstracoes encontram-se no livro de Geometria da
colecao do PROFMAT escrito por Antonio Caminha Muniz Neto-2013.

Proposicao 3.1. Sejam ABC e A’B’C’ tridangulos no plano, tais que:
AB BC AC
A'B’ B'C’ A'C’

Entdo ABC ~ A’B’C’, com a correspondéncia de vértices A «<— A’, B +— B’, C +— C’.
Em particular, A=A’, B=B’ e C = C’ (Caso LLL).
Proposicao 3.2. Sejam ABC e A’B’C’ tridangulos no plano, tais que:

AB  BC

——=——=keB=B’
A'B’ B'C

Entdo ABC ~ A’B’C’, com a correspondéncia de vértices A <— A’, B +— B’, C +— C’.

Em particular, A=A’ C=C'e % =k (Caso LAL).
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Proposicao 3.3. Sejam ABC e A'B’C’ tridngulos no plano, tais que:

~

A=A’eB=B"
Entdo ABC ~ A’B’C’, com a correspondéncia de vértices A «<— A’, B +— B’, C +— C’.
Em particular,

o 5C —
AB _ BC _ AC (Caso AA).
A/B/ B/C/ A/C/

Considere um angulo AOB = q«, tal que 0° < « < 90°, ao tracar a partir dos pontos

A1, Ay e As, os segmentos perpendiculares A1B;, A;By e A3B3, determinam trés triangulos.

Note que os tridngulos OA;B;, OA,By e OA3B3 , sdo semelhantes pelo caso AA (angulo,
angulo) (Figura 2).

Figura 2 — Razbes trigonométricas

B,

é(
Fonte: Autor, 2020.

Portanto, podemos escrever as seguintes relagoes:

AiBr  AsBy  AsBs

=k,
OA, OA; OA;

OB, OB, OB; .
OA, OA, OA;

L ABL_ ABy  AyBy
OB, OB, OB;

Usando as nomenclaturas usuais da trigonometria,

A1B; Cateto oposto
—— = - = sen «,
OA; Hipotenusa
OB, Cateto adjacente
= - = COS K,
OA; Hipotenusa



Capitulo 3. Trigonometria e Fungdes Trigonométricas 21

A1By Cateto posto

e, — = =tgx
"OB; Cateto adjacente &

Observe que as relacdes apresentadas dependem somente do dngulo « e nao dos compri-
mentos dos segmentos envolvidos. Cada razdo mencionada é uma funcdo de «, definidas no

intervalo (0°,90°) e possuem nomenclaturas especificas.

A vantagem do emprego das razoes trigonométricas e da semelhanca de triangulos, reside
na possibilidade de se calcular comprimentos inacessiveis, como a altura de um prédio ou a
distancia entre corpos celestes, além disso as fung¢des trigonométricas sao importantes para
o estudo de varios fenémenos fisicos, que serdo discutidos no Capitulo 4. Para facilitar a
compreensao dos resultados obtidos no capitulo sobre as aplicacoes, estenderemos o dominio
das fun¢des apresentadas anteriormente para o conjunto dos niimeros reais, através do ciclo

trigonométrico, o qual estudaremos na préxima secao.

3.3 Ciclo trigonométrico

Defini-se o ciclo trigonométrico como o circulo I" pertencente ao plano cartesiano, centrado
na origem O(0,0) e com raio igual a 1. Dado uma arco AP, sobre T e um nimero real
0 <t < 2m, diremos que o arco AP tem comprimento t radianos quando o comprimento do
percurso do ponto A ao P sobre o arco AP mede t, isto é, "esticando’" o arco AP obtemos
um segmento de reta AP cuja medida é exatamente t. Denotaremos o comprimento do arco
AP por mAP. Como consequéncia, temos que 27t radianos correspondem a 360°, sendo O a

medida em graus e t a medida em radianos de um mesmo arco, conclui-se que:

0 t
— = — (3.1)

360  2m
Com o objetivo de estender as fungdes trigonométricas para o conjunto dos niimeros reais,
introduziremos a funcdo de Euler que associa a cada nimero real mAP =t um ponto de T,

denominado imagem de t, dado por:.

EER—=>T
t — E(t) =P(x,y)

Fixemos o ponto A(1,0) do circulo I'. Vamos definir agora uma fun¢do de R sobre T,
chamada funcao de Euler, que associa a cada nimero real t um dnico ponto P da circunferéncia
I" do seguinte modo:

1) Se t =0, entdo P coincide com A;

2) Se t > 0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento t, no sentido

anti-horario, e marcamos P como ponto final do percurso;
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3) Se t < 0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento [t|, no sentido
horario. O ponto final do percurso é P.

A fungdo assim definida é chamada fungdo de Euler, ela serd denotada por E(t), usaremos
ela para estender a definicdo das funcdes trigonométricas ao conjunto do niimeros reais. Note
que a funcao de Euler satisfaz:

1) E(0) = E(2m) = A;

2) Restrita ao intervalo [0, 27t) é injetiva sobre T;

3) E(t + 2m) = E(t), para todo t real.

Figura 3 — Ciclo Trigonométrico

Fonte: Autor, 2020.

Dado qualquer ponto P(xp,yp) do circulo trigonométrico, usando as definicdes de seno e
cosseno temos , sen@ = 4> e cos© = %, consequentemente temos P(cos 0, sen @), onde o
angulo indicado esta em graus. Como pretendemos estender as funcdes trigonométricas para o
conjunto dos niimeros reais, convém representar o angulo em radianos. Chamamos a atencao
para o fato de que a medida do angulo coincide com o comprimento do arco correspondente,
pois o raio do circulo mede 1. A partir dessas informacbes pode-se concluir que se MAP = t,
entdo 6 =t radianos, portanto P(cost, sent).

E imediato que a definicdo apresentada coincide com as razdes trigonométricas obtidas no
tridngulo retangulo, quando 0 < t < § (primeiro quadrante). Além disso, é possivel concluir
que cos0 =1 e sen0 =0 (quando P = A), cos T =0 e senF = 1 (quando AQP é reto).

Decorrem dos resultados apresentados, duas relacdes importantes,

t
tgt = — , se cost # 0, (3.2)
cost

e sen’t + cos’t = 1. (3.3)
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Observando na Figura 3 que as coordenadas de P s3o os catetos do triangulo retangulo
cuja hipotenusa mede 1, conclui-se facilmente a relagdo (3.2). Quanto a identidade (3.3), pode
ser interpretada como uma consequéncia direta do teorema de Pitdgoras.

Antes de analisar separadamente os casos em que o ponto P estd em quadrantes distintos,
apresentaremos uma propriedade importante da fungdo E(t) que se refere a periodicidade. Uma
funcdo é periddica de periodo T, quando f(x + T) = f(x). Ao tomar um arco de comprimento
t > 27, serd necessario dar mais de uma volta no circulo, uma vez que seu comprimento é 2,
desse modo um ponto de I serd imagem de uma infinidade de nlimeros reais, que podem ser

escritos na forma,
t + 2k, k=0, £1, £2, ..., 0<t<2m

Refere-se aos niimeros da forma t 4+ 2k7t como as varias determinacdes do arco A/TD ou
seja, sao os inimeros pontos da imagem inversa de P. Ainda é comum dizer que t e t 4+ 2kmt
sdo cbngruos, uma vez que a diferencga entre eles é um mdltiplo de 27t (CARVALHO, 2005).
Segue que para k e t reais, E(t + 2km) = E(t), consequentemente sen (t + 2k7) = sent e
cos(t 4 2km) = cos't.

Decorre desse fato que as funcGes seno e cosseno sio periddicas com periodo 27, isto €, para
conhecer como essas fungdes se comportam na reta real, basta analisar seu comportamento no
intervalo [0, 27]. Desse modo restringiremos a andlise dessas fun¢des ao intervalo [0, 27|, que
corresponde a estudar as coordenadas de um ponto que realizou no maximo uma volta. As
funcGes seno e cosseno, por representarem as coordenadas de ponto, sofrem variacdo no sinal
de acordo com o quadrante em que se encontram. Mostraremos como determinar os valores

dessas funcdes, em qualquer quadrante, conhecidos seus valores no primeiro quadrante.

1. P estd no segundo quadrante, 5 <t <.

Figura 4 — mAP =t

Fonte: Autor, 2020
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Tracando por P uma reta paralela ao eixo das abscissas que intersecta o circulo I' em P’

(Figura 4), é possivel mostrar por semelhanca que os angulos AOP’ e POA’ so iguais,

ou seja MAP’ = mPA’ =m—t, portanto, sent = sen (m—t), cost = —cos(m—t)
e tgt = —tg(mt—1t). Justificamos os sinais das fun¢des, devido a posicdo do ponto P, por

pertencer ao segundo quadrante o ponto possui abscissa negativa e ordenada positiva.

2. P esta no terceiro quadrante, T < t < 37”

Figura 5 — mAP = t

Fonte: Autor, 2020

A reta 1 que liga que liga os pontos P e O, intersecta o circulo ' no ponto P’ (simétrico
de P). Como os angulos AOP’ e A’OP sio iguais, temos m//R-P\’ = mﬁ =t—m,
de onde se conclui que sent = — sen (t — ), cost = —cos(t — m) e tgt = tg(t — 7).
Assim como no caso anterior, os sinais das fun¢des variam de acordo com o quadrante

ocupado pelo ponto.

3. P esta no quarto quadrante, 37” <t < 2m.
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Figura 6 — mAP =t

Fonte: Autor, 2020

Tomando a reta 1 paralela ao eixo das ordenadas e que passa por P, obtemos o ponto
P’ que é a intersecdo de r com circulo. Nota-se que que os angulos AOP e AOP’
sao iguais, como consequéncia MAB’ = mBA = 27 — t, de modo que sent =
— sen (2t —t), cost = cos(2m —t) e tgt = —tg(2m —t). O processo empregado nos
trés casos é denominado "reducdo ao primeiro quadrante”, que permite concluir que os
valores absolutos das fun¢des trigonométricas estdo determinados pelos valores destas
funcdes no primeiro quadrante, isto é, conhecendo-se os valores assumidos pelas fun¢des

no primeiro quadrante, é possivel determinar os valores dos demais quadrantes.

3.4 Leis do seno e do cosseno

Nesta secdo encontram-se duas relagdes importantes da trigonometria, conhecidas como
leis do seno e do cosseno. A lei do cosseno, também conhecida como Teorema do Cosseno,
permite calcular a medida do terceiro lado de um triangulo conhecendo-se as medias dos outros
dois lados e a media do angulo formado por estes lados. A lei do seno estabelece uma relacao
entre a medida do lado de um tridangulo e o seno do angulo oposto a esse lado, de modo que
a razao entre tais medias é sempre constante. A seguir apresentamos a demonstracdo das

referidas leis.

3.4.1 Lei do cosseno

Seja ABC um triangulo qualquer com lados a, b e ¢, iremos mostrar que,

a? =b? + 2 —2bc - cos A (lei do cosseno).
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. Para demonstrar a identidade anterior, devemos considerar os dois casos a seguir:

1. A é agudo, 0 < A < 90°

Figura 7 - A < 90°

B

T H b—x

Fonte: Autor, 2020

Tracemos a altura BH = h relativa ao lado AC = b. Fazendo AH = x, temos os
triangulos retangulos BHC e BHA representados na Figura 7. Pelo Teorema de Pitdgoras

segue que,

a®> = h*+(b—x)?
=a’ = h*+b*—2bx+x?

=c? = ¥*+hPeh?=c2—x
substituindo na segunda igualdade temos:
a? = b? + c? — 2bx.

Sendo,
~ X ~
COSA = — & X =C-CosA,
c

Segue que a®> = b% + c? — 2bc - cos A, como queriamos mostrar.
gue q q

2. Aé obtuso, A > 90°
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Figura 8 — A > 90°

Fonte: Autor, 2020

De modo andlogo ao caso anterior, tracamos a partir de B a altura do triangulo ABC, relativa
ao lado AC. Fazendo HA =x e BH = h, temos no tridngulo BHC (Figura 8):

> = h*+(b+x)?
= a®> = h*+b”+2bx+x"
Como o tridngulo ABH é retangulo, temos:
2=x?+h? <= h>=c?—x%
Substituindo na igualdade acima, obtemos:

a2 = A2—x2+Db2+2bx+x%?

= a? = b2+c?+2bx.

Sabendo que x = c-cos(BAH) = c-cos(180° —A), devemos lembrar que cos(180° —A) =

A

—cos(A), portanto,
x = —ccos(A) = a® = b2+ ¢ — 2bc cos(A).

Para o caso em que A = 90° é imediado pelo Teorema de Pitdgoras, logo concluimos que a lei

do cosseno é valida para qualquer angulo analisado.

3.4.2 Lei do seno

Antes de apresentarmos a lei dos senos, faz-se necessario mencionar um resultado que

relaciona a medida de um angulo inscrito em uma circunferéncia com o arco correspondente.

Proposicao 3.4. Se AB e AC sdo cordas de um circulo de centro O, entdo a medida do

angulo inscrito Z/ZBAC é igual a metade da medida do angulo central ZBOC correspondente
(MUNIZ NETO, 2013).
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Para demonstrar a lei dos senos, vamos considerar um triangulo ABC inscrito em um uma

circunferéncia de raio r (Figura 9).

Figura 9 — Triangulo inscrito na circunferéncia

c

>

¢

A

Fonte: Autor, 2020

Tomando o ponto E simétrico a B em relagdo ao centro do circulo, temos o tridngulo
retangulo ABE cuja hipotenusa mede 2r. Pela Proposicao 3.4, a media do angulo BAE ¢ igual
a metade do angulo central correspondente, logo BAE = 90°. Além disso, os angulos BEA e
BCA subtendem o mesmo arco ATS portanto sdo congruentes. Analisando o angulo BEA,
temos:

. c A c
senE = — <= senC = —,
2r 2r

logo, 2r = ~.
sen C

Repetindo-se o processo para os vértices A e C, obtemos a lei dos senos:

b
© = =% _—or

sen C sen B sen A
A partir das leis apresentadas é possivel deduzir as expressoes que permitem calcular as

funcdes trigonométricas da soma (a+b) e da diferenca (a—b) de dois nimeros reais quaisquer
a e b, cujas fungdes sdo conhecidas previamente nos pontos a e b. Para determinar essas
expressdes vamos utilizar a relagdo que fornece a distancia entre dois pontos no plano (x1,y1)

e (x2,Y2), dada por:

d= /(0= %) + (1~ y2)* (34)

Para mostrar que cos(b—a) = cos b-cos a+ senb- sen a, tomemos dois arcos m(/ATD) =a

e m(@) = b, pertencentes ao circulo unitério (raio mede 1 u.c), como indicado a seguir na
Figura 10.
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Figura 10 — Cosseno da diferenca

Q (cos b, senb)

P(cosa, sena)

Fonte: Autor, 2020

Na Figura 10, temos o tridangulo OPQ, sendo que o angulo POQ mede b — a. Podemos
relacionar a lei dos cossenos com a expressao que fornece a distancia entre pontos, através do

segmento m de modo que:

=2
PQ" = cos’b—2cosb-cosa+cos’a+ sen’b —2senb- sena+ sen’a

= 2—2-cos(b—a). (3.5)

Note que cos’b + sen?b = 1 e cos?>a + sen’?a = 1, fazendo os devidos ajustes na

igualdade (3.5) obtemos a expressdo que fornece o cosseno da diferenga de dois arcos:
cos(b—a) =cosb-cosa+ senb- sena.

Para obter o cosseno da soma, basta lembrar que cos(—a) = cosa e sen(—a) = — sena.

Fazendo cos(b + a) = cos(b — (—a)), temos:
cos(b — (—a)) =cosb - cos(—a) + senb - sen(—a).

Decorre das igualdades citadas anteriormente, a relacao para o cosseno da soma de dois
arcos:

cos(b+a) =cosb-cosa— senb - sena.

O seno da soma de dois arcos, pode ser calculado tomando-se os arcos de medidas % —a

e b. Ao substituir esses arcos na expressao anterior, obtemos:

cos ((g — a) — b) = cos (g — a) -cosb + sen <g — a> - senb. (3.6)
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Sabendo-se que cos(5 —x) = senx e sen (5 —x) = cosx, decorre da manipulagdo

algébrica da igualdade (3.6), a relagdo que fornece o seno da soma:
sen(a+b)= sena-cosb+cosa- sena.

O seno da diferenca, é facilmente determinado ao tomar os arcos de medias a e —b e fazer
a substituicdo na expressdo anterior. As férmulas apresentadas serdo lteis para a obtencdo das

expressoes que descrevem os fendmenos periddicos discutidos no Capitulo 4.

3.5 Funcoes trigonométricas

Nesta secdo encontram-se as principais caracteristicas das fun¢des trigonométricas (seno,
cosseno e tangente), como dominio, imagem, periodo e suas representacdes graficas, além

discutir como os parametros influenciam no comportamento das funcoes.

Definicao 3.1. Defini-se a fungdo seno, como a fun¢do f : R — R, que a cada nimero real x

associa o seno de x.

Como ja mencionado, a fungdo seno € periddica e tem periodo 271, de modo que sua imagem
corresponde ao intervalo [—1, 1], ou seja Im(f) = [—1, 1]. Quanto a fungdo cosseno, ¢ definida
como a fun¢do g : R — R, que associa a cada niimero real x o cosseno de x. Em termos de
caracteristicas, as duas funcbes possuem o mesmo periodo e suas imagens estao definidas no
mesmo intervalo, porém apresentam paridades diferentes. A fun¢do seno é dita impar, pois
para todo x € D(f), tem-se f(x) = —f(—x), j a fungdo cosseno é par, com g(x) = g(—x). A

seguir é possivel visualizar as caracteristicas mencionadas, por meio dos graficos das fungdes.

Figura 11 — Gréficos das funcoes

Fonte: Autor, 2020

Na Figura 11, a curva preta corresponde ao grafico de f(x) = sen (x) e curva vermelha
representa o grafico de g(x) = cos(x), sendo que x estd expresso em radianos. Nota-se que

- ~ p ~ L
o grafico da funcdo cosseno é congruente ao da fungdo seno transladado — unidades para a

s .
esquerda, em outras palavras temos que cos(x) = sen (x + 5) pode-se verificar tal resultado
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utilizando o seno da soma de dois arcos. A partir dessa observacao, somos motivados a discutir
as variacoes que ocorrem nos graficos das fungdes trigonométricas, ao manipularmos alguns
parametros.

Muitos fendmenos periédicos sdo modelados por fungdes do tipo f(x) = a+b- sen (cx+d)
e g(x) = a+b-cos(cx + d), sendo a, b, ¢ e d nimeros reais com b # 0 e ¢ # 0. Tais
parametros influenciam diretamente o comportamento da funcdo trigonométrica e representam
determinadas caracteristicas do fendomeno estudado, como veremos a seguir.

e O parametro a translada o grafico da funcdo em |a| para cima se a > 0, ou para baixo
se a < 0. Em sintese, a constante a é responsdvel por alterar a imagem da funcdo. Na Figura
12, as fungdes f(x) e m(x) equivalem a h(x) transladada duas unidades para cima e duas

unidades para baixo, respectivamente.

Figura 12 — Parametro a

¥

flx) = 24 sen(x)

mix) = —2 4 sen(x)

Fonte: Autor, 2020

e O pardmetro b amplia verticalmente o gréfico da fun¢do (aumenta o intervalo da imagem)
se [b| > 1 e comprime verticalmente (diminui o intervalo da imagem) se |[b| < 1. Assim como
a constante a, b altera a imagem da func3o e tem rela¢do direta com a amplitude (A) de um

fendémeno periddico, sendo A = [b| (Figura 13).

elm(f) = [1,3]
elm(h) = [-1,1]
slm(m) = [—3, —1]
o ™2 ™ 32 o 2T a2 3 Tz
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Figura 13 — Parametro b

glx) = 3-cos(x)

elmg) =[—3.3]
elm(f) =[—1,1]
11

elm(h) = [—2. 2]

f(@) = cos(x)

3

Fonte: Autor, 2020

e A constante c é responsavel por alterar o periodo (T) da fun¢do por meio da equagdo
27 : . , ~
T= T Nota-se que, quanto maior for o valor |c|, menor serd o periodo da funcdo. Em contra
c
partida, o mesmo aumenta a medida que |c| reduz (Figura 14). O periodo pode ser obtido,
através do grafico, tomando-se a distancia entre dois valores de maximo consecutivos ou dois
valores de minimo consecutivos, em outras palavras, o periodo equivale ao comprimento de

uma onda, como veremos no Capitulo 4.

Figura 14 — Parametro ¢

f(z) = sen(z) glx) = sen( l)r)

e /

14 - [
- ~ -7 S
- N - ™
e ~ s
£
0 N ’
7/ 0 2 N amz s En ami2
e ~ £
e ~ s
~
N /’ ST

h(x) = sen(3x)

/)

T2 ul
-
- -

~
~
™)
ELEN
~
~
~

o Ty=2m

o T, = dm

2

3 o Th= ”

3

Fonte: Autor, 2020

e A constante d, também conhecida como angulo de fase, translada o grafico da funcdo

d . d . d
em |—| unidades para a esquerda se — > 0, ou para a direita se — < 0.
c c c
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Figura 15 — Parametro d

g(x) = cos(x — )

h(x) = cos(x + ;r)

Fonte: Autor, 2020

Nota-se que na Figura 15, que a curva azul equivale ao grafico da fung¢do f(x) = cos(x)
transladada g unidades para a esquerda, enquanto a curva vermelha corresponder a uma
translacdo de 7t unidades para a direita. Além disso, verifica-se que as demais caracteristicas
(periodo, imagem, dominio e amplitude) foram conservadas nas trés fun¢des.

Exibiremos algumas propriedades da funcdo tangente, bem como sua definicao, porém
omitiremos a andlise dos parametros apresentados, pois o grafico dessa fungdo sofre variacoes
semelhantes as discutidas anteriormente. Lembramos que a tangente é dada razio:

sen (x)

te(x) = cos(x)

Portanto a fungdo g(x) = tg(x) sé tem significado no conjunto D = {x € R\ x #
T . : . . ~

k7t + 5; k € Z}. A partir das informacdes apresentadas até momento sobre as funcdes seno e
cosseno, é possivel deduzir o comportamento da funcdo tangente. Nos quadrantes impares
g(x) € positiva, dado que o seno e cosseno possuem o mesmo sinal e nos quadrantes pares a
funcao é negativa, pois seno e cosseno possuem sinais distintos.

A partir do seu grafico (Figura 16), verifica-se que que a fungdo tangente é crescente em

. / . . y . s Tt

todo seu dominio, além disso possui periodo igual a 7t e assintotas em x = k7t + 5 Quanto a

paridade, g(x) é impar, uma vez que:

sen (—x)  — sen (x)

te(—x) = cos(—x)  cos(x)

Portanto,
tg(—x) = —tg(x)
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Figura 16 — Grafico da fungdo g(x) = tg(x)
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Fonte: Autor, 2020

Normalmente, as func¢des trigonométricas sdo apresentadas de forma estatica e simplificada.
Como o principal recurso do professor, ainda é o quadro branco a constru¢do do grafico
é realizada através de alguns pontos determinados previamente. Esse método impede a
manipulagdo direta do grafico e consequentemente dificulta a compreensdo das transformagdes
sofridas pelo mesmo. E recomendado que o professor e os estudantes disponham de algum
recurso que permita a manipulacao dos parametros apresentados, como o Geogebra, que
minimiza o tempo gasto em sala de aula e contribui para a aprendizagem.

As funcdes trigonométricas discutidas s3o objetos centrais no estudo das séries de Fourier,
que s3o usadas para representar funcGes periddicas complexas que descrevem o comportamento
de fendmenos fisicos através das funcdes seno e cosseno. Jean-Baptiste Joseph Fourier foi um
matematico e fisico francés, que destacou-se por seu estudo sobre a decomposicdo de funcdes
periddicas em séries trigonométricas simples, denominadas séries de Fourier.

O desenvolvimento tecnoldgico, acompanhado do surgimento de computadores de alta
capacidade de processamento, possibilitou a analise e apuracao de dados, por exemplo, no
processamento de imagens digitais e sons, que por sua vez exige o emprego da Transformada

de Fourier:

T(z) = % + Z [an - COS (?) + by - sen (n—zxﬂ

n=1

A transformada de Fourier representa a soma de uma série de ondas, com diferentes
amplitudes, frequéncias e fases. A constante L corresponde ao periodo da fungdo, ay, a,, e by,
(n € N) s3o denominados coeficientes de Fourier. O leitor pode encontrar o método para a

obtengdo de tais coeficientes em Santos (2004).
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4 Fenomenos Periddicos

No presente capitulo, apresentamos alguns exemplos de fenémenos periddicos, buscando
relaciona-los com as fung¢des trigonométricas. Como o préprio nome sugere, diz-se que um
fendomeno é peridédico quando o mesmo se repete em um dado intervalo de tempo. Cita-se
como exemplo a passagem dos dias, que ocorre em um intervalo de aproximadamente 24
horas. Geralmente esses fendmenos s3o modelados através de fun¢des trigonométricas, que
permitem antever com certa precisao o comportamento de um evento. A seguir descrevemos
quatro exemplos de fendmenos periédicos: movimento harménico simples (MHS), movimento

ondulatério e movimento circular.

4.1 Movimento Harménico Simples (MHS)

O movimento harmonico é o movimento periédico mais simples, contudo ndo é o menos
importante. O MHS é muito comum, estando presente no movimento de gangorras, péndulos,
molas, entre outros. Por essa razdo o movimento harmonico simples é um importante exemplo
da aplicagdo das leis da mecdnica (MARQUES, 2012). Um corpo efetua um movimento
harmonico simples, quando oscila periodicamente em torno de uma posicdo de equilibrio,
descrevendo uma trajetdria retilinea. Passaremos a descrever o sistema massa-mola, que
comporta-se como um oscilador harménico simples. De acordo com Marques (2012) uma
particula que encontra-se em um MHS, estd sob a acdo de uma forca elastica, que é proporcional

ao deslocamento x e representada por:
F(x) = —kx. (4.1)

A constante k é denominada constante elastica, e varia de acordo com o material que

constitui o objeto. Na Figura 17, apresentamos uma ilustracdo para o sistema massa-mola.

Figura 17 — Sistema massa-mola

0.400 m
Constante Elastica 1: 200 N/m | Forca Aplicada 1: 80N

100 500 1000 -100 0 100
(< gL > L L L Iy ]

Fonte: Autor, 2020
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Note que quanto maior for o valor de k, o objeto apresentara maior resisténcia a deformacdo
e consequentemente serd necessario uma forca de maior intensidade. Além disso a forca
aplicada ao sistema e a forca eldstica possuem a mesma direcdo e sentidos contrarios. E
possivel estabelecer uma relacao entre a Lei de Hooke e a segunda Lei de Newton, de modo
que:

F=ma = —kx =ma. (4.2)

Sendo que m corresponde a massa do corpo que sofre a acao da forca e a se refere a
aceleragdo adquirida pelo corpo. A solugdo geral para a equagdo (4.2), pode ser representada

através da funcao trigonométrica:
x(t) = A cos(wt + 0p). (4.3)

Onde A e w s3o numeros reais positivos, de modo que A é denominado amplitude do
movimento e w corresponde a frequéncia angular. O leitor pode encontrar a demonstracao do
resultado 14 consultando Negrini (2000). Usando a ultima igualdade e relagdes trigonométricas

vistas na secdo anterior obtemos a seguinte igualdade:

x(t) = Alcos(wt) cos(By) — sen (wt) sen (0y)].

Recorrendo-se a técnicas de derivacao, é possivel encontrar as fungdes que descrevem a

velocidade (v(t)) e a aceleragdo (a(t)) do movimento, de modo que:
v(t) = —Aw sen (wt + 0y),

a(t) = —w?A cos(wt + 0p).

Como esta dissertacao é uma proposta voltada para o ensino bdsico, as demonstracdes das
expressoes apresentadas serdo omitidas, pois exige um certo conhecimento acerca das equagdes
diferenciais e de Calculo, que sao abordados nos cursos de ensino superior.

A seguir iremos caracterizar os parametros, presentes na equa¢do (4.1). Devemos notar
que a fungdo assume valor maximo quando x(t) = A e valor minimo quando x(t) = —A (pois
—1 < cos(wt + 0y) < 1), portanto o pardametro A é denominado amplitude do movimento.
O termo wt + 6, é denominado fase do MHS, de modo que a constante 0,(rad) é a fase
inicial, e pode ser determinada a partir das condicdes iniciais do movimento. A constante w

corresponde a frequéncia angular do movimento, e depende da massa da mola e da constante

[k
w=1/—.
m

Como ja mencionado, o movimento harménico simples é periddico, portanto vale as seguintes

eldstica:

relagOes, para o intervalo de tempo T conhecido como periodo.

x(t+T) =x(t),
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v(it+T) =v(t).

Da equagdo (4.1) e da condi¢do para que um movimento seja periddico, é possivel determinar

o periodo do MHS:
cos(wt + wT + 0y) = cos(wt + 6y),

sen (wt + wT 4 0y) = sen (wt + Oy).

As condicGes apresentadas s3o satisfeitas, para os valores de wT tais que:
wT = 2m.

Portanto, o periodo do movimento é representado por:

27 m
T=—=2m/—.
w T k

Como a frequéncia é o inverso do periodo, conclui-se que:

1 w 1 k

f=—=— —

T 271251 m

A partir das relacGes obtidas, concluimos que a frequéncia e o periodo do oscilador harmonico

dependem somente da massa da particula e da constante eldstica k.

4.2 Movimento ondulatdrio

O movimento ondulatdrio caracteriza-se por transportar informacdes e energia entre sistemas
fisicos, através da propagacdo de ondas. As ondas sdo pertubag¢Ges que se propagam no vacuo
ou em meios materiais, e podem ser classificadas em ondas mecanicas e n3ao-mecanicas
(BONJORNO, 2003). Ondas mecanicas necessitam de um meio para se propagarem, por
exemplo, as ondas sonoras, ondas em uma corda e as ondas que se formam na superficie de
um lago. As ondas ndo-mecanicas nao necessitam de um meio material para se propagarem,
como por exemplo a luz e as ondas eletromagnéticas.

Passaremos a estudar um tipo especial de onda, denominado onda harmdnica unidimensional,
cujo comportamento pode ser descrito por fungdes do tipo seno ou cosseno. Uma onda
harmonica pode ser produzida, por exemplo, ao mover verticalmente uma das extremidades de
uma corda, enquanto a outra extremidade encontra-se fixa. Apds algumas oscilagdes a corda
passara a se mover periodicamente, com um aspecto senoidal, como pode ser identificado na
Figura 18.
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Figura 18 — Onda em uma corda.

Direcéo de
————————Jp propagagéo
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Fonte: NICOLAU, 2020, p.1

Os pontos A e B sdo denominados cristas da onda, e correspondem aos pontos de maximo,
quanto aos pontos C e D recebem o nome de vale e estdo relacionados aos pontos de minimo.
A constante A é denominada comprimento da onda, e equivale a distancia entre duas cristas ou
dois vales sucessivos. Assim como no MHS, a amplitude da onda é representada pela contante
a e corresponde a distancia entre a crista e o ponto de equilibrio.

Pode-se verificar que uma onda harmonica percorre distancias iguais para um mesmo
intervalo de tempo (periodo da onda). A partir desse fato, conclui-se que a velocidade de
propagacao da onda é constante e sé depende das propriedades fisicas do meio de propagacao.

V=T (4.4)

De modo anilogo ao MHS a frequéncia da onda é o inverso da periodo. Além disso,

defini-se uma constante k, denominada nimero da onda e representada pela expressao:
k=—. (4.5)

Para determinar a equacao, iremos considerar uma onda que se propaga na direcdo do eixo
das abscissas com sentido positivo, como ilustra a Figura 18. A medida que a onda se propaga
pela corda, cada um de seus pontos executa um movimento harmonico, com frequéncia igual a
da fonte. A oscilagdo dos pontos é descrita pela fungdo a seguir, sendo A e w ndmeros reais
positivos:

f(x,t) = A sen (kx — wt).

Dentre as ondas mecanicas, certamente as ondas sonoras sao as mais comuns no cotidiano.
Elas s3o classificadas como ondas longitudinais, pois as moléculas constituintes do meio se
aproximam e se afastam uma das outras de forma alternada, através de um processo de
compressao e descompressao. Em decorréncia desse fato, as ondas sonoras sao consideradas
ondas de pressdo, por exemplo, quando um musico toca um violdo, a vibracdo das cordas

produz alternadamente compressoes e rarefacdes do ar, ou seja, produz variagdes de pressao
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que se propagam através do meio. As ondas sonoras podem apresentar caracteristicas distintas,
que levam a classificagdo do som, quanto a: altura, intensidade e timbre.

A altura do som se refere a sua frequéncia, de modo que sons com grandes frequéncias
sao ditos agudos, por sua vez aqueles que apresentam menores frequéncias sdo classificados
como sons graves, os seres humanos s3o capazes de perceber somente sons entre 20 Hz e
20.000 Hz. A intensidade do som diz respeito a quantidade de energia que a onda sonora
transporta e esta relacionada com amplitude da onda sonora, sendo sua unidade de medida
no Sistema Internacional de Unidades, o "bel”’. Os sons mais intensos sdo chamados de sons
fortes, enquanto os de baixa intensidade sao denominados sons fracos.

O timbre é a propriedade do som que permite distinguir uma fonte sonora de outra, apesar
de estarem a produzir sons com a mesma frequéncia e intensidade, por exemplo é possivel
distinguir a nota musical "dé" produzida por um piano e por um violdo, apesar das notas
apresentarem a mesma intensidade, possuem timbres diferentes. O timbre de uma fonte sonora
é representado por uma onda complexa, que é a soma de uma onda fundamental (som puro,
ou simples, como o produzido por um diapasdo) e sons harménicos (SOARES, 2011). A seguir

apresentamos a representacdo algébrica e grafica (Figura 19) de uma onda complexa:

P(t) = sen(t) + 0.7 sen (2t) + 0.8 sen (4t) — 0.6 sen (7t).

Figura 19 — Onda Complexa

Fonte: Autor, 2020

A soma das ondas senoidais é chamada de sintese de Fourier e a decomposi¢cdo da onda
complexa em suas componentes é conhecida como analise de Fourier, além disso o grafico das
amplitudes das ondas senoidais que formam a onda complexa recebe o nome de espectro de
Fourier. Nota-se que assim como suas componentes, a onda complexa também é periddica.

Na préoxima secao apresentamos o movimento circular, destacando as principais variaveis

que auxiliam no seu estudo.
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4.3 Movimento Circular Uniforme

No movimento circular uniforme (MCU), o corpo descreve uma trajetéria circular com
velocidade constante. Isaac Newton foi o primeiro a analisar esse movimento do ponto de
vista da dinamica, constatando, por exemplo, que a Lua executa um movimento quase circular,
observacao que contribuiu para que estabelecesse a Teoria da Gravitacao Universal.

Como os demais fenémenos periddicos, o MCU apresenta varidveis, dentre as quais citamos
o periodo (tempo, em segundos, gasto para que uma particula execute uma volta completa), a
frequéncia (quantidade de voltas, em que particula executa a cada segundo, sua unidade no SI
é o Hertz), velocidade angular (taxa de variagdo pela qual o dngulo se altera em fun¢do do

tempo) e velocidade escalar (taxa pela qual o espago muda em fun¢do do tempo).

Figura 20 — Movimento circular uniforme

AS

Fonte: Autor, 2020

Na Figura 20, representamos uma particula que realiza um deslocamento (AS) do ponto
B ao ponto A, ao londo de um circunferéncia de raio R. A velocidade escalar (v) é dada
pela razdo entre o deslocamento e o intervalo de tempo, de modo que é sempre contante.
A velocidade angular (w), por sua vez, é obtida dividindo-se o deslocamento angular pelo
intervalo de tempo. Destacamos que AS e R devem estar na mesma unidade de medida e o
deslocamento angular em radianos.

E comum nos depararmos com situacoes didrias que descrevem um movimento circular,
uniforme ou n3o, como por exemplo, os ponteiros de um reldgio, os pneus de um automovel,
as hélices de um ventilador e o0 movimento realizado por uma roda-gigante. Com o objetivo de
exemplificar com mais clareza, analisaremos o ultimo exemplo.

A maior roda-gigante da América Latina estd localizada no Rio de Janeiro, possui 88 metros
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de altura e realiza uma volta completa em 18 minutos, além de conter 54 gdndolas®. A partir
dessas informag¢oes obtemos a velocidade escalar e a velocidade angular da roda-gigante " Rio
Star”, para isso devemos considerar que sua altura equivale ao seu didmetro, ou seja, no ponto

de embarque a gondula encontra-se a zero metros de altura (Figura 21)

Figura 21 — Roda-gigante Rio star
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Fonte: Autor, 2020

Analisando a Figura 21, verifica-se que a roda possui raio igual 44 m, portanto, seu

comprimento é:
AS=2-m-44

= AS = &8t m.

Como a roda leva em média 18 minutos para realizar uma volta completa, temos que
seu periodo é T = 1080s. A partir das expressoes presentes na Figura 20, determinamos a

velocidade escalar e angular:

887
=—=02
v 1080 0.256 m/s,
2t
e, w = Tos0 = 0.006 rad/s.

Observando o deslocamento das gondolas da roda-gigante, constata-se que as mesmas
executam um movimento periddico, portanto é possivel encontrar uma fungdo trigonométrica

do tipo f(x) = a+ b - sen(cx + d), que relaciona a altura de uma géndula com o tempo.

1 Em: jhttps://agenciabrasil.ebc.com.brj. Acesso em: 14 de maio de 2020
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Encontramos os parametros da funcdo através dos passos apresentados na Secdo 3.5, cujas

representacoes algébrica e grafica sao:

27x 277t>
=44+ 44 - —F+ — .
f(x) + sen ( 13 + 13
: 2 27
Figura 22 — Gréfico da fungdo f(x) = 44 + 44 - sen (% + 1—;)
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Fonte: Autor, 2020

Ressaltamos que a fungdo sé tem significado para x > 0, uma vez que a variavel refere-se
ao tempo de rotacdao. Na Figura 22, verificamos que a fun¢do possui um valor de maximo para
t = 9min e um valor de minimo para t = 18 min, momento em que uma gondula atinge a

maior altura e menor altura respectivamente.
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5 Propostas de atividades interdisciplinares

Neste capitulo propomos quatro atividades, que podem auxiliar no ensino da trigonometria e
principalmente das fungdes trigonométricas. Além dos exemplos de aplicacdes desses contelidos,
apresentamos em cada tépico um problema e sua resolugcao. Levando em consideracao que
uma parcela significativa dos estudantes chega ao ensino médio sem ter os conhecimentos
prévios para o estudo dos contetidos contemplados nas matrizes de referéncia, sugerimos a
apresentacdo das fungdes trigonométricas através de situagdes praticas. A seguir apontamos os

encaminhamentos metodoldgicos e possiveis discussoes em sala de aula.

5.1 Atividade 1: Relac3o entre objeto e sombra

TEMA: Razdes trigonométricas
CARGA HORARIA: 2 horas-aula

OBJETIVOS: Compreender as razGes trigonométricas através de comprimento de segmentos

e perceber que a soma dos angulos internos de triangulo é igual a 180°.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS: Para a realizacao desta atividade, sugerimos
que o professor solicite aos estudantes que baixem o aplicativo Geogebra, que encontra-se
disponivel na Play Store. Além disso, serd necessario o uso de instrumentos de medida como

régua e fita métrica.

No primeiro momento é interessante que o professor deixe que os estudantes escolham
livremente um objeto para ser medido, contanto que o mesmo tenha sombra e que seja
perpendicular ao plano horizontal em que se encontra. O professor deverd propor aos estudantes
que escolham um objeto presente no espaco escolar, em seguida deverao medir o comprimento
desse objeto e o comprimento de sua sombra, fazendo os devidos registros no caderno ou outra
fonte. Apds todos os estudantes obterem as medidas, o professor devera solicitar que realizem
a divisao da medida do comprimento do objeto pela medida da sombra, em seguida a divisao
inversa.

Sugerimos que os estudantes representem as situacdes através de um tridngulo que poderd
ser construido no caderno ou no Geogebra, porém é interessante que tanto o professor
quanto os estudantes conhecam previamente o aplicativo. Apds a construcdo dos triangulos
o professor deverd solicitar que os alunos digitem na caixa de entrada do aplicativo a fungao
arctg(arcotangente) utilizando separadamente os resultados obtidos nas divisGes entre as
medidas. O professor podera fazer no quadro uma tabela com as informagdes obtidas durante os

momentos, em seguida propor alguns questionamentos que suscitarao algumas discussoes, como

. objeto sombra _
por exemplo, qual ao valor obtido da soma arctg (Sombm) + arctg (—ob].eto ) Espera-se

que a turma perceba que a soma resultard em um valor muito préximo de 90°, a partir desta
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percepcao o professor terd a oportunidade de explicar para a turma que as parcelas da soma
indicada anteriormente, correspondem aos angulos agudos do triangulo retangulo desenhado
por eles. O professor pode perguntar qual seria o resultado obtido ao somar todos os angulos
do tridngulo, sabendo-se que um deles necessariamente mede 90°. Espera-se que os estudantes
concluam que a soma corresponde a 180°.

Utilizando um dos tridangulos elaborados pelos estudantes, o professor podera iniciar a
apresentacdo das fungdes trigonométricas (seno, cosseno e tangente). E interessante que sejam
as razoes obtidas na atividade sejam relacionadas com a tangente do angulo, além de explicar
que a funcdo arcotangente corresponde a funcdo inversa da tangente. Em um momento
oportuno deve ser retomado o estudo das fun¢bes trigonométricas inversas, fazendo o devido

aprofundamento do tema. A seguir descrevemos um exemplo, com o intuito de nortear o leitor.
Passo 1:

Dado uma garrafa cujo comprimento e sombra medem 19 cm e 12,5 cm. Na caixa de
entrada do aplicativo geogebra, deve-se digitar o comando arctg(x), sendo x a razdo entre as
medidas obtidas no passo anterior. O procedimento deve ser realizado duas vezes, invertendo-se
a ordem das fra¢des.

Figura 23 — Janela de visualizagao

19 .
v = arctg 15 :

O
—+ 56.659292653523°
3 = arctg(12'5> :
v 19 ’
O
— 33.340707346477°
+

Fonte: Autor, 2020.

A atividade desenvolvida aborda somente a operaciao de tratamento, cujo custo cognitivo é
inferior em relacdo as situacGes que envolvem a conversao entre registros, sendo assim espera-se

que a maior parte dos estudantes tenha éxito.
Passo 2:

Com as medidas obtidas anteriormente, construimos um triangulo retangulo, de modo que

os catetos representam o objeto e sua sombra.
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Figura 24 — Triangulo
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Fonte: Autor, 2020.

Sugerimos que o tridangulo seja construido manualmente, utilizando-se régua e compasso, e
posteriormente no Geogebra. Desse modo os estudantes podem comparar os valores encontrados

e analisar o grau de precisao.
Passo 3:

Comparando as etapas anteriores, conclui-se que os valores obtidos no Passo 1 correspondem
aos angulos agudos do triangulo construido no Passo 2. Além disso, constata-se que os angulos
« e [3 sdo complementares. A partir das construcdes, o professor pode dar continuidade ao

estudo das func¢des trigonométricas.

5.2 Atividade 2: Estudo das marés

TEMA: Funcoes periddicas e marés
CARGA HORARIA: 2 horas-aula

OBJETIVOS: Associar o comportamento das marés com as funcdes trigonométricas,

identificando suas caracteristicas (ponto de maximo, minimo, amplitude e periodo).

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS: Nesta atividade propomos o estudo do
comportamento das marés, relacionando com as funcdes trigonométricas. Portanto, sugerimos
que a turma ja conheca as funcdes seno e cosseno , inclusive as representacoes graficas. Para

a realizagdo da proposta, recomenda-se que a turma tenha conexdo a internet (laboratério ou
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aparelho de celular), para que sob a orientagdo do professor acessem o site "tdbua de marés”.

Apresentamos a seguir, alguns caminhos que o professor podera usar para executar a proposta.

Passo 1:

O professor deve solicitar que os estudantes (individualmente ou em grupo) acessem o site

"tdbua de marés” e localizem a tabela de marés.

&’- TRBURDEMRRES

Figura 25 — Tabela de marés

MARES DE SALVADOR

9@ SALVADOR

abril de 2020

oa | @ ATIVIDADE MEDIA
12 MARE 23 MARE ‘ 3° MARE ‘ 42 MARE COEFICIENTE
1 Qua ' 5:39 17:36 2:47  o7m 9:07 16m A 1527 o7m ¥ 2210 16m 37 baixo | @@
2 Qui ) 5:39 17:36 430  o7m 1056 16m A 1714 o06m ¥ 23147 17m 42 baixo | @ @
3 Sex ) 5:39 17:35 5:59 06m 1221 18m Ao 1832 o5m ¥ 55 médio
4 Sab ) 5:39 1734 | 054  18m 658 o04m ¥ 1318 21m A 1926 o02m 72 o >
5 Dom L ) 5:39 17:34 1:44 21m 7:45 02m ¥ 1406 23m A 20:13 o00m 89 alto -
6 Seg ) 5:39 17:33 2:28 23m 8:29 0om ¥ 1450 25m A 20:57 01m 104 muito alto i
7 Ter 5:39 17:33 | 310 24m 911 ©01m ¥ 1533 26m A 21:40 01m 113 muito alo - G
8 Qua ( 5:39 1732 | 352 24m 953 02m ¥ 1616 26m A 2223 o1m 116 muito alo - G
9 Qui ( 5:39 17:31 435 24m 1036 02m ¥ 1700 26m A 2306 01m 111 muito alto g o
10 Sex ( 5:39 17:31 518 23m 1119 01m ¥ 1744 25m A 2349 o01m 99  muito altp
11 sab ( 5:39 1730 | 6:00 22m 1203 oom ¥ 1829 23m A 84 alto
12 Dom ( 5:40 17:30 034 o02m 6:45 21m A 1250 o2m ¥ 19:16 21m 67 medio | @y
13 Seg ‘ 5:40 17:29 121 o4m 7:34  1sm A 1342 o0am ¥ 2011 18m 51 medio | w3 @
14 Ter ‘ 5:40 1728 | 219 o0sm 836 17m A 1451 esm ¥ 21:26 17m 39 baixo | @@
15 Qua ‘ 5:40 17:28 3:39  o08m 1005 16m A 1629 o7m ¥ 23:06 16m 36 baixo | @@
16 Qui ‘ 5:40 17:27 517  o8m 11:44 17m A 1802 oim ¥ 42 baixo
17 Sex . 5:40 17:27 0:27 17m 6:29 o6m ¥ 1251 18m A 19:02 o5m 51 médio |
18 Sab . 5:40 17:26 1:18 18m 7:16 05m ¥ 1335 19m A 1943 o04m 60 médio | @
19 Dom . 5:40 17:26 1:55 19m 7:51 04m ¥ 1410 21m & 20:15 o03m 69 médio @ P
20 Seg . 5:40 17:25 226 20m 822 0am ¥ 1441 22m A 20146 02m 76 alto > >
21 Ter . 5:41 17:25 2:55  21m 852 02m ¥ 1512 22m A 2116 02m 82 alo > >
22 Qua . 5:41 17:24 | 325 21m 923 o01m ¥ 1543 23m A 21:46 ozm 84 alto >
23 Qui 5:41 17:24 | 355 21m 953 o0im ¥ 1614 23m A 22718 ozm 85 alto >
24 Sex . 5:41 17:23 427 21m 1025 o02m ¥ 1646 22m A& 2250 02m 83 alo > D
25 Sab . 5:41 17:23 459 21m 10:57 02m ¥ 1719 22m & 23:23 03m 78 alto > >
26 Dom| | . 5:41 17:22 532  20m 11:31 03m ¥ 1754 21m A& 23:58 04m 71 alo >
27 Seg ’ 5:41 1722 | 6:07 1sm 1208 03m ¥ 1832 20m A 62 médio
28 Ter ’ 5:42 17:21 0:36  osm 6:47 18m A 1251 o0am ¥ 19:17 19m 53 medio | @
29 Qua . 5:42 17:21 124  oem 740  17m A 13148 osm ¥V 20:18 18m 45 baixo | gy @y
30 Qui ' 5:42 17:20 231 ogm 855 17m A 1510 o6m ¥ 2143 17m 42 baixo | e @

Fonte: Site - Tdbua de marés

©2020 tabuademares.com
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Passo 2:

Apods localizar a tabela, o professor deve orientar que os estudantes cliquem em um dia
especifico do més. O usudrio serd redirecionado para uma nova pagina, na qual terd acesso a

um grafico que descreve as condi¢cGes maritimas de uma regido no intervalo de 24 horas.

Figura 26 — Grafico de marés
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0:00 2:00 4:00 6:00 800 10:00 1200 14:00 16:00 1800 20:00 2200 0700

Fonte: Site - Tdbua de marés

A partir do grafico, os estudantes podem perceber o comportamento peridédico das marés
fazendo a associagdo com as fun¢des trigonométricas (seno e cosseno). O professor pode
solicitar que os estudantes identifiquem as marés altas e baixas, relacionando-as com os pontos
de maximo e minimo da funcdo. Ainda é possivel visualizar a amplitude média e o periodo de
ocorréncia.

Na Figura 26, nota-se que no intervalo de 24 horas houveram duas marés baixas medindo
0, 7m e duas marés altas medindo 1,6 m. O intervalo de tempo entre duas marés consecutivas
¢ de aproximadamente 6 horas, de modo que o periodo completo é de aproximadamente 12
horas. Cabe ao professor ressaltar que as funcoes trigonométricas ajudam a modelar fenémenos
reais, portanto é comum que tais fenOmenos sofram pequenas variagcdes, uma vez que 0s
mesmos sao influenciados por fatores externos. Analisando a ocorréncia das marés em dias

distintos, constata-se que tanto o periodo quanto a amplitude sofrem pequenas variagoes.
Passo 3:

Partindo da concepgdo de Duval (2011), de que a compreensdo de um objeto matematico
perpassa o reconhecimento e mobilizacdo de diferentes registros do mesmo objeto, propomos
como ultimo momento dessa atividade, a constru¢cao de um modelo algébrico que descreve

aproximadamente o comportamento maritimo estudado previamente. Destacamos que esse



Capitulo 5. Propostas de atividades interdisciplinares 48

tipo de atividade trata-se de uma conversao entre registros, portanto possui um grau elevado
de complexidade e exige maior envolvimento dos estudantes sob orientacdo do professor. Nessa
perspectiva, facamos a andlise do grafico apresentado na Figura 26. A priori, deve-se ressaltar,

tal como posto no Capitulo 3, que a funcdo seno tem a seguinte representacdo algébrica:
f(x) =a- sen (b(x+c¢))+d.

Os coeficientes que compde o registro algébrico sao denominados unidades significantes
(Duval, 2011). Para que ocorra a convers3o entre os registros de representagdo de um objeto
e consequentemente sua apreensao é necessario que as unidades significantes sejam bem
discriminadas. Em outras palavras o individuo deve identifici-las e reconhecer as mudancas
ocasionadas em um dado registro a partir da variacdo dessas unidades. Desse modo, os
coeficientes a, b, ¢ e d estdo relacionados as transformacgdes sofridas pelo grafico da funcao

identificadas como dilatacdo e simetria.

Quadro 1 — Unidades significantes

Parametros Variacoes no grafico
a Altera a amplitude da funcio
. . ~ 27 , ~
b Altera o periodo, através da relacao T = B sendo P o periodo da funcio.
C Translacdo horizontal
d Translag3o vertical

Fonte: Autor, 2020

Analisando a Figura 26, é possivel identificar os parametros através de estimativas. Ve-
rificamos que a curva senoide sofreu uma translacdo de aproximadamente 1,18 na direcdo
vertical, a amplitude € igual ao valor médio da diferenca entre um valor de maximo e minimo,
logo, a = L,6-0.7 = 0,45. O coeficiente ¢ pode ser encontrado a partir do deslocamento
horizontal sofrido pela curva, visualmente as imagens da funcdo deslocaram-se cerda de 6
unidades para a direita. Como o movimento das marés possui um periodo de aproximadamente
12 horas, obtemos b = 2—71 = (,52. Utilizando os valores encontrados, chegamos a uma

12
expressao que fornece, com certo grau de precisdo, os pontos presentes no grafico da Figura 26:

f(x) = 0,45 - sen (0,52(x — 6)) + 1, 18.

Normalmente as atividades presentes nos livros didaticos, que envolvem a conversdo entre
registros, sdo organizadas em um Uunico sentido, em outras palavras, os exercicios apresentam
algumas func¢des e solicita que os estudantes facam o esboco dos graficos. Contudo, Duval
(2011) ressalta que as atividades de conversdo devem ocorrer nos dois sentidos. Ao propor
situacoes sobre esse tipo de operacdo, sugerimos que o professor utilize algum recurso, como o

Geogebra, para verificar se expressao obtida estd correta e fazer as discussGes necessarias.
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Figura 27 — Gréfico de f(x)

(9,1.63) (21,1.63)

1.5 4

(15,0.73)

0.5 4

Fonte: Autor, 2020

Conforme a Figura 27, os extremos da fungdo encontrada coincidem aproximadamente
com as condicGes maritimas presentes na Figura 26. As diferencas existentes decorrem do
movimento das marés n3o serem totalmente uniformes e do fato de os coeficientes terem sido

aproximados.

5.3 Atividade 3: Ondas Sonoras e Séries de Fourier

TEMA: Ondas sonoras
CARGA HORARIA: 3 horas-aula

OBJETIVOS: Estudar as ondas sonoras através das fungbes trigonométricas, relacionando as

alteracGes de intensidade e altura com a variacao dos parametros da fungdo.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS: Para a realizacio dessa atividade ser4
necessario o uso do simulador " Fourier: Criando ondas”, disponivel gratuitamente no site
"phet.colorado.edu”, portanto os estudantes devem ter acesso a computadores. O simulador é

uma extensao Java, que pode ser executado sem a necessidade de internet.
Passo 1:

O professor devera apresentar a interface do programa, que apresenta os seguintes recursos,

tal como disposto na Figura 28

1. Selecdo do tipo de fun¢do e quantidade de ondas (harmdnicos).

2. Selegdo da variavel da fungdo (espago, tempo ou espago e tempo), além da escolha do

tipo de fungdo trigonométrica (seno ou cosseno).

3. Habilita a ferramenta de comprimento de onda (quando a varidvel é o espaco) ou a

ferramenta de periodo (quando a varidvel é o tempo).
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. Selecdo da amplitude da cada harmoénico.

. Visualizacdo gréfica dos harmoénicos e selecao da escala dos eixos cartesianos.

. Visualizacdo grafica da soma dos harmonicos.

. Selegdo do modelo matematico, evidenciando o comprimento da onda (A) e o ndmero de

ondas (k).

Figura 28 — Fourier: Criando ondas
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Fonte: Autor, 2020
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Harminicos: 11

Controles de Grifico
Funclo de Espaco (1)

Sugerimos como atividade a andlise da relacdo entre os tipos de sons harmdnicos e as

caracteristicas das curvas que os representam. Como mencionado no Capitulo 4, a altura e

intensidade do som estao relacionados respectivamente com o comprimento e amplitude da

onda. Na Figura 29, por exemplo, as curvas representam sons distintos, sendo que a vermelha

representa um som mais forte que o representado pela azul, pois possui uma amplitude maior.

Quanto a altura do som, verifica-se que o representado pela curva azul é mais agudo, dado que

seu comprimento é menor. Durante a atividade, o usudrio também pode perceber a diferenca

entre os sons habilitando o dudio.
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Figura 29 — Ondas harmdnicas
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Fonte: Autor, 2020

Passo 3:

Por fim, pode-se propor o estudo dessas ondas na perspectiva da representacao algébrica. O
Simulador permite a utilizacdo de duas expressdes distintas para representar o comportamento

da onda, tal como no Quadro 2.

Quadro 2 — Expressoes algébricas

Expressoes Parantremos

2
f(x) = A, - sen <?> An: Amplitude da n-ésima onda.

An: Comprimento da n-ésima onda.

f(x) = Ay, - sen (knx) | kn: Grandeza inversamente proporcional ao comprimento da onda,

2
definido por k = 771

Fonte: Autor, 2020

A partir da Figura 29, temos que indice n = 1 corresponde a curva vermelhaen =2 a

curva azul. Sabendo que A1 =1, A, =L =21 Ay =0,6, Ay = 5 = 71, obtemos as seguintes
expressoes, utilizando o primeiro modelo presente no Quadro 2:

f(x) =1- sen (Z%) = sen (x),
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2mx 3

x)=0,6- sen (—) = — - sen(2x).
9(x) =0, ) =2 sen (29
A Figura 29 apresenta ainda a curva correspondente a soma das ondas citadas anteriormente.
Pode-se dizer que os sons cotidianos sao ondas complexas formadas pela sobreposicao de sons

harmonicos. Sugerimos como suporte, a utilizagcdo do aplicativo Sound Analysis Oscilloscope
(Figura 30).

Figura 30 — Sound Analysis Oscillocope

Sound Analysis Oscilloscope

period = 0,0011 s wavelength = 0,3704 m

high  range: 450 - 2000

Fonte: Autor, 2020

O aplicativo fornece o comprimento da onda (m), a frequéncia (Hz) e o periodo (s), a
partir de sons externos. Uma proposta interessante é o professor solicitar que os estudantes
captem sons distintos e os comparem por meio das informacdes fornecidas pelo aplicativo e

promova uma discussao, relacionando as curvas obtidas tanto pelo app quanto pelo simulador.

5.4 Atividade 4: Movimento de translacio

TEMA: Movimento periddico dos planetas
CARGA HORARIA: 3 horas-aula

OBJETIVOS: Descrever o movimento de translacdo dos planetas, através de uma funcao

trigonométrica.
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PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS: Nesta atividade propomos a anélise do
movimento de translacdo dos planetas, sob a ética das fungdes trigonométricas. Sabe-se
atualmente que os planetas descrevem uma érbita quase eliptica em torno do Sol (que
encontra-se em um dos focos), executando um movimento periédico denominado translag&o.
Além disso esses corpos possuem periodos de traslacdo distintos. A partir do exposto,
apresentaremos um método para encontrar, com certo grau de precisdo, a fungdo que descreve
tal movimento. Inicialmente, devemos construir uma elipse que representa 0 movimento
executado pelo planeta, para isso utilizaremos as informacdes presentes no site " astronoo” .
Ressaltamos que ndo faz parte do nosso objeto de estudo, o aprofundamento das conicas,

ficando este a critério do professor.
Passo 1:

Para realizacdo dessa atividade é necessario a utilizacdo do Geogebra e do site citado
anteriormente. O professor devera solicitar que os estudantes acessem a pagina e escolham um
planeta para analisarem (é interessante que cada grupo fique responsavel por um planeta). No
site, é possivel visualizar um simulador que contém as drbitas descritas pelos astros do sistema

solar, bem como, algumas informagdes (periélio, afélio, excentricidade, entre outras.)

Figura 31 — Simulador Astronoo

2020-04-12  welocdade: 1 diafsegundo

Fonte: Site - Astronoo

Passo 2:

Construiremos uma elipse que representa o movimento de translacdo efetuado pela terra,

a partir dos dados fornecidos pelo simulador. A &rbita terrestre possui excentricidade de

1 http://www.astronoo.com /pt/artigos/posicoes-dos-planetas.html



Capitulo 5. Propostas de atividades interdisciplinares 54

aproximadamente 0, 017; Periélio® = 147,1-10% Km e afélio® = 152, 1-10° Km. Para construir
a elipse no Geogebra, sdo necessarios trés pontos, que podem ser obtidos por meio das relacoes

a seguir.

Onde: e € a excentricidade da elipse,
c € a semi-distancia foca,
a € o semi-eixo maior,
P € o periélio terrestre,
A € o afélio terrestre.
A partir das relacdes anteriores, obtemos: a = 149,6 - 10%, ¢ = 2.54-10% e e = 0, 017.
Representaremos tais valores no plano cartesiano, através dos pontos: A = (149.6,0), P =
(—149.6,0) e F; = (—2.54,0).

Passo 3:

Utilizando os pontos determinados no passo anterior, construiremos uma elipse de modo que
o Sol sera representado pelo foco F; e a Terra pelo ponto T (Figura 32). Como a excentricidade
do movimento terrestre é relativamente pequena, a elipse tem um aspecto semelhante a uma

circunferéncia.

Figura 32 — Representacdao do movimento terrestre

P=(-1496,0) A= (1496, 0)
-150 -1IDEI —ISD F1 a 5‘0 1‘00 160 ZIEID

Fonte: Autor, 2020

2 Ponto da 6rbita de um corpo, que estd mais préximo do Sol
3 Ponto da érbita de um corpo, que estd mais distante do Sol
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Passo 4:

Pretendemos encontrar uma funcdo que relacione o angulo AFAlT com a distancia entre a
Terra e o Sol. Para isso usaremos a ferramenta de regressdo (andlise bivariada) do Geogebra,
que fornece a lei de formagdo de uma funcdo a partir de alguns pontos. Nota-se que o valores
de b e & variam a medida que movemos o Ponto T ao longo da elipse (simulando o movimento
terrestre), alguns desses valores estdo indicadas na planilha, de modo que as colunas A e B

correspondem, respectivamente ao angulo « e a distancia entre a Terra e o Sol(Figura 33).

Figura 33 — Planilha

A B
1 0 15214
2 44 32 151.4
3 G6.4 150.58
4 128.5 147.99
5 154.9 147.31
] 180 147.06
7 209.35 147.38
8 268.28 149.48
9 297.06 150.74
10 3453 152.05

Fonte: Autor, 2020

Para visualizar a planilha, basta clicar no botdo " Exibir", em seguida " Planilha”. Durante
seu preenchimento, o professor pode definir previamente o niimero de pontos a serem utilizados.
Lembramos que o modelo torna-se mais preciso, a medida que aumentamos a quantidade de

pontos.
Passo 5:

Apds o preenchimento da planilha, devemos selecionar os elementos e clicar em " analise
bivariada”. Em seguida aparecerd uma nova janela, contendo a distribuicdo dos pontos na qual

selecionaremos o modelo senoidal através do comando "modelo de regressao”.
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Figura 34 — Janela: analise de dados

7 Andlise de Dados - curva.ggh b4
A=
] ===
T oo |l B xsy =
]
Scatterplot w @&
¥: B1:B10
152 4
150 4
148
0 50 100 150 200 250 300 350 400
KOATAT0
Modelo de Regressdo
Sencidal | v y = 140.6023 + 2.5443 sen (0.0173 = + 1.5946)
Avaliar. x= y=
Fonte: Autor, 2020
Passo 6:

A fim de analisar a fung¢do encontrada, exportamos o grafico para a janela de visualizagdo e

determinamos seus pontos de maximo e minimo utilizando o comando " Extremo[< Funcao >

, < ValordexInicial >, < ValordexFinal >|"no intervalo [0, 360].

Figura 35 — Gréfico da funcdo.

10°( K'm)
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A=(179.99, 147.08)
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Fonte: Autor, 2020
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Durante as discussodes é interessante o professor propor que estudantes relacionem os
extremos da funcdo encontrada com o afélio (maximo da funcdo) e periélio (minimo da fun¢3o).
Recomendamos que sejam reservados momentos para a andlise dos conjuntos dominio e imagem
das funcGes abordadas nas atividades.

E importante frisar que, assim como na Atividade 2, os modelos encontrados sao apro-
ximacdes dos fenomenos estudados e portanto podem haver pequenas variacoes entre os valores

assumidos pelas funcdes e os dados coletados.
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6 Consideracoes Finais

O Processo educacional esta atrelado ao contexto e periodo nos quais os participantes
estdo inseridos. No atual contexto, é exigido do professor que motive o estudante e o leve a
desenvolver as competéncias e habilidades necessarias para sua atuacao em sociedade, para isso
€ necessario que o espaco escolar seja dindmico e proporcione ao estudante o desenvolvimento
da curiosidade, a construcdo de saberes e estratégias que auxiliam na intervencao da realidade.
Portanto, os estudantes devem utilizar conceitos e procedimentos nao apenas para resolver
problemas, mas também para formula-los, descrever fenémenos, selecionar modelos matematicos
mais adequado ao problema.

Levando em consideracdo os trabalhos consultados, a BNCC, bem como as inferéncias
oriundas da pratica docente, é evidente que o ensino voltado para a contextualizacao se
apresenta como um encaminhamento que facilita o alcance dos objetivos citados no pardgrafo
anterior. Ressaltamos a importancia dos recursos digitais (aplicativos, softwares educacionais
e ferramentas de pesquisa) para a realizagdo de propostas de ensino contextualizadas. Tais
recursos otimizam o tempo disponivel, ao mesmo tempo que aproximam os estudantes do
problema em estudo, através da visualizacdo ou da manipulacao, além disso, existe uma
descentralizacdo das acdes na sala de aula, o professor passa a ser um mediador do processo
de ensino-aprendizagem.

Propostas pautadas em situacOes praticas abrem um leque para inlmeras discussoes com
os estudantes, a medida que o professor apresenta as relacGes matemadticas é possivel constatar
sua validade utilizando dados do préprio "experimento”. Desse modo, abordar as fungdes
trigonométricas de forma contextualizada possibilita ao estudante uma inter-relagdo com
as demais areas do conhecimento. Ressaltamos que um trabalho voltado para esse tipo de
abordagem nao descarta o emprego adequado da linguagem matemadtica e o estudo dos objetos
matemadticos, o professor deve ficar atento para a utilizacdo das representacoes desses objetos e
incentivar os estudantes a empregarem de forma correta, como preconiza a Teoria dos Registros
de Representacdo Semidtica.

Esperamos que o presente trabalho possa contribuir para a pratica docente de outros
professores e servir como material de consulta para os estudantes interessados pelo tema.
Destacamos que nao tivemos o objetivo de esgotar todas as possibilidades de atividades e
exemplos de fendmenos periddicos, e sim propor algumas alternativas que possam reforcar
a aprendizagem das fungdes trigonométricas. Infelizmente, as aulas (do primeiro trimestre
de 2020) foram suspensas antes da aplicagcdo das atividades propostas, porém reforcamos o

interesse em validar este trabalho com os estudantes e abrir espaco para novas pesquisas.
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