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“A menos que modifigquemos a nossa
maneira de pensar, nao seremos capa-
zes de resolver os problemas causados

pela forma como nos acostumamos a

ver o mundo”.
Albert Einstein.



Resumo

Nesta dissertacao é feito um estudo sobre a Equacao de Pell, sendo analisados casos
particulares e apresentada a construcao de suas solugoes gerais, caso estas existam. Sao
apresentados também métodos particulares na busca de tais solugoes. Os resultados

obtidos sao utilizados no final do trabalho na resolucao de alguns problemas.

Palavras chave: Equacoes, Diofantinas, Quadraticas, Aritmética, Pell.
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Abstract

In this paper, it is made a study about the Pell Equation, by analyzing particular cases
and presenting the constructions of its general solutions, if they exist. Particular methods
are also presented in the search for such solutions. The results obtained are used at the

end of the work to solve some problems.

Keywords: Equations, Diophantine, Quadratic, Arithmetic, Pell.
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Introducao

“Nao ¢ o conhecimento, mas o ato de aprender, nao a posse

mas o ato de chegar 14, que concede a maior satisfagao”
(Carl Friedrich Gauss)

Atribuida erroneamente a John Pell (1601-1685) por Leonard Euler (1707 - 1783),
a equacdo x’—dy? = m, d em € 7, denominada Equacao de Pell, foi estudada por diversos
matematicos ao longo dos anos, tendo sido Joseph Louis Lagrange (1736-1813) o primeiro
a publicar uma prova da existéncia de infinitas solugoes para o caso m = 1.

Esta dissertacao tem por objetivo, realizar um estudo sobre tal equagao, respon-
dendo se existem ou nao solugoes, a forma como se pode encontra-las e a generalizacao
das solucoes.

A inspiracao inicial desta dissertacao se deu pelos trabalhos desenvolvidos por
Souza (2018) e Gongalves (2011), onde, respectivamente, fazem um estudo sobre fracoes
continuas aplicando a teoria na solucao da equacao de Pell e um estudo da equacao
particular de Pell onde m = 1.

Assim, no primeiro capitulo sao apresentados alguns conceitos necessarios para
a construgao dos argumentos utilizados no centro da proposta, como por exemplo, as
fracoes continuas, com as quais podemos chegar a solugoes da equacao de Pell.

O segundo capitulo vem a cumprir a proposta do trabalho, onde sao apresentados
desde o caso fundamental 22 — dy* = 1, mostrando a existéncia de infinitas solucdes e que
todas sao geradas a partir da chamada solucao minimal ou fundamental, que nos fornece
um entendimento inicial de tal equacao, até a apresentacao das condigoes para solugoes
do caso geral 2 — dy* = m, sendo apresentado também a forma na qual todas as solucoes,
caso existam, sao escritas.

Por fim, no terceiro capitulo trazemos alguns problemas resolvidos via analise da

Equagao de Pell envolvida.



Capitulo 1

Nocoes fundamentais

Neste capitulo serao apresentados definicoes e teoremas que servirao de argu-
mentos durante a andlise de nossa proposta. Usaremos como referéncia Souza (2018),

Morgado (2013) e Silva (2015).

1.1 Principio das gavetas

Teorema 1. Principio das gavetas: Dados m,n € Z, com m > n, se colocarmos m

objetos em n gavetas, entao em pelo menos uma gaveta haverao pelo menos dois objetos.

~ , , 1 . , m
Demonstracao: De fato, o niimero médio de objetos por gaveta é — > 1 . Logo, em
n

alguma gaveta haverd um numero de objetos maior que 1.

Exemplo 1. Em qualquer conjunto de 8 inteiros hd sempre dois deles cuja diferenca é
um maultiplo de 7.

Solugao: Sabemos que todo inteiro pode ser escrito da forma Tk +1i, com k € Z e i =
{0,1,2,3,4,5,6}, que sao os possiveis restos da divisao por 7. Logo, pelo principio das

gavetas ao menos dois deles terao o mesmo resto 1, portanto:

(Thj+i) — (Thy+i) = T(kj — k) +i—i =Tk

1.2 Densidade dos racionais nos reais

Definicao 1. Dizemos que o conjunto dos nimeros racionais ¢ denso nos reais pelo fato

de todo numero real possuir uma boa aproximacao pelos racionais.
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Teorema 2. (Dirichlet) Dado o € R\ Q existem infinitos (p,q) € Z x (Z \ {0}), com
MDC(p,q) =1 tal que:

1

p
a—= <=
| q’ q?

Demonstracao: Dado z € R, denotamos por |x| o maior inteiro menor ou igual a
x e por {z} a parte decimal de x. Assim, || € Z, tal que |z| < & < |[z] +1e
{z} =2 —|z] €]0,1).

Seja N € N. Consideremos os N + 1 niimeros seguintes:

0,{a}, {2a},... {Na} € 0,1) = | | [’“—J;l%

Agora, pelo principio das gavetas, existem 7, 7,k tais que 0 < i, < Nel <k < Ne
kE—1 k

temos {ia}, {ja} € {T’ —>. Note que:

jor = Ljer] = (i = [ia])[ = |(j — D) = (Lja] = [ia])| = |ga — p|

Onde0<q:=j—i< Nep:=|ja| - |ia] €Z.

Portanto:
i} — i} < 3 < -
ja e NSy
implica que
D 1
a—=l< =
| q| ¢
O]
1.3 O conjunto Z[Vd]
Para o estudo da equacdo de Pell iremos considerar o conjunto Z[Vd] = {z +

y\/a; z,y € Z}. Observe que Z[\/E] ¢ um subconjunto de R, ou seja, sao nimeros reais
obtidos da forma z + yVd com z,y e d € Z.

Definicao 2. Se z1 + yl\/c_l =19 + ygx/a, entdo T1 = Ty € Y = Ya.
De fato:
x1+y1\/c_l::c2—|—y2\/a<:> (y1 —yQ)\/E:azg—xl



Se y; — ys = 0 entao x9 — x1 =0, ou seja, y1 = Yo € x1 = To. Caso contrdrio, teriamos:

To — T
Y1 — Y2

=1y #0= Vd = € Q. Absurdo!!!

Definigao 3. A soma e o produto sao definidos por:

1 (2 + V) 4 (v + 12Vd) = (21 + 22) + (11 + 1) Vd

: ($1 + y1\/g)(x2 + yz\/g) = ($1962 + dyl?h) + ($1y2 + x2y1)\/3
Definigao 4. Em Z[Vd] = {z + yVd; =,y € Z}, definimos o Funcdo Norma como:

N :Z|Vd — Z
N(z +yVd) = 2* — dy* = (z + yVd)(z — yVd) (1.1)

Proposicao 3. Dados x + y\/ﬁ e u+vVd € ZVd temos que:
N((z + yVd)(u+ vVd)) = N(z + yVd)N (u + vVd) (1.2)

Demonstragao:

N((z + yVd)(u+vVd) = N((zu + dyv) + (zv + uy)Vd)
= (zu + dyv)? — d(zv + uy)?
= (vu)? + (dyv)* — d((2v)* + (uy)?)
= (2* — dy®)(u® — dv?)
= N(z +yVd)N(u+ vVd)



1.4 Fracoes continuas simples

Damos o nome de fragao continua simples de a € R a expressao:

a = ag +
a1+
CL2+

1
as + ...

onde a,, € Z, e representamos de forma simplificada como [ag; a1, ag, as, ...

e Se existe a; € Z, tal que,

1
ap + T = [ao; a1, az, as, ..., ax]
ay + 1
as + 1
.+ 1
-1+ —
g
dizemos que a fracao continua é finita.
Exemplo:
8 2 1 1
— =24 =24 =2+ ——=[2;1,2]
3 3 5 1+ L
2 2

Lema 4. Todo niumero racional possui representacao por uma fracao continua simples

finita.

~ . a . .
Demonstracao: De fato, seja 5 € Q, pelo algoritmo de Euclides temos que:

a=bay+1r, 0<r, <b
b=ria1 +19, 0<1ry <nry

Ty = oG9 + T3, 0§T’3<7‘2

Tp—9 = Tp_10pn_1 + Tn, 0 < rp < Tpo

Tn—1 = T'nlp

Observe que 0 < 7, < rp_1 < ... <7y <1y < b, e como existe uma quantidade finita de

nimeros inteiros entre 0 e b garantimos que o processo acima € finito.



Logo:

T1 1
E—a(ﬁ—?:ao—i—?—ag—i— T2 CLO+ 1 :a0+
— a1+ —= ay + = a + 7
™ 1 _1 a2+_3
) T2
1 1
—CLO+ N 1 = - —(10+ N 1
aj aj
a2+ﬁ a2+—1
T3 a_k

O

e Se o numero for irracional, a fracao continua simples serd infinita, e teremos a

seguinte representacao.

( 1
a=|aj +{O‘}:a0+a1:a0+T
o
1
061:L041J+{Oé1}:(11+042:a0+T .
04_2 :>a:a0+—1 = [ao;al,aQ,ag,...]
1 ay +
O{QZLOKQJ+{O[2}:G2+O{3:CL1+T a2+‘
a3
(T
Definicao 5. Ao niumero ¢, = Pe _ lag; ay, as, ..., a;] damos o nome de k-ésimo conver-
4k
gente da fragao continua [ag; ai, as,as, ...].
Assim, temos:
a 1 1 1
002@2—0; 012&2%—1——; 02222:%‘1‘—1 g ;Ck:&:CLO‘i‘—l
do 1 0 ax a2 ay + — dk ay + I
(1/2 c. . + _
Qg

Definicao 6. Dizemos que uma fracdo continua simples infinita de um dado o € R
¢ periodica se existir r, tal que, a partir de algum n tenha-se an., = a,. Assim, por

exemplo,

o = [ao; A1, A2y o5 Qpy At 1y oy Qnrs A(nt1)4rs A(nd2)+rs -5 Ant2ry A(nt-1)4+2r5 A(nt2)+2r) ]



possui representacao periodica, podendo ser reescrita de forma simplificada como:

@ = [(10; 1,02y -5 Qny n 1y -5 ngrs Gt 1)+rs G(nt2)4rs - a(n71)+r]

Se, n=0 entdo dizemos que a fracao continua € puramente periodica, com periodo T, e a

representamos por,

o = [ao; ai, @z, ..., a(n—l)—i—r]
]
Exemplo 2.
Vit (Vi-9 =24+ =241 o9y 1
3 3 V7+1
2
=2 ! =2 L =2 L
=t Tt I =t I
1+ 1+ 1+
1_1_\/7_1 1+ L 1+ !
2 V7+1 VT -2
1+
3 3
1 1
:2+1+ ! :2+1+ !
1 1
14— 1 ————
VT +2 4+ (V7-2)

Observe que o processo se repetira e teremos a representa¢do [2;1,1,1,4,1,1,1,4...]

I Y Y )y Y Y )

Exemplo 3.

Assim a representac¢ao do nimero de ouro serd [1;]



Exemplo 4.

7+

15 +
1+

292 +
1+

1+

Logo 7 tem representagdo [3;7,15,1,292,1,1,1,2,...].

1+

2+ "



Capitulo 2

A equacao de Pell

As equacoes da forma 22 — dy? = m, com m, d € Z, recebem o nome de Equagao
de Pell, no qual, o interesse é encontrar inteiros x e y que a satisfazem. Na subsecao
(2.1.1) s@ao apresentados alguns casos triviais nos esclarecendo que os problemas mais
interessantes da equagao de Pell esta nos casos em que d é positivo e nao é um quadrado
perfeito. Cabe ressaltar que do ponto de vista geométrico, se d > 0 e Vd ¢ N entao a
equacao de Pell representa um hipérbole e a busca de solugoes se da por encontrar pontos

com coordenadas (z,y) € Z* sobre a conica.

Figura 2.1: Representacdo cartesiana da hipérbole 22 — 2% = 7.



2

Por exemplo, na figura (2.1), temos a equagao =* — 2y? = 7, que possui entre suas

solugodes os pares (£3,+1), (£5, £3), (£13, £9).
Este capitulo estd baseado nas referéncias Souza (2018), Gongalves (2011), Mo-

reira (2014a) e Moreira (2014b).

2.1 O caso particular z° — dy* = 1

Neste secao iremos estudar o caso particular com m=1, onde, estaremos interes-

sados em mostrar a existéncia de infinitas solucoes da equacao z* — dy?® = 1.

2.1.1 Solugoes triviais

Verifiquemos inicialmente os casos em que a equacido z2 — dy* = 1 possui apenas

solugoes triviais.

e Se d < —1, temos:
1=a?—dy* = 2° + [dly* > |d]y* > 0
Como, d < —1, temos que |d| > 1 =y = 0e x = £1. Observe que neste caso

teremos uma elipse. 0

e Se d = —1, temos:

r==xley=0ou
P —dy =ty =1=>
r=0ey==1

Observe que neste caso temos uma circunferéncia de raio 1. O

e Se d =0, temos:

o —dy? = 2% — 0.4 = 2* = +1
Assimx=+1ley € Z. m

e Se d =a*> 0, temos:

2t —dy? = 2* — a’y* = (v —ay)(z +ay) = 1

10



Como (x — ay), (r + ay) € Z temos que (x — ay) = (z + ay) = £1.
Logoz =+1ley=0. O

Sendo assim, ao longo do trabalho, estaremos interessados em encontrar solugoes inteiras,
(z,y) # (1,0), nado triviais da equagao de Pell, ou seja, onde d é um nimero natural e ndo

¢ um quadrado perfeito.

2.1.2 Existéncia de infinitas solucoes

O nosso estudo da Equagao de Pell, se dara com o uso dos elementos do conjunto
Z\/d, pois de (1.1) temos que N((z +yVd)) = (z + yVd)(z — yVd) = 2% — dyy?, assim

queremos encontrar nimeros da forma x + y\/a € ZVd, tais que:
N(z+yVd) =2> —dy? =1

Proposicao 5. Se ezistir z + yvVd € Z\d, tal que, N(z + y\/c_l) =1, entdo, a equagao

de Pell 2% — dy?® possui infinitas solucoes.

Demonstracao: Primeiro, observe que:

(x +yVd)k = 2" + (lf) a*yVd + (l;) F 2 (yVd)? +
o (E e (| et o
= 25, + ypVd

Onde,

AW kN k-3 3 /72 _ k k—2i—1, 2i+1 7i
\yk_<1>x y+<3)x Yy d—i—...—iz 2i+1I yrd
Assim Vk € N temos:
w3 — dyi = N(x —i—yk\/g) = N((ac—{—y\/g)k) = (N(x—l—y\/a))k =1F=1

Ou seja, se (r,y) é uma solugdo entdo (z,yx), tal que, 7 — dyp = (z — dy)* também é

11



solucao. []

Exemplo 5. Observe que o par (7, 4) é uma solu¢io da equacdo x° — 3y* = 1. Assim
pelo proposicao (5), temos também como solugoes os pares (xy, yx), tais que, Ty — yeV3 =

(7T+ 4\/§)k, sendo algumas delas:
e k=2= (T+4V3)? =974 56V3 = (x3,1) = (97,56)

o k=3= (7T44V3)> = 1351 + 780V3 = (23,y3) = (1351, 780)

2.1.3 Solugao minimal

Iniciaremos agora a busca por solucoes de 2> — dy®> = 1. No entanto, note que
se o par (z,y) for uma solu¢do da equagao de Pell entao serao também solugoes os pares
(x,—y), (—z,y) e (—z, —y). Sendo assim, sem perca de generalidade, buscaremos solugoes

com x,y € N.

Definicao 7. Se existem x,y inteiros positivos com x> — dy* = 1, entdo chamamos de
solugao fundamental ou solugcd@o minima o par (z1,y1), tal que o nimero Ty Vd e
Z[\/c_l] é o menor elemento do conjunto Z:[\/E] = {I+y\/c_l, x,y > 0 inteiros; x°—dy* =

1.

Proposicao 6. Se (z1,y1) € a solugio minimal de x* — dy* = 1, entdo toda solucdo serd
da forma:

(Trs Yi); T + yk\/é_i = (1 + ylx/a)k para algum k € N

Demonstragao: Seja (z,y) uma solucdo da equacio x? — dy* = 1. Existe k € N, tal
que:

(21 + VA <z +yVd < (z) + yVad) (2.1)

Multiplicando (2.1) por (z1 — 1 Vd)¥, temos:

1§(az+y\/gl)(x1—yl\/a)k:u+v\/a<x1+y1\/a u,v € Z

12



Segue de (1.1) e (1.2) que:

u? — dv® = N(u+vvVd) = N((z + yVd) (1 — 1 Vd)F)
= N(z 4 yVd)N(z; — V)
= (2% — dy?)(a] — dy;)"*
=1.1"

=1

0<u—v\/az(u+v\/3)_1 <1<u-+wvvd
:O§2v\/g=>020, u>v\/320
observe que se v for positivo, entao, u,v > 0 e u + wd <z + yl\/g, Absurdo!!!

Portanto,

v=0ecu=u—d*=1=u=1
=u+ovd=1

= (a:+y\/3)(x1—y1\/2l)k:1
=z +yVd = (z; + V)"

]

Observacgao 1. Utilizando a solugao minimal, podemos definir também (xy, yy) por uma
recorréncia de sequnda ordem:

Resolvendo o sistema:

x = (T 1 F
V= (ot V) (£ V), (2 £ ypVd) € ZVd
Ty — yk\/g = (11— yl\/gl)k

Temos que:
- (21 +y1Vd)* + (21 — y1Vd)" e yp = (21 + ypVd)* — (21 — V)
k 5 k Wz
Note que:

Ok:0$$0:1, y0:0
.l{?:1:>$1:$1, Y1 =Y

13



E como x; + yl\/Zl exry — yl\/c_i sdo raizes da equacio x? — 2x1x + 1 =0, temos:

Thto = 201 Tpq1 — Tp
k>0

Ykt2 = 2T1Yk+1 — Yk

Exemplo 6. Para d=3, temos que +y1¢3 —2+1V3¢a solugao minimal da equagao

v? -3yt =1.
To =201 — 29 =222—-1=7

k=0=
y2:2$1y1—y0:221—0:4
I3:21’1$2—$122.2.7—2226
k=1=
y3:21‘1y2—y1 =224—-1=15
ZL’4:2JI1[L’3—1’2:2226—7:97
k=2=

Ys = 221y — Yo = 2.2.15 — 4 =56

Portanto os pares (7, 4), (26, 15), (97, 56), sdo solugées da equagdo x* — 3y = 1

Observacao 2. A solu¢io minimal para equagdes do tipo x*—dy* = 1 pode ser encontrada

através do uso das fracoes continuas, onde r sendo o periodo de \/E, tem-se:

T=pr_1€y=qr1,5€7 €pare

Y =Dor_1 €Y = (Qor_1,SE T € iMmpar
a prova desta afirmagdao pode ser vista na se¢ao 4.4.1 de Brochero Martinez et al. (2010)

Exemplo 7. Vimos que VT = 2;1,1,1,4], assim como o periodo é 4, seque que:

- 1 1 8
d4—1 43 1+ : 1+§
1+I

. Portanto a solu¢do minimal da equagdo de Pell 2 — Ty* =1 ¢ o par (x,y) = (8,3)
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Exemplo 8. Temos que V13 = [3;1,1,1,1,6], assim como o periodo € 5, seque que:

P2-571_@_3+ 1 _ 649
q2.5—-1 B q9 B 1 180
1+

1+

1+

1+
6+

1

—
14+ =
+1

1+

Portanto a solugio minimal da equacdo de Pell x* —13y* =1 € o par (z,y) = (649, 180)

2.1.4 Existe solucao

Nas subsecoes anteriores, mostramos a existéncia de infinitas solucgoes no caso de
haver uma, e que todas elas podem ser expressas a partir da chamada solucao minimal.
O préximo teorema, tem por propdsito mostrar que a equacio de Pell na forma z? — y2\/3

sempre possui solu¢ao nao trivial.

Teorema 7. Sed € N,Vd ¢ N, entio existem x+yvd € ZF[Vd|, tal que, N(z+yVd) =
L~ y2\/2l =1.

Demonstracao: Comod € NeVd ¢ N, entao Vd € R\Q, pois, se Vd = ]—), p,q € Z com
q
2
mdc(p,q) =1, (¢ > 1 pois Vd ¢ N), terfamos d = p_2 € Q, pois, mde(p?,¢*) =1 e ¢* > 1,
q

o que é absurdo, pois d € N. Logo, pelo teorema (2), existem infinitos (p, ¢) € Nx(N\{0})

com ‘\/_—B
q

1 .
< —5, assim:
q

p* —dg* = (p+ qVd)(p — ¢Vd)

-o{2-)(-9
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Logo:

\pQ—dq2!=q2£+\/3H]—9—\/3‘
q q
1
<q28+\/3—2=’]—?+\/8’
q 2 |q
g2@+‘fﬁ_¢a'
q
1
<2\/E—|—?
<2Vd+1

Portanto, existem infinitos pares (p,q) € N x (N'\ {0}) com:
IN(p+ qVd)| = [p* — dg®| < 2Vd + 1
Entao existe k € Z, tal que, para infinitos pares (p,q) € N x (N\ {0}),
p’—dg® =k (2.2)
Observe que k # 0, pois se p? — dg? = 0, terfamos:

it s d =~ (g)z = Vd= g € Q, Absurdoll!
Observe que temos k* possibilidades para (p(mod|k|), g(mod|k|)), entdo, pelo principio
das gavetas, existem (ry,75) € {0,1,...,|k| — 1}?, tal que, para infinitos pares (p,q) €
Nx (N\{0}) , temos p = r1(mod|k|) e ¢ = ro(mod|k|). Sejam (p1,q1) e (p2, g2) dois desses
pares.
Assim:

pe = p1(mod|k|)
(p1sqr) # (P2, q2) = p1 + Q1\/E # P2+ Q2\/C_l

q2 = q1(mod|k])

Suponha sem perda de generalidade que
1< pi+q@Vd<ps+@Vd

Considerando o niimero

p2 + CIZ\/E

_— >1
m+aVd

x—f—y\/az

16



Temos:

x—l—y\/—: (p2+q2\/3)(p1 —Q1\/a)

pi —dgi
_ (pp2 — dgige) + (P1a2 — p2q)Vd
k

como,

pip2 — dqigx = pi — dg; = k = 0(mod|k|) e

P12 — P2q1 = p1g1 — p1q1 = 0(mod|k|)
segue que,

4o I:plpz—d(hfheze
1<M:x+y\/c_l,com k
p1+ (]1\/3 _ DP1G2 — p2a
y=———"—"—¢€12
k

portanto

P2+ @Vd = (p1 + Q1\/E)(I + y\/g)

e de (2.2) e (1.2) concluimos:

k= N(ps+@Vd) = N(p + @ Vd)N(z + yVd) = kN(z + yVd)

:>:1:2—dy2:N(:E—|—y\/E):%:1

onde
t4+yVd>1> @ +yVd) =z —yVd=2yVd> 0=y >0
r—yVd=(z+yVd) ' >0=>z=yVd+ (z —yVd) >0

Sendo assim, (x,y) uma solugdo nao trivial. O

2.2 O caso geral: 2° —dy’* =m
Com os resultados do caso particular, m = 1, podemos fazer um melhor estudo
dos casos onde 2% — dy* = m, m € Z, que seguem.

Observacao: Para m = 0, temos apenas a solucao trivial x = y = 0, veja,

y=0=>2=0=2=0
2

y;éO:xZZdyQ:dzm

—, absurdo,pois d € N e nao é quadrado perfeito.
Y
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2.2.1 Existéncia de infinitas solucoes

Inicialmente, podemos afirmar que nem toda equacao de Pell possui solugao, por
exemplo, a equacio 22 — 5y® = —2.

De fato, se houvesse solugao, deveriamos ter:
2% — 5y* = —2(mod5) = 2 = —2(modb)

Porém, observe que os possiveis restos da divisdo de 22 por 5 sdo 0, 1 ou 4, assim como
nio hé x € Z, tal que, x> = —2(mod5), concluimos que a equacio nao possui solucao.

Agora, se para m # 0 existir (z,y) solucio de 2* —dy* = m, entdo, N(z+yVd) =
2? —dy? = m, = +yVd € Z|Vd|. Considerando ainda z;, + y1Vd € Z[Vd] a solucio
fundamental de 22 —dy? = 1, entdo para todo k € Z, temos que utvvVd = (:H—y\/a)(acl +
V)" u,v € Z, satisfaz:

u® — dv? = N(u+ vVd)
= N(z +yVd)N(z1 +y:1Vd)"
=m.1*

=m

Como x +yVd # 0 e 1 +y;Vd > 1, entdo os nimeros (z + yVd)(z, + y1Vd)* sio todos

distintos e assim obtemos infinitas solucdes (u,v) com u* — dv® = m.

Proposicao 8. Seja x + yVd € ZF[Vd] com N(z +yVd) = 2*> —dy> =m e o = 1 +
ylx/c_l > 1 a solugdo fundamental de > —dy* = 1. Entao existem u,v € N com u? — dv® =
m, tal que:

(

o (u+vVd), ou
u+vVd < +/alm| e k €N com z+yVd = oy —vVd), ou

—a" (u — vV/d)

\
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Demonstragio: Seja (z,%) uma solucio de 22 —dy® = m, com z,y € Ne (x,y) # (0,0),

implicando em x + y\/a > 1. Assim, existe k € Z, tal que:
o*/Im| <z +yVd < oF1/[m] (2.3)

Se k < 0, entao
z+yVd < o/ |m| < V/Im] < /a|m|

entao, basta tomar k = 0, que teremos (u,v) = (z,y). ]

Se k > 0, consideremos o niimero
U+ 0'Vd = aF(z+ yVd) = (x; — y1 V) (z + yVd)
multiplicando (2.3) por a~*, temos:

ViIm| < a (@ +yVd) = +'Vd < a/|m]

além disso, por (1.1) e (1.2), temos:
u? —dv? = N(W +v'Vd) = N(a V)VeN(z +yVd) = 1*.m =m

assim

(' +v'Vd) (W —v'Vd) =m e

u —v'Vd < |u —v'Vd| = _Iml < Im| < +v'Vd
w +v'Vd

onde

4
0<20'Vd= v >0

2 = (o + vV + (o —vVd) =+ V) — | — V)| = W) €N

>Im|—=+/|Im|=0=u>0
\

Portanto, se u' + v'Vd < v/a|m|, basta tomar (u,v) = (u',v").
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Caso contrario, se u' 4+ v'vd > \/a|m], temos que:

1 < Valm| <u' +v'Vd < av/|m]

onde segue

m|
lu' + v'/d|
= [m] < [ —v'Vd| < ]
ar/|m| vam|
Viml < v —v'Vd| < Im|
o o

= /Im| < a|u’ —v'Vd| < /a|m|

(W + ' Vd) (v —v'Vd) =m = [ — ' Vd| =

=

dai,
alu' —v'Vd| = (21 — V) [u' — ' Vd| = u+vVd, u,v € Z, portanto
VIm| < u+vvVd < v/alm|
Note que,
N(u+vVd) = N(a(u' —v'Vd)) = N(@)N(u' —v'Vd) = 1.m =m
u+vVd > +/m|
_w/d _wdl = Im| Im| Vd
u—vVd < lu—vVd| = < =+/|m| <u+ovvd
\ lu + vV/d| |m|
assim

(

0<20Vd=v>0

(u,v) € N, pois, § 2u = (w4 vVd) + (u—vVd) > (u+vVd) — |(u—vVd)|

Por fim, temos que

u+vvVd=al —v'Vd) = u —v'Vde {a (u+vVd), —a  (u+ vVd)}
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sendo v’ 4+ v'v/d o conjugado de v’ — v'Vd, e o' = 21 — 1 Vd e a = 21 + 1 Vd, vem

v+ v'Vd € {alu —vVd), —alu —vVd)}

Portanto
x4 yVd = o’ +v'Vd) € {o*Hu — vVd), - (u—vVd)}
m> 0=z +yVd= o (u—vVd)
m < 0= x4+ yVd=—a"(u—vVd)
O
Exemplo 9. Verifiquemos a equacdo: x* — 3y* = —2.
Temos
=3yt = -2=m= -2 o = 2 + /3 a solucao minimal de =3yt =1e
utoV3 < Vam = /(2 +v3) -2 =4+ 2v3 <3
Portanto, se houver solucio, devemos ter, u* — 3v® = —2 com u € {0,1,2} e v € {0,1,2}

com u + v\/§ < 3.
02 =30 =0 0°-312=-3; 02—-322=-12; 12-30* =1, 12-3.12=—-2;
2° —3.0° = 4;

Assim, temos (u,v) = (1, 1), tal que para todo z+yv/3 = a*(14+v/3) temos 22 —3y* = —2.
Por exemplo, para:

(

k=0=a’(1+V3)=1+V3
k=1=a'(1+V3)=2+V3)(1+V3)=5+3V3
k=2=a?(1+V3) = (T+4V3)(1+V3) =19+ 11V3

\
Encontramos as solucoes (1,1), (5,3), (19,11) de 2* — 3y* = —2.
Exemplo 10. Facamos o mesmo para a equagdo da figura (2.1) x> — 2y* = 7.

Temos m = 7 e temos (3, 2) a solucdo minimal de 2> — 2y = 1, logo, a = 2+ 3V/2.

Assim, se a equacdo 2® — 2y* = 7 possuir solucdo, devemos encontrar (u,v), tal que
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u? —20% ="7e:

0% —2.0* = 0;

u+vv2 < Valm| =1/ (2+3V2)|7] =14+ 21vV2 < 7

Busquemos entdo as possiveis solucoes, de u? — 2v? = 7 com u € {0,1,2,3,4,5,6},

ve{0,1,2,3,4,5} eu+uvvV2<T.

02 —-212=-2; 02-22°=-8; 0°-23>=-18; 0*—24*=-32;

0°—-25°=-50; 12—-20*=1, 1°-21>°=-1; 1*—-222=-7; 12-23>=—1T;
12-24%2=-31; 22-20°=4; 22-21%2=2, 22-222=—4; 22-23%=_14;

3°—2.0%=9;
52 —2.0° = 25;

3P—212=7 3-222=1, 42-20*°=16; 4*-21>=14;
6% — 2.0 = 36;

Logo, existe (u,v) = (3,2) com 32—2.2% = 7, e portando existem infinitas solucoes

para a equacao x? — 2y* = 7, ainda da proposicio (8), temos:

o k=0=>

e k=1=1

/

\

(

\

oFutvv2) = (3+2v2)°.3+v2) =3+V2
o u—0v2) = (3+2v2)L.(3—V2) =5+ 3V2

oF(u+vv2) = (3+2V2)L.(3+V2) =13+ 9V2
o (u—vv2) = (34 2v2)%.(3 — V2) = 27 + 19V2

Assim, encontramos os pares (3,1), (5,3), (13,9) e (27,19) que sao algumas das solugoes

da equacdo z* — 2% = 7.
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Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo sao apresentados alguns problemas que podem ser resolvidos através

da teoria apresentada neste trabalho.

Exemplo 11. Pinto (2019) cita em seu trabalho que “matemdticos, como Brahmagupta
(598-670) e Bhaskara II (1114-1185), utilizaram as equagdes de Pell em seus estudos,
relacionando essas equacgoes com a obtencao de raizes quadradas de miumeros inteiros
positivos.”.

Assim, iniciamos as aplicagoes, mostrando como determinar boas aproximacoes
de raizes quadradas nao exatas via equacgoes de Pell.

Sendo (2',3y") um solugcdo da equacdo x* — dy* = 1, podemos encontrar infinitas

solugoes da forma (x),,y1.); =7 — dy? = (2 — dy'*)*, donde:
o — dyi = (2} — gV (), + ypVd) = 1

da sequnda igualdade temos que,

R, B S S\ 1 _ L
FTUYET TV Y v gy P
kT Yk k k Ye(ry, +ypvd) Y

portanto,

/
x 1
Y. Yk
e com o uso do coroldrio (5), podemos encontrar valores para vy, cada vez maior, fazendo
/
: x
a diferenca Vd — =£

- se aprorimar de 0.

Y
Vejamos como exemplo, algumas aprozimacoes de 2 e /17
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e V2

Dado x* — 2y* = 1, € fdcil verificar que (3, 2) é uma solucdo, e pelo coroldrio (5),

podemos encontrar outras solugoes da forma (xy, yy); Tr + yk\/§:(3+2\/§)k:

(3+2v2)? =17+ 12V2 = (17,12)

(17 4+ 12v/2)? = 577 + 408V/2 = (577, 408)

. . X -
e assim, observe que o quociente —, das solugoes encontradas,
Y

3 17 — 577
3= 1,5; T 1,416; 08 1,414215...;
sdo boas aprozimacdes de /2 = 1,41421356....
o V17
Para 2 — 17y* = 1, temos as solucies:
334+ 8V17 = (33,8) = % — 4,125
(33 + 8\/1_7)2 = 2177 + 528V17 = (2177,528) = % = 4,1231060...

assim, encontramos boas aproximagoes de V17 = 4,12310562...

Exemplo 12. (Filipe, 2020a) Encontre todos os naturais n tais que n + 1 e 3n + 1 sdo
ambos quadrados perfeitos.

Resolucao: Queremos n € N tal que:

n+1=y n=1y—1
= x?—1
3n+1=a> n =
3
2
—1

Assim, da ultima igualdade temos
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Observe que (3.2) é uma Equagdo de Pell, onde (u, v)=(1, 1) € uma solucao e (x1,y1) =
(2,1) € a solugdo minimal de v* — 3y* = 1. Logo o sistema possui, infinitas solu¢oes que

podem ser escritas na forma
(z,y);z+yV3=(1+V3)2+V3) keZ
algumas dessas solugoes sao:
(x,y) ={(1,1),(5,3),(19,11), ...} (3.3)
Portanto, substituindo (3.3) em (3.1) encontramos:
n ={0,8,120,...}

Exemplo 13. (Filipe, 2020a) Mostre que as solugdes da equacio 5x*—y* = 4 sdo (x,y) =
(Fon_1, Lon_1), em que (Fy)é a sequéncia de Fibonacci e (Ly) € a sequéncia de Lucas.

Resolugao: Multiplicando ambos os membros da equagao por (-1), temos:
y® — b’ = —4 (3.4)
sendo

Li=1{1,=3 = Ly, = (1,3,4,7,11,18, ...)

b, = Fr=1 :>Fk:(1,1,2,3,5,8,...)

\Fk = Fp_1+ Fr_s

queremos mostrar que as solugoes da equagao (3.4) sao da forma
<y7 l‘) = (L2n—17 F2n—1>; Lgnfl - 5F2n—1 =—4 (35)

Agora, note que (9, 4) € a solugcdo minimal de y* — 52* = 1, (1, 1) é uma solucdo da

equagio y° — 5x2 = —4 e busquemos outras solugées (y,x): N(y+xv/5) = y* — ba? = —4,
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tal que, para k € N, tenha-se:

(1+V5)(9+4V5)" <y + V5 < (1+V5)(9 + 4v/5)"+! (3.6)

multiplicando (3.6), temos

(1+V5) < (y+2V5)(9—4V5)F =u+vv5 < (1+V5)(9 + 4V5)
= 1+V5 <u+vV5 <294 135 = ut o5z 14V >0 (3.7)
u+oV5<294+13vV5 = v < 13

assim, procurando solucées "pequenas”de u? —5v* = —4, tal que 0 < v < 13, encontramos
as solugoes (u,v) = {(1,1) = (L1, F1),(4,2) = (L3, F3), (11,5) = (Ls, F5)}. Portanto, as

solugoes de y* — bx* = —4 sdo:

/

(L + F1V5)(9 + 4V5)% = ou
(y,2); y+ 5z =9 (Ls + F5v5)(9 4 4V5)F ou (3.8)

(Ls + F5V5)(9 + 4v/5)"

\

Resta agora mostrar que tais solucoes sao da forma:

(y7 l’), Y+ oxr = LQn—l + F’2n—1\/g

Para isso, provemos inicialmente por inducao, que:

1+v5\"
Lk+Fk\/5=2( +2f>  keN (3.9)

verifiquemos para 08 casos inicias

e Para k=1

L1+F1\/5:1+\/3=2<1+2\/3)

e Para k=2
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L2+F2\/‘:3+\/5:2<1+2\/g)2

e suponha agora a validade de k e k-1, e verifiguemos a validade de k+1

Lis1 + Fip1V5 = (L + FuV5) + (Ly_y + Fr_1V/5)
1+f> (1+\/5)’“‘1

(55
(55 ()
(15 (550)
S(155) (59
i 1+ >

logo, (3.9) é vdlido para todon € N.

Por fim note que todo nimero impar, pode ser escrito na forma m+6k, onde m € {1,3,5}

ek € N. Logo:

Lop—1 + F2n71\/g = Lok + Fm+6k\/5
B (1 + \/5) m—+6k

2

() (59

= (L + FuV/5)(9 + 4V/5)F

que sao as solugoes apresentadas em (5.8). [

Exemplo 14. (Filipe, 2020b) Resolva (x +1)* — 2° = y* nos inteiros positivos.

Resolucao:

(z+1)P -2’ =9y =2 +32°+3r +1 -2 =¢°
= 322 4+ 3r+ 1 =17
= 3622 + 362 + 12 = 12y

= (6r +3)* — 12y* = -3
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fazendo X = 6x + 3 temos a equacdao de Pell,
X% 12y = -3 (3.10)

que tem como solucdo (u,v) = (3,1) e (x1,y1) = (7,2) a solu¢do minimal de X* —12y* =

1. Assim as solugoes de (3.10) sio da forma:
(u,v);u + V12 = (3 4+ V12)(7 4+ 2V12)F € {(3,1), (45, 13), (627, 181), ...}

portanto

(z,y) = (“ s 3,v) € {(7,13), (104, 181), ...}

sao solucoes da equacao inicial. [
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Consideracoes finais

A proposta inicial do trabalho era fazer uma andlise da equacao de Pell, apre-
sentando se possivel um método que permitisse afirmar a existéncia ou nao de solugoes.
Tal proposta foi alcancada com a proposigao (8), onde provamos que na existéncia de
solucoes, podemos encontrar uma solugao “pequena’pertencente a um conjunto finito.

Utilizando-se das teorias e aplicacoes apresentadas, existe a possibilidade deste
trabalho ser utilizado por professores do ensino basico na elaboracao de atividades interes-
santes e intrigantes que por séculos foram motivo de investigacao e discussao de grandes
matematicos, como por exemplo ja apresentado, a busca de raizes quadradas de ntiimeros

inteiros via a Equacao de Pell.
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