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Resumo:

O objetivo principal deste trabalho ¢ apresentar como podemos utilizar alguns recursos
de teoria de grupos, em particular, grupos de simetria do quadrado, para construir todas as
solugdes de quadrados magicos de ordem 3.

Para tanto, sera feito uma fundamentagdo de alguns aspectos acerca da teoria de grupos,
onde veremos o teorema de Lagrange, que diz de maneira informal, que um grupo finito pode
ser dividido em pedacos com a mesma quantidade de elementos e com isso obter como
consequéncia imediata o pequeno teorema de Fermat e o teorema de Euler vistos em um curso

basico de aritmética.

Além disso, estudaremos algumas construgdes de quadrados magicos de ordem n e
apresentaremos uma selecdo de possiveis atividades a serem implementadas numa perspectiva

metodoldgica de resolucdo de problemas no ensino basico.

Palavras - chaves: Grupos; Subgrupos; Grupo S,,; Quadrado Magico; Permutagdo.
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ABSTRACT

The aim of this work is to present a way that we can use some resources of group theory,
in a particular way, symmetry of the square, in order to build all the solutions of magic squares

of the third order.

To achieve this we will ground some aspects about group theories that we will look at
Lagrange's theorem. It says, in a informal way, that a finite group can be divided in pieces with
the same amount of elements and, because of it, to obtain the Fernat's and Euler's theorems as

an immediate consequence in basic Arithmetics.

Besides, we will study some constructions of magic squares of order n and we will
present a selection of possible activities to be implemented in a methodological perspective to

solutions of problems in the Elementary and Secondary schools.

Keywords: groups, subgroups, Sn groups, magic square, permutation
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INTRODUCAO

A teoria de grupos ¢ uma das ferramentas mais utilizadas na matematica moderna e nas
diversas nas areas da ciéncia. Este conceito ¢ fundamental e estdo incluidas a teoria quantica de
campos, as estruturas atomicas e moleculares, além do proprio estudo de algebra abstrata. Tal
conceito € usado para a construcao de outras estruturas algébricas, como anéis, corpos, modulos
e espacos vetoriais, uma vez que estes podem ser vistos como grupos dotados de operagdes e
axiomas adicionais.

A origem da teoria de grupos surgiu no trabalho do matematico Frances Evariste Galois
(1811-1832) buscando descrever as simetrias de equacdes satisfeitas pelas solugdes de uma
equacdo polinomial. Em 1832, por meio de uma carta escrita ao seu amigo Auguste Chevalier,
Galois esbogou o seu famoso trabalho sobre solubilidade por radicais, introduzindo o conceito
de grupo soluvel. O problema consistia em mostrar que uma equagao polinomial admite solugdo
por radicais se seu grupo ¢ soluvel.

A defini¢do moderna que conhecemos do conceito de grupo foi dada por Arthur Cayley
(1821-1895) em 1854 e permitiu que a teoria de grupos se desenvolvesse rapidamente, e foi tdo
influente que sua expansao rompeu os limites da algebra. Grupos aparecem em todas as areas
da matematica e sdo usados nas ciéncias em geral para determinar a simetria interna de uma
estrutura na forma de automorfismos de grupo. Uma simetria interna estd normalmente
associada a alguma propriedade constante. E o conjunto de transformacdes que preserva esta
propriedade forma um grupo, chamado grupo de simetria.

Neste trabalho apresentaremos os principais conceitos, propriedades e resultados na
teoria de grupos que servirdo de base para o estudo do grupo de simetrias, também conhecido
por grupo diedral ou grupo de permutagdes, onde os movimentos sdo representados por
permutacdes, e iremos explorar o grupo de simetrias no triangulo equildtero e no quadrado.

Um quadrado magico ¢ uma matriz quadrada de nimeros inteiros positivos, sendo que
nenhum destes nimeros se repetem, em que a soma de cada linha, de cada diagonal e de cada
coluna tem o mesmo valor M, chamado de constante magica.

Existem muitas histérias sobre o surgimento dos quadrados mégicos. Os primeiros a
trabalhar com os quadrados magicos foram os chineses, hindus e drabes. A versdo mais antiga
¢ o Loh-Shu encontrado na China por volta de 2850 a.C. e ¢ referente a um quadrado magico
de ordem 3. Iremos mostrar como o grupo de simetria do quadrado pode ser util para

determinarmos todos os quadrados magicos de ordem 3.
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No Brasil os livros didaticos de matematica do ensino Fundamental e Médio raramente
fazem alusdo aos quadrados magicos. E quando ¢ feita, se limitam a apresentar os de ordem 3
e com pouquissima referéncia sobre aplicagdes, tornando os Quadrados Magicos apenas objetos
de diversdo e curiosidade.

Iremos também estudar Quadrados Magicos e apresentaremos aplicagdes para os anos
finais do ensino fundamental e ensino médio e algumas curiosidades sobre o tema como o
misticismo de amuletos de metal com inscri¢do de quadrados magicos.

A seguir faremos uma descri¢do sucinta de cada capitulo.

No capitulo 1 iremos apresentar os conceitos preliminares, necessarios para o
entendimento do trabalho, como nog¢des basicas de grupos e subgrupos; permutagdes; grupos
diedrais; teorema de Lagrange e homomorfismo. E obteremos como consequéncia do teorema
de Lagrange, o Pequeno teorema de Fermat e o teorema de Euler, vistos em um curso de
aritmética.

No capitulo 2, apresentaremos o grupo de simetria S,,, estudando com detalhes as
permutagdes pares e impares que sdo fundamentais para elaboragao, discursdo e conclusao deste
trabalho.

No capitulo 3, apresentaremos uma aplicagdo de teoria de grupos: os quadrados
magicos. Destacamos a historia dos quadrados magicos, sua origem, a magia dos amuletos,
tipos, curiosidades, outros formatos "magicos", e também as constru¢des de alguns tipos de
Quadrados Magicos que possibilitam a construgdo de outros.

Finalmente no capitulo 4 iremos sugerir atividades com aplicagdo em sala de aula,
relacionadas aos quadrados magicos, mostrando o uso destes quadrados magicos no Ensino da
Matematica. Essas atividades podem ser trabalhadas com alunos dos anos finais do ensino
fundamental ou alunos do ensino médio. Pois, envolvem sequéncia numérica, raciocinio logico

e progressdo aritmética.
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CAPITULO 1: PRE — REQUISITO

Este capitulo ¢ destinado a apresentagdo dos pré-requisitos necessarios para a
compreensdo deste trabalho. Serd mencionado e discutido o conceito de grupo, permutagoes,

subgrupos, teorema de Lagrange, grupos diedrais e homomorfismo.

1.1-  Conceitos preliminares

Um conjunto ndo vazio G estda munido com uma operacao * se, € somente se, para cada
par de elementos de G sabemos associar um Unico ¢ € G, denotado por ¢ = a * b.
Equivalentemente, existe uma fungao
 GxG - G
(a.b) - ax*b

Defini¢ao 1.1 (Grupo): Um conjunto ndo vazio G munido de uma operacdo * ¢ chamado de
grupo se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:
(1) (Associativa)a * (b *c) = (a * b) * c, para quaisquer a,b,c € G.
(i1) (Existéncia do elemento neutro) Existe e G, talquea * e = e * a = apara
qualquer a € G.
(ii1) (Existéncia do Inverso) Paracadaa € G,existe b € G,talquea*b =bxa =
e.

Denota - se um grupo G com a operacao * por (G,*).

Exemplo 1.2: Seja G = {A € M, ,,(R), det A # 0} munido com a operagdo usual de

multiplicagdo de matrizes. Entdo (G, -) € um grupo.

Defini¢io 1.3 (Ordem de um Grupo): A ordem de um grupo (G, *) é denotada por |G| ¢ é 0
niamero de elementos do conjunto G. Dizemos que G ¢ um grupo finito se, € somente, se 0
conjunto G € um conjunto finito. Caso contrario, dizemos que G tem ordem infinita, escrevemos

|G| = e G ¢ dito grupo infinito.
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Defini¢cao 1.4 (Grupo Abeliano): Dizemos que um (G, *) ¢ um grupo abeliano se, e somente
se,a *b = b * a, para quaisquer a,b € G.

Caso contrario, dizemos que G ¢ um grupo nao - abeliano.

Exemplo 1.5: Para todon > 1 o grupo (Z,,, + mod n) é exemplo de um grupo abeliano de n

elementos.

Exemplo 1.6 (Grupo ndo Abeliano): SejaG ={A € M, ,,(R), det A # 0} munido com a

operacao usual de multiplicagdo de matrizes. Entdo (G, ) ¢ um exemplo de grupo ndo abeliano.

Defini¢do 1.7 (Permutac¢io): Seja C = {1,...,n}. Toda bijecdo g: C — C é chamada uma
permutagdo de C. O Grupo S, = {0 : C - C, 0 é uma bijegio } também é chamado de grupo
das permutacdes de n elementos.

Como ha n! Permutacdes de n elementos e o conjunto das permutacdes de n elementos
esta em bijegdo com S, , portanto a ordem de S, € |S,,| = n!.

A bijecdo o € §,, definida por

1 - a(1)
o(2)

n - dn)

N
l

Pode ser representado por
_ 1 2 n )
9= <0(1) o2 .. o

O elemento neutro de S,, ¢ a bijecdo [ = (i 2 n)_

Se

(1 2 .. n (1 2 .. n
“‘(dn o(2) - dm)ef‘@u)r@) - ﬂm)
Entao:

o 1 2 n
0T_<dﬂD)0@@D . a@wn)

Exemplo 1.8: Seja g, T € S5 dadas por:
_ (1 2 3 4 5 _ (1 2 3 4 5
o= 5514 ¢ =G5 331
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Entao,
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Observamos que dado

_ < 1 2 n )
7Tl o . o)
trocando a primeira linha (dominio de o) com a segunda (as correspondentes imagens por o),

temos que que

o1 = (0(1) o(l) .. a(n))
1 2 n
Depois, se necessario, permutamos as colunas, enumerando a primeira linha como 1,2, ..., n.

Por exemplo,

Exemplo 1.9: S, tem 2 elementos, a saber, [ = (1 2) eo = (1 2). Observamos que

1 2 2 1
c?=o0°0=1.
O grupo S5 tem 6 elementos, as bijegdes:
=G 2 3 7=r=(y 1 3) ==y 5 )
fimre=( 1) A== g 0 fi=ri=(i 5 2)

Observamos que S; pode ser descrito usando apenas as bije¢des o e T , pois f, = T2,

fe=0°tefs =0°t% Temos que 02 = 1,73 = 1.Como 713.72n # T2r.T3, vemos que S; é
3 3

um grupo que ndo ¢ abeliano.

Assim,

Comi={0,1}ej ={0,1,2}, S ={ai°Tj,02 =L,13=L1°0= 0°7%}
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Proposicao 1.10: Paratodon > 3, S, ¢ um grupo ndo abeliano.
Prova: Sejan >3 esejaS = {1,2,..,n}. Basta exibir duas bije¢cdes do conjunto S, tais que
0°t # 1°0.Sejam o e T definidas por:

0(1) =2,0(2) =1,0(3) =3 eo(x) = x, para todo x > 4,

(1) =1,7(2) =3,7(3) =2e1(x) = x, paratodo x > 4.
Entao:

(oc°1)(1) = J(T(l)) =oc(1)=2e(t°0)(1) = T(a(l)) = 1(2) =3,

Logo:

o°t#T1t°o0.

1.2- O conceito de subgrupo

Defini¢ao 1.11 (Subgrupo): Um subconjunto ndo-vazio H de um grupo (G,-) € um subgrupo
se, € somente se,
(1) sea,b € H,entdoa - b € H;

(il) sea € H,entdoa ! € H.
Observacao 1: Se H ¢ um subgrupo de G entdo denotaremos H < G.

Suponhamos que H € G seja um subgrupo de G. Entdo, por defini¢do de subgrupo, a operagao
de G esta fechada em H, valendo (i) e (ii). Como H # @, existe ¢ € H. Ento, de (ii) ¢! €
H e de (i) e eg = c- ¢ ! € H. Reciprocamente, suponhamos que H € G seja um
subconjunto que tenha as propriedades (i) e (ii) do enunciado. De (i) segue que H estd munido
com a operagdo de G e de (ii) a existéncia de inverso em H de cada elemento de H. Para mostrar
que H ¢ um grupo, basta observar que a operagdo sendo associativa em G ¢ associativa em

qualquer subconjunto, em particular, ¢ associativa em H.

Exemplo 1.12: Seja (G,.) um grupo. Entdo, {e} e G sdo subgrupos de G, chamados de

subgrupos triviais.
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Exemplo 1.13:

Grupo Subgrupo
@, +) (Z,+)
(R, +) @, +)
(C,+) (R,+)
Q) (=11},
(R*,-) Q)
c,) (R”,-)

1.3 - Teorema de Lagrange e aplicacdes:

Nesta secdo iremos mostrar e estudar o teorema de Lagrange, a fim de obtermos como
consequéncia, o pequeno teorema de Fermat e o teorema de Euler, que sdo muito uteis no estudo
de congruéncias. E para isso foi necessario visitar algumas defini¢des e proposi¢des, tais como:

classe lateral, cardinalidade de grupo e fungdo ¢.

Definicao 1.14 (Classe Lateral): Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Definimos sobre
G arelacdo de equivaléncia ~E da seguinte forma:

Y ~g X se e somente se , existe h € H tal que y = xh

Por defini¢do, a classe lateral a esquerda de H em G que contem x €:

xH= {xh ; heH}={y€eG; y. gx}

Analogamente, definimos a seguinte relacdo de equivaléncia:

Yy .p X se e somente se , existe h € H tal quey = hx

Segue que a classe lateral a direita de H em G que contem x ¢&:

Hx={hx; heH}={y€eG;y._px}

16



Proposicio 1.15 : Todas as classes laterais tem a mesma cardinalidade de H. Se G ¢ um
grupo finito. Isto €,

# {xH} = #H
Prova: Considere a seguinte fun¢do dada por:

@:H - xH
h - xh

Vamos mostrar que ¢, ¢ uma bijecao.
De fato:
(1) ¢x: H — xH ¢ injetiva.

o,(hy) = @, (hy) = xh; = xh, = x"'xh; =x"1xh, = h, =h,

(2) @, H — xH ¢ sobrejetiva.
g € xH ,existe h e H;g=xh eh= x"1g = ¢, (h) =x(x"1g)=g

Portanto ¢, ¢ sobrejetiva m

Defini¢cao 1.16 (Cardinalidade): A cardinalidade do conjunto das classes laterais a esquerda

se chama o indice de H em G, denotado por (G: H).

Observacio 2: O indice de H em G também ¢ a cardinalidade do conjunto das classes laterais
a direita de H em G, pois a aplica¢do de ¢ ¢ uma bije¢do
@:{classes laterais a esquerda} - {casses laterais a direita}
xH - Hx™1

Portanto,

#{classes laterais a esquerda} = (G: H) = #{classes laterais a direita}

Teorema 1.17 (Teorema de Lagrange): Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entao:
|G| = |H|.(G:H)
Em particular:
e A ordem de H divide a ordem de G.
e O indice de H em G divide ordem de G.

17



Prova: considerando
Relagdo ~F em ¢ = obtemos uma particdo de G em classes

= por definicdo, (G: H) = # {xH},x €G.
= cada classe tem |H| elementos.
Prop

1.15
= |G| = |H|.(G:H)m

Corolario 1.18: Seja G um grupo finito e @ € G. Entdo a ordem de « divide a ordem de G.

Ou seja,
o(a) divide |G|

Prova: Pelo teorema de Lagrange
|G| = o(a) .(G:o(a)) = o(a) | |G|

Em particular:
216 = 0@ (G@) — oGo(@) — o

Corolario 1.19 (Pequeno Teorema de Fermat): Seja p um niimero primo e a € Z. Com

mdc (a,p) = 1. Entdo:
a’P"'=1modp,Vac€ L,

Prova: Como
mdc (a,p) =1 = a € Z\{pZ}
= a € Z,\{0} = G, grupo de (p — 1) elementos

= alfl=T1
=9 a(p_l): i

= a?"! = 1modpm

Observacao 3: ¢ ¢ a fungdo de Euler, definida por:
d(n)=#meN;1<m <n,mdc (mn) =1}

18



Corolario 1.20 (Teorema de Euler): Sejam x,n € Z com mdc (m,n) = 1. Entdo:
mdc (x,n) =1 = x*™ =1 mod n.
Prova: Como

a € 1, éinvertivel & mdc(a,n) =1

Segue da definicdo da fun¢do de Euler (Observagao 3)

G=0om

Deste modo:

mdc (x,n) =1=x€G
= xlfl=¢

= x?™ =1 modn.m

Defini¢ido 1.21: Sejam G um grupo ¢ a € G. Denotamos por (@) o conjunto de todas as

poténcias de a.

Ou seja,
(a) = {a™|n€ Z}

-1 2
,a e a a?, 1.

Proposicao 1.22 (O subgrupo ciclico gerado por «): Sejam (G,-) um grupo e a € G. Entdo

(a) é um subgrupo de G, chamado de subgrupo ciclico gerado por a.

Prova:
a. Paratodo n, m inteiros temos que a™ - a™ = a™™ € (a).
b. e = a® € (a).

c. Paratodon inteiro, temos (a™)™! = a™ € (a).

19



Corolario 1.23: Se G ¢ um grupo de ordem prima, entdo G ¢ ciclico.

Teo

Prova: a €G\ {e} 29 |{a)| divide |G| = p

= [{a)| = |G|m

Defini¢do 1.24 (Ordem de um elemento): Seja (G,-) um grupo. Quando {a) é um grupo finito,

chamamos (a) de ordem de « e escrevemos o(a) = (a)

Exemplo 1.25: Mostre que se p é primo = a? = a mod p, paratodoa € Z.

Como
a’P~'=1modp
e
a=amodp
Multiplicando

a’P"la=a.lmodp= a?P =amodp

Observacio 4 (Generaliza¢do do Teorema de Lagrange): Seja G grupo e sejam K < H <
G. Temos entdo:
(G:K) = (G:H).(H:K)

Prova: caso |G| < oo. Segue do Teorema de Lagrange:

H < G = |G| = |H|.(G: H)

K< G = |H| = |K|.(H:K)

= |G| = |K|.(H:K).(G:H)

K <G = |G| = |K|.(G:K)
Segue:

|K|.(G:K) = |K|.(G:H).(H: K)

= (G:K) = (G:H).(H:K)

Este resultado vele também para grupos de ordem infinita. m

Observacio 5: Se G ¢ um grupo abeliano e H subgrupo de G, temos:

G grupo abeliano, H < G entdao xH = Hx,para todo x € G.
20



Prova: xH ={xh;h e H} = {hx;h € H} = Hxm

Observacio 6: D —, grupo de simetrias especiais do quadrado ndo ¢ abeliano.

4 2 \\_7 ("" ]/ / t 1

De fato, seja:

Assim:

= Rn.H + H.Rn
2 2

Exemplo 1.26: O grupo S; tem 6 elementos. Um subgrupo H de S3, pelo Teorema de Lagrange,
sé pode ter |H | € {1, 2, 3,6}, que sdo os divisores de 6.

Classificando os subgrupos de S3, temos:

O tnico subgrupo de ordem 1 é {I}

Os subgrupos de ordem 2 sdo: (6) = {I,0},(cet)= {I, 007} e(oo1?)= {l,00 1%}

O tnico subgrupo de ordem 3 ¢ (t) = {I, 7, T2} = (1?).

Lema 1.27: Seja (G,- ) um grupo e sejaa € G com o(a) = n . Entdo,

(a’) = (amdc(s,n)>

Prova:(c:) Como s = m - mdc(s, n), para algum m € Z, entdo
21



as = am-mdc(s,n) — (amdc(s,n))m € (amdc(s,n)>
Logo, {a®) c (amdc(sm)
(2:) Sejam a, B € Z tais que mdc(s,n) = an + Ss. Entéo,
amac(sm) = qan+hs = gan . gBs = (M)« . (g5)B = ¢ - (a%)B = (a*)".
Logo,

amdc(s,n) I= (as> — (amdc(s,n)> C<as>' n

Teorema 1.28: Todo subgrupo de um grupo ciclico € ciclico.

Prova: Seja (G,+) grupo ciclico gerado por a, G = (a). Se H = {e}, entdo H = {e}, come =
a®. Suponhamos que H seja subgrupo de G, H # {e}. Entdo, existe m € Z,m # 0, tal que

a™ € H. Como a™,a™™ = (a™)~! € H, entdo existe um inteiro positivo n,, tal que a™ € H.

SejaS = {n > 0;a™ € H}. S é ndo vazio e S C N entdo, pelo Principio da Boa Ordenagéo, S
tem um menor elemento, digamos s. Como s € S, temosa® € H es > 0.
Afirmamos que {a®) = H. De fato, (a®) c H, pois a® € H.
Seja agora b € H c G = (a). Logo, existe n € Z tal que b = a™. Pela divisdo euclidiana de
npor s, existem q,r em Z, unicamente determinados tais que n =qs + 7, com 0 <r <s.
Dessa forma,

b=a"=a%""" =g.q" = (a5)-a’
Logo,

a"=b- (a°)P€eH,com0<r<s.

Pela escolha de s, temos r = 0. Portanto, b = (a*) 1 € (a®*) e H c {(a®).m

1.4 — Grupos Diedrais

Esse subcapitulo ¢ destinado a apresentar os grupos diedrais, que € o grupo de simetrias
de um poligono regular de n lados qualquer, que iremos representar por D,,.

Mostraremos que para cada n > 3 existe um grupo ndo - abeliano com 2n elementos,
chamado de grupo diedral n e denotado por D,,.

D,, ¢ subgrupo de S, e ¢ o grupo das simetrias do poligono regular de n lados.
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Fixando P um poligono regular de n lados. Considerando D,, o conjunto das bije¢des
do plano que deixam P invariante.

Denotando por [] o plano, se tem:

D, = {a: 1_[ - 1_[, o é uma bijecdo e o(P) = P}

D,, ¢ subgrupo do grupo das bije¢des do plano. De fato,
(1) Como I : [] = [] é uma bijegdo tal que I(P) = P, entdo I € D,,.
(i) (o,teD, se, e somente se, 0: [[ =[] e 7: [[ =[] sdo bijecdes, tais que
o(P)=Pet(P)=P,entdoogot:[]—[] éuma bije¢do e
(co1)(P) = O'(T(P)) = o(P) =P.
Logo, 007 € D,,.
(ili) Se o0 € D, entdo existe T: [[ =[] tal que doT =100 =1, pois ¢ ¢ uma
bijecdo no plano []. Como ¢ (P) = P, entdo
P=1(P) = (c0o1)(P) =1(c(P)) = ©(P)
Logoo™ =1 € D,.
Portanto, D,, € grupo.
Faremos as construgdes detalhadas de D5, o grupo das simetrias do tridngulo equilatero,
e de D,, o grupo de simetrias do quadrado. A construgdo de D,, para n impar ¢ andloga ao caso

n = 3 e, paran par, ao cason = 4
O grupo diedral 3 ( D3)

Fixamos um tridngulo equilatero A. O grupo de bijecdes do plano que deixam A
invariante ¢ o grupo de simetrias de A.

Para visualizarmos as bijecdes e a imagem dos pontos de A, sera considerado os
vértices do tridngulo numerados por 1,2 e 3. O triangulo A esta inscrito em um circulo de

centro O, como mostra a figura a seguir:

/
\&

o
L.

6O
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Temos 3 retas no plano, cujas simetrias do plano em relagdo a elas deixam A invariante.

Para cada j = 1,2 ,3, seja [; a reta que passa pelo vértice j e pelo centro O de A. A reta [ €

perpendicular ao lado oposto ao vértice j e o divide ao meio (mediana).

Sejam S;, S5, S3 as simetrias do plano em relagdo as retas [y, [, I3, respectivamente.
Essas bije¢des do plano tem a propriedade de S{(A) = A.

O angulo interno 102 do tridngulo equilatero, em radianos, tem medida igual a 2?" .

1
/N

Temos trés rotagdes do plano em torno do ponto O, no sentido anti-horério, que deixam
2(2m)

A invariante, isto é, R;(A) = A,paraj = 1,2,3:R,, arotagdo de 2?" ; R,, arotagdo de 3
41 ~ 3(2m) ’ ~ - .
S5 ¢ R3, a rotacdo de — = 2m. E claro que R3 = I, a fung¢do identidade no plano.

As 6 bijecdes estdo perfeitamente determinadas pelas imagens dos vértices do triangulo.

Podemos representar as 6 bijecdes do plano que deixam A invariante por bije¢des do conjunto
{1,2,3}, os vértices do tridngulo
— A 1 2 3 I 1 2 3 1o 1 2 3
S=5= (1 3 z) 52 = (3 2 1) 53 = (2 1 3)
5, (1 2 3 _ (1 2 3 _ (1 2 3 _
R_Rl_(z 3 1) k2 = (3 1 z) Rs = (1 2 3)_1
Podemos descrever as 6 bijegdes a partirde S = S; e R = R; .
Inicialmente, observamos que R, = R?,R; =R3=1 ¢ S? =1. Temos que S, =

SR,S, = SR? ¢ RS = SR2.

Na figura a seguir vamos visualizar a composi¢do S;S; = SS; = R. Lembrando que as

retas estao fixas.
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N

g

[

Comparando a configuracdo inicial com a final, observamos que. Como S, =1,
compondo com S a esquerda, obtemos que S; = SR. De modo analogo, ¢ possivel a verificagdo
de que SS; = R? e conclusdo que S3 = SR2.

Na figura a seguir vamos visualizar a composigdo RS = SR? = S}. Lembrando que as

retas e o ponto O estdo fixos. No processo, as retas [y, [, [; determinam as simetrias.

-
w ¥
v
-

v

Logo,
D; ={I,R,R? S,SR,SR?*} e S* =1,R® = I,RS = SR?

={S‘R’}comi=0,1,j =0,1,2e 5% =1,R® =I,RS = SR?
O grupo diedral 4 ( D,)

Fixamos um quadrado “. O grupo das bijegdes do plano que deixam o quadrado

invariante ¢ o grupo das simetrias do quadrado.

Para visualizarmos as bije¢des do plano ¢ a imagem dos vértices de U, consideramos

os vértices do quadrado numerados por 1, 2, 3 e 4. O quadrado estd inscrito num circulo de

centro O, conforme a figura abaixo:
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Temos 4 retas no plano, cujas simetrias do plano relacionadas a elas, deixam invariante.
Para j = 1,2 seja l; a reta que passa pelo centro O e pelo vértice j (tem um veértice do quadrado
oposto a j). Paraj = 1,2, seja l,,; a reta que passa pelo centro O e € perpendicular ao lado que
contém os vértices j e j + 1 (Existem dois lados do quadrado paralelos perpendiculares a [, ;
que os divide ao meio).

Sejam S;, S;, Sze S, as simetrias do plano em relagdo as retasly, [, I3 .e

L, respectivamente. Essas bijegdes do plano tem a propriedade de S;(Z) = 0.

O angulo interno 401 do quadrado, em radianos, tem medida igual a %ﬂ = %

Temos quatro rotagcdes do plano em torno do ponto O, no sentido anti-horario, que

deixam O invariante, isto &, Rj( :) = O,paraj = 1,2,3,4: R, arotagdo de%ﬂ = g; R,, a
rotagdo de @ = m e R3, arotagdo de@ = 37" ER,, arotagdo de@ = 2m,comR, = 1.

Podemos representar as 8 bijecdes do plano que deixa invariante por bije¢des do
conjunto {1,2,3,4}.

s=s;=(

5=

==

)

N RN
S w Ww
0 NS
e
Il Il
R &R
wN NN
N W = W

_
N—
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N =

U=y

=N Wi

N W AW

W =

U=y

NN AN

w w =k Ww

RS
N—

NGRS
N—"
Il
—

Podemos descrever as 8 bijegdes a partirde S = S; e R = R; = R=
2

Inicialmente, observamos que R, =R? R;=R3 R,=R*=1,S?=1 ¢ S, =
SR?,S; = SR3,S, =SReRS = SR3.
Na figura a seguir vamos visualizar a composi¢do SS, = R. Lembrando que as retas

estdo fixas.

(7 € €

3 4 2 1 2 3

A configuragdo do ultimo quadrado corresponde a R( ). Logo, SS, = R e como S, =
I, compondo a esquerda da igualdade com S, temos:
D, ={I,R,R? R3,S,SR,SR?, SR3} e R* =1,5% = I, RS = SR3.
={SR'}comi=10,1,j=01,23eS? =1,R* = ,RS = SR.

Sendo assim, D, & S,.
O grupo diedral n (D,,, comn = 2t + 1),t € N.

Fixamos um poligono regular P com n = 2t + 1. O grupo das bijecdes do plano que
deixam P invariante ¢ o grupo de simetrias de P.

Para visualizarmos as bije¢des e a imagem dos pontos de P serdo considerados os

vértices do poligono numerados por 1,2, .... 2t + 1. O poligono P esté inscrito em um circulo

de centro O, como mostra a figura a seguir:
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Temos n = 2t + 1 retas no plano, cujas simetrias do plano relacionadas a elas, deixam
P invariante. Para j = 1, ...,2t + 1, seja [; a reta que passa pelo centro O de P e pelo vértice j.
A reta l; € perpendicular ao lado oposto ao vértice j o divide ao meio.

Sejam S1, ey Spryq @s simetrias do plano em relagdo as

retas Ly, ..., ly¢41, respectivamente. Essas bijegdes do plano tem a propriedade de S/ (P) = P.

O angulo interno 102 de P, em radianos, tem medida igual a 2?", onden = 2t + 1.

2t + 1

Temos n = 2t + 1 rota¢des do plano em torno do ponto O, no sentido anti-horario, que

deixam P invariante, isto €, R; (P) = P,paraj = 1,..,n: R,,arotagdo de 2?"; R,, a rotagao

(n-1)(2m) n2m) _

2@m) _ 4n ; e R, arotagdo de —

de = —, e assim por diante até¢ R,,_,, a rotagdo de
3 3

2w, com R, =1.
Podemos representar as 2n bije¢des do plano que deixam P invariante por bijegdes do

conjunto {1,2, ..., n}, usando apenas S = S; eR = R;.

. /1 2 v t+1 t+2/ .. 2t+1
S=S' =

1 (1 2t+1 .. t+2 t+1 .. 2 )
/1 2 .. 2t 2t+1
R_Rl_(z 3 .. 2t+1 1 )
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Observamos que R; = R/, paracadaj = 1,..,n— 1 ¢ R" = [,§* = ], além disso SR’
¢ uma simetria paracadaj =1, ..,n — 1.
Logo,
D,={LR,..,R" %S SR,.., SR} e R" = 1,52 = [,RS = SR™"!

={S'R’}comi=0,1;j=0,..,n—1eS?=1,R" =1,RS = SR* !

Sendo assim, D,, & S, , paran imparen > 3.

O grupo diedral n (D,,, com n = 2t),t € N.

Fixamos um poligono regular P com n = 2t. O grupo das bije¢des do plano que deixam
P invariante ¢ o grupo de simetrias de P.

Para visualizarmos as bije¢des e a imagem dos pontos de P serdo considerados os
vértices do poligono numerados por 1,2, .... 2t. O poligono P estd inscrito em um circulo de

centro O, como mostra a figura a seguir:
2
: O

t+1 ¢ t+2
L+

Temos n = 2t retas no plano, cujas simetrias do plano relacionadas a elas, deixam P
invariante. Para cada j = 1, ..., t, seja [; a reta que passa pelo centro O de P ¢ pelo vértice j. O
vértice t + j € oposto ao vértice j e estd na reta [;. Para cada j = 1, ..., ¢, seja [, a reta que

passa pelo centro O e ¢ perpendicular ao lado que contém os vértices j e j + 1. Existe t dessas
retas que sdo perpendiculares a dois lados paralelos de P passando pelo ponto médio desses

lados.
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Sejam S , ..., S5 as simetrias do plano em relagdo as retas ly, ..., I, respectivamente.

Essas bije¢des do plano tem a propriedade de S; (P) = P.
O angulo interno 102 de P, em radianos, tem medida igual a 2?", onde n = 2t.

2 1

Temos n = 2t rotagdes do plano em torno do ponto O, no sentido anti-horério, que

deixam P invariante, isto €, R; (P) = P,paraj = 1,..,n: R,,arotagdo de 2?"; R,, a rotagdo
de @ = 4?" e assim por diante até R, _;, a rotagdo de (n_lnﬂ ; € R, arotagdo de @ =

2m,com R, =1.
Podemos representar as 2n bije¢des do plano que deixam P invariante por bijegdes do

conjunto {1,2, ..., n}, usando apenas S = S; eR = R;

e (1 2 3 t t+1 t+2
S_Sl_(l 2t 2t—1 .. t+2 t+1 t )
_ (1 2 3 .. 2t—1 2t
R_Rl_(z 3 4 . 2t 1)

D,={LR.., RS, SR,.. SR} e R" =,52 = [,RS = SR™"!

= {S'Ri}comi=0,1;j=0,..,n—1eS*=1,R" =1,RS = SR™!

1.5 - Homomorfismo

Essa secdo ¢ destinada a apresentar e estudar homomorfismo de grupos que ¢ uma
fun¢do entre dois grupos que preserva as operagdes binarias e veremos o Teorema de Cayley

que permite representar qualquer grupo como um grupo de permutagdes.
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Defini¢do 1.29 (Homomorfismo de grupos): Sejam (G,-) e (G',x) grupos. A fungdo ¢ : G —
G' é chamada de homomorfismo de grupos, se e somente se, @(a - b) = @(a) x ¢(b), para

quaisquer a, b € G.

Exemplo 1.30: SejaR* = {x € R;x > 0} Como o produto de reais positivos ¢ um também
um real positivo, o inverso de real positivo também ¢ um real positivo e 1 ¢ um real positivo
entdo, entdo R é um subgrupo de R*. Portanto,(R*, - ) é um grupo. Considerando os grupos
(€, -) e (R*, -). A fungdo
@: C* > R*
z ~ |z
E um homomorfismo de grupos, pois

p(z-w) =lz-w| = |z| - [w|] = ¢(2) - p(W).

Proposicio 1.31 (Propriedades de homomorfismo): Sejam (G,-) e (G',x) grupose ¢ : G —
G' um homomorfismo de grupos.

Entao:

(1) @ (eg) = egr

(i) @@ =(¢(a))?, paratodoa € G.

(iii)) A imagem de ¢ ¢ um subgrupo de G'.

Prova: (i) Temos ¢ (e;) = ¢ (e; - e;) = ¢ (e;) * ¢ (e;). Operando em ambos os lados da
igualdade com (¢ (e;)) ™! obtemos e = ¢ (eg).
(i)  Temos que ez =@ (eg) =@ (a-at) = p(a) * p(a™!). Analogamente, e;r =
p(a™1) x p(a). Dessas igualdades temos que @ (a™1) = (¢ (a))™ 1, para todo a €
G.
(iii)  Sejam (G,"), (G',*) grupos ¢ ¢: G — G’ um homomorfismo de grupos. Mostre que

@ (G) = {p(a); a € G} éum subgrupode G'. m
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Proposi¢do 1.32: Sejam (G,-),(G',*x) ¢ (G",*") grupos. Se ¢ : G - G' e : G' - G" sdo

homomorfismo de grupos entdo Yo @ : G = G" é um homomorfismo de grupos.
grup Y grup

Prova: Sejaa,b € G. Entao,
W op)(a-b) = P(p(a-b)
= Y(p(a) * p(b))
= P(¢p(a) ¥ ¢(b))
=@pop)@)+ (Yop)(b).m

Defini¢dao 1.33 (Nucleo): Sejam (G,-) ¢ (G',x) grupos € ¢ : G — G' um homomorfismo de

grupos. O nucleo de ¢ € o conjunto:

Nucleo (@) = {x € G; p(x) = e;1}

Proposicio 1.34 (Propriedades do nicleo): Sejam (G,') e (G',x) grupos e @ : G = G' um

homomorfismo de grupos. Entao,

(1) Ntcleo (¢) é um subgrupo de G.

(i) @ ¢ injetora se, e somente se, Nucleo (¢) = {e;}

Prova:

6)) Como ¢ (e;) = e;r , temos que e; € Nucleo (). Além disso, se a, b € Nucleo (),
entio @(a-b) = ¢(a) * p(b) = eqr * egr = egre ¢ (a™) = (9 (@)™ = e;} = eg, logo
a-b € Nucleo (@) e a™! € Nucleo . Portanto Nucleo (¢) é um subgrupo de G.

(i)  (=:) Suponhamos que @ seja injetora. Seja Entdo, @(a) = ¢@(e;). Como @ ¢ injetora,
segue que a = eg. Portanto, Nicleo (@) = {es}.

(&:) Suponhamos que Nucleo (@) = {eg}. Sejam a,b € G tais que @(a) =
@(b).Entdo, ezr = (@ (a) * (b)) = p (@) x p(b™!) = @(a-b~1). Portanto, a-b~1 €
Nucleo(¢) = {eg}. Logo, a - b~ = e;, que nos dd a = b.

Entdo, ¢ ¢ injetora. m
Defini¢do 1.34 (Isomorfismo de grupos): Sejam (G,-) e (G',x) grupos e ¢ : G = G’ um

isomorfismo de grupos se, somente se, ¢ ¢ um homomorfismo de grupos bijetor.
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Defini¢do 1.36 (Grupos isomorfos): Sejam (G,-) e (G',*) sdo grupos isomorfos se, somente

se, existe @ : G — G' isomorfismo de grupos.

Exemplo 1.37: Os grupos (R*, -) e (R, +) sdo isomorfos, pois a fung¢do ¢ : R* — R definida

por ¢(x) = logx é um isomorfismo de grupo.

Proposi¢io 1.38: Sejam (G,) € (G',x) grupose ¢ : G — G' um isomorfismo de grupos. Entdo

a fun¢do 1, inversa de ¢, € um isomorfismo de grupos.

Prova: Como ¢ ¢ uma fungédo bijetora, existe ¢ : G' — G a fungdo inversa de ¢. Temos que
@op = I, e Yo = I;. Dessas composicdes segue, que Y ¢ funcdo injetora e sobrejetora,
Para cada b’ € G’ temos que existe b € G tal que @(b) = b’, pois ¢ ¢ sobrejetora € b é tnico
porque ¢ ¢ injetora. Assim, a fun¢do 1 ¢ definida por:
Y(b') = b, se somente se, p(b) = b'.
Agora falta mostrar que ¥ ¢ um isomorfismo de grupos.
Sejam a’, b’ € G' e a,b € G tais que Y(a') = aeyP(b’) = b. Entdo, p(a) =a’e p(b) =b' ¢
Y(a'xb") = P(p(a) » p(b))

=y(¢(a- b))

= (poy)(a- b)

—a-b

=(a’) - (")

Defini¢io 1.39: Seja (G,-) um grupo. Um automorfismo de G é um isomorfismo ¢: G — G.

E serd visto um resultado muito importante.

Teorema 1.40 (Cayley): Sejam (G,-) um grupo, S; = {0 : G = G; ¢ é uma bije¢do} e (S;,) 0

grupo das bijecdes de G. Entdo G ¢ isomorfo a um grupo de S;.

Prova: Vamos construir ¢, um homomorfismo injetor de grupos de G em S;.
A imagem de ¢ ¢é um subgrupo de S; e ¢ isomorfo de G.
Para cada a € G seja g,: G — G a fungdo definida por o,(x) = a - x. Entdo, para quaisquer

xX,yEG.
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0,(x) = 0,(y) se, e somente, sea-x =a-y
se, € somente, se x =y
Logo, g, ¢ uma fungdo injetora. Além do mais, para cada b € G, temos que
b=a-(at-b)=0,(at b),
mostrando que g, ¢ uma fun¢do sobrejetora. Desta forma, o, € S;, paracadaa € G.
Definimos ¢: G — S; por p(a) = ag,.
Vamos mostrar que ¢ ¢ um homomorfismo de grupos injetor.
Sejam a, b € G. Temos que ¢@(a - b) = g,.;,. Para entendermos esta fungdo devemos
aplicd — la nos elementos do seu dominio. Para isto, seja x € G. Entdo,
o,p(x)=(a-b) x

=a-(b-x)

= 04(0p) (x)

= 0400, (x).
Logo, 0,., = 0,° g,. Portanto,

p(a-b) =04p = 0500, = p(a)°p(b),
mostrando que ¢ ¢ homomofismo de grupos.
Para mostrar que ¢ ¢ injetora, devemos determinar o seu nucleo.
Nucleo (¢) ={a€G;p(a) =1;}
={a € G;0, =I5}
={a € G,paratodox € G,a-x = x}

= {eg}.

Corolario 1.41 Seja (G,-) um grupo com n elementos. Entdo, G ¢ um isomorfo a um
subgrupo S,,.

Prova: E suficiente observar que se G ¢ um grupo de n elementos, entdo S; ¢ isomorfo a S,,.

Os grupos finitos sdo realizados como subgrupos de S,,. Assim, S,, deve ser estudado
como mais atengdo, e sera feito no proximo capitulo.

Observagao:

(1)  Os grupos de ordem 4, sdo o grupo ciclico de ordem 4 e o grupo de Klein, que

sdo isomorfos a Z, e Z, x 7Z,, respectivamente.
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(2) Os grupos de ordem 8 sdo, a menos de isomorfismo, Z, x Z,x Z, , Zy X Zy4, Zg
todos esses grupos abelianos, e os grupos nao — abelianos dos quatérnios Q e o Diedral D,.

(3)  Conhecemos dois exemplos de grupos com 4 elementos, ciclicos e S;. E esse
capitulo serd encerrado mostrando que, a menos de isomorfismo, o tnico grupo nao — ciclico
de ordem 6 ¢ 0 S;.

De fato, Seja (G,-) um grupo néo - ciclico com 6 elementos. Pelo teorema de Lagrange,
para cada x € G, temos que o(x) divide 6, € como o(x) # 6, logo o(x) € {1,2,3}.

Afirmamos que G tem elementos de ordem 3. Suponhamos, por absurdo, que todo
elemento de G diferente de e; tenha ordem 2. Entdo para todo x € G, temos x? = e;. Assim
(xy)(yx) = e implica xy = yx. Logo G é um grupo abeliano. Escolhendo x,y € G\{e;} tais
que x # y temos que H = {eg, x,y,x - y} ¢ um subgrupo de G com |H| = 4, contradizendo o
teorema de Lagrange.

Seja b € G um elemento de ordem 3. Entdo, (b) = {e;, b, b*} S G. Existe a € G tal que
a e (b).

Afirmamos que a ordem de a é 2. De fato, sec(a) = 3 entdo eg, b,b?,a,a?, b -a,b -

2 b? - a e b? - a? sio elementos distintos, contradizendo o fato de |G| = 6.

a

Sendo assim, a? = e; e {e;, b, b?,a,a - b,a - b*} c G.Como os elementos do conjunto
a esquerda sdo distintos temos que

G ={eg,b,b% a,a-b,a - b?}

Afirmamos que a-b # b - a. De fato, sea-b = b - a, entdo ¢ = a - b ¢ um elemento
de G de ordem de 6, visto que o mdc(O(a),O(b)) = mdc(2,3) = 1,contradizendo o fato de G
ndo ser grupo ciclico.

Como b - a é diferente de e;, b, b%,a e de a - b, a inica possibilidade é b - a = a - b2.
Assim,

G ={e;,b,b?,a,a-b,a-b*;b-a=a-b?a®=e; b3 =¢e;},
Construindo o unico isomorfismo ¢:G — S; definido por ¢(a) =0 e @(b) =1,

mostramos que G ¢ isomorfo a S;. m
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CAPITULO 2: GRUPOS DE SIMETRIAS

Este capitulo ¢ destinado a apresentagdo e discussdo dos grupos de permutacdes, que €
um grupo cujo elementos sdo permutagdes de elementos de um conjunto M com a operagao
binaria de composicao de fungoes.

Ja vimos que o Teorema de Cayley afirma que qualquer grupo ¢ isomorfo a um grupo

de permutacdes onde estudaremos o grupo de todas as permutac¢des do conjunto {1,2,...,n}.

2.1-0 Grupo S,

Pelo Teorema de Cayley, um grupo finito G pode ser visto como um subgrupo de S,,,
onde n = |G|, o que motiva o estudo detalhado de S,,, o grupo de permutagdes no conjunto S =
{1,2,...,n}.

Para estudarmos S,, = {0:{1,...,n} = {1, ...,n}; 0 é uma bijegdo}, definiremos uma

relagdo de equivaléncia no conjunto S = {1, ..., n}, a partir de um elemento o de S,, fixado.

Defini¢ao 2.1 (Congruéncia médulo o):
Seja o € S, fixado. Paraa,b € S, dizemos que a ¢ congruente a b mddulo o se, somente
se, b = ¢/ (a), para algum j € Z. Nesse caso, escrevemos a =, b. Ou seja,

a=,beb=d(a).

Defini¢ao 2.2 (Poténcia modulo 0): Sejac € S,, e j € Z, entdo:

I;,sej=0
, o,sej=1
o) = ; )
ogool Lsej>1

(c—j) Lsej<o0

Proposicio 2.3: A congruéncia mddulo o ¢ uma relagdo de equivalénciaem S = {1, ..., n}.

Prova: De fato:

Reflexiva: Como I; = ¢°, paratodo a € S, temos a = I;(a) = a°(a), logo a =, a.
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Simétrica: Se a,b € S e a =, b, entdo existe j € Z tal que b = o’/ (a), logo —j € Z

ec (b)) =07 (Jj(a)) = (677/o 07)(a) = a, mostrando que b =, a.
Transitiva: Por fim,se a,b € Sea =, be b =, c, entdo existe i, € Z tais que
b =d'(a) ec =d’(b),
Assim, ¢ = ¢/ (6% (a)) = (¢7° 6")(a) = 6/**(a), com i + j € Z. Portanto, a =, ¢
Como a congruéncia modulo o ¢ reflexiva, simétrica e transitiva, concluimos que ¢ uma relagdo

de equivaléncia. m

Toda relagdo de equivaléncia em um conjunto define uma particdo do conjunto em
subconjuntos disjuntos, tais subconjuntos sdo as classes de equivaléncia. Para cada a € S,

classe do elemento a = a = [a] = {b € S; b = ¢/ (a), para algum j € Z} = {0/ (a);j € Z}.

Defini¢io 2.4 (Orbita de a por o):Para cada a € S, chamamos a classe de equivaléncia de a

modulo o de orbita de a por o.
Proposicdo 2.5: Para cada a € S existe | = [, > 1 tal que ¢'(a) = a.

Prova: {o/(a);j € Z} c S. Logo, a orbita de @ tem um nimero finitos de elementos. Em
particular, {o/ (a);j € Z,j = 1} é finito.
Sendo assim, existem inteiros i, j com 1 < i < j tais que

oi(a) = d/(a).
Aplicando, o~ em ambos os lados dessa igualdade, obtemos a = ¢/ ~*(a), comj — i > 1.
Portanto, o conjunto C = {j € Z;j > 1 e 0/ (a) = a} é um subconjunto ndo — vazio de inteiros
limitados inferiormente. Pelo Principio da Boa Ordenacdo, C tem um menor elemento, que

chamaremos de [. Entdo, o'(a) = a. m

Definicdo 2.6 (Propriedade da oérbita de a poro): A Orbita de a poro ¢

{a,0(a), .. d""1(a)}, onde | = I, é o menor inteiro positivo j tal que a'(a) = a.

Exemplo 2.7 : Determinar a 6rbita de a por o, para cada a € {1,2,3,4,5,6}, onde

7= 1356 4)
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Orbitade 1 = {o(1) = 2,6%2(1) = a(c()) =0 =1} >, = 2;

Orbitade3 ={c(3) =3}=>1; =1,

Orbita de 4 = {0(4) =5,062(4) = 3(5) = 6 = 03(4) = d(0%(4)) = 0(6) =4} > |, = 3;
As classes de equivaléncia da congruéncia modulo o, isto ¢, as 6rbitas de g, s@o

{1,2}, {3} e {4,5,6}.

Defini¢io 2.8 (Ciclo a por 0): Dadosa € S = {1, ...,n},0 € S, e{a,a(a), ...,ala 1 (a)}, A
orbita de a por o, chamamos (a, o(a), ..., a'a"1(a)), ou qualquer permutacdo circular, de um
ciclo de o.

Exemplo 2.9: Os ciclos de o no Exemplo 1.46 sdo (1,2), (3), (4,5,6).

Defini¢cdo 2.10 (r-ciclo): Sejam r >2 e {a,, ..,a.} S ={1,..,n}. Por um r-ciclo
(a4, ..., a,) estendemos uma permutacgdo o:S — S definida por:
o(ay) = a;, o(ay) = as, .., o(a,) = a;

e o fixa todos os outros elementos S.

Por um 1-ciclo(a) entendemos como sendo a permutagdo I: S — S.

Observacao: Qualquer permutagdo circular do r-ciclo (ay, ..., a,-) define a mesma bije¢ao de
S.

Exemplo 2.11 : Sejan = 9 e consideramos o 5-ciclo (1,3,4,2,6).

123456789)
3 6 4 25 17 8 9/

Claro que (1,3,4,2,6) = g, assim como qualquer permutagdo circular 5-ciclo (1,3,4,2,6),

Esse ciclo corresponde a permutagdo o = (

comecando em qualquer um desses elementos.

Definicio 2.12 (Multiplicagio de ciclos): Sejam
S = {1,...,71}, {ilr---rir} CSG {jlr---rjs} CS.
Definimos o produto dos ciclos ¢ = (iy, ..., ;) € T = (Jy, ---, js) de S,, como a composi¢do das

permutacdes de S, que eles representam, a saber.

(ill ey lT) (jl’ ""jS) =00°T
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Exemplo 2.13 : Calcular os produtos de alguns ciclos de S .

(1,3,5)(2,3,7,6,1) =(; é ? i i g Z)
(1,4,3,5,6)(2,3,7,6,1,4)=(é é ? ‘2‘ 2 Z Z)
awesn <G 111380
wsmasn <G 111380

Defini¢ao 2.14 (Ciclos disjuntos): Sejam
S={1,..,n}, {iy, .., i,JcSe {1, erjs} € S.

Dizemos que (iy, ..., i) € (jy, ..., Js) sdo ciclos disjuntos se, e somente se,

Uy s b3 O {1 s} =0

Exemplo 2.15: Vimos no exemplo anterior que no S; temos (1,4,3) e (2,5,7) sdo ciclos
disjuntos.

Proposicao 2.16 (Propriedade de ciclos disjuntos): Se o = (iy, ..., 1) € T = (j, .-, J5) S30
ciclos de S, disjuntos, entdo g o7 =T 0 0.

Prova: De fato, sejam

A={iy,...,i,}eB="{j,...js}, taisque ANB=0eS =1{1,..,n}
Sej € S\(AU B), entdo e o e 7 fixam j, logo

o(t()) =j = (a()).

Se j € A, entdo

J=ig, o(x) =10, tG)=j e t(i) = 1.
Assim,

a(t(D) =o() =iy e t(6(N) = (i) = iy.

Se j € B entdo

J=Jr. tUx) =j1, c() =j e a(y) = ji.
Assim,

ox())=0(G) =5 e t(a())=1()=ji.

Logo, 007 =7T00.1
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Proposicao 2.17: Toda permutacdo de o em S, pode ser escrita de maneira unica, a menos da
ordem, como produto dos seus ciclos disjuntos.

Prova: Sejac € S. Paracadaa € S, o ciclo de o por S é da forma (a, o(a), ..., c'e"1(a)),
para algum [, > 1 e os ciclos de ¢ sdo disjuntos. Seja Y a permutacdo que ¢ o produto dos

ciclos de a. Entdo, Y (b) = a(b), pois para cada b € S ocorre em um unico ciclo de o.

Corolario 2.18: Toda permutagdo o € S,,,0 # I, se escreve, de maneira Unica, a menos da

ordem, como produto de r-ciclos disjuntos, onde r > 2.

Prova: Como o # I, existe 0 € S tal que o(a) # a, existem Orbitas com pelo menos 2
elementos. Consideremos os ciclos de o provenientes dessas dOrbitas. Esses ciclos determinam

o e sdo r-ciclos disjuntos comr > 2. m

Exemplo 2.19: Escreveremos as seguintes permutacdes de S;, como produto de r-ciclos

disjuntos com r = 2.

(1 23 456 7 8 9 10\_
a_( 5 6 7 2 1 8 )—(113:5:7)(2,4,6)(8,10,9)

(123 45678 9 10)_
T—(8 oo 5 1o 5. )= (1.8,65)(29,10,4)(3,7)

—_
o
N

123 45 6
l/’_(4518961

= (1,4,8,3)(2,5,9)(7,10)

~N
w o
N O
—
o

) = (1,4,8,3)(2,5,9)(6)(7,10)

o

Consideremos o r-ciclos disjuntos com r > 2. Observamos que
12,..n=>00,NA,r-1)..(1,3)(1,2).
Em geral,

(ilr ) ir) = (i1: ir)(ip ir—1) (i1: i3)(i1: i2)~

Lema 2.20: Sejan = 2. Toda permutacdo em S,, é o produto de 2-ciclos.

Prova: Sejac € S, onde n = 2. Se 0 # I. Seja o como o produto dos seus r-ciclos disjuntos,

onde r = 2. Escrevendo cada r-ciclo como produto de 2-ciclos, obtemos o resultado.
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Temos I = (1,2)(1,2). Logo I é produto de 2-ciclos. Se n > 2 existe outras formas de escrever

I como produto de 2-ciclos. m

Corolario 2.21: S,,, n = 2 ¢ gerado pelo conjunto de todos os 2-ciclos.

Definicao 2.22 (Transposicdes): Os 2 — ciclos em S,, sdo chamados de transposigoes.

Exemplos 2.23: Todo r — ciclo com r = 2 ¢ o produto de r — 1 transposi¢des.

De fatoa (ill ey lr) = (ill lr) (ill i3)(i11 lZ)

Definicao 2.24 (Permutacido par ou permutacio impar): Uma permutacdo g € S, ¢
chamada permutagdo par se, e somente se, g ¢ um produto de um numero par de transposigoes.

Caso contrario, o ¢ chamada de uma permutacio impar.

Exemplo 2.25: Como r-ciclo o = (iy, iy, ..., i) = (iy, i) ... (i1, i3) € o produto de r —1

transposigodes, entdo o ¢ par se, somente se, » ¢ impar.

O produto das duas permutagdes pares € par, [ € par e a inversa de uma permutagdo par

¢ par, entdo o conjunto das permutagdes pares e € um subgrupo de S,,.

Defini¢ao 2.24 (Grupo Alternado): Seja A, = { o € S,;; 0 ¢ par}. A, ¢ chamado de grupo
alternado.

A congruéncia modulo A,, define uma particdo de S,, em dois subconjuntos disjuntos,
as classes de equivaléncia modulo A4,,, onde uma das classes ¢ A,, e a outra é A,,0, onde g ¢
qualquer permutacdo impar.

De fato, dadas oot em §,, temos:

0 =tmodA, © cot €A,

& 0ot~ ! sdo ambas pares ou ambas impares

& oot 530 ambas pares ou ambas impares
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Assim, duas permutacdes estdo na mesma classe se, € somente se, sdo ambos pares ou
ambas impares. Tomando ¢ impar, temos que 4,0 # A,, a classe das permutagdes pares.

Assim,

nl =Syl =2-14,], isto &, |4, == m
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CAPITULO 3- Algumas Aplicagdes de Teorias de Grupo

Este capitulo ¢ destinado a aplicagdo de teoria de grupo: os quadrados magicos.
Apresentando um pouco de sua histdria, tipos, origens, curiosidades e constru¢do dos

Quadrados Magicos de qualquer ordem.

3.1 - Quadrados Magicos:

Existem muitas historias sobre o surgimento dos Quadrados Magicos. E os primeiros a
trabalhar com os quadrados mégicos foram os chineses, hindus e arabes. A versdo mais antiga
¢ o Loh- Shu encontrado na China por volta de 2850 a.C. e ¢ referente a um quadrado magico
de ordem 3.

Um quadrado magico ¢ uma matriz quadrada de nimeros inteiros positivos, sendo que
nenhum destes nimeros se repetem, em que a soma de cada linha, de cada diagonal e de cada

coluna tem o mesmo valor M, chamado de constante magica. Por exemplo,

912

Lo
:
O-O00000

81116

Figura 1 Figura 2

Um quadrado do magico puro ¢ um quadrado magico contendo apenas niimeros
inteiros consecutivos.
A constante M pode ser facilmente calculada em fungdo de n. Para isto, basta observar

que a soma das n linhas da matriz ¢ igual a:

M+M+...+ M = nM

Por outro lado, esta soma ¢ igual a
n%(n?+1)

14+ 2+ 2 =
+2+4+n 5
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_ n2(n%+1)

Assim nM = n(n?+1)

= M=

Neste caso, a constante magica M, deve ser igual a:

3.32+1) 30

=T 7P

Muitos também pensam que os quadrados magicos tenham sido criados na India,

chegando no século IX a Arabia e espalharam - se pelo Oriente Médio e Japao, onde foram

associados a astrologia para célculos de hordscopos. Os quadrados Magicos tornaram objetos

de estudos, na transicdo entre Idade Média e o Renascimento, segundo Figueiredo (1999).
Chegando a Europa no século XV por Manuel Moschopoulos.

Em 1514 o pintor alemao Albrecht Diirer, pintou um quadrado magico em sua gravura

com titulo Melancolia I, ligada as influéncias astrais do planeta Jupiter. Essa relacdo dos

planetas com os quadrados magicos pode ter sido iniciada pela sabeista, que eram adoradores

de astros, especialmente do sol.

Figura 3: Melancolia I
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Figura 4: Melancolia I — quadrado magico ampliado

Em torno de 1533, Heinrich Cornelius Agrippa Von Nettesheim, mago, alquimista,
médico, cabalista, astrologo, escritor, fisico e filésofo, estabeleceu uma ligacdo dos quadrados
magicos com os metais e planetas. Para entender o sobrenatural, Agrippa estudou Pitdgoras e
Porfirio, entre outros filésofos e fisicos.

Por influéncia dos estudos de Agrippa, era comum o uso de amuletos de metal,
embasados nos Quadrados Magicos. Agrippa fez o primeiro amuleto, com os sete quadrados,
relacionando cada a um planeta. Na época, o Sol e a Lua, eram considerados como planetas e
os cientistas s6 conheciam sete astros. Acreditava - se que tais amuletos protegiam de forgas
negativas e doencas.

9 elementos simbolizando Saturno, em chumbo;
16 elementos simbolizando Jupiter, em estanho;
25 elementos simbolizando Marte, em ferro;

36 elementos simbolizando o Sol, em ouro;

Solendcide=111

Marte=6S 6 323 34 35 1

Jupiter=34 11/24 7 /20| 3 7 11/27/28 8 30

Saturmo=15 4 14 15 1 412 25 8|16 19 1416 15 23 24

4 9 2 9 7 6 12 17| S 13/21 9 18 20/22/21 17 13

31517 S 11 10 ¢ 10 18 1 14 22 25 2910 9 26 12

8 1 6 16 2 3 13 23/ 6 19/ 2|15 36 5 33 4 2 22
Figura 5

49 elementos simbolizando Vénus, em cobre;
64 elementos simbolizando Merctrio, em liga de prata;
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81 elementos simbolizando a Lua, em prata;

Luna=369

Mercirio =260 37 78 29 /70 21/62/13 54 §

Venus=17S 8 5859 5 4 6263 1 6 38 79 30 71/22/63 14 46

22 47/16/41 10|33 4 49 15|14 52 53 11/10 S6 47 7 39(80 31/72/23 55 15
S 23 4817 42/11| 29 41 23 22 44 45 19 18 42 16 48 8 40 81/32|64 24 S6
30 6 24 49 18 36 12 32 34 /35 29 28 38 39 25 S7 17 49 9 41 73/33 65 25
13 31| 7 25 4319 37 40 26|27 37 36 30|31 33 26 58 18 SO 1 42|74 34 66
38 14 32 1 26 44 20 17 47 46 20 21 43 42 24 67 27 59 10 51/ 2 |43 75 35
21 39 8 |33 2 27 &5 9 S5 S4 12 13 51 50 16 36 68 19 60 11 S2/ 3 44 78

46 15/40 9 34| 3 28 64 2|3 6160 6|7 57 77 28 6920 61/12|53 4 45

Figura 6

d ‘~ by - :-'.A.”A *
l ) ‘ -..' _/oermfyg_(',:;jy
I# |4

I
.En‘c 7!
S{lOo|1H,

4
9
$

EANLLEA P AL

&

O

Figura 7 Figura 8 Figura 9

Além de serem estudados pela astrologia e magia, os quadrados magicos, despertaram
também o interesse de alguns matematicos, pelos problemas dificeis que originados em relagao
a construcgdo, classifica¢do e enumeracao dos quadrados de uma dada ordem. Bernard Frénicle
de Bessy (1602 - 1675), Claude - Gaspar Bachet (1581 - 1638), Pierre Fermat (1601 - 1665) e
Leonhard Euler (1707 - 1783) estudaram quadrados magicos € cubos magicos.

O menor quadrado mégico possivel ¢ o de ordem 3 com 9 elementos, ou seja, com 3

linhas e 3 colunas, ou seja, de ordem 3.
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Quadrado Magico 3x3

Nota - se que ndo € possivel formar um Quadrado Magico Puro 2 x 2, pois ndo ¢ possivel
apresentar os elementos 1, 2, 3, 4 de forma que a soma de dois desses nimeros fosse igual a

soma dos outros dois, como acontece no quadrado magico de ordem 3.

Defini¢io 3.1: Um Quadrado Magico Puro de ordem n € uma matriz (@;;)yxn cujos elementos
pertencem aos subconjuntos dos naturais {1,2,3, ...n?} e sdo dois a dois distintos ¢ tais que a
soma de cada linha, coluna e diagonal ¢ igual a uma constante M, vista anteriormente e dada

por:
_n(@m*+1)
B 2

Vejamos dois exemplos de quadrados magicos formados apenas por nimeros primos:

43 31 5 41

67 17 23 13

17 79 | 101 | 43 | 73
13 | 113 | 89 61 | 37
109 | 11 41 47 | 97
107 | 71 33 59 | 23
67 31 29 | 103 | 83
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3.2 - Quadrado Magico 3

Sera apresentado um método de resolu¢do do Quadrado Magico de ordem 3. Seguindo
a defini¢do 3.1 e calculando a constante M temos que um Quadrado Mégico de ordem 3 ¢ uma
matriz 3 x 3 onde os elementos pertencem ao conjunto 1,2,3,4,5,6,7,8,9 e a soma de qualquer

coluna, linha ou diagonal ¢ igual a 15.

Método de Resolucio:

Observamos que entre o intervalo [1,9] = {1,2,3,4.5,6,7,8,9} tem 5 algarismos impares

= {1,3,5,7,9} e 4 algarismos pares = {2,4,6,8} Assim, as possiveis somas de 3 parcelas sdo:

. PAR + PAR + PAR = PAR

. PAR + PAR + IMPAR = IMPAR

. PAR + [MPAR + IMPAR = PAR

. [MPAR + IMPAR + IMPAR = [MPAR

No caso do Quadrado Magico de ordem 3, o resultado da soma ¢ 15, entdo as unicas
situacdes possiveis sdo a segunda e quarta.

O numero que ocupa o centro do quadrado merece um olhar diferenciado, pois ele ¢
parcela de 4 das 8 somas.

Considerando um Quadrado Mégico da forma:

a1 | A12 | A13

azq1 | Az2 | Q23

azq | A3z | Azs

Para os lemas a seguir usaremos a notagdo P para um nimero par e [ para um niimero

impar.
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Lema 3.2: O elemento a,, ¢ impar.

Prova: Por contradigdo, suponha que a,,seja par. Dessa forma, se tem as seguintes

possibilidades para a configuragdo do Quadrado Méagico:

P P P I
P P

I I P I

I P I I
P P

I P P P

Sabendo - se as possiveis combinagdes para a soma resultarem em impar, completa - se

as possibilidades nos quadrados e chega - se em:

I) A linha central resulta em par;

P P
P P P
I I
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IT) A coluna central resulta em par;

P P I
P
P P I

IIT) A coluna central resulta em par;

I P P
P
I P P

IV) A linha central resulta em par;

I I
P P P
P P

Assim, ¢ visto que para todas as possibilidades, o elemento a,, par ¢ uma contradi¢ao.

Logo, conclui-se que o elemento a,, ¢ impar. m
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Lema 3.3: Os elementos a1, a;3, 31, 33 SA0 pares.
Prova: Pelo lema anterior, o elemento central ¢ impar. Para mostrar o lema, sdo analisadas
todas as possibilidades de elementos impares e pares que ocupam os cantos do quadrado (os

elementos aqq, aq3, azq, azz ).

. Possibilidade I:

Sé resta completar as posi¢des vagas com algarismos pares, mas notamos que ao fazer
isso, a soma da primeira linha, por exemplo, resulta em um numero par. Sendo assim,
descartamos essa possibilidade.

o Possibilidade 1I:

Essa possibilidade também ¢ descartada, pois a soma da diagonal secundaria esta

resultando em par.
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e Possibilidade I11:

Para ter a soma resultando um nimero impar, todas as posi¢des vazias deveriam ser
preenchidas com algarismos pares, o que € impossivel, pois temos apenas 4 algarismos pares

entre 1 €9

. Possibilidade 1V:

A soma da diagonal secunddria esta resultando em par.

. Possibilidade V:
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E uma possibilidade valida, pois as posi¢cdes vazias sdo completadas por algarismos
impares e as somas de todas as linhas, colunas e diagonais resultam em par.

LOgO, os elementos aiq, 13,031, 33 sao pares.

Lema 3.4: O elemento a,, ¢ igual a 5.
Prova: O elemento a,, ¢ parcela comum da soma de duas diagonais. Listando a somas que

resultam em 15 e que tenham parcelas como parcelas um algarismo impar e dois pares.

1+8+6
4+5+6
2+8+5
2+9+4
3+4+8
2+6+7
O unico algarismo que aparece em mais de uma soma € o 5. Assim, a,, = 5. Seja um

quadrado magico 3 x 3 da forma:

a1 | Q12 | Q13

Com ay1,043,A31 € 12,021,023 A3z € {1,3,7,9}.
E sabemos que a soma de cada coluna, cada linha e cada diagonal ¢ igual a 15, dessa
forma temos o seguinte sistema linear:

(a;, + a;, + a3 =15
a,; + a3 =10
as; + as, + asz; =15
a1 + a,; + az; =15
a;; + as, =10
a3+ a,3 + asz; =15
a;; + aszz =10
\ as; + a3 =10
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Reescrevendo o sistema, e deixando a,;, a;, como variaveis livres, temos:

( a3 =15—a;; — a4,
az1 =20 —ay; — ag

) a3 =—10—a;; + a4,
as; =—=5+ay; + agy
as, =10 — a4,

\ asz; =10 —aq;

sendo que a, € {2,4,6,8} ¢ a,, €{1,3,7,9}.

Podemos ficar tentado afirmar que o sistema tem infinitas solugdes; isso s6 ocorreria se
a;1 € aqp pudessem assumir qualquer valor real mas, a;; € {2,4,6,8}¢ a;, € {1,3,79} e o
valor de qualquer a;; deve pertencer ao conjunto {1,2,3,4,6,7,8,9} ¢ devem ser dois a dois
distintos. Por exemplo, se a;; =2 e a;, = 1, que pelos lemas anteriores sdo valores que eles

poderiam assumir. Como a3 =15—2—-1= 12 ¢ {1,2,3,4,6,7,8,9} ,essa possibilidade ¢

eliminada.
Outro caso para ser eliminado, ¢

a;; =6¢ ay; =3, poisay;3 =15 —6 —3=6=ay; , 0 que ndo pode ocorrer.

Eliminando todos esses casos, temos:

(all 5 all) € {(27 7)7 (27 9)7 (47 3)7 (47 9)7 (67 7)7 (67 1)7 (87 1)7 (87 3)}
E resolvendo o sistema para cada um dos pares possiveis, chegamos a 8 configuracdes do

quadrado magico, mostradas a seguir:

7 6 2 9 4 4 3 8 4 9 2
5 1 7 5 3 9 5 1 3 5 7
3 8 6 1 8 2 7 9 8 1 6
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Falta mostrar que os oito quadrados que encontramos pertencem a mesma classe, ou
seja, o quadrado magico 3 x 3 € tinico a menos de simetrias e isso serd feito usando o que foi

visto de teoria de grupos.
O grupo das simetrias do quadrado
Sejam A, B, C, D, os vértices de um quadrado. Considere O, o ponto de intersecao das

duas diagonais do quadrado e denote 7, s, m e n as retas determinadas pelas diagonais e pelas

mediatrizes do quadrado, como mostra na figura.

\ m /
\\
N\ /
A —6
;\\‘ ;
\-.; /'/
. 10/
/ N
S
"
\-.
s \\
S
Denotaremos por
o id,R=, R, , Rsn: as rotagdes planas centradas em O, no sentido anti — horario de
2 2

A 4 3n .
angulos zero »5 »T,~ respectivamente.

Abaixo foi ilustrado cada uma dessas transformacdes aplicados no quadrado de vértices
A,B,CeD.
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R,, R, Ry, Ry, as rotacdes de angulo com eixos 1, m, n, s respectivamente.

R m

A—B
D &
id
A—B G—D
== | |
r— B—A
Ry
1)—1‘4
C—B

T T

D—A

R,

A—B D——C

==

D——C A——B
R,

T—[‘)

B—C

56



E facil ver que o conjunto de transformacdes
D, = { id,Rn ,R; ,R3n,R,,Rs, Ry, Rn}
2 2

Com a operacao de composicao de fungdes € um grupo.

Analisando os quadrados 3 x 3 obtidos, e levando em considera¢des as informacdes
vistas acima e tomando as retas r,s,m,n como coluna central, a linha central, a diagonal
principal e a diagonal secundéria respectivamente.

Seja o quadrado a seguir o elemento inicial:

2 7 6
9 5 1
4 3 8

Aplicando as transformacdes id, Rz , R, , Rsz temos:
2 2

21776
IEE
4[3]8
i(ll
61 2776 8[3]4
753 o5 1|F1]5]9
§
2 N BEE 672
"y
2
5(7
1]6
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E aplicando as transformacgdes R,, R, R,,,, R,,, obtemos:

s[1]6
357
4lo]2
R,
672 2|7 438
519 9fs|1|FK=dlo]5s
834 438 21716
R,
2(9(4
715713
618

A partir de um dos quadrados obtidos ¢ gerado, com as transformagdes do quadrado,

todos os outros quadrados. Com isso, concluimos que, a menos de simetrias, existe um unico

Quadrado Mégico 3 x 3.

3.3 - Quadrado Magico de Ordem n:

A construgdo do quadrado magico ¢ feita de formas distintas. Existem técnicas
especificas para Quadrados Maégicos de ordem impar, outras para os de ordem par e ndo
multipla de 4 e outras para os de ordem multipla de 4. E apresentaremos tais construgdes

respeitando as especificagdes.

Quadrados Méagicos de ordem impar.

Inicialmente, o inteiro 1 deve ser posicionado no meio da primeira linha. Uma vez
definida a posi¢do de um inteiro r, a posi¢ao seguinte devera ser preenchida com o inteiro r +

1, levando em consideracdo os seguintes critérios:
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e A posi¢do a ser preenchida depois do a;; € a posi¢do do elemento a;_q, sei >

lej < n.

e A posi¢do que segue a;,, comi > 1 ¢ a;_;; .Logo, se a posi¢do atual
preenchida com n estiver na tltima coluna, a proxima posi¢@o a ser preenchida

comn + 1 seréd da linha acima na primeira coluna.

e A posi¢do que segue a;j, comj < né€ apj,q . Portanto, se a posi¢do atual
preenchida com n estiver na primeira linha, a préxima posicdo a ser preenchida

comn + 1 sera na coluna anterior na ultima linha.

e Se a posigdo que segue a;; segundos os critérios anteriores ja tiver sido usada,
serd preenchida a posigao do elemento a;, 4 ;. Portanto, se a posigdo seguinte ja

estiver preenchida, serd usada como préxima posicdo a que estiver

imediatamente abaixo da atual.

Ou mais condensamente, iniciamos com a, n+1 = 1 ¢ dado a;; = 1, preenchemos com n + 1
T2

a posicao
* aujysel =1lej<n
e q;_118¢i>1lej=n
® aiqij418€i>1lej<n

®  a;41, Seaposigdo estiver ocupada.

O processo encerra quando preenchemos a ultima célula vazia com n?. As figuras
abaixo mostram um Quadrado Mégico de ordem 5 e um Quadrado Magico de ordem 9
completos. A figura do Quadrado Magico de ordem 5 nos da uma ideia de como essa técnica
funciona e que depois de nos habituarmos com ela podemos acelerar o preenchimento do

quadrado fazendo alguns movimentos, que sdo equivalentes a seguir os passos da técnica.
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Quadrado mégico de ordem 5

Quadrados Magicos de ordem n multipla de 4.

47| 58| 6980 1 [12] 23] 3a]45

724 |8 ’i 5768|799 |11]22|33]44 |46
o . > = 1% 67 (78| 8 |10 |21 |32 |43 |54 |56
| 77| 7 |18 |20 |31 |42 53|55 |66

4 (,l 137 20 | 22 6 |17)19|30[41[52[63[65|76
{ 16| 27| 20|40 51|62 [6a [75] 5

lil 12| 19 | 21 3 26(28|39|50|61[72|74]|4 |15
1 _ 36|38 |49 |60 |71 |73 3 (1425
11 | 8 ,2"’ 21,9 37| 48] 50| 70|51 2 [13]24] 35

Quadrado mégico de ordem 9

Neste método basta preencher a primeira linha com inteiros de 1 a n, a segunda linha de

n + 1a 2n e assim por diante, até preencher a Gltima linha com os inteiros den? —n+1 a

n2. Depois, subdividir o quadrado n X n em (%)2 quadrados 4 x 4 e, para cada um desses

quadrados menores, trocar cada elemento a;; que aparega em qualquer uma de suas diagonais

pelo elemento n? + 1 — a;;. A figura abaixo ilustra os Quadrados Magicos de ordem 4 ¢ 8,

-

que exemplificam a técnica de preenchimento do Quadrado Magico de ordem n multipla de 4.

6412 | 3 |61 |60 |6 | 7 |57

9 |s5 |54 |12 )13 |51, )50]16

16| 213 13’ 17 q-ﬂxw 20 | 21 43*;: 23
511110 8 40 | 26 | 27 |37 | 36 |30 |31 |33
9176 |12 32 |31 |35 29x33 38 |39 |25

414 (15[ 1 41 |23 | 22 |44 |45 |19 [18"| 48

4¢ |15 |14 |52 |53 |11 |10 | 56

Quadrado mégico de ordem 4 g’ |ss |ss [ | .af]s2 |62 N

Quadrado mégico de ordem 8

Tomemos um quadrado 4 x 4 e preencha-o com os niimeros de 1 a 16, como descrito

acima e ilustrado na figura abaixo:
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112 )|31| 4
5|16|7)8
9 |10 |11 |12
13|14 |15 |16

Identificamos os elementos das diagonais, que estdo em negrito € permutamos o0s

elementos das diagonais em posi¢des opostas em relagdo ao centro, o que equivale a substituir

o elemento a;; das diagonais pelo elementon?® 4+ 1 — a;;. Assim o elemento 1 é substituido

pelo 16 e reciprocamente. Analogamente os elementos 4,6 e 7 sdo permutados com os

elementos 13,11 e 10 respectivamente. Fazendo as trocas obtemos o Quadrado Magico 4 x 4

ilustrado na figura abaixo.

16| 2 | 3 |13
5(11|10| 8
917 |6 |12
4 |14 |15 1

Agora aplicaremos o método para obter um quadrado magico 8 x 8. Preenchemos o

quadrado da maneira proposta pelo método dispondo os elementos de 1 a 64 por linha, como

ilustrado na figura abaixo.

112|134 |5|6|7)|8
9 110|111 (12|13 |14 |15 16
17 118 |19 20|21 |22 |23 | 24
25126272829 |30|31 |32
33134[35(36(37|38|39|40
41 |42 ({43 |44 | 45|46 |47 | 48
49 |50 51|52 |53 |54|55]|56
57|58 |59 |60|61)|62|63|64
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Subdividimos o quadrado 8 x 8 em (g)2 quadrados 4 x 4 e identificamos os elementos

das diagonais como ilustrado na figura abaixo

1|2]3]4a]s]6]7]8
9 [10/11]12]13]14[15] 16
1718|1920 2122|2324
25 (262728 29303132
33[34[35[36(37]38]39]40
41 42|43 |44 | 45|46 |47 | 48
49 |50[51]52]53]54]55]56
57|58 |59|60/61]62]63|64

Permutamos os elementos das diagonais principais e secundarias em posi¢des opostas

do quadrado 8 x 8. Além disso, permutamos os elementos, que ndo sofreram qualquer

modificagdo, das diagonais dos quadrados 4 x 4. Isto equivale a substituir os elementos a;; das

diagonais dos quadrados pelo elemento n? + 1 — a;; Assim, por exemplo, temos as seguintes

trocas:

1=>64+1—-1 = 64
464+ 1—-4 =61
5=>64+1-5 =60
8=>64 +1-8 =57

10=>64 + 1-10
11=>64 +1-11

25=>64 +1-25
29=>64 +1-29

55
54

40
36

Fazendo as respectivas permutas, obtemos o Quadrado Magico 8 x 8 desejado,

conforme ilustrado na figura abaixo.
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17 |47 |46 | 20 || 21 |43 |42 | 24
40 26 |27 |37 | 36|30 |31 |33
321341352928 |38|39|25
41 123 (22|44 | 45|19(18 |48
4915|1452 |53 (11|10 |56

Quadrados Magicos de ordem n par nao multipla de 4.

Dado um quadrado n X n onde n ¢ par ndo multiplo de 4, podemos escrevern =
2(2m + 1), com m € N. Divide-se 0 quadrado n X n em (2m + 1)? quadrados 2 X 2. No
centro de cada quadrado coloque uma letra L, U ou X de maneira que as m + 1 primeiras
fileiras de quadrados 2 X 2 sejam as que tem L, a proxima fileira tenha a letralU easm — 1
fileiras tenham a letra X. Depois de feito isso, troque o U que esta no quadrado 2 x 2 central da
fileira pelo L logo acima dele. Sen = 6, por exemplo, temos a seguinte configuracao ilustrada
na figura abaixo.

1% fileira 2 x 2 = colocar L
2% fileira 2 x 2 = colocar L

32 fileira 2 x 2 = colocar U

l | I
=L L L—
L 4] L —
—U- L U —

I l 1
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Agora, iremos considerar o Quadrado Magico auxiliar de ordem impar (2m + 1).No
exemplo ¢ um quadrado de ordem 3, preenchido pela técnica de Quadrados Magicos de ordem

impar, como mostra a figura abaixo.

8|11|6
3157
4192

Preenchemos agora cada um dos quadrados 2 x 2, que estdo compondo o quadrado
original, distribuindo os inteiros de 1 an? de 4 em 4, levando em consideragdo a ordem sugerida

pelo quadrado auxiliar da figura acima e pelo formato de cada letra como mostra a figura abaixo.
4 1 1 4 1 X 4+
24 3 2 u3 3 2

O primeiro quadrado 22 a ser preenchido ¢ o quadrado central que estd na primeira

fileira:

—

(]
w

L

O préximo ¢ o quadrado que esta no canto inferior direito:
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L &) o

518
——U——t—L——U —
6 l 7

Assim por diante até que temos o quadrado desejado:

32|20|a |1 [24]21
T L
30(31] 23 [22]23

12| 9 [17|20|28|25

L——

——L ] L—
1011 (181926 |27
13116 (36| 33

U, ——

14|15 34'35 6 | 7

Note que a soma de cada linha, coluna e diagonal ¢ 111.
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CAPITULO 4 — Atividades Propostas para a Sala de Aula

Este capitulo ¢ destinado a apresentacdo de atividades propostas para sala de aula que

envolvam o uso ou constru¢iao de Quadrados Magicos para o Ensino da Matematica.

4.1-  Atividade I: Quadrado Magico Fundamental:
Objetivo:
e Apresentar os Quadrados Mégicos.
e Conceituar elemento numérico.
e Apresentar o Quadrado Mégico aditivo fundamental.
e Descobrir termo central e constante magica.

e Estimular o raciocinio logico.

Publico alve: Alunos do 1° ano do Ensino Médio, de preferéncia divididos em 8 grupos.
Material utilizado: Material impresso.

Durac¢ao: ~100 minutos.

Comentario inicial: Um Quadrado Magico ¢ uma tabela quadrada de lado n, cuja soma dos
termos de cada linha, coluna e diagonal (principal e secundaria) ¢ constante. Esse valor ¢
chamado de constante magica. O quadrado magico estudado a seguir ¢ conhecido como
quadrado magico fundamental. Suas principais caracteristicas sdo: 3 quadradinhos cada lado,
formando 9 quadradinhos a ser preenchido com valores de 1 a 9 com constante magica igual a

15.

Questionario para ser respondido pelos grupos:
I) Quantos elementos (nimeros) possuem o quadrado magico fundamental?

IT) Quais sdo os elementos (ntimeros)?

III)  Complete a figura abaixo de acordo com as orientagdes contidas nelas:
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Figura 3: QUADRADO MAGICO FUNDAMENTAL

Preencha cada quadradinho com os nimeros de 1 a 9
sem repeti-los, sabendo que a soma de cada linha,
de cada coluna e de cada diagonal deve ser 15.

Fonte: F ical dr ino.bl: com/

Fonte: Dia a dia educagdo PR.

IV) O ntimero ocupante da parte central de um quadrado magico recebe o
nome de termo central. Qual elemento ¢ o termo central do quadrado magico
acima?

V) No quadrado magico acima denominado fundamental o resultado da soma
de cada linha, de cada coluna e de cada diagonal é: . Esse
resultado ¢ denominado soma mégica sendo igual a constante magica.

VI) Em caso afirmativo, explique com suas palavras.
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4.2- Atividade 11

Objetivo:
e Apresentar os Quadrados Mégicos e suas permutagdes.
e Construir novos Quadrados Méagicos

e Estimular o raciocinio logico.

Publico alve: Alunos do 1° ano do Ensino Médio, de preferéncia divididos em 8 grupos.
Material utilizado: Material impresso.

Durac¢ao: ~100 minutos.

Objetivo: Conceituar elemento numérico, quadrado magico aditivo fundamental, termo central

e constante magica e suas permutagoes.

Parte I

Questionario para grupos.

I) Reunir os 7 os grupos e comparar os 7 quadrados magicos encontrados. E responder:
Os 7 quadrados magicos encontrados sdo iguais? Caso ndo, anotarem os quadrados
magicos fundamentais que estdo faltando para completarem os 7 distintos.
Parte II
COMENTARIO INICIAL: Considere o quadrado magico a seguir, podemos observar que no
centro do quadrado estd um numero impar, nos cantos temos numeros pares. Esse padrao
observado se repete em outros quadrados magicos. Assim, se no centro do quadrado colocamos
um nimero impar, nos cantos temos que colocar nimeros pares e depois 0s espacos que sobram
completamos com nimeros impares. E se no centro for utilizado um niimero par, nos cantos

vamos colocar impares.

Figura 4
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O segredo dos quadrados magicos
15

Soma °

magica (1 p 3 4/ 5|6, 7,8/9

T 3|7 ®
8|1 6|5
3675
41912 |15

Y

Fonte: artigo: KOLODZIEISKI e NASCIMENTO 2011: O Quadrado Magico: O

Ladico Contribuindo no Processo Ensino Aprendizagem de Matematica. (p.07)

Questiondrio para os grupos:

I) Responda: Se utilizarmos uma sequéncia com os niimeros de 4 a 12, ou seja: 4, 5,
6,7,8,9,10, 11, 12. A soma mégica é: , Logo em todas as linhas,
colunas e diagonais a soma deve ser igual a

IT) Dado um conjunto de nove nimeros que preenchem um quadrado magico, como
saber qual sera a constante magica? Responda essa questdo sem resolver o
quadrado magico.

II)  Atividade (para casa): Essa atividade vai ser recolhida no inicio da préxima aula.
O que os quatro conjuntos de numeros dados tém em comum:

{1,2,3,4,5,6,7,8,9},
{1,3,5,7,9,11,13,15,17},
{2,4,6,8,10,12,14,16,18}
{2,3,4,5,6,7,8,9,10}

69



4.3- Atividade II1

Objetivo:
e Debater o conceito de elemento em um conjunto numérico utilizando a tarefa de
casa.
e Reforcar o conceito de termo central e constante magica.
¢ Iniciar o contetido de Progressdo Aritmética
e Estimular a pesquisa matematica

e Estimular o raciocinio logico.

Publico alvo: Alunos do 1° ano do Ensino Médio
Material utilizado: Material impresso.

Durac¢ao: ~100 minutos.

Parte I

Debates, comentérios e argumentagdes sobre o dever de casa da aula anterior. Resposta
correta: Todos os conjuntos de nimeros possuem 9 elementos.
Parte II

Em qualquer quadrado magico, somando-se todos os elementos de cada linha vertical,
assim como, todos os elementos de cada coluna vertical e todas suas diagonais o valor deve ser
0 mesmo.

Questionario para grupos:

I Pedir para os alunos preencherem o quadrado mégico abaixo com conjunto de

nameros: {2, 3,4,5,6,7,8,9,10}
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1)

1)
IV)
V)

Vi)
VII)

Ap6s finalizar a atividade anterior, pedir para os alunos montarem dois quadrados
magicos com o0s seguintes conjuntos de numeros: {1,3,5,7,9,11,13,15,17} e
{2,4,6,8,10,12,4,16,18}.

Qual elemento € o termo central do primeiro quadrado magico acima?

Esse termo ¢ o mesmo encontrado nos outros dois? Por qué?

No primeiro quadrado magico o resultado da soma de cada linha, de cada coluna e
de cada diagonal ¢: . Esse resultado ¢ denominado constante magica.
Essa constante ¢ a mesmo encontrado nos outros dois? Por qué?

Atividade para casa: Pesquise sobre Sequéncias Numéricas e Progressao Aritmética

PA: (Razdo e termo geral).
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4.4- Atividade I'V: Quadrado Magico e Progressao Aritmética

Objetivo:
e Multiplicar e Somar constantes ao Quadrado Mégico e Debater os resultados.
e Relacionar o Quadrado Magico e Progressao Aritmética.

e Estimular o raciocinio logico.

Publico alve: Alunos do 1° ano do Ensino Médio, de preferéncia divididos em 8 grupos.
Material utilizado: Material impresso.

Durac¢ao: ~100 minutos.

Parte I:

Questionario para os grupos:

I) Em um quadrado magico de ordem 3, se multiplicarmos o termo central por 3,
jé& temos o resultado da soma magica. Isso ¢ verdade? Se for, explique com suas

palavras porque isso acontece.

8 1 6
3 5 7
4 9 2
1D) Em um quadrado Magico de ordem trés, se multiplicarmos todos os elementos

por 2, encontraremos outro quadrado Magico. Isso ¢ verdade? Se for, explique

com suas palavras porque isso acontece.

16 | 2 | 12
6 |10 | 14
8 |18 | 4

III)  Em um quadrado Magico de ordem trés, se multiplicarmos todos os elementos
por 5, encontraremos outro quadrado Magico. Isso ¢ verdade? Se for, explique
com suas palavras porque isso acontece
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Sendo assim, sem realizar uma demonstracao rigorosa do resultado, vamos afirmar que:
qualquer sequéncia de nove multiplos consecutivos de um numero inteiro pode ser arranjada na
forma de um quadrado méagico.

IV)  Com argumentos matematicos, explique essa afirmagao.

V) Considere a afirmagdo: em um quadrado Madagico de ordem trés, se

multiplicarmos todos os elementos por 3 e depois somamos 2, encontraremos
outro quadrado Magico. Isso ¢ verdade? Se for, explique com suas palavras

porque isso acontece.

3 5 7 oo

..............................................

0.:..
[
[y
[y
~
N
w

Com algumas somas, podemos verificar que o quadrado resultante também ¢ magico e
sua constante magica ¢ igual a 51 (15X 3 + 2 + 2 + 2). Mas o que podemos dizer sobre os

termos? Qual ¢ a padrdo que apresentam?
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4.5 - Solucao da Atividade I:

Questionamento para ser respondido pelos grupos:

D 9
I  1,2,3,4,56,7.8,9

II)  Possiveis Quadrados Magicos encontrados:

6 6|1|8 8
5
8 9 6
6 1 8
1 5
1 8 6

Iv) 5
V) 15
VI) A constate mégica ¢ o termo central somado com o primeiro e Gltimo termo da

sequéncia; o termo central € um ter¢co da constante magica.
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4.6 - Solucao da Atividade II:

I) Todos os Quadrados Magicos possiveis sdo:
6 6(1|8 8
1
1 8 6
6 1 8
1 5
1 8 6
1) 24;24.

III) A constante magica sera o triplo do termo do centro da sequéncia organizada de
forma crescente.
IV)  Todos os conjuntos sdo sequéncias numéricas com 9 elementos, que podem formar

Quadrados Magicos.
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4.7 - Solucao da Atividade II1I:

D
91 4| 5
2 16| 10
718 3
1)
3| 13| 11 4 | 14| 12
17 1 9 | 1 18 | 10 | 2
715 |15 8 | 6 | 16
) 6

IV)  Nao, porque os quadrados magicos sdo formados por sequéncia numéricas
diferentes.

V) 18

VI)  Nao. Porque a constante central tem relagdo com a constante magica.



4.8 - Solucao da Atividade IV:

I) Sim. Isso acontece porque em um quadrado magico de ordem 3 , a soma magica ¢
o triplo ¢ da constante magica.
IT) Sim.
II) Sim.
IV)  Toda sequéncia de nove multiplos pode ser escrita da forma K. (1,2,3,4,5,6,7,8,9),
onde K ¢ inteiro e (1,2,3,4,5,6,7,8,9) sequéncia que de fato forma o quadrado
magico puro fundamental de ordem 3.
V) Quando ordenamos seus termos, podemos ver facilmente que se trata dos termos
de uma Progressao Aritmética de razdo igual a 3 e primeiro termo igual a 5:
5,8,11,14,17,20,23,26 e 29.
E com isso, concluimos que:
Dada uma Progressdo Aritmética de nove termos, quando posicionados todos os seus
termos a; na posicao que o niimero i ocupa no Quadrado de Magico, o quadrado resultante

também sera magico.
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CONCLUSAO:

Ao aprendermos um pouco sobre de teoria de grupos, podemos ver como uma simples
divisdo de elementos de um grupo finito foi possivel a obtenc¢ao de dois resultados cléssicos de

aritmética, além do uso desta teoria na constru¢do de quadrados magicos de ordem 3.

Por outro lado, vimos que os quadrados magicos tornaram-se objetos de estudos, na
transicao entre a Idade Média e o Renascimento, onde alguns aparecem em gravuras, alguns
estdo relacionados com os metais e planetas e despertaram o interesse de alguns matematicos,
pelos problemas dificeis que originaram a sua construcdo, classificacdo e enumeragdo dos

quadrados de uma determinada ordem.

Propomos atividades para sala de aula relacionando quadrados magicos, sequéncias
numéricas e progressdo aritmética, apresentando tdpicos matematicos de forma ludica com
metodologia simples, estimulando o raciocinio légico e solidificando o conhecimento
matematico de modo natural e mais divertido, apresentando como inspiragdo didatica para os

professores de matematica em sua pratica didria.
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