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Resumo

Ao fazer um levantamento sobre a abordagem dada a induc¢ao matematica em algumas
colegbes de livros de matematica do ensino médio, fomos surpreendidos com o fato de que
apenas uma dessas colecoes apresentava o Principio da Inducao Matematica. Isso ja nos
mostra o desafio que o professor tera que enfrentar se optar por desenvolver tal tema ao
longo do ensino médio. O fato da induc¢ao matematica nao ser tratada na maioria dos
livros do ensino médio é reforcado, pois os documentos oficiais que regem a educagao no

pais nao mencionam em seu bojo o tema indu¢ao matematica.

Diante desse cenario, e pensando naqueles educadores que decidiram inserir nas suas aulas
esse tema tao importante para o aperfeicoamento dedutivo de seus alunos, idealizamos

essa pesquisa com a inten¢ao de ajuda-los na propagacao da indugdo matematica.

Esta obra divide-se basicamente em quatro partes, a saber, na primeira parte é feita
uma abordagem tedrica referente ao Principio de Inducao Matematica considerando, para
tanto, a questao histérica relacionada ao tema, os axiomas de Peano e o principio de
inducao em sua primeira e segunda forma; na segunda, apresentamos e demonstramos
os resultados, encontrados nos livros do ensino médio, que podem ser provados usando
inducado; na terceira, vamos propor uma sequéncia didatica com a finalidade de orientar o
professor no desenvolvimento do referido tema; finalmente, na quarta parte, demonstramos
uma variedade de problemas usando indug¢ao, com isso o professor podera montar outras

sequéncias didaticas para as suas aulas.

Este trabalho, por conseguinte, consiste de uma abordagem metodologica para a aplicagao

do Principio de Inducao Matematica na educacao béasica.

Palavras-chave: Principio de Inducao Matematica, ensino médio, axiomas de Peano,

sequéncia didatica.






Abstract

Of all collections of high school mathematics that we researched for the accomplishment of
this work, only one presented the Principle of Mathematical Induction. This alreadyshows
us the challenge wich the teacher will have to face if he chooses to develop such a theme
throughout the high school. It is also worthy remembering that the official documents
governing education in the country do not mention Mathematical Induction. Faced with
this scenario and thinking about those educators who decided to insert in their classes that
important theme for the deductive improvement of their students, we idealized this research
with the intention of helping in the propagation of Mathematical Induction. This work
basically is divided into three parts, namely, in the first part we will make a theoretical
approach regarding the Principle of Mathematical Induction considering, therefore, the
historical question related tyo the theme, Peano axioms and the recurrences; in the second
part, we will present results, found in high school textbooks, that can be proved using
Math Induction; Finally, in the third part, we will propose a didactic sequencethat guides
the teacher in the development of this topic in high school. This work, therefore, consists of
a methodological approach for the application of the Principle of Mathematical Induction

in basic education.

Keywords: Principle of Mathematical Induction, high school, Peano axioms, Recurrences,

didactic sequence.
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Introducao

Segundo o (1) Dicionario Aurélio da Lingua Portuguesa, o termo "indugao"tem
origem no latin inductione e significa: (1) ato ou efeito de induzir; (2) operagao de
estabelecer uma proposi¢ao geral com base no conhecimento de dados singulares. O mesmo

autor ainda define induzir como concluir, deduzir.

Entendemos que a indugao é uma técnica de demonstracao dedutiva, ou seja, uma
maneira de demonstrar um conjunto de hipdteses relativas ao conjunto dos ntmeros
naturais.

Embora o Principio da Indugao Matematica nao faca parte do programa do ensino
médio proposto pelos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio - PCNEM
(2), tal documento salienta o quanto é importante que os alunos conhegam um sistema

dedutivo, analisem os significados dos postulados, dos teoremas e compreendam o valor
das demonstragoes. O documento supracitado informa que:

"Para alcangar um maior desenvolvimento do raciocinio légico, é neces-
sario que no ensino médio haja um aprofundamento dessas ideias no
sentido de que o aluno possa conhecer um sistema dedutivo, analisando
o significado de postulados e teoremas e o valor de uma demonstragao
para fatos que lhe sdo familiares.(...)Afirmar que algo é 'verdade’ em
matematica significa, geralmente, ser resultado de uma deducéo légica,
ou seja, para se provar uma afirmacdo (teorema) deve-se mostrar que ela
é uma consequéncia logica de outras proposi¢oes provadas previamente."

Sendo assim, note que os PCNEM apontam para a importancia que deve ser dada

a validacao dos conhecimentos matematicos por meio do pensamento logico dedutivo.

Um dos desafios que os professores dos diversos niveis de ensino tém encarado
é estabelecer uma conexao com os conteudos vistos nas disciplinas da licenciatura em
matematica com os conteiidos que fazem parte da estrutura curricular do ensino bésico.
No presente trabalho, trataremos do Principio da Indugao Matemaética que, como ja foi
dito acima, embora nao faga parte do programa do ensino médio, tem aplicagoes diretas

em temas matematicos estudados nesse nivel de ensino.

Inicialmente, no capitulo 1, vamos abordar alguns aspectos histéricos da Indugao
Matematica, apresentar os axiomas de Peano como sendo uma caracterizacao para os

numeros naturais e introduzir o Principio de Indugao em sua primeira e segunda forma.

Nos capitulos 2 faremos as demonstragoes de alguns dos resultados vistos no 1°
ano, no 2° ano e no 3° ano do ensino médio, resultados esses que usam o Principio de

indugado Matematica para serem concluido.

No capitulo 3, apresentaremos uma sequéncia didatica, onde o aluno a cada
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demonstracao mobilize mais conceitos matematicos, ou seja, a medida que o aluno passa de
um problema para outro ser-lhe-a exigido mais conhecimento matematico. Essa sequéncia
de atividades podera ser alterada, pelo professor, baseando-se no apéndice desta obra, pois

14 estd uma série de resultados que usam indugao matematica em suas demonstracoes.
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1 Fundamentacao tedrica

1.1 Notas Historicas

A indu¢@o matematica sem sombra de divida é um tema dentro da matematica pura
que desempenha um papel importantissimo. E um método de demonstragao matematica

utilizado para provar a validade de um nimero infinito de proposigoes.

E bom neste momento esclarecermos a diferenca que existe entre a Inducdo Mate-
matica e a inducao que chamamos de empirica. Enquanto a inducao matematica refere-se
as sentencgas abertas sobre niimeros naturais, que é o objeto do nosso estudo, a inducao
empirica esta relacionada as ciéncias naturais. Entao, na inducao empirica o processo de
validagao é que apds se considerar um niimero suficiente de casos particulares, necessaria-
mente finito, conclui-se uma verdade geral, até que se tenha uma prova em contrario. Em
matematica isso nao existe, ou seja, quero dizer que a matematica é uma ciéncia exata.
Ela nao aceita algo como verdade "até prova em contrario". A demonstragdo por inducao
vai na contra-mao da indugao empirica, isto é, ela vai se ocupar de determinar se uma

sentenca aberta referentes a niimeros naturais é, ou nao, sempre verdadeira.

O principio da indugao ja era utilizado por matemaéaticos desde os tempos de
Euclides, mas sem que eles lhes dessem esse nome. Durante séculos o raciocinio indutivo

foi usado sem um nome caracteristico.

Foi o matematico John Wallis (1616 - 1703), em sua obra Arithmetica Infinitorun,
publicada em 1656, quem introduziu o termo "inducao', referindo-se a uma forma de
demonstrar teoremas. Para Wallis essa "indugao" nao era a indugao matematica, a que

tratamos neste trabalho, e sim, a indugao empirica.

O termo "indugdo matematica' surge com o matematico e 16gico britanico Augustus
de Morgan (1806 - 1871). Natural da cidade de Madura, India, Augustus de Morgan iniciou
seus estudos no Trinity College, em Cambridge e em 1828 tornou-se professor de matematica
na recém-criada universidade em Londres onde lecionou até o ano de 1866. Formulou as
leis que levam o seu nome, leis de De Morgan, e foi o primeiro a introduzir a ideia de
inducao matematica no sentido de indicar raciocinio para passar de n a n+ 1 e a torna-la

rigorosa.

Contudo a inducao matematica ganha destaque quando no ano de 1889 é publi-
cado na Arithmetices Principia Nova Methodo Exposita (Novo Método de Exposigao dos
Principios da Aritmética) "os axiomas de Peano". Giuseppe Peano (1858 - 1932) foi um
matematico italiano que definiu os nimeros naturais em termos de conjuntos. Peano

publicou quatro axiomas que caracterizavam todos os nimeros naturais. Tais axiomas
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serao apresentados na préxima secao.

1.2 Os Axiomas de Peano

Nesta secao apresentaremos os axiomas de Peano. Giuseppe Peano foi um mate-
matico do século XIX que, estudando os niimeros naturais, percebeu que esses nimeros
gozavam de propriedades especificas. Essas propriedades fundamentais que caracterizam

os numeros naturais recebem o nome de "Axiomas de Peano" e sao:

1. Todo ntimero natural tem um tnico sucessor que é um ntmero natural.

2. Numeros naturais distintos tém sucessores distintos.

3. Existe um tnico nimero natural, representado pelo simbolo 1 e chamado de "ntimero

um", que nao € sucessor de nenhum outro niimero natural.

4. Se um conjunto de ntimeros naturais possui o nimero 1 e possui também o sucessor

de cada um de seus elementos, entao esse conjunto possui todos os nimeros naturais.

Podemos escrever os axiomas de Peano em linguagem matematica da seguinte

maneira:

l.a. Existe uma funcao s : N — N que a cada ntimero natural n € N associa o nimero
natural s(n) € N. A fung¢do s é chamada fungao sucessor e o nimero s(n) :==n-+1¢

denominado o sucessor de n.

2.b. A fungao s é injetora, ou seja, se a # b entao s(a) # s(b), para todo a,b € N.

3.c. Nao existe n € N tal que s(n) = 1, isto é, 1 # s(n) para todo n € N. Em outras

palavras, a imagem da func¢do s é o conjunto N — {1}.

4.d. Se A C N é um conjunto tal que 1 € A e s(A) C A (ou seja, se k € A, entao
s(k) € A), entao A =N.

Esses axiomas supracitados constituem os pilares da teoria de construcao do

conjunto dos nimeros naturais (3).

Queremos destacar o quarto axioma, conhecido como Axioma da Inducao Matema-

tica. De maneira intuitiva ele traduz o fato de que todo niimero natural n pode ser escrito
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partindo-se do niimero 1 e tomando o seu sucessor s(1), em seguida o sucessor de s(1),

s(s(1)), e assim por diante, com um nimero finito de iteragoes.

O axioma da indu¢ao matematica é usado como base para um método de demons-
tracao de resultados relativos aos ntimeros naturais, a saber, o método de indugao ou

recorréncias.

1.3 Primeiro Principio de Inducao Matematica

Definiremos proposi¢ao em N ou sentenga aberta, e denotaremos por p(n), toda
afirmacgao que pode assumir valor l6gico verdadeiro ou falso quando substituimos n por

um niimero natural.

Vamos a seguir enunciar um teorema e prova-lo com o uso do quarto axioma de
Peano conhecido pelo nome de Primeiro Principio de Indugao Matemética (1° P. I. M.),
tal resultado constitui uma das mais eficientes técnicas de demonstracao: a demonstracao

por inducao.

Teorema 1.1. (1° P.I.M.) Seja p(n) uma sentenca aberta relativa aos nimeros naturais.

suponha que:

i) paran =1, p(1) € verdadeira, e
it) para n =k, se p(k) é verdadeira, k € N, resulta que p(k + 1) também é verdadeira.

Entao p(n) € verdadeira para todos os nimeros naturais.

Demonstragio. Seja X C N um conjunto tal que X = {n € N | p(n) é verdadeira}. Note
que 1 € X, pois, pelo item (i), p(1) é verdadeira. Do item (ii), conclui-se que o sucessor
de qualquer elemento de X também pertence a X. Logo pelo axioma da inducao, tem-se

X = N e, portanto, p(n) é verdadeira para todos os niimeros naturais. O

O item (i) do (1° P.I.M.) é chamado de passo/caso base e o item (ii), passo

indutivo.

O primeiro principio de indugdo matematica proposto dessa maneira, mostra que
para provar a validade de uma sentenca aberta p(n) é suficiente mostrar que ela é verdadeira
para um valor inicial (base), ou seja, que p é verdadeira para n = 1 e, supondo que p é
verdadeira para algum k € N, k > 1, implicar que p(k + 1) é verdadeira(passo indutivo),

entdo a sentenca p(n) é verdadeira para todo n € N.

Para entender que esses dois passos sao suficientes, pense no efeito dominé: imagine

que vocé tem uma imensa fila de dominds todos em pé. Se vocé puder garantir que a
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primeira peca do dominé caird e que sempre que uma peca do dominé cair a proxima peca

vizinha também caird, entao vocé podera garantir que todas as pegas do dominé cairao.

Vejamos alguns exemplos de demonstragoes que usam o primeiro principio de

inducao matematica.

Exemplo 1.2. Prove que 1 +3+5+...+(2n—1) =n%Vn € Z,n > 0.
Demonstracao. Vamos provar por indugao. Seja
p(n):1+3+5+...+(2n—1)=n*ne€Zn>0.

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

1=1’=1=1.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), k € Z, k > 0, seja verdadeira:
p(k) :14+3+5+...+(2k—1) =k
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:
pk+1):14+3+5+... +2k—1)+2EKk+1)—1)=(k+1)%

Temos:

143+5+...+2k—1)+2Kk+1)-1) = K+2Kk+1)-1)
= kK2+2k+2-1
= kK +2k+1
(k+1)2

Logo, pelo principio de indu¢do, 1+3+5+...+(2n—1)=n%Vn € Z,n > 0.

Exemplo 1.3. Proveque 1 +2+3+...+n = n(n;l)’n e N.
Demonstra¢io. Vamos provar por indugao. Seja
p(n):14+24+3+...+n= n<n2+1>,n€N
i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:
1= 2oy

2

]
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ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), k € N, seja verdadeira:

k(k + 1)

pk) s 14243+ k==

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

p(k’-i—l):1+2+3+...+k¢+(/€+1)2w.

2
Temos:
k(k+1
14243+ 4kt (k+1) = <2)+(k+1)
 k(E+1)+2(k+1)
B 2
(k- 1)(E+2)
= > .
o . ~ n(n+1)
Logo, pelo principio de mdu(;ao,1+2+3+...+n:T,n€N. O

Note através desses dois exemplos que o segredo, por assim dizer, de uma demons-
tracao que usa o primeiro principio de indugdo matematica esta no fato de se encontrar
uma maneira de relacionar aquilo que se deseja mostrar com o que assumimos como

verdade, a hipotese de inducao.

Se vocé, caro professor, conseguir levar seu aluno ao entendimento dessa relagao,

certamente ele compreendera e realizard uma demonstragao por indugao.

1.4 Segundo Principio de Inducao Matematica

Em alguns problemas nao conseguimos realizar uma demonstracao por inducao
usando o primeiro principio de inducdo mateméatica. Em problemas como esses faz-se
necessario o uso do Segundo Principio de Inducao Matematica que é, em outras palavras,

outra versao do primeiro principio de indugao.

Conhecido como indugao forte, o segundo principio de inducao matematica é

enunciado assim:

(2° P.I.LM.) Seja A C N um conjunto que tem a seguinte propriedade: Dado um
numero natural n, se A contém todos os nimeros naturais k tais que k£ < n, entao A

também contém n. Tem-se assim, A = N.

Como fizemos para o primeiro principio de indugdo matematica, vamos enunciar o
segundo principio de indugdo matemadtica em termos de uma sentenca aberta p(n). Fica

assim:
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Teorema 1.4. (2° P.I.M.) Seja p(n) uma sentenga aberta relativa aos nimeros naturais

e ng um numero natural. Suponha que:
i) p(no) seja verdadeira;

it) Dado n = ng, se p(k) € verdadeira para todo k pertencente ao intervalo [ng,n], entdo

p(n+ 1) € verdadeira.

Entao p(n) € verdadeira para todo nimero natural n = no.

Demonstrag¢io. Considere o seguinte conjunto X C N um conjunto tal que X = {n €
N | p(ng +n — 1) é verdadeira}. Note que 1 € X, pois, pelo item (i), p(ng+ 1 —1) = p(ng)
é verdadeira. Do item (ii), conclui-se que se n € X, entdo n + 1 € X. Logo pelo axioma
da indugdo, tem-se X = N e, portanto, p(ng +n — 1) é verdadeira para todos os ntimeros

naturais, ou seja, p(n) é verdadeira para todo n = ny. O

Vejamos um exemplo de problema onde nao podemos usar o primeiro principio de

inducao matemaética para demonstra-lo e, portanto, recorreremos ao segundo principio.

Exemplo 1.5. Prove que para todo nimero inteiro n > 2, n é um niimero primo ou é

produto de niimeros primos.

Antes da demonstragao usando o 2° P.I.M., vejamos porqué nao podemos usar o
1° P.I.M.:

Seja p(n): todo nimero inteiro n > 2 é primo ou é produto de nimeros primos.
Temos que p(2) é verdadeira, pois 2 é primo. Admitindo como hipétese que p(k): k é primo
ou é produto de primos, Vk € Z, k > 2, vejamos o que ocorre com p(k + 1), onde p(k + 1):

k + 1 é primo ou é produto de primos.

a) se k+ 1 é primo nada temos que provar;

b) se k+ 1 ndo é primo, entao k + 1 é um nimero composto, ou seja, k + 1 =x - y,
comz,y € N. Notequese k+1=z-y,entdao l <zx <k+1lel<y<k+1. Entao
r < k ey < k. Contudo, nao temos informacgoes com respeito a niimeros inteiros
menores do que k. Dai, conclui-se que precisamos de uma hipdtese que seja valida
para inteiros menores do que k. Isso mostra que o 1° P.I.M. nao pode ser aplicado

na demonstracao desse problema.

Vamos entao demonstrar o problema usando o 2° P.I.M..

Demonstrag¢io. Seja p(n): todo niimero inteiro n > 2 é primo ou é produto de nimeros

primos.
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i) Verifiquemos que p(2) é verdadeira:

2 é primo.

ii) Admitamos como hipétese de indugéo que para todo k, 2 < k < n, p(k) é verdadeira,
ou seja,

p(k) : k é primo ou é produto de primos

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:
p(k+1): k+1¢é primo ou é produto de primos.
Temos:
a) se k+ 1 é primo nada temos que provar;

b) se k+ 1 ndo é primo, entao k + 1 é um niimero composto, ou seja, k+ 1 =z -y,
coml<z<k+lel<y<k+1,equivalentemente, 2 <z < ke 2 <y < k. Note
que agora podemos aplicar a hipétese de inducdo aos nimeros = e y. Assim = e y
sao primos ou sao produto de primos e, portanto, k + 1 é um produto de nimeros

primos.

Logo, pelo 2° P.I.LM., todo niimero inteiro n > 2 é primo ou é produto de ntmeros

primos. [

1.5 Principio da Boa Ordenacao - PBO

Definicao 1.6. Seja n um ntimero natural e A um subconjunto nao-vazio de N. Dizemos
que n é o menor elemento do conjunto A quando para todo a € A, temos n < a. E facil
ver que o menor elemento é tnico, de fato, se ny e ny sdo ambos os menores elementos de

A, entao, por defini¢do, nq; < ng e ny < ny o que implica ny = no.

Teorema 1.7. (PBO) Todo subconjunto nao-vazio de N possui um menor elemento.

Demonstracdo. Seja A um subconjunto nao-vazio de N. Se 1 € A, entao nada temos que
provar, pois 1 seria o menor elemento. Suponhamos que 1 nao pentenca ao conjunto A.
Assim, o menor elemento de A sera um nimero maior do que 1 e, portanto, pode ser escrito
na forma n+ 1. Queremos determinar um nimero n tal que n+1 € A e, dessa forma, todos
os elementos de A sdo maiores do que n, consequentemente maiores do que 1,2,...,n. O
que queremos, em outras palavras, é encontrar um nimero n tal que {1,2,... ,n} CN—A
en+1e A Seja X ={neN[{L,2,...,n} ¢ N— A}. Ora, X é um subconjunto de N

formado por todos os elementos de A que sdo maiores do que n. Como, por hipdtese, 1
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nao pertence a A, temos que 1 € X. Sendo A # &, temos que existem naturais que nao
pertencem a X, ou seja, X # N. Pelo axioma da inducao, segue que existe algum n € X
tal que n 4+ 1 nao pertence a X. Isto implica que todos os elementos de A sdo maiores
do que n, contudo, nem todos sao maiores do que n + 1. Sabendo que nao existe nimero

natural entre n e n 4+ 1, concluimos que n + 1 € A e é o menor elemento. O
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2 O Principio da Inducao no Ensino
Médio

Neste capitulo iremos apresentar alguns resultados vistos no ensino médio que
podem ser demonstrados com o principio da inducao matemaética. Esses resultados estao
presentes em varios temas dos PCNEM, tais como Conjunto, Potenciagao, Progressao
Aritmética e Geométrica, Matematica Financeira, entre outros. Para selecionar os resultados
que apresentaremos fizemos uma pesquisa bibliografica em alguns livros do ensino médio,
a saber, Matematica: contexto e aplicagoes do autor Luiz Roberto Dante, Matematica 1,

Matematica 2 e Matematica 3 do autor Manoel Paiva e a colecio Matematica Elementar.

O objetivo deste capitulo é entregar ao professor de matematica do ensino médio,
que decidir inserir em suas aulas a indug¢do matematica como uma forma de desenvolver o

raciocinio logico, um material alternativo para ser consultado durante suas aulas.

2.1 Conjuntos

Definigao 2.1. Chama-se conjunto das partes de um conjunto A, e indica-se por

©(A), o conjunto cujos elementos sao todos os subconjuntos de A (4).
Observagdo 2.2. O ntmero de elementos de um conjunto A sera indicado por # A.

Proposicao 2.3. Se um conjunto A possui n elementos, entao p(A) possui 2™ elementos.

Demonstracao. Vamos provar por inducao. Seja

pn):tA=n=1p(A)=2",neN

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira: § A = 1 = A possui dois subconjuntos, a saber,
e A= tpA)=2=2.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), k € N, seja verdadeira:
p(k) g A=k = tp(4) =2"
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:
plk+1): A =k +1=tp(A) =2

Temos: A" = {ay,a9,as,...,ax, a1} = AU {ags1}. Note que hd subconjuntos de

A’ onde a1 pertence e ha outros em que ag,1 nao pertence. Se ap,1 nao pertence
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a tal subconjunto, entao este é um subconjunto de A. Por hipdtese de indugao,
# p(A) = 2k, Acrescentando a todos os subconjuntos de A o elemento a1, obtemos
2% novos subconjuntos.
Dai:

FA = k+1=gp(A)=2"+2F=2.2F =21,

Logo, pelo principio de indugdo, A =n = fp(A) =2" , n € N. O

PARA O PROFESSOR: Terminada a demonstracao sobre a quantidade de
elementos de p(A), sugerimos ao professor que ele faca uma ligacdo desse resultado com o
numero de combinagoes simples dos n elementos do conjunto A. Comente, por exemplo,
que todos os subconjuntos formados por dois elementos de A sdao as combinagoes simples
dos seus n elementos tomados dois a dois ou, ainda, interprete o resultado que se obtém
quando calculamos o nimero de combinagoes simples dos n elementos de A tomados 0 a 0,

dizendo que esse resultado simboliza o conjunto vazio que aparece como elemento de p(A).

2.2 Potenciacao de Numeros Reais
Na sequéncia, provaremos, usando o 1° P.I.M., as propriedades de potenciacao.

Definigao 2.4. Seja a € R,a # 0, e seja n € N. Definimos

a =1

a"tt=a"-a

w1

a"=—
an

Note que decorre imediatamente da definicdo que a' = a.

Proposicao 2.5. Seja a € R. Entaoa™ =a-a-a-...-a,Vn € N,
—_————

n - VEZES

Demonstracao. Vamos provar por indugao. Seja

n

p(n):a"=gag-a-a-...-a,Vn eN.

n - vezes

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

pela definigao 2.4.
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ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:
pk):d*=a-a-a-...-a
~—_ —
k - vezes
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:
pk+1):d"M =ag-a-a-... a.
—_— —
k + 1 - vezes
Temos:
P R . |
= a-a-a-...-a-a
—_———
k - vezes
= a-a-a-...-qa.
—_———
k + 1 - vezes
Logo, pelo principio de inducdo, a" =a-a-a-...-a,Vn € N. O
—_—
n - vezes
Proposicao 2.6. Sejam m € Z en € N. Entio a™ - a™ = a™", a # 0.
Demonstrag¢do. Vamos provar por inducao em n. Seja
p(n):a™-a" =a™"" neN.
i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:
a™ - &1 — am+l
pela definigao 2.4.
ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N| seja verdadeira:
p(k) :a™-a* = o™
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:
p(k + 1) g™ . ak+1 _ am+(k+1)'
Temos:
am™ . ak—i—l = aqm. (ak . &1)
(am . ak) . al
am-‘rk’ - al
a(m—l—k)-‘rl
= qmtk+)
Logo, pelo principio de induc¢ao, a™ - a"™ = a™*",n € N. O
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Proposigao 2.7. Sejam m € Z e n € N. Entao a™ +~a" = a™ ", a # 0.

Demonstragcio. Vamos provar por indugao em n. Seja
p(n):a™+a"=a""",neN.

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

a” = a4 =
m
a

am !t = - =
a

a™ ! = am=al.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:
p(k) :a™ +a* =amF
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

plk+1):a" =+ aftt = gm- (kD)

Temos:
am—k — am—(k—l—l)—i—l =
am—k = gm—k+D) gl
m—k
an-k+n) O
al
— amfk . (1,1
am
= _— al
ak
a™ 1
ak al
am
T gkt
= a™ =+ a"tl
Logo, pelo principio de indugao, a™ <+ a"” = a™ ", n € N. ]

Observe que as proposicoes 2.6 e 2.7 poderiam ser enunciadas juntas, a saber:

"Seja a € R* e sejam m,n € Z. Entao, a”" - a™ = a"™™”.
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De fato, se n € N, temos a proposicao 2.6, se n = 0 o resultado é ébvio e se n < 0,
digamos n = —k com k > 0 temos a™ -a” = a™ -a"F = a™ - — =a" = ak e amtn = g™k,
a
k _ am—k

Logo, a™ - a™ = a™*™, com n < 0, é equivalente a a™ + a

2.7).

, com k > 0 (proposi¢ao

Optamos apresentar separadamente pois nao podemos usar indugao em 7Z visto

que precisamos de um "menor elemento'para provar o passo inicial(base).

Proposigao 2.8. Sejam n € Z e k € N. Entdo (a”)k =a", a #0.
Demonstracao. Vamos provar por inducao em k. Seja
p(k) : (@) = a™ k € N.

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

@) = o

a™l.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(j), com j € N, seja verdadeira:
p(j) : (a") = a™
e provemos que decorre a validade de p(j + 1), isto é:

PU+1): @) = a0,

Temos:
(@™t = (a") - (a")'
— gign
— anj+n
= qrU+D),
Logo, pelo principio de inducao, (a")k =a", ke N. ]

A proposicao 2.8 ainda vale se k € Z. De fato, se k = 0 é ébvio. Se k < 0, considere
1 1
k= —r com k > 0, entdo (a")k = (a")™" = = =a """ =" (" = g"F,
(an)n anm

Proposicao 2.9. Seja n € N. Entio (a-b)" =a" - b".

Demonstracao. Vamos provar por inducao. Seja

p(n):(a-b)"=a"-b",neN.
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i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

(a-b)' = a-b

= a'-b.
ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:
p(k) : (a-b)" =d" - bk

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

pk+1): (a-b)*" =gkttt prtL,

Temos:
(@- 0" = (a-b)" (a-b)
ak - b* - al - bt
(ak al) X (bk bl)
N e O Lax!
Logo, pelo principio de indugao, (a-b)" = a" - b", n € N. O
Proposicao 2.10. Seja n € N. Entado (Z) = Z—n.

Demonstracao. Vamos provar por inducao. Seja

a\" a"

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

A/~
Sk
~
i

I
Sl IS

Q

S
—

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

a)kJrl ak+1

p(k+1):<b = Jer



2.8. Progressao Aritmética 33

Temos: Ak Nk and
G -G -G)

a*  at

= ¥ m
ab - aql

= bt
gkt
ph+1

Logo, pelo principio de inducao, (Z)n = Z:, n € N. O

De modo analogo a proposicao 2.8, as proposicoes 2.9 e 2.10 podem ser generalizadas

para n € N.

PARA O PROFESSOR: Apés a demonstragao desses seis resultados referentes
a potenciacao de nimeros reais, trago como sugestao para o professor que o mesmo comente
a importancia desse tema para o estudo da fungao exponencial e dos logaritmos. Diga
ao aluno que, junto com radiciagao, potenciagao é visto como um pré-requisito para o
estudo de tais assuntos. Embora os resultados demonstrados nesta secao sejam referentes
a numeros reais, o professor poderd levantar a seguinte questao: Vocés (alunos) acham que
esses resultados continuam vdlidos quando a base da poténcia for um nimero complexo?
Apos alguns minutos de reflexao afirme para a classe que sim, que os mesmos resultados
continuardo validos quando a base da poténcia for um ntimero complexo e, dependo do

nivel da turma, faca pelo menos uma demonstragdo para o caso da base ser complexa.

2.3 Progressao Aritmética

Definigao 2.11. Progressao Aritmética é toda sequéncia numérica (ay, as, as, ...) em que
cada termo, a partir do segundo, ¢ igual a soma do termo precedente com uma constante
T, Ou seja,

Qpi1 = ap +17,Yn, n €N.

O ntmero 7 é chamado de razao da progressao aritmética (5).

Observagao 2.12. Decorre imediatamente da definicao 3.1 que a razao r de uma progressao

aritmética (aq, as, as,...) é dada por:
r=Qpi1 — Qp, VN, n € N.
Proposicao 2.13. Numa progressio aritmética (ay,as,as,...,ay,...) de razio r tem-se:

an=a;+(n—1)-rVn, neN.
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Demonstracao. Vamos provar por indugao. Seja
p(n):a,=a;+(n—1)-r,neN.
i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

a = am+(1-1)-r=
a = a+0-r=

a, = ai.
ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:
pk):ar=a1+(k—-1)-r
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

plk+1):ap1 = ar+[(k+1)—1]-r

= a1 +k-r
Temos:
ro= Qg1 — A =
ro= a1 — e+ (k—=1)-r] =
a1 = m+(k—=1)-r+r=
g1 = a1+k-r—r+r=
apr1 = a;+k-r.
Logo, pelo principio de indugdo, a, =a; + (n—1)-r,Vn, n € N. O

PARA O PROFESSOR: Sugerimos ao caro professor que agora, apés ter visto a
demonstracao da féormula do termo geral de uma progressao aritmética e antes de mostrar
o resultado para soma de uma P. A., realize com a turma alguns problemas referentes
a este resultado. Apés dois ou trés exercicios sobre soma de P. A., use a proposi¢cao a
seguir que tras a demonstracao para o caso geral (formula da soma dos n primeiros termos
de uma progressao aritmética) e realize-a com a sua turma para mostrar a validade dos

resultados obtidos nos exercicios.

Proposicao 2.14. A soma S,, dosn primeiros termos da progressao aritmética (a1, as, as, . . .

¢ dada por:
g, — +5n) o

Demonstracao. Vamos provar por indugao. Seja

(a1 + ay) - n

p(n): S, = 5

,neN.

Oy - -
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i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

5 — (aq +2a1) -1

2'0,1
2

= aj.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N; seja verdadeira:

(04 —i—ak) -k
2

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

(a1 + ags) - (K +1)

p(k + ].) . Sk+1 =

2
Temos:
(@ +a) (k+1)  (@ta+r)-(+1)
2 B 2
(ay +ag)-k  ay+ag+7r-(k+1)
= -
2 2
ay +rk)+ (ap +r
g () ()
2
2-a
= Sp+ 2k+1
= Sk+1-
o s . ~ (a1+an)-n
Logo, pelo principio de inducao, S, = —— n € N. n

2

2.4 Progressao Geométrica

Definicao 2.15. Progressao Geométrica é toda sequéncia numérica em que cada termo,
a partir do segundo, é igual ao produto do termo precedente por uma constante ¢, ou seja,

Upi1 = q - ap, Y0 € N. O nimero g é chamado de razao da progressao geométrica (5).

Observagao 2.16. Se uma Progressao Geométrica (ay, as, as, ...) possui todos os termos

diferentes de zero, entdo sua razao q ¢ dada por:

a
q= "+1,Vn, n € N.
an

Proposicao 2.17. Numa Progressio Geométrica (ay,as,as, ..., an,...) de razao q tem-se:

an=a;-¢"1,¥n,neN
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Demonstracao. Vamos provar por indugao. Seja

p(n):a, =a;-¢" ', ¥n, n €N,

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

a = a-q¢ =
a; = ap- qo =
a; = aj- 1=

a; = dag.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:

p(k) :ar = a; gt

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

p(k+1):appr = ay - ¢~

Temos:
k41 = Q- q =
a1 = (a-¢"")-qg=
a1 = a-(¢FHq) =
ag+1 = 4y~ qk~
Logo, pelo principio de inducdo, a,, = a; - ¢"1,Vn € N. ]

Proposicao 2.18. Sendo S, a soma dos n primeiros termos da progressao geométrica

(ay,a9,a3,...,ay,,...) de razio q, temos:

e seq=1, entao S,, =n-a.
ai - (1—q")

e se q # 1, entao S, = 1 ¢

Demonstracao. Vamos provar por inducao.
(1° caso: ¢ =1)
Seja p(n): se ¢ = 1, entdo S, =n-a;,n € N.
i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

51:1'&1:>51:CL1.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:

pk):q=1= Sy, =k a.
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e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:
plk+1):qg=1= Sgr1=(k+1)-a.

Temos:

Spy1 = Sk + app
k-ay + aq
= (k’ —I— 1) aq.

Logo, pelo principio de inducao, se ¢ = 1, entdao S, =n-ay,Vn € N.

(2° caso: ¢ # 1) Vamos provar por indugao.
ap - (1—q")

Seja p(n): se ¢ # 1, entdo S, = ]
-9

,n € N,

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

a - (1-¢')
l—q
ar - (1—gq)
l—q

S =

= dai.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N| seja verdadeira:

. _ 4k
p(k):q#lésk:alfl_qq)

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

ar - (1 — k+1
p(k+1)ZQ7£1:>Sk+1:1(l_qq>~

Temos:
Spr1 = S+ app

al-(l—qk) ok
l—gq

I—q
aj - (1 - qk+1)
1—q
(1 —q")

Logo, pelo principio de inducao, se ¢ # 1, entao S,, = @ 2 ,Vn e N. n
—q
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PARA O PROFESSOR: Sugerimos ao caro professor que antes de mostrar a
demonstracao da féormula que trata do produto dos n primeiros termos de uma progressao
geométrica, proposicao seguinte, realize com a turma alguns problemas referentes a este
resultado. Apés um ou dois exercicios sobre produto dos termos de uma P. G., use a
proposicao a seguir que tras a demonstracao para o caso geral e realize-a com a sua turma

para mostrar a validade dos resultados obtidos nos exercicios.

Proposicao 2.19. Sendo P, o produto dos n primeiros termos da progressao geométrica

(ay,a9,as,...,ay,,...) de razio q, temos:

Demonstracdo. Vamos provar por inducao. Seja

(n—1)-n
p(n): P,=a"q 2 ,n € N.

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

(1-1)-1
P = a'-q 2
(0-1)
— a4 ¢°
= aj.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:

(k—1)-k
p(k):Pk:alk-q 2

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

(k-(k+1))
p(k+1):Pk+1:alk+1-q 2



2.5. Matemdtica Financeira 39

Temos:
P = Pp-appq
(k—1)-k
= Olllc “q 2 ay qk
(k—1)-k .
+
= a1k+1 q 2
k* —k + 2k
= a**l.g 2
k*+ k
k-(k+1)
= a**l.g 9
(n—1)-n
Logo, pelo principio de indugao, P, = a;" - q 2 ,n e N. O

2.5 Matematica Financeira

Definigao 2.20. (5)(Juros Simples) Sendo J os juros simples produzidos por um capital

(' aplicado a uma taxa ¢ durante o tempo ¢, temos:
J=C-i-t

Definicao 2.21. (5)(Montante) O Montante de uma aplicacao é definido como sendo a

soma do capital aplicado com os juros. Assim:
M=C+J.

Definigao 2.22. (Juros Compostos) Em uma aplicagdo no regime de juros compostos,
passado o primeiro periodo de tempo (primeiro més, primeiro bimestre, primeiro trimestre,
etc.) os juros sao calculados sobre o capital aplicado inicialmente. A partir do segundo
periodo de tempo (segundo més, segundo bimestre, segundo trimestre, etc.) os juros

incidirao sobre o montante obtido apés o término do periodo de tempo anterior.

Proposicao 2.23. O montante acumulado ao final da aplicacao de um capital C' no regime
de juros compostos, durante n unidades de tempo a tazra v por unidade de tempo, é dado
por:

M=C-(1+4)"

Demonstragdo. Vamos provar por inducao. Seja

pn): M =C-(1+4)",neN.



40

Capitulo 2. O Principio da Indugdo no Ensino Médio

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

M

C-(144)"
C-(1+41)
C+C-i
C+C-i-1
C+J.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:

p(k) :

M=C-(1+1i)f

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

pk+1):

Temos:
M =

Logo, pelo principio de induc¢ao, M = C' -

M =C-(1+9)""

M+J

M + Mi

M- (1+1)
C-(1+d)f(1+4)
C- 1+

(1+4)",neN. O

Proposicao 2.24. O montante acumulado ao final da aplicagdo de um capital C' durante

n unidades de tempo a taxa varidvel para

o0 juro composto é dado por:

M=C-(1+i) - (1+ia) - (14d3)-...- (1 +1in).

Demonstragcao. Vamos provar por induca

0. Seja

pn): M =C-(1+id)-(14+id2) - (1+i3)-...- (1 +4,),n eN.

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

M

(1414y)

.
C- (141"

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

plk+1) M =C-(1+4d1) - (1+ia)- (T47d3) ...  (L+4) - (1 + pt1)
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Temos:

M = M+J
M + Mgy
= M- (1+ir1)
= C-(14+4d) - (1T+d9) - (T4id3)-...- (T +dg) - (14 dpqr).

Logo, pelo principio de indugao, M = C'- (1+4;)- (14+14s)- (1 +1i3)-...- (1 +1i,),n e N. O

2.6 Combinatoria

Definigao 2.25. (6)Seja n um ntimero inteiro ndo negativo. Define-se o fatorial de n, que

indicamos por n!, como sendo

ol =1.

1I=1

nl=n-(n—1)sen > 2.
Proposicao 2.26. n!l=n-(n—1)-(n—2)-...-1,¥n,n e N, n > 2.
Demonstracao. Vamos provar por indugao. Seja

pn):nl=n-n—-1)-(n—2)-...-1,¥n,neN, n>2.

i) Verifiquemos que p(2) é verdadeira:

20 = 2.1l
= 2-1

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, k > 2, seja verdadeira:

pk)  Kl'=k-(k—1)-(k—2)-...-1
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:
plk+1):(k+1)=k+1)-k-(k=1)-(k—2)-... 1.

Temos:
(k+1)! = (k+1)-K!
(k+1)-k-(k=1)-(k—2)-...-1]
= (k+1)-k-(k—=1)-(E—=2)-... 1.

Logo, pelo principio de indugao, n!=n-(n—1)-(n—2)-...-1,¥n,n € N, n > 2.
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Definig¢ao 2.27. (6)Seja I = {ay,as,as,...,a,} um conjunto formado por n elementos
e seja p um numero natural ndo-nulo tal que p < n. Chama-se "arranjos simples de p

elementos de I" toda sequéncia formada por p elementos distintos de I.

Definigao 2.28. (6)O niimero de arranjos simples de n elementos tomados p a p, p < n,

¢ dado por:
App=n-n—=1)-(n—=2)-...-(n—p+1).

!

ﬁ,nENepgn.

Proposicao 2.29. A4, , = ( ]
n—p)!

Demonstracao. Vamos provar por indugdo em n. Seja

p(n) Ay, =-——"—-,n€Np<n
N O]
i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:
1!
A, = :
7 (1-p)

Como p < 1, segue que p = 1. Dal:

1! 1!

A1 =1, por definigdo, e m = o =

Entao:

Ay = .
M=)

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, p < k, seja verdadeira:

k!
(k —p)!

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

p(k) : Ak,p =

k+1)!
(k+1) Ppék—i—l.

plk+1): Appry = (S

Assim:

esep=~Fk+ 1, temos

Apsigrr = (k+1)!
(k+1)!
k1)
[(k+1)— (k+ )]
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e se p < k+ 1, ou seja, p < k, temos

Apyrp = (B+1)-k-(k—1)-...-(k+1—-p+1)
k+1)-k-(k=1)-...(k—p+2)-(k—p+1)]

k—p+1

_ (k+1) A
T k—pt1l M
B E+1 k!
- k+1—-p (k—p)
B (k+1)!
- (k+1-p)

|

Logo, pelo principio de indugao, A, , = " [N € N,p < n. O

2.7 Numeros Complexos

Os resultados desta se¢ao sdo os mesmos da secao 2.2, sendo aqui feitos para

nimeros complexos.

2.7.1 Potenciacao de niimeros complexos

Definig¢ao 2.30. (6)Sendo w um ntmero complexo qualquer e n € N. Definimos
w’ = 1.

wtt =w" - w,Vn € Z,n > 0.
_ 1
w"=— w#0,YVneZ.
wn
Proposicao 2.31. Sejam m € Z, n € N e w,w # 0, um numero complexo qualquer.

Entdao w™ - w™ = w"tm,

Proposigao 2.32. Sejam m € Z, n € N e w,w # 0, um numero complexo qualquer.

Entao w™ - w" = w™m™ "

Proposicao 2.33. Sejam n € Z, m € N e w,w # 0, um numero complero qualquer.

Entao (w™)™ = w™™.

Proposigao 2.34. Sejam w e v nimeros complezos e n € N. Entdo (w-v)" = w™ - v™.

wTL

w n
Proposigao 2.35. Sejam w e v numeros complexos e n € N. Entao () = —.
v [

PARA O PROFESSOR: As demonstragoes dos resultados acima, referentes a
nimeros complexos, sao andlogas as realizadas para potenciagdo de ntimeros reais (ver
capitulo 2, se¢do 2.2). Entao deixamos a critério do professor demonstra-las ou deixar

como exercicio para os alunos.
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2.7.2 Conjugado de um Numero Complexo

Definigao 2.36. (6)O conjugado de um niimero complexo z = a+bi, {a,b} C Red® = —1,

é o numero complexo z (lé-se "conjugado de z") tal que Z = a — bi.

Observagdo 2.37. Sendo w e v nimeros complexos, entao w - ¥ = w - v. De fato, sendo

w = a+ bi e v =c+ di nameros complexos, temos:
w-v=(a—>bi) (c—di) = (ac — bd) — (ad + be)i.
Como:
w-v=(a+b)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i.
Segue:

w-v = (ac — bd) — (ad + be)i.

E, portanto, w - v = w - v.

Proposigao 2.38. Seja zumntumerocomplexo. Entdo, (zZ)" =27,n € N.
Demonstracdo. Vamos provar por inducao. Seja
p(n): ()" =2z"neN,

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:
plk+1): (z)" = 2+,

Temos:

@ = @@

Logo, pelo principio de indugao, (z)" = 2",n € N. O
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2.7.3 Mobdulo de um Nimero Complexo

Definigao 2.39. (6)O mddulo de um niimero complexo z = a + bi, {a,b} C R e i? = —1,

é o numero real

1z| = Va? + b2
Observagao 2.40. Sendo w e v nimeros complexos, entao |w| - |v| = |w - v|. De fato, sendo
2z = a + bi, temos:
z-Z=(a+bi)(a—b)=a*+b Logo, |z]| =z Z.

Assim, sendo w, v niimeros complexos, tem-se:

lw|-|v] = Vw-w-vv-v
= J(w-w)-(v-0)
= J(w-v)- (@)

= |w-vl

Proposigao 2.41. |z|" = |2"|,n € N.
Demonstracao. Vamos provar por inducao. Seja
p(n) : 2" = [z"|,n € N.

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:
2 = =

2| = el
ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N| seja verdadeira:
p(k) : 2" = |2
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:
plk+1) : 2] = 2],

Temos:
2 = 2" e
k| 1‘

%] - |2

|27 - 21

Esal

Logo, pelo principio de indugao, |z|" = [2"|,n € N. ]
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3 Sequéncia Didatica

CONTEUDO

Desenvolvimento do Principio da Indugao Matemaética a partir dos axiomas de

Peano e aplicagoes em demonstragoes relativas aos niimeros naturais.

OBJETIVOS

1. Fornecer subsidios ao professor afim de que ele possa usar o Principio de Inducao
Matematica em demonstracoes de resultados indexados pelos niimeros naturais, no

ensino médio;

2. Ajudar o professor a tragar uma sequéncia de problemas onde ele possa avancar
gradualmente no ensino de indu¢ao matematica tendo este trabalho como um material

para consulta em suas aulas;

3. Alcancar um maior desenvolvimento do raciocinio légico-dedutivo do aluno.

PUBLICO ALVO

Ao longo deste trabalho fica claro que o Principio de Indu¢ao Matematica pode ser
utilizado para demonstrar resultados que aparecem em todas as séries do Ensino Médio.
Por isso pensamos em uma sequéncia de atividades para ser aplicada e desenvolvida com

alunos desse nivel de ensino.

Claro que o professor pode desenvolver esta sequéncia didatica em qualquer turma
do ensino médio: seja no 1° ano, no 2° ano ou no 3° ano. Contudo, por questoes didaticas
e obviamente dentro das condi¢ées do professor, sugiro que seja desenvolvida preferen-
cialmente no 1° ano do ensino médio. Tal sugestao é dada pelo fato de que no 1° ano o
aluno comega a estudar conjuntos e, logo apds, conjuntos numéricos. Entao, dentro desse

contexto, acredito que esse seja 0 momento mais adequado para se falar em indugao.

Embora seja uma turma do ensino médio, vale apena observar o fato de que os
alunos do 1° ano sao alunos concluintes do 9° ano do ensino fundamental II. Portanto, é
importante que o professor tenha sensibilidade para perceber algumas dificuldades que com
certeza irao aparecer. Esses alunos, nao todos certamente, ainda nao estao acostumados
com a linguagem simbolica e mais abstrata da matematica. Talvez tenham alunos que até
consigam perceber os padroes existentes nos problemas, mas a parte complicada para eles

sera transformar essas ideias em uma linguagem matematica precisa e clara.
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METODOLOGIA

Acreditamos que no decorrer da aplicaciao e do desenvolvimento da nossa sequéncia
de atividades, surgirao algumas dificuldades tendo em vista o publico alvo. Sendo assim,
indico que o professor mantenha sempre o didlogo com seus alunos ao longo de toda a
atividade: esclarecendo as duvidas; apontando erros; diante dos erros, sugerindo estratégias;

incentivando a troca de ideias entre os alunos para que ocorra a promocao da aprendizagem.

Duracao

Embora esta sequéncia didatica seja composta de cinco etapas, foram estimadas
cinco ou seis aulas para sua conclusao. Isso porque cada aluno tem "seu tempo", ou seja, a

construgao do conhecimento nao ocorre de modo uniforme em uma sala de aula.

Recursos Metodologicos

Para a aplicagdo e desenvolvimento da sequéncia didatica o professor vai utilizar: o
quadro branco; marcador para quadro branco; régua e compasso, daqueles que se usam no

quadro.

Os alunos vao precisar de: lapis; borracha; folhas de papel oficio(de preferéncia) ou

folhas do proprio caderno; régua e compasso.

DESENVOLVIMENTO
1* ETAPA - Investigacao 1

Nessa etapa inicial, Pretendemos por meio da investigagao de um problema conduzir
o aluno a formular conjecturas, levantar questionamentos e perceber a ocorréncia de

regularidades existentes no problema.

O problema proposto que vamos considerar como objeto de nossa investigagao é o
que refere-se a contagem do ntimero de diagonais de um poligono convexo. Didaticamente,
dividimos essa investigagao em seis passos tendo como objetivo que ao final de cada um

deles o aluno tenha compreendido e analisado os resultados ali obtidos.

Diante do exposto, é importante que o aluno esteja ciente do seu papel nessa etapa,
a saber, de investigador. A atividade aqui proposta nao deve ser resolvida de um modo
meramente mecanico, mas com um olhar analitico, buscando desvendar a logica e os

padrées nela escondidos.

Sugerimos que para a aplicacao desta etapa o professor divida a turma em duplas

e desenvolva a atividade em uma tnica aula.
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PROBLEMA: Determinar o nimero de diagonais de um poligono convexo.

passo 1.

passo 2.

passo 3.

passo 4.

Solicite ao aluno que desenhe em uma folha, com o auxilio de régua e compasso,

cinco poligonos convexos:
Triangulo

Quadrilatero

Pentagono

hexagono

Heptagono

Uma vez desenhado cada poligono, peca que o aluno trace todas as diagonais de
cada um deles e, em seguida, faca a contagem do nimero de diagonais e escreva o

resultado obtido ao lado da figura correspondente.

Nesse momento o aluno devera organizar os dados obtidos no passo 2 em uma
tabela. A 1* coluna preencha com o nome do poligono. A 2% coluna preencha com
o numero de lados. A 3* coluna preencha com o respectivo nimero de diagonais.
Finalmente, solicite que o aluno tente relacionar os resultados da 2* coluna com os
resultados da 3* coluna, ou seja, ele devera escrever na 4* coluna da tabela uma

expressao matematica que relaciona o nimero de lados com o niimero de diagonais.

Para o professor: Certamente o preenchimento da 4* coluna da tabela sera a
parte mais dificil para o aluno. Esta na hora de vocé, professor, instigar o raciocinio
investigativo do seu aluno. Pergunte, por exemplo, o que acontece com o nimero de
diagonais quando o ntimero de lados aumenta de uma unidade? Feito isso, deixe-o

pensar, investigar, perceber padroes e formular conjecturas.

Levante o seguinte questionamento para a turma: Baseado nos resultados obtidos na
4* coluna da tabela, é possivel escrever uma expressao geral que relaciona o nimero

de lados com o niimero de diagonais? Em caso afirmativo, qual seria essa expressao?

Para o professor: Note que a partir de agora o seu aluno precisara deixar aquele
universo de cinco poligonos apenas e pensar de maneira mais geral, ou seja, se o
seu resultado continuara valido para qualquer poligono. E preciso enfatizar para o
aluno que tornar geral uma expressao matematica nao significa, apenas, trocar os
nimeros, que figuram no resultado, por letras (incognitas). Nesse momento, o aluno
precisa comegar a se perguntar o que pode ser feito para mostrar que tal resultado ¢é

de fato geral.
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passo 5.

passo 6.

De posse de uma expressao que relaciona o nimero n de lados com o niimero D(n)
de diagonais, peca que cada aluno teste sua validade com pelo menos dois poligonos.
Por exemplo, desenhe um poligono com oito lados e outro com nove lados. Em
seguida, trace todas as suas diagonais e faca uma contagem de todas elas. Compare

esse resultado com o resultado obtido usando a férmula.

Pergunte para a turma: Conforme os resultados obtidos no passo 5, sua conjectura
(isto é, a expressao geral determinada pelo aluno) é valida? Em caso afirmativo, faca
uma segunda pergunta: Existe algum valor de n para o qual essa expressao falha? Se
nao, como provar? Deixe-os levantar um debate e, 16go apds, convide-os a segunda

etapa da sequéncia didatica.

22 ETAPA - Investigacao 2

Assim como na etapa anterior, sugerimos que o professor na aplicagdo desta etapa

divida a turma em duplas, mantendo as mesmas que foram formadas na 1* etapa. Conclua

esta etapa em uma tnica aula.

PROBLEMA: Determinacao de Niimeros Primos.

passo 1.

passo 2.

passo 3.

passo 4.

Compartilhe com a turma o problema a seguir: "Consideremos a equagao y =
n?—n+41, n € N. Os ntimeros y encontrados serdo sempre niimeros primos qualquer

que seja o valor de n, para n > 07"

Apoés a apresentacgao do problema solicite que os alunos testem a validade da afirmagao

paran=0,n=1,n=2en=3.

Diante dos resultados obtidos no passo 2, pergunte aos alunos o que eles pensam
com respeito a essa equagao. Sera que ela produz nimeros primos para qualquer que

seja o valor de n, n € N?

Depois de ter ouvido a turma continue com o desafio. Peca que os alunos testem a
validade da equacao paran =4, n =5 e n = 6, ou seja, o valor encontrado para y

continua sendo um ntimero primo?

Para o professor: Note que para n = 4, n = 5 e n = 6 os valores de y sao
respectivamente:
y=>53,y=6ley="TIL

Perceba que os resultados encontrados continuam sendo nimeros primos. Com um
pouco mais de esfor¢o e tempo solicite que a turma continue o teste para n = 7,
n =238, ..., n=10. De posse de todos esses resultados verifique junto com os alunos

que a equacao continua produzindo niimeros primos.



o1

passo 5. Chamando a atencao os alunos que paran=1,n=2,n=3, ..., n = 10 a equagao
nos da um numero primo, um questionamento légico seria: serda que estamops diante
de uma férmula que produz ntimeros primos? Continuar os testes nao seria uma ma
ideia. Poderiamos pedir que os alunos continuassem testando fazendo as contas para

n variando de 11 até 40, contudo esses calculos vao gerar niimeros muito grandes.

Para o professor: Mesmo sem ter feito a verificacdo para n variando de 1 até 40
comente com sua sala que todos os valores encontrados para y nesse intervalo serao
numeros primos. Uma pergunta plausivel nesse momento é: sera que apos todos esses
testes podemos concluir que estamos diante de uma equacao que "fabrica' nimeros
primos qualquer que seja o valor de n, n € N? Pelo fato de que a verificagao fica cada

vez mais trabalhosa é possivel que o aluno seja tentado a responder afirmativamente.

passo 6. Vamos agora ao ultimo teste. Pergunta: para n = 41 o valor encontrado para y é um

numero primo?

Para o professor: Apos alguns minutos dedicados a verificagao, interrogue a turma
com respeito ao valor encontrado para y. Se todos fizeram os calculos corretos, entao
o valor para y foi 412 que, para tristeza de alguns, ndo é um ntimero primo. Mostre
através desse problema que nao podemos generalizar propriedades apos a verificagao
de alguns casos particulares, pois tal conduta podera nos levar a sérios enganos em
matematica. O aluno que optou em dizer que o resultado encontrado era um ntimero
primo, certamente testou alguns casos, contudo nao testou todos. Quer dizer, apds
um numero razoavel de tentativas o aluno foi induzido a responder afirmativamente,
ou seja, para ele (aluno) seria inttil continuar a verificacdo visto que ndo encontrava
contradigoes. O problema da determinacao de nimeros primos nos mostra que é
necessario dispormos de um método com base logica que nos permita decidir com

precisao a validade, ou nao, de uma propriedade.

32 ETAPA - Inducao Matematica: Apresentacao Teorica

Nesta etapa, o professor apresentara a turma o tema da aula: O Principio de

Indugao Matematica.

Nesse inicio da aula, achamos importante que seja falado um pouco sobre o aspecto
historico da inducao matematica. O professor pode até recorrer a tudo o que foi exposto na
fundamentagao tedrica deste trabalho. Em seguida, dé inicio ao assunto falando primeiro
dos axiomas de Peano e, logo apds, apresente o primeiro e o segundo principio de inducao

matematica.

Indicamos que seja feito um paralelo entre inducdo matematica e aquilo que
conhecemos como efeito domind: imagine que vocé tem uma imensa fila de dominds todos

em pé. Se vocé puder garantir que a primeira peca do domind caird e que sempre que uma
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peca do dominé cair a proxima peca vizinha também caird, entao vocé podera garantir

que todas as pegas do dominé cairao.

Faca a seguinte analogia: Suponha, inicialmente, que a 1* peca da fila de dominds
cai. Isto, em inducao, equivale ao que chamamos de base, ou seja o resultado é verificado
para o primeiro natural possivel. Suponha agora que independente da posicao de uma das
pecas da fila, se esta cair e derrubar a proxima pega da fila, Isto em indugao é chamado de
passo indutivo, entdo podemos garantir que todas as pecas da sequéncia cairdao. Ou seja,
nos supomos que o resultado é verificado para um ntmero natural n e como consequéncia

também é valido para o natural n + 1.

Portanto, professor, dada a abstracao que o principio de inducao carrega consigo,
fica claro que fazendo esse paralelo serd mais facil para o aluno perceber a dindmica das

demonstragoes por inducao.

Conclua essa etapa em uma aula.

4 ETAPA - Resolucao de Problemas

Nesta etapa, sugerimos ao professor que o mesmo desenvolva com a turma a
resolucao de alguns problemas referentes a inducgao. A titulo de sugestao, indicamos a
seguir trés problemas: o primeiro, trata da soma de ntimeros impares; o segundo, refere-
se a soma dos angulos internos de um poligono convexo; e o terceiro, trata da forma
trigonémétrica de um nimero complexo (também conhecida como 1* formula de De Moivre

para nimeros complexos).

Talvez vocé esteja se perguntando: como mostrar um resultado referente a niimeros
complexos se ja foi dito que a sequéncia de atividades deve ser aplicada preferencialmente
no 1° ano do ensino médio? Tal pergunta é justa e logica, porém é possivel que tal resultado
seja demonstrado em uma turma de 1° ano. Note que nao é necessario que o professor diga
que o problema trata de niimeros complexos, basta que sejam dadas algumas informacoes
necessarias para o denvolvimento e conclusao da demonstragao. Ou seja, é suficiente o

professor adotar os trés resultados que seguem:

cos(a + b) = cos(a) - cos(b) — sen(a) - sen(b).

sen(a 4 b) = sen(a) - cos(b) + sen(b) - cos(a).

Portanto, aplique os trés problemas a seguir deixando que os alunos construam a
demonstracao de cada um deles. Lembro o fato de que nao trata-se de uma avaliagdo e sim
de uma aula de resolucao de problemas, quer dizer, o professor pode e deve a todo momento

intervir na demonstracao, isto é, tirar duvidas, esclarecer fatos relativos a demonstragao e
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trazer a memoria do aluno algum resultado que seja necessario ser usado para concluir a

prova.

Terminado o exercicio, dé seguimento a aula fazendo a correcao do mesmo no
quadro. Faga uma analise dos possiveis erros chamando a atencao da turma para a forma
correta de concluir o resultado. Conclua essa etapa em uma aula ou, no maximo, em duas

aulas.

PROBLEMA 1: (Soma de Nimeros Impares) Mostre que 14345+ ..+(2n—1) =
n%,Vn € N*.

Demonstracao. Vamos provar por indugao. Seja
p(n):1+3+5+...4+(2n—1)=n?Vne N

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

1 = (2:1-1)=

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N* seja verdadeira:
p(k) :14+3+5+...+(2k—1)=k
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

pk+1):14+3+5+... +Rk—1)+2(k+1)—1]=(k+1)>2

Temos:
1+3+5+... +Rk—1D)+20k+1)—1 = kK+2k+2-1
= kK +2k+1
= (k+1)%
Logo, pelo principio de indugdo, 1 +3+5+...+ (2n — 1) = n? Vn € N. O

PROBLEMA 2: (Soma dos Angulos Internos de um Poligono Convexo - S(n))
Prove que a soma das medidas dos angulos internos de um poligono convexo de n lados é
igual a (n —2)-180°,Vn € N;n > 3.

Demonstracao. Vamos provar por inducao. Seja

p(n):S(n)=(n—-2)-180°,Vn € N,n > 3.
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i) Verifiquemos que p(3) é verdadeira:
S(3) = (3—2) 180° =
S(3) = 1-180° =

S(3) = 180°.

De fato, a soma das medidas dos dngulos internos de um tridngulo (n = 3) ¢ 180°.

ii) Admitamos como hipdtese de indugao que p(k), com k € N,n > 3, seja verdadeira:
p(k) : S(k) = (k—2)-180°
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:
plk+1):Sk+1)=[(k+1)—2]-180°.

Seja P um poligono com k lados, cujos vértices sao os pontos Vi, Vo, ..., Vi_1, Vi.Considere
o ponto Vi1, tal que ndo pertenca ao prolongamento dos lados Vi _oVi_1 e V1 Vp,
e por ele trace os segmentos de reta Vi1 Vi1 e Vi 1Vi. Note, por construgao, que
fica determinado assim o triangulo de vértices Vi_1, Vi, Vii1. Ou seja, a soma dos
angulos internos do poligono de vértices Vi, Vs, ..., Vi_1, Vi, Vki1 € igual a soma dos
angulos internos do pligono de vértices Vi, Vs, ..., Vi1, Vi com a soma dos angulos

internos do triangulo de vértices Vi1, Vi, Viei1.

Entao, temos:

S(k+1) = S(k)+ 180°
= (k—2)-180° + 180°
= [(k—2)+1]-180°

= [(k+1)—2]-180°.
Logo, pelo principio de indugao, S(n) = (n —2) - 180°,Vn € N,n > 3. ]

PROBLEMA 3: (Forma Trigonométrica de um Numero Complexo) Prove, por

inducao em n,n € N, a formula de De Moivre:

[cost + i - senf]™ = cos(nf) + i - sen(nh).

Demonstracao. Vamos provar por indugao. Seja

p(n) : [cos + i - senb]™ = cos(nf) + i - sen(ndh),¥n € N.
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i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:
[cos + i - senf]' = cos(1-60) +i-sen(l-60)=

cosd +1-senf = cos(1-0)+i-sen(l-0).

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N| seja verdadeira:
p(k) : [cosd + i - send])* = cos(kO) + i - sen(kO)
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:
p(k+1) : [cosO + i - senf)" ™ = cos[(k + 1)0] + i - sen[(k + 1)4].
Temos:
[cosO + i - senf]*T1 = [cosf + i - senf]” - (cosl + i - send)!

= [cos(k@) +i- sen(k6)] - (cosl + i - send)
= cos(k@) - cos + cos(kO) - i - senf + i - sen(kf) - cost) +
= +12-sen(kf) - send
= cos(kf) - cos + cos(k) - i - senf + i - sen(k0) - cosh —
= —sen(kf) - senb
= cos(k®) - cost — sen(k@) - senf +
= +1-[cos(kO) - send + sen(k6) - cost]
= cos[kO + 0] + i - sen[k6 + 0]

= cos|(k+1)8] +i-sen[(k + 1)8].
Logo, pelo principio de indugdo, [cost + i - senf]™* = cos(nf) + i - sen(nd),Vn € N. O

52 ETAPA - Avaliacao

Nessa etapa, elabore um exercicio avaliativo composto de trés a cinco problemas,
dependendo do tempo de duragao da sua aula, semelhantes aos que vocé resolveu nas
etapas anteriores. Essa avaliagao devera ser aplicada individualmente, isto ¢, cada aluno
fara a sua avaliacdo sem que haja qualquer tipo de consulta. Conclua essa etapa em uma

aula.

Exercicio avaliativo: A funcao do exercicio avaliativo é mostrar ao professor
aquilo que de fato o aluno conseguiu assimilar dentro do que se esperava. E nele que o
professor visualizara o modo como os alunos estao utilizando os métodos aplicados nas

demonstragoes dos resultados anteriores.
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4 Conclusao

Em conformidade com a proposta deste trabalho, o nosso objetivo foi empregar o
Principio da Indugao Matemética em demonstracoes relativas a contetidos de matematica
ensinados no ensino médio, com o proposito de que o estudante conhega um sistema

dedutivo baseado em tais demonstracoes.

Sendo assim, partimos dos axiomas de Peano para em seguida conceituarmos
o Principio da Indugao Matemaética, mostrando que ambos estao intimamente ligados.
Tivemos o cuidado de detalha-lo o suficiente para que o professor, de posse desse material,

pudesse revisitar esse tema ou até mesmo estuda-lo pela primeira vez.

Tendo todo embasamento necessario para o ensino da induc¢do matematica, o
professor podera usa-lo nas demonstracoes dos resultados indexados pelos nimeros naturais
que ocorram ao longo de todo o ensino médio. Para reforcar seu conhecimento, deixo nesta
obra, para vocé professor, uma colecao de demonstragoes que poderdo ser realizadas nas

suas aulas.

Almejamos que esta pesquisa dé ao professor toda ferramenta necessaria para que
ele introduza em suas aulas o Principio da Inducao Matematica para obtencao de alguns
resultados relativos ao conjunto dos Numeros Naturais e que seus alunos compreendam a

importancia que deve ser dada a esse tema no estudo da matematica.

Esperamos também contribuir para que o tema Inducao Matemaética deixe de ser
um fantasma no ensino médio, tanto para o professor quanto para o aluno, e passe a ser

uma realidade.
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Apéndice A

Queremos neste apéndice deixar para o professor algumas demonstragdes por
inducao. Acreditamos que tais exercicios ajudarao o caro colega que talvez nao se sente

apto a realizar esse tipo de demonstracao.

Proposicao 4.1. 20+ 2 4+ 22 4+ . 42771 =927 1 VncN.

Demonstragdo. Vamos provar por inducao. Seja
p(n): 20428 +22 4. 42"t =2" -1 VneN

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

ol-1 — 92l 1=
2N = 2 1=
1 = 1

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N| seja verdadeira:
p(k): 20428 +22 4. 4 2Ft=2F 1
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

plk+1):20 428 4224 4okl ok —oktl

Temos:
2042l 422 4 poktl ok — ok ok —9ok ok
= 2.2k
2k+1_1'
Logo, pelo principio de inducdo, 20 +2' +22 + .. 4271 =27 — 1 Vn € N, O
. 1)-(2 1
Proposicao 4.2. 124224324 4p2=" (n+1) (2n+ ),VneN.

6

Demonstracao. Vamos provar por inducao. Seja

. 1)-(2 1
pn) 12+ 432 4. 4nt=" (n+ )6(n+ ),VneN.
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i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

(1412141

12 =
6
1-2-3
1 = =
6
1-6
1 = — =
6
1 =1

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:

ke (k+1)-(2k + 1)

pk) 12 +22 4+ 3%+ .. . +k = 5

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

k1) (k+2) (2k+3
p+1): P24+ 3 4 4?4 (1= B (kD GRS

6
Temos:
kE-(k+1)-(2k+1
P+22+3+. . +nP+(k+1)? = (¥ )6< i )+(k;+1)2
k(b 4+1)-(2k+1)46-(k+1)°
B 6
(k1) [k (2E+1)+6- (k4 1))
B 6
~ (k+1)- (2K* + Tk +6)
N 6
3
(b4 1) 20 (h+2)- (k+3)]
B 6
(k1) (B+2)-(2k+3)
= G )
. 1)-(2 1
Logo, pelo principio de inducao, 12+22+32+...+n2:n (n+ )6(n+ ),VnEN. O
P 2 2 1.2 o, n-(n+1)
Proposigao 4.3. 1 —2°+3° — ...+ (—1)" ' -n*=(—-1)" -#,VnGN.
Demonstracdo. Vamos provar por inducao. Seja
. 1
pn) 1= 243 — (=) en? = 1yt 0 FD ey

2
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i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

1-(1+1)

(_1)1—1 . 12 — (_1)1—1 . 5

(01 = (s

1-1 = 1-1.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N| seja verdadeira:

pk) 11 =22 432 — .+ (=D k2= (=D k(k2+1)

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

plk+1):1-22432— 4+ (=D B (=) (k+1)? = (_1)k_(k+1)’(k+2).

2
Temos:
1—-22432 — 4+ (=D B2+ (=R (k+ 1) =
(cappr i r D) (k; Dy (—DF- (k+1)? =
(1 EED ey
(=% (=) k- (k+ 1)+ (=1)%-2-(k+1) _
2
(=DF (k+1)-[(-1) - k+2-(k+1)] _
2
(D)% (k+1)-[-k+2k+2] _
2
(=1)F-(k+1)- (k+2)
5 .
e : x 2 92 1,2 po1 o (n£1)
Logo, pelo principio de indugao, 1 —2*+3*—...+(=1)""'.n* = (—1) -fﬁne
N. O

Proposigao 4.4. 6|n-(n+1)-(n+2),Yn € N.

Demonstracdao. Vamos provar por inducao. Seja

p(n):6n-(n+1)-(n+2),VneN.

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:
6/0-(0+1)-(0+2) =
6l0-1-2 =
60.
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ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:
p(k):6lk-(k+1)-(k+2)
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:
plk+1):6/(k+1)-(k+2)-(k+3).

Temos:

(k+1)-(k+2)-(k+3) = k-(k+1)-(k+2)+3-(k+1)-(k+2)
= k- (k+1)-(E+2)+3k-(k+1)+6-(k+1).

Como:
6lk-(k+1)-(k+2),6/6-(k+1)

e, por indugao, seja
P (k) :6[3k-(k+1),VneN.

a) Verifiquemos que p'(1) é verdadeira:

63-1-(1+1) =
632 =
6/6.

b) Admitamos como hipétese de indugao que p'(q), com ¢q € N, seja verdadeira:
p'(q) :6l3¢- (g +1)
e provemos que decorre a validade de p/(q + 1), isto é:

Plg+1):6[3-(¢g+1)-(q+2)

Temos:
3-(q+1)-(¢+2)=3¢-(¢+ 1) +6-(¢g+ 1)
Como:
6|3¢-(g+1),6/6-(qg+1).
Segue:

6[3¢-(¢+1)+6-(¢+1) =
6/3-(¢+1)-(¢+2).
Logo, pelo principio de indugao, 6|3k - (k + 1).
Segue, assim:
6lk-(k+1)-(k+2)+3k-(k+1)+6-(k+1) =
6k-(E+1)-(k+2)+3-(k+1)-(k+2) =
6|/(k+1)-(k+2)-(k+3).
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Logo, pelo principio de indugao, 6|n - (n+1) - (n+2),Vn € N. ]

Proposicao 4.5. Mostre que a soma dos cubos de trés nimeros naturais consecutivos é

sempre divisivel por 9.

Demonstracao. Vamos provar por indugao. Seja
p(n) : 9[n*+ (n+1)*+ (n+2)%,Vn € N.
i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:
P+ (1+1P°+(1+2)?% =
91 + 2% + 3% =
=

9|(1+8+27)
9|36.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N| seja verdadeira:
p(k) : 9|[k* + (k +1)° + (k + 2)]
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

p(E+1):9|[(k+1)°+ (k+2)° + (k+3)%.

Temos:
(k+1P+(k+2°+(k+3)° = (E+1)°+(k+2)°+ k> +9k* 4+ 9k + 27
= B+ E+1)P+Ek+2)2+9- (B +k+3).
Como:
IK® + (k+1)° + (k+2)%,9/9 - (K* + k + 3).
Segue:
K>+ (k+1P°+ (k+2°+9-(K*+k+3)] =
[(k+ 1) + (k +2)° + k*9k* + 9k + 27)] =
I[(k+1)°+ (k+2)°+ (k+3)°].
Logo, pelo principio de indugao, 9|[n® + (n + 1) + (n + 2)?],¥n € N. ]
1 1 1
Proposigao 4.6. (1+1)- <1+2) . <1+4> <1+> =n+1,VneN.
n

Demonstracao. Vamos provar por indugao. Seja

p(n):(1+1)-<1+;>-(1+i>-...-(1—|—i>:n-l—l,VnGN.
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i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:
1
(14+41) = 1+1=

2 = 2.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:

p(k):(l—l—l)-<1+;>-<1+i)-...-<1—0—]1€)—k—l-l

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

p(k+1):(1+1).<1+;)._”.<1+;>,(1+I€J1r1>:(k+1>+1'
Temos:
1) (e g) e (1) (L) = G0 ()
= (k+1)+(k+1).k}r1

= (k+1)+1.

1 1 1
Logo, pelo principio de inducao, (141)- <1 + 2) . <1 + 4) S (1 + ) =n+1,VvneN. O
n

1 1 1 1 n
P icao 4.7. = Vn e N.
roposicao 1_2+2'3+3.4+ +n~(n+1) nr 1 n

Demonstracdo. Vamos provar por inducao. Seja

1 1 1 1 n
: = Vn e N.
Pt st sttt o y T ar "

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

1 1
(111 111
1 J—
12 27

N~ DN
N~ N =

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:

by —4+ 4t K
P T e o3 34 T E (kr)  k+1
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e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

11 1 1 1 k41

k+1): = .
e R G R ¥ Tl v Rk R g s Rl s i § oy (s Rl

1 1 1 N 1 ok 1
1-2 23 77 k-(k+1) B

k1) kt2)  k+l GrD)-(ht2)
k-(k+2)+1

(k+1) (k+2)
k*+ 2k +1

k1) (k+2)
(k+1)- (k+1)
k1) (k+2)

ko1

kt2

L 1o brincivio de induci 1 L 1 n 1 - 1 n
ogo, pelo principio de inducao = ,
go, pelo princip @0, 5t sty |

Proposicio 4.8. —— 4+ 4 ! nentd) g, e
roposicao 4.0. = n
POsIS 1.2.3'2.3.4 nntl)-n+2) 4-(ntl) (n+2)

N.

VneN. O

Demonstracao. Vamos provar por indugao. Seja

! N 1 N 1 - 1 B n-(n+3) VneN
"1-2:3 2:3:4 3-4-5 " n-(n+1)-(n+2) 4-(n+1)-(n+2) '

p(n)

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

1 B 1-(1+43) N
1-(1+1)-(1+2) 4-(1+1)-(1+2)
1 14
1-2-3  4-2-3
11
6 6

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N| seja verdadeira:

1 1 1 1 k- (k+3)

1237234 345 T EhrD) kr2) d-(kt1)-(kt2)

p(k)

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

Loy !

1-2-3 2:3-4 " (k+1)-(k+2)-(k+3)
(k+1)-(k+4)
4-(k+2) - (k+3)

plk+1):
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Temos:
1 1 1 1
123 234 TR GID- k12 GrD-(ht2) - (k+3)
k- (k+3) 1
4-(k+1)~(/<:+2)+(lc+1)~(k+2)~(k;+3)
k-(k+3)°+4
4-(k+1)-(k+2)-(k+3)
k? 4+ 6k* + 9k + 4
k+1)-(k+2)- (k+3)
k+1)-(k*+5k+4)
E+1)-(k+2)-(k+3)
(k+1)-(k+1)-(k+4)
4-(k+1)-(k+2)-(k+3)
(k+1) (k+4)
4-(k+2) - (k+3)

4

(
(
4

1
Logo, pelo principio de indugao, T3 + + +...+ =

n-(n+3)
4-(n+1)-(n+2)

,Vn € N. ]

12 22 n? n-(n+1)
P ic30 4.9. — + 4 .. — Vn eN.
roposieao 13 35 T @) @nrn) 2-(2ne1) "€

Demonstracao. Vamos provar por inducao. Seja

12 22 n? n-(n+1)
R e I S SRR s oy sy o g Rl By i s SR

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

12 o 1-(1+1)
2-1-1)-(2-14+1)  2-(2-1+1)
1 1-2
1.3 2.3
11
3 3

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:

O )
P T s s T k-1 2k+1) 2 (2k+1)
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

12 22 k2 k+1)° k+1)(k+2
p(k+1): —+5—+.. + + (k+1) _ (k1) (k+2)

1-3'3-5 (2k—1)-(2k+1) (2k+1)-(2k+3) 2 (2k + 3)
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Temos:
vz k? P A S
1-3 3.5 7 (2k—-1)-(2k+1)  (2k+1)-(2k+3)
k-(k+1) (k4 1)

2-(2k+1)  (2k+1)-(2k+3)

k-(k+1)-2k+3)+2- (k+1)°
2-(2k+1)-(2k+3)
(

(k+1)-[2- (2k+3)+2- (k+1)

2%k +1)- (2k +3)

(k+1)-(2k* 4+ 5k +2)
2-(2k+1)-(2k+3)

(k+1)-[2-<k‘+;)-(k‘+2)}
2-(2k+1)-(2k+3)
(k+1)-(2k+1)- (k+2)

2-(2k+1)-(2k+3)
(k+1)- (k+2)
2. (2k +3)

).
9.

12 N 22 n? n-(n+1)
1-3

Logo, pelo principio de indugao,

N.

3.5 2n—1)-2n+1) 2-(2n+1)

Proposigao 4.10. 1-2°+2-2'+3.22+ . . 4+n-2"1=1+(n—1)-2",VneN.
Demonstracao. Vamos provar por indugao. Seja
p(n):1-2°+2.2"+3.22 4+ .. . 4n-2" =14+ (n—-1)-2"VneN.

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

1-21-1 1+(1-1)-2'=
120 = 140-2=
1-1 = 14+40=
1 = 1.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N| seja verdadeira:
pk):1-2°42.2' +3.22 4 4+ k- 2" =14 (k—1)-2F
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

pk+1):1-2°+2.2"43.22 4 4 k- 2" (k+1)- 2" =1+ k-2

+...+ = ,Vn e

O
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Temos:

1-2042.20 43224 . k- 281+ (k+1)-2F = 14+ (k—1)- 28+ (k+1) 2
= 1+28 (k—1+k+1)
= 1+2F.2k
= 1+k-(2¢.2)
— 1+/€~2k+1.

Logo, pelo principio de indugao, 1:2°4+-2-214+3-22+. . 4+n-2""1 = 1+(n—1)-2",¥n e N. O

Proposicio 4.11 <1+1) (1+1>2 (1+ ! )nl M meNn>1
roposicao 4.11. - —) - — =—70,n n .
POSIS 1 2 n—1 (n—1) ’
Demonstracao. Vamos provar por inducao. Seja
1 1 2 1 n—1 nn—l
1+ (1+=) -...- (1 = — - VneNn>1
pln) ( Jr1> ( Jr2> ( +n—1> (n—1)! " "
i) Verifiquemos que p(2) é verdadeira:
1 2—-1 2271
1+ —— = =
( +2—1> (2—-1)!
1\! 2!
14+ - = — =
(+3) =%
2 = 2.

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N,k > 1, seja verdadeira:

p(k) (1 + D ' (1 * ;)2 (1 * k:il>kl B (kk:)!

e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

=0 (e D) (1 D) (1 )T (e D) L B

Temos:

(1) () o (o) 000) = g ()

KEkt (k+1)F

(k—1)!  k*
1 k
= oo BT
%+Uf

k!
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o ‘ ~ 1 1 2 1 n—1 nnfl

Logo, pelo principio de indugao, (1 + > : (1 + ) R (1 + ) = ——;,Vn¢e
1 2 (n—1)!

N,n > 1.

Proposicdao 4.12. 1-1!+2-21+3-3!4+...+n-nl=(n+1)!—-1,VneN.

Demonstragdo. Vamos provar por inducao. Seja

pn):1-114+2-214+3-31+...+n-nl=mn+1)!-1,¥YneN.

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

1.1 = 1+ -1=
11 = 20—1=

1 = 2-1=

1 =1

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:
plk):1-114+2-214+3-31+.. . +k-kl=(k+1! -1
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

plk+1):1-114+2-2143-3+...+k-Kl+(k+1)- (E+1)=(k+2)! -1

Temos:

L4220+ kK + R+ -+ = k+D)! =1+ (k+1)-(E+1)!
= (k+D!-1+k+1-1
= (k+2)-(k+1)! -1
= (k+2)! -1

Logo, pelo principio de indugéo, 1-114+2-214+3-3!4+...+n-n!l = (n+1)!=1,YneN. O

Proposicao 4.13. 2" > n,Vn € N.

Demonstracao. Vamos provar por inducao. Seja

p(n): 2" >n,VneN.

i) Verifiquemos que p(0) é verdadeira:

2>0=1>0.
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ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:
p(k): 28>k
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

pk4+1): 28 > k41

Temos:
2k > k=
2k Lok > L4 ok=
2.28 > k42>
kL > |4 2k,
Como:
28 >1,¥VneN,
Segue:
k4+28>k+1,VneN.
Dali:

a) se k+2F =k +1, entdo 2" >k + 28 =k + 1, ou seja, 2k + 1 > k + 1.

b) se k+2¥ > k+ 1, entdo 25 > k +2% > k + 1, ou seja, 2k +1 > k + 1.
Entéao, por (a) e (b), tem - se:

ok S k4 1.

Logo, pelo principio de indugao, 2™ > n,Vn € N. O

4
Proposicio 4.14. 15 + 23 + 3% + ... + 1% > %,Vn e N.

Demonstracdo. Vamos provar por inducao. Seja

4
p(n):13+23+33+...+n3>%,‘v’n€N.

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

13>14:>1>1
4 4’

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:

k4
p(k):13+23+?f”+...+k3>Z
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e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

k+1)*
p(k:+1):13+23+33+...+k3+(k+1)3>( Z ;.
Temos:
/{Z4
PB4+2B43+...+k > T
3 k4 3
P+22 43+ ++(k+1)° > Z+(k+1).
Como:
k4 k4
Z+<k+1)3 = TSR3k
K AR 4 12R% + 12k + 4
B 4
kY 4+ 4k3 + 6k*> + 4k +1  6k*+ 8k +3
= +
4 4
B (k+1)4+6k2+8k+3
B 4 4 ‘
Segue:
K s (k+1)°
— k+1) > .
4+( +1) 4
Dai: .
k+1
13+23+33+...+k3+(k:+1)3>( Z L
Tl4
Logo, pelo principio de inducdo, 13+23+33+...+n3>Z,Vn€N. O

Proposicao 4.15. 2n > n+1,Vn € N.
Demonstracao. Vamos provar por indugao. Seja
pn):2n>2n+1,YneNn > 1.

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N, seja verdadeira:
plk): 2k > k+1
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

plk+1):2(k+1) > (k+1)+ 1
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Temos:
2k > k+1=
2k+2 > (k+1)+2=
2k+2 > (k+1)+1=
2k+1) > (F+1)+1L
Logo, pelo principio de indugao, 2n > n+ 1,Vn € N. O

Proposigao 4.16. (1+a)" > 1+4+na,Vne N,Va e R, a > —1.

Demonstragcdo. Vamos provar por indugao. Seja

pn):(1+a)"21+na,VneNVaeR, a>—1.

i) Verifiquemos que p(1) é verdadeira:

(1 +a)1

ii) Admitamos como hipétese de indugdo que p(k), com k € N, seja verdadeira:
p(k):(1+a)* >1+ka
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

pk+1):(1+a)"" > 1+ (k+ 1.

Temos:
(1+a)" > 1+ka=
(1+a)’-(1+a) > (1+ka)-(1+a)=
1+a)" > 14+a+ka+ka =
(1+a)™ > [+ (k+1)a] + ka? ka® > 0=
(1+a)"™ > 14 (k+1a.
Logo, pelo principio de indugao, (1+a)" > 1+na,¥n e N,Va e R, a > —1. ]

Proposicao 4.17. n! > 2" n € N,n > 4.

Demonstracdo. Vamos provar por inducao. Seja

p(n):n!>2"neNn>A4

i) Verifiquemos que p(4) é verdadeira:
41 > 2t =
4-3-2-1 > 2:-2-2-2=
24 > 16.
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ii) Admitamos como hipétese de indugao que p(k), com k € N,k > 4, seja verdadeira:

p(k) : k! > 2F
e provemos que decorre a validade de p(k + 1), isto é:

p(k+1): (k+ 1) > 2~

Temos:
K> 2F =
(k+1)-k > (k+1)-2"=
(k+1)! > 28 (k+1).
Como:
k4= (k+1)>25>2.
Segue:
2k (k+1)>2F.2=2M1
Dai:

(k+1)!>2F (k+1) > 28! = (k4 1) > 2k,

Logo, pelo principio de inducao, n! > 2", n € N,n > 4.
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Apéndice B

Ja neste apéndice, deixamos algumas proposicoes nao demonstradas para que o
professor, desejando, possa implementar em sua sequéncia didatica. Claro que se o amigo
professor se sentir desafiado podera, como um exercicio, demonstra-las para se aprimorar

nesse tema.

. 1
Proposicao 4.18. 1 +2+3+...+n= n(z—'—),‘v’n e N.

2

Proposicao 4.19. 13 +23 + 33+ ... +nd = l 5

Proposigao 4.20. 12 + 3%+ ...+ (2n — 1) = ; n-(2n—1)-(2n+1),Yn e N.
Proposigao 4.21. 2|(n* +n),Vn € N.

Proposigao 4.22. 3|(n® +2n),Vn € N.

Proposigao 4.23. 8/(3** —1),Vn € N.

Proposigao 4.24. 80[(3** —1),Vn € N.

Proposigao 4.25. 9((4" +6n—1),Vn € N.

Proposigao 4.26. 8|(3*" +7),Vn € N.

Proposigao 4.27. 9|(n-4"" — (n+1)-4"+1),Vn € N.
n-(n+1)-(n+2)

Proposicao 4.28. 1-2+2-3+3-4+...4n-(n+1) = 3 ,Vn eN.
P icao 4.29 ! + ! +...+ ! ! VneN
roposigao 4.29. —— + — + ... = Vn .
POsIS 1-3 3.5 @n—1)-(2n+1) 2n+1
1 1 1 1 n
P icdo 4.30. - VneN.
roposieao At 7 T 0T T B =) Gar ) g1
1 1 1 1 n
P icio 4.31. - VneN.
roposicao 15 590 03 T =3 ant) dngr "
Proposicao 4.32. Mostre, para n,m € N, que
1-2-....m+2-3-....m-(m+1)+...4n-(n+1)-...-(n+m—-1) =
m+1-n-(n+1)-...-(n—|—m).

Proposicao 4.33. n! > 3" ne N,n > 7.

Proposicao 4.34. n! > 4" n e N,n > 9.
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