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Resumo

O Conjunto dos Niumeros Irracionais apesar de pouco exposto nos livros didaticos, é de
fundamental importancia para a matematica, este conjunto apresenta caracteristicas tais como:
densidade em relacdo ao conjunto dos reais, cardinalidade infinita e nao enumerabilidade.
Os irracionais apresenta uma medida maior que o conjunto dos racionais, em uma analise
probabilistica a escolha de um irracional em um intervalo é quase um evento certo, além da
grande presenca na reta real, os irracionais estao presentes também em diversos objetos e
situacoes do cotidiano, por exemplo, na folha de papel A4, em juros capitalizados continuamente,
na razao do comprimento de uma circunferéncia pelo seu didmetro que pode ser explicitada
através do software Geogebra, mas cabe destacar que o conjunto dos niimeros irracionais ndo é
fechado para as operagdes de adicdo e multiplicacdo, dai, é necessidrio uma andlise minuciosa
de sua aritmética, consubstanciada com exemplos e aplicacées. A BNCC ressalta a importancia
de localizar nimeros irracionais na reta real, para tanto um dos caminhos é a aproximacao
por racionais que pode ser dada através de manipulacdes de fragcdes continuas que pode ser
obtida de forma mais rapida pelo Geogebra. O estudo do nimeros irracionais também pode ser
realizado através da teoria dos algébricos e transcendentes, teoria esta que conduziu a solugdes
de diversos problemas, por exemplo, os trés problemas classicos da geometria euclidiana, a
saber, duplicacdo do cubo, trisseccdo geral de angulos e quadratura do circulo. De modo geral
os estudos dos nimeros irracionais conduz a serem feitas incursdes em diversos tépicos da
matemadtica, o que torna sua aplicacao no ensino médio algo imprescindivel, sendo assim, este
trabalho tem por objetivo a construcao de um material diddtico em que os professores possam
a partir do mesmo perceber a importancia dos nimeros irracionais e realizar aplicacoes em sala

de aula.

Palavras-chave: Nimeros irracionais. Ensino. Aritmética. Algébricos. Transcendentes.



Abstract

The Set of Irrational Numbers, although little exposed in textbooks, is of fundamental impor-
tance for mathematics, set this set has characteristics such as: density in relation to the set of
reals, infinite cardinality and non-enumerability. The irrationals have a greater measure than
the set of rationals, in a probabilistic analysis the choice of an irrational in an interval is almost
a event certain, in addition to the great presence in the real line, the irrationals are also present
in various objects and everyday situations , for example, on the A4 sheet of paper, in interest
capitalized continuously, in the ratio of the length of a circumference to its diameter, which can
be explained through the Geogebra software, but it should be noted that the set of irrational
numbers is not closed for the operations of addition and multiplication, hence, it is necessary a
thorough analysis of its arithmetic, substantiated with examples and applications. The BNCC
emphasizes the importance of locating irrational numbers on the real line, for which one of the
ways is the approximation by rationals that can be given through manipulations of continuous
fractions that can be obtained more quickly by Geogebra. The study of irrational numbers can
also be carried out through the theory of algebraic and transcendent, a theory that has led to
the solution of several problems, for example, the three classic problems of Euclidean geometry,
namely, duplication of the cube, general trisection of angles and square the circle. In general,
the study of irrational numbers leads to incursions in several topics of mathematics, which
makes its application in high school something essential, therefore, this work aims to build a
didactic material in which teachers can from the same perceive the importance of irrational

numbers and and make applications in the classroom.

Keywords: Irrational numbers. Teaching. Arithmetic. Algebraic. Transcendent.
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Introducao

Sabe-se que o entendimento dos tépicos de Matematica se dé de forma continua, ou seja,
para absorver contetidos do Ensino Médio é necessario que tenha os contetidos do Ensino
Fundamental bem consolidados e isso se propaga para os demais niveis de ensino. No entanto,
na pratica o que ocorre é um ensino com rupturas e com entes matematicos poucos assistidos,
por exemplo, o conjunto dos niimeros irracionais.

Os numeros irracionais na educacdo basica sio tratados de forma sucinta, onde a experiéncia
do autor constata que os livros didaticos majoritariamente destinam duas paginas para tratar
de tais nimeros nao ficando nitido a natureza aritmética dos mesmos, consequentemente,
os discentes ficam alheios a grande importancia que o conjunto dos irracionais tem para a
Matematica e isso gera problemas que sao refletidos até mesmo no ensino superior, pois
pesquisas constatam que “alunos do quarto periodo do curso de Licenciatura em Matematica
chegam ao curso com duvidas e até mesmo sérios equivocos em relacdo a conceitos, definicbes
e propriedades dos niimeros reais, particularmente, dos niimeros irracionais” [1].

Até o presente momento as pesquisas relacionadas diretamente com ndmeros irracionais na
plataforma do PROFMAT representam aproximadamente 0, 3%, além disso, cabe destacar que
a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) tem por expectativa que os discentes reconhegam
a necessidade dos numeros irracionais e ainda coloca como habilidade do discente: reconhecer
o ndimero irracional como um nimero real cuja representacao decimal € infinita e ndo periddica,
e estimar a localizagdo de alguns deles na reta numérica [2].

As informacgGes expostas anteriormente justificam a importancia do presente trabalho que
tem por objetivo a construgdo de um material didatico em que os professores possam a partir
do mesmo perceber a importancia dos nimeros irracionais e realizar aplicacoes em sala de aula.
Para cumprimento do objetivo explicitado o presente trabalho estd organizado em 5 capitulos
fundamentais.

O Capitulo 1 traz os conhecimentos preliminares para o estudo do conjunto dos niimeros
irracionais, a saber, expoe as propriedades do conjunto dos nlimeros reais.

O Capitulo 2 aborda as caracteristicas do niimeros irracionais enquanto conjunto, isto é,
explicita a densidade, a cardinalidade e a ndo enumerabilidade.

O Capitulo 3 versa sobre os nimeros irracionais mais conhecidos, onde ha as demonstracées
da irracionalidade dos mesmos seguida de aplicagoes.

O Capitulo 4 trata da aritmética dos nimeros irracionais, de modo que, tece assercdes que
garanta a irracionalidade de diversos niimeros seguido de exemplos e retrata as aproximacoes
de irracionais por racionais através das fragcdes continuas.

O Capitulo 5 apresenta os irracionais sob o prisma da teoria dos algébricos e transcendentes

através de exemplos e aplicagdes a geometria.
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1 Conhecimentos Preliminares

Este primeiro capitulo tem por objetivo revisar e estabelecer fatos fundamentais sobre o
conjunto dos nimeros reais (R) para as assercdes posteriores do presente trabalho, sendo
assim, nao faremos aqui uma andlise a rigor sobre R, para o leitor que queira um conhecimento
aprofundado de tal tema sugerimos [3], [4], [5], [6] e [7]. Assumimos do leitor familiaridade com
as definicdes e conceitos basicos sobre conjuntos; assumimos também conhecidos os conjuntos
dos nimeros naturais

N={1,2,3,4,...},

dos nimeros inteiros,
7 ={0,£1,£2,+£3,...},

e racionais,

@:{%; ab e Z,b;«éo}

1.1 Os Nimeros Reais

Em conformidade com [5], temos que a todo niimero real positivo x corresponde um inteiro
m (n3o negativo) e uma lista (aj, as, as,...) de algarismos, tal que x = m+ 0, a;azas. ...

Sem>0em=Dby,...bby, com os b{s sendo seus algarismos, escrevemos
X = bn .. .blbo, a;asqas. ..

e dizemos que by, ...b1bg, ajasas... é a representacao decimal de x.

O conjunto dos niimeros reais serd entdo particionado em representacdes decimais finita
ou infinita periddica, formando o conjunto dos niimeros racionais, e representacdes decimais
infinitas aperiddicas que constituird o nosso objeto de estudo que é o conjunto dos nimeros
irracionais.

Do ponto de vista aritmético, uma grande vantagem do conjunto dos niimeros reais, em
comparagdo com o conjunto dos nimeros racionais, é a possibilidade de extrairmos raizes de
numeros reais positivos, isto €, temos no conjunto dos nimeros reais a ideia do continuo, dai
concebe o fato de nao termos Andlise Racional. Mais precisamente, dados x > 0 real e
n € N, é possivel provar que existe um Unico real positivo y tal que y™ = x, tal real positivo
y serd doravante denotado por y = {/x, e denominado a raiz n-ésima de x, ou ainda a raiz de

indice n de x. Assim,
y=1x & x=y™
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1.2 Analise de R de Forma Geométrica

Na concepg¢ao atual, um nimero real é o resultado da comparacao de uma grandeza com
a unidade, que é uma grandeza da mesma espécie, tomada como padrao. A grandeza aqui
descrita é continua, sendo assim, compara-la com a unidade é medi-la e o resultado de tal
comparagdo é um ndmero real. Se a grandeza que se quer medir é comensuravel (razdo de
niimeros inteiros) com a unidade escolhida, a medida € um ndmero racional, mas caso seja
incomensuravel, a medida € um nidmero irracional.

Existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta v e o conjunto dos

numeros reais, a qual fica totalmente determinada pelas seguintes escolhas:
(a) Um ponto O sobre a 1 para representar o niimero real 0.

(b) Uma semirreta, dentre as que O representa sobre 1, onde serdo marcados os reais

positivos.

(c) Um ponto A sobre a semirreta do item (b), ao qual correspondera o niimero real 1.

1.3 O Corpo Ordenado Completo dos Reais (R)

Corpo

Um corpo € um conjunto K, munido de duas operacoes bindrias fechadas, chamadas adi¢do

e multiplicacdo, que satisfazem a certas condi¢Ges, chamadas os axiomas do corpo, a saber

(A1). Associatividade: quaisquer que sejam a, b, c € R, tem-se (a+b)+c=a+ (b+c)e
(a-b)-c=a-(b-c).

(As). Comutatividade: quaisquer que sejam a, b € R, tem-sea+b=b+aea-b=>b-a.

(A3). Existéncia de elementos neutros tnicos: os racionais 0 e 1 s3o elementos neutros
respectivamente para as operagdes de adicao e multiplicacio em R, isto é, 0+a=ae

1-a=aq, para todo a € R.

(A4). Existéncia de inversos aditivo e multiplicativo: se a € R, entdo existe b € R tal que
a+b=0.SeaecR, a#0, entdo existe b € R tal que a-b =1.

(As). Distributividade: Dados a, b, ¢ quaisquer, em R, tem-se a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Diante do exposto conquistamos que o conjunto R dos niimeros reais, munido das operacoes
de adi¢do (+) e multiplicagdo (-) de escalares tem satisfeita as condigdes dos axiomas do
corpo, dai, temos o corpo dos nimeros reais. Cabe destacar que as operacdes ilustradas na
definicdo de corpo estdo em conformidade ao modo como o conjunto é definido, isto é , existem

conjuntos cujo elementos ndo sao nimeros, por exemplo, se o conjunto for um espaco vetorial,
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tem-se que a adicdo se trata de soma de vetores e a multiplicacdo se refere ao produto de um
nimero real por um vetor, para maiores detalhes sugerimos ao leitor a Secdo 1 do Capitulo III
de [3].

Relacao de Ordem

Ao dissertar sobre relacdo de ordem devemos elucidar que ha a ordem parcial e a ordem
total. Uma relagdo de ordem < sobre K é denominada de parcial se satisfizer aos axiomas a

seguir
(R1). Reflexividade: a < a, para todo a € K.
(Ry). Antissimétrica: se a, b € K sdo taisque a <beb < q, entdio a =b.

(R3). Transitividade: se a, b, ¢ € K sdo taisque a <beb < ¢, entdo a < c.

Exemplo 1. Seja X um conjunto no vazio, a relacdo de inclusdo no conjunto P(X) das partes

de X é uma relacdo de ordem parcial. Com efeito,
e Reflexividade: A C A, para todo A € P(X).
e Antissimétrica: se A, B € P(X) sdo tais que A C B eB C A, entdo A = B.
e Transitividade: se A, B, C € P(X) sdo tais que A C B eB C C, entdo A C C.

Uma relagdo de ordem parcial passa a ser uma relacdo de ordem total quando satisfaz ao

seguinte axioma:

(Ry4). Dicotomia: para todo a, b € K, tem-se a < b ou b < a. (este axioma garante que

dois quaisquer elementos de K podem sempre ser comparados)

Exemplo 2. Seja P o conjunto de todas as poténcias de base real positiva a e expoente
natural n, isto é, P = {a“; acRl ene N}. A relaco de ordem “divide” (| ) no conjunto

P € uma relagdo de ordem total. Com efeito,
e Reflexividade: a™ | a™, para todo a™ € P.
e Antissimétrica: se a™, a™ € P sdo tais que a™ | a™ e a™ | a™!, entdo a™ = a™=2.
e Transitividade: se a™, a™, a™ € P sdo tais que a™ | a™ e a™ | a™3, entdo a™ | as.
e Dicotomia: para todo a™, a™ € P com n; < n,, tem -se que a™ | a"2.

De posse da informacdo do que venha a ser uma relacao de ordem total, temos condigdes

de enunciar as duas definicoes a seguir.
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Definicao 1.1 (Corpo Ordenado). Seja K um corpo e < uma relagdo de ordem total em
K. Diz-se que um corpo K é ordenado se existir algum subconjunto P C K com as duas

propriedades a seguintes.

(O4). Tricotomia: dado um a € K, vale exatamente uma das trés opcdes

acP, a=0, ou —acP

(O4). Fechamento: dados a, b € P, tambéma+b € Pea-b e P.

A relagdo > (lé-se maior ou igual que) no corpo R dos niimeros reais é uma relagdo de
ordem total, isto é, uma relacdo reflexiva, antissimétrica, transitiva e dicotémica, além disso, o
corpo R possui um subconjunto P que satisfaz os axiomas da tricotomia e do fechamento, por
exemplo, P pode ser o conjunto dos nimeros positivos. Portanto concluimos que o conjunto R
dos niimeros reais é um Corpo Ordenado, o que assegura definir as nogSes de cota, elemento

m&ximo e supremo de subconjuntos desse corpo [4].

Definicao 1.2. Um conjunto n3o vazio K € dito bem ordenado pela relagdo de ordem total <,

se todo subconjunto ndo vazio de K tiver um elemento minimo.

Exemplo 3 (Principio da Boa Ordem). O conjunto N dos niimeros naturais pela relacdo de
ordem usual < (lé-se menor ou igual que) é bem ordenado, ou seja, todo subconjunto ndo

vazio de N apresenta um elemento minimo.

Observacao 1. O Principio da Boa Ordem garante a existéncia do minimo mdltiplo comum

(mmc), contetido estudado no Ensino Fundamental .

Completude

De acordo com [3] um corpo ordenado K chama-se completo quando todo subconjunto
nao vazio, limitado superiormente, possui supremo em K. Além disso, postula-se que existe
um corpo ordenado completo, R, chamado o corpo dos nimeros reais. Por conseguinte, dado

um subconjunto X C R, temos 0 = supX se, e somente se,
(S1). a < o, qualquer que seja o elemento a de X e
(S3). se o real b for tal que b < o, entdo existird algum elemento a de X tal que b < a.

De posse da completude de R, tem-se como consequéncia que no corpo dos reais nao ha
lacunas (o que difere de Q) assegurando a existéncia de R —Q (ndmeros irracionais) e também
que R é arquimediano, isto é, nele é valida qualquer das quatro condicdes equivalentes a seguir,

cuja verificagdo pode ser encontrada na Pagina 18 de [7].
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(Cy). Se a € R for positivo, existirda n € N tal que 0 < % < a.
(Cy). Se a, b € R forem positivos, existird n € N tal que 0 <b <n - a.
(C3). Dado qualquer a € R, existe algum n € N tal que a < n.

(C4). Dados a, b € R com a < b, existe algum r € Q tal que a < r < b.

1.4 Andlise de R como conjunto infinito e ndo enumeravel

Para entendermos a definicao de conjunto infinito é de fundamental importancia definirmos
conjunto finito. De sorte, ja temos uma nogdo intuitiva de conjunto finito, pois é todo conjunto
que seja possivel realizar uma contagem dos seus elementos (pelo menos em tese). No entanto,
essa ideia ndo segue o rigor de uma definicao matematica, sendo assim, faz-se necessario a

definicao a seguir.

Definicao 1.3. Um conjunto A é denominado finito se A é vazio ou se existe, para algum
numero natural n, uma bijecao
f:l,— A,

onde 1,, representa o conjunto dos niimeros naturais menor do que ou igual a n.

No primeiro caso dizemos que o nimero de elementos de A é zero, ja no segundo caso o
nimero de elementos de A é n. Em qualquer um dos casos, referimo-nos a cardinalidade de A

(simbolicamente n(A)).

Exemplo 4. Dado um inteiro positivo a (a # 1) qualquer, consideremos a sua decomposicdo

em fatores primos' positivos distintos p1, P2, P3, - - -, Pn, iSto €,
— a1 92 493 .pan . Nel<ig
a=p; Py -P3 ... P, gieNel<ig<n

O conjunto D(a) dos divisores positivos de a é um conjunto finito, cuja cardinalidade é
nD(a) =(q1+1)-(q2+1)-(qz+1)-...- (gn +1).

Para definir, de modo preciso, o conceito de conjunto infinito, devemos considerar a negacao
da definigdo a rigor de conjunto finito, pois a negacdo da nogdo intuitiva de conjunto finito, a
saber, todo conjunto em que n3o é possivel contar seus elementos, nao é satisfatéria. Para
tanto, o professor podera sugerir aos discentes que imaginem uma quantidade de graos de

areia em uma praia, sabemos que é finita, mas é impossivel realizar tal contagem.

Definicao 1.4. Um conjunto A diz-se infinito quando existe uma funcdo injetora f : N — A,
ou seja, um conjunto € infinito quando contiver um subconjunto B em bijecdo com N, o que

também se expressa dizendo que B € equipotente a N.

1 Um inteiro p > 1 é primo se seus Unicos divisores positivos forem 1 e p.
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Exemplo 5. Por definicdo, se conseguirmos um subconjunto dos naturais em bijecao com o
proprio conjunto N dos naturais, entdo teremos que o conjunto N é infinito. Para tanto, seja

P o conjunto dos niimeros pares e f a fungdo definida como

f+ N —- P
n — 2n
Devemos mostrar que a fungdo f € sobrejetiva e injetiva, sendo assim, dado um m € P, temos
que m = 2n para algum n € N, onde com esse mesmo n obtemos um f(n) = 2n, pelo modo
como [ foi definida, de onde conquistamos que f(n) = m, ou seja, qualquer m € P sera
imagem de algum n € N, o que garante a sobrejetividade de f. Quanto a injetividade temos
que se f(m) = f(n), entdo 2m = 2n, o que resulta em m = n garantido assim a injetividade.
Portanto a fungdo f € bijetiva e, consequentemente, o conjunto N dos niimeros naturais é

equipotente ao subconjunto P dos niimeros pares, dai, N € infinito.

Observacao 2. O resultado do Exemplo 5 nos diz ainda que existem naturais tanto quanto

existem nudmeros pares.

Os resultados a seguir serdo fundamentais para asser¢Ges inerentes ao conjunto objeto de

estudo deste trabalho, ndmeros irracionais.

Proposicao 1.1. Todo subconjunto de um conjunto finito € finito. Mais precisamente, se Y
for algum subconjunto ndo vazio de um conjunto finito X, entdo n(Y) < n(X) e, além disso,
n(Y) =n(X) se, e sé se, Y = X.

Demonstracdo. Sugerimos ao leitor a Pagina 37 de [4] |
Corolario 1.1. Se um conjunto tem um subconjunto infinito, entdo ele também é infinito.

Demonstragdo. Seja X =Y U Z e Y um conjunto infinito, suponhamos que X seja finito, ora,
pela Proposicdo 1.1 tem-se que Y e Z s3o finitos, o que é uma contradicdo, pois por hipdtese
Y é infinito. Logo, a contradicao se deu por supormos que X seria finito, dai, temos que X é
infinito. ]

Definicao 1.5. Um conjunto X diz-se enumeravel quando € finito ou quando existe uma
bijecdo f : N — X. No segundo caso, X diz-se infinito enumerdvel e, pondo-se x; = f(1), x3 =
f(2),..., xpn=f(n),..., tem-se X ={x1,X2,...,Xn,...}. Cada bijecdo f : N — X chama-se

uma enumeragdo (dos elementos) de X.
Proposicao 1.2. O Conjunto Q dos niimeros racionais é enumerdavel.

Esbo¢co da Demonstragdo. De fato, se indicarmos por Zx o conjunto dos nimeros inteiros # 0,
veremos que Zx é enumerdvel. Logo é também enumeravel o produto cartesiano Z x Zx. Ora,
a fungdo f: Z x Zx — Q, definida por f(m,n) = ™, é sobrejetiva. De onde segue que Q é

enumeravel [3]. [ |
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Proposicao 1.3. Sejam Xi, X, ..., Xy, ... conjuntos enumeraveis, entdo a unido

€ enumeravel.

Esboco da Demonstracdo. Tomemos, para cada m € N, uma fungdo sobrejetiva ., : N — X,,,.
Em seguida, definamos uma funcdo f : N x N — X pondo f(m,n) = f(n). Vé-se
imediatamente que f é sobrejetiva. Como N — N é enumeravel, conclui-se que X é enumeravel
[3]. |

Proposicao 1.4. O conjunto R dos niimeros reais ndo é enumeravel

Demonstracdo. Dados um intervalo limitado, fechado I = [a, b], com a < b, e um nilmero
real xq, existe um intervalo fechado, limitado, | = [c,d], comc < d, tal que xo ¢ Je J C L.
Isto pode ser verificado facilmente. Usaremos este fato repetidamente para mostrar que,
dado qualquer subconjunto enumerdvel X = {x1,Xs,...,Xn,...} C R, podemos encontrar um
numero real x ¢ X. Com efeito, sejam I; um intervalo limitado fechado e n3o-degenerado,
tal que x; ¢ I, Iy um intervalo do mesmo tipo com x, ¢ Iy e I, C I; e assim indutivamente:
supondo obtidos I; D I D --- D I, limitados fechados e n3o-degenerados, com x; ¢ I;
(1 <1< n), podemos obter I,,1; C I, com x,,,1 ¢ [1,1. Isto nos fornece uma sequéncia
decrescente I; D --- D I, D ... de intervalos limitados e fechados. Dessa forma existe um
nimero real x que pertence a todos os I,,. Como x,, ¢ I,,, segue-se que x n3o é nenhum dos

Xn, € portanto nenhum conjunto enumeravel X pode conter todos os niimeros reais [3]. W



17

2 Conjunto dos Nimeros Irracionais

Definicao 2.1. Um ndmero irracional é um nimero decimal, isto €, pode ser expresso como
soma de um nidmero inteiro mais uma quantidade infinita de fracées decimais, onde nio ha
periodicidade dos numeradores das fracdes decimais. Em simbolos, um nidmero irracional
apresenta-se da seguinte forma:
X1 X9 X3 oy Xn
(1+1—O+1—02+1—03+1—04+“'+10—n+"‘ ,
ondeacZew €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, comie N.

Exemplo 6. A constante de Liouville

Z 10~ ™ = 0, 1100010000000000000000010000 . . .

n=1
observe que é um decimal ndo periédico constituido somente de 0’'s e 1’s, onde o algarismo 1
sempre ocupa a ordem decimal de n!. Cabe destacar que os nimeros de Liouville sdo de grande
representatividade no estudo dos irracionais, para leitor que queira aprofundar os estudos de

tais nimeros sugerimos o livro [8].

Exemplo 7. A concatenacdo de todos os naturais em ordem crescente
0,1234567891011121314151617 ... .,

observe que do modo como é definido tal nimero, ndo havera periodicidade dos digitos. Este
niimero € conhecido como constante de Champernowne e apresenta a caracteristica de ser um
numero normal, isto €, em sua expansao qualquer digito ocorre com frequéncia 1/10. Para

maiores detalhes sobre nimeros normais sugerimos ao leitor a obra [9].

2.1 A densidade dos irracionais em R

Segundo o diciondrio, Densidade “significa a qualidade daquilo que é denso”. Dessa forma,
a densidade determina a quantidade de algo existente em um espago delimitado, que pode ser
uma superficie, um comprimento ou uma unidade de volume. Restrito a Matematica, segue a

definicao.

Definicao 2.2. Um subconjunto X de R é denso (em R) se, para todo a € R e toda

aproximagao € > 0 dada, tivermos

XN(a—e,a+¢€) #0.
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Para o Lema que segue assumiremos a irracionalidade de v/2. No entanto, cabe destacar

que na Secdo 3.1 do presente trabalho ha a demonstracdo de tal asserc3o.

Lema 2.1. O produto do nimero irracional V2 por um numero % €Q, ondep € Z eq e N,

é um nudmero irracional.

Demonstracdo. suponha que }%5 € Q, isto é, pV2 s, comr e Nes e Z, dai, obtemos

q
V2 = :—g como Q é fechado para a multiplicacio, entao Z—ig € Q. O que é uma contradicao,
pois V/2 é irracional. Dessa forma, ]%5 ¢ irracional. [ |

Teorema 2.1. O conjunto dos nimeros irracionais € denso em R.

Demonstracdo. Seja (a,b) um intervalo aberto qualquer em R. Queremos mostrar que existe

um nimero irracional em (a,b). Para tanto a estratégia a ser seguida é tomarmos um n € N

tal que % < b;ﬂa, isto €, */Ti < b — a. De sorte que niimeros da forma %ﬁ onde m € Z*,

sdo irracionais e dividem a reta R em intervalos de comprimento ‘/Ti Como ‘/Ti <|b—a

conclui-se que algum %ﬁ deve pertencer a (a,b). A rigor temos A := {m € Z; %ﬁ > b},

como R € arquimediano, A é um conjunto ndo-vazio de nimeros inteiros, limitado inferiormente

por %. Seja my € A o menor elemento de A, entdo b < mOTQ mas como Mgy — 1 < my,
tem-se M < b. Afirmamos que o0 a < M < b. De fato, se nio fosse assim,
teriamos M <a<b« % acarretariaem b — a < m(;l\/i — (m":)ﬂ = % uma
contradicdo. Logo, o nimero irracional w pertence ao intervalo (a,b). [ ]

Para um melhor entendimento acerca do conceito de densidade, sugerimos ao professor
fazer uma analogia com uma mistura homogénea de dgua e sal. Tomando a mistura como
sendo o conjunto dos reais, a agua como sendo o conjunto dos numeros irracionais e o sal

como sendo a parte complementar que sdo os niimeros racionais, dai, observe que qualquer

porcao da tal mistura que se retirar havera na mesma agua e sal.

2.2 Cardinalidade e Nao Enumerabilidade dos Ndmeros Irracionais

Dado que os nimeros irracionais sdo nimeros com infinitas casas decimais ndo periddicas isso
nos sugere que nao teremos condicoes de modelar situa¢des do nosso cotidiano perfeitamente
com tais numeros e além disso precisamos conceber se este conjunto é ou ndo equipotente a um
segmento de N. Diante disso, devemos preparar nosso ambiente para assegurar a veracidade
das modelagens com nimeros irracionais.

E de fundamental importancia que facamos um breve contexto histérico de como se deu a
ideia de infinito, dado que estamos interessados em entender a cardinalidade do conjunto dos
ndmeros irracionais. Segundo [4] durante séculos foi unanimidade a quinta nogdo comum que

Euclides apresentou no primeiro livro de Os elementos, a saber, o todo é maior do que a parte.
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A errbnea nogdo de Euclides sé foi refutada no final do século XIX com os trabalho de Georg
Cantor e Dedekind, estes conseguiram formalizar a no¢do de infinito, que, entdo, deixou de ser
somente potencial e tornou-se um conceito real.

O infinito potencial é caracterizado pela possibilidade de sempre ser possivel acrescentar
uma unidade, por exemplo, % = 0,333333 ... sempre podemos acrescentar o numeral 3 a
direita nessa representacao decimal, mas cabe frisar que ha niimeros em que sabemos que pode
ser sempre acrescentado um digito, porém identificar qual seja se torna uma tarefa dificil, por
exemplo, 7t = 3,141592 ... é um infinito potencial.

O infinito real se trata do resultado do processo, ou seja, considera-se o infinito como algo
que pode ser alcancado, um objeto, um nimero, sendo assim, temos condi¢cdes de trabalhar
com o infinito enxergando-o como um todo. Dessa forma, por exemplo, invés de pensarmos na
representacio decimal de v/2 (infinito potencial), pensemos no préprio v/2 (infinito real).

Por conseguinte, a ideia de infinito real condiciona as modelagens através de nimeros
irracionais, mas devemos também fazermos uma anélise da ideia de infinito dos nimeros

irracionais enquanto conjunto, o que sera explicitado no teorema a seguir.
Teorema 2.2. O conjunto dos nimeros irracionais é infinito.

Demonstragdo. Definamos o conjunto A := {r\/§; TE Q*}, observe que Lema 2.1 o conjunto
A é um subconjunto préprio do conjunto R — Q dos ndimeros irracionais, daf, sendo A€ o

complementar de A em relacao a R — QQ, entao temos que
R-—Q=AUA".

De sorte que o conjunto dos racionais € infinito, conquistamos que A também ¢é infinito. Por
conseguinte, temos pelo Coroldrio 1.1 que a unido de um conjunto infinito com qualquer outro
conjunto resulta em um conjunto infinito, sendo assim, concluimos que o conjunto dos nimeros

irracionais é infinito. |

De posse do fato que o conjunto dos nimeros irracionais € infinito, devemos analisar se este
conjunto é enumeravel ou ndo enumerdvel, isto é, devemos investigar a possibilidade de haver

uma correspondéncia biunivoca com os naturais. Para tanto observemos o teorema a seguir.
Teorema 2.3. O conjunto dos niimeros irracionais € ndo enumeravel.

Demonstragdo. A priori temos pela Proposicdo 1.4 que o conjunto R é ndo enumeravel e é a
unido dos racionais com os irracionais, isto é, R = QU (R — Q) . Suponha que o conjunto
dos nimeros irracionais é enumeravel, dai, a unido dos racionais que pela Proposicao 1.2 é
enumerdvel com os irracionais resultaria em um conjunto enumerdvel (veja a Proposi¢cdo 1.3),
ora, mas esta unido é o conjunto R dos nimeros que é ndo enumerdvel (veja a Proposicdo
1.4), ou seja, chegamos a uma contradigdo, por supormos que os irracionais sdo enumeraveis,

dai, concluimos que o conjunto dos nmeros irracionais sé pode ser ndo enumeravel. |
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Os resultados da presente secdo nos mostram que a medida dos irracionais é maior que
a dos racionais e cabe destacar que do ponto de vista probabilistico a escolha aleatéria de
um nimero em um intervalo é praticamente nula a probabilidade em ser racional, ou seja, ao
escolher de forma aleatéria um nldmero em um intervalo é quase certo que sera um irracional,

para o leitor que queira aprofundar seus conhecimentos sobre este resultado sugerimos o livro
[10].
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3 A lrracionalidade de Alguns Nidmeros e

suas Aplicacoes

Este capitulo discorrera sobre os nlimeros irracionais mais elencados nos textos matematicos,
onde propomos uma abordagem que vai além da forma axiomdtica que muitos textos apresentam.
Com efeito, serad destacado o contexto histdrico em que tais nimeros surgiram, a demonstragao
da irracionalidade, quando possivel, usando tépicos da matematica que sdo apreciados no
curriculo do Ensino Médio e apresentando aplicacoes que podem ser explicitadas aos alunos do

nivel de ensino aqui destacado.

3.1 O nimero irracional v/2

Na Grécia antiga todos acreditavam apenas na comensurabilidade, que consiste em dois
segmentos serem multiplos de uma unidade de medida dada. Esta grandeza matematica para
Pitagoras, se tratava de uma doutrina filoséfica de que tudo era “niimero”, ou seja, tudo era
comensurdvel.

A descoberta de que as fracdes nao sao suficientes para as necessidades da geometria foi
feita pelos gregos, ha mais de 2500 anos [11]. Pitdgoras foi vitima de seu préprio teorema
(Teorema de Pitagoras) , pois ao calcular a diagonal de um quadrado unitario observou-se que
tal segmento era incomensuravel, ou seja, ndo podia ser expresso pela razdo de dois inteiros,
dai, surgia o estudo sobre o conjunto dos nimeros irracionais tendo como ponto de partida a
V2, veja a Figura 1.

1

Figura 1 — Quadrado de lado unitério.

No paragrafo anterior afirmamos que v/2 é um niimero irracional, mas para a matematica
essa afirmagao nao é tao dbvia a ponto de assumirmos como uma verdade incontestavel, ou seja,
um axioma. Dessa forma, devemos demonstrar que de fato se trata de um nimero irracional,

sendo assim, a seguir tecemos duas demonstracdes que podem inclusive serem apresentadas
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pelos professores aos alunos do Ensino Médio, pois ambas sio feitas por contradicdo e exigem

contelidos elementares, como o leitor poderd observar a seguir.

Demonstracdo 1. Suponha que V2 seja um ndmero racional (\/§ € Q), sendo assim, existira

ump € Z e um q € N*, com p e ( relativamente primos, ou seja, (p,q) = 1, de modo que

elevando ao quadrado, temos

2:?,

multiplicando por q? ambos os membros da equac3o anterior, obtemos

Observe que p? é par, dai, pela paridade devemos ter p também par, de onde segue 2 | p,
além disso, temos que existe um k € Z tal que p = 2Kk, que ao substituirmos na equagdo (3.1)

acarreta em
q> = 2-k%

De onde concluimos, de forma andloga a p, que 2 | q. Pelos argumentos anteriores resulta
que p e d tem 2 como um divisor comum, o que é uma contradigdo, pois por hipdtese temos
(p,q) =1

Logo, a contradicdao se deu por termos suposto que \/§ seria racional, consequentemente,

temos que \/2 é irracional. [ |

Demonstracdo 2. Suponha que v/2 € Q, dai, podemos sempre encontrar um natural que
multiplicado por V2 resulte em um ndmero inteiro, ou seja, define-se o conjunto A =
{n € N;nv2 € Z} que n3o é vazio, pelo Principio da Boa Ordenagdo, possui um elemento
minimo b. Dessa forma, existe um a € Z, tal que bv/2 = a. Segue que

2—2
V=

substituindo no segundo membro V2 por <, temos

a
Vil
a Y
1
o que resulta em
2b—a
_ _©
\/5_ a—b "’
b

que equivale a
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multiplicando por (a — b), obtemos
(a—b)V2=2b—a.
Dessa forma, temos que (a —b) € A. Atente-se que

V1< V2 < V4,

dai, temos
1<v2<2,
O que acarreta em
a
1< =<2
b

multiplicando desigualdade acima por b, que é natural, obtemos
b < a<?2b,

subtraindo b, temos
l<a—b<b.

Logo, (a —b) € A e é menor que b o que é uma contradicdo, pois por hipétese tinhamos que

b era minimo. Portanto, v/2 é irracional. [ |

3.1.1 Aplicacdes do v/2

Uma grande curiosidade acerca do v/2 é que nés estamos em constante contato com esse
niimero no nosso cotidiano. O leitor deve ter ficado surpreso com essa afirmacdo e se sentindo
uma pessoa a mercé de tal aplicacdo matematica, mas n3o se preocupe pois isso nao é uma
particularidade sua.

Diuturnamente as pessoas estdao em contato com folhas de papéis e no ambiente escolar é
algo quase que indissocidvel, pois bem, uma das aplicacdes do /2 que professor pode fazer uso
estd justamente na folha de papel A4. Com efeito, a folha de papel de tamanho A4 possui

um formato retangular de dimensdes 210mm X 297mm, como na Figura 2.

A4

— 297mm ———

Figura 2 — Folha de Papel A4.

A justificativa para que a folha A4 tenha tais dimensdes é que quando esta folha é dobrada

ao meio, o retangulo obtido é semelhante ao anterior e a razio de semelhanca é /2. Com
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efeito, seja C o comprimento e L a largura, tomaremos como comprimento sempre o lado maior,
da folha de papel na forma inicial, ao ser dobrada obtemos um retangulo de comprimento % e
largura L [12].

dobrando

Nl[e)

C

Figura 3 — Processo de dobradura da folha A4.

E de fundamental importancia que o professor esclareca aos discentes as propriedades

inerentes a semelhanca de figuras planas, consequentemente, proporcionalidade e também

deixe claro as propriedades das poténcias.

Considerando que os retangulos sao semelhantes, obtemos que

c_L

L <
que resulta em

c_1

RS

pelas propriedades das poténcias, obtemos

-

de modo que aplicando raiz quadrada de ambos os lados, conquistamos
C
—=V2
L

Dessa forma, temos que na folha A4 C = 297mm e L = 210mm, sendo assim, a razdo
% = 1.4142857 (sugerimos o uso da calculadora)que é uma étima aproximagdo racional para

V2 =1.4142135 . .., com erro na ordem de centésimo de milésimo.

145
9

3.2 O numero irracional ¢ = (razdo aurea)

Assim como a /2, a razdo durea ¢ = %5 também surgiu de uma inquietacao de cunho
geométrico. No tempo dos pitagéricos (século V a.c), era conhecida a divisdo de um segmento

em média e extrema razdo, que consistia em dividir um segmento em dois outros de tal forma
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que o segmento mais longo fosse média geométrica entre o segmento menor e o segmento
todo. Sob uma dtica geométrica, seja o segmento AB, ndo degenerado, particionado por um

ponto C de tal forma que o segmento AC tenha medida a e o segmento CB tenha medida b,

comb < a.

Ne
oy
e

™
A a

A sequéncia (b, a, a + b) forma uma Progressdo Geométrica, sendo assim, temos que

a—i—b_g
a b’

multiplicando ambos os membros por ¢, obtemos

F) =5+
b/ b '

. @ ~
Por conseguinte, se tomarmos ¢ = ¢ implica na equagdo do 2 grau

¢*=d+1,
de onde segue que

. . o Ve 1+
Cuja raiz positiva € —

1=

Logo a partir de entdo surgia a extrema razdo ou razao aurea que viria a se tornar um nlimero
com aplicacOes tao excepcionais que os matematicos propunha haver um certo misticismo
com o mesmo. A descoberta deste niimero nos remete a outra inquietacao: a qual conjunto

numérico pertence o ¢? para tanto segue a demonstracao.

Sugerimos ao professor trabalhar a priori os critérios de divisibilidade. I

Demonstragdo 1. A priori observe que se ¢ = %5 entdo pela equagdo (3.2) temos

d*—p—1=0.

Diante do exposto, suponhamos que ¢ pertenca ao conjunto dos niimeros racionais (¢ € Q),
sendo assim, existem a € Z e b € N* tal que ¢ = ¢, com mdc(a,b) = 1. Dessa forma,

temos que

O que acarreta em
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dividindo ambos os membros por a, obtemos

Observe que por um lado temos a — b que é inteiro o que implica em a dividir b? e pelo
critério de divisibilidade a divide b, dai, a e b tém um fator em comum, o que é um absurdo,

pois por hipétese mdc(a,b) = 1. Logo, ¢ pertence ao conjunto dos nimeros irracionais. W

3.2.1 Aplicacbes de ¢ = %ﬁ

Para encontrar uma aplicacdo de ¢ ndo precisa de tantos esforcos, quanto outros nimeros
irracionais. Dentre estas, uma que é de facil manipulacdo para o professor em salas de aula é o
chamado Retangulo Aureo.

Um retangulo ABCD para ser dureo deve apresentar a propriedade de que ao ser retirado
dele um quadrado AEFD, o retdngulo EBCF remanescente é semelhante ao inicial (EBCF ~
ABCD).

Algo de fundamental importancia no retangulo dureo é que o processo se propaga, isto
é, sempre do retangulo restante retira-se um quadrado gerando um retangulo semelhante ao
anterior. Perceba que diante da propriedade do retangulo aureo a dimensao do quadrado é
obtida pela diferenca do lado maior pelo lado menor do retangulo, sendo assim, a dimensao do

quadrado diminuird tendendo a zero.

A E B

-
N

Figura 4 — Retangulo Aureo.

D a

Decorre dos fatos anteriores a sequéncia (a + b, a,b,a—b,2b —a,2a — 3b,...), onde
quaisquer dois termos consecutivos sdao dimensdes do retangulo aureo. Atente-se que a
sequéncia a,, = (1,2,3,5,8,13,...) de Fibonacci aparece (como combina¢des) na sequéncia

aurea descrita anteriormente, através da recorréncia linear de segunda ordem

Qnio = Qni1 + A, ondea; =as; =1,
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cuja solucao é da forma

LevE)' L (1Y)

- VAP

““‘E( 2 V5

Esta de Fibonacci aparece de forma surpreendente na natureza, pois observe na Figura 4
que o processo de construcdo dos retangulos dureos gera uma espiral, dai, o professor deve ficar
atento que possivelmente os objetos em forma de espiral podem ser modelados pelos retangulos
aureos, cabe destacar que o fascinio dos matematicos por tais retangulos é t3o grande que a

prépria Sociedade Brasileira de Matematico o adotou como simbolo representante.

3.3 O nimero irracional e (ndmero de Euler)

O numero de Euler assim como a razdo durea é uma constante de grande aprecia¢do na
Matematica. Entretanto, no ambito da Educaciao Bdsica em relagdo ao niimero e, a experiéncia
do autor enquanto professor, constata que este nao tem uma exposicao condizente com sua
importancia para os tépicos da Matematica. Com efeito, na educacdo basica os problemas
relacionados com ndmeros irracionais sdo majoritariamente encarados com o uso de uma
calculadora, onde até mesmo tem uma tecla com a constante e que ao ser pressionada aparece
no visor a aproximacao 2, 71828182 algo que ndo esboca a natureza aritmética do nlimero em
ser irracional, observe que em uma analise célere o aluno é levado a conjecturar que haja um
padrdo apds a segunda casa decimal.

Na educacdo basica, mais precisamente no ensino médio, o niimero e aparece de forma
camuflada na expressdo logaritmo natural (In), que representa o sistema de logaritmos
neperianos, isto é, o sistema de base e. Todavia, tratado apenas dessa forma impossibilita
ao discente de perceber que o termo natural se deve ao fato de que no estudo de fenémenos
naturais geralmente aparece uma lei de correspondéncia de uma fungdo exponencial de base e.

Atente-se que até entdo nao ilustramos como a constante de Euler é definida, sendo assim,

faz-se necessario dissertarmos uma definicdo, como segue.

Definicao 3.1. A constante de Euler é o limite da série de termo geral % Em simbolos

= 11 1
_Zi_ tgtg Tyt (3.3)

A série aqui em destaque converge para um nimero compreendido entre 2,5 e 3, isto é,

2,5 < e < 3. Com efeito, seja (sn),,5, a sequéncia das somas parciais da série (3.3), ou seja,

IR 1
ottt
Atente-se que 1 = sy < $1 < Sg < -- -, além disso, k! > 2%~ para todo natural k > 2, daf,

conquistamos que para n > 4 temos
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(3.4)

mn o0
1 1 8
§ Z2k 1
2

sn—Z]i'<1—|-1—|—2+ +ng -

k=0
observe que } |, st se trata da soma infinita dos termos de uma progressao geométrica de

primeiro termo 5+ = £ e razdo 3, dai, temos

0=

l\?l)—‘
B~ =

00
k>4

aplicando tal resultado em (3.4), obtemos que

=1 8 1 35
Sn—kZ_OE<§+1—E.

Dessa forma, acarreta que a sequencia (sn)n>0 é¢ monodtona e limitada, consequentemente
=

convergente, pelo teorema de Bolzano - Weierstrass (para uma andlise aprofundada sugerimos
e s3 = 2,5 conquistamos que 2,5 < e < 3.

ao leitor o livro [13]). Logo, a partir de s, <
De posse do resultado que e se trata de um nimero real, precisamos assegurar o pertenci-

mento deste nimero em relacdao ao conjunto dos irracionais, como segue
i & e =1 com

Demonstragcdo. Suponhamos que e seja um numero racional positivo, isto é, e =

m,n € N e relativamente primos, segue que

0<(1+1+1+1+ ) <1+1+1+1+-+l)
12 120 3l n!
1 1 1
Tomr Ty T

(3.5)

em comum, sendo

T (nr1)!
observe que em todas as parcelas do somatério anterior temos o fator
assim, podemos reescreve-lo como
1 ( 1 n 1 n 1 n )
Mm+1) n+2)-n+1) NM+3) - Nn+2) - (n+1)
- 1 ( 1 n 1 n 1 n )
n\m+1) M+1)-n+1) "+1)-n+1)-(n+1)
1 1 1 1
_ 1 ) 3.6
n!((n+1)+(n+1)2+(n+1)3+ ) (36)

Perceba que a expressdo entre parenteses na equagdo (3.6) se trata da soma dos termos de

uma progressao geométrica infinita (para uma abordagem aprofundada sugerimos ao leitor [14])
que também € a razdo, dai, temos que a soma (S) é dada por

de primeiro termo igual a (
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nrD) 1
§=_ ) _ - 3.7
= (3.7)

De posse dos fatos explicitos em (3.6) e (3.7) podemos retornar a expressdo (3.5), obtendo

o< (1424t 1y RIS RO
20 3! o203l n! nl n

atente que por hipétese e = 7, sendo assim, temos
20 3! n! n!

m 11 1 1 11
O<——(l4+=ts+=F+=]<—= -
n n

mas como o termo central se trata de subtracdes de fracdes que tém como minimo multiplo

comum dos denominadores n!, equivalentemente conquistamos

m——-nl-nl—-mn-n—1)-...-3—--—n—1 1
O<m(n N—nl—ml—m-(n—1) n _ L
n! n!

3|

multiplicando a desigualdade anterior por n!, resulta em

1
O<m-(n—1)!—n!—n!—n-(n—l)-...-3—---—n—1<T—L.

De sorte que n € N, segue que, = < 1, dai, por transitividade obtemos que

1
n

oOo<m-n—-1)—m—nl-n-n-1)-...-3—--—m—1<1

o que € um absurdo. Com efeito, a propriedade de fechamento do conjunto dos niimeros inteiros
em relacdo a subtracdo e a multiplicagdo nos garante que o termo central da desigualdade
anterior € um ndmero inteiro, mas ndo ha inteiros entre 0 e 1. O absurdo se deu da hipdtese de

e € Q, sendo assim, pelo principio do terceiro excluido resulta que e é um nimero irracional. W

3.3.1 Aplicagao de e

Se R$ 1000, 00 forem investidos a 5% de juros, capitalizados anualmente, ent3o depois
de um ano o investimento valerd R$ 1000 - 1,05 = R$ 1050, depois de 2 anos valera
R$ [1000 - (1,05)] - 1,05 = R$ 1102, 50, e depois de t anos valerd R$ 1000 - (1,05)'. De modo
geral, se uma quantia C, for investida a uma taxa de juros i (1 = 0,05 nesta situacdo), entdo
depois de t anos, terd um montante de Co(1+1)%, no regime de juro composto (sugerimos ao

professor trabalhar exemplos sobre juros compostos). No entanto, usualmente, os juros sdo
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capitalizados com mais frequéncia, digamos em n vezes em um ano. Dessa forma, em cada
periodo de capitalizacdo, a taxa de juros é ﬁ e existem nt periodos de capitalizagdo em t anos,

de modo que o valor do investimento é dado por

. nt
Co (1 + l) )
n

Por exemplo, depois de dois anos a 5% de juros, um investimento de R$ 1000, 00 valerd

R$ 1000 - (1,025)* = R$ 1103, 81 com capitalizacdo semestral
R$ 1000 - (1,0125)% = R$ 1104, 48 com capitalizac3o trimestral
R$ 1000 - (1 + %)24 = R$ 1104, 94 com capitalizagdo mensal

)2~365

0,05
R$ 1000 - (1 + 32

= R$ 1105, 16 com capitalizacio didria.
Observe que os juros pagos aumentam conforme o nimero de periodos de capitalizagdo (1)
aumenta, dai, se colocarmos n — oo, entdo teremos os juros capitalizados continuamente. A

rigor temos que o montante M desta situacao sera

i nt i n/i
M(t) = lim Cy (1 + T—L) = Cy | lim (1 + —>

n—o00 n—o00 n

it

se tomarmos m = % acarreta em

1\ ™
M(t) = Cq { lim (1 + —) } . (3.8)
m—o0 m

Pra elucidar o resultado obtido, sugerimos ao professor aplicar a situagdo problema. Um
investidor chamado Leviano de posse da equagdo (3.8) e de toda a abordagem sobre juros até
aqui apresentada, raciocina: “se eu resgatar meu capital depois de um semestre, terei direito a
metade do juro, sendo assim, receberei o montante C (1 + %) a partir disso reinvestirei este
valor por mais um semestre e acumularei o montante de Cy (1 + %)2 e esse valor é maior do
que o Co(1 + 1) que seria a capitalizacdo anual’. De fato, até entdo o raciocinio do investidor
esta perfeito, pois pela desigualdade de Bernoulli tem-se que (1 + %)2 > 14 1. Entusiasmado
com o resultado obtido, Leviano de forma ambiciosa, lanca m3os a uma calculadora e verifica
que se a capitalizacao for mensal ganhard um valor maior, ou seja, (1 + %)2 < (1 + %)12 e de
imediato afirma ficarei rico.

Fazendo jus ao seu nome, o nosso investidor raciocinou de forma precipitada. Embora seja

; ; 1 . , .

verdade que (14 1)" < (1+ n}H)n+ , para todo n € N e todo i > 0, o equivoco reside
A . i n , .. . .

no fato de pensar que a sequéncia (1 + H) é ilimitada. Com efeito, todos os termos da

sequéncia s30 menores do que e', o leitor deve ter ficado surpreso com tal afirmacdo, pois ndo

temos até entdo de forma explicita a série (3.3) que converge para e. No entanto, temos que

. 1 n [e's) 1
e:nlgr;o(l—l—z) —kzoﬁ,
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para certificar a veracidade de tal afirmag3o sugerimos ao leitor as Paginas 168-169 de [13].

Por conseguinte,
i

. n . %
lim (1 4 l) — lim (1 n l) — el
n—oo n n—oo0 n

O nimero e explicito como limite surgiu de fato de atividades de cunho financeiro, talvez o
professor se surpreenda com tal afirmacdo, mas era de se esperar que um niimero com tamanha
relevancia tenha surgido de atividades praticas de investigacao como acontece em toda a
matematica, ou seja, ocorre os padrdes para depois serem modelados. Em conformidade [15]
afirma que

Desde épocas imemoriais as questdes financeiras tém-se encontrado no
centro das preocupac¢des humanas. Nenhum outro aspecto da vida tem
uma caracteristica mais comum do que o impulso para acumular riqueza
e conseguir a independéncia financeira. Assim, n3o deve surpreender a
ninguém que algum matemdtico an6nimo — ou talvez um mercador, ou um
prestamista —, no inicio do século XVTII, tenha notado uma ligag3o curiosa
entre o modo como o dinheiro se acumula e o comportamento de uma certa
expressdo matemadtica no infinito.

Portanto, pra desespero do personagem Leviano a equagdo (3.8) é reescrita como
M(t) = Coeit.

Atualmente a constante de Euler tem aplicacdes diversas nesse escopo cientifico como, por
exemplo, no célculo diferencial a constante surgiu como uma grande facilitadora na derivacao
de funcdes da forma [f(x)]9®), dentre outras aplicacdes.

Este arcabouco tedrico explicitado na presente subsecdo pode ser transposto de forma
didética pelo professor através de atividades de investigacoes com o uso de calculadora, podendo
o discente perceber que os valores se aproximarao para algo constante, sendo assim, sob a
tutoria do seu professor o aluno percebera propriedades inerentes aos nlimeros irracionais e

também terd contato com a nocao de limites.

3.4 O niumero irracional 7t

O nimero 7t é uma das constantes mais “conhecida” da matematica, tanto que em sua
homenagem a UNESCO oficializou o dia 14 de mar¢o, que pelo padrdo americano é escrito
como 3/14, como sendo o Dia Internacional da Matemdtica [16], observe que 3/14 s3o os

primeiros digitos de 7T, a saber
T~ 3,14159265369 . . ..

A partir de entdo somos levados a fazer uma andlise acerca da origem de tal nimero (sugerimos
ao professor fazer um trabalho integrado com o professor de histéria), que de antem3o
afirmamos ser um ndamero irracional. No entanto, cabe destacar que o nimero irracional 7

tem sua natureza aritmética um tanto ofuscada pela aproximacado por 3,14, é de fundamental
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importancia sempre deixar claro ao discente que ha infinitos digitos apds 4 centésimos, pois a
experiéncia do autor constata que grande parte dos alunos do ensino médio tem em mente que
7t é exatamente igual a 3, 14, isto é, um decimal exato (niimero racional).

Acredita-se que o uso majoritario da aproximacao de 7t por 3,14 tem estreita relacao
com o modo como tal nimero surgiu, conhecido como método classico de Arquimedes. Para
comecarmos a entender o método utilizado por Arquimedes, devemos nos questionar acerca
do porqué usar a letra grega 7t para representar a contante em destaque, pois bem, segundo
[4] a escolha do 7t se deve ao fato desta ser a primeira letra da palavra grega mepipeTpo
(perimetro), observe que essa informagdo vai de encontro a grandeza representada por 7, que
é a razao do comprimento de uma circunferéncia qualquer pelo didmetro correspondente.

Em consonéancia com [17], no livio A Medida do Circulo Arquimedes demonstra que a
area A de um circulo de raio r é igual a de um tridngulo de base igual ao comprimento C da

circunferéncia e altura r, como segue
1
A= §TC7

dai, ao fazer a razao da drea do circulo pelo quadrado do seu raio, obtemos

A C
or’

2
ou seja, a razdo do comprimento da circunferéncia pelo seu didmetro (2r), que chamamos hoje

de 71, que pelos cdlculos de Arquimedes chegou-se em

10 10
Sﬁ << 3%,

que escrevendo até a ordem de centésimo de milésimo, resulta em
3,1408 < 7t < 3, 1428,

observe que ele conseguiu uma precisao na ordem de centésimos.

A estratégia usada por Arquimedes foi aproximar o comprimento da circunferéncia por
poligonos regulares inscritos e circunscritos, de modo que, aproxima¢ao acima foi conquistada
com poligonos regulares de 96 lados. Cabe destacar que Arquimedes ja tinha informagdes
fundamentais advindas de Os Elementos de Euclides, por exemplo, no livro XII a proposi¢cdo I1
afirmava que “os circulos estao entre si como os quadrados dos seus diametros”, isso mostra
que os gregos ja dispunha de boas ferramentas para atacar problemas geométricos como o do
comprimento da circunferéncia, consequentemente,a aproximacao para 7t.

Analisemos o método cldssico de Arquimedes, partindo de um poligono regular de 6 lados
(hexagono), iremos subdividi-lo em 6 tridngulos justapostos e denotaremos por 1 o lado do
hexagono inscrito e por L o lado do hexagono circunscrito a circunferéncia C e por simplicidade
dos célculos tomaremos o raio unitario, r = 1, veja a Figura 5.

Atente-se que cada tridngulo inscrito é equildtero com lado igual ao raio r =1, dai, temos

que seu perimetro é 6-1 = 6. Para cada tridngulo do poligono inscrito tem-se um correspondente
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Figura 5 — Aproximagdo da circunferéncia por poligonos regulares.

semelhante no poligono circunscrito. Dessa forma, para fazermos as proporcdes decorrente da
semelhanca dos tridngulos é fundamental calcularmos o apétema® (a) do tridngulo inscrito,

para tanto basta aplicar o Teorema de Pitdgoras que resultard em

L T
1 a
sendo assim,
L 1
1 ¥
2

o que resulta em

Portanto, aproximando por hexdgonos constatamos que

2v/3

6:-1<C<6-—
3 )
dividindo pelo diametro 2-1r =21, obtemos
C
3< 5 < 2V/3.

1 Apétema de um poligono regular é o segmento com uma extremidade no centro e a outra no ponto médio

de um lado.
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Os procedimentos usados em relagdo ao hexagono servem de motivacdo para fazermos a

analise em poligonos regulares de n lados, de modo que o apétema a,, é dado por

1
— 2 2
an = 5\/ 2 —12,
dai, podemos usar a recorréncia
lon = V/2r(r—an),

essa expressao nos indica que se conhecemos a medida do lado de um poligono de 6 de lados,
entdo podemos encontrar a medida do de 12 lados, de posse deste podemos encontrar a medida
do de 24 lados, depois do de 48 lados, de posse deste podemos encontrar do de 96 lados e
sucessivamente. Arquimedes usou este argumento somente até o poligono regular de 96 lados.

Atente-se que a expressao de Ly, refere-se ao lado do poligono regular inscrito a circun-
feréncia, mas pela semelhanca de poligonos temos que se p,, representa o perimetro do poligono

inscrito e P,, representa o perimetro do poligono circunscrito, entao temos que

Pa T

Pn  Qn

)

sendo assim, esses instrumentos sdo suficientes para delinear o Método Classico de Arquimedes,
para um circulo de raio unitario. Para melhor fixacdo do procedimento acima descrito, faremos
aproximacoes com poligonos regulares de 12 lados.

Ja temos que

e que

Por conseguinte, temos

o que resulta em

dai, segue que

diz =3 4—1%,

o que implica em
Ao = 2+ \/g

Dessa forma, temos
Pio = 124/2 — V3,

consequentemente, obtemos
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ou seja,

que simplificando resulta em
Pip = 24(2 — V/3)

. . ~ _ C

Logo, conquistamos outra aproximagdo para T = =
P2 _C _Pn
2 252

que corresponde a

12v/2—+v3 C  24(2—+/3)

2 <2< 2

escrevendo os valores acima até a ordem de centésimo de milésimo, temos

3,1058 < % < 3,2153.

Y

De forma analoga, aproxima-se por pas € Poy, Pus € Pas, Pos € Pog, onde este dltimo foi

o limitrofe usado por Arquimedes, chegando em uma aproximag¢do racional por excesso de

%, onde o erro estd na ordem de milésimos, como veremos na Secdo 4.2. Diante do exposto

fica nitido que Arquimedes realizou calculos laboriosos e conseguiu de certa forma uma boa

aproximagao para 7t, mas a rigor o ideal é que fizesse o p,, e P,, tendendo ao infinito.

Com a advento da tecnologia podemos realizar aproximacdoes por poligonos regulares que

tenham uma grande quantidade de lados, por exemplo, através do software GeoGebra é possivel

convencer-se da aproximagdo da circunferéncia por tais poligonos, o procedimento via GeoGebra

estd descrito no Apéndice A.

Atualmente exitem outras formas para realizar aproximagGes de 71, por exemplo, através da

série de Gregory-Leibniz que é um caso particular da série de Taylor, como segue

B3 ox xT K2+
arctanx:x—§+€—7+---+(—1)n2n+1 +
tomando x = 1, obtemos
1 1 1 1
tanl=1—-+-——-+---+ (—1)"
arean SRR AR e e
De sorte que arctan 1 = %, conquistamos
s 1 1 1
—=1l—=4=-—==4... 1"
4 3 + 5 7 o=l n+1 +
multiplicando ambos os membros por 4, resulta em
4 4 4 4
M=4——+-——+ -+ (-1)" -
3 5 7 (=1) n+1

Na série de Gregory-Leibniz a convergéncia se da de forma lenta em relagcdo a outras

aproximacoes via séries. No entanto, do ponto de vista diddtico tal série se torna mais vantajosa
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para que o professor realize aplicacdes no Ensino Médio, pois conduzira os discentes a realizarem
operacoes elementares envolvendo fragdes.

Diferentemente dos niimeros tratados no presente capitulo, a demonstracdo da irracionali-
dade de 7t requer conhecimentos que fogem do escopo desse trabalho, por exemplo, o anel dos
inteiros gaussianos. No entanto, para o leitor que queira fazer incursdo a tal demonstracdo

sugerimos as Paginas 45-46 de [8].

Observacao 3. No Capitulo 5 apresentamos uma prova de que Tt € irracional através da teoria

dos algébricos e transcendentes.

3.4.1 Aplicacdes de 7

O modo como se deu a descoberta de 71, por si sé ja € uma 6tima aplicagdo desse niimero
irracional. No entanto, ao tecer comentarios sobre tal nimero somos direcionados a fazer
andlise do mesmo como unidade de medida de dngulo, sendo assim, nesta subsecao iremos nos
ater a aplicacdo de 7t como medida de angulo.

Vimos anteriormente que 7t é definido como a razdo entre o comprimento (C) de uma

circunferéncia e o seu didmetro (2r), isto é,

C
™= —
2r
dai, temos que
C = 2mr,

que é conhecida como a férmula do comprimento de uma circunferéncia, mas esta expressao nos
informa também que ao subdividir a circunferéncia, consequentemente, estaremos subdividindo
7T, €ssa nog¢ao ajudard a compreender uma unidade de medida para dngulo diferente da conhecida
graus.

Comumente em livros didaticos usa-se expressdes do tipo “arco de 60", ndo deixando claro
que se trata de um arco que subtende um angulo central de 60 e essa compreensdo é de
fundamental importancia nas comparagdes entre unidades de medidas de angulos, além disso,
é importante salientar que arcos que subtendem o mesmo angulo central sido semelhantes e a
razao de semelhanca é a razao entre os raios, isso justifica o fato de geralmente optarem por
circulos de raio unitario. Dessa forma, é que se permite definir o radiano como uma unidade

de medida para angulos.

Definicao 3.2. A medida de um dngulo em radianos é a razdo entre o comprimento do arco
determinado pelo dngulo em um circulo cujo centro € o vértice do dngulo (dngulo central) e o

comprimento do raio do circulo.

Na Figura 6, AOB = > radianos. Por conseguinte a definicdo, temos que se s € o

comprimento do arco determinado por um angulo central « radianos em um circulo de raio T,
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entao
S
x=-,
T
o resulta em
S = «r.
B
s
V’ A—
| T
1 O IV

Figura 6 — Arco que subtende angulo central o.

Atente-se que a definicdo da medida em radianos tem estreita relagdo com 7t. Com efeito,

o comprimento de um semi-circulo (que é um arco de 180) é 7tr, dai, temos que

180 = o = 71 radianos.

A grande vantagem dos radianos em relacao a medida em grau é que em radianos estamos
trabalhando com o comprimento do arco, o que impulsiona o estudo das fun¢des trigonométricas.
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4 Aritmética dos Numeros Irracionais

O conjunto dos nimeros irracionais apresenta uma caracteristica desfavoravel, ndo é fechado
para as opera¢Oes aritméticas. No entanto, cabe destacar que o fato de tal conjunto n3o ser
fechado para adicao e multiplicacdo n3o implica dizer que todas as somas e multiplicacdes
de irracionais resulte em seu complementar racional, isto é, ao serem realizas tais opera¢des
podemos ter resultados tanto racional, quanto irracional. Diante do exposto, devemos tecer
algumas asser¢des que nos asseguram o pertencimento ou nao de um ndmero em relagcdo ao
conjunto dos nimeros irracionais e é de fundamental importancia também buscarmos localizar
irracionais na reta real, pois como ja vimos no Teorema 2.1 os nlimeros irracionais se acham

espalhados por toda parte entre os nimeros reais.

4.1 Propriedades dos Niumeros Irracionais

Tendo em vista que o conjunto dos irracionais tem uma natureza aritmética peculiar, esta
secao delineara algumas propriedades envolvendo tais nlimeros com intuito de munir o leitor
de resultados que facilitem a garantia de pertencimento de certos nimeros ao conjunto em

destaque
Teorema 4.1. Toda raizn-ésima, comm € N en > 2, de um p primo € um nidmero irracional.

Demonstracao. Suponha que {/p € Q, isto é, 3/p =, coma € Z, b € N* e mdc(a,b) =1.

Dessa forma, ao elevarmos a n ambos os membros da igualdade aqui em destaque, obtemos

p bn?
dai segue que
b™ - p=a". (4.1)

Dessa forma, temos que p | a™, dado que no primeiro membro temos o inteiro b™, o que
implica que p | a, dai, existe m € Z tal que a = m - p, sendo assim, substituindo tal resultado
na equagdo (4.1), obtemos

b"- p= pn . mn,
de modo que ao dividirmos ambos os membros da equagao por p, resulta em

n_ .. .n—1 n
b =P "me
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ora, de sorte que n > 2 teremos pelo menos um fator p, consequentemente, p | b™, o que
acarreta em p | b. Portanto conquistamos que p (p > 1) é divisor comum de a e b, o que é
um absurdo, pois por hipétese o mdc(a,b) = 1, tal absurdo surgiu por supormos que {/p

seria racional, dai, segue que {/p € irracional, com p primoen > 2. [ |

Observe que o irracional v/2 é um caso particular desse teorema. I

Corolario 4.1. Nio existe em R? tridngulo equildtero com vértices com coordenadas inteiras.

Demonstracdo. Suponhamos que exista um tridngulo equilatero ABC, com A = (x1,y1),

B = (x2,Y2), C = (x3,y3) e lado medindo 1, onde x1, X2, X3, Y1, Y2 € Ys sao inteiros. Vamos

inscrever o tridngulo ABC em um retdngulo CDEF, de modo que, D = (x1,y3), E = (x1,Y2),

Figura 7 — Suposto triangulo no R? com coordenadas inteiras

Observe que a, b, c, d, e e f sdo niimeros inteiros. Com efeito, @ =y — Yz, b = x3 — X2,
C=%2—X;,d=1Y; — Y2, e =Yz —y; € f =x3—x;. Atente-se que o retangulo CDEF

também tem drea inteira, pois é o produto af. Diante do exposto sendo S a area, temos que

Sasc = Scoer — (Serc + Saes + Sapc) -

Segue que

2+2+2

V3 (ab cd e_f)

multiplicando ambos os membros por %, obtemos

\/§:4af—2-(all;+cd+ef).

(4.2)

Observe que 1% € inteiro, pois 1> = a? + b?, dai segue que o segundo membro da equacdo (4.2)
é um ndmero racional, o que é um absurdo pois pelo Teorema 4.1 v/3 n3o pode ser racional

dado que o mesmo é um nimero irracional. [ |
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O leitor podera realizar experimentos através do software GeoGebra. Para tanto, basta
ativar a malha quadriculada do mesmo e tentar superjustapor os trés vértices de um
tridangulo equilatero nos vértices da malha, mesmo fazendo isometrias somente conseguira

éxito com dois vértices, o terceiro vértice sempre ficard sem a superjustaposicao aqui

desejada.

Lema 4.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural maior do que 1 ou
é primo ou se escreve de modo tinico (a menos da ordem dos fatores) como um produto de

numeros primos.

Demonstragdo. Se n = 2, o resultado é obviamente verificado. Suponhamos o resultado valido
para todo nimero natural menor do que . e vamos provar que vale para n. Se o numero n é
primo, nada temos a demonstrar. Suponhamos, entdo, que n seja composto. Logo, existem

nimeros naturais Ny € Ny tais que N =M Ny, com 1 <Ny <nel < ny, <n. Pela hipdtese

de inducgdo, temos que existem nimeros primos pi,...,Pr € q1,...,qs taisque Ny =py---Pr
€Ny =(1--(s- Portanto, n =P1---Prg1- - (s.
Aprova da unicidade fica a cargo do leitor [18]. |
Teorema 4.2. Dado um nidmero composto m, existem primos p; < pz2 < ... < Pk €
X1, X9, X3, ..., €N, tal que

m=p-p3* Pt PR
Se existir um o, parai € {l,...,k}, da formaox;i =n-q+71, onde q € Z e ) < r < n, entdo

param > 2 temos que a raiz n-ésima de m ({/m) serd irracional.

Demonstragdo. Seja m um nimero composto, suponhamos que {/m seja um ndmero racional,

isto é, existem inteiros positivos a e b, com mdc(a,b) =1, tal que

an
m = b_n
O que acarreta em
b" - m=a". (4.3)

Tomemos oy, expoente de py, como o expoente da hipdtese, isto é, ay =mn-q+ T, dai, segue
que

- 4] X2 x3 n-q+r

m=p; ~Pz”"P3g” - Px

substituindo na equagdo (4.3), obtemos

b pitpg?epst e pp T =t (4.4)
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observe que px | a, consequentemente, py {1 b, pois por hipétese o mdec(a,b) = 1. Dessa
forma, na equagdo (4.4) por um lado temos o inteiro a elevado a n, sendo assim, todos os
fatores primos da sua decomposicdo tem como expoente miultiplos de n, por outro lado temos
pelo menos o fator py, cujo expoente ndo é miltiplo de n, o que contraria o Lema 4.1 no que
tange a unicidade da decomposicdo. A contradi¢do se deu por termos suposto que {/m (nas

condi¢Bes expostas) fosse racional, consequentemente, temos que /m € irracional. ]

Exemplo 8. /2020 € irracional. Com efeito, temos que
2020 =22 -5-101,

observe que os expoentes dos fatores primos 5 e 101 ndo sdo mdltiplos de 2, dai, pelo que foi

verificado no Teorema 4.2 temos que /2020 € irracional.
Teorema 4.3. O inverso de um nidmero irracional é também um nudmero irracional

Demonstracdo. Seja oc um niimero irracional, consequentemente, o« ! é seu inverso. Suponha
1

que &~ - ndo seja um numero irracional, isto é, existe um a € Z e um b € N*, tal que
a
-1
06 = B,

elevando a —1 ambos os membros da igualdade anterior, obtemos

X =—.
a

O que é um absurdo, pois por hipdtese temos que & é um ndmero irracional, sendo assim, ndo
pode ser uma razdo de inteiros. logo, o absurdo foi gerado por termos suposto que o~ ! era

racional, dai, o«~! é irracional. [ |

Situagao-problema 1 (amigo secreto). E comum no Brasil em épocas festivas como o natal
grupos de pessoas realizarem a brincadeira do amigo secreto, que consiste em colocarem em
um recipiente todos os nomes dos envolvidos e um a um pega um papel com um determinado
nome, de modo que o papel com um respectivo nome que cada um pegar ficara secreto em
relagdo aos demais, ha de frisar que a brincadeira tem por regra inicial ndo ter a si mesmo como
amigo secreto. No entanto, como se trata de uma escolha aleatdria ha a possibilidade de um
individuo pegar seu préprio nome, em caso afirmativo, o papel retorna para o recipiente fazendo
uma nova escolha e pode ocorrer o evento da pessoa pegar seu proprio nome novamente, isso
nos sugere levantar o seguinte questionamento: Qual a probabilidade disso acontecer?

A busca da resposta da questdo anterior nos remete ao estudo de Permutacées Cadticas,
ou seja, as permutagcoes em que nenhum objeto esta no seu lugar primitivo. Cada sorteio
define uma fungdo f do conjunto das pessoas em si mesmo, na lei de correspondéncia f(x) =y
significa que x deve presentear y. Atente-se que duas pessoas diferentes ndo podem tirar o

mesmo amigo secreto, sendo assim, o sorteio € feito sem reposicdo e todas as pessoas receberdo
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n 1 2 3 4 5 6
P, | 0,00000 | 0,50000 | 0,33333 | 0,37500 | 0,36667 | 0,36806

Tabela 1 — probabilidade dos sorteios bem sucedidos

um presente. Dessa forma f é uma bijecdo do conjunto A das n pessoas sobre si mesmo, em

simbolos
f: A - A

X =y
Segue que uma pessoa serd amiga de si mesma quando f(x) = x, quando isso ocorrer o x serd
chamado de ponto fixo de f.

A partir do exposto nossa solucdo se direciona em saber dentre asn! =n-(n—1)-...-2-1
permutacdes dos elementos de A, quantas sdo as que tém pontos fixos. Observe que as
permutagdes que tem pontos fixos sdo os sorteios fracassados e as que ndo tém pontos fixos
sdo os sorteios bem sucedidos, onde estes casos sdo as chamadas permutacées cadticas.

A priori seja D,, o nimero de permutagcdes cadticas de n elementos, segue que
D, =0, pois ndo ha outros elementos para serem permutados;

Dy =1, pois com os elementos (1,2) sé podemos obter a permutacdo cadtica 21;

D3 = 2, pois com os elementos (1,2,3) obtemos as permutacdes cadticas 231 e 312;

Dy =9, pois com os elementos (1,2, 3,4) obtemos as permutacbes cadticas 2143, 3142, 3241,
4123, 3412, 2413, 2341, 3421 e 4321.

De modo geral temos que

0111 (1)
—nl! | = _ ..
Pn=nhior—qatg gt

Dessa forma, a probabilidade (P,,) do sorteio bem sucedido é dada por

D, 1 1 1 1 (—1)m

LY H T TR Ry R —y

Fazendo um andlise da tabela 1, atente-se que os valores de P,, crescem (cada vez menos)

quando n passa de impar para par, e diminuem (cada vez menos) quando n passa de par para
impar, dai, isso sugere que P, tende a um certo valor. Com efeito, esse valor é justamente o
niimero irracional et = % lancando maos a uma calculadora o leitor vera que % ~ 0, 36788.

Logo, podemos dizer que a probabilidade do sorteio ser bem sucedido € de aproximadamente
37% e do sorteio ser fracassado € de aproximadamente 63% (para maiores detalhes sugerimos

ao leitor as obras [19] e [20])

Teorema 4.4. Se Q € um racional positivo, ndo inteiro, entdo QQ € irracional.

a

b '

racional, isto é, QR = * onde o mdc(m,n) = 1. Segue que
n

6) =%

Demonstragdo. Seja Q = com a,b € Z% e mdc(a,b) = 1, suponhamos que QQ seja
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elevando ambos os membros a b, obtemos

a® mb
be  mb’
o equivale a

a ,.b ba‘mb’

dai, m® | a®-nP e como mdc(m,n) = 1 implica que m® | a® , além disso, temos que
a® | b®-mP mas mdc(a,b) =1 o que acarreta em a® | m®. Por conseguinte a® = m?,
consequentemente, b® =nb.

Atente-se que b # 1, pois Q ¢ 7Z, acarreta que existe um primo p, tal que b = p"k com
T > 1ep1k. Pelarelagio b* =nb, obtemos

(pk)* =n®
de onde segue que
pr-a ke = le,

que é uma igualdade de inteiros, sendo assim, devem ter a mesma decomposicao em fatores,

dai, n apresenta uma quantidade inteira s > 1 de fatores primos p de modo que

que acarreta em

dividindo ambos os membros por b, conquistamos

T-a
— =5
b

observe que b | T - a, pois no segundo membro temos um inteiro s, ora, como b # 1 e por
hipétese mdc(a,b) = 1, entdo b 1 a, sendo assim, tem-se que b | 7, o que é um absurdo,

pois b =p"k > p" > . Logo, o absurdo se deve ao fato de ter suposto que QR era racional,

sendo assim, temos que QQ é irracional. [ |
2019\ 5020
2020 KL “ ; o
Exemplo 9. (—2020) € um numero irracional.

Teorema 4.5. O produto de um nimero racional ndo nulo por um nimero irracional € um

irracional.

Demonstracdo. Seja o um numero irracional e r um racional n3o nulo, isto é, r = %, com

a € Z* e b € N*. Suponhamos que « - r seja racional, sendo assim, temos que

x-T=

ik

substituindo r = %, obtemos

ole
213
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0 que acarreta em
m-b

X = s
n-a

o que é um absurdo, pois os racionais sao fechados em relacao a multiplicacdo e por hipdtese
« é irracional. Logo, o absurdo surgiu por termos suposto que « - T era racional, dai, temos

que « - 1 é irracional. [ |

Exemplo 10. Todo tridngulo equilatero de lado inteiro tem area irracional. Com efeito, a drea

de um tridngulo equilatero de lado 1 € N € dada por % V3.

Teorema 4.6. A soma ou subtracdo de nimero racional com um nidmero irracional € irracional.

Demonstragdo. Seja o« um ndmero irracional e ¥ um ndmero racional, isto é, v = %, com
a € Z e b € N*. Suponhamos que o resultado seja racional, dai, existem m e n inteiros, tal
que

m
xEtr=—,
n

dos fatos elencados na hipétese, conquistamos

a m
xEt—=—,
b n

de onde segue que
xom_a
n b

O que é absurdo, pois por um lado temos « irracional e por outro lado temos um ndmero
racional, dado que este conjunto é fechado em relacao a soma e subtragdo. logo, temos que o

resultado de o« + 1 € irracional. [ |

1++/5
2

Observe que o nimero ¢ = é um caso particular desse teorema.

Exemplo 11. Todo pentagono regular que apresenta como medida do lado um nidmero racional
tem sua diagonal com medida irracional. De fato, observe na Figura 8 o pentagono regular de

lado 1 e diagonal d, onde o triangulo ACE ¢é semelhante ao tridngulo FEA,
sendo assim, temos que

AE CE
FA EA

Atente-se que

AE=1,

CE=4d,

FA=AC—CF=d-1

Dessa forma, obtemos que .
d—1 U

dai, conquistamos que
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D
E d C
36° 36°
367~ i
S loge o7

S5
RANY
720 /// \\\
A [ B

Figura 8 — Pentdgono regular.

Por conseguinte, ao resolvermos a equag¢do do segundo grau na incognita d, resulta em

1(1+v5)

2 )
que € o produto de um racional (1) por um irracional, consequentemente, d é um nimero

irracional.

Teorema 4.7. Se a > 1 é um inteiro positivo que ndo é multiplo de 10 (digito das unidades
diferente de zero), entdo log a € irracional.

Demonstragdo. Suponhamos que log a seja racional, ou seja, existem inteiros m e n, tal que
m
loga = —,
n

o que equivale a termos

33

10 = q,

elevando ambos os membros a poténcia n, obtemos
10™ = a™,

o que é um absurdo. Com feito, 10™ = 2™ . 5™ ¢ provido apenas de fatores primos 2 e 5,
mas a™ por n3o ser miultiplo de 10 terd em sua decomposicdo a auséncia de 2 ou 5, sendo
assim, a igualdade contraria o teorema fundamental da aritmética. A contradicdo se deu por
termos suposto que log a seria racional , com a > 1 e nao divisivel por 10, consequentemente,

o nimero em destaque é irracional. [ |

Situacao-problema 2 (Escala Richter). Muitos lugares no mundo é acometido por abalos
sismicos ou terremotos, por exemplo, no dia 22 de marco de 2020 a Crodcia foi atingida por
um terremoto de magnitude 5,3 (para maiores detalhes veja [21]). Atende-se que o tamanho
de um terremoto é dado pela medida da sua magnitude, isso nos faz levantar o seguinte

questionamento: Como € calculada a magnitude de um terremoto?
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A magnitude de um terremoto é calculada através de um escala que foi apresentada em
1935 por Charles F. Richter, na qual considerava o logaritmo decimal da amplitude maxima do

registro sismico. O calculo € realizado através do seguinte algoritmo

M = log A + 3log(8At) — 2,92

onde A representa a amplitude das ondas e At representa o tempo entre as ondas primarias
(P) e secunddrias (S). Destaca-se com esse algoritmo que a magnitude de um terremoto sé
serd o valor de fato exposto a sociedade, um decimal exato (nimero racional), se houver uma
combinagdo perfeita entre a amplitude (A) e o tempo entre ondas P e S (At) de modo que
ambas sejam muiltiplos de 10, pois caso contrario a magnitude de um terremoto serd de fato

um ndmero irracional.

Observacao 4. A andlise do Teorema 4.7 pode ser estendida para outras bases de logaritmos
usando a propriedades da mudanga de base. Além disso sempre que a base do logaritmo e o
logaritmando forem inteiros que apresentam pelo menos um fator primo diferente e logaritmo

sera irracional.
O lema a seguir serd util na demonstracao do préximo teorema.
Lema 4.2. Sejam a e b dngulos, entdo temos:
(a) cos(a£b) =cosa-cosbF sena-sinb.
(b) sin(a+b) =sina-sinb+cosa-cosb.
(c) cos? a+sin®a = 1.

(d) tan a = 2a

cosa’

Demonstracdo. Sugerimos ao leitor as Paginas 313-315 de [22] n

Teorema 4.8. Se 0 for um angulo, tal que cos20 € irracional, entdo cos©, sin® e tan©

também serdo irracionais.

Demonstragdo. Dividiremos a nossa demonstragcdo em casos, a saber

Caso I — cos© é irracional:

Observe que do item (a) e (c) do Lema 4.2 conquistamos que cos 20 = 2 cos? @ — 1, dai, vamos
supor que cos O seja racional, sendo assim, temos que 2 cos?0 — 1 também é racional, o que é
um absurdo, pois por hipdtese cos 20 é irracional.

Caso II — sin O ¢é irracional:

De forma anéloga temos que cos20 = 1 — 2sin? 0, supondo que sin 0 seja racional, acarreta
que 1 — 2sin® @ também é racional, o que é absurdo, pois por hipdtese cos 20 € irracional.
Caso III — tan O é irracional:

Manipulando convenientemente os itens (c) e (d) do Lema 4.2 e de posse do conhecimento
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_1
tan2 0

ﬁ — 1 também ser racional, o que é um absurdo, pois por hipdtese cos 20 é

irracional. [ |

de que cos20 = 2cos?0 — 1, obtemos cos 20 = — 1, supondo que tan 0 seja racional,

implica em

Observacao 5. Este teorema nos condiciona a obtermos uma infinidade de niimeros irracionais

na forma trigonométrica.

Situacao-problema 3 (Pentdgono regular). De acordo com [17] a construcdo do pentdgono
regular desempenhou papel importante no calculo de elementos das tabelas trigonométricas
gregas. A construgcdo do mesmo através dos métodos euclidianos (usando somente régua e
compasso) para a época ndo era uma atividade simples.

A estratégia € buscar construir um angulo de 72, pois este é o angulo central do pentdgono.
No entanto, a forma mais engenhosa para tais fins € construir um angulo de 36 = % (dngulo
central do decagono regular), devido as propriedades agradaveis do triangulo central AOB veja
Figura 9.

Oy r C B

Figura 9 — Tridngulo central do decdgono regular.

Em relacdo as medidas, A=B=7 2, pois o tridangulo AOB decorre de um decagono
regular inscrito em um circulo de raio v, dai, 0 mesmo € isésceles de vértice O. Com centro em
A e raio AB = x construimos um circulo que intersecta OB em C, sendo assim, os tridngulos
BAC e AOC sdo também isosceles de base BC e AC, respectivamente. Dessa forma, temos
que OC =x e BC =1 —x, atente-se que o tridngulo AOB é semelhante ao triangulo BAC

(dngulos internos congruentes) e consequentemente temos que

X

T
- = ;
X

rT—X
que equivale a
x> +1x—12 =0.

Chegamos em uma equacdo do segundo grau na incégnita x, cujas solugbes sdo x, = 1‘% e

Xo = r#, mas como x é a medida de um segmento devemos desprezar a raiz negativa,
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dai, segue que

V5 —1
—5
Observe agora o que acontece ao dividirmos o lado maior de AOB pelo lado menor, isto €,

V51
=X

X=T

’

T T
X gl
2
E isso mesmo que vocé esta pensando, a razao durea, tridngulos com esta caracteristica sao
denominados de tridngulos dureos.
De posse das informagdes anteriores temos plenas condi¢bes de calcularmos o cos 72, para
tanto basta aplicarmos a lei dos cossenos no tridngulo AOB (para maiores detalhes sobre lei

dos cossenos sugerimos ao leitor o livro [23]). Segue que

m? =712+ %% — 2rx cos 72,

manipulando algebricamente a equagao anterior, obtemos

X
cos 72 = —.
2r
De sorte que x = r%, conquistamos que
r\/i’l
cos 72 =
2r

Por Conseguinte, temos
V5—1
1 .

O Teorema 4.1 nos garante que cos 72 é irracional e pelo Teorema 4.8 podemos obter uma

cos 72 =

infinidade de nimeros irracionais trigonométricos, a saber

cos 36 sin 36 tan 36
cos 18 sin 18 tan 18
cos 9 sin 9 tan 9
cos430” sin430" tan 430’

4.2 Aproximacao de Irracionais por Racionais

Como ja foi definido no Capitulo 2 um ndmero irracional é um decimal aperiddico, sendo
assim, manipular com sua forma decimal é algo desfavoravel, dai, o porqué de na geometria
se manter os resultados na forma algébrica, pois como se trata de medida de segmento ao
aproximar estaremos desconsiderando uma fatia do segmento (por menor que seja). No entanto,
é sabido que em alguns tdpicos na matematica faz-se necessario realizarmos aproximacgoes, por

exemplo, localizacao na reta numérica.
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Uma aproximacao é tida como boa, quando ao serem realizadas poucas iteracoes jd podemos
chegar em um erro pequeno. Nosso foco é fazer aproximagdes do nosso objeto de estudo,
nlimeros irracionais, e isso se fard por niimeros racionais, dado que o mesmo é denso em R.
Para tanto, devemos escolher um processo para tal finalidade, sendo assim , faremos uso das
fracGes continuas.

Cabe destacar que a abordagem subsequente tem por objetivo realizar uma transposicao
didatica acerca das aproximacdes de irracionais por racionais a partir do estudo de fracoes
continuas, dai, o motivo de uma abordagem sem o rigor matematico que tal conteldo exige,
pois hd teoremas de fundamental importancia que nos asseguram as operacoes aqui explicitada.
Contudo, sugerimos ao leitor o livro [24] para uma andlise minuciosa das fragdes continuas.

De acordo com [24] as fragBes continuas sempre fornece aproximagdes racionais surpreen-
dentemente boas, e de fato fornece todas as aproximagdes excepcionalmente boas, além de ser
natural e conceitualmente simples.

A priori temos que dado qualquer o € R, existe um Unico inteiro q € Z tal que
gso<q+l1,

denominada parte inteira de o e denotado por |0| = q. Em relagdo a parte fracionaria de o,
esta é dada por 0 — | 0] e denotada por {0}, observe que {0} € [0, 1), serd nula caso o for um

inteiro.

Definicao 4.1 (Fracdo Continua). Para todo x € R, temos recursivamente que
0o =%, ondea,=|0,],

se 0y, € 7Z ndo had nada a fazer, mas no caso de o,, ¢ Z, segue que

1
Ops1=——— YneN.

n— Qn

Em pormenores a definicao 4.1 sugere um processo ciclico que podera ser finito ou infinito,
além disso, tal processo nos concede informag¢des acerca do nimero real dado, sendo assim,
devemos obter também a natureza aritmética do real, isto é, o pertencimento ao conjunto
dos racionais ou ao conjunto dos irracionais. Ocorre que se o processo for finito teremos um
nimero racional e se for infinito teremos um nidmero irracional.

Atente-se que o valor fundamental em cada iteracao na definicao de fracGes continuas sera
a parte inteira de 0, (a,). Dessa forma, para uma melhor compreens3o de tal processo segue

o algoritmo:
1. Escolha o ndmero real;
2. Destaque a parte inteira;

3. Realize a subtracdo do nimero escolhido pela sua parte inteira;
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4. Pare se o resultado for zero e continue se o resultado for diferente de zero;
5. Inverte o resultado;
6. Retorne para o item 1.

De forma acurada temos que a, sera a parte inteira do niimero real de entrada, dai, ay € Z,
a; serd a parte inteira do segundo nimero de entrada decorrente da primeira iteracao do
algoritmo, a, serd a parte inteira do terceiro nimero de entrada decorrente da segunda iteragcao
do algoritmo e sucessivamente. Diante do exposto temos que a,, € N paran > 1, pois quando
o numero real escolhido é positivo, consequentemente, todos os a,, serdo positivos, no caso do
ndmero real ser negativo a parte inteira do mesmo serd negativa (ay < 0), porém ao realizar
o processo de subtracdo (item 3 do algoritmo) o resultado serd ndo negativo, de modo, que
0s proximos niimero serdo positivos. Veja na Figura 10 o processo de construcdo das fragoes

continuas aqui delineado para nliimeros positivos.

novo nimero de entrada

!
on > 1 —{ Partida }-0<0‘n<1
l

=0 —{Gn—an]— #£ 0 ﬁ

Figura 10 — Fluxograma de construcdo das fragcdes continuas.

Para o processo precedente hd uma representacdo de forma compacta, a saber,

e Representacdo compacta finita (nimero racional):
X = 09 = lag; ai, as, as, ..., dn).
e Representacdo compacta infinita (ndmero irracional):
X =0 = [Cl(); a;, asg, as, .. ]

onde X = 0y é o niimero real escolhido e como ja explicitamos anteriormente q, é a parte
inteira da primeira iteracdo, a; é a parte inteira da segunda iteragdao, a, é a parte inteira da

terceira iteragao e sucessivamente.
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O professor deve ter percebido que estamos discorrendo sobre fracdes continuas e até
entdo nao houve uma fracdo escrita, pois bem, por fins didaticos ndao langaremos maos a
representacdo de fracles sobre fracdes, comum no estudo de fracdes continuas. A experiéncia
do autor constata que ao apresentar tal estrutura para os discentes, os mesmos se mostram

desmotivados e além disso no quadro branco tal representacdo nao fica apresentavel.

Exemplo 12. Calculemos a fracdo continua do racional 1,66666 ... ou 1,6. Por definicao
temos
09 = 1,66666. . .,

cuja parte inteira é dada por
ap=|og] =1
dai, segue que
op—ap=1,6—1=0,6,

observe que 0, 66666 ... pode escrito da seguinte forma

6,6 ,6 6 6

10 102 10®  10*  10° ’

6

que se trata da soma infinita dos termos de uma progressao geométrica de primeiro termo ; e

razao 11—0, sendo assim, a soma s é obtida por
6
i 6
S = 1 10 T = § 7é 0
T 10
dai, pelo algoritmo devemos realizar uma nova iteragdo com inicial
1 9
01 =7 ==
6 )
g O
de parte inteira
a; = LGIJ =1
segue que
9 1
O—l—alz——lz—%o
6 2
devemos realizar uma nova iteracdo com valor inicial
1
O =7 = 2,
2
de parte inteira
Ay = LUQJ =2

de modo que

Oy —ay=2—2=0.

Como o resultado da subtracdo foi zero, entdo o processo para e temos a fragdo continua na

forma compacta de 1,6 = 1,66666 . .., a saber,

1,6 =[1;1,2].
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Exemplo 13. Calculemos a fragdo continua do racional —2,25. Por definicdo, temos
09 =—2,25
cuja parte inteira é dada por
Qp = LO‘(J =3

dai, segue que
Op — Qo :—2,25—(—3) :0,75#0,

para simplicidade dos cdlculos coloque 0,75 em sua forma fraciondria que é 2, dando continui-

dade ao algoritmo devemos realizar uma nova iteragdo com valor inicial

ol — 1 4
1 % 3
de parte inteira
a;=|o =1
segue que A .
ol—a1:§—1:§;é0
realizemos uma nova iteracdo com inicial
Oy = % =3
3
de parte inteira
a; = |09 =3

segue que

0Oy —ay=3—3=0.

Como o resultado da subtracdo foi zero, entdo o processo de construcdo da fracdo continua

para e temos a forma compacta a seguir
—2,25 =[-3;1,3].
Exemplo 14. Calculemos a fracdo continua de \/2. Por definicio temos
0o = \/57

cuja parte inteira é dada por

ap=|og] =1

dai, segue que

0—0—610:\/5—1%0

fazendo uma nova iteracdo com inicial

1
01 = —— =241,
V2 -1
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de parte inteira
a; = LGIJ =2

segue que

o1—a; = (V24+1)—2=v2—-1+#0,

com outra iteragdo de entrada

1
Oy = —— =+v2+1
2T V21

observe que o, = 09, dai, chegamos em uma sequéncia periédica, consequentemente, os

proximos a.,, ja ficam determinados, isto, a,, = 2 para todon € Nen > 1. Logo, a forma

compacta da fracdo continua de /2 é
V2 =11;2,2,2,..].

Exemplo 15. Calculemos a fracdo continua de ¢ = @ Por definicdo temos

0o = @7
2
cuja parte inteira é
ap = [oo] =1,
segue que

Vit+l o Vh-1

Op — Qp = 5 5

Devemos fazer outra iteracdo de entrada

1 Vh+1

V5—1 2
2

01 =

atente-se que oy = 01, dai, a,, = 1, para todo n € N. Por conseguinte, temos que a

representacdo em fracdo continua de ¢ €
b=1[1;1,1,1,...].

Nos Exemplos 14 e 15 nos deparamos com dois irracionais cuja representacao em fracoes
continuas sao periédicas. No entanto, ndo podemos generalizar esta periodicidade para todos
os irracionais, os irracionais que apresentam essa particularidade serao tratados no préximo
capitulo. Devemos destacar que existem nidmeros que apresentam representacdo em fracoes

continuas de forma infinita e aperiddica, por exemplo,

e = [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,14,1,1,16,1,1,18,1,.. ],
n o= [3;7,151,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84,2,1,1,15,3, .. .

De posse do conhecimento acerca da construcao dos irracionais em fracGes continuas,

iremos delinear sobre o objeto de estudo dessa secao que é aproximar irracionais por racionais.
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Dessa forma, iremos trabalhar com fragdes continuas na forma finita que é a reduzida ou
concentrada do irracional que queira aproximar, sendo assim, teremos a liberdade de truncar a
fracdo continua da forma que desejarmos, mas cabe destacar que quanto mais valores usarmos
para a concentrada melhor serd a aproximacao.

A estratégia a ser seguida pelo professor é escolher o a,, onde a fragdo continua (forma
compacta) serd truncada, realizada tal escolha, pegue o inverso do a,, e some ao a,_1, inverte
o resultado e some ao a,,_», inverte o resultado e some ao a,,_3, o processo finaliza com o
inverso do resultado antecedente somado ao ag, encontrando a fracao reduzida ou concentrada,

veja a Figura 11.

)
Partida + ag
-
) —
an Inverte
- _ -
) )
Inverte o
- @@ - - @
' ' N\
+ an1 ]—*[ Inverte ]—>[ + An_2 ]—> Inverte
(. (. J

Figura 11 — Fluxograma para obter a fracao reduzida.

Exemplo 16. Vamos obter a fracio reduzida de /2 = [1;2,2,2,...], para tanto iremos

truncar em as, isto € manipularemos com

Segue que

1 5 29 .
[ E+a2:1_2+2:1_2’

5

1 12 70 .

12

1 29 —_ 99
.’%_g‘f—ao—%‘i‘].—%
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: x 1 99 99-3 _ 297
Conquistamos a fragdo reduzida =5 de V2 truncada em a;. Observe que 255 = 370 que
a razdo utilizada na folha de papel A4 vista na Subse¢do 3.1.1 e como ja foi visto o erro de

aproximacao é na ordem de centésimos de milésimos.

Exemplo 17. Calculemos a fracdo reduzida de & = [1;1,1,1,...], truncando a representacdo

em fragdo continua em ag, dai, a expansao finita é

[
N |—
+ +
s £
I Il
win N |—
+ +
—_ =
I Il
wlon  WIw

+
o
)

I
e
_I_
—_
I
O:Ioo

Para analisarmos o erro de aproximacao de ¢ por f—é iremos escrever tais valores até a ordem
dos milésimos, isto é, ¢ ~ 1,618 e % ~ 1,615, dai, o erro estd na ordem que escrevemos
os valores. Atente-se que usar % nao é uma boa aproximacao racional, sendo assim, isso nos
sugere usar mais a,, da forma compacta, consequentemente iremos refazer as iteracdes. No
entanto, os resultados que obtivemos nas iteracdes precedentes nos mostram a razdo entre
nimeros que nos é familiar, isso mesmo amigo leitor, cada fracdo é a razdo entre termos

consecutivos da sequéncia de Fibonacci
1,2,3,5,8,13,21,34,...

incrivelmente ja podemos descobrir as préximas aproximagdes racionais sem precisar usar o
algoritmo.

Exemplo 18. J3 vimos anteriormente a representacdo em fracdo continua da constante de

euler (e) e observe que a partir a; a mesma apresenta um padrdo
e=10[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,.. ],

facilitando a obtencdo dos demais termos da forma compacta. Por conseguinte, iremos buscar
aproximar e por um ndmero racional, para tanto iremos truncar a fragdo continua infinita em
as, dai, a expansao finita € dada por
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Segue que

1 1 _ 5.
° 5+(l4—4+1—4,

5

1 23
e & +ag==2+4+2=2,
52 0 32 32

Por conseguinte, temos que uma aproximacgao racional para e é %, escrevendo ambos os

valores até sua quarta casa decimal, e =~ 2, 7182 e g—; ~ 2, 7187, observamos que o erro estd

na ordem de décimos de milésimo.

Exemplo 19. Analisemos uma aproximagdo racional para a constante irracional 7@ que como é

sabido tem a representacdo em fracdo continua como
w=1[3;7,15,1,292,1,1,1,2,...].

Para tanto iremos truncar a fracdo continua infinta em as, dai, usaremos a expansao finita

Seque que

+ay=1+15=16,

as
1 — L — 113.

1 16 355
[ 4 ¥+aozf3+3:1—13.

Para analisarmos o erro de aproximacio de 7t por 323, iremos escrever os valores até a

113"
355

sétima casa decimal, isto é, T ~ 3,1415926 e 113 ~ 3,1415929, dai, conquistamos que tal

erro estd na ordem de centésimo de milionésimo. Dessa forma, fica nitidamente perceptivel

que a aproximacao de 7t por i’—éé = 3, 14, difundida nos livros didaticos, ndo é das melhores

opgoes e ainda cabe destacar que do ponto de vista geométrico ha uma perda considerdvel no

comprimento de um segmento, veja a Figura 12.
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(3.14, 0) (T, 0)
T T —@
3.14 3.1405 3.141 3.1415

A

»

Figura 12 — Distancia entre 7t e 3, 14.

Em relacdo a aproximacdo por 252 na reta da Figura 12 um ponto no eixo x de coordenadas

113"
(%, 0) estaria praticamente superjusposto ao ponto de coordenadas (7, 0), para conseguirmos

perceber a distancia entre eles seria necessario dd um zoom ainda maior no eixo X.

Sugerimos ao leitor o uso software GeoGebra para que sejam feitas as andlises acerca dos

erros de aproximagoes sob a dtica da geometria junto aos discentes em sala de aula.

Quando nos referimos as aproxima¢des de imediato somos levados a tomar uma primeira

decisdo que é aproximar por valores menores (pela esquerda) ou por valores maiores (pela
direita). Nos exemplos aqui elucidados tivemos que escolher em qual a,, iria acontecer o
truncamento das fragoes continuas dos irracionais, nos Exemplos 16, 18 e 19 truncamos em um
a,, de ordem impar, dai, as aproximacoes se deram pela direita, j4 no Exemplo 17 truncamos em
um a,, de ordem par e a aproximagao se deu pela esquerda, esse processo pode ser generalizado,
isto é, as fracOes reduzidas alternam de esquerda para direita a medida que alternam a ordem
do trucamento de par para impar.

O que é fundamental nas aproximacdes aqui aclaradas é ter de imediato a representacdo
em fragOes continuas do nimero que se queira aproximar, mas em diversos casos O processo
de obtenc3o de tal representacao pode ser um tanto trabalhoso. Pensando na agilidade do
professor em sala de aula, no Apéndice B hd o detalhamento de como obter fracdes continuas
através do software Geogebra.

Destaca-se com o estudo de aproximac¢des via fracdes continuas o grande ndmero de
manipulacdes com fracoes, dado que é um tdpico na matematica no qual os discentes do ensino
médio apresentam sérios equivocos, acredita-se que isso se deve ao fato das fracdes serem
evitadas no nosso cotidiano, por exemplo, as fragcdes geralmente sao substituidas por outros
termos, falamos em cinquenta centavos ao invés de um meio de real, falamos em 20% ao invés
de um quinto de algo, falamos em uma fatia de pizza ao invés de um oitavo de pizza (pizza
com 8 pedagos). Na matematica faz-se valer a ideia de que a pratica é amiga da perfeicdo, dai,

a importancia de manipularmos as fracdes nas salas de aula com maior frequéncia.
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5 lIrracionais Algébricos e Transcendentes

Até entao realizamos uma abordagem do conjunto dos nimeros irracionais expondo suas
propriedades dentro da teoria dos conjuntos e especificamos sua aritmética, ilustrando nesse
processo com argumentos geométricos. No entanto, ainda ndo expusemos os irracionais através
de uma roupagem algébrica, dai, faz-se necessario realizarmos uma analise do conjunto dos
niimeros reais particionado em algébricos e transcendentes com foco no nosso objeto de estudo,

numeros irracionais.

Cabe destacar que a teoria explicitada no presente capitulo ndo é contemplada nos livros

didaticos da educacdo basica, sendo assim, sugerimos ao professor fazer uso da mesma em

projetos de extensao ou em programas de iniciagdo cientifica.

Definicao 5.1. Um nidmero complexo « € dito algébrico sobre Q se existir um polinbmio P

ndo nulo de coeficientes racionais (P € Q[X] \ {0})
P(x) = anx™ + -+ a;x + ay,

tal que P () = 0. Um nidmero complexo que ndo € algébrico sobre (Q € dito transcendente
sobre Q.

Na definicdo de nimeros algébricos foi utilizado os polindmios P de coeficientes racionais,
isso se deve ao fato de termos nimeros algébricos raizes de polindmios de coeficientes racionais.
No entanto, cabe destacar que é possivel manipular com polindmios de coeficientes inteiros,
para tanto, basta multiplicar a equacdo resultante do polinémio de coeficientes racionais pelo

minimo multiplo comum dos denominadores dos coeficientes.

Exemplo 20. Todo nidmero racional é algébrico. Com efeito, seja x = ¢, com a € Z e

b € N*, daf, ¢ € raiz do polinémio P(x) = bx — a.

Exemplo 21. O nidmero complexo i € algébrico. Com efeito, por definicdo temos que
i=v-1,

elevando ao quadrado, obtemos

Dessa forma, i é raiz do polinémio P(x) = x* + 1.
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Por simplicidade do texto diremos que um nimero real é algébrico, quando for algébrico
sobre @Q. Numeros nao algébricos serdo chamados de transcendentes.

A particdo em algébricos e transcendentes é mais abrangente do que em racionais e
irracionais, pois se estende ao conjunto dos nimeros complexos. No entanto, como nosso foco
é o conjunto dos nlmeros irracionais nos reportaremos na maioria dos casos ao conjunto R e o
uso dos nimeros complexos terd por finalidade provar alguns teoremas que sio fundamentais
na identificacdo de um dado nidmero ser irracional.

Com a particao aqui elencada é possivel atacar problemas como n3o enumerabilidade dos
irracionais e problemas de amplitude de conjuntos, mas parte desses tépicos requerem um
arcabouco tedrico que foge do escopo desse trabalho, recomendamos ao leitor os livros [8]
e [25] para uma andlise em pormenores. Cabe destacar que os teoremas que n3o tiverem
as demonstracdes explicitas nesse texto, se deve ao fato das mesmas fazerem incursdes a
resultados matematicos que necessitam de uma andlise minuciosa, podendo serem encontradas
nas referéncias sugeridas no ambiente da demonstracao.

No Exemplo 20 ficou claro que todo racional é algébrico, mas isso ndo implica que todos
os irracionais serao transcendentes, isto é, existem irracionais que sao algébricos e existem
irracionais que sao transcendentes, dai, segue o porqué desse capitulo, tecer assercoes que
nos possibilitem identificar a irracionalidade de um dado ndmero alicercados na teoria dos

algébricos e transcendentes.
Exemplo 22. v/2 é um nimero algébrico, pois € raiz do polinémio P(x) = x> — 2.

De sorte que v/2 é irracional e também algébrico, devemos detalhar propriedades aritméticas
sobre os algébricos. Para simplicidade na escrita convencionaremos a partir de entao que
Q representa o conjunto dos nimeros algébricos e T representa o conjunto dos nimeros

transcendentes.

Teorema 5.1. Dados « e p € Q, temos:

(i) —x € Q;

(iv) Se o« # 0, entio ! € Q.
Demonstracdo. Sugerimos ao leitor as Paginas 17-20 de [25]. |
Teorema 5.2. O conjunto Q é enumeravel.

Demonstragdo. Dado
P(x) = apx™ 4+ -+ 4+ a;x + ao,
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o conjunto das raizes de P é denotada por Rp. Observe que pelo teorema fundamental da
algebra Rp tem no maximo n elementos. Para todo n € N, existe apenas uma quantidade enu-
merdvel de polindmios, em Q[x], com grau n. De fato, considere X, ={Q € Q[x] : 0Q =n}.
Tome P :Q x --- x Q" — X,, dada por

n+1 copias

P(ag, ar, ..., an) = ag+ a;x + -+ apx™.

De sorte que 1 é uma bijecao, conquistamos que X, é enumerdvel, pois como QQ é enumeravel
o produto cartesiano Q x --- x Q* também o é.
Definamos A,, = _. Rp, consequentemente, temos que A é enumerdvel, pois € a
oOP=n

unido enumeravel de conjuntos finitos. Agora é sé observar que

K@:: LJ»Ana

neN
dai, Q é enumeravel [8]. [
Corolario 5.1. O conjunto T € ndo enumerdvel.

Demonstragdo. A priori temos que R C C e sabemos que R é n3o enumeravel, consequente-
mente, C é ndo enumerdvel, pois caso contrdrio R deveria ser enumerdvel. Por definicido temos
que C=QUT, ora, como o conjunto dos niimeros complexos é nio enumeravel, segue que o
mesmo ndo pode ser constituido apenas de algébricos que pelo Teorema 5.2 é enumeravel, pois
a unido de conjuntos enumerdaveis é enumerdvel, consequentemente, a parte complementar (T)

€ n3ao enumerdvel. [ ]
Teorema 5.3. Se um nimero real « é transcendente, entdo € irracional.

Demonstracdo. O resultado segue pela contrapositiva, pois ao negarmos a tese, que é ser

irracional, temos os racionais que ja é sabido serem algébricos, ou seja, negacdo da hipotese. W
Corolario 5.2. O conjunto dos nimeros irracionais € ndo enumeravel.

Demonstragdo. O resultado é imediato, pois o Corolario 5.1 nos garante T ndo enumeravel e
o Teorema 5.3 assegura que T em R é constituido somente por irracionais. Por conseguinte os

irracionais sao nao enumeraveis. [ ]

As assercoes do presente capitulo até o momento nos mostram que se provarmos que um
dado nimero é transcendente conquistamos também que o mesmo € irracional. Todavia, provar
que um numero é transcendente por vezes se apresenta de modo laborioso. No que tange a
prova que um real algébrico é irracional o processo se apresenta acessivel, inclusive como uma
ferramenta facilitadora da transicdo da aritmética para algebra, como veremos nos resultados

subsequentes.
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Teorema 5.4. Sejam n > 1 inteiro, P(x) = axx™ 4+ --- + a;x + ag um polinémio de

coeficientes inteiros e p e q inteiros ndo nulos relativamente primos. Se P <%) = 0, entdo:

(a) plageq|an.

(b) Se P for ménico', entdo as possiveis raizes racionais de P s3o inteiras.

(c) (p —mgq) | P(m) para todo m € Z. Em particular, (p —q) | P(1) e (p+q) | P(—1).

Demonstragao.

()

Da hipdtese de que P (%) = (), conquistamos

n n—1
an (E) + an_q (E) + -+ q (E>+a0:O,
q q q

multiplicando ambos os membros da equagao anterior por q™, obtemos
anp™ +anp" g+ apqt T+ aqt =0 (5.1)
dai, mantendo no primeiro membro somente o termo que depende de ¢, obtemos
apq" =p (—anp™ = —aiq"Y),

segue que p | apq™ e consequentemente p | ap, pois por hipdtese mdc(p, q) = 1.

Na equacdo (5.1) ao mantermos no primeiro membro somente o termo que depende de

P, obtemos
anpn =q (_an—lpn_l L aoqn—l) ’

e de forma analoga conquistamos que q | a,p™ o que implica em q | a,, pois o

é imediato a partir de (a).

Como por hipdtese P <%) =0, entao

de onde segue que
1
P(m)=(aam™+---+am+ag) — o (anp™+ -+ apq™ '+ agq™),
multiplicando a equag¢do anterior por q™, obtemos

q"P(m) =q" (anm™ + -+ am+ag) — (anp™ + -+ apq™ ' + apq"),

1

Um polindmio é mdnico quando o coeficiente lider a,, ¢ igual a 1.
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que ao associar os termos de mesmo coeficientes resulta em
q"P(m) = an((mq)"—p") +---+aq"" (mq—p),

no segundo membro temos uma soma de ndmeros inteiros em que hd um fator em
comum, a saber, (mq — p) que ao ser colocado em evidéncia fica multiplicado por outro
inteiro 1, dai, temos que

q"P(m) = (mq—p)r

Dessa forma, (mq —p) | g™ P(m), sendo assim, (mq —p) | q™ ou (mq—p) | P(m).
Atente-se que as propriedades do mdc (sugerimos ao leitor as Paginas 74-85 de [18])

Nos asseguram que
mdc(p, q) =1 = mdc(mq —p,q) =1 = mdc(mq—p,q") = 1.

Segue que (mq —p) 1 q™, o que implica em (mq — p) | P(m), consequentemente, para
m=1tem-se (p—q) | P(1) e para m=—1tem-se (p+q) | P(—1).

Exemplo 23. Prove que \/2 é irracional.

Prova. Seja

=12

elevando ao quadrado ambos os lados, obtemos

subtraindo 2 de ambos membros, segue que
«?—2=0.
Dessa forma, temos que « é raiz de polinémio mdnico de coeficientes inteiros
P(x) =x*—2.

Portanto, se & € Q, pelo Teorema 5.4 « | P(0) = —2, isto &, as possiveis raizes racionais de
P sdo 1 ou 2. Entretanto, calculando diretamente P(£1) e P(£2) obtemos que nenhum

desses valores sdo iguais a zero, dai, segue x = V2 s6 pode ser irracional. [ |

Exemplo 24. Prove que ¢ = ‘/5;1 € irracional.

Prova. Na Secdo 3.2 ja constatamos que ¢ é raiz de um polinémio mdnico de coeficientes

inteiros
P(x) =x*>—x—1.

Portanto, se ¢ € Q, pelo Teorema 5.4 ¢ | P(0) = —1, isto é, as possiveis raizes racionais de
P s3o £1. No entanto, calculando diretamente P(+1) obtemos que nenhum desses valores

sdo iguais a zero, dai, segue que ¢ € irracional. [ |
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Na Secdo 4.2 observamos que /2 e ¢ apresentaram suas representacdes em fracdes
continuas de forma comportada, isto é, sao periddicas e observe que ao fazermos a analise
dos mesmos como raiz de um polindmio P, constatamos que esses irracionais sao também
quadraticos, isto é, sdo raizes de um polindmio de grau 2 com coeficientes inteiros. Dessa
forma, isso nos sugere investigar se ha uma estreita relacdo entre tais constatacGes, para tanto,

vejamos o teorema a segulir.

Teorema 5.5. Se x é uma irracionalidade quadratica, isto é, se x é um irracional do tipo

r++/s, comr,s € Q es >0, entdo a fracdo continua de x & periddica.
Demonstracdo. Sugerimos ao leitor as Paginas 125-126 de [24]. [
Exemplo 25. Prove que a v/2 é irracional.

Prova. Seja

o =v?2,

elevando ao cubo ambos os membros, obtemos

Dessa forma, temos que « é raiz de um polindmio ménico de coeficientes inteiros
P(x) =x*—2.

Portanto, se & € Q, pelo Teorema 5.4 « | P(0) = —2, isto &, as possiveis raizes racionais de
P sdo 1 ou 2. Entretanto, calculando diretamente P(£1) e P(£2) obtemos que nenhum

desses valores sdo iguais a zero, dai, segue ox = /2 s6 pode ser irracional. [ |

Na andlise do Exemplo 25 o professor é remetido a um problema que durante muito tempo
inquietou a mente dos matematicos, em particular os gedmetras, o problema consistia em
duplicar um cubo, isto é, a partir do cubo unitdrio construir um outro cubo que tenha o volume
igual ao dobro do volume do cubo unitdrio, de modo que isso fosse feito através dos métodos
euclidianos (usando régua sem métrica e compasso), veja a Figura 13.

Dessa forma, o fundamental seria construir um segmento de medida /2, pois seja V(11,1) 0

volume do cubo unitdrio e V(4 «,«) 0 volume do cubo duplicado, dai, segue que
2-Vauiy = Vieaw;

0 que equivale a
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7

Figura 13 — Cubos duplicados.

resultando no nosso valor em questdo que é
3
6= V2.

No entanto a construcdo do segmento de medida /2 é impossivel e isso sera ratificado pelo

teorema a seguir.

Teorema 5.6. Um nimero sé serd construtivel se for algébrico, de grau igual a uma poténcia
de 2.

Demonstracdo. Sugerimos ao leitor as Paginas 113-114 de [26]. |
Exemplo 26. Prove que tan 10 € irracional.

Prova. A priori manipulando convenientemente os itens do Lema 4.2, obtemos que

tana +tanb

t +b) =
an(a ) 1 Ftana-tanb’

(5.2)

sempre que tana, tanb e tan(a 4 b) estiverem definidos. A estratégia é sempre deixar o
irracional trigonométrico em funcao de outro irracional trigonométrico que se conheca de
forma explicita sua representacdo, dai, deixaremos tan 10 em fungdo de tan 30, dai, aplicando

sucessivamente o resultado da equag&o (5.2), obtemos que

2 tan 10
tan 30 — T tan210 T tan 10

_ 2tan?10
1—tan? 10
Seja
« = tan 10,
segue que
2
st 3o— o
tan 30 = — = .
2« 1— 3“2
1—o?

— 1
De sorte que tan 30 = 75 obtemos

1—3a2 /3
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elevando ao quadrado ambos os membros, resulta em

(Ba—od)® 1
(1—3a2)? 3

dai, conquistamos
30 — 27 + 33> — 1 = 0.

Dessa forma « é raiz de um polinbmio de coeficientes inteiros
P(x) =3x% —27x* +33x* — 1.

Portanto, se & € QQ, pelo Teorema 5.4 @ = %, de modo que p | P(0) = —1e q| 3, dai, as
possiveis raizes racionais de P sdo +1 ou :l:%. Entretanto, calculando diretamente P(+1) e
P (i%) obtemos que nenhum desses valores s3o iguais a zero, sendo assim, concluimos que

« = tan 10 € irracional. |
Exemplo 27. Prove que cos 20 € irracional.
Prova. A partir do Lema 4.2, conquistamos que

cos3a = 4cos® a—3cosa,
dai, tomando a = 20, obtemos

cos 60 = 4 cos® 20 — 3 cos 20.
Seja

o = cos 20,

segue que

cos 60 = 4 cos® « — 3 cos «.

De sorte que cos60 = 3, temos
3 1
4cos” x—3cosx = >
resultando em
8cos® x —3cosax — 1 = 0.

Dessa forma, o é raiz de um polindmio de coeficientes inteiros
P(x) =8x*—3x — 1.

Portanto, se & € QQ, pelo Teorema 5.4 @ = E, de modo que p | P(0) = —1 e q |8, dai, as
possiveis raizes racionais de P s3o =1, j:%, j:}l ou j:%. Entretanto, calculando diretamente
P(£1), P (:l:%) P (:l:}l) e P (i%), obtemos que nenhum desses valores s3o iguais a zero,
sendo assim, concluimos que & = cos 20 ¢ irracional. [ |
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De posse dos resultados do Exemplo 27 podemos verificar que a trisseccdo geral de um
angulo pelos métodos euclidianos é impossivel, pois um contraexemplo seria a trisseccao do
angulo de 60. Trissectar um angulo de 60 nos direciona a construir um angulo de 20, o que, por
sua vez, consiste em construir, a partir de um dado segmento unitdrio, um segmento de medida
igual a cos 20, para aclarar o procedimento descrito anteriormente, facamos um abordagem
geométrica. Com efeito, consideremos um tridngulo retangulo de base AB medindo 1 e os
angulos A =90 e B =60, como na Figura 14. Marquemos no lado AC um ponto D, de modo
que o angulo ABD = 20.

60

20
B 1 A

Figura 14 — Triangulo Retangulo

Dessa forma,
— AD AD
AD e —
1 AB
Portanto, para trissectar o angulo de 60 seria necessdrio construir um segmento de medida igual

= sec 20.

a sec 20 que é reciproco de cos 20, mas pelos métodos de construcao euclidianos a construcao
de um numero implica na construcao do seu reciproco. No entanto, cos 20 € raiz de polinémio
de coeficientes inteiros de grau igual a 3 e pelo Teorema 5.6 este nimero nao é construtivel.

Até entdo explicitamos uma teoria que nos condiciona julgar a irracionalidade somente de
nimeros algébricos, sendo assim, faz-se necessario tecermos argumentos dedutivos acerca de
nimeros transcendentes, consequentemente, irracionais. Diante do exposto, apresentamos a

seguir um teorema que nos conduz a construc¢ao de tais argumentos.

Definicao 5.2. Um conjunto de valores {31, B2, B3, ..., Bm} sdo linearmente dependentes

sobre um corpo A, se existirem ay, as, Qs, ..., Qm, Ndo todos nulos, pertencentes a A, tal que
ai1B1+ azPe+azPs+ -+ amPm =0.

Se por outro lado o dnico conjunto a;, as, as, ..., Ay, para os quais a igualdade acima
é satisfeita for a; = a; = a3 = --- = a;, = 0, entdo dizemos que o conjunto de valores

{B1,B2,P3,...,Pm} sdo linearmente independentes.
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Teorema 5.7 (Hermite - Lindemann). Se «4, ..., &, sdo nidmeros algébricos distintos, entdo
e* ...,e%m sjo linearmente independentes sobre o corpo dos niimeros algébricos.
Demonstracdo. Sugerimos ao leitor as Paginas 165-176 de [8]. n

De acordo com [8] o Teorema de Hermite - Lindemann é um dos mais importantes resultados
da Teoria dos Transcendentes, pois dele pode-se deduzir a transcendéncia de varios nliimeros

relacionados com as necessarias funcoes exponencial, logaritmo e fungdes trigonométricas.
Exemplo 28. Prove que se « € algébrico ndo nulo, entdo e* é transcendente.

Prova. Suponha que e* seja algébrico, isto é, que seja raiz de um polindmio P € Q[x] \ {0},
dai, segue que
ane ™+ -+ aqe“+ag =0,

mas observe que tal resultado contraria o Teorema 5.7 por ser uma combinacado linearmente

dependente. Logo, e™ é transcendente (irracional). [

Observacao 6. Na conformidade do Exemplo 28 se tomarmos o = 1 conquistamos a trans-

cendéncia também da constante de euler, e.
Lema 5.1 (Férmula de Euler). Para o € R, temos que
e'™ = cos ot + isin «,
onde i é unidade imagindria de um niimero complexo, isto é, i* = —1.

Demonstragdo. Assumiremos a veracidade da forma restrita da série de Taylor, série de

Maclaurin, como segue

£/(0)_, £7(0 (0
f(x) = £(0) + ()x+ ()x2+ + ()x“+-~
1! 2! n!
Decorre que
NI B
X— —_— —_— — —
e—1+1'+2!+3!+4!+ (5.3)
x? xt X8
CosSX = —E—i—z—a-l---- (5.4)
o x5 x> X 55
sm><—x—§—|—§—ﬁ+‘“ (5.5)
Substituindo x = i na equagdo (5.3), obtemos
ia I S Fo o A Fo G AR Fo AN AR Foed
e =1 io— o o b s T

2! 3! 4l 5! 6! 7! 8! 9!
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organizando convenientemente, temos

w_ (4 o ot o b , o o ol o
e = —i—i-z—aﬁ—g—"' +1 O(—gﬁ—a—W'Fa—'“ ,

dai, pelas equagdes (5.4) e (5.5), concluimos que

e'® = cos ot + isin .

. ~ —%k
Exemplo 29. Prove que cos «, sin & e tan & sdo transcendentes, para todo x € Q .

Prova. Como a funcdo cosseno é par e a funcao seno é impar, aplicando —x na Férmula de

Euler, temos

e ' = cos o — isin &.

Dessa forma, conquistamos que
i —ilx __ L L
e +e = COS X+ 181N & + COS X — 151N &,

dai,
e+ e —2(cosx)e’ = 0.

Portanto, se supormos que cos « é algébrico, entao pelo Teorema 5.7 teriamos que

e +e ' —2(cosx)e’ # 0,

o que é um absurdo,sendo assim, cos o é transcendente (irracional).

Os resultados para sin « e tan & seguem de forma analoga, tendo em vista que

2i(sinx)e? —et* e t* =
e

(itano — 1)et* 4 (itanx + 1)e ' * = 0.

Exemplo 30. Prove cosh «, sinh & e tanh & sdo transcendentes, para todo « € Q"
Prova. De sorte que a fun¢ado hiperbdlica

e¥ 4+ e«
COSh X = —
2 )

segue que
2(coshx)e’ —e* —e % = (.

Portanto, se supormos que cosh « é algébrico, entao pelo Teorema 5.7 teriamos que

2(cosh x)e? —e* —e £ 0,
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o que é um absurdo, sendo assim, cosh o é transcendente (irracional).

Os resultados para sinh & e tanh « seguem de forma andloga, tendo em vista que

2(sinh )e? —e* +e * =0
e

(tanh ¢ — 1)e* + (tanh ax + 1) = 0.

Exemplo 31. Prove que 7t € transcendente.
Prova. Aplicando « = 7t na Férmula de Euler, temos
e’ = cosT+isinm,

o que resulta em

de modo que ao somarmos 1 de ambos os membros da igualdade, obtemos
e +1=0 (Identidade de Euler).

Ve Ve - ~ . e~ 7
Portanto, se supormos que 7t é algébrico, entdo it € Q , dai, pelo resultado do Exemplo
28 temos que e'™ é transcendente, o que é um absurdo, pois e = —1, sendo assim 7 é

transcendente (irracional). |

A transcendéncia de 7t revelou a impossibilidade da quadratura do circulo, isto é, construir

pelos métodos euclidianos um quadrado com area igual a de um circulo dado, veja a Figura 15.

Figura 15 — Quadratura do Circulo

Com efeito, tomando um circulo de raio 1, segue que, sua area (Ac) é dada por
Ac=m-1>=m
Seja 1 o lado de um quadrado, entdo sua drea (Aq) é dada por

Ag =12
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A partir dos resultados anteriores para que Ac = Ag € necessdrio que

=12

dai, o problema da quadratura do circulo se submete a construtibilidade de

o que é impossivel, pois como 7t é transcendente, entdo /7t também o é, mas pelo Teorema

5.6 nimeros transcendentes nao sao construtiveis com régua e compasso.
Exemplo 32. Prove que Ino é transcendente, para « € Q e o« ¢ {0, 1}.

Prova. Suponha que Inx € Q’, dai, pelo resultado do Exemplo 28 e'™* ¢é transcendente.

Entretanto, temos que

elncx =,

o que é um absurdo, pois por hipétese o € Q, sendo assim, lna é transcendente (irracional). W

Teorema 5.8 (Gelfond - Schneider). Se o é um nidmero algébrico diferente de 0 e 1, 3 um

algébrico ndo racional. Entdo oP é transcendente.
Demonstracdo. Sugerimos ao leitor as Paginas 177-190 de [8]. |

Segundo [25] o Teorema de Gelfond - Schneider solucionou o sétimo problema de Hilbert,
que consistia em provar que 2V2 era transcendente. Para Hilbert o ataque a esse problema

pelos matematicos do século XX contribuiria para o desenvolvimento salutar da Matematica.
Exemplo 33. Prove que 4V2 & irracional.

Prova. Observe que 4 é algébrico e que \/2 é um irracional algébrico, dai, pelo Teorema 5.8

4V2 ¢ transcendente, consequentemente, um irracional. [ |
Exemplo 34. Prove que e™ € transcendente.
Prova. Pela ldentidade de Euler, temos que

ei.T[ - _1

Y

elevando ambos os lados ao simétrico da unidade imagindria, —i, obtemos
(e™) = (-1,
de onde segue que
e = (—1)""
Atente-se que no segundo membro temos um algébrico diferente de 0 e 1 (—1) elevado a um

algébrico n3o racional (—i), dafi, pelo Teorema 5.8 (—1)~* é transcendente, consequentemente,

e™ também é transcendente. [ ]
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6 Consideracoes Finais

Diante do que foi explicitado no presente trabalho fica nitida a viabilidade dos estudos
acerca dos nimeros irracionais na educacao basica, principalmente no Ensino Médio, o que
consequentemente impulsiona a aquisicao de conhecimentos matematicos a nivel superior.
Destaca-se ainda que foram atendidas as exigéncias da BNCC, pois o texto deixa claro que os
nimeros irracionais apresentam representacao decimal infinita aperiddica e com as aproximacdes
por racionais através de fracdes continuas possibilita a localizagcdo de tais niimeros na reta
numérica.

Por conseguinte, o modo como o trabalho foi organizado com uma linguagem simples, com
aplicagcoes e exemplos que permeiam os curriculos da educag¢do basica e fazem incursdes a
diversos tépicos da matemdtica, tais como: a teoria dos conjuntos com seus entes fundamentais,
a ideia de conjuntos fechados em relacao a operacdes aritméticas, principio da ndo contradigao,
progressoes, teorema fundamental da aritmética, proporcionalidade, semelhanca, matematica fi-
nanceira, poligonos regulares, dreas, volumes, trigonometria, expressoes aritméticas, polinémios,
construtibilidade de nimeros por métodos euclidianos, independéncia linear, dentre outros.
Corroboram com cumprimento do nosso objetivo que é a construgdo de um material didatico em
que os professores possam a partir do mesmo perceber a importancia dos nlimeros irracionais e
realizar transposicdo diddtica para o uso em sala de aula dos ndmeros em destaque.

Faz-se necessdrio ressaltar que pesquisas realizadas pelo presente autor constatou que provar
se um dado ndmero € irracional através da teoria dos algébricos e transcendentes tem aplicacao
fundamental no Ensino Médio, pois conduzird o discente a conhecer a natureza aritmética de
diversos nlimeros e em paralelo aprimorard as técnicas de manipulagdes algébricas e célculo de
imagem de uma fun¢do polinomial, o que suaviza a transicdo da aritmética para a algebra.

Em suma, temos a expectativa que este trabalho instigue o leitor a desenvolver pesquisas
relacionadas ao Conjunto dos Nidmeros Irracionais, pois dessa forma estes nlimeros serdo
cada vez mais estudados em todos os niveis de ensino, consequentemente, aclarando o quao
importantes sao para a Matematica, rompendo a ideia deste conjunto ser coadjuvante do

conjunto dos nimeros racionais, dado que ambos sdo fundamentais para a andlise real.



72

Referencias

1 REZENDE, V. Conhecimentos sobre niimeros irracionais mobilizados por alunos brasileiros
e franceses: um estudo com alunos concluintes de trés niveis de ensino. Tese (Doutorado) —
Universidade Estadual de Maringd, 2013. 9

2 BRASIL. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia: MEC, 2018. 600 p. Disponivel em:
(http://basenacionalcomum.mec.gov.br/images/BNCC_EI|_EF_110518_versaofinal_site.pdf).
Acesso em: 24 abr. 2020. 9

3 LIMA, E. L. Curso de andlise. 14. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2013. v. 1. 431 p. (Projeto
Euclides, v. 1). ISBN 978-85-244-0118-3. 10, 12, 13, 15, 16

4 DOERING, C. I. Introducdo a Analise Matematica na Reta. 1. ed. Rio de Janeiro: SBM,
2015. 580 p. (Colecao Textos Universitarios, 17). ISBN 978-85-8337-035-2. 10, 13, 15, 18, 32

5 NETO, A. C. M. Nimeros Reais. 1. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2012. v. 1. 235 p. (Tépicos
de Matematica Elementar, 24). ISBN 978-8585818-56-2. 10

6 LIMA, E. L.; CARVALHO, P. C. P. Coordenadas no plano. 5. ed. Rio de Janeiro: SBM,
2011. 336 p. (Colegdo do Professor de Matematica, 05). ISBN 978-85-85818-04-3. 10

7 LIMA, E. L. Andlise Real. 12. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2017. v. 1. 198 p. (Colecdo
Matemdtica Universitaria, v. 1). ISBN 978-85-244-0048-3. 10, 13

8 MARQUES, D. Teoria dos Numeros Transcendentes. 1. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2013.
223 p. (Colecao Textos Universitarios, 14). ISBN 978-85-85818-78-4. 17, 36, 59, 60, 67, 70

9 MENGUE, J. K.; RIPOLL, C. C. Introdu¢3ao aos niimeros normais. In: 22 Coléquio de
Matematica da Regido Sul. [S.l.]: IMPA, 2012. 17

10 JAMES, B. R. Probabilidade: um curso em nivel intermediario. 4. ed. Rio de Janeiro:
IMPA, 2015. 321 p. (Colegdo Projeto Euclides). ISBN 978-85-244-0414-6. 20

11 IVAN, N. Ndmeros: racionais e irracionais. Rio de Janeiro: SBM, 1990. 175 p. (Cole¢&o
Iniciagdo Cientifica, 02). ISBN 978-85-85818-68-5. 21

12 HELLMEISTER, A. C. P. Geometria em Sala de Aula. 1. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2013.
550 p. (Cole¢do do Professor de Matemitica). 24

13 NETO, A. C. M. Tépicos de Matematica Elementar: introducdo a analise funcional. 2.
ed. Rio de Janeiro: SBM, 2012. v. 3. 331 p. (Colecdo Professor de Matemdtica, 26). ISBN
978-85-8337-007-9. 28, 31

14 MORGADO, A. C.; CARVALHO, P. C. P. Matematica Discreta. 2. ed. Rio de Janeiro:
SBM, 2015. 294 p. (Colecdo PROFMAT, 12). ISBN 978-85-8337-034-5. 28

15 MAOR, E. e: A Histéria de um Nimero. 4. ed. Rio de Janeiro: Record, 2008. ISBN
078-85-01-05847-8. 31


http://basenacionalcomum.mec.gov.br/images/BNCC_EI_EF_110518_versaofinal_site.pdf

Referéncias 73

16 MATEMATICA ganha um dia para chamar de seu: 14 de margo. 2019. IMPA. Disponivel
em: (https://impa.br/noticias/a-matematica-ganha-um-dia-todo-seu-14-de-marco/). Acesso
em: 17 abr. 2020. 31

17 AABOE, A. Episédios da Histéria Antiga da Matematica. 3. ed. Rio de Janeiro: SBM,
2013. 191 p. (Colegdo do Professor de Matematica, 18). ISBN 978-85-85818-95-1. 32, 47

18 HEFEZ, A. Aritmética. 2. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2016. 298 p. (Colegdo PROFMAT, 8).
ISBN 978-85-8337-105-2. 40, 62

19 CARNEIRO, J. P. O problema do amigo oculto. Revista do Professor de Matematica,
n. 28, 2008. 42

20 MORGADO, A. C. et al. Andlise Combinatdria e Probabilidade. 10. ed. Rio de Janeiro:
SBM, 2016. 338 p. (Colegdo Professor de Matematica, 2). ISBN 978-85-8337-077-2. 42

21 TERREMOTO de Magnitude 5,3 Atinge a Croacia e Deixa um Morto.
2020. G1. Disponivel em: (https://gl.globo.com/mundo/noticia/2020/03/22/
terremoto-de-magnitude-53-atinge-a-croacia.ghtml). Acesso em: 22 mar. 2020. 45

22 NETO, A. C. M. Tépicos de Matematica Elementar: geometria euclidiana plana. 2. ed.
Rio de Janeiro: SBM, 2013. v. 2. 464 p. (Colecdo Professor de Matemdtica, 25). ISBN
978-85-85818-84-5. 46

23 CARMO, M. P. do; MORGADO, A. C.; WAGNER, E. Trigonometria/ Niimeros Complexos.
3. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2005. 171 p. (Colegdo do Professor de Matemdtica, 6). ISBN
978-85-85818-08-1. 48

24 MARTINEZ, F. E. B. et al. Teoria dos Nimeros: um passeio com primos e outros
nimeros familiares pelo mundo inteiro. 3. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2013. 497 p. (Coleg3do
Projeto Euclides). 49, 63

25 FIGUEIREDO, D. G. de. Niumeros Irracionais e Transcendentes. 3. ed. Rio de Janeiro:
SBM, 2011. 66 p. (Colegdo de Iniciagdo Cientifica, 1). ISBN 978-85-85818-18-0. 59, 70

26 GONCALVES, A. Introducdo a Algebra. 5. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2015. 194 p.
(Colegdo Projeto Euclides). ISBN 978-85-244-0108-4. 64


https://impa.br/noticias/a-matematica-ganha-um-dia-todo-seu-14-de-marco/
https://g1.globo.com/mundo/noticia/2020/03/22/terremoto-de-magnitude-53-atinge-a-croacia.ghtml
https://g1.globo.com/mundo/noticia/2020/03/22/terremoto-de-magnitude-53-atinge-a-croacia.ghtml

74

APENDICE A — Aproximacio de 7t via
Geogebra

Segue o passo a passo da aproximagdo do comprimento do circulo por poligonos regulares,

por falta e excesso, no software GeoGebra, consequentemente, aproximacao de 7t.

1 Barra de menu: Opgies Ferramentas Janela Ajuda
" ! Arredondamento 1 0 Casas Decimais
1 1 Casa Decimal
A4 Rotular
2 Casas Decimais
. 4] Tamanho da Fonte 3 3 Casas Decimais
2. Opcoes; @ coma =
) ! 5 Casas Decimais
% Avancado
10 Casas Decimais
[3] Gravar Configuraces ® 15 Casas Decimais
Restaurar Configuracdo Padrio
3 A d d t . 3 Algarismos Significativos
. rreaondamento, 5 Algarismos Significativos

10 Algarismos Significativos

15 Algarismos Significativos
B

4. 15 casas decimais.

].. Barra de menU, Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
Arredondamento >
ellage o=zl oy
~ 1 A Rotular 3 Modo Automético
2. Op(;OGS, Para Todos os Objetos Novos
4| Tamanho da Fonte 3
E |dioma | ® Menos para os Objetos Movos
Apenas para 0s Pontos Novos
. 4w? Avancado 5
3. Rotular;
@ Gravar Configuracies
Restaurar Configuracdo Padro 4

4. Menos para Objetos Novos.

1. Barra de Ferramentas;

2

2- Janela 11; Controle Deslizante

Caixa para Exibir f Esconder Objetos

3. Controle Deslizante; Botdio

a=11 Campo de Entrada

4. Clique em qualquer regido do plano.
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1. Aparecera a Janela do Controle Desli-

zante;
2. Marque em Inteiro;
3. min: 3;

4. max: 1000.

1. Barra de Ferramenta;
2. Janela 6;

3. Circulo dado Centro e Um de seus pon-

tos.

1. Clique no Centro do Plano Cartesiano;

2. Escolha um ponto do Eixo vy;

3. A Distancia do Centro ao Ponto Deter-

mina o Raio.

1. Barra de Ferramentas;
2. Janela 8;
3. Angulo com Amplitude Fixa;

4. Clique no Ponto Escolhido no Eixo y e

no Centro.

Controle Deslizante >

. Mome
O Nimero

) Angulo
@ Inteiro [ aleatdrio (F9)

n

Intervalo  Controle Deslizante  Animacdo

min: |3 max: 1000 Incremento: |1

oK Cancelar

w .
I\:/I Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

al

() Circulo dados Centro e Raio

.’---\.
L.*7 Compasso

.Q_c-. ﬁmgulo com Amplitude Fixa
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1. Janela Angulo com Amplitude Fixa; €7 Angulo com Amplitude Fixa x
Angulo
2. Angulo = 360/2 - N, 3607/(2*) [a]
@ sentido anti-horério
3. sentido anti-horario; @ cE I
Ok Cancelar

4. Aparecerd um ponto sobre o Circulo.

1. Barra de Ferramentas;

ABC P72

o o xi

2. Janela 9;

3. Reflexdo em Relacao a uma Reta; . .
Reflexao em Relacao a uma Reta

N
(AN

4. Clique no Ponto que Apareceu no Circulo

e no Eixo x.

1. Observe que Circulo tem Dois Pontos = — .
. i " l"'-_-h- ."'| " L]
Refletidos; J'r“' \* f'_f k."_,/_{ qf.__”‘T x
2. Barra de Ferramentas; .

L*- Poligono
3. Janela 5;

.-'-'-\. -
+ = Poligono Regular
.

4. Poligono Regular;

5. Clique nos Dois Pontos Refletidos, sen-

tido anti-horario.

1. Janela Poligono Regular; £ Poligono Regular %
Vertices
n [a]

oK Cancelar

2. Vértices = n.
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1. Barra de Ferramentas;
2. Janela 4;

3. Reta Paralela;

4. Clique no Eixo x e no Ponto Escolhido

Sobre o Eixo y no 62 passo.

1. Barra de Ferramentas;
2. Janela 3:

3. Reta;

4. A Reta deve Passar pelo centro e Pelo

Vértice do Poligono (inicialmente um

tridangulo).

1. Barra de Ferramentas;
2. Janela 2;

3. Intersecdo de Dois Objetos;

4. A Intersecdo serd das Retas do 122 passo

e do 132 passo.

- =
i (-
|— ] L'“"‘,’—.» S L

- )
A Reta Perpendicular

—*__  RetaParalela

—_—

o L || [, P
=S

il

Ponto

[l Ponto em CObjeto

Jp Wincular f Desvincular PFPonto

Intersecio de Dois Objetos
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1. Faca a Reflexao do Ponto de Intersecao
do 142 passo em Relac3o ao Eixo y (veja

0 99passo);

2. Selecione Poligono Regular (veja 102

passo);

3. Clique nos Pontos aqui Refletidos, sen-

tido anti-horario;

4. Na Janela de Poligono Regular Coloque
Vértice igual a n (veja 112 passo), até o
momento a construcao deve estad similar

a figura ao lado.

1. Até Entdo a Janela de Algebra Apresenta

a Estrutura ao Lado.

1. Desabilite as Retas, o Angulo e os Eixos;

2. Altere as Cores dos Poligonos e Segmen-

tos a seu Modo;

3. Para Alteracdo, Coloque o Cursor do
Mouse Sobre o Objeto e Clique no Botao
Direito do Mouse e Selecione Proprieda-

des.

» Janela de Algebra >
Canica
L cixEPeyr=0
Mumerao
@ m=3
Poligono
poll =11.691342951089922
@ pol2 =46.76537180435967T4
Ponto
& A=(0,0)
B = (0, -3)
= (2.598076211353316, -1.5)
(-2.598076211353316, -1.5)
(5. 196152422T0663, -3)

= (-5.1961 52422706631, -3)

Ret

B
B
A
Ky
a

ngy=-3

Pg: 1.5x + 2.598076211353316y =0

T=5196152422706632
g = 10.39230484541326

L _J

-
5 Segmento

- -

L _J

gulo

An
L@ a= 60°
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- Cénica
e crMEeyE=20
Mumero
o m=3
Poligono
----- ® poll=11.691342951089922
oM pol2 = 46.7T65371804359674

Ponto
- A= (0, D)
B = (0, -3)
B'=(2.598076211353316, -1.5)
B = (-2.598076211353316, -1.5)
J? = (5.196152422T70663, -3)
K? = (-5.196152422T706631, -3)
Reta
e ng:y=73
L DB:1.5!’.+2.5980?’5211353315y=0
Segmento

i@ f=5.106152422706632
® 49y =10.39230484541326

Angulo

e a=60°

182 passo:

1. Barra de Ferramentas;

2. Janela 3;

3. Segmento;

4. Ligue o Centro a um Ponto da Circun-

feréncia (raio);

5. Renomeie por 7.

1. Barra de Entrada;
2. Digite a Fun¢do Perimetro[poll];

3. Digite a Fung¢do Perimetro[pol2];

» Janela de Algebra <

=
1
L]

Erirad; Perimetrolol ]
PR
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1. Os Perimetros Aparecerdao na Janela de

Algebra na Secdo Nimero;
2. O Leitor Poderd Renomear;

3. Aqui

(perimetro do poligono inscrito) e PCir-

Renomeamos para Plnscrito

cunscrito (perimetro do poligono circuns-

crito).

1. Observe que na Metade Lado Direito ha

uma Seta;

2. Planilha de Calculo.

1. Digite na Célula A1 o comando:
=Plnscrito/(2*r)

2. Digite na Célula A2 o comando:
=PCircunscrito/(2*r)

v Janela de Algebra X
Cdnica

------ 0 c+y=9
Mamero

----- PCircunscrito = 20.784609690826528
----- Pinscrito = 18.000000000000004

Crie Yvooé mesmo

Calculadora Grafica
Janela CAS

Geometria [+
30D Grapher

Flanilha de Calculos
Probabilidade

*5T

yE

¥ Planilha

felv 1 |EHEE T
A

1 2508076211353316

2 5.195152¢22?D5531.
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1. Barra de Ferramentas;

2. Janela 10;

3. Texto.

242 passo:

1. Janela de Texto;

2. Férmula Latex;

3. Clique em Objetos;

4. Serdo Selecionados os Objetos Al e A2;

5. No campo editar: Al < \pi < A2;

Logo, temos através do software GeoGebra o método classico de Arquimedes para aproximar

o valor de 7.

n= 496

.

o -

ABC Texto

2

<

W

“C} Texto

Editar

a1 =pi=|az |

Farmula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -

P[]

Visualizar

209807621 13533160 < w < S 196G 1524227066

J Ajuda

Ok

Cancelar

3. 141031950890512 < 7 < 3.14271459964537
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APENDICE B - Fracdes Continuas via
Geogebra

Como o Geogebra é um software de linguagem de programacao em java, faz-se necessario
esclarecer alguns comandos do mesmo que sdo de fundamental importancia no estudo de

fracdes continuas.

Comando Finalidade
tem a fun¢do da virgula
* multiplicacdo
/ divisdo
) exponencial
sqrt raiz quadrada
RaizNEsima raiz enésima
sin seno
cos COSSENO
tan tangente

Para obter fracdes continuas no Geogebra o comando a ser utilizado na barra de entrada é
FracaoContinua[< Nimero >]

Exemplo 35. Obter a fracdo continua de \/2 no Geogebra.

Na barra de entrada digite o comando como

Entrada: FracaoContinua[sqrt(2)]

na imagem ao lado.

Aparecerd no campo de visualizacdo e também Tty

na janela de dlgebra a fracdo continua na forma 1

textol = "1+ ) I

tradicional, fracdo sobre fracdo, a saber

.- W L

De posse do resultado da fracdo continua na forma tradicional € possivel escrever a mesma

na forma reduzida, basta utilizar os inteiros que estdo sendo somados as fragcbes, como segue

V2 =101;2,2,2,2,2,2,2,2.2,2,2. .. ]
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O Geogebra também dd uma boa aproximagdo racional do nimero, para tanto na barra de

entrada o comando a ser utilizado é

FracdoEm Texto[< Nimero >].

No caso do \/2 a aproximac3o racional dada pelo programa é 2591 " cyjo erro estd na ordem
§ 13860

de décimo de bilionésimo.

De forma analoga ao que foi exposto no exemplo anterior, podemos obter a fracdo continua

de ¢ = @ através do comando

FragdoContinua[(sqrt(5) + 1) / 2]

Quanto a aproximac3do racional dada pelo programa, basta inserir na barra de entrada o

comando

FracdoEmTexto[(sqrt(5) + 1) / 2]

10946
6765 '

Os comandos para a obtenc¢do das fracdes continuas da constante de euler (e) e 7, sdo

FracdoContinuale] I FracdoContinua[pi] I
e 1

respectivamente. No que se refere as aproximagdes racionais dadas pelo programa, temos para

que aparecera a aproximacao racional cujo erro estd na ordem de centésimo de milionésimo.

e o niimero %, com erro esta na ordem de décimo de bilionésimo e para 7t a aproximacao
dada é 3% com erro na ordem de centésimo de bilionésimo.

Exemplo 36. Obter a fraco continua de /2 no Geogebra.

Para raizes enésimas usa-se o comando

FracsoContinua[RaizNEsima( < x >, < n > )]I

onde n representa o indice da raiz e o x representa o radicando. Dessa forma o comando para

obter a fraco continua de /2 é

FracsoContinua[RaizNEsima( 2, 3)]'

obtemos a fracdo continua na sua forma reduzida, como segue

Y

V2 =11:3,1,5,1,1,4,1,1,8,.. .
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APENDICE C — Lista de Exercicios

Exercicio 1.

O Hotel de Hilbert tinha um infinidade de quar-
tos, numerados consecutivamente, um para
cada ndmero natural. Todos eram igualmente
confortaveis. Num fim-de-semana prolongado,
o hotel estava com os seus quartos todos ocu-
pados, quando chega um viajante. A recepcio-
nista vai logo dizendo:

—Sinto muito, mas n3o ha vagas.

Ouvindo isto, o gerente interveio:

—Podemos abrigar o cavalheiro, sim senhora.
E ordena:

—Transfira o héspede do quarto 1 para o quarto
2, passe o do quarto 2 para o quarto 3 e assim
em diante. Quem tiver no quarto n, mude
para o quarto n + 1. Isto mantera todos alo-
jados e deixard disponivel o quarto 1 para o
recém-chegado.

a) Qual procedimento a recepcionista deve
fazer com a chegada de um onibus com 30
passageiros?

b) Qual procedimento a recepcionista deve
fazer com a chegada de um trem com uma

infinidade de passageiros?

Exercicio 2.

Julgue as afirmacdes a seguir em relagdo aos ir-
racionais e se possivel mostre contraexemplos.
a) Os ndmeros irracionais ndo podem ser ex-
pressos em forma fracionaria.

b) N3o existem irracionais entre 1 e 2.

c) Existem irracionais tanto quanto existem
racionais.

d) Os irracionais tem representa¢do decimal

infinita e aperiddica.

e) O conjunto dos niimeros irracionais € finito.

Exercicio 3.

Nos itens a seguir existe apenas um em que 0s
numeros nao sao todos irracionais. Identifique
qual é o item e avalie junto aos discentes a

irracionalidade dos niumeros em todos os itens.

) v2; V3, V5

1) 7 §; e
1) /9; ~42; (0,5)09

IV) log15; 4v/20; 1,123

V) 3V3 V6

Exercicio 4.

Sabendo que v/2 é quadratico, consequente-
mente, construtivel pelos métodos euclidianos.
Construa um segmento de comprimento /2

usando apenas régua e compasso.

Exercicio 5.
Prove que se p é primo, entao (1 + \/ﬁ)n é
irracional, para todon > 1.

Exercicio 6.

Encontre alguns padroes para representacoes
em fracOes continuas de nimeros decimais
periddicos. Posteriormente busque aproximar

irracionais por racionais.

Exercicio 7.

Prove que o nimero \/2 + /2 + V2 é irraci-

onal.
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