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RESUMO

A luz e seu comportamento sempre foram alvos de diversos estudos e de muita discussao,
até se concluir que a luz pode ter um comportamento ondulatério e corpuscular (particulas),
que caracteriza a teoria da dualidade onda-particula. Da interacao da luz com a matéria
podem ocorrer varios fendémenos 6pticos, como a refracao, reflexao, difragao, absorcao,
dentre outros. O que os cientistas observaram que dependendo do fenémeno e da facilidade
de melhor entendimento, pode-se escolher se quer explica-lo, usando a luz como onda
ou como particula. Por exemplo, pela teoria ondulatoéria é possivel entender o efeito de
difragdo que a luz sofre ao passar por uma fenda (uma obstruc¢ao) usando o Principio de
Huygens, e bem demonstrada pelo experimento de fenda dupla de Young. Outro exemplo
é quando a luz incide na superficie de um espelho, nesse caso ela pode ser tratada como
particula e como onda. Na situacdo em que o tamanho da abertura por onde o raio de
luz é propagado é muito maior comparado com o comprimento de onda da luz usada, o
efeito de difracao pode ser negligenciado e assim, a 6ptica geométrica pode ser aplicada.
Neste caso, o tracado de raios e as ferramentas de geometria sao usados para determinar
os parametros que formam o sistema 6ptico de imagem, como as distancias dos planos
objeto e imagem em relacao a posicao da lente e aos tamanhos do objeto nestes planos. A
proposta didatica deste trabalho explora a formagao de imagem por um sistema 6ptico
composto por uma ou mais lentes usando quatro formas diferentes utilizando a forma
algébrica pela utilizacao da equagao de lentes; a forma geométrica através do tracado de
raios; de forma matricial pela aplicagao das matrizes de transferéncia e a 1ltima forma com
aulas pratica, montando experimentalmente o sistema optico. Desta forma, esta proposta
relaciona a Optica geométrica (formagao de imagens) e as matrizes para ser um ensino
interdisciplinar de Fisica e Matematica. Diversos autores defendem a interdisciplinaridade
no ensino de Matematica e Fisica, por conectar esses contetidos e mostrar uma aplicagao
real da Matematica. Além disso o uso de atividades praticas interfere no ensino da Fisica,
pois o aluno pode visualizar e compreender um contetido que se mostra, na maioria das
vezes, abstrato. Entao, espera-se que o ensino em conjunto de ambos conceitos pode
oferecer uma contextualizacao nas aulas, melhorias no aprendizado do aluno e também a

satisfacao do professor colhendo os resultados positivos do seu trabalho.

Palavras-chave: 1. Matematica. 2. Fisica 3. Interdisciplinaridade. 4. Matrizes. 5.

Optica Geométrica 6. Experimental
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ABSTRACT

Light and its behavior have always been the subject of several studies and much
discussion, until it has been concluded that light can have a wavy and corpuscular
behavior (particles), which characterizes the theory of wave-particle duality. Various
optical phenomena can occur from the interaction of light with matter, such as refraction,
reflection, diffraction, absorption, among others. What scientists have observed is that
depending on the phenomenon and the ease of better understanding, one can choose
whether to explain it, using light as a wave or as a particle. For example, by the wave
theory, it is possible to understand the diffraction effect that light suffers when passing
through a crack (an obstruction) using the Huygens Principle, and well demonstrated by
Young’s double-slit experiment. Another example is when light strikes the surface of a
mirror, which, in this case, can be treated as a particle and as a wave. In the situation
where the size of the opening through which the light beam is propagated, it is much
larger compared to the wavelength of the light used, the diffraction effect can be neglected
and thus, geometric optics can be applied. In this case, ray tracing and geometry tools
are used to determine the parameters that make up the optical image system, such as the
distances of the object and image planes in relation to the lens position and the sizes of
the object in these planes. The didactic proposal of this work explores the formation of
image by an optical system, composed of one or more lenses using four different forms,
utilizing the algebraic form by using the lens equation; the geometric shape through the
ray tracing; in a matrix form by the application of transfer matrices and the last form
with practical classes, experimentally setting up the optical system. In this way, this
proposal relates geometric optics (image formation) and matrices to be an interdisciplinary
teaching of Physics and Mathematics. Several authors defend the interdisciplinarity in the
teaching of Mathematics and Physics, for connecting these contents and showing a real
application of Mathematics. In addition, the use of practical activities interferes in the
teaching of Physics, as the student can visualize and understand a content that appears,
in most cases, abstract. Therefore, it is expected that teaching together both concepts can
offer contextualization in class, improvements in student learning and teacher satisfaction,
reaping the positive results of their work.

Keywords: 1. Physics. 3. Interdisciplinarity. 4. Matrices. 5. Geometric Optics.

6. Experimental
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INTRODUCAO

E inegavel que a Matematica assume um papel importante, no mundo em que vivemos,
estando presente em todas as atividades dos seres humanos. Por essa relevancia, também é
notoério que o ensino da Matematica se tornou imprescindivel em nossas vidas. No entanto,
é comum ouvirmos comentarios de alunos, sobre um descontentamento e dificuldade do
entendimento em sala de aula. Desta forma, muito se questiona sobre a qualidade do ensino
da matematica em todos os niveis escolares. Uma prova disso, que é alarmante, é o péssimo
resultado do pais no PISA (Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes) [1] [2].
O exame nos revela, por exemplo, que dois tercos dos brasileiros de 15 anos tem um
conhecimento inferior quando se refere ao basico em Matematica. Este cenario nos faz
questionar sobre o que precisa ser feito para melhorar o processo de ensino e aprendizagem
da disciplina em nosso pais.

Diversos fatores colaboram para o problema do ensino da Matematica e todos os
personagens do processo de ensino e aprendizagem sao responsaveis por essa situacao.
Alunos desmotivados, familias ausentes, professores desvalorizados e sem motivacao para
renovar suas habilidades e conhecimentos para o uso de novas ferramentas de ensino. Além
disso, tém-se como problemas, a ma dos professores e sistemas de ensino que priorizam
avaliagoes externas que nao consideram o aprendizado do aluno.

Entretanto, para minimizar os problemas e tornar o ensino mais efetivo e agradavel,
muitas propostas tém surgido no que diz respeito as praticas e metodologias adotadas pelos
docentes. Se destacam, o uso de materiais manipulaveis (dbaco, Tangram, material dourado,
entre outros), uso de tecnologias de informagao e comunicacdo, programas matematicos,
sala de aula invertida, entre outros [3] [4]. No programa de Mestrado Profissional em
Matemética em Rede Nacional (PROFMAT) os alunos, que sdo professores atuantes no
ensino da matematica, tem trazido em seus trabalhos de conclusao importantes propostas
para tornar o ensino da matematica mais efetivo nas salas de aula de nosso pais (para ter
acesso as dissertagoes do PROFMAT acesse [5]). Pode-se destacar dois trabalho com viés
similar com o que propomos aqui, como o ensino de matrizes usando figuras geométricas
plana [6] e o uso de matrizes com auxilio de programa de matemética [7]. No presente
trabalho propoe-se explorar a interdisciplinaridade e as atividades praticas em para o
melhoramento do ensino em sala de aula.

Defendida por diversos autores, a interdisciplinaridade quebra as barreiras das disci-
plinas e apresenta um contetiddo de maneira mais abrangente, mostrando suas diversas
faces e aplicagoes. Sendo assim, o conteudo é apresentado de maneira mais interessante
para o aluno, possibilitando novas conclusoes e aprendizados que seriam impossiveis de

maneira isolada. A Matematica e a Fisica podem ser ensinadas dessa maneira, pois a



INTRODUGAO

Fisica utiliza-se da Matematica como linguagem, para explicar os fend6menos presentes na
natureza e em toda a tecnologia atual.

As atividades praticas, por sua vez, dao sentido a conteidos da Fisica e Matematica que
sao bastante abstratas e de dificil compreensao, além de fugir de uma aula convencional,
motivando os alunos, que por meio dessa ferramenta, trabalham o raciocinio légico, o
desenvolvimento cognitivo, a criatividade e a curiosidade. Por outro lado, a ideia de imple-
mentar as aulas praticas, traz a sensacao que é necessario um laboratério completamente
equipado para a realizacdo das atividades, o que é um engano, aparatos simples e de baixo
custo tém muito valor e devem ser usados em sala de aula. Inclusive, a realizacao do
desenvolvimento e a montagem dos experimentos pelos préprios alunos é uma alternativa
enriquecedora. Por exemplo, na Figura 1.1 é apresentada uma fotografia do feixe de laser
vermelho sendo refratado e refletido através de uma lente feita de gelatina incolor, a qual
pode ser produzida pelos préoprios alunos [8]. Nesse trabalho serdao utilizados materiais
do laboratério de Fisica da UNIFESP, mas podem ser adaptados com materiais de baixo

custo.

Figura 1.1: Demonstracao dos fendmenos de refragio e reflexdo usando uma lente feita de gelatina.
Fonte: [8]

Sendo assim, o trabalho tem por objetivo, sugerir atividades interdisciplinares e praticas
de Optica Geométrica e Matrizes, visando um ensino inovador desses dois contetidos em
conjunto. Geralmente, seus respectivos conceitos sao ensinados com excesso de formalismo
e com exercicios que visam a pratica de formulas matematicas. Ao aluno é ensinado a
operacgao de matrizes com todo o rigor matematico sem conectar com as possiveis aplicagoes
de matrizes. Desta forma, o conteido é ensinado de maneira descontextualizada sem
despertar no aluno o interesse pelo estudo.

Este trabalho esta estruturado em seis capitulos. O primeiro capitulo introduz o tema,
sua importancia e revela qual o problema a ser solucionado, assim como os objetivos que
sao esperados atingir. O segundo capitulo define os conceitos fundamentais da éptica,

especificamente, os conceitos de Optica Geométrica a serem explorados nas discussoes



1.1 0S PROBLEMAS DO ENSINO DE MATEMATICA

e analises realizadas ao longo deste trabalho. O terceiro capitulo explora o conceito de
Matrizes, sua historia, as operagoes que podem ser realizadas, em especial a multiplicacao,
e as Matrizes de transferéncias de raios, utilizadas para definir as propriedades de um
sistema 6ptico de imagem. O quarto capitulo aborda os quatro métodos utilizados para
definir trés sistemas opticos com elementos distintos. Os métodos se dividem em algébrico,
geométrico, matricial e experimental. O quinto capitulo mostra os resultados obtidos
a partir dos métodos utilizados, comparando os resultados atingidos pelos métodos de
calculo e experimentais. As consideracoes finais sobre o trabalho estao no sexto e tultimo

capitulo.

1.1 0S PROBLEMAS DO ENSINO DE MATEMATICA

O ensino da Matemaética nao tem alcancado o seu objetivo de fazer o aluno aprender as
ferramentas da disciplina e a utiliza-las no seu cotidiano. Resultados da Prova Brasil de
2017 mostram que 7 em cada 10 brasileiros saem do Ensino Médio com conhecimentos insa-
tisfatorios em Matematica. O PISA (Programa Internacional de Avaliagao de Estudantes)
de 2018 mostra que 2 em cada 3 alunos sabem menos que o basico em Matematica. Além
disso, o Brasil ficou entre os dez piores em Matemaética e Ciéncias no ranking mundial [2].
Esse insucesso preocupa professores, alunos, gestores, governantes, ou seja, a comunidade
escolar no geral e vem sido bastante discutido, no tocante as causas e as solucoes para
esse problema [1].

Pela maioria dos alunos, a matematica é vista como uma disciplina abstrata e dificil de
ser assimilada. Isso se deve, na maioria dos casos, ao fato de que ela é ensinada como algo
longe das suas realidades. Os alunos acreditam que ¢ initil estudé-la por nao visualizarem
uma conexao desta com o cotidiano [9].

Em [9] o autor cita que o rigor do formalismo matematico tem dominado o modelo
de ensino, impossibilitando a aplicagao pratica de conceitos e férmulas. Esse formalismo
muitas vezes cria exemplos confusos, desconexos e que prioriza demonstragoes, que sao
importantes, mas nao mostram a aplicacgao ou algo préximo do cotidiano do aluno,
consequentemente, nao contribui de forma eficiente na construcao do conhecimento.

Os resultados apresentados pelos nos exames apontados e os fatos citados mostram que
o método de ensino tradicional, onde o professor detém e transmite o conhecimento e o
aluno o absorve como uma esponja, precisa ser repensado. Esse modelo perdura por muito
tempo, mas deve-se ter a consciéncia que o mundo e os adolescentes mudam. Vivemos em
um mundo dindmico em que as informacoes estdo, quase literalmente, na palma de nossas
maos. O professor é convidado a usar esse dinamismo como um aliado e planejar aulas
dinamicas, com participacao dos alunos, onde ele age sobre seu conhecimento saindo da
posicao de passividade.

Em relacao a familia do aluno, é fato que nos dias de hoje existe um distanciamento e

uma falta de tempo dos responsaveis familiares em acompanhar a vida escolar dos seus
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filhos. O papel da familia de educar e transmitir seus valores tem sido neglicenciado e
sendo entregue a escola e até a terceiros [10]. Na fase da adolescéncia, o aluno convive
diariamente com intensa mudanca emocional, fisica e biolégica tornando a sua relacao
com seus familiares mais delicada. Em [9] o autor também explora que um dos fatores que
contribui com o sucesso escolar no aluno é a aproximacao familiar, na qual o responsavel
acompanha as mudancas e com sua presenca como uma figura adulta favorece a um
amadurecimento saudavel.

Por sua vez, os professores sao desmotivados e desvalorizados com remuneracoes
inferiores e longas jornadas de trabalho. Com isso, o tempo torna-se escasso para planejar
suas aulas, corrigir trabalhos e participar de cursos de aperfeicoamento e capacitagao [9].

Uma das agdes apontadas para tornar o processo ensino aprendizagem mais motivador
e eficiente é a conexao das atividades em sala de aula com as experiéncias sociais e de vida
dos alunos [11]. Esta conexao é uma das tarefas mais importante da figura do professor
em sala de aula, pois o préoprio aluno nao possui maturidade suficiente para conectar o
que aprende em sala de aula com suas vivéncias no seu cotidiano [10].

E importante o professor se posicionar como um facilitador do conhecimento, diversifi-
cando sua pratica, ouvindo os alunos, descobrindo suas dificuldades e anseios. O professor
precisa ter a visao clara que o seu papel é ser a fonte de inspiragao e de conhecimento,
permitindo se inspirar e aprender com alunos. Essa aproximacao estimula a participacao
do aluno, tornando a aula mais atrativa, além de utilizar formas diversificadas de expressar
o contetido de maneira que todos entendam, introduzindo a curiosidade e a cooperagao [12].

Mais um fator que precisa ser considerado quando se fala do fracasso do ensino da
Matematica é a formacao de professores. Nos cursos de licenciatura ha uma lacuna entre
os assuntos puramente tedricos e as disciplinas ditas pedagdgicas, em relacdo a pratica
docente em sala de aula. O professor tem o conhecimento das teorias das metodologias
de ensino mas nao sabe ou nao domina sua aplicagao. Isso o conduz a escolher a opcao
mais facil que é a exploragao das aulas expositivas com resolugao de exercicios, ou seja, o
método de ensino tradicional. A ideia é que seja uma formacao pedagdgica fundamentada
em uma base tedrica e cientifica de qualidade, apoiada na reflexao sobre a pratica nos
dias de hoje. Isso requer um longo tempo de estudo e experiéncia, com constante consulta
das pesquisas cientificas e com orientagao de formadores qualificados [13]. Além disso,
a formagao continuada (treinamentos e capacitagoes) é essencial para que o professor se
mantenha atualizado para aprimorar sua pratica.

Por fim, os sistemas educacionais usam de recursos que contribuem ainda mais para o
fracasso do ensino. A avaliacao, que é uma das etapas mais importantes do processo de
ensino e aprendizagem, no entanto, é constantemente utilizada como uma ferramenta para
ameagcar e disciplinar os alunos. Consequentemente, favorece aqueles que apenas estao
interessados na promocao, nao importa os meios ou o conhecimento a ser adquirido [14].
A avaliacao precisa ser usada como uma ferramenta para lapidar, completar o aprendizado

e verificar a qualidade do ensino.



1.2 A INTERDISCIPLINARIDADE FISICA-MATEMATICA

Duas alternativas didaticas sao exploradas neste trabalho como sugestoes para aperfei-
goar o ensino da Matematica: a interdisciplinaridade Fisica-Matematica e a aplicagao de
aulas praticas. A seguir o papel e a importancia destas duas alternativas na sala de aula

serao discutidos.

1.2 A INTERDISCIPLINARIDADE FISICA-MATEMATICA

A interdisciplinaridade é objeto de destaque nas discussoes sobre o processo de ensino
aprendizagem por ser uma alternativa com intuito de oferecer um ensino mais eficaz e
significativo. Os Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM) de 2006
indicam a Interdisciplinaridade como um componente para a organizacao curricular. Os
PCNEM defendem que idealmente a interdisciplinaridade deve ser construida no projeto
pedagdgico da escola, sendo que qualquer atividade isolada, como por um exemplo uma
aula onde os professores de duas disciplinas diferentes trabalham o mesmo assunto em
perspectivas distintas, pode facilitar na aprendizagem do aluno [15].

Por sua vez a nova Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [16] defende que os
professor devem decidir sobre formas de organizacao interdisciplinar dos componentes
curriculares para adotar estratégias mais dinamicas, interativas e colaborativas em relagao
ao ensino e da aprendizagem.

De forma geral, a interdisciplinaridade é a interacado de um determinado assunto
entre duas ou mais disciplinas. A interdisciplinaridade é definida de duas formas que se
completam. A primeira, cientifica, onde cada disciplina precisa ser analisada nao apenas
no lugar que ocupa, mas nas suas particularidades e movimento, proprios de seu locus de
cientificidade. Essa cientificidade, ganha status interdisciplinar, quando o professor revé
sua pratica, no momento em que ao movimento da disciplina, seu préprio movimento, for
incorporado [17].

A segunda ordenacao é social que busca o desenvolvimento dos saberes cientificos
interdisciplinares as exigéncias sociais, politicas e economicas. Esta concepcao coloca em
questao toda a separagdo entre a construgao das ciéncias e a demanda da sociedade [17].

A interdisciplinaridade surge como uma forma de analisar conhecimentos que seriam
dificeis de construir de maneira disciplinar. Permite responder questoes com uma busca da
exteriorizacao a partir da interiorizagdao. Aplica-se assim, o didlogo com outras disciplinas
e formas de conhecimento para que seja possivel ampliar a visdo de mundo. Logo, o que
define a acao interdisciplinar é a busca de uma nova maneira de trabalhar o conhecimento
a partir da troca e da reciprocidade entre as disciplinas e dreas de conhecimentos [17].

A interdisciplinaridade é muito valida, pois implica em uma nova maneira de pensar e
agir, privilegiando a abertura para conhecimentos diversificados, superando a linearidade
do curriculo escolar. Ela também reorganiza o curriculo de maneira a superar a tendéncia
de uma lista de contetdos regidos por série/ano, de forma estética. A interdisciplinaridade

auxilia na superacao da fragmentacao da pratica educacional, contextualiza diferentes
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1.3 AULAS PRATICAS NO ENSINO DA FISICA E DA MATEMATICA

saberes, da o direito ao aluno de escolher alternativas e desmitifica o professor como
detentor da verdade.

Nessa maneira de agir e pensar todos sao favorecidos. O conhecimento, por recuperar
sua totalidade e sua complexidade. O professor, pela necessidade de evoluir, ao repensar
sua pratica como docente, ao ganhar um novo modo de ensinar e, principalmente, pela
interacao colaborativa com os colegas. A escola, por sua vez, é favorecida por ter sua
pratica pedagogica repensada por todos de maneira conjunta e continua, com um forte
trabalho realizado por uma equipe mais unida.

Por fim, a partir de projetos interdisciplinares, os alunos tém contato com trabalho
em grupo e ganham maturidade de escolher quais das alternativas sao adequadas para
ele. Além disso, em [18], os alunos constroem o conhecimento de maneira mais facil e
dindmica, utilizando uma maior gama de informacoes e recursos. E depois, de adquirir o
conhecimento em questao, o aluno é entao capaz de relacionar essas informagoes.

Geralmente, a Matematica e a Fisica sdo disciplinas que sdo estudadas separadamente
e ministradas muitas vezes por professores com diferentes formagoes académicas, mas que
possuem aplicagoes que podem ser trabalhadas de forma conjunta. Assim um projeto de
interdisciplinaridade entre os contetidos pode contribuir para o aprendizado do aluno. Em
se tratando dessas duas disciplinas, um enfoque interdisciplinar é ainda mais valido, pois
a Fisica utiliza a Matematica para descrever, verificar e validar fendmenos do cotidiano,
sendo assim a Fisica é uma aplicacdo da Matemética na natureza [19].

Existe uma ampla gama de contetidos matematicos que podem ser aplicados na fisica
nos quais se destacam: a Funcao do 1° Grau e o Movimento Uniforme; Funcao do 2°
Grau e o movimento Uniformemente Variado; A pardbola e o Movimento de Projéteis;
Logaritmos e Estudo do Som; Trigonometria e Refragdo/Reflexdo da Luz, entre outros.
Portanto a Matematica e a Fisica sao disciplinas que andam de maos dadas e podem
facilmente ser ensinadas de maneira conjunta nao desvencilhando uma da outra.

Entretanto deve-se tomar alguns cuidados ao introduzir a pratica interdisciplinar na
sala de aula. E necessdrio que se proceda a uma andlise detalhada dos porqués dessa
pratica, além de uma profunda imersdo nos conceitos de escola. Em resumo deve ser
planejado e analisado o onde e o por que usar a interdisciplinaridade.

Para a insercao da interdisciplinariedade, alguns obstaculos precisam ser superados,
como o empenho de professores, falta de tempo, falta de infraestrutura, desvalorizacao do
professor e de outras praticas, etc. Enfim, a interdisciplinaridade nao pode ser considerada
a Unica solug¢do, mas é uma alternativa que depende de outros fatores para ser bem

aplicada.

1.3 AULAS PRATICAS NO ENSINO DA FiSICA E DA MATEMATICA

As aulas experimentais sao muito importantes e relevantes para um ensino eficaz das

ciéncias naturais. Varios estudiosos da area da educacgao elencam diversos fatores para



1.3 AULAS PRATICAS NO ENSINO DA FISICA E DA MATEMATICA

insercao de aulas praticas que permitem ao aluno observar os fenémenos que envolvem
conceitos da Fisica e da Matemaética. A experimentacao tem sido apontada como uma
das maneiras mais produtivas para se reduzir as dificuldades encontradas no ensino destas
disciplinas [20].

A experimentagao é uma boa pratica para o desenvolvimento do aluno, afinal permite
que o aluno desenvolva seu raciocinio préprio aumentando sua capacidade de refletir,
argumentar e refutar sobre o assunto abordado. Assim o aluno sai de uma postura passiva,
onde ele apenas ouve o professor e replica exercicios e comega a ser estimulado a agir
sobre o objeto de estudo [21]. O aluno pode observar o fenémeno e questionar, pensar,
argumentar, usar sua criatividade e naturalmente, através de seu esforgo e tempo dedicado
sobre o problema, o aluno encontrara respostas as suas indagagoes aplicando os conceitos
que regem o experimento.

O aluno pode participar de todas as fases da atividade, desde o planejamento do
experimento, até a formulagdo de hipdteses, verificacdo e conclusdao. Assim o aluno
age sobre todo o método cientifico, obtendo um conhecimento nao s6 de Fisica ou de
Matematica, mas em outras areas afins.

Entretanto, as aulas experimentais ainda nao sao plenamente adotadas pelos professores,
talvez isso se deve ao fato que estas aulas demandam de mais tempo para preparacao e
execucao do que as aulas expositivas. Sem contar que o professor ja possui varias atividades
para serem cumpridas em um vasto curriculo de sua disciplina. Além disso, tem-se a crenca
de que os experimentos e aparatos devem ser caros e sofisticados, o que é um engano. Os
experimentos podem ser feitos com materiais de baixo custo, que sao encontrados em casa,
incluindo assim nas atividades, o habito de reaproveitar materiais descartados.

Nao existe uma solugao para a melhoria do processo ensino-aprendizagem. Os experi-
mentos educativos nao tém a capacidade de mudar totalmente a realidade deficitaria em
que se insere o ensino da Fisica, mas podem servir como um bom comeco. Sem abandonar
a abordagem teorica, os usos de metodologias variadas auxiliam o professor a manter o

aluno engajado durante as aulas [22].



OPTICA

Neste capitulo a ideia principal é apresentar como é a formacao da luz usando as
ferramentas de Optica Geométrica. Com a Optica Geométrica se explica praticamente
todos os fendmenos envolvendo luz, no entanto, detalhes que sdo explicados devido a
influéncia da difragdo nao sao considerados nos resultados. Por isso, vamos apresentar
uma breve explicagao do fenémeno de difracao ao usar a teoria ondulatéria, a qual com
a teoria de Huygens e o experimento de Young pode ser tao bem descrita. Importante
o aluno entender o fenoémeno de difragdo pois ao realizar o experimento podera observar
este fendmeno em seus resultados que podem ser diferentes daqueles obtidos com a Optica
Geométrica e as Matrizes de Transferéncia.

A oOptica é um dos ramos da Fisica que estuda a luz e os fendmenos que envolvem a
sua interagdo com a matéria. Com este estudo é possivel entender desde porque o céu
é azul até o funcionamento de equipamentos de alta tecnologia, como por exemplo, um
aparelho celular de tltima geracao. Falando em celular, atualmente, tornou-se muito facil
e rapido tirar fotos e a formagao de imagens na tela do celular ¢ explicada através dos
fundamentos de 6ptica. Pelo sistema ocular, as imagens sao processadas por nosso sistema
visual que comeca na retina e finaliza no cértex visual. Esse sistema identifica as varias
caracteristicas e oferece uma imagem como uma representacao obtida de raios luminosos.

Os fendmenos 6pticos podem ser explicados com a Optica Geométrica e quando é
desejado obter mais detalhes é usada a Optica Fisica. Para os casos de particulas sub-
atomicas e com velocidade préoximo da velocidade da luz, é aplicado os fundamentos da
da Optica Quéntica. O estudo pela Optica Geométrica é baseado em tracado de raios,
onde os efeitos por difracio sdo negligenciados, enquanto que o estudo pela Optica Fisica
é incluido os efeitos por difragao, pelo qual a interacdo da luz com a matéria é descrita

com mais detalhes.

2.1 UM POUCO DE HISTORIA

Os fenémenos Opticos e a luz sempre chamaram aten¢ao da humanidade e seus estudos
sao remetidos a antiguidade com os principais pensadores gregos. De acordo com Barros e
Carvalho [23] uma teoria difundida da Antiguidade sustenta que do olho emanava raios
retilineos capazes de examinar o mundo externo e trazer para a mente dados necessarios
para reconhecer formas e cores. Platao, por sua vez, a visao de um objeto se da pela
combinacao de trés jatos de particulas, um partindo do olho, outro do objeto e um terceiro

vindo das fontes luminosos.
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2.2 A OPTICA ONDULATORIA

Entretanto, o declinio dessas teorias comegou com as contribui¢oes de Al Hazen (965-
1039) que desmitificou que o olho que produz agdo, mas que sofre a agao da luz e do meio.
Sendo assim o olho nao emite raios visuais e as imagens sao formadas do objeto para o
olho. [24]

No século XVII as expressoes matematicas providenciaram a descricao de diversos
fendmenos e assim, diversos dispositivos dpticos, como o telescopio de Galileu [25], surgiram.
Nesse século também sao elaborados as formulagdes mateméticas da propagacao da luz.
Kepler foi o primeiro a calcular a refragdo para pequenos angulos, antes de Rene Descartes
e Willebrord Snell, chegar a conhecida Lei de Snell.

A grande descoberta em relacao a luz foi feita por Isaac Newton que afirmou que a luz
era composta por corpos muito pequenos. A luz se propaga em linha reta e velocidade
constante devido a falta de forcas agindo sobre a mesma. Sendo assim a luz tinha um
comportamento ondulatério. No mesmo periodo, Christian Huygens trouxe uma nova
explicacao para a luz que segundo ele se comporta como onda, na qual deduziu as leis de
reflexao e refracao. Essa dualidade de comportamentos foram aceitas pela comunidade
cientifica mas devido a influéncia de Newton, a teoria corpuscular prevaleceu [26].

Entretanto no século XIX, Zilio cita em [26] que os trabalhos de Thomas Young, Gustav
Robert Kirchoff , Augustin Jean Fresnel, Michael Faraday, entre outros cientistas, reforcou
a Teoria ondulatéria. Através das equacoes de James Clark Maxwell é possivel determinar
a velocidade da Luz, tornando assim um elo da Optica e com o Eletromagnetismo.

A dualidade da luz foi confirmado, segundo [26], no comego do Século XIX com
os trabalhos de Albert Einstein com o efeito fotoelétrico que fundamentava a teoria
corpuscular evidenciando que a interacao da luz com a matéria era feita por pacotes de
energia, chamado quanta. Além disso, com a teoria da relatividade, Einstein provou que a

onda eletromagnética nao precisa de um meio para se propagar.

2.2 A OPTICA ONDULATORIA

Diversos cientistas como Isaac Newton e Albert Einstein estudaram o comportamento da
luz, até se concluir que a luz pode ter seu comportamento descrito como uma particula e
como uma onda. O comportamento ondulatério da luz pode ser descrito pelas Equacoes
de Maxwell, que permite descrever como a luz se propaga em materiais e no vacuo e
assim, explicar os fendmenos como a absorcao, espalhamento, refragao, reflexao, e entre
outros. Vamos partir do Principio de Huygens e o experimento de duas fendas de Young
para explicar o efeito de difragdo. Vale ressaltar aqui, que Maxwell realizou seus estudos
baseados das descobertas de Huygens, Young e dos demais grandes nomes do estudo do
eletromagnetismo como Oersted e Faraday para formular suas brilhantes equagoes.

O fisico holandés Christiaan Huygens (1629 - 1665) defendia que a luz tinha um

comportamento ondulatério onde cada ponto da onda é uma fonte de ondas esféricas
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2.2 A OPTICA ONDULATORIA

centrada naquele ponto. Isso explica por que uma sala escura é completamente iluminada
se uma fonte de luz entrar pela abertura da porta.

Huygens em [27] diz que "Todos os pontos de uma frente de onda se comportam como
fontes pontuais de ondas secundarias. Depois de um intervalo de tempo t, a nova posi¢ao
da frente de onda ¢ dada por uma superficie tangente a essas ondas secundarias'. Sendo
assim é possivel prever como uma frente de onda vai se comportar depois de um intervalo
de tempo t. Na Figura 2.1 é apresentado um diagrama esquematico do Principio de
Huygens: Na frente de onda no instante tg, todos os pontos sao fontes pontuais de ondas
esféricas secundarias de raio r = vt. A frente de onda no instante de tempo tg + At é a

curva tangente a todas as ondas secundérias.

Frente de onda em tg % \| Frente de onda em tCI + At

Figura 2.1: Diagrama esquematico do Principio de Huygens que demonstra o comportamento
ondulatério da luz. Fonte: [27] adaptado pelo Autor.

A partir dos estudos de Huygens, em 1801, Thomas Young (1773 - 1829) provou
experimentalmente que a luz tem um comportamento ondulatério. Para provar isso,
Young desenvolveu um experimento com fenda dupla, o qual tem seu arranjo experimental
esquematizado na Figura 2.2. Inicialmente a luz incidente é uma onda plana que é
primeiramente difratada ao propagar pela fenda Sy (a letra S refere-se a source, fonte em
inglés). Na posicdo A, onde é localizada a fenda Sy, é entdo produzida uma fonte pontual
(source) conforme a descri¢ao do Principio de Huygens (na verdade seriam varias fontes
pontuais, para titulo de ilustragdo, foi desenhado apenas uma fonte pontual). A partir
da fenda Sy a onda adquire um formato esférico até atingir as préximas fendas S7 e So
localizadas no plano B.

Novamente tem-se uma fonte pontual em cada uma das fendas do aparato B. A luz se

propaga a partir dessas fendas, da mesma maneira descrita por Huygens. Mais adiante no
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2.2 A OPTICA ONDULATORIA

plano C é fixado um anteparo onde se pode observar um padrao de interferéncia como
o exemplo apresentado na Figura 2.3. As ondas se interferem produzindo este padrao
formado por franjas claras (presenca de luz) e escuras (auséncia de luz). Se conclui que
este padrao de interferéncia s6 é observado devido a presenca do fendmeno de difragao e
ainda mais, que a teoria de Huygens é provada e consequentemente, pode-se afirmar que
a luz possui um comportamento ondulatério. E possivel fazer uma afirmacao inversa: a

difracao é um fenémeno que indica que a luz é uma onda.

A B C

)

Figura 2.2: Diagrama esquematico do arranjo experimental de fenda dupla de Thomas Young
que comprova que a luz tem um comportamento ondulatério. Fonte: [27] adaptado pelo Autor
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2.3 OPTICA GEOMETRICA

Figura 2.3: Fotografia de um exemplo do padrdo de interferéncia formado no anteparo no plano
C no experimento de fenda dupla de Young. Fonte: [27]

2.3 OPTICA GEOMETRICA

A oOptica geométrica, por sua vez, trata a propagacao da luz como uma linha reta, em
meios isotropicos e homogéneos. Young e Freedman, definem o raio de luz em [28], como
uma linha imaginaria ao longo da dire¢do da propagacgdo da onda, representados na figura
2.4. A Optica geométrica usa a geometria como ferramenta para obter os pardmetros que

descrevem um sistema Optico.

@) (b)

Quando as (rentes de onda s&o plan: “
{a) Quando as frentes % Juando as frentes de onda sho planas, o

de onda 530 ) b raios sio perpendiculares a elas

esléncas, 0% ratns X /I_:“‘- ¢ paralelos uns oS oulros

CMmanam i ._ ‘ / | Raios

partir do centro % \ | | i -
1

da cs :;é‘{:‘/‘:::'fp

Fome

Y

Frenies de onda ¥

Fremies de onda

Figura 2.4: Esquema do raio de luz na mesma diregdo da propagacdo da onda. Fonte: [28]

Nos dias de hoje, um bom aliado nos laboratorios de éptica é o laser (Light Amplification
by Stimulated Emission of Radiation) [29], o qual é uma fonte direcional de luz, podendo
assim ser facilmente aplicada para observar os fenomenos 6pticos. Quando o feixe de laser

atinge uma superficie, alguns fendmenos podem ocorrer dependendo do tipo de material.
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2.4 SISTEMA OPTICO DE IMAGEM

A seguir sao descritas as leis da Optica Geométrica que serao usadas neste trabalho.

e Lei 1: Em meios isotrépicos e homogéneos, os raios de luz se propagam em linha

reta.

e Lei 2 - Lei de Reflexao: Considere uma superficie onde o raio de luz é refletido
(por exemplo um espelho) e a reta normal perpendicular & superficie. O raio incidente
e a normal determinam o plano de incidéncia. Se o raio incidente e a normal formam
um angulo #;, enquanto o raio refletido com a normal, formam um angulo #,. Em
resumo, o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo, 6; = 6,.. Além disso a

normal, o raio incidadente e o raio refletido pertencem ao mesmo plano.

e Lei 3 - Lei de Refracao de Snell: Considere uma superficie onde o raio de luz é
refratado e a reta normal perpendicular a superficie. O raio incidente e a normal
determinam o plano de incidéncia. Seja 61 o angulo formado entre o raio incidente
e a normal e o angulo #» formado entre o raio refratado e a normal, obtém-se a

seguinte relacao:

nysinfy = ngysin by, (1)

onde np e ng sdo os indices de refracdo dos respectivos meios de incidéncia (1) e
refracao (2). O indice de refracdo de um meio é dado pela razao entre d velocidade
da luz nesse meio e a velocidade da luz no vacuo. A razao ni/ns é chamada de
indice relativo de refracdo. O quanto o raio de luz é refratado (desviado em relagao
a normal) no meio 2 depende dos indices de refragdo de ambos meios e do angulo de
incidéncia.

As leis 1 e 2 ja eram conhecidas pelos gregos. A terceira lei foi intensamente pesquisada
no século XVII, até ser formulada por Willebrod Snell em 1620 e publicada por René
Descartes em 1637.

A seguir serao utilizadas as leis para definir alguns elementos que formam o sistema

optico de imagem.

2.4 SISTEMA OPTICO DE IMAGEM

Todo sistema Optico de imagem ¢é formado por um plano objeto e um plano imagem, ou
seja, no plano objeto esta localizado o objeto e o plano imagem ¢ onde a imagem deste
objeto sera formada, estes planos definem o plano conjugado de um sistema 6ptico. A
imagem 2.5 mostra os planos localizados sobre o eixo éptico (geralmente coincidente ou
paralelo ao o eixo x de um sistema cartesiano zy). A posi¢ao de cada plano sobre o eixo
éptico é definida em relagdo a posi¢ao que a lente se encontra no eixo 6ptico (geralmente a
lente esté posicionada na origem do sistema cartesiano), sendo s, a distancia do plano

objeto até a lente, enquanto que s; é a distancia da lente até o plano imagem.
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2.4 SISTEMA OPTICO DE IMAGEM

Plano Objeto T
Flane Imagem
1 Imagem
- — 5.
— "-5 i
Objeto f

Figura 2.5: Esquematizacido da posicdo do plano objeto e plano imagem em um sistema 6ptico
de imagem. Fonte: O Autor

2.4.1 Definigcao de objeto

Na optica, o objeto ¢ definido por um ponto ou um conjunto de pontos que emane raios
de luz. Se a luz é emitida pelo proprio objeto diz-se que ele tem luz prépria, ou seja, é
uma fonte luz como por exemplo, uma lampada. Caso contrario, o objeto é iluminado por
uma fonte e neste caso a luz é refletida pelo objeto. Por exemplo, se vocé 1é um livro é por
que a luz é refletida pelas paginas iluminadas por uma fonte luminosa.

Em relagdo ao tamanho do objeto, o objeto é definido como objeto pontual quando
pode ser representado por um ponto e indica a situagdo em que suas dimensodes sao
muito pequenas em relacao as distancias entre o plano objeto e imagem, desta forma suas
dimensoes sao negligenciadas nos calculos e considerada apenas sua localizacao no plano
cartesiano. Caso contrario, se as dimensoes do objeto sao da ordem das distancias dos
planos em relacao a lente, este objeto deve ser tratado como um objeto extenso e passa a
ser representado por um conjunto de objetos pontuais [28]. Neste trabalho, o objeto sera
tratado como um ponto localizado no plano cartesiano xy, cujas coordenadas sao dadas
por (Se,h,), onde h, refere-se a altura que o objeto pontual se encontra ou também pode

ser apenas um ponto de um objeto de altura igual a h,.

2.4.2  Definicao de imagem

Para que uma pessoa possa ver, por um exemplo, um carro é necessario que os olhos
interceptam alguns dos raios luminosos que partem do carro e os redirecionem para a
retina, no fundo do olho. O sistema visual que vai da retina até o cértex visual, processa
as informagoes no raio luminoso e identifica arestas, texturas, cores e formas. Segundo [27],
isso oferece a consciéncia uma imagem, que é uma representagao obtida através dos
raios luminosos. O sistema visual faz esse processamento mesmo que a luz nao venha

diretamente do carro, mas que sejam refletidos ou refratados por certos instrumentos.
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2.4 SISTEMA OPTICO DE IMAGEM

Suponha que os raios luminosos atinjam uma superficie plana metélica polida que reflete
aproximadamente 100 % dos raios incidentes. Pela lei de reflexdo o angulo de incidéncia
é igual ao angulo de reflexdo e como a superficie é plana, a normal é perpendicular a
superficie em qualquer ponto como apresentado no desenho esquematico da Figura 2.6.

Quando os raios que partem do ponto A sdo tragados seriam como se estes fossem
emanados de um ponto A’ que se encontra atras do espelho. O ponto A’ é chamado de
imagem. Se a superficie nao fosse lisa e polida a reflexdo seria difusa sem uma imagem

formada.

Espelho

Figura 2.6: Imagem formada por uma superficie plana metélica polida (um espelho). Fonte: [28]
adaptado pelo Autor

Uma imagem também pode ser formada por uma superficie refratora como o desenho
esquematico apresentado na Figura 2.7. A regiao do desenho na cor azul indica a regiao
com indice de refragdo n,, enquanto a regiao da direita do desenho indica a regiao com
indice de refragao ny, sendo ng > np. N

Os raios provenientes do ponto P sofre um desvio causado pelo fendmeno de refracao,
definidos pela Lei de Snell 1. Assim, os raios que emanem P quando refratados seriam os
mesmos se fossem emanados do ponto P’, se ndo houvesse interface entre os meios. Nesse
caso o ponto P’ é a imagem de P. Por isso, quando vemos um objeto na agua ele parece
estar mais perto da superficie do que realmente esta. Isso ocorre devido a refragao que
Knight, define em [30] como o fendmeno que ocorre quando o raio de luz transmitido tem

sua direcao alterada ao cruzar uma interface de indice de refracao diferente.
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Y Ng > Ny

/l\ f

Figura 2.7: Imagem formada por uma superficie refratora. Fonte: [28] adaptado pelo Autor.

Uma imagem pode ser virtual, quando formada pelo prolongamento de raios luminosos.

Por exemplo, se os raios luminosos sao refletidos por um espelho plano, o objeto parece
estar atras do espelho. Uma imagem real por sua vez, ¢ formada necessariamente pelos
raios luminosos e pode ser produzida em uma folha de papel ou uma tela de cinema. Em
uma lente, as imagens que estao do mesmo lado do objeto em relacao a lente sdo virtuais

e as imagens do outro lado sao reais.

2.5 LENTES DELGADAS

Uma lente delgada significa que sua espessura ¢é fina comparada com o comprimento de
sua distancia focal f. Uma lente é um objeto transparente limitado por duas superficies
refratoras (faces) com um eixo central em comum. Quando a lente estd imersa no ar, a luz

é refratada duas vezes e volta a se propagar no ar. As refragdes modificam a dire¢do dos

raios luminosos. Na Figura 2.8 ¢é apresentado o diagrama esquematizado de duas lentes:

(a) é uma lente convexa onde os raios propagados convergem.(b) é uma lente cdncava onde
os raios propagados divergem.
Quando os raios de origem no infinito, paralelos ao eixo 6ptico, atravessam as duas

superficies de uma lente convexa, Figura 2.8(a), a dupla refracao faz os raios convergirem

para um ponto Fh. A lente é definida convergente e forma uma imagem real no ponto Fs.

O ponto Fy é chamado de segundo foco da lente (ou foco imagem) e a distdncia desse ponto
em relagao a lente é chamada de distancia focal f. Importante observar que a imagem
é formada no foco da lente devido o objeto estar muito distante da lente (a distancia

So & 00), como mostrado pelos raios incidentes que estao paralelos ao eixo 6ptico.
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Por outro lado, na figura 2.8(b) os raios que emanem ou passam pelo ponto F| emergem
da lente formando uma feixe de retas paralelas. O ponto F; é chamado de primeiro foco

(ou foco objeto). De maneira andloga distancia desse ponto até a lente é chamada distancia

focal.
a) b)
i / -
F1 F1 —T e F2
@ "f-:= | .
T =
- N B
f f f

Figura 2.8: Diagrama esquemaético de (a) uma lente convergente e de (b) uma lente divergente.

Fonte: [27] adaptado pelo autor.

Quando os raios se afastam, a lente é chamada de divergente, Figura 2.9(a). Quando
os raios atravessam as duas superficies de uma lente concava, a dupla refracao faz os raios
divergirem e os seus prolongamentos convergem para um ponto F5. O ponto F5 é chamada
de primeiro foco (ou foco imagem). A lente é definida divergente e a distdncia do ponto
focal F» até a lente é chamada de distancia focal da lente f. Para uma lente divergente a
distancia focal é negativa.

Por outro lado, quando os raios que vao em dire¢do ao ponto Fp, , como na figura
2.9(b), emergem da lente, de maneira paralela ao eixo 6ptico e seu prolongamento converge
para o ponto Fj. O ponto F} é chamada de primeiro foco da lente (ou foco objeto). A

distancia desse ponto a lente é chamada de distancia focal f.

Figura 2.9: Diagrama esquemaético de (a) uma lente convergente e de (b) uma lente divergente.
Fonte: [27] adaptado pelo autor.

2.6 TRACADO DE RAIOS

Como visto anteriormente, na 6ptica geométrica os raios de luz sao representados por

linhas retas. A realizacdo do tracado de raios é feita na situacdo em que a abertura por
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2.6 TRACADO DE RAIOS

onde o raio se propaga é grande comparada com o comprimento de onda da luz. Para
descrever os parametros de um sistema optico de imagem, tais como as posi¢oes dos planos
objeto e imagem e tamanho da imagem usando o tracado de raios ¢ realizado uma anéalise
de dois a trés raios desenhados na forma de linhas retas em relacdo a um eixo éptico
definido sobre um sistema cartesiano. Em conjunto entao ¢é utilizado as ferramentas de
geometria como a semelhanca de triangulos.

Considere um ponto A e uma lente convergente, como na figura 2.10(a). Todos os raios
que emanem de A e propagam na direcao da lente sdo desviados para o mesmo ponto A’
da imagem. Isso também ocorre na lente divergente 2.10(b), todos os raios que emanem

de um tnico ponto sao prolongados em dire¢ao de um tnico ponto da imagem.

a) b)
® A -
o — .
N - .
F, = ~_ Fa
a1 B - F1
. L . .
. -~
-
. A b
! - e

Figura 2.10: Na lente convergente (a) e na lente convergente (b), os raios que emanem de um
ponto do objeto convergem para um tnico na imagem. Fonte: o autor.

Sendo assim, nao é necessario tracar os infinitos raios que emanem de um ponto do
objeto para obter o ponto na imagem. Usaremos apenas aqueles que conhecemos suas
caracteristica e seu comportamento quando atravessa uma lente, chamados raios principais.

Isso sera mostrado nas proximas secoes.

2.6.1 Tragcado de raios de um sistema formado por uma lente convergente

Na Figura 2.11 é apresentado o diagrama esquemaéatico de um sistema o6ptico formado
por uma lente convergente. O raio 4 neste diagrama esquemaético é exatamente o eixo
optico do sistema 6ptico, tracado a partir da base do objeto de um ponto localizado em
(s0, 0) e ndo sofre nenhum desvio por atravessar exatamente no ponto central da lente.
Isso ocorre pois a espessura da lente é muito pequeno em relagdo ao raio de curvatura
e assim o desvio é muito pequeno, podendo ser desprezado. Os demais raios (raios 1 a
3) sao tragados a partir de um ponto (s,, ho) do topo do objeto. O raio 1 é paralelo
ao eixo Optico e ao atravessar a lente converge para o ponto focal da lente e prolongado
ap0s cruzar o eixo 6ptico. O raio 2 é tracado passando pelo foco antes da lente e, apos a
lente o raio é desviado e seguindo o seu tracado paralelamente ao eixo 6ptico. O raio 3 é
tracado passando no centro da lente (geralmente coincide com a origem de um sistema
cartesiano) e prolongado ap6s cruzar o eixo 6ptico. Importante ressaltar que o raio 3 niao

sofre nenhum desvio.
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Figura 2.11: Diagrama esquemaético do tracado de raios de um sistema 6ptico de imagem formado
por uma lente convergente. Fonte: O Autor

Na Figura 2.12 é apresentado o mesmo sistema 6ptico de imagem ja descrito na Figura
2.11. Agora, com o prolongamento dos raios 1, 2 e 3 tragados anteriormente ¢ definido um
ponto a partir do cruzamento destes raios, no qual é determinada a altura do objeto no
plano imagem e consequentemente a sua posi¢do sobre o eixo Optico, ou seja, a localizagao
do ponto do objeto (s,, hy) na imagem indicado por (s;, h;). A altura h; é invertida (sinal

negativo).

Figura 2.12: Formagao da imagem pelo tracado de raios através de um sistema 6ptico formado
por uma lente convergente. Fonte: O Autor
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2.6 TRACADO DE RAIOS

2.6.2 Tragado de raios de um sistema formado por uma lente divergente

Para o tracado de raio de um sistema 6ptico formado por uma lente divergente, trés raios

sdo tragados para definir a formacao da imagem conforme apresentados na Figura 2.13.

O raio 3 neste diagrama esquemadtico é exatamente o eixo 6ptico do sistema, tracado a
partir da base do objeto de um ponto localizado em (sg, 0) e ndo sofre nenhum desvio por

atravessar exatamente no ponto central da lente. O raio 1 ¢é tracado paralelamente ao

eixo 6ptico partindo do topo do objeto localizado no ponto (s,, ko) do sistema cartesiano.

Ao passar pela lente, o raio 1 ¢é desviado e divergido sem cruzar o eixo 6ptico e o seu

prolongamento (desenhado em linha tracejada) cruza o ponto focal F; (antes da lente).

O raio 2 ¢é andlogo ao raio 3 do sistema formado por uma lente convergente da Figura
2.11, em que os raios que passam pelo ponto central da lente nao sofrem desvio. O raio 4
propaga em direcao ao foco imagem, F5, ao passar pela lente, emerge paralelamente ao

eixo Optico, assim como o seu prolongamento.

Y

Figura 2.13: Diagrama esquematico do tracado de raios de um sistema éptico formado por uma
lente divergente. Fonte: O Autor

Na Figura 2.14 é apresentado o mesmo sistema 6ptico de imagem descrito na Figura
2.13. O ponto onde os raios 1 (parte tracejada) e 2 se encontram antes da lente define a

formacao da imagem, com a distancia s; é negativa e a altura h; é nao invertida.
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Figura 2.14: Formacao de imagem em lentes divergentes a partir do tragado de raios. Fonte: O
Autor

2.7 EQUAGAO DE LENTE DELGADA

A Equacao de lente delgada, também conhecida como equagao de Lente Fina, é usada
para de determinar os parametros de um sistema 6ptico de imagem. Na Figura 2.15
¢é apresentado o diagrama esquematico de um sistema 6ptico formado por uma lente
convergente. Com uma andlise de semelhanga de triangulos é definida a equacgao da lente
delgada a seguir. Para isso, com o tracado de raios sao identificados: a altura da imagem
indicada por h;; a distancia do plano objeto até a lente por s, e a distancia da lente até o
plano imagem por s;. Na Figura 2.15 foram inseridos os pontos ) e Q' para indicar os
vértices dos tridngulos a serem analisados; os pontos P e P’ estao exatamente nas posicoes
do plano objeto e a imagem; o ponto A indica o ponto que o tragado paralelo ao eixo

6ptico cruza a lente; e por tltimo, o ponto O=(0,0) indica o ponto central da lente.
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. e

hi

Figura 2.15: Diagrama esquematico de formagao de imagem de um sistema 6ptico com uma lente
convergente. Fonte: O Autor

A partir da semelhanca dos triangulos formados APQO e AP'Q’O é obtida a seguinte

relacao:

=== @)

Também pela semelhanca de mais dois tridngulos formados AOAF, e AP'Q'F; é obtida,

a seguinte relacao:

hi  si—f

h 7 (3)

Ao igualar a Equagdo 2 com a Equagao 3 a partir da razao h;/h, é definida a equagao

de lente delgada, ou equacao de Gauss:

111 "
foso s
Esta equagao permite determinar as distdncias dos planos objeto (s,) e imagem (s;) em
relacdo a lente (f) que forma o sistema 6ptico.

A razao das distancias dos planos em relagdo a posicao da lente ou da razao entre os
tamanhos (alturas) do objeto se determina a magnificagdo (M) do sistema 6ptico dada
por:

/

M=-"1=Y (5)

So Yy
Para M > 1 o tamanho da imagem é maior que o objeto, h; > h,, indica que o objeto

tem sua imagem ampliada. Para 0 < M < 1 o tamanho da imagem é menor que o objeto,
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h; < h,, indica que objeto tem sua imagem reduzida. Para o caso de M = 1 a imagem e o

objeto tem o mesmo tamanho, h; = h,.

2.8 IMAGENS PRODUZIDAS POR LENTES DELGADAS

Nesta secao é analisada a formacao da imagem dependendo da posi¢do do objeto em
relacdo a posicao da lente. Na Figura 2.16 é apresentado o diagrama esquematico do

sistema 6ptico formado por uma lente convergente para o caso em que o plano do objeto é

localizado atras do ponto focal F'1. Entao, os raios formam uma imagem invertida e real.

Figura 2.16: Diagrama esquematico do tragado de raios para um sistema éptico de uma lente
convergente, se 0 s, > f a imagem é real e invertida. Fonte: [27] adaptado pelo Autor

Quando o plano objeto esta entre o ponto focal F'1 e a posi¢ao da lente como apresentado

no diagrama esquematico do sistema 6ptico de uma lente convergente da Figura 2.17.

Neste caso, os raios formam uma imagem virtual e com a mesma orientacao do objeto.
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Figura 2.17: Diagrama esquematico do tragado de raios para um sistema éptico de uma lente
convergente, se 0 s, < f a imagem é virtual e com a mesma orientacdo do objeto. Fonte [27]
adaptado pelo Autor

A terceira andlise é quando o plano objeto é localizado no ponto focal F'1, indica entao
que s, = f. Isto é observado no diagrama esquematico apresentado do sistema 6ptico de
imagem formado por uma lente convergente da Figura 2.18. Os tracados de raios apdés
a lente sao paralelos, portanto nao se encontram e sendo assim, a imagem formada esta
no infinito. No entanto nossos olhos fazem os raios convergirem, logo é possivel ter uma

imagem do objeto.

F N
f

-

Figura 2.18: Diagrama esqueméatico do tragado de raios para um sistema éptico de uma lente
convergente, se 0 s, = f a imagem nao é formada. Fonte: [27] adaptado pelo Autor

Na situacao do sistema 6ptico formado por uma lente divergente, como apresentado no
diagrama esquemaético da Figura 2.19, independentemente da posicao do objeto, os raios

formam uma imagem virtual com a mesma orientacao do objeto.
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2.9 LENTES E DEFEITOS NA VISAO
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Figura 2.19: Diagrama esquemaético do sistema éptico formado por uma lente divergente. A
imagem é sempre virtual e nao invertida. Fonte: [27] adaptado pelo Autor

2.9 LENTES E DEFEITOS NA VISAO

E papel do professor contextualizar os assuntos abordados em sala de aula e trazer os
contetdos para a realidade do aluno. Uma maneira de fazer isso utilizando a optica
geométrica e as lentes é falando das ametropias oculares e como isso é corrigido. O olho

humano esta representado na figura 2.20.

Iris | L-jent-e | | Retina |
- ' | = .Z . -

Pupila 7

Eixo principal

3 Féx'ea
Humor o i
Humor
aquoso s
Vitreo

Figura 2.20: Diagrama esquemédtico do olho humano com seus elementos principais. Fonte: [31]

A refragdo da cérnea e nas superficies da lente formam uma imagem real na retina, na
parte de tras do olho. A retina portanto funciona como plano imagem, onde é projetada
uma imagem e transmitem os impulsos para o cérebro através do nervo optico. Para que a
imagem seja nitida, ela deve ser formada na retina. O olho através dos musculos ciliares
se adaptam a qualquer distancia do objeto, mudando a distancia focal de sua lente. Esse
processo é chamada de acomodacao. A maior e a menor distancia que sao possiveis a visao
sao chamadas de ponto remoto e ponto proximo. O ponto remoto do olho normal esta no

infinito e o préximo depende da acomodagao.
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2.9 LENTES E DEFEITOS NA VISAO

As ametropias sao os defeitos da visao que ocorrem quando a imagem formada nao
estd na retina. A imagem 2.21 esquematizam dois dos defeitos mais comuns. A Miopia,
o globo ocular é alongado e a imagem formada por raios originados do infinito estd em um
ponto anterior a retina. Por outro lado na Hipermetropia, o globo ocular é curto e os

raios luminosos de um objeto, convergem para um ponto atras da retina.

&

Olho Normal Olho Miope Olho Hipermetrope

Figura 2.21: Diagrama esquematico da miopia e hipermetropia e suas diferencas em relagdo ao
olho normal. Fonte: O Autor

A correcao destas ametropias sao feitas com uso de lentes. As pessoas com miopia tem
dificuldade de enxergar objetos muito distantes, pois os raios convergem para um ponto
anterior a retina. Uma lente divergente como na Figura 2.22 cria um objeto virtual dentro
do ponto préoximo do olho, sendo possivel assim a acomodacao e a projecao da imagem na
retina.

Imagem nio

Objeto focalizada na retina

distante

(a) e ————

My
s\ L]

1
Ol miope {

Imagem
Pessoas miopes €m dificuldade em ver objetos distames. focalizada

Uma lenie divergenic cria uma imagem viriual que csid Al relina

Leme divergente
“'\\‘I'?
T

dentro do ponto proximo do olho

v 2

Figura 2.22: Corregdo da Miopia feita por uma lente divergente. Fonte: [28]

O hipermetrope, por sua vez, tem dificuldade em enxergar objetos préximos pois os
raios convergem para um ponto atras da retina. Na Figura 2.23 Uma lente convergente
cria uma imagem virtual atras do objeto com tamanho maior, dentro do ponto préximo

do olho que consegue realizar a acomodagao e projetar a imagem na retina.
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o Imagem ndo

Objeto Y focalizada

préximo / na retina
Pessoas hipermétropes 1ém W'—{“k\ 7
dificuldade cm focalizar objetos (a) - —

proximos. Uma lente convergente ~
cria uma imagem virtual sobre o ponto Olhi Mp._-mﬂmpc\"\
priximo do olho ou além dele N

Lentes convergentes o Imagem
S =, localizada
\\ na retina

(b)

Figura 2.23: Corregdo da Hipermetropia feita por uma lente convergente. Fonte: [28]
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AS MATRIZES

Nesse capitulo sao apresentados a historia, o conceito e as operagoes de matrizes, incluindo
as matrizes de transferéncia de raios que sao utilizadas nesse trabalho. Para os resultados
e discussoes deste trabalho usaremo apenas a operagao de multiplicacao de matrizes ao

aplicar as matrizes de transferéncia de raios.

3.1 UM POUCO DE HISTORIA

O conceito de matrizes é utilizado desde a antiguidade com os chineses, no entanto, a
consolidacao e disseminacao de seus conceitos elementares foram feitos apenas no século
XIX. Gottfried Leibiniz e Carl Friedrich Gauss utilizaram matrizes em seus estudos, porém
Arthur Cavley e James J. Sylvester chegaram na cobicada consolidacao algébrica [32]

Os chineses utilizavam as matrizes para resolver sistemas de equagoes com varias
variaveis, utilizando métodos matriciais comuns hoje em dia [33]. No século XVII, Takakazu
Seki Kowa (1642-1708) utilizou determinantes para resolver sistemas lineares, dando um
grande passo para a evolugao dos conceitos de matrizes e determinantes. Gottfried Leibiniz,
em 1698, sintetizou o método de Kowa. Reescrevendo a equacao, eliminando as incégnitas,
obteve uma regra para alcancar o determinante de um conjunto de equagoes. Isso mostra
como matrizes e determinantes estao intimamente ligados a sistemas lineares de equagoes
[34]. Diversos matematicos foram importantes para a consolidagao e demonstragoes das
relagoes, como Etienne Bézout (1730-1783), Alexandre Vandermonde (1735-1796), Gabriel
Cramer (1704-1752), Colin Maclaurin (1698 - 1746), Pierre-Simon Laplace (1749-1827) e
Felice Chio (1813-1871).

Entretanto, o apice das matrizes veio na segunda metade do século XIX, com as ideias
de Arthur Cavley (1821-1895) descritas em sua obra "Memoir on The Theory of Matrices".
Arthur introduziu os conceitos de operacoes de matrizes e conceituou as matrizes especiais,
além de utilizar as notagoes que conhecemos e utilizamos até hoje [34]. James J. Sylvester
(1814-1897) foi mais um matemadtico importante para a consolidagdo dessas ideias. Ele
introduziu o termo matriz e diferenciou do conceito de determinantes. Um bloco retangular
de termos nao representa em si um determinante, mas é como uma matriz que na qual

pode-se formar um determinante [34] [35].
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3.2 DEFINIGAO DE MATRIZES
Seja dois nimeros naturais m e n, ambos nao nulos. Uma matriz real m por n (indicado

por m x n) indica uma tabela A formada por nimeros reais distribuidos em m linhas e n

colunas [36]. A seguir exemplos de matrizes apresentados, sendo A uma matriz 2 x 2 e B

()

uma matriz 4 x 3:

—12 2 V2

4
B= o
3 0

4
2 -3 3

Em uma matriz A cada elemento ¢ denotado por a;j, onde 7 indica a linha e j indica a
coluna onde o elemento se encontra. Por exemplos, alguns elementos da matrizes A e B:
Na matriz A, o elemento a9s é 0 que esta localizado na linha 2 coluna 2. Na matriz B,

o elemento por biz é v/2 que esta localizado na linha 1 e coluna 3.

3.3 CLASSIFICAGCAO DE MATRIZES

A seguir sao apresentadas as matrizes especiais que sao aquelas que possuem alguma

particularidade.
Matriz Linha: matriz que possui apenas uma linha, ou seja, do tipo 1 x n
Matriz Coluna matriz que possui apenas uma coluna, ou seja, do tipo m x 1.
Matriz Nula Matriz onde todos os elementos sao nulos.

Matriz quadrada de ordem n: Quando o seu nimero de linhas e colunas sao iguais
a n. Com isso uma matriz quadrada possui algumas elementos importantes
- Diagonal Principal: Sao os elementos m;; onde i = 1,....n. Ou seja, os elementos que os
indices sao iguais.
- Diagonal Secundéria: Sao os elementos m;; onde i + j = n + 1. Ou seja, os elementos

que a soma dos indices é igual ao nimero de linhas mais um.

Matriz Diagonal Matrizes quadradas cujo os elementos que nao estao na diagonal

principal sao zero.
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Matriz Identidade Matriz diagonal que os elementos da diagonal principal sao iguais

a um.

3.4 OPERACOES COM MATRIZES

a) Igualdade de Matrizes: Duas matrizes m x n, A e B sdo iguais se e somente se,
os elementos a;; = b;j, para todo i € 1,...,me j € 1,...,n. Por exemplo as matrizes

A e B sao iguais

5 2 V2 5 2 V2
4 4
. 2 % -3 B 2 % -3
4 3 0 4 3 0
2 —v/3 3 2 —v/3 3

b) Adicdo de Matrizes Sejam as matrizes A e B de m linhas e n colunas. A matriz
C' de m linhas e n colunas é a soma A + B tal que ¢;; = a;; + b;;, para todo 7 e j.
Ou seja, os elementos de C' sao obtidos a partir da soma dos elementos corresponden-

tes de A e B. Por exemplo a matriz C representa a adi¢do da matriz A com a matriz B:

52 7 -2 8 12
— 4 — 9
A=|2 ¢+ =3|B=|2 2 3
43 0 8 9 -2
C=A+B
52 7 —2 8 12
— 4 9
C=|2 3% -3[+]2 2 3
43 0 8 9 -2
3 10 19
C=14 % 0
12 12 -2

A Adicao de Matrizes goza das seguintes propriedades:

e Comutatividade: A + B=B + A
Seja a matriz C tal que C=A+B. Logo ¢;; = a;; +b;; Vie1,...meje€1,...,n.
Como ajj, b;; € R e adicao dos ntimeros reais ¢ comutativa, c¢;; = b;j + a;j, Vi
€l,...mejel,..n logoC=B+A.
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e Associatividade: (A +B) + C=A+ (B + C)
Seja a matriz D tal que D = (A+ B) 4+ C. Logo dij = (a;; + bijy + cij
Vie 1,...,me j € 1,..,n. Como aj;, bij,ci; € R e adicao dos nimeros reais
é associativa. Logo, d;; = aj; + (bij +¢ij), Vi€ 1,...,m e j € 1,...,n, logo
D=(A+B)+C.

e Elemento Neutro: Existe uma matriz M tal que A+ M = A
Se A+ M = A, entao a;; +m;; = a;; implicando que m;; =0, Vi€ 1,...,me

J €1,....,n. Logo, o elemento neutro da adigao ¢ a matriz nula.

e Possui elemento simétrico: Existe uma matriz A’ tal que A + A" = M.
Pela demonstracao anterior, M ¢ uma matriz nula, logo m;; = 0vi € 1,...,m e

j €1,..,n. Entdo a;; +aj; =0, logo a;; = —a;;, Vi€ l,..,mejel, .. n

¢) Produto de uma matriz por um nimero real: Seja A uma matriz e k um
nimero real qualquer. O produto A -k ¢é a matriz B tal que b;; = k- a;;. Ou seja,
todos os elementos de B sao produzidos a partir da multiplicacao de k pelo elemento

correspondente de A.

5 2 7
Por exemplo, seja a Matriz A = | 2 % —3| e k=2 Logo produto B = A - k sera
4 3 0
a matriz:
5 2 7
_ 4
B=212 ¢ -3
4 3 0
10 4 14
_ 8
B=14 & -6
6 0

Seja A e B duas matrizes de mesma dimensao e k e y dois nimeros reais. O produto

de uma matriz por um nimero real goza das seguintes propriedades.

o k-(y-A)=(k-y)-A
Seja C =k-(y-A), logo cij =k-(y-aj),Viel,..,mejel, ., nComo
a;j,k,y € R e a multiplicacdo de ntimeros reais ¢ associativa, entao c;; =
(k-y) - aij, logo C = (k-y) - A

o (k+y) - A=k-A+y-A
Seja C' = (k+y)- A, logo ¢ij = (k-y)+a;,Viel,..,mejel, .., nComo
a;j, k,y € R e a multiplicagao de nimeros reais ¢ distributiva em relagao a

adigdo , entdo ¢;j = k- a;j +y-a;j, logo C =k-A+y-A.
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3.4 OPERAGOES COM MATRIZES 34

e k- (A+B)=k-A+k-B
Seja C = k- (A+ B), logo ¢ij = k- (a;j+bi), Viel,..,mejel, ...n
Como, k,a;j,b;; € R e a adicao de ntimeros reais ¢ distributiva em relagio a
multiplicacao entao ¢;; = k.a;; + k- b;j, logo C =k-A+k-B

o 1-A=ASejaC =1-A,logocij =1 a;5=ua4,vicl..mejecl, .. n.
Logo C = A

d) Multiplicagoes de Matrizes: Sejam as matrizes, A de m linhas e n colunas, e a
matriz B de n linhas e p colunas. O produto de A e B é a matriz C' de m linhas e p

colunas, tal que:
Cik = i1 - b1p + a2 - bop + a3 - bgp + ... + aip - by, paratodoi € 1,...mej € 1,...,p.

Ou na notagado de somatorio:
n
Cik. — Z Qg - bjk (6)
j=1

A partir dessa definicao podemos observar que o produto de A com B sé existe, se e
somente se, o nimero de colunas de A for igual ao nimero de linhas de B. Desta
forma o produto de A com B é uma matriz que tem o niimero de linhas de A e o

numero de colunas de B.

A seguir apresentamos alguns exemplos:

2 3

-1 6 3

(a) Seja A= |4 5 umamatriz3><2eB:<4 0 3) uma matriz 2 x 3. A
16

multiplicacdo de A com B é possivel, pois o niimero de colunas da matriz A é
igual ao nimero de linhas da matriz B. A matriz resultante AB serd composta
pelo ntimero de linhas da matriz A e o numero de colunas da matriz B, isto é,

uma matriz 3 x3:

2.(=1)+3-4 2:6+3-0 2:3+3-3 10 12 15
AB=[4-(-1)+5-4 4-64+5-0 4-3+5-3| =116 24 27
1-(~1)+6-4 1-64+6-0 1-3+6-3 23 6 21
5 -1 6 3
(b) SejaA:( )uma matriz2x2eB=1| 4 0 3 [ uma matriz 3 x 3. Como
Ve 8 —1 20

o numero de colunas da matriz A é diferente do nimero de linhas da matriz B, ndo é

possivel fazer a multiplicacao.



3.4 OPERACOES COM MATRIZES

O produto de matrizes goza das seguintes propriedades:

e Associatividade: (AB)C = A(BC):

Sejam as matrizes A =

(ckt) (pxr)-

Fazendo:

D = AB = (dik) (mxp):

E = (AB)C = (€it) (mxr);
F = BC = (fit) nxr)
Temos que:

p
e = Y dji-c =
k=1

Pelas propriedades do somatorio:
n

> ( Z

k=1 j=1

n

oot

B
—

(aij)(an), a matriz B =

(bjk) (nxp) © @ matriz C' =

Z: zn: * Ckl (7)

1 j=1

“Ckl =

bjk - cki) =

n
> aij Z bik - k1)

k

=1

.

Logo (AB)C = A(BC).

=1
n
> aijfi =

A(BC) (8)

e Distributividade a direita: (A + B)C' = AC + BC

Sejam as matrizes A = (aij)(mxn)

C = (cjk)(n X p).
Fazendo: D =
(Dit) = Sj=1((aij + bij) - ¢

Pelas propriedades do somatorio:

a matriz B = (bij)(mxn) © a matriz

(A+ B)C = dif(yxp) temos:

n
dik) Z aij + bij) - cjk =
=1

1=

n
> (aij- i+ bij - i) =

1

[y

j:

]:
n
Z aij - Cjk + Z bij - cji, = (9)

j=1

AC+ BC
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3.4 OPERACOES COM MATRIZES

Logo (A+ B)C = AC + BC

e Distributividade & esquerda: C(A+ B) =CA+CB
Demonstracao analoga feita na distributiva a direita.

e Associatividade em relagdo a multiplicacdo a um ndamero real: (KA)B =
K(AB)

Sejam as matrizes A = (a;j); a matriz B = (bj)(

mxn)» nxp):

Fazendo: D = kA = (dij)mxn;
E = kB = (ejk)nxp;
F = AB = (fik)mxp

Temos que:

n
(KA)B = > dij-bjr =
j=1

n
Y (K -aig) - bi
=

Pelas propriedades do somatorio:

L i aij - bjx = K(AB) (10)

Logo (KA)B = K(AB)

A partir da apresentacao das propriedades do produto de matrizes podemos considerar
duas observagoes importantes. A primeira é que a multiplicacdo nao é comutativa,
ou seja, AB # BA. A segunda se refere a afirmagao AB=0 (matriz nula) entdao A=0

ou B=0 que nao ¢ verdadeira.

Transposicao de Matrizes: Seja A uma matriz m por n. A matriz transposta de
A (indica-se por A') é a matriz B, n por m, tal que, a;j = bj;, ou seja, Ay = By,

A9 = Boy, A1z = B3p e assim sucessivamente. Por exemplo:

3 4 8
-4 “

At

I
W

-5 (12)
8 V2
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3.5 ANALISE DE RAIOS PARAXIAIS

A transposicao, portanto, troca a disposicao dos elementos na matriz. A primeira
linha passa a ser a primeira coluna, a segunda linha passa a ser a segunda coluna e

assim por diante.

A transposicdo de matrizes goza das seguintes propriedades:

o (A=A
O elemento (i,7) da Matriz A é a;;, logo o elemento (i,5) da matriz A’ é
@ij = aj;. Logo o elemento (i,7) de (A" é aj; = a;j.
e (A+B)!=A"+B
Seja A+ B=C=cje (A+B) =C" =}
Temos: ¢; = c¢ij = aij +bij = aly; 4+ b, para todos i e j. Logo (A+ B) =
Al + B
o (kA = k(AY)
Seja (kA)" = a;
Temos: af; = k- a;; = k- a); para todos i e j. Logo (kA)" = k(A")
e (AB)l = Al. B!
Fazendo AB = C = (cig)mxp € (AB)" = C' = (¢},;)pxm
Temos cp; = ¢j; = X7 a5 - bjr, =
Sy bk ag = X0 bfkj -a;. Logo (AB)! = A. Bt

Definigoes:

e Matriz Simétrica: Toda matriz quadrada de ordem n tal que A = A. Ou seja

uma matriz e sua transposta sao iguais.

o Matriz antissimétrica: Toda matriz de ordem n tal que A = —A. Ou seja uma

matriz e sua transposta sao opostas.

f) Inversao de Matrizes Uma matriz quadrada de ordem n é inversivel se e somente
se existir uma matriz B com a mesma dimensdo de a tal que AB = BA =1,. A

matriz B é Unica e é chamada de inversa de A.

3.5 ANALISE DE RAIOS PARAXIAIS

A propagacao de raios paraxiais é feita quando o angulo 6 formado pelo raio e o eixo
6ptico é no maximo 30° [37], pois nesse caso 0 sin 0] = 02 sinf2. Nesse caso, o sistema
optico de imagem pode ser descrita a partir de Matrizes de Transferéncia de Raios. Na
Figura 3.1 ¢é ilustrada a propagacao de raios paraxiais através de uma lente. Com auxilio
do tracado de raios de Optica Geométrica, apresentados na secao 2.4.1, é possivel definir
que a luz incide na lente com altura hy e angulo #;. Apds a dupla refracao o raio de luz

sai da lente com altura hs e angulo 6.
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3.5 ANALISE DE RAIOS PARAXIAIS

Eixo éptico

Plano de
Entrada

Plano de Saida

Figura 3.1: Diagrama esquemadtico do raio propagado através de uma lente de distancia focal f.
Fonte: [37] e adaptado pelo Autor.

Um raio paraxial é caracterizado pela distancia ao eixo 6ptico (hy) e pelo angulo (6;)
também com o eixo 6ptico. O caminho que o raio percorre através do sistema depende
das propriedades da estrutura e das entradas hy e #1. As saidas hy (distancia ao eixo) e
02 (Angulo com o eixo éptico estrutura) sdo linearmente dependentes com as entradas e

podem ser escritas como matriz,

hy _ A B\ (he | (13)
0 C D) \b
onde a matriz ABC'D é chamada Matriz de Transferéncia de Raios e seu determinante
é igual a 1(AD — BC = 1). Os elementos da matriz ABCD estao relacionadas com a
distancia focal f e hy e ho sdo as distancias da estrutura optica do plano de entrada e
saida dos raios.
Na Tabela 3.1 sao apresentadas as matrizes de transferéncias de raios de algumas
estruturas com seus respectivos diagramas esquematicos com lentes e meios com indices de

refragdo, n. A seguir sdo descritas cada estrutura das matrizes apresentadas na Tabela 3.1:

a) A primeira matriz descreve a transferéncia do raio através de uma distancia d.

b) A segunda matriz descreve a transferéncia de raios através de uma lente com distancia

focal f.

¢) A terceira matriz descreve uma combinacao das duas primeiras. Primeiramente o
raio passa por uma distancia d e atravessa uma lente de distancia focal f. Pode ser

obtida como a combinacao das matrizes 2 e 1.
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3.5 ANALISE DE RAIOS PARAXIAIS

d) A quarta matriz descreve a passagem de raios através de duas estruturas do tipo 3.

A matriz é obtida multiplicando as matrizes do tipo 3.

e) A quinta matriz descreve a passagem de raio por um material que o indice de refragao

varia de acordo com a distancia do eixo optico. Esse caso ocorre lentes de géas.

f) A ltima matriz descreve a passagem da luz por uma estrutura com indice de refragao

constante e diferente do ar. A matriz pode ser obtida pela Lei de Snell.

O indice 1 representa a entrada dos raios de luz através da estrutura, sendo o plano
onde estd localizado o objeto. O indice 2, por sua vez, representa a saida dos raios de luz,
sendo o plano onde esta localizado a imagem. Daqui pra frente serao representados pelos

indices o (objeto) e i (imagem), respectivamente.
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Tabela 3.1: Matrizes de transferéncias de principais estruturas para descrever meios e sistemas
6pticos por onde o feixe de luz pode ser propagado.

3.5 ANALISE DE RAIOS PARAXIAIS

No

Sistema Optico

Matriz de Transferéncia

‘.-_.1'_..

1 d
0 1

=
H

( 1—% r11+dg—£ﬁz
11 d _dy _dy _dy  dydy
ARt RE YRR TR AR

|

fna

cosd, /"2 —L_gind, /m2
" V‘ 0 ngng \V no
. (112 e [
—/Tona sin r!'\./ - COS r."v e

)

1 4

n

0 1

A grande vantagem do uso de matrizes de transferéncia de raios na descricao de um
sistema Optico de imagem é que apenas uma matriz pode representar todo o sistema éptico
independente do niimero de elementos que o compoe. Por exemplo, se um sistema possui
dez lentes, seria necessario aplicar a equacao de lentes dez vezes, ao passo que é possivel

representar todos os elementos a partir de uma tnica matriz. Para tal, basta fazer a

Fonte: [37] e algumas adaptagoes feitas pelo Autor.

multiplicagao das matrizes sempre na ordem do caminho que a luz propaga.
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3.5 ANALISE DE RAIOS PARAXIAIS

Por exemplo, temos que a matriz 3 da tabela 3.1 é a combinacao das matrizes 1 e 2.

Os raios de luz passa por uma distancia d e depois por uma lente de distancia focal f.

Logo devemos multiplicar as matrizes 1 e 2.

(1 ? <1d)
-1 :

1) \o1
(L1+uo 1

d+0&)
—1 —1
F14+1-0 Fd+1-1

1 d
=1 _=d
f f

O sistema 6ptico 3 é uma combinacao dos sistemas 1 e 2, logo, a matriz de transformagao

3 é uma multiplicagdo das matrizes 2 e 1. Sendo assim, se quisermos combinar diversas

lentes, podemos multiplicar matrizes e obter apenas uma, que representara todo o sistema.

Outro exemplo ¢ a matriz 4 que ¢ a multiplicacdo de duas matrizes do tipo 3.
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MATERIAIS E METODOS PARA O DESENVOLVIMENTO E
CARACTERIZACAO DE SISTEMAS OPTICOS

Os métodos para desenvolver e determinar as caracteristicas de sistemas épticos de

imagem usados neste trabalho sao os seguintes:

I Equacao de lentes;
IT Tracado de Raios;
IIT Tratamento Matricial;

IV Atividade prética - Montagem do experimento.

4.1 METODO I - EQUACAO DE LENTES

A Equacao 4 da secao 2.7, que se refere a equacao da lente, é a forma mais simples e
indicada para o desenvolvimento de um sistema optico de imagem, ou seja, é a partir desta
equacao que inicia-se a montagem de um sistema optico. Para isso, podemos partir das
condigoes iniciais, dada pela distancia focal da lente f e a Magnificacdo M definida na
secao 2.4 pela Equacao 5. Partindo da Equagao 4 e substituindo s; = M - s, temos as

distancias do objeto e imagem em funcao das condig¢Oes iniciais

1 1 1

=4 14

fosi ap 14
L1 -
si= f(14+ M) (16)
50 = ]\f4(1+M) (17)

As equacoes 16 e 17 serao usadas para definir as condic¢oes inciais dos proximos métodos.
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4.2 METODO 11 - TRAGADO DE RAIOS

4.2 METODO II - TRACADO DE RAIOS
4.2.1 Tragado de raios para um sistema optico formado por uma lente

De acordo com os fundamentos de éptica geométrica, apresentados na secao 2.3, podemos
tragar raios que nos permite conhecer qual serd o tamanho e a posi¢cao da imagem, a partir
do tamanho e da posicao do objeto em relacao a lente. Este método é bem pratico pois
seu funcionamento é através do desenho dos raios de luz. Pode-se aplicar a semelhanca de
triangulos e o Teorema de Pitagoras para relacionar os parametros da imagem e do objeto.
O tragado de raios pode ser usado para confirmar os calculos efetuados no método I.
Este método pode ser realizado apenas com papel, 1lapis e régua, no entanto, vamos
usar um programa desenvolvido pelo pesquisador Dr. Rudimar Riva, atualmente Professor
Visitante da UNIFESP, mostrando assim, uma utilidade dos programas de planilhas. O
programa de tracado de raios é apresentado na Figura 4.1, definido para o sistema 6ptico

formado por uma lente.

A B € D E F G H | J
3 TABELA COM 05 PARAMETROS DO SISTEMA OPTICO
4 |f 50 si ho hi M
£ 10 15 30,00 1,00 -2,00 2,00
6 TRACADO DE RAIOS
T
8
9
10
11
12
13
14| o _____ ’_ —bjeto
15 I.:::‘-““'-v.. ‘5""-_- imagem
16 | '.‘\ } = "“"-:-»...___F.-"--._: } } ' ! mmF
17 .. TeealItol —
18 RN Te-Tua
19 el £ .-
20
21
22
23
24

25

Figura 4.1: Programa de planilhas utilizado para o tracado de raios para um sistema 6ptico
formado por uma lente. Fonte: O Autor

Na parte superior encontra-se um tabela, onde se insere os parametros do plano objeto
S0, ho € a distancia focal f. Os parametros do plano imagem s; e h; sao calculados
automaticamente através da equagao de lentes (Equagdo 4). A magnificagdo M também é
calculada automaticamente como a razao entre h; e h,, por sua definicdo apresentada na
secao 2.7 pela Equacao 5.

Logo abaixo da tabela, é plotado um grafico com o tracado de raios, feito a partir de

um grafico cartesiano onde o eixo éptico é o eixo das abscissas e a lente é representada
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4.2 METODO 11 - TRAGADO DE RAIOS

pelo segmento em azul, nos eixos das ordenadas. Os pontos azul e verde sao os focos reais
e virtuais a lente. O objeto estd em linha continua na cor vermelha atras do foco, no
semieixo x negativo do sistema cartesiano.

Trés raios estao tracados em linha tracejada na cor preta, conforme as orientagoes
descritas na segao 2.4.1. Os trés tracos se cruzam em um ponto, que define a altura da
imagem em relacdo ao eixo y (ordenada) e a posigdo da imagem em relacio a lente é
encontrada em rela¢ao ao eixo x (abscissa). A imagem formada é paralela a lente, do eixo

optico até esse ponto, representada pela linha amarela continua.

4.2.2  Tragado de Raios para o sistema optico formado por duas lentes

Na Figura 4.2 é apresentado o programa de planilhas para o sistema 6ptico de imagem
formado por duas lentes L1 e L2. Cada lente possui seus planos objetos e imagens indicados

pelos indices 1 e 2 respectivamente.

A B C D E F G H ] K L
2 d= 60
3 |f1 501 sil hol hil M1
4 15,00 30,00 30,00 1,00 -1,00 -1,00
5 |f2 502 si2 ho2 hi2 M2
& 20 30,00 60,00 -1,00 2,00 -2,00 Mt| 2,00 |{mt= magnificagdo final. Se mt=0 imager
7
21
22 o—41
23
24 & & m—(0bl
25
Im1
26
27 — ]
28
| | , | e—fil
29 l l T 1 1
30 2
31
32 0Ob2
33
— 2
34 * *
35 — 2

Lente simples Espelho Duas lentes (+)

Figura 4.2: Programa de planilhas utilizado para o tracado de raios para um sistema dptico
formado por duas lentes. Fonte: O Autor

Na parte superior da planilha esta a tabela com os parametros das duas lentes. Neste
caso, temos que incluir, o parametro d que ¢é a distancia entre as duas lentes, logo
d = sj1 + So2. A primeira linha da tabela dados refere-se aos parametros de L1, onde
f1, So1 € ho1. Os parametros h;; e s;1 da imagem e a magnificacdo M; sao calculadas
automaticamente.

A segunda linha refere-se aos parametros de L2 e sua distancia focal fa. Os dados do

plano objeto de L2 sdo exatamente iguais do plano imagem de L1, ou seja, hoa = hi1 e

44



4.3 METODO III - TRATAMENTO MATRICIAL

So2 = d — s;1. Os parametros do plano imagem e M sao calculados automaticamente. A
magnificacao total M; do sistema ¢é entao calculado pela razao do tamanho da imagem
(hi2) e o tamanho do objeto (he1).

Logo abaixo da tabela da Figura 4.2 é plotado um gréafico com o tragado de raios. O
processo ¢ similar ao caso anterior, no entanto, deve ser feito duas vezes, ja que ha duas
lentes. A lente L2 é apresentada pela linha roxa, paralela ao eixo das ordenadas. Apds
a formagao da imagem pela lente L1, representada pela linha continua amarela, é feito
novamente os trés raios em linha tracejada amarela, que se encontram em um ponto que
sera o topo da imagem referente a lente L2. Essa imagem é paralela as lentes, comecando

do eixo optico e terminando nesse ponto, representado pela linha continua verde.

4.3 METODO III - TRATAMENTO MATRICIAL

Este método consiste em utilizar as matrizes de transferéncias, apresentadas na se¢ao 3.3,

e aplicar a multiplicagdo de matrizes para caracterizar os sistemas opticos de imagem.

4.3.1 Sistema optico formado por uma lente

Para a formagao de imagem usando uma lente convergente, é necessario usar as matrizes 1
e 3, descritas na Tabela 3.1, apresentadas na secao 3.3. Na Figura 4.3 é apresentado o
diagrama esquematico do sistema éptico formado por uma lente, o qual é caracterizado

por duas matrizes de transferéncia:

e Matriz 1 descreve o caminho 6ptico da distdncia do plano até a lente (s,) e uma

lente com distancia focal (f)

e Matriz 2 descreve o caminho 6ptico da distdncia da lente até o plano imagem (s;)

Lente (f)

|

Objeto

Imagem

N

N~
A

S

Figura 4.3: Diagrama esquematico de um sistema 6ptico formado por uma lente, com as distancias
que serdo percorridas pelos raios de luz até a formagdo da imagem. Fonte: O Autor
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4.3 METODO III - TRATAMENTO MATRICIAL

Conforme ja visto, a multiplicacdo das matrizes deve ser feita na ordem inversa, ou

seja:

1 Sq 1 So
0 1) \-% 1) (18)
3% g +S._508i
1f o 1 7 N f (19)
- f 7

A matriz de transformacao da Equacao 19 sera utilizada para obter as caracteristica
de um sistema 6ptico de imagem formado por uma lente.

Como uma opc¢ao adicional, as multiplicacoes das matrizes foram feitas com o Excel
para facilitar o processo e otimizar a verificacdo de dados. A planilha é apresentada na
Figura 4.4 mostrando um exemplo de como a ferramenta é utilizada para o sistema 6ptico
formado por uma lente.

O produto das matrizes 2 e 1 é denominada "Matriz de Transformagao'. Essa matriz é
multiplicada pela "Matriz inicial"de entrada. Essa operacao resulta em uma matriz 2 x 1,
onde o primeiro elemento representa o tamanho do objeto no plano da imagem e o segundo

elemento representa o angulo de emergéncia. Os resultados serdao discutidos no proximo

capitulo.
50 150 ho 20
| s 300| f 100 80 0
. s Matri Matri
Matriz "Distdncia" A "f e . .a 2
"Distancia/Lente" Matriz Inicial Final
1 300| 1 150 _ -2 0| 20 _ -40| —  Tamanho da Imagem
0 1 -0,01 -0,5 -0,01 -0,5 0 -0,2| —— Angulo de Emergéncia
Matriz 2 Matriz 1 Matriz de

Transferéncia

Figura 4.4: Tratamento matricial feito em um programa de planilhas. Esta multiplicagdao de
matrizes refere-se ao sistema 6ptico formado apenas por uma lente. Fonte: O Autor

4.3.2  Sistema optico de imagem formado por duas lentes

Para duas lentes L1 e L2 temos a combinacao de trés matrizes, da seguinte forma:

e Matriz 1 descreve o caminho 6ptico da distdncia do plano objeto até L1 (s,) e uma

lente com distancia focal (fi).
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4.3 METODO III - TRATAMENTO MATRICIAL

e Matriz 2 descreve o caminho 6ptico da distdncia entre as duas lentes (d) e a lente

L2. (f2).

e Matriz 3 descreve o caminho 6ptico da distdncia de L2 até o plano imagem (s;2).

As matrizes utilizadas nesse caso, sdo as matrizes 3, 3 e 1 da Tabela 3.1 da secao 3.3. Na
Figura 4.5 é apresentado o esquematico do sistema 6ptico de imagem formado por duas

lentes com as distancias percorridas pelos raios de luz até a formagao da imagem.

Objetg Imagem,,

o i1 ! 5i2

Figura 4.5: Diagrama esquemaético do sistema 6ptico formado por duas lente. Fonte: O Autor.

A distancia s, é a distancia do plano objeto a lente L1 de distancia focal fi. A lente
L1 produz uma imagem que sera o plano objeto para o sistema da lente L2. O parametro d
é a distancia entre L1 e a lente L2 de distancia focal fy. A distdncia da imagem produzida
pela segunda lente ¢ dada por s;o.

Conforme ja visto, a multiplicacao de matrizes é efetuada na ordem inversa ou seja,
¢ multiplicado a partir da matriz 3 com a matriz 2 e a matriz resultante, ¢ multiplicada

com a matriz 1, da seguinte forma:

1 ; 1 d 1
( SZQ) ( 1 d) ( 1 80130) = (20)
0 1) \-5 1-%/\—% 1-%

1— S% d+ sj9 — % 1 Sol _ (21)
_1 1— 4 _1 1 _3a
f2 f2 f Ji
1_m_i_m+d5i2 8_Si250_|_(d+8._d-Siz),(l_LO)
1fz fi df1 1f1f2 o fo de fo f1 (22)
So a _ So
-5+ A=5)(=%) — 2+ 1-5)0=3)

A matriz de transformacao da equacao 22 sera utilizada para obter as caracteristica de
um sistema optico formado por duas lentes.

Como uma opg¢ao adicional, as multiplicagoes de matrizes foram feitas com o Excel
cujo modelo é apresentado na Figura 4.6 mostrando um exemplo de como a ferramenta é

utilizada para um sistema 6ptico composto por duas lentes.
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[a T o[ s | o [ ho [ o
[ s o0l [ 2 [ woof [ 11 [ o0q Lo [ o
Matriz "Distancia” _ Matriz | Matriz M3 X M2 (M3 X M2) X M1 Matriz Matriz
"Di /Lente" " fLente" Inicial Final
1 200| 1 800) 1 300| _ -1 -600 2 0f 10 _ 20| — Tamanho da Imagem
0 1 -0,01 -7 -0,005 -0,5] -0,01 -7 0,025 0,5] 0 0,25 —— Angule de Emergéncia

Matriz de
Transformagio

Figura 4.6: Esquema do programa de planilha feito para o tratamento matricial do sistema
optico de duas lentes. Fonte: O Autor

As matrizes foram colocadas na ordem da multiplicacao Ms, My e M;. O produto
Ms x My esta representada em M3 x M2. O resultado da multiplicacao das trés matrizes
estd representada em (M3 X M2)x M1. Essa ¢ a matriz de transformacao que serd
multiplicada com a matriz inicial. Essa operagao resulta numa matriz (2 x 1), onde o
primeiro elemento representa o tamanho da imagem e o segundo representa o angulo de

emergéncia. Os resultados dessas multiplicagdes serao discutidos no capitulo 5.

4.4 METODO IV - ATIVIDADE PRATICA - EXPERIMENTOS

Neste método propomos a realizagao de atividades praticas que possuem o objetivo de
montar os sistemas 6pticos de imagem utilizando os dados obtidos pelo métodos I, IT e
[T apresentados neste capitulo. Os experimentos foram realizados com os materiais do
laboratério de Fisica da UNIFESP - Campus Sao José dos Campos. Todos os materiais sao
do fornecedor PASCO (empresa de kits didaticos) e estao listados a seguir. Para ambos
sistemas 6pticos de imagem (uma ou duas lentes) foram utilizados os mesmos elementos

apresentados na Figura 4.7 [38].

Figura 4.7: Uma fotografia dos elementos épticos usados no arranjo experimental dos sistemas
Opticos de imagem montados. Fonte: O Autor.

a) Fonte luminosa (objeto) é uma caixa preta com uma luz branca dentro onde uma
das faces da caixa possui o gabarito de setas cruzadas de 20 mm de comprimento. Este

gabarito foi usado como o objeto a ser imageado pelos sistemas épticos de imagem.
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b) Tela de visualizagdo branca ou anteparo utilizada para projetar a imagem pro-

duzida pela lente.

¢) Trilhos 6pticos de comprimento iguais a 1,20 m e 2,0 m onde a fonte de luz, a
lente e a tela de visualizacao serao posicionados e fixados. Esse trilho é milimetrado e

refere-se ao eixo o6ptico do sistema 6ptico de imagem.

d) Trés lentes esféricas sendo duas convergentes (L1 e L2) de distancia focal igual a f;
= 200 mm e fo = 100 mm e uma lente divergente (L3) de distancia focal igual a f3 =
150 mm.

Com os dados adquiridos nos trés primeiros métodos, foram posicionados o objeto
(fonte), a(s) lente(s) e a tela de visualizagdo no trilho 6ptico. Medimos o tamanho da
imagem projetada no anteparo usando uma régua escolar comum. Pode haver erros de
medida, imagens com tamanhos distintos dos encontrados matematica, pois ha o fenomeno
de difra¢ao, como vimos no item 2.1 desse trabalho. Entretanto como ja mencionado, esse
fendomeno nao interfere de maneira direta. Além disso pode haver erros de medidas devido
as condigoes do trabalho que nao sao perfeitas.

A infraestrutura e os materiais da UNIFESP colaboram para fazer os experimentos mas
podem ser substituidos por materiais de baixo custo e produzidos pelos proprios alunos.
Por exemplo, é sugerido substituir a fonte por uma caixa com uma lampada dentro dela.
As lentes podem ser de baixo custo feitas com gelatina incolor e a tela de visualizacao
pode ser um pedago de papelao revestida com uma folha de papel branco, ou qualquer

objeto de superficie plana lisa da cor branca.
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RESULTADOS

Neste capitulo estao os resultados do desenvolvimento dos calculos e atividades praticas
referentes aos quatro métodos aplicados para caracterizar trés sistemas épticos de imagens.
Estes sistemas Opticos sao propostas de atividades para serem aplicados em sala de aula.
O primeiro é formado apenas por uma lente convergente, o segundo formado por duas
lentes convergentes e o ultimo sistema 6ptico é formado por uma lente convergente e uma

lente divergente.

5.1 SISTEMA OPTICO FORMADO POR UMA LENTE

Construir um arranjo experimental de um sistema 6ptico de imagem formado por uma
lente convergente de f= 100 mm para obter uma imagem com o dobro do tamanho do

objeto (magnificacao |M|= 2). O objeto possui altura igual a h, = 20 mm.

Método I - Equacgao de Lentes
Através da Equacao 16 e Equacao 17 descritas na secao 4.1 foram determinadas as

distancias s, e s; da seguinte forma:

s; = f(1+ M)
s = 100(1 +2)

s; = 300 mm

/
0:71 M
o= L1401

1
50:(2)0(1+2)

So = 150 mm

Com este método foi determinado que a distancia s;=300 mm ¢é o dobro da distancia
$o=150 mm devido a magnificagio M = |2|. Consequentemente, o tamanho do objeto no
plano da imagem é dobrada sendo igual a h;=40 mm. Isto é confirmado no tragado de

raios a seguir.
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5.1 SISTEMA OPTICO FORMADO POR UMA LENTE 51

Método II - Tracado de Raios

Os resultados obtidos pelo método I sdo as condigoes iniciais para realizar o tracado
de raio, sendo entao s,=150 mm e s;=300 mm. O diagrama esquematico do tracado de
raios apresentado na Figura 5.1 foi configurado conforme a descricao da secao 4.2. Entao,
com o tracado de raios é possivel conferir os resultados calculados no método I a partir
de uma analise da semelhanca de triangulos formados na regiao antes e depois da lente

conforme o diagrama esquematico apresentado na Figura 5.2.

TABELA COM OS PARAMETROS DO SISTEMA OPTICO

i 50 si ho hi M
100 150 300,00 20,00 -40,00 2,00
* s hjeto
imagem
Fo
hi Fi

So | Si

Figura 5.1: Diagrama esquematico do tragado de raios do sistema optico de imagem formado por
uma lente com f=100 mm, s, = 150 mm, s; = 300 mm, |M|=2, h, = 20 mm e h; = 40 mm.
Fonte: O Autor

T4

Figura 5.2: Anélise da semelhanca de tridngulos para o sistema Optico formado apenas por uma
lente mostrando que o tamanho do objeto no plano da imagem é o dobrado. Fonte: O Autor

Os angulos TOH e I'OH' sdo congruentes (opostos pelo vértice). Além disso os Angulos
HIO e H'I'O sao retos. Portanto os triangulos AHIO e AH'I'O sdo semelhantes. Logo:
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HI I'H

10 Or

HI I'H

150 300
I'H'
=9
HI

Portanto, a razao entre os tamanhos resulta igual a 2, exatamente a |M| = 2 a qual foi

adotada para este sistema 6ptico.
Método III - Tratamento Matricial

No tratamento matricial de um sistema formado por uma lente sdo usadas as descri¢oes
apresentadas na se¢ao 4.3. A partir das condigOes iniciais e dos resultados obtidos nos
métodos I e II e escolhendo um raio incidente com angulo de incidéncia 6 = 0 rad é
determinado a altura h; e dngulo 6; no plano da imagem. Estes dados sdo substituidos na

matriz descrita na Equacgao 19 da segdo 4.3 da seguinte forma:

1 1 150

300 300.150
(1—100 300 + 150 — 300.L ) _
~ 100

~ 100

-2 0

—0,01 —0,5
hy [ -2 0 20\  [—40+0\ [ —40
0; —0,01 0,5/ \0 0,240 —0,2

Como esperado para um sistema 6ptico com |M| = 2, a altura do objeto no plano
imagem ¢é h; = 40 mm. Esse resultado é negativo indicando que a imagem é invertida. O

raio sai da lente com desvio dado pelo angulo ¢; = 0,2 radianos.
Método IV - Montagem do Experimento

Na Figura 5.3 e Figura 5.4 sao apresentados a montagem experimental e o alinhamento
dos elementos 6pticos do sistema 6ptico de imagem formado por uma lente. Na Figura 5.3
¢é apresentada a disposi¢do dos elementos épticos fixados sobre o trilho 6ptico a partir dos
parametros do sistema Optico determinados pelo método I e confirmados com os métodos
IT e III. O arranjo experimental ¢ montado e alinhado conforme diagrama esquematico

apresentado na Figura 4.7 da secao 4.4. Na Figura 5.5 é apresentada uma fotografia da
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5.1 SISTEMA OPTICO FORMADO POR UMA LENTE

imagem do objeto formada no anteparo. A altura do objeto no plano imagem foi dobrada

como previsto pelos métodos anteriores.

Figura 5.3: Foto da disposicao dos elementos
Opticos fixados conforme as distancias calcula-
das com auxilio dos métodos I e II. Fonte: O
Autor

Figura 5.4: O experimento visto por outro an-
gulo. Fonte: O Autor

Na Figura 5.5 é apresentada a imagem formada no anteparo posicionado no plano
imagem do sistema. O tamanho da imagem igual a 41 mm foi medido manualmente
usando uma régua escolar. Essa diferencga entre o valor calculado e o medido experimental
é aceitavel, ja que experimental sempre havera a presenca do efeito de difracdo. A imagem
estd invertida pois a seta esta apontada para baixo. Esse fato ja era esperado nos métodos
IT e III, onde o tamanho da imagem ¢é negativo. Lembrar que foi considerado a metade do

objeto que possui sua figura simétrica.

Figura 5.5: Tlustracao da imagem formada no plano de imagem do objeto de altura igual a h,

= 20 mm. A imagem do objeto apresenta uma |M| = 2 e entdo a altura é igual h; = 40 mm.

Fonte: O Autor.
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5.2 SISTEMA OPTICO DE IMAGEM FORMADO POR DUAS LENTES CONVERGENTES

Na Tabela 5.1 é apresentada uma comparagao dos resultados encontrados pelos quatro
métodos usados para o sistema 6ptico formado por uma lente convergente. As distancias s,
e s, distancia focal f, h,, ndo sao alterados. A tnica diferenga é o resultado do tamanho
da imagem h;, pois no método experimental ocorre o fenémeno de difracao e as condigoes
do trabalho nao sao totalmente confi

aveis
Tabela 5.1: Comparacao dos resultados dos parametros encontrados pelos quatro métodos
realizados para o sistema formado por uma lente convergente.

Parametro Métodos

Ialll v

f 100 mm 100 mm

So 150 mm 150 mm

S; 300 mm 300 mm

ho 20 mm 20 mm

h; —40 mm —41 mm

| M| 2 2,05

Fonte: O Autor

5.2 SISTEMA OPTICO DE IMAGEM FORMADO POR DUAS LENTES CONVER-

GENTES

Construir um sistema 6ptico de imagem com duas lentes, sendo L1 a lente convergente de
f1= 200 mm e L2 a lente convergente de fo= 100 mm. O plano objeto esta localizado em

So1 = 300 mm e a distancia entre as lentes ¢ igual a d = s;1 + sp2 = 800 mm.

Método I - Equagao das lentes

Por ser uma situacao de duas lentes foi aplicado duas vezes a Equacao 4 da secao 2.4.

Para a primeira parte do sistema formado por L1 é calculada a distancia do plano imagem:

200~ 300 s
Multiplicando ambos os lados por s;1= 600 mm obtém-se:

381‘1 = 282‘1 + 600

s;1 = 600 mm
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O plano imagem estd a uma distancia de 600 mm da lente L1. Este agora refere-se ao
plano objeto de L2 que estd a uma distancia de 200 mm. E definido entdo que sp2 = 200
mm.Para a segunda parte do sistema ¢é obtido a distancia do plano imagem em relacao a

lente 1.2 da seguinte forma:

1_1
fa se2  Si2
1 1 1
- = — 4

100~ 200  s40

Multiplicando ambos os lados por s;2 = 200 mm obtém-se:

2si9 = si2 + 200

Si2 = 200 mm

Com este método foi determinado que a distancia do plano imagem em relagao a lente

L2 éigual a s;o= 200 mm. A seguir com o tragado de raios este resultado sera confirmado.

Método II - Tracado de Raios

A partir das condigoes iniciais do problema e dos resultados obtidos pelo método I:
So1= 300 mm, e d= 800 mm, fi= 200 mm e fo = 100 mm ¢é feito o tracado de raios deste
sistema Optico conforme apresentado na Figura 5.6.

A distancia do plano imagem s;; ¢ 600 mm. A imagem produzida por L1 é objeto para

L2, que esta a 200 mm dela, ou seja, s,2. O plano imagem também esta a s;2 = 200 mm
da lente L2.
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5.2 SISTEMA OPTICO DE IMAGEM FORMADO POR DUAS LENTES CONVERGENTES

FORMA(;EO DE IMAGENS COM DUAS LENTES.

d= 300
fi sol sil hol hil M1
200,00 300,00 600,00 1,00 -2,00 -2,00
f2 502 si2 ho2 hi2 M2
100 200,00 200,00 -2,00 2,00 -1,00 Mt|2,DD |

hiz

3

hi1 =hoz

Figura 5.6: Diagrama esquematico do tragado de raios do sistema 6ptico de imagem formado por

duas lentes com s,= 300 mm, e d= 800 mm, f;= 200 mm, fo= 100 mm e h,; = 20 mm. Fonte:

O Autor

Pelo tragado de raios foi fornecido o tamanho do objeto no plano imagem igual a
hi=40 mm e a magnificacdo |M|=2. Esses dados serdo confirmados através do tratamento

matricial a seguir.

Método III - Tratamento Matricial

No tratamento matricial de um sistema 6ptico formado por duas lentes sdo usadas
as descrigoes apresentadas na se¢ao 4.3. A partir das condigoes iniciais e dos resultados
obtidos com método I e II e escolhendo um raio incidente com angulo de incidéncia 6
= 0 rad é determinado a altura h; e angulo #; no plano da imagem. Estes dados sao

substituidos na Equacao 22 da secao 4.3 da seguinte forma:

200 _ 800 _ 200 _ 200.800 300.200 200.800 300
(1_100_200_200Jr 200100 900 — <55 + (200 + 800 — 100 )+ ( _200)) _

1 800 1 300 800 300
—100 + (1 = T00) (—305) —100 + (1 = T65) (1 = 500)
1-2—-4—-1+8 300-600+ 300 -
—0,01+0,035 —3+3,5

2 0
0,025 0,5
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6) = (ot o) (6) - %)
_ _ (23)
0; 0,025 0,5 0 0,5

Logo, o tamanho do objeto no plano da imagem ¢ 40 mm, equivale ao dobro do
tamanho do objeto e o sistema entdo é definido com uma magnificagdo |M|= 2. Estes
resultados sao iguais aos resultados obtidos com o tragado de raios. A partir da abor-

dagem matricial, foi verificado que h& um desvio de aproximadamente 0, 5 rad do raio de luz.
Método IV - Montagem do experimento

Na Figura 5.7 é apresentado o arranjo experimental utilizado com os elementos 6pticos
dispostos conforme as condigoes iniciais e dos resultados obtidos nos trés métodos anteriores.
Na Figura 5.8, por sua vez, é apresentado a imagem do objeto formada no anteparo
posicionado exatamente s;o = 200 mm apéds a lente L2. Com auxilio de uma régua escolar,
foi medido h;o = 42 mm. Essa diferenca é muito pequena (5 %) em relacdo ao valor

calculado.

Figura 5.7: Fotografia da disposi¢ao dos elementos 6pticos fixados conforme as distancias
calculadas com auxilio dos métodos I e II. Fonte: O Autor
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Figura 5.8: Ilustracdo da imagem formada no plano de imagem do objeto de altura igual a h,=
20 mm. A imagem tem altura igual h; = 42 mm. Fonte: O Autor.

Na Tabela 5.2 é apresentada a comparacao dos dados encontrados nos quatro métodos
realizados nessa atividade. Novamente os 1inicos resultados distintos sao o tamanho do

objeto no plano da imagem e a magnificacao.

Tabela 5.2: Comparacao dos parametros obtidos pelos quatro métodos do sistema éptico formado
por duas lentes convergentes.

Parametro Métodos

[alll v
d 800 mm 800 mm
f 200 mm 200 mm
fa 100 mm 100 mm
So 300 mm 300 mm
Sil 600 mm 600 mm
S02 200 mm 200 mm
S92 200 mm 200 mm
ho 20 mm 20 mm
h; 40 mm 42 mm

| M| 2 2,05

Fonte: O Autor
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5.3 SISTEMA FORMADO POR DUAS LENTES: UMA DIVERGENTE E UMA CON-

VERGENTE

Construir um sistema 6ptico de imagem com duas lentes, sendo a lente L1 divergente de
fi=-150 mm e a lente L2 convergente de fo = 200 mm. O plano objeto estéd localizado
em s,1= 300 mm em relacdo a posigdo da lente L1. A distancia entre as duas lentes é d =

Si1 + So2 = 400 mm.

Método I - Equacgao de Lentes
De maneira anadloga a atividade anterior, é aplicada a Equagao 4 duas vezes. Para a

primeira parte do sistema formado pela lente L1 é calculada a posicdo do plano imagem:

11 1
150 300 " sa
-2 =i 300
300s;  300s;; + 300s;1
s;1 = —100 mm

O plano imagem esta a uma distancia - 100 mm da lente L1, este agora refere-se ao
plano objeto da lente L2, que estd a uma distancia de 400 mm, ou seja, é definido syo=

400 mm.

11 N 1
200 400 = si2
2i i 400

10055 40055 " 40055,

si2 = 400 mm

Com esse método foi determinada a distancia do plano imagem em relagdo a lente L2:

sjo= 400 mm. A seguir este resultado serd confirmado com o tragado de raios.

Método II - Tracado de Raios
A partir das condigbes iniciais do problema e dos resultados calculados no método I, os

raios do sistema 6ptico de imagem foram tracados conforme apresentados na Figura 5.9.
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FORMA(;,&O DE IMAGENS COM DUAS LENTES.

d= 300
fl sol sil hol hil M1
-150,00 300,001 -100,00 2,00 0,67 0,33
f2 so2 si2 ho2 hi2 M2
200( 400,00 400,00 D,E?T -0,67 -1,00 Mt|-0,33

$ d L 2

ST T
ho ‘:"'"-,a-f
h'|1=hnz::‘ A e
— =+ —|—o—“—l=-l-»—|—v—v—|::::.:::

sol

RN 3

Figura 5.9: Diagrama esquematico do tragado de raios do sistema optico de imagem formado por
duas lentes com s, = 300 mm, e d=300 mm, fi=-150 mm, fo= 200 mm e h,;= 20 mm. Fonte:
O Autor

Com o tragado de raios foi obtido o tamanho do objeto no plano da imagem igual a
hi2=6,67 mm e consequentemente calculado a magnificacao igual a |M| = % Esses dados

serao confirmados pelo tratamento matricial.

Método I1I- Tratamento Matricial

O tratamento matricial de um sistema 6ptico formado para duas lentes é realizado
seguindo as descrigoes apresentadas na segao 4.3. A partir das condigbes iniciais e dos
resultados obtidos com método I e escolhendo um raio incidente com angulo 8 = 0 rad, é
determinado a altura h; e o angulo #; no plano da imagem. Estes dados sao substituidos

na Equacao 22 da secao 4.3 da seguinte forma:

400 300 400 300.400 400.300 300.400 300
(1 200 —150 ~ 200 + —150.200 300 — 200 + (300 + 400 — 200 ) ’ ( B 150)> —

1 300 1 300 300 300
— 550 + (1 = 550) (——150) —500 + (1 — 350) (1 — =150)
(1—2+§—2+§ 300—600+300)_
1 1 -
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hi -0,33 0\ (20 —6, 66
— = (24)
0; —0,0833 0,5/ \ 0 1,666

Logo o tamanho do objeto no plano imagem é h; = -6,67 mm, equivale a um terco do
tamanho do objeto, como ja visto no tracado de raios. A partir da abordagem matricial,
ha um desvio de aproximadamente 90° no feixe de luz. Como a imagem tem um terco da

imagem, a magnificacdo é %, em consonancia aos resultados obtidos no método anterior.

Método IV - Montagem do experimento

Na Figura 5.10 é apresentado o experimento realizado com os elementos 6pticos
dispostos conforme as condigOes iniciais e resultados obtidos nos trés métodos anteriores.
Na Figura 5.11, por sua vez, é apresentado a imagem da figura do objeto formada no
anteparo que estava posicionado no plano imagem do sistema 6ptico. A medida da altura
do objeto na imagem foi de 15,3 mm (lembrando que consideramos a metade da imagem).
Esse erro deve-se a difragao presente no fendmeno. A imagem é invertida, pois a seta estd
apontada para baixo. Essa caracteristica ja era prevista pelos métodos II e III, onde o

tamanho da imagem ¢é negativa.

Figura 5.10: Fotografia da disposicdo dos elementos 6pticos fixados conforme as distancias
calculadas com auxilio dos métodos I, II e III. Fonte: O Autor
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Figura 5.11: Ilustracdo da imagem formada no plano de imagem do objeto de altura igual a
ho = 20 mm. No plano imagem o objeto tem altura h; = 15,3 mm. Lembrando que o objeto
considerado nos célculos representa metade da figura observada na fotografia. Fonte: O Autor

Na Tabela 5.3 é apresentada a comparacao dos dados encontrados pelos quatro mé-
todos usados para o sistema 6ptico de imagem formado por uma lente divergente e uma
convergente realizados nessa atividade. As tnicas diferencas sdo no tamanho do objeto no
plano da imagem e a magnificacao dos sistema 6ptico.

Tabela 5.3: Comparacao dos parametros do sistema 6ptico de imagem formado por duas lentes
uma divergente e uma convergente obtidos pelos quatro métodos.

Parametro Métodos
[alll v

d 300 mm 300 mm
fi —150 mm —150 mm
f2 200 mm 200 mm
So 300 mm 300 mm
Si1 —100 mm —100 mm
So2 400 mm 400 mm
Si9 300 mm 300 mm
ho 20 mm 20 mm
h; 6,67 mm 15,3 mm
| M| 0,33 0,765

Fonte: O Autor
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CONCLUSOES

Com este trabalho observou-se que o ensino sempre esta em constante desenvolvimento e
evolucao, algumas metodologias consideradas ultrapassadas sao trocadas por outras mais
avangadas em termos tecnoldgicos, no entanto, o ensino sempre € o ato de transformar vidas,
e isto nao muda. O conhecimento pode ser transmitido por um quadro e um pedacgo de
giz, como por uma tela interativa com varios aplicativos. O que importa é o quanto aquele
conhecimento pode mudar vidas. Por isso, este trabalho apresentou uma proposta didatica
interdisciplinar e pratica para o ensino de matrizes e éptica. Com essa proposta as aulas
podem se tornar mais dinamicas e interessantes, onde os alunos participam ativamente
das aulas, verificando hipdteses, analisando resultados e construindo seu conhecimento
de maneira mais ampla. Tanto a Optica e o assunto de matrizes podem ser muito bem
aplicados ao cotidiano do aluno para para compreender o mundo a nossa volta. A Optica
é um dos mais importantes ramos, pois tudo o que enxergamos é fruto da interacao da
luz com a matéria e com os meios de propagacao. Sendo assim, abordar esse conteido de
maneira simples e ludica para o aluno é de suma importancia. As atividades experimentais
e a interdisciplinaridade, por motivos ja apresentados, sao de grande importancia pois
traz a Optica de maneira abrangente e o aluno pode aplicar isso mais facilmente. Desta
forma, em conjunto, a Optica pode dar vida ao ensino das matrizes, que até o momento
sao tratadas como apenas um formalismo mateméatico com atividades somente do uso das
regras das operagoes com matrizes.

Sendo assim, analisamos sistemas opticos de imagens utilizando essas quatro maneiras,
relacionando-as e concluindo que caminhos diferentes, usando abordagens e disciplinas
distintas retornam resultados semelhantes. Logo a multiplicacao de matrizes pode ser
usada para calcular posicao e tamanho de imagens produzidas por lentes, o que é feito,
geralmente aplicando a equacao de lentes, priorizando o algebrismo.

Desta forma, esse trabalho mostra na préatica, uma sugestao para se ensinar de maneira
mais ladica, interessante e diferente, duas disciplinas que sdo ensinadas no mesmo periodo
escolar, apresentando uma alternativa pra o ensino de matrizes é Optica geométrica, que
pode ser usada em qualquer situacdo. Além disso trabalha com planilhas eletronicas para
realizar calculos complexos de maneira rapida e auxiliar na execucao dos tracados de raios
de maneira dinamica.

Uma alternativa para permitir uma maior abrangéncia da aplicacdo desta proposta é
incluir praticas usando materiais desenvolvidos pelos proprios alunos. Assim, nao sera um

empecilho nao ter os materiais usados nos experimentos deste trabalho.
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