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RESUMO

Os estudos sobre niimeros especiais nao aparecem com frequéncia e nao sao muito
aprofundados no Ensino Médio. Nessa dissertagao serao apresentados os aspectos aritméti-
cos de certos ntmeros especiais, incluindo os Ntumeros Perfeitos, Niimeros de Mersenne,
Nuameros de Fermat, Ntmeros Amigéaveis, Nimero de Lucas e os Numeros de Stirling.
Adicionalmente, serao discutidos alguns aspectos historicos desses nimeros. Objetivamos
com esse estudo apresentar uma cole¢ao de nimeros especiais e demonstragoes de algumas
de suas propriedades mais importantes. As evolugoes histéricas desses niimeros também
serao apresentadas. Outros niimeros serao abordados brevemente. Por fim, uma proposta

didatica para apresentar esses conceitos em duas formas distintas serd apresentada.

Palavras-chave: 1. Numeros Perfeitos. 2. Numeros de Mersenne. 3. Numeros de

Fermat. 4. Numeros Amigéaveis. 5. Numero de Lucas.

ABSTRACT

Special numbers do not appear frequently and are not very detailed in high school. In
this work, the arithmetic aspects of certain special numbers are be presented, including
the Perfect Numbers, Mersenne Numbers, Fermat Numbers, Friendly Numbers, Lucas
Number, and Stirling Numbers. Additionally, historical aspects of these numbers are
presented. With this study we aim to present a collection of special numbers and proofs
of some of their most relevant properties. The historical developments of these numbers
are also presented. Other numbers will be briefly covered. At the end, we present two
different didactic schemes for teaching these concepts in class.

Keywords: 1. Perfect numbers. 2. Mersenne numbers. 3. Fermat numbers. 4.

Amicable number. 5. Lucas number.
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INTRODUCAO

Os numeros especiais representam uma importante parte da Teoria dos Ntmeros.
Existem muitos tipos e cada um deles apresenta propriedades interessantes, algumas das
quais serao aqui discutidas. Veremos alguns problemas que permanecem abertos até os
dias de hoje, o que tem instigado matematicos a expandir cada vez mais a fronteira da
pesquisa nesta area.

Alguns niimeros, como os perfeitos e os amigaveis, por exemplo, que serdao objeto de
estudo neste trabalho, iniciam-se basicamente na Grécia antiga e possuem conjecturas
relacionadas a crengas e a religiosidade (Cap.1 de [1]). Como veremos, os nimeros perfeitos
tém uma importante ligacao com os Numeros de Mersenne, o que tem incentivado as
recentes descobertas de novos desses tltimos nimeros. A enorme quantidade de digitos das
descobertas recentes, que utilizam muitos recursos computacionais, indicam a dificuldade
de se encontrar tais nimeros. O Teste de Lucas-Lehmer sera importante para determinar
Numeros de Mersenne e consequentemente Numeros Perfeitos.

Veremos também que os Niimeros de Fermat, mesmo sendo infinitos, ainda possuem
um problema em aberto: decidir se existem ou nao infinitos tais nimeros que sao primos.
Mostraremos algumas propriedades, dentre elas a quantidade de digitos desse tipo de
nimero.

Apresentaremos também os Nimeros de Stirling (Cap.2 de [28]). Pouco ou talvez nao
conhecido dos estudantes, possuem utilidade muito grande em parti¢cdes de conjuntos.
Veremos que eles se apresentam em dois tipos e sua relagao com o Ntumero de Bell.

A sequéncia de Fibonacci serda de grande importancia para introduzirmos o Ntmero de
Lucas. Veremos suas ligacoes e algumas propriedades. Dentre elas, podemos destacar sua
relagdo com a proporc¢ao Aurea e poderemos encontrar um termo de sua sequéncia por
meio dos indices de Fibonacci.

Com o objetivo de mostrar uma colecdo de niimeros especiais, definiremos outros
ndimeros, como o curioso Sexy Primes [19], cujo nome estéo relacionados ao fonema siz,
que tem relagao a diferenca entre primos.

Ao final, apresentaremos uma proposta didatica para ser trabalhada com alunos do
Ensino Béasico. Tal proposta procura despertar nos estudantes a curiosidade e a vontade
de solucionar problemas matematicos cujos enunciados sao simples. Com o intuito de
tornar essa atividade didatica mais completa e a0 mesmo tempo acessivel, desenvolvemos
ferramentas (um blog e um perfil no Instagram) para reunir as informagoes sobre os nimeros
especiais aqui estudados. Essas ferramentas sdo apresentadas com maiores detalhes no
Capitulo 9.
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Relembramos aqui alguns resultados elementares que serao muito tteis nos outros
capitulos [3][28][29].

Teorema 1.1 (Soma dos m primeiros termos de uma progressao geométrica). Seja
(a1,a9,...,ap,...) uma progressio geométrica com razio q # 1. Entdo a soma dos

seus n primeiros termos € dada por:

Demonstragdao. Seja

Sp=a1+ax+---ap.

Multiplicando por g a expressao .Sy, obtemos:

SnQZQ(@1+a2+"'+an)

=qay +qaz +---+qay

= qay + qarq + -+ qarg"*

— (g a4t ).
Segue que
¢Sn—Sn=a1(q+ @+ +q¢")—ar(l+q+ ¢+ +¢").
Arrumando o segundo membro,
qSn — Sp = a1(¢" —1).

Isolando S;, no primeiro membro, temos:

q"—1
Sn=a
n 1 q— 1
]
Teorema 1.2 (Soma dos termos infinitos de uma progressao geométrica). Seja (ai,ag,. .., an,...)

uma progressao geométrica com razao 0 < q < 1. Entao a soma dos seus termos é dada

por
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Demonstragio. Segue da formula do Teorema 1.1 que

n
—1
S = lim alq ) ,

pois 0 < ¢ < 1, o que implica ¢" — 0 quando n — oo. O

Defini¢ao 1.3 (Divisibilidade). Dados dois nimeros inteiros a e b, diremos que a divide
b, escrevendo alb, quando existir ¢ € Z, tal que b = ca. Neste caso, diremos também que
a € um divisor ou um fator de b ou, ainda, que b é um maultiplo de a ou que b é divisivel

por a. Caso contrdrio, escrevemos a [ b.

Relembramos a seguir algumas das mais importantes propriedades de divisibilidade de

inteiros, que serao muito tteis ao longo deste texto.
Proposicao 1.4. Se a,b,c,d € Z, alb e c|d entdao ac|bd.

Demonstragio. Se alb e c|d entdao If,g € Z, tais que b = fa e d = gc. Portanto,
bd = (fg)(ac), logo, aclbd. O

Proposicao 1.5. Se a,b,c € Z sdo tais que alb e alc, entao para todo x,y € Z
al(xzb+ ye).

Demonstragio. Temos que alb e ale. Isso implica que existem f, g € Z tais que b = fa e
c = ga. Logo,
zb+ye = z(fa) +y(ga) = (zf +yg)a.

Proposigao 1.6. Sejam a,b,c € Z, tais que a|(b+c). Entao a|b < alc.

Demonstragio. Suponha que al(b+ ¢). Logo, existe f € Z tal que b+ ¢ = fa. Também

vamos supor que alb, entdo existe g € Z tal que b = ga. Juntando as igualdades, temos:
ga+c= fa,
de onde segue que ¢ = (f — g)a, logo ale. A implicagdo contraria é analoga. O
Proposicao 1.7. Se a,b,c € Z sao tais que alb e alc, entdo para todo z,y € Z
al(xb 4+ ye).

Demonstragio. Se alb e alc isso implica que existem f,g € Z tais que b = fa e ¢ = ga.
Logo,
zb+ye = z(fa) +y(9a) = (zf + yg)a.
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Teorema 1.8 (Divisao Euclidiana). Sejam a e b dois nimeros inteiros com b # 0. Existem

dois unicos numeros inteiros q e r tais que:
a=>bq+r,

com 0 <r < |b].

Demonstragdo. Considere o conjunto
A={r=a-by;y e Z} N (NU{0}).

Existéncia:

Tomando n € Z suficientemente grande, temos que n(—b) > —a. Logo a —nb > 0, o
que mostra que A é nao vazio. O conjunto A é limitado inferiormente por 0. Logo,
pelo Principio da Boa Ordenacdo!, temos que A possui um menor elemento r = a — bg.
Sabemos que 7 > 0. Vamos mostrar que r < |b|. Suponhamos por absurdo que r > |b|.
Portanto, existe s € N U {0} tal que r = |b| 4+ s, logo 0 < s < r. Mas isso contradiz o fato
de r ser o menor elemento de A, pois s =a— (¢£1)b € A, com s < r.

Unicidade:

Suponha que a = bg+1r = b’ + 1/, onde q,¢',r,7" € Z, 0 < r < |b] e 0 < < |b.
Assim, temos que —|b| < —r < ' —r <’ < |b]. Logo, |r' —r| < |b]. Por outro lado,

b(q—¢') =" —r, o que implica que:
bllg —d'| = 1" —r| <[],

o que s6 é possivel se ¢ = ¢’ e, consequentemente, r = 7’. O]

Defini¢ao 1.9 (Ntumero Primo). Um nimero natural maior que 1 que $6 possui como

divisores positivos 1 e ele proprio € chamado de nimero primo.

Dados dois niimeros primos p e ¢ e um numero inteiro m qualquer, decorrem da

definicdo acima os seguintes fatos:
Proposicao 1.10. Se p|q, entao p = q.

Demonstragio. De fato, como plq e sendo ¢ primo, temos que p = 1 ou p = ¢. Sendo p

primo, tem-se que p > 1, o que acarreta p = q. L]
Proposigao 1.11. Se p fm, entio (p,m) = 1.

Demonstracao. De fato, se (p, m) = ¢, temos que c|p e ¢/m. Portanto, ¢ = p ou ¢ = 1.

Mas ¢ # p, pois p # m e, consequentemente, ¢ = 1. n

Definigao 1.12 (Numero composto). Um nimero maior que 1 e que nao é primo serd

chamado de composto.

1 PBO: todo conjunto nio-vazio de inteiros positivos possui um menor elemento
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Portanto, se um ntmero natural n > 1 é composto, existirda um divisor natural nq
de n tal que 1 < n; < n. Logo, existira um niimero natural ny tal que n = nyng, com

l<ni<nel <ng <n.

Teorema 1.13 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural maior que 1
ou € primo ou se escreve de modo unico (desprezando-se a ordem de seus fatores) como

um produto de nimero primos.

Demonstragio. Faremos a demonstracao por inducao. Para n = 2 temos um numero
primo. Consideremos valido para todo niimero natural menor que n. Vamos provar que o
resultado é valido para n. Se n é primo, nada temos a demonstrar. Suponhamos entao

n composto. Logo, existem n, e ng tais que n = ngy -ng, com 1 <n, <nel <ng<n.

Usando agora nossa hipétese de indugao, entdao existem ntmeros primos pi,---,pr €
q1,- -+ Qs tais que n = p1 ---prq1 - - - gs, onde p; e gj sdo primos. Logo n é um produto de
primos.

Provaremos agora a unicidade. Como p1|q - - - s, temos que p; = ¢; para algum j ao

qual podemos supor que seja ¢q; dentro de ¢1,--- ,¢s. Portanto:

p2-"Pr =42 "(Gs.

Como pg - - - pr < n, da hipdtese de inducao, temos que r = s e 0s p; e ¢; sao iguais aos

pares. Portanto, segue a unicidade. O]

Definicao 1.14 (Méximo divisor comum). Sejam dois inteiros a e b, distintos ou ndo.
Um nimero inteiro d serd dito um divisor comum de a e b se d|a e d|b. Se d é divisivel por
todo divisor comum de a e b serd entdo o mdximo divisor comum de a e b e serd denotado

por (a,b). Como o mdzimo divisor comum ndao depende da ordem entdo

(a,b) = (b,a).

Defini¢ao 1.15. Seja n um nimero natural. Denotemos por o(n) a soma de todos os

seus divisores naturais.

-

E comum, também definirmos essa fun¢ao na forma:
o(n) =>_d,
dln

onde d sao todos os divisores positivos inteiros de n.

Proposi¢ao 1.16. Seja n € N. Tem-se que o(n) = n+1 se, e somente se, n é um

numero primo.

Demonstracao. De fato, os tinicos divisores naturais de n sendo primo é ele préprio e o 1,
o que nos dd o(n) =n+ 1.
Comon+1=o(n), segue que n > 1 e que n e 1 sdo os tnicos divisores de n. Portanto

n € primo. O
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Proposigao 1.17. Sejan = p{*---p a decomposicio de n em fatores primos. Entao,

+1 .
RS At N it
p1—1 pr—1

Demonstracao. Considere a igualdade:
(Ltprt-+p8) (L pr oo +p0r) = Spit - pr,

onde o somatério do lado direito da igualdade é tomado sobre todas r-uplas (51, ..., ()
ao variar cada (3; no intervalo 0 < ; < «; , para i = 0,...,r. Como tal somatorio é a
soma de todos os divisores de n, a férmula para o(n) resulta aplicando a férmula da soma,

de uma progressao geométrica a cada soma do lado esquerdo da igualdade acima. O]

Definicao 1.18 (Primo de Euler). Chamamos de Primo de Euler os nimeros primos

gerados pelo polinémio P(n) = n? +n+41 comn € NU{0}.

n P(n) =n?+n+41

0 | P(0)=0*+0+41=41
1 | P()=11+1+41=143
2 | P(2) =22+2=41=47
3 | P(3)=3*+3+41=753

Tabela 1: Primeiros Primos de Euler[30].

Teorema 1.19 (Fungao multiplicativa). A fun¢io o(n) é multiplicativa, isto é, se (m,n) =
1, entao

o(mn) = o(m)o(n).

Demonstracio. Consideremos m e n niimeros inteiros relativamente primos. Pela definicao,
temos o(mn) = Zd|mn d. Entretanto, uma vez que os ntimeros m e n sao relativamente
primos, cada divisor de mn pode ser escrito como produto de um divisor de n e um divisor

de m. Assim, podemos escrever:

o(mn) = Z d= Z didy = Z Z dids = Z dq - Z da = a(m)o(n).

dlmn (di|m)(dza|n) di|m da|n di|m da|n
Logo, o é multiplicativa. O

Definigao 1.20 (Deficiéncia de n [22]). Seja n € N. A deficiéncia D(n) €

D(n) =2n—o(n).
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Exemplo 1.21. Alguns valores a deficiéncia de n sdo:
e D(1)=2-1-1=1,

e D(2)=2-2-3=1,

e D(6)=2-6-12=0,
e D(10)=2-10—18 = 2.

Definigao 1.22 (Indice de Abundancia [22]). Definimos a fungio Indice de Abunddncia

I(n) comn € N como

Proposicao 1.23. Dada as Definicoes 1.20 e 1.22 temos a identidade D(n) +I(n) =2.

n

Demonstracao. D1(1n) + o(n) _ 2n—o(n) + o(n) _ 2n _ o O

n n n n

Definicao 1.24 (Aritmética dos restos). Seja m um nidmero natural. Diremos que dois
numeros inteiros a e b sao congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana

por m sdo iquais. Quando os inteiros a e b sao congruentes maodulo m, escreve-se
a=b mod m.

Definicao 1.25. Quando a relacdo a = b mod m for falsa, diremos que a e b sao nao

congruentes, ou que sao incongruentes modulo m. Entdo escrevemos a Zb mod m.
Exemplo 1.26. 15 =9 (mod 2), jd que ambos deizam resto 1 na divisao por 2.

Proposicao 1.27. Suponha que a,b,m € Z, com m > 1. Tem-se que a =b (mod m) se,

e somente se, m|b — a.

Demonstracio. Sejam a = mg+7r,com 0 <r <meb=mq +1,com0<7r" <m,as

divisoes euclidianas de a e b por m, respectivamente. Logo,
b—a=m(¢ —q)+ (" —r)

Portanto, a = b (mod m) se, e somente se, 7 = 1/, 0 que, em vista da igualdade acima, é

equivalente a dizer que m|b— a ja que |r —r'| < m. O

Proposicao 1.28. Sejam a,b,c,m € Z com m > 1. Temos que

ac=bc (modm)<=a=b (mod

@m)’



PRELIMINARES 9

Demonstragio. Como (

ac=bc (mod m) <= m|(b—a)c <

]

Proposigao 1.29. Para todos n € N, a,b € Z, se a = b (mod m), entio a™ = b"

(mod m).

Demonstracao. Faremos a demonstragao por inducao. Para n = 1, temos
a=b (modm).
Supomos o resultado verdadeiro para n = k. Provaremos para n = k + 1. Temos que
aF T — P = aa® — ba® + ba® — bbF = aF(a —b) +b(aF —0F) =0 (mod m),

pois a —b =0 (mod m), pelo caso base, e abF —bF =0 (mod m) por hipétese de indugao.

Portanto a™ = " (mod m). O
Teorema 1.30 (Pequeno Teorema de Fermat). Se p € primo e a € Z, entao
a®=a (mod p).
Além disso, se p Ja entdo
a?1'=1 (mod p).

Demonstragio. Faremos aqui a demonstracao para as duas condigoes: pla e quando p fa.
Se pla, pela Proposigao 1.27 entao p|a? — a.
Suponhamos que p fa. Vamos considerar os conjuntos {1,2,3,--- ,p—1} e {a,2a,3a,--- , (p—

1)a}. Temos que
e a0 (mod p);
e 2a #0 (mod p);

® .-

e (p—1)a#0 (mod p).

Pois (p,a) =1e (p,p—1) = 1.
Sei,j€{l,2,---,p—1} eia = ja (mod p), concluimos i = j (mod p). Entao i = j,

pois 0 < |i — j| < p. Isto significa que os nimeros a,2a, - - , (p — 1)a sdo incongruentes
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dois a dois médulo p. Logo os inteiros a,2a,---,(p — 1) sdo congruentes, em alguma,

ordem, aos numeros 1,2,--- ,p— 1. Podemos concluir entdao que
(p—1=1-2-3---(p—1)=a-2a-3a---(p—1)a (mod p),
ou seja

(p—D!=a”t (p—1)! (mod p).

Como (p, (p—1)!) = 1 podemos cancelar na congruéncia acima o fator (p —1)!, o que
resulta em
a?1=1 (mod p).

]

Relembramos a seguir algumas propriedades sobre o maximo divisor comum entre dois

inteiros, aqui representado por (a, b).
Lema 1.31. Sejam a,b,n € Z. Entdo (a,b) = (a,b—na).

Demonstragio. Seja d = (a,b—na). Como dla e d|(b—na), segue que d divide b =
b —na + na. Logo, d é um divisor comum de a e b. Além disso, se ¢ é um divisor comum

de a e b —na entao c|d. Provamos que d = (a,b). O

Lema 1.32. Sejam a,b € N, com (a,b) =1 em,n,q,r € NU{0} tais que m = nq+r.

Entao:

(@™ 4 b™, a" 4 b") = { (a" +b",a" +0"), se q € par,

(a™+ 0", a" —b"), se q é impar.

Demonstragio. Se q é par, temos que a" + b"|a"™? — "4 e como
@™ 4 b = @M 4 BT = 7 (g™ — B + b (a” + BT,
segue do lema anterior que
(@™ +0",a™+0") = (a" + 0", 0" (a" +0")).
Como (a™ + 0", b"?) = 1, temos que:

(a"+ 0", a™+0") = (a"+b",a"+b").

Se ¢ é fmpar, a" 4 0"|a" 4+ b e como a™ + V™ = VT 4+ T = @" (a0 + H) —
b (a" —b"), e (a™ 4+ 0™, b") = 1, decorre do Lema 1.31 que:

(" +0",a™+0") = (a"+b",a" —b").

10
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Definigao 1.33 (Particao de conjuntos). Seja x um conjunto nao vazio. Uma parti¢do
de x € uma colecao P de subconjuntos nao vazios de x dotada da sequinte propriedade:
Todo elemento de x pertence a um e apenas um dos elementos de P. Em outras palavras,
uma colegio de conjuntos P = {x1,X2, " ,Xn} € uma particio (finita) do conjunto x, se

as sequintes condigoes forem simultaneamente satisfeitas:
e i #0, parai=1,2,...,n;
e v; Cx,parat=1,2,....n;
e x =x1Ux2U---UXxn;
® X1,X2,-.-,Xn SG0 disjuntos, isto €, x; N xj = 0, para i # j, comi,j=1,2,...,n.

Exemplo 1.34. Se y = {1,2,3,4,5,6,7,8}, entao P = {{1,5},{2},{4,6},{3,7,8}} é

uma particio de x com quatro elementos. Veja Figura 1.

Figura 1: Exemplo de particao de um conjunto x.



NUMEROS PERFEITOS

Trataremos aqui de uma importante parte da Teoria dos Niimeros, os nimeros perfeitos.
Mesmo sendo pouco, ou nunca, mencionado nas escolas de Ensino Bésico, ¢ de grande
importancia por envolver resultados significativos que comegaram basicamente com estudos
e pensamentos dos Pitagéricos na Grécia Antiga e passam por notdaveis matematicos, como
Euler, Fermat, Mersenne, entre outros com conjecturas, teoremas e descobertas de novos
niumeros. Apresentaremos também, resultados recentes com novos numeros perfeitos
descobertos, consequentemente, mostrar problemas ainda nao resolvidos como infinitude e
a existéncia de Numeros Perfeitos impares ao longo deste capitulo.

Ja na Grécia Antiga, os Pitagoéricos perceberam que o nimero 6 tinha uma importante
propriedade: a soma de seus divisores positivos inteiros, excluindo ele proprio, era igual ao

préprio 6 (Pag.3, Cap.1 de [1]), isto é:
6=1+2+3.
O mesmo acontece também com o ntimero 28:
28=1+2+4+7+14.

Os nuimeros que possuem tal propriedade sdao chamados de niimeros perfeitos.

Por muito tempo, os nimeros perfeitos estavam ligados a crengas, casos religiosos. Santo
Agostinho, certa vez, relacionou as ideias da Igreja Catdlica a respeito da criagdo do mundo
por Deus em seis dias com o nosso primeiro nimero perfeito, 6 (Pag.3, Cap.1 de [1], Pag.219,
Cap.10 de [9]) . Além disso, segundo comentarios no Antigo Testamento, a perfeicdo do
universo é representada pelo nimero 28 (P4g.219, Cap.10 de [9]), também perfeito, cujo
valor é exatamente o nimero de dias que totaliza o ciclo lunar, acrescentando-se mais
motivacao a essa “conjectura religiosa”.

O problema de saber quais e quantos sao os nimeros perfeitos motivou muita pesquisa.
Discutiremos a seguir alguns dos resultados conhecidos.

Poderemos definir os Nimeros Perfeitos por meio da fun¢ao o(n). De fato, n perfeito
é equivalente a

og(n) —n =n,

ou seja,

o(n) = 2n.

Portanto:
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e 0(6) =1+2+3+6=2-6, nimero perfeito.
e 0(28) =1+2+4+47+ 14+ 28 = 2- 28, ntimero perfeito.

Se o(n) for diferente de 2n, temos, por defini¢ao, segundo Nicomachus (Pdg.3, Cap.1

1))
e 0(n) < 2n: n serd um nimero deficiente,
e o(n) > 2n: n serd um nimero abundante.

Tamblichus (283 — 330 d.C.) (Pag.4, Cap.1[1]) também fez uso dessas defini¢oes.

Exemplo 2.1.
o(15) =1+ 345+ 15 = 24 < 30, portanto, 15 € deficiente,
0(12) =14+2+3+4+ 6+ 12 = 28 > 24, portanto, 12 é abundante.

Somente quatro nimeros perfeitos eram conhecidos na Grécia Antiga. Nicomachus
em Introductio Arithmeticae (por volta de 100 d.C.) listou os quatro primeiros niimeros
perfeitos (Pég.3, Cap.1 de [1]):

6, 28,496, 8128.

Os estudos iniciais desses nimeros produziram algumas conjecturas baseadas apenas
nesses quatro nimeros perfeitos conhecidos (ja que na época, nao se dispunha de tecnologia

avancada para a obtengdo de mais exemplos), incluindo:

e O n-ésimo ntmero perfeito possui n digitos. Acreditava-se que o indice n representa
a quantidade de algarismos que o niimero perfeito possui. Exemplos: n; = 6 (apenas

um algarismo), ng = 28 (possui 2 algarismos) e assim por diante;
e Os numeros perfeitos pares terminam, alternadamente, em 6 e 8.

Posteriormente, percebeu-se que ambas as conjecturas estao incorretas: nao existe nimero
perfeito de cinco digitos, ja que o quinto nimero perfeito é 33.550.336, obtido por um
manuscrito anénimo do século XV, e o sexto niimero perfeito é 8.589.869.056. Observe
que ambos terminam em 6, o que ja exclui a segunda conjectura e a quantidade de digitos
do quinto para o sexto niimero perfeito exclui a primeira. Porém, percebemos que terminar
em 6 ou 8, ndo necessariamente alternados, aparenta ser de fato uma propriedade dos
numeros perfeitos pares. Também percebemos que, pelo fato de apenas o sexto niimero
perfeito possuir tantos algarismos, nos faz pensar o quanto esses nimeros sao raros. E
chegamos entao, a uma grande questao matematica: existem infinitos niimeros perfeitos?

Se quisermos responder a essa pergunta, seria interessante determinar a forma de tal
numero. Do inicio da era Matematica, tal problema foi parcialmente solucionado por
Euclides em seu nono volume de Os FElementos, que dedica boa parte a construcao de

ntmeros pares perfeitos.
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Euclides provou que se a soma
142422428 4. 428 =p

que representa soma de uma progressao geométrica, que ja era encontrada em textos

antigos dos Pitagoricos, ¢ um nimero primo, entao

k=1,

¢ um numero perfeito. Note que o primeiro fator é necessariamente par.

Exemplo 2.2.
142 =3 € primo e, portanto, 2-3 = 6 € um numero perfeito,

14+244=7 € um numero primo e, portanto 4 -7 = 28 numero perfeito.

Euclides usou como argumento a féormula da soma da progressao geométrica
142422428 4. gk =0k _1q

para chegar ao préximo resultado que estava relacionado com textos Pitagoricos antigos
(P4g.220, Cap.10 de [9]). Se 2¥ — 1 ¢ primo, com k > 1, entdo

n =212k _1)

¢ um numero perfeito.
Passaram-se cerca de dois mil anos até que Euler provasse a reciproca do Teorema de
Euclides, ou seja, todo par perfeito é da forma 2F~1. (2"" —1). Veremos agora o Teorema

Euclides-Euler sobre os nimeros perfeitos pares.

Teorema 2.3 (Euclides-Euler). Um nidmero natural n é um nimero perfeito par se, e

somente se, n = (2871)(2F — 1), onde 2% — 1 é um niimero primo.

Demonstragio. (< Euclides) Tome 2F — 1 = p um primo e considere n = 2¥~1p, com
(Zk_l, p) = 1, note que se k > 1, isso sempre ocorre. Como ¢ é uma fungao multiplicativa,

temos
o(n) = o(2°1p) = o(2" No(p) = (2" ~1)(p+1) = (2F ~ 1)2" = 2.

Portanto, n é um numero perfeito.
(= Euler) Como n é par, temos que n = 2¥71b, com k > 1 e b inteiro fmpar. Sendo a

funcao o, multiplicativa, segue que

o(n) = o281 . 0(b) = (28 = 1) -0 (b).

14
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Como n é perfeito, entao
o(n) =2n=2%.1,

o que implica

2kh = (28 — 1) - o (b).

Dai temos que (2% —1)|b, pois 2¥ e (2% — 1) sdo coprimos. Entdo, existe ¢ € IN com ¢ < b
tal que
b=c(28—1). (1)

Segue dessas duas tltimas equagdes que
(2F — D)o (b) = 28(2F — 1)
Portanto,
o(b) = 2%c. (2)

De (1) temos que c e b sdo divisores distintos de b tais que ¢ + b = 2¥c. Concluimos
que ¢ = 1. De fato, suponha por absurdo que ¢ # 1. Temos entao que o(b) > 1+c+b >

c+b = 2%c. Dessa tiltima relacio e de (2) segue que
Fc=c+b<a(b) =2",

o que seria um absurdo.
Portanto, de (1) e (2) segue que o(b) = b+ 1. Logo b é primo. Temos entdao que
n = 2F-1(2¥ — 1) com 2% — 1 primo. O

Segue abaixo uma tabela com alguns niimeros perfeitos com base no que vimos acima.

k| 2k—1 | 2612 1)
2 3 6

3 7 28

51 31 496

7| 127 8128

13 | 8191 33550336
17 | 131071 | 8589869056
19 | 524287 | 137438691328

Tabela 2: Alguns Numeros Perfeitos.

Apresentamos agora um resultado que nos diz que se a® — 1 é primo, entdo devemos

ter k£ primo e a = 2.
Lema 2.4. Se a* —1 é primo, coma >0 ek > 2, entdo a =2 e k é também um primo.

Demonstracio. Fatorando a* — 1, como produto de dois fatores, temos

aF —1=(a-1)(d" 1 +d"24+  Fa+1).
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Dai, temos que
k—1 k—2
a T 4+a" "+ -Fa+1>a+1>1.

k

Por hipétese, como a® — 1 é primo, entdo (a — 1) = 1. Portanto, a = 2.

Agora, suponha k& um nimero composto. Logo, podemos escrever k = cd, com ¢,d > 1.

Com isso, temos
d" —1=(a)"—1=(a°—1) (a4 442 f .. 4 g 41).

Note que qualquer fator da direita é maior do que 1, visto que ¢,d > 1 e a > 1. Isso

contraria o fato de que a* — 1 é primo. Portanto, k é primo. ]

Ao longo do desenvolvimento do estudo dos Nuimeros Perfeitos, tivemos alguns equivocos.

Por exemplo, a partir do Lema 2.4, acreditava-se que todo niimero na forma 2P — 1, com p
primo, era primo. Foi entdo que Hudarilchus Regius (Pdg.222, Cap.10 de [9]) em 1536, em

sua obra Utriusque Arithmetices, mostrou que
2 1 =12047 = 23 89.

Dos resultados acima ja demonstrados, surge uma questao: existem infinitos primos

da forma 2P — 1 com p primo? Caso provassemos isso, desencadearia em mais resultados

expressivos, por exemplo, garantiriamos a existéncia de infinitos niimeros perfeitos pares.

Por ora, nao se tem prova disso. Tendo como um problema em aberto atualmente.
Talvez, o caminho poderia ser provando que todos os niimeros perfeitos (pares) terminam

realmente em 6 ou &.

Teorema 2.5. Sen € um numero perfeito par, entdao seu algarismo da unidade termina

com 6 ou 8, o que equivale a n =6 (mod 10) oun =8 (mod 10).

Demonstragdo. Seja n um numero perfeito par na forma ok—1. (2k —1), com 2k —1 primo.

Para k = 2, temos n = 6 e o resultado se verifica. Se £ > 2, podemos separar em dois

casos: k tem a forma 4m + 1 ou 4m + 3, com m € IN. No caso k£ = 4m + 1, temos
n = 24m . (gimtl _ 1) = o8m¥l _gdm _ 9 142m _ 1™,
Note que 16! = 6 (mod 10) para qualquer ¢ € IN. Substituindo tal congruéncia, temos
n=2-6—6=6 (mod 10).
No caso de 4m + 3, temos

n = 24m+2(24m+3 o 1) — 28m+5 - 24m+2 — 2 . 162m+1 - 4 . 16m’

o que nos da

n=2-6—4-6=-12=8 (mod 10).
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Portanto, todo niimero perfeito par possui seu ultimo algarismo 6 ou 8. O

Mas, e os ntmeros perfeitos impares? O Teorema 2.3 exibe a forma dos niimeros

perfeitos pares, e por ora, nada se pode afirmar sobre a existéncia dos perfeitos impares.

Porém, conseguimos garantir que se tal nimero existe, esse nao sera primo. De fato, seja
p um nimero primo. Supondo que p é perfeito, terfamos o(p) = 2p, mas p s6 possui 1 e p

como divisores naturais. Portanto, temos

o(p) =p+1=2p,

o que implica p = 1, o que é um absurdo ja que p é primo.

Um outro caso, seria analisar os nimeros quadrados perfeitos fmpares n?

Notemos que os divisores para esse quadrado perfeito mencionado sao formados apenas

por 1, n e n?. Tendo n a forma 2k — 1, com k € N, temos
o(n?) =1+n+n
Como, n = 2k — 1 ou ainda,
o(n?) =1+ 2k —1)+ 2k —1)> =142k — 1 +4k* — 4k + 1 = 4k* — 2k + 1 # 2n>.

Resta agora pensarmos em numeros impares compostos. Listamos aqui a funcao o de
alguns desses niimeros para observagao.
Exemplo 2.6.
o(15) =1+ 3+5+ 15 =24 < 30, deficiente;
0(21) =143+ 74 21 = 32 < 42, deficiente;
o(27)
(33)

14349427 =40 < 54, deficiente;

o(33 14+ 3411+ 33 =48 <66, deficiente.

Note que a func¢ao o dos primeiros impares compostos e nao quadrados perfeitos sao
todos niimeros deficientes, o que representa apenas uma conjectura. Descartes (1596 — 1650)
menciona que todo nimero perfeito é da forma de Euclides e que nao ha motivo para a
nao existéncia de nimeros perfeitos impares (Pag.12, Cap.1 de [1]).

A partir de Descartes, comegou-se a cogitar essa existéncia. Frenicle afirma que, se
tal nimero existe, ele tem a forma pk?, com p primo da forma 4n+ 1, com n € N
(Pag.12, Cap.1 de [1]). Um pouco depois, Sorli conjectura que k = 1 apds testar em
nimeros impares grandes. Assim como Frenicle (1604 — 1674), Euler também considerou
sua existéncia, chegando a provar que se um nimero perfeito impar existe, entao deve ter

a forma N = ¢* -n?, onde ¢ é um primo de Euler e (¢,n) = 1.

, com n primo.

17



NUMEROS PERFEITOS

2

Proposicao 2.7. Se N = ¢*-n? é um nimero perfeito impar com q wm primo de Euler,

entao

(nQ’o'(n2)) = o-(qk—l) = 7 .

Demonstracio. Seja N = ¢*n? um ntmero perfeito impar com ¢ um primo de Euler.

Sendo N perfeito, temos
o(*)o(n?) = o(N) = 2N = 2¢*n?,

onde (¢,n) = 1 e, lembremos, ¢ é uma funcao multiplicativa. Segue que g|o(n?), pois

(qk,U(qk)) = 1. O que nos leva a

o(n?)  o(N/¢¥)  2n?

¢ gk o(q*)

é um inteiro. Consequentemente, definindo

A= a(ng), B=¢" C=2n% D= a(qk),

usando a identidade

temos que

sendo D—B=o0(¢") ¢ =14 q+---+¢" ' =0o(¢* ). Entdo temos

D(n?)
2 2
n-,on = —F 7 -
(o) = 25
Segue que

o(n?)  2n*  D(n?)

& o(q") ~ o(dF 1)

pelo fato de (¢*, 0 (¢*)/2) = 1. Portanto, concluimos a demonstracao. ]

Fazendo-se uso da Proposigao 2.7, seguem outras proposi¢oes importantes relacionadas

a forma de um ntimero perfeito impar.

Proposicio 2.8. Se N = ¢*n? ¢é um nimero perfeito impar com q primo de Euler, entdo

k =1 se, e somente se,

o(n?) —n® = (q;l) - D(n?).

Demonstracio. Seja N = ¢Fn? um nimero perfeito impar, com ¢ um primo de Euler. Pela

Proposicao 2.7, temos
o(n?) 2n? D(n?)

& o(dF)  a(gFl)
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Supondo k£ = 1, obtemos

o(n?) ﬁ

= D(n?).

Definimos

_ 2 _ 2 _ g+l
A'=0o(n?),B =qC" =n* D ==,

Reciprocamente, se a identidade

Al ok A=
B D B-D

¢é valida, segue que

o que implica
2 (0(712) — n2)) =(¢g—1)- <2n2 — O’(TLQ)) :
Assim,
20(n?) — 2n% = 2qn* — 2n* — qo(n?) + o (n?).

Simplificando os termos semelhantes, obtemos
(q+ Do (n?) = 2qn?,

o que implica

2
2
]’(n2) — U(,r; ) _ q
n qg+1
Entao segue que
2 qg+1
I(q") = = ,
(@) =7 (n?) q
com ¢ primo de Euler. Concluimos que k = 1. O

Proposicio 2.9. Se N = ¢"n? é um nidmero perfeito impar, com q primo de Euler, entdo

N = <M> - D(n?).

2

k =1 se, e somente se,

Demonstracio. Seja N = ¢*n? um nimero perfeito impar, com ¢ primo de Euler. Como

todo nimero perfeito impar N = ¢*n? pode ser escrito na forma

. <qk02<qk>> D)

a(q

7

entao a demonstragao segue da Proposicao 2.7. Note ainda que

(qk’a(qk—l)) = (O(qk),a(qk_l)) —1.
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[]

Proposicio 2.10. Se N = ¢*n? é um nimero perfeito impar, com g um primo de Euler,

entao k = 1, se e somente se,
n?0(n?)
D(n?) ’

Demonstrac¢do. Suponha que N = ¢*n? é um ntmero perfeito impar com ¢ um primo de

N =

Euler. Assumimos k = 1. Pela Proposicao 2.7, temos

2
U(n ) _ D(n2)
q
o que implica
n20(n2) 9
= = N
D2
Agora suponhamos que
2 (.2
k 2 no(n )
= N =
¢n D(n2)
Logo,
0(n2)
" = D(n?)

do qual segue que
o(q" ) =1.

Isso significa que ¢~ = 1, o que implica que k — 1 = 0, isto é, k = 1. O

Em 1991, Brent, Cohen e te Riele provaram que ntiimeros impares perfeitos, se existirem,
sao maiores do que 1039 [22]. Em 2012, Ochem e Rao [22] modificaram seu método para
mostrar que nimeros impares perfeitos, se existirem, sao maiores que 101900,

Listaremos na Tabela 3 abaixo os nove primeiros nimeros perfeitos, lembrando que
sdo 51 nimeros perfeitos descobertos até o momento [8].

Para encerrar este capitulo, segue uma lista das contribuic¢oes relevantes historicamente,
envolvendo os avangos matematicos sobre os niimeros perfeitos. Maiores detalhes podem

ser encontrados em (Cap.1, [1]).

e Nicomachus, por volta de I d.C., separou os nimeros pares em abundante, deficiente
e perfeito. Também colocou em ordem os quatro primeiros e nos seus respectivos in-
tervalos entre 1, 10,100,1000 e 10000, além da conjectura de terminar alternadamente

em 6 e 8.

e Theon de Esmirna, por volta de 130 d.C, citou 6 e 28 como perfeitos, 12 como

abundante e 8 como deficiente.
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o(n)
6
28

496

8128

33550336
8589869056
137438691328
2305843008139952128
2658455991569831744654692615953842176

© 00 I O UL W N =B

Tabela 3: 9 primeiros Ntmeros perfeitos.

Tamblichus (283 — 330) repetiu as observagdes de Nicomachus sobre perfeito, abun-
dante e deficiente, e afirmou que existe um e somente um ntmero perfeito em

sucessivos intervalos entre 1, 10,100,...

Aurelius Augustinus (354 — 430) relacionou a perfeicao do niimero 6, com Deus e a

criacao do mundo em 6 dias.

O mesopotamio Thabit ben Korrah, em um manuscrito, atribuiu a Pitagoras e sua

escola o emprego dos niimeros perfeitos e amigaveis.

Rabbi Josef b. Juhuda Ankin, no fim do século XII, recomendou o estudo de

ntmeros perfeitos em um programa de educagao em seu livro "Cura das Almas".

Jordanus Nemorarius (7-1236) afirmou (Prop. 55,56, Livro VII) que todo multiplo
de um namero perfeito ou abundante é abundante e todo divisor de um ntmero
perfeito é deficiente. E tentou provar uma afirmacgao errada de que todo ntimero

abundante é par.

Fibonacci (1170 — 1240) em sua obra Liber Abbaci de 1202, revisado em 1228, citou:

1

~22(22 —1) = 6.

2

1

—23(22 - 1) = 28.

2

1

~2°(2° — 1) = 496.

2
Excluindo o expoente 4, pois 2% — 1 néo é primo. Entéo afirmou que por meio do
processo acima, seriam encontrados infinitos ntimeros perfeitos.

Nicolas Chuquet (1445 — 1488) afirmou incorretamente que todo nimero perfeito

terminava alternadamente em 6 e 8.

Pietro Cataldi (1548 — 1626) em 1588 descobriu o sexto e o sétimo niimeros perfeitos.
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Girardus Ruffus (1500 — 1550) afirmou que todo niimero perfeito é par, e contrariou

Jordanus (todo impar é deficiente), provando que 45045 é abundante.

Cardano (1501 — 1576) afirmou que os ntmeros perfeitos eram da forma de Euclides

e sempre terminam com 6 ou 8 e que s6 existe um perfeito entre duas poténcias de

dez.

René Descartes (1596 — 1650) em uma carta enviada a Mersenne (1588 — 1648)
pensou que poderia provar que todo nimero perfeito par é escrito na forma de
Euclides e que todo perfeito impar deve ser da forma ps2, com p primo, além de

dizer que nao ha motivos para nao existir perfeito impar.

Fermat (1607 — 1665) produziu 3 proposi¢oes que chamou de base da descoberta dos

numeros perfeitos:

Se n é composto, entao 2" — 1 é composto;
Se n é primo, entao 2" — 2 é divisivel por 2n;

Nenhum primo divide 2" — 1 que nao seja da forma 2kn + 1.
Exemplo 2.11.
29 —1="7-73, comn =9 composto implica 511 composto.
23 —2 =23 como em sua sequnda proposicio.
22-1=2-1-3+1 comk = 1.
Mersenne (1588 — 1648) afirmou que, dos 28 ntimeros exibidos por Bungus como

numeros perfeitos, 20 eram imperfeitos e 8 perfeitos, além de desenvolver varios

estudos sobre o termo 2P — 1 com p primo.

Frenicle (1605 — 1675) afirmou, em 1657, que a férmula de Euclides daria todos os
nimeros perfeitos pares. Ja os perfeitos impares, se existirem, sao da forma pk?,

onde p é primo da forma 4n + 1, com n € IN.

Leibniz (1646 — 1716) implicou incorretamente que 2P — 1 é um primo, se e somente

se, p também for.

Jacques Ozanam (1640 — 1717) afirmou que existem infinitos nimeros perfeitos e

que todos sao dados pela formula de Euclides, desde que o fator impar seja primo.

Leonard Euler (1707 — 1783) notou que 2™ — 1 pode ser composto com n primo, por
exemplo, 2 — 1 = 23 .89, contrariando alguns resultados antigos. Mas, o trabalho
de maior importancia esta, sem duvida, na reciproca do Teorema de Euclides, como

ja foi demonstrado neste capitulo.
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A Tabela 4 mostra, em ordem, todos os nimeros descobertos até o momento: ao todo sao
cinquenta e um [10]. Note que as ultimas descobertas vém do grupo de pesquisas GIMPS
(Great Internet Mersenne Primes Search) que mantém o site www.mersenne.org com todos

os resultados histéricos e ultimas descobertas:
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Numero Perfeito

Numero de digitos

Ano de descoberta

NUMEROS PERFEITOS 24

Quem descobriu

6 1 500 a.C. Gregos antigos
28 2 500 a.C. Gregos antigos
496 3 275 a.C. Gregos antigos
8128 4 275 a.C. Gregos antigos
33550336 8 1456 Andnimo
8589869056 10 1588 Pietro Cataldi
137438691328 12 1588 Pietro Cataldi
2305843008139952128 19 1772 Leonard Euler
260 . (261 ) 37 1883 Ivan M. Pervushin
988", (289 _ 1) 54 1911 R.E. Powers
2106 (2107 _ 7 65 1914 R.E. Powers
2126 (2127 ) 77 1876 E. Lucas
9520 (2521 _ 1) 314 1952 Raphael M. Robinson
2606 . (2607 1) 366 1952 Raphael M. Robinson
91278 (21279 —1) 770 1952 Raphael M. Robinson
92202 (22203 —1) 1327 1952 Raphael M. Robinson
22280 (22281 _ 1) 1373 1952 Raphael M. Robinson
93216 (23217 1) 1937 1957 Hans Riesel
21252 (27253 ) 2561 1961 Alexander Hurwitz
92T (9HI3 ) 2663 1961 Alexnder Hurwitz
29688 (29689 _ 1) 5834 1963 Donald B. Gilles
29940 . (29941 _ 1) 5985 1963 Donald B. Gilles
21212 (oT1213 _ 1) 6751 1963 Donald B. Gilles
210936 (919937 1) 12003 1971 Bryant Tuckerman
221700 . (921701 _ 1) 13066 1978 L. C. Noell/Laura Nickel
923708 (923209 _ 1) 13973 1979 L.C. Noell
9THI96 (9T 1) 26790 1979 H.L. Nelson/D. Slowinski
286242 (986243 _ 1) 51924 1982 D.Slowinski
2110502 (9T10503 _ 7)) 66530 1988 W.Colquitt/L. Welsh
2132048 (132049 _ 1) 79502 1983 D.Slowinski
2216090 (216091 _ 1) 130100 1985 D.Slowinski
9750838 (9756839 _7) 455663 1992 D.Slowinski/P. Gage
9859137 (9859433 _ 1) 517430 1994 D.Slowinski/P.Gage
Q257786 . (QT25778T _ ] 757263 1996 D.Slowinski/P. Gage
21398268 (91398269 _ 1 841842 1996 GIMPS/J. Armengaud
92076220 (297622 ] 1791864 1997 GIMPS/G. Spence
23021376 (930210377 _ 1 1819050 1998 GIMPS/R. Clarkson
6972592 . (96972593 _ 7)) 4197919 1999 GIMPS/N. Hajratwala
9T3166916 (9T3466917 _ 1) 3107892 2001 GIMPS/M. Cameron
920996010 (2099601 1) 12640858 2003 GIMPS/M. Shafer
924036582 (924036583 _ 1 14471465 2004 GIMPS/J. Findley
925064950 (925964951 _ 1) 15632458 2005 GIMPS/M. Nowak
230402456 (30402457 _ 1) 18304103 2005 GIMPS/C. Cooper/S. Boone
232582656 (932582657 _ 1)) 19616714 2006 GIMPS/C. Cooper/S. Boone
237156666 . (937156667 _ 1) 22370543 2008 GIMPS/H. Elvenich
9TIIIR00 (912630 7 25674127 2009 GIMPS,/O.M. Strindmo
2I3TI2608" (o 3TI2600 7 25056377 2008 GIMPS/E. Smith
957885160 (57885161 _ 1) 34850340 2013 GIMPS/C. Cooper
9TA207280 (QTATTST ] 44677235 2016 GIMPS/C. Cooper
Q77236 (9777 1) 46498850 2017 GIMPS/Jon Pace
92580932 (982589953 _ 1) 49724095 2018 GIMPS/P. Laroche

Tabela 4: cronologia.



NUMEROS DE MERSENNE

Uma parte importante dos estudos dos niimeros especiais e consequentemente da Teoria
dos Numeros, os Numeros de Mersenne possuem relagao direta com os nimeros perfeitos
que tratamos no Capitulo 2. Seu surgimento, incluindo seu préprio nome, é devido a
um ilustre estudioso em Matematica e religioso Marin Mersenne (1588 — 1648) (Pég.225,
Cap.10 de [9]). De uma familia de fazendeiros, Mersenne estudou em Paris com os jesuitas.
Seu contato com o trabalho de Galileu por meio da Igreja despertou grande interesse pela
ciéncia, correspondendo-se e mantendo encontros com célebres cientistas como: Descartes,
Fermat, Pascal, Torricelli e o préprio Galileu. Dentre seus estudos, certamente o que
deu maior contribuicao a Matemadtica, esta relacionado a Teoria dos Numeros conforme
veremos abaixo.

Os Numeros de Mersenne sao definidos por

M, =2" 1

Y

onde n € IN. A Tabela 5 exibe os primeiros niimeros de Mersenne.

M, | 2" — 1 | Namero
M |2t —1 1
M, |22 -1 3
Ms |23 —1 7
M, | 21 15
Ms | 2°—1 31
Mg | 26 —1 63
M; | 27T—-1 127

Tabela 5: Numeros de Mersenne.

Note que alguns desses niimeros sao primos.

Definicao 3.1. Chamamos de primo de Mersenne todo nimero primo da forma M, =
2" — 1, comn € N.

Esses niimeros possuem caracteristicas interessantes:

e Os Numeros de Mersenne sao impares. Com efeito, visto que qualquer poténcia de 2

é par e ao subtrair a unidade, temos um niimero impar.
e E claro também que o tinico niimero de Mersenne par é o zero, ja que Mo = 20 —1 = 0.

Além disso, mostraremos aqui um resultado muito importante relacionado aos primos

de Mersenne:
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Teorema 3.2. Se 2" — 1 € primo, entao n é primo.

A demonstracao desse Teorema se encontra no Lema 2.4.

Uma curiosidade histérica sobre Mersenne aparece no prefacio de sua obra Cogitata
Physica-Mathematica (1644), em que ele afirma (P4g.225, Cap.10 de [9]) que M, é primo
para

p=2,3,57,13,17,19,31,67,127, 257

e composto para os outros primos menores do que 257. Para os recursos disponiveis a

época, calcular por exemplo 22°7 — 1, ou até mesmo 2°7 — 1, ndo era tarefa simples para
finalidade de confirmacoes desses resultados. Porém, em 1772, Euler, usando o Teorema

2.3, verificou todos primos até 46339 e acabou encontrando o oitavo ntimero perfeito
ng = 239(231 — 1).

Observe que o fator 231

— 1 é um primo de Mersenne, o Ms;.

Muitos matematicos, durante muito tempo, acreditaram que todo niimero da forma de
Mersenne era primo com n primo. Todavia, como mencionamos acima, Hudalricus Regius,
em 1536, mostrou que 2'' — 1 era composto conforme mostramos no capitulo 2, ver (2).

Como vimos na Tabela 3 contendo os niimeros perfeitos no capitulo 2, percebemos a
quantidade de ntimeros descobertos nos tltimos anos, nimeros com grande quantidade de
algarismos e isso se deve ao emprego de recursos tecnologicos e algoritmos. O Teste de
Lucas-Lehmer a seguir possui grande utilidade para esta finalidade. O critério utiliza uma

base de algoritmo para testar se 2P — 1 é primo ou nao para grandes valores de p.

Teorema 3.3 (Teste de Lucas-Lehmer). Seja Sy a sequéncia definida por Sy = (2 +
\/§)2k +(2- \/§)2k para k € N. Paran > 2, M, = 2" —1 ¢ primo se, e somente se,
Sn_o € multiplo de M,.

Demonstragio. (=) Suponha, por absurdo, que M,|(2 + \/3)27172 +(2— \/5)2%2 e que
M,, seja composto, com um fator primo p tal que p? < M,,. Assim, temos:
2+v3)2 7 +(2-v3)2" =0 (modp) & 2+v3)2 = —(2=v3)2"" (mod p).
Como (2++/3)(2—+/3) = 1, ouseja, 2— /3 = (2+v/3) L, podemos reescrever a equagao
n—2 n—2 . .

(2++3)% " = —W (mod p) & (2+3)> ~ = —1 (mod p), o que significa
que a ordem de 2 + /3 médulo p é igual a 2". Absurdo, pois o(M,) = p? — 1 < 2", logo
se S,,_9 é multiplo de M,, entdao M,, é primo.

(<) Supondo M, primo, temos:

(1+3)Mr =1+ (v3) V3 =1 ( )\/_E — /3 (mod M,), ji
que pela reciprocidade quadratica (Mi> = ( ) = (72)

Note ainda que (14 +/3)? = 2(2 -|— \/_) Assim, temos:

[(+VEPP =27 4 VEP & (14 VB =2 24 VBT (14 VB =

22 7571(2—1—\/5)2 & 222( )(2+\/_) (mod M,,). Segue que
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-1 = (]\i) (2 + \/5)27171 (mod M,) & —1 = (2+ \/5)271*1 (mod M,,), uma vez que

(%) = (—1)% =1

Usando a igualdade (2 ++/3)(2 - v/3) = 1, concluimos que
2+ V3 (2- V3" = ~(2- V3" (mod My) = 2+ V3)*
—(2-v3)2"" (mod M,),

que é o mesmo que

1
(24+V3)2" 7

2+v3 7 =—(2-v3)2"" (mod M) = 2+ v3)¥ "+ (2=v3)2" " =0 (mod M,).

Portanto, M,|(2 + \/3)271—2 + (2 \/§)2n_2, ou seja, Sp—o é multiplo de M,,. O

Finalizamos este capitulo apresentando uma recorréncia para o calculo de S do teste

acima.

Proposigao 3.4. Seja a sequéncia Sy = (2 + \/3)2]C + (2 - \/§)Qk. Entdo S}, satisfaz:
50:4 65k+1 =S]%—2

Demonstracao. Para k = 0, temos
So=C2+V3)'+2-v3)¥ &S =2+V3+2-V3e Sy =4.
De maneira analoga, para Sk temos:

Ster = 2+ V)Y +(2- VB = 2+ v3)P 2+ (2- v3)H?

(24 VB P (2= VB P22+ V3 (2~ V) —2(2+ VB (2 VB
[(2+V3)2 +(2-V3)" P —2[(2+ v3)(2— v3)]*

2+ VB + (2= VB P 207 = 2+ VB + 2 VBT P 2= 872

]

Exemplo 3.5. Seja M3 =23 —1=17¢ S3.9 =951 =53 —2=42—-2 = 14. Portanto
Mg’Sl.

Exemplo 3.6. Seja M5 = 25 —1 =31 ¢ S5_5 = S3 = S5 —2 = 194> — 2 = 37634.
Portanto Ms|Ss.

Os Numeros Primos de Mersenne representam também um problema em aberto
da Matemaética, pois ainda nao se sabe se existem infinitos tais niimeros primos. Ao
concluirmos o capitulo 2, mencionamos o site GIMPS que possui relevantes contribuicoes
principalmente recentes sobre os resultados de suas pesquisas em relagdo a esses numeros.
Consequentemente seu resultado influencia diretamente na busca de niimeros perfeitos
como ja mencionamos aqui por meio da forma do préprio. Recentemente, em dezembro
de 2018, foi encontrado o quinquagésimo primeiro nimero primo de Mersenne. Também
foi constatado que tal nimero possui 24.862.048 de algarismos. Novamente, chamamos a

atencao para o quao poucos e ao mesmo tempo quao grandes sao esses nimeros especiais.
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Pierre de Fermat foi um advogado francés que viveu entre 1601 e 1665. Fermat obteve
contribui¢oes importantes para a Teoria dos Numeros, incluindo uma familia de nimeros
especiais que leva seu nome, os chamados Numeros de Fermat. Em 1640, Fermat escreveu
para Mersenne dizendo acreditar que todos os ntimeros da forma abaixo eram primos
(Pdg.164, Cap.8 de [3]).

F,=2""+1,n=0,1,2,..,

onde F,, denota o n-ésimo numero de Fermat.
A Tabela 6 abaixo apresenta os primeiros termos dessa sequéncia em que Fermat

acreditava serem todos primos.

F, 22" +1
F 2+1=3
F 24+1=5
Fy 2141 =17
F3| 22+1=257
Fy | 21 +1 = 65537

Tabela 6: Ntmeros de Fermat.
Em 1732, Leonhard Euler mostrou que
Fy = 225 + 1 = 4294967297 = 641 - 6700417.

Vamos mostrar este fato sem fazer uso de recursos computacionais, como na época de
Euler. Inicialmente, note que 641 =14+640=1+64-10=1+20-10=1+27-5. Ou
seja, a expressao acima é da forma: 1+ ab, onde a = 27 e b = 5. Para estes valores de a e
b, temos que 1 +ab—b* =1+ (a — b3)b = 1 + 3b, isto &,

1+275 -5t =14+(2"-5%)5=1+3.5=2%

E isso implica

Fr=2"41=2241=2". (204 +1=2%"+1.
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Trocando 24 por 1+ ab — b*, temos

(
( + (1 —a*p?)
=(1+ab at + (1— a2b2)(1 + a2b2)
( + (1 +a®?) (1 + ab)(1 — ab)
( + (1 —ab)(1 + a%v?)],

como (1 + ab) = 641, provamos que 641|F5.
Até o momento ndo se sabe se existem mais primos de Fermat além dos que estao na
Tabela 6 e também disponivel em [23]. Vejamos agora uma importante propriedade desses

nameros.
Proposigdo 4.1. Para m # n, temos (Fp, Fp) = (227 +1,22" +1) = 1.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, vamos supor m > n. Nesse caso, m pode ser

escrito na forma m = ng + r, com ¢ > 0 inteiro.
(22m + 17 22n + 1) _ (22nq+r + 17 2271 + 1) _ (22nq+r + 12nq+r7 22n + 1271)’

como (2,1) = 1, pelo Lema 1.32 segue que (Fy,, F,) = (227 41,22 + 1) =1,m#n. O
Uma curiosidade sobre os Ntumeros de Fermat é apresentada na préxima proposigao.

Proposicao 4.2. Para todon > 1,
F,=Fy-F-I5---F,_1+2.
Demonstracao. Faremos a demonstragao por inducao. Para n = 1, temos
20
Fi=F+2=(2"+1)+2=5.
Suponha que o resultado seja valido para Fj,_1, ou seja,
Fy1=Fy-F1-- Fp_o+2.

Segue que
Fr1—-2=Fy-F1-- Fpo.

Usando essa tltima igualdade, temos

Fo-Fl-FQ---Fk_l—{—Q:(Fk_l—Q)-Fk_l—l—Q.
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Mas, como Fj_; =2 + 1, temos que

2 12 @ ) 2= 2 22 1) 42
k—1
= (22 )-1+42
— 22 9 1y

]

Outra curiosidade sobre os Nuimeros de Fermat: Gauss provou que um poligono regular
de n lados pode ser construido com régua e compasso se n ¢ um produto de poténcia de 2
e primos impares distintos na forma Fj,, e afirmou que a construcao é impossivel se n nao
¢ como esse produto (P4g.375, Cap.15 de [1]).

Proposigao 4.3. A quantidade de digitos do n-ésimo numero de Fermat € dado pela

formula

D(n) = |[log(2*" + 1)] + 1| = |log(2¥") + 1| = 1+ [2"l0g2] .

Para n = 0,1, 2, 3... os nimeros de digitos em F;, sao, portanto, 1,1,2, 3,5, 10, 20, 39,
78,155, ...[14].

~ . n / . 4
Demonstracido. Considere Fy, = 22" 4+ 1 um ntimero de Fermat e considere também que

todo ntimero na base decimal pode ser escrito na forma:
Frn=ap_1-10" 4+ ay,_9-10" 2 + ...+ a1 - 10 + ap - 10°.
Como o numero de digitos é representado pelo maior expoente, entao temos
D(m)=n—-1+1=n,

segue que
101 <22 41 = n—1<log(2®" +1).

O

Lembramos também que as contribui¢oes de Fermat ao mundo da Matematica nao se
resume sO a esse numero especial, O Pequeno Teorema de Fermat e o Teorema de Fermat
sao igualmente conhecidos e estudados na Teoria dos Numeros, porém esse contetido foge

do escopo deste trabalho e portanto nao os mencionaremos.
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Nesse capitulo, trataremos de mais um curioso e especial grupo de niimeros, os chamados

Numeros Amigaveis, abordando sua definicao, exemplos, propriedades e resultados.

Definicao 5.1. Dois nimeros siéo chamados de amigdveis se a soma dos divisores proprios

de um desses numeros é exatamente igual ao outro e vice-versa.

Exemplo 5.2. Tome os niumeros 220 e 284. Temos que
0(220) =220 =14+2+44+5+10+ 11420+ 22 + 44 + 55+ 110 = 284.
0(284) —284 =142+ 4+ 71+ 142 = 220.

Portanto, os numeros 220 e 284 sao amigdveis.

Historicamente, Segundo Iamblichus (P4g.38, Cap.1 de [1]), "certos homens impregnados
de opinides equivocadas pensavam que o numero perfeito era chamado de amor pelos
Pitagéricos por conta da unidao de diferentes elementos e afinidades que nele existem; pois
eles chamam outros ntmeros, pelo contrario, niimeros amigaveis, adotando virtudes e
qualidades sociais nos nimeros, como 220 e 284, pois cada parte tem o poder de gerar a
outra, de acordo com a regra da amizade, como afirmava Pitagoras. Quando perguntado o
que é um amigo, ele respondeu, "outro eu', que é mostrado nesses ntimeros, Aristoteles
definiu um amigo em sua ética."

Existem textos que afirmam possuir duvidas em relagdo ao uso do termo amigaveis e
incluindo o proprio conceito aos Pitagoéricos, isso porque ha uma estreita relacao entre
nimeros perfeitos e amigéveis, ja que todo nimero perfeito é amigével (a soma de seus
divisores é igual a ele mesmo quando excluido o préprio).

Alguns textos, também na busca do surgimento desses nimeros, sugerem seu uso
em textos religiosos. Por exemplo, em Génesis, em que ha uma relagao direta entre os
primeiros nimeros amigaveis conhecidos: o 220 e o 284. Nos versiculos 32 : 14 — 16 de
Génesis, na Biblia Sagrada em que Jacob presenteia, como gesto de amizade, seu irmao
Esat com 220 animais: "E Jacob passou a noite naquele lugar. De tudo o que possuia,
Jacob escolheu um presente para seu irmao Esat: duzentas cabras e vinte bodes, duzentas
ovelhas e vinte cordeiros, trinta camelos de leite, com suas crias, quarenta vacas e dez
touros, vinte jumentas e dez jumentinhos'. O argumento entdao é que Jacob usou os
numeros amigéaveis 220 (de sua parte) como um talisma para conquistar a amizade do seu
irmao.

Ainda mais, conta-se que existia algo como talismas gravados com esses niimeros que
eram vendidos na Idade Média. Conta-se que o uso do amuleto promovia o amor. Outra

curiosidade diz respeito a um numerologista drabe que registrou a pratica de se gravar 220
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em uma fruta e 284 em outra. Logo, comia-se a primeira fruta e oferecia-se a segunda
para uma outra pessoa como forma de afrodisiaco matematico.

Contudo, apesar desses relatos, nao se sabe precisamente quando se deu o surgimento
dos niimeros amigaveis. O que existe na verdade sao registros das descobertas de alguns

pares e seus respectivos descobridores (ver Tabela 7).

Par Descobridor
220,284 Conhecido na Antiguidade
1184,1210 Paganini
17296, 18416 Fermat
9363584, 9437056 Descartes

Tabela 7: Relagdo Nimeros Amigédveis e seus descobridores.

Como podemos imaginar, nao era tarefa simples encontrar pares de niimeros amiga-
veis. De fato, esses pares sao raros, visto que crescem rapidamente. Sem o0s recursos
computacionais atuais, esta tarefa torna-se extenuante.

Assim como os outros numeros especiais ja apresentados aqui, ficam as mesmas
perguntas: Serd que existe um féormula para descobrir esses niimeros? Quantos sao? Sao
infinitos? Existem pares de nimeros amigaveis impares?

Muitos matematicos ao longo da historia se interessaram pelo tema, incluindo Descartes,
Van Scooten, Fermat e Leonhard Euler. Alguns matematicos arabes da época medieval ja
tinham descoberto dois pares que foram redescobertos por Fermat e Descartes.

Segue um pouco da historia dessas buscas:

e Por volta do Século XIII, os nimeros 17296 e 18416 foram descobertos pelos arabes

e redescobertos por Fermat em 1636.

e No Século IX o arabe Thabit ben Korrah criou uma regra (Proposigao 5.3 abaixo)

que leva seu nome e é da forma: se

p=3-2"—1,
g=3-2""1_1,
r=9.22"1_1

sao primos maiores do que 2, entao 2"pq e 2"r sao amigaveis.

e Um terceiro par foi descoberto por Descartes: 9363584 e 9437056.

e Leonhard Euler foi o primeiro a estudar sistematicamente esse tipo de nimero e
inclusive a existéncia de impares bem como os niimeros perfeitos. Tentou estabelecer

métodos para descobri-los. E encontrou 60 desses.

e Em 1866 foi encontrado um par cujo valor seria mais simples, 1184 e 1210. O autor
da descoberta foi um menino de 16 anos chamado Niccolo Paganini (Pag.139, Cap.4
de [18]).
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Proposicao 5.3 (Regra de Thabit). Se
p=3-2"—-1¢=3-2"""1-1r=9.2""1_1

s@o primos maiores que 2, entdao 2"pq e 2™r sao amigdveis.

Demonstracao. Usaremos a Proposicao 1.16, o Teorema 1.19 e a soma dos divisores préprios
de n, dada por o(n) — n, para provar que o(2"pq) — 2"pq = 2"r e o(2"r) — 2"r = 2"pq.

Temos que

o(2"pq) = 2"pg = o (2")a(p)o(q) — 2"pq
— (2" —1)3.273. 271 —27(3. 2" — 1) (32" — 1)
=922 (ntl 1) —9on(9. 221 _3.9m —3.9771 4 1)
—9.2% 9.3 1 4 3.92n | 3.921 _9n
_18.93n1 _g.92-1 g . 93n-1 1 g 92n-1 g o2n-1_on

— 9 . 2371—1 _ 271
=27(9.22""1 1)
= 2"r.

o(2"r) = 2"r = o(2")o(r) — 2"r

="M -1 (r+1)-2"r

_ (2n+1 ~1)9. 92n—1 _ 27(9 . 92n—1 _ 1)

=9n(9. 221 _g.9n"1 4 1)

=2on(9.22n" 1 _g.on"t _3.9n7l )
9.22n=1 _g.9n _3.9771 1)
3-2"—1)(3-2"71—1)

]

Desde a época de Euler, muitos pares de niimeros amigaveis foram descobertos e
publicados, o que responde uma de nossas perguntas anteriores: a existéncia de pares de
amigaveis impares ([13]). Observando rapidamente os pares amigéveis impares conhecidos,
percebemos que a falta do fator 2 é compensada de certa maneira pelo fator 3, pois todos

amigaveis impares o possuem.
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Teorema 5.4 (Regra de Euler para Nimeros Amigaveis). Sejam m e n dois inteiros

positivos com 1 < m <n—1. Se

p=2"-(2""M 4 1) -1,
g=2"-(2"""+1) -1,
po=2ntm.(gnem 4 1)2

s@o todos primos, entao o par (2" -p-q,2" -r) é de nimeros amigdveis.

Demonstragdo. Para facilitar a demonstragao da Regra de Euler para Ntumeros Amigaveis,

usaremos & = 2"7™ + 1. Assim, queremos provar que se

p=2mtmL g2

Fazendo-se uso do Teorema 1.1 e da Proposicao 1.16, temos que

o(2"pg) = (2")o(p)o(q)
— (2n+1 . 1) 2715 . 2m£
— (2n+1 _ 1) Lontm 52'

a(2"r) =a(2")o(r)
— (2n+1 _ 1) Lontm 52_

2"pq +2"r = 2"(pg + )
=2"[(2" £ -2 1) + 272 -]
— 22n+m52 . 2n+m§ . 22n£ + 22n+m§2

Pela Defini¢ao 5.1, temos que o(2"pq) — 2"pq = 2"r. Portanto, o(2"pq) = 2"r 4+ 2"pq, o
mesmo acontece com o (2") — 2"r = 2"pq, tendo o (2"r) = 2"pq + 2"r. Logo, 2"pq e 2"r

sdo pares amigaveis com p, ¢, r primos. 0

Note que, se n —m = 1 na Regra de Euler, entao teremos a Regra de Thabit. Vamos

mostrar este fato. Para isso, usaremos n —m = 1. Logo, temos

p=2"-(2"+1)—-1=3.2"—1,
g=2"-(2'+1)-1=3.2m —1,
p=2mtmo (2t 1)2—1=9.2mm 1,
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Como n—m = 1 <& m = n — 1, basta substituir o valor de m na expressao de r e
chegaremos em

r=9.2"lo1=9.22"1 1

)

conforme Regra de Thabit.

Apesar de Thabit e Euler viverem em épocas diferentes, Thabit ja conhecia o primeiro
par de nimeros amigaveis 220 e 284 [12] e estudou métodos para obter outros pares,
descobrindo regras parecidas com a de Euclides para niimeros perfeitos e composicao
de ntimeros amigaveis. Composicao esta também estabelecida por Euler, que descreveu

métodos de construcao numéricas através de exemplos, [12], como:
69615 =32-7-13-5-7.

87633 = 32-7-13-107.

Note que os primeiros fatores sao os mesmos e que 32 é uma poténcia de 2 conforme suas

regras.

Proposicdo 5.5. Sejamp = t+2", ¢ =t—2""1 t = 142422 +... 42" er =
(2ntl 4 on=2). 27l 1 com n > 2. Sep, q er sio primos, entio 2"pq e 2"r sdo

amigaveis.
Demonstracao. Para p, temos
p=t+2"

=1+4+24224...2" 0"
= (2" 1) 42"

=(2-2"-1)42"

=2.-2"42"—1

=(2+1)-2"-1

=3-2"—1.
Para ¢, temos

=1424224...2n ol
— (2714—1_1)_2?171
:22'277,—1_271—1_1
=(22-1)-2"1 -1
=3.2n1 1.
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Para r, temos

r—= (2n+1 + 2n72) .2n+1 1
= (2 +1).- 21 -1
=9.2n 11

O resultado agora segue pela regra de Thabit. O]

Dessa forma, temos os trés termos apenas dependendo de n, conforme dito anteriormente.

Observemos na tabela seguinte com os primeiros valores de n que os resultados encontrados

usando-se tal regra nao garantem pares de nimeros amigaveis.

Valores para (n,p,q,r) | Pares gerados (2"pgq, 2™r)
(2,11,5,71) (220, 284)
(3,23,11,287) 287 nao é primo.
(4,47, 23, 1151) (17296, 18416)
(5,95,47,4607) 95 e 4607 nao sao primos.
(6,191, 95,18431) 18431 néo é primo.
(7,383,191, 73727) (9363584, 9437056)

Tabela 8: Tabela com os primeiros pares da Regra de Thabit.

Na Tabela 8, podemos analisar os pares obtidos por meio da Regra de Thabit. Fica
evidente o que ja mencionamos anteriormente, nao garantimos que o par encontrado é
amigavel. O que podemos garantir é que podemos encontrar pares amigaveis usando essa
regra. Observe, por exemplo, que a segunda linha da tabela nao satisfaz a condigdo de r
primo, ja que 287 = 7 -41 um ntimero composto. Portanto, o par gerado com certeza nao
serd amigavel. Segundo Burton (Pag.510, Cap.10 de [26]), até o momento ndo ha regra
conhecida para encontrar todos os pares de ntimeros amigaveis e, hoje, mais de 50.000

pares amigaveis sao conhecidos, alguns deles tém por volta de 320 digitos.
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Neste capitulo, trataremos dos Ntumeros de Stirling. Mesmo sendo pouco conhecido,
principalmente pelos estudantes no Brasil, esse niimero especial possui uma importancia
muito grande em combinatdria, sendo seu nome relacionado ao matematico escocés James
Stirling (1692 — 1770).

Os Numeros de Stirling sao classificados em dois tipos: os de primeiro tipo e os de
segundo tipo.

Os Numeros de Stirling do primeiro tipo sao usados para o calculo das permutagoes de
n elementos com k£ ciclos disjuntos, também conhecidos por Ciclos de Stirling. J4 o do
segundo tipo, também é conhecido como Ntumero de Parti¢oes de Stirling.

Os Numeros de Stirling também sao separados da seguinte maneira: com sinal e sem
sinal. Trataremos disso ainda neste capitulo.

Diretamente relacionado aos Niimeros de Stirling do segundo tipo estda o Numero de
Bell, que permite contar o niimero de particdes possiveis de um conjunto finito. Este

ultimo leva esse nome em homenagem ao matematico Eric Temple Bell (1883 — 1960).

Defini¢ao 6.1 (Férmula recursiva do Niumero de Stirling do primeiro tipo sem sinal).
Denotamos por C(n.k) o nimero de particoes de n elementos em k ciclos nio vazios. Este

numero € recursivamente definido por

Cnk)=C(n—1k—=1)+ (n—1)C(n—1,k).

Por definicao:

e C(n,n) =1, paran > 1;
e C(0,0) =1, paran > 1;
e C(n,0) =0, paran > 1.

A seguir, apresentaremos um exemplo do Numero de Stirling do primeiro tipo sem
sinal em que encontraremos o numero de maneiras de se permutar um conjunto com 5
elementos em 2 ciclos nao-vazios.

A Figura 2 representa uma parti¢ao possivel de um conjunto de 5 elementos {a, b, ¢, d, e}
em 2 ciclos. Note que inverter os circulos como na Figura 3 produz a mesma particao, ou
seja, {a,b, c}{d, e} = {d,e}{a,b,c}.

Note que, na Figura 4, as rotagbes ndo mudam as parti¢oes (permutagoes circulares),

ou seja, {a,b,cH{d, e} = {c,a,b}{d, e}.
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IoXe

Figura 2: Exemplo de parti¢do do conjunto {a, b, c,d, e} .

50 o¢

Figura 3: Circulos idénticos.

a d ¢ d
C Ob Q bQ Q
d
e e
Figura 4: RotagGes no circulo.

O que faremos a partir de agora é escrever as particoes em relacao as figuras levando-se
em consideragdo suas combinacoes da seguinte forma: a particao da Figura 5 sera escrita
como {a,b,c}{d, e}. Isso ajudard na determinagao de todos os resultados possiveis de uma

particao.

Figura 5: {a,b,c}{d,e}.

Observamos pelas Figuras 5 e 6 que {a,b,c}{d, e} é o mesmo que {c,a,b}{d,e}.
Faremos, entdo, uma lista com todas as parti¢oes possiveis de C'(5,2), o que corresponde

a um total de 50 permutagoes.
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Figura 6: {c,a,b}{d,e}.

{a,c,b}{d, e}

{a,b,d}{c, e}

{a,d,b}{c, e}

{a,b,e}{c,d}

{a,e,b}{d, c}

{a,c,d}{b, e}

{a,d,c}{b, e}

{a,c,e}{b,d}

{a,e,c}{b,d}

{a,d,e}{b,c}

{b,c,e}{a,d}

{b,e,c}{a,d}

{b,d,e}{a,c}

{b,e,d}{a,c}

{¢,d,e}{a,b}

{c,e,d}{a,b}

{a,b,c,d}{e}

{a,b,d,c}{e}

{a,c,d,b}{e}

{a,c,b,d}{e}

{a,b,c,e}{d}

{a,b,e,c}H{d}

{a,c,b,e}{d}

{a,c,e,b}{d}

{a,e,b,cH{d}

{a,e,c,b}{d}

{a,b,d,e}{c}

{a,b,e,d}{c}

{a,d,b,e}{c}

{b,c,d}{a,e}

{a,e,b,d}{c}

{a,e,d,b}{c}

{a,d,e,c}{b}

{a,d,c,e}{b}

{a,d,c,e}{b}

{a,e,c,d}{b}

{a,e,d,c){b}

{a,c,e,d}{b}

{a,c,d,e}{b}

{b,¢c,d,e}{a}

{b,c,e,d}{a}

{b,d,c,e}{a}

{b,d,e,c}{a}

{b,e,c,d}{a}

{b,e,d,c}{a}

{a,d,b,c}{e}

{a,d,c,b}{e}

{a,e,d}{b,c}

{b,d,c}{a,e}

Tabela 9: Lista da combinacao Stirling C(5,2).

Vamos calcular C'(5,2) usando a férmula apresentada na Definigao 6.1. Substituindo

os valores na férmula, temos:
C(5,2) =C(4,1)+4C(4,2).

Porém,

C(4,2) = C(3,1) +3C(3,2)

e, ainda,

C(3,2) = C(2,1) +2C(2,2).

Mas, por definigdao, conforme visto acima C'(2,2) =1, e
C(2,1) =C(1,0) +1C(1,1). (3)

Também por defini¢do, temos C'(1,0) = 0 e C(1,1) = 1. Substituindo esses valores em
(3), temos:
C(2,1) =1,

consequentemente:

C(3,2) =C(2,1)+2C(2,2) =1+2-1 =3,
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Olhando agora para C'(3,1), temos:
O(3,1) = C(2,0) +2C(2,1),
que, por defini¢ao, C(2,0) =0 e C(2,1) =1 ji determinado anteriormente. Logo,
C(3,1) = 2.
Substituindo os resultados em C'(4,2), temos:
C(4,2) =2+3-3=11. (4)

Falta apenas determinar C'(4,1): C(4,1) = (3,0) +3C(3,1). Novamente, por definigao,
C(3,0) =0e C(3,1) =2, j& encontrado. Portanto,

C(4,1) =0+3-2=6. (5)
Finalmente por (4) e (5), temos
C(5,2) = C(4,1) +4C(4,2) = 6 +4- 11 = 50.

Definigao 6.2 (Numeros de Stirling do primeiro tipo com sinal). Os nimeros Stirling do

primeiro tipo, denotados por s(n, k), sio dados por

és(n,k)xk =z(z—1)(z—=2)---(z—n+1)

ou seja, sao os coeficientes da expansao.

s(n,k) = (=) *C(n.k).

O que leva a uma conexao muito simples entre os nimeros Stirling sem sinal e com

sinal do primeiro tipo.

Exemplo 6.3. Calculando s(n,k) comn =5 e k = 2 para o Nimero de Stirling do

primeiro tipo com sinal.
5(5,2) = (—1)°72C(5,2) = —1-50 = —50.

A razao pela qual os Numeros de Stirling do primeiro tipo recebem sinais é devido
a sua relacao com os Numeros de Stirling do segundo tipo. Em multiplas identidades e
teoremas simétricos, os dois tipos de Numeros de Stirling aparecem. Existem varios tipos

de problemas combinatérios que sao resolvidos com o uso dos Niimeros de Stirling.
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Exemplo 6.4. De quantas maneiras vocé pode distribuir quatro criancas e cinco adultos
em duas mesas circulares idénticas, de modo que cada mesa tenha pelo menos uma crianca
e um adulto?

Solucdao. Dividimos o problema em dois problemas separados, organizando quatro
criancas em duas mesas e cinco adultos em duas mesas. A resposta final serd apenas
o produto dos dois nimeros, pelo principio multiplicativo. Como temos s(4,2) = 11 e
|s(5,2)| = 50, nossa resposta final é 11 -50 = 550.

De fato, s(4,2) = (=1)472C(4,2) = 1-11 e |5(5,2)] = C(5,2) = |(=1)°72| - 50 = 50.

Note que usamos o modulo pois essas contagens sao positivas.

Trataremos agora dos Numeros de Stirling do segundo tipo, aos quais fazemos parti¢oes

mas nao em grupos circulares.

Defini¢ao 6.5 (Numeros de Stirling e Nimeros de Bell). Seja S(n,k) o nimero de
particoes de {1,2,...,n} em k subconjuntos nao vazios. S(n,k) é chamado de Nimero de
Stirling do sequndo tipo. Seja B(n) o total de nimeros de partigoes do conjunto {1,2,...,n}.
B(n) é chamado de Nimero de Bell.

Os Numeros de Stirling e de Bell nao sao dados por féormulas fechadas que envolvam
fatoriais, coeficientes binomiais, etc, embora existam férmulas que usem somatoérios e fun-
¢oes geradoras para essas quantidades [28]. No entanto, os Ntimeros de Stirling satisfazem

uma recursao que pode ser usada para calcular S(n, k) e B(n) muito rapidamente.

Teorema 6.6 (Recursao para Numeros de Stirling do segundo tipo). Para todon > 0 e
k>0,
S(n,k) =Sn—1,k—1)+k(n—1,k),

tendo como condigoes iniciais S(0,0) =1, S(n,0) =0 paran > 0 e S(0,k) = 0 para
k> 0. Além disso B(0) =1 e B(n) = >1—1 S(n, k) para n > 0.

Demonstragio. Sejam n,k > 0 e Q) o conjunto das partigoes de {1,2,3,...,n} em k
subconjuntos nao-vazios. Seja O ={E € Q:{n}e Qe ' ={E e Q: {n} ¢ Q}.
Note que o conjunto Q) é a unidao disjunta de ) e ), uma vez que () consiste nas
particoes definidas de modo que n estd em um subconjunto por si s6, enquanto
consiste nas parti¢oes definidas de forma que n estd em um subconjunto com alguns outros
elementos. Para construir uma particao tipica £ € ()’ , primeiro escolhemos uma particao
arbitraria de conjuntos Ey de {1,2,...,n — 1} em k — 1 subconjuntos vazios de qualquer
uma das S(n — 1,k — 1) maneiras. Em seguida, adicionamos {n} a Ey para obter E. Para
criar uma particao tipica E € ()", primeiro escolhemos uma particao arbitraria Fp de
{1,2,...,n — 1} em k subconjuntos ndo-vazios de qualquer uma das S(n — 1, k) maneiras.
Entao, escolhemos um desses subconjuntos nao-vazios e adicionamos n como um novo

membro desse conjunto nao-vazio. Pelas regras de soma e produto, temos

S, k) =1Q] =]+ || =Sn—-1,k—-1)+kS(n—1,k).
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As condigoes iniciais sdo imediatas das defini¢oes (observe que E = () é o conjunto

exclusivo partigao de X = (}). A férmula para B(n) segue a regra da soma. O

Exemplo 6.7. Particionar um conjunto de cinco elementos em trés subconjuntos nao-
vazios Grupo 1: {1,2,3}

Grupo 2: {4}

Grupo 3: {5}
Escrevemos entdo {1,2,3}{4}{5} Note que, se particionarmos na forma

Grupo 1:{5}

Grupo 2: {1,2,3}

Grupo 3: {4}
obtemos o mesmo grupo anterior, ou seja, {1,2,3H{4}{5} e {b}{1,2,3}{4} sdo as mesmas
particoes.

Listaremos na Tabela 10 todas as partigoes possiveis enumeradas por S(5,3).

{1,2,3H{4}{5}

{1,2,4}{3}{5}

{1,2,5}{3}{4}

{1,3,4}{2}{5}

{1,3,5H{2}{4}

{1,4,5:{2}{3}

{2,3,4H{1}{5}

{2,3,5H{1}{4}

{2,4, 5H{1}{3}

(3,4, 5H{1}{2}

{1,2}{3,4}{5}

{1,3}{2,4}{5}

{1,4}{2,3}{5}

{1,2}{3,5}{4}

{1,3}{2,5}{4}

{1,5}{2,3}{4}

{1,2}{4,5}{3}

{1,4}{2,5}{3}

{1,51{2,4}{3}

{1,31{4,5}{2}

{1,4}{3,5{2}

{1,53{3,4}{2}

{2,314, 5H{1}

{2,43{3,5{1}

{2,513, 4}{1}

Tabela 10: Parti¢cdes do Exemplo 6.7.

Temos, entao, um total de 25 particoes.

Mais uma vez, pensamos em alguma férmula direta ou recursiva desses resultados.
Porém, precisamos definir:

S5(0,0) =1;

S(n,0) =0 paran > 1;

S(n,n) =1 paran > 1.

Exemplo 6.8. Encontrar todas as partigoes de S(5,3). Aplicando-se a férmula recursiva,
temos
S(5,3) = 5(4,2) +35(4, 3). (6)

Calculando, separadamente, S(4,2), temos
5(4,2) = S(3,1) +25(3,2), @

S(3,2) = 5(2,1) + 25(2,2). (8)

Por definigio, temos que S(2,2) = 1 e S(2,1) = S(1,0) +15(1,1) =

Substituindo em (8), temos

$(3,2) =142-1=23 (9)



NUMEROS DE STIRLING

e temos que
S(3,1) =5(2,0)+15(2,1) =0+1-1=1. (10)

Substituindo (10) e (9) em (7), temos
S(4,2) =142-3=7. (11)
Calculando agora S(4,3), temos
S(4,3) = S5(3,1) +35(3,3). (12)
De (10) e por defini¢io S(3,3) = 1, temos
S(4,3) = S(3,1) +35(3,3) =2+3 - 1. (13)
Finalmente, substituindo (11) e (13) em (6) concluimos que
S(5,3) =5(4,2) +35(4,3) =7+3-6 = 25.

Definigao 6.9 (Numero de Bell). Os nimeros inteiros By, podem ser definidos pela soma

B, = Z S(n, k),
k=0

em que S(n,k) é um nimero Stirling do sequndo tipo.

Portanto temos o niimero de maneiras pelas quais um conjunto de n elementos pode

ser particionado em subconjuntos nao vazios.

(1,1,2,5,15,52,203,877,4140, 21147, 115975, 678570, 4213597, 27644437, .. .) [27].
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Assim como vimos em outros capitulos, este também recebe o nome do matematico
que introduziu esse tipo de nimero, os chamados Niimeros de Lucas, em homenagem ao
matemético francés Francois Edouard Anatole Lucas (1842 — 1891).

Lucas teve grande importancia na Teoria dos Niimeros, nao sé com o estudo de seu
numero especial, que vamos tratar aqui, mas com contribui¢oes de seu teorema, o Teorema
de Lucas, e o famoso jogo Torre de Handi.

O Numero de Lucas surgiu da tentativa de generalizar a famosa sequéncia de Fibonacci,
interesse de seus estudos. Veremos que estes niimeros possuem caracteristicas, relagoes e
propriedades muito interessantes.

Lembraremos aqui, brevemente, a sequéncia de Fibonacci, cujos termos sao chamados
de numeros de Fibonacci, que possuem propriedades aritméticas interessantes e sao

constantemente objetos de estudos até os dias de hoje, ver por exemplo [16], [24], [25].
(1,1,2,3,5,8,13,21,34, ..)

Sabemos que, para determinar algum elemento da sequéncia f, com n € IN, basta somar

os dois termos antecedentes a ele, isto é

fn = fn-1+ fn-2, (14)

com f; = fa =1 e n representa o termo geral a ser obtido.
Novamente, fica evidente que, para obtermos termos de indices muito maiores que os

primeiros, seria bom termos uma férmula para o termo geral.

Proposicao 7.1. O n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci é dado por

f”:\}g'<1+2\/5>n—\}5'<1_2\/§>n,

Demonstragio. O polindmio caracteristico da relagao de recorréncia (14) é dado por
M —A—-2=0,

o que implica

D EYEDP 4 () 145

A

2-1 2
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Entao, \; = % e Ny = 1_7‘/5
Como a Equagao (14) é uma relagdo de recorréncia que depende dos valores iniciais,

uma possivel solucao é da forma
an, :Cl‘)\’,ll—FCQ')\g,

em que a, = ap_1 + an_9 € C7 e Cy sdo constantes reais.

Substituindo as raizes do polinémio caracteristico encontrado, temos

1+\/3>”+02.<1—\/3)”_

2 2

CLnZCl'<

Usando agora o problema de valores iniciais, temos:

e Quando ag = 0 e a; = 1, temos os Numeros de Fibonacci;

e Quando ag = 2 e a; = 1, temos os Nimeros de Lucas.

Finalizando a férmula explicita para os Numeros de Fibonacci, temos

0 0
1 1—
ao:01_< +2\/5> +02-< 2\/5> _o

que nos da C'1 + Cy = 0 equivalente a C; = —Cj.

Agora, para a; = 1,

alzcl-<1+\/3>1+02-<1_‘/5>1:1.

2 2

Desta ultima equacao, podemos substituir C por —C, dai

() (50 () e (5

2 2

Colocando (5 em evidéncia, pois é o fator comum

—1-v5 1-+5
C =1.
2 [ 5 + 5 ]
Segue que
CaV3] =1,
entao Cy = \’/—é Logo C; = % Portanto, a férmula que nos permite calcular o n-ésimo

termo da sequéncia de Fibonacci é
1 <1+\/5>” 1 (1—\/§>”

=7 2 N
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Os primeiros termos da sequéncia de Lucas sao, [15],
(2,1,3,4,7,11,18,29,47,76, 123,199, 322,521, 843, ...)

Note que cada termo a partir do terceiro é a soma dos dois termos antecedentes, como
na sequéncia de Fibonacci. Isso facilita encontrar a férmula para o n-ésimo termo, pois o
polinémio caracteristico e a resolucao da respectiva equacao caracteristica sao exatamente
as mesmas encontradas anteriormente. Podemos partir para o problema do valor inicial
[24],[25],

Ln = Ln—l + Ln—27

com L1 =1e Ly = 3, sendo L, é o termo geral da Sequéncia de Lucas.
Proposicao 7.2. O n-ésimo termo da sequéncia de Lucas é dado por

L <1+\/5>”+<1—¢5>"'

2 2

Demonstragcio. Com base na demonstracao da Proposi¢ao 7.1, temos que a solugdo para

a recorréncia que define L, é dada por

an=a- <1+2\/3>n+ﬁ~ (1_2\/5>n.

Podemos adotar ag = 2 e a1 = 1 como os primeiros termos da Sequéncia de Lucas para

resolver o problema de valores iniciais,
ag=a—+ [ =2,

que equivale & § =2 —a, e

e () (1) 2

Substituindo 8 = 2 — a na equagao anterior, temos

a-<1+2\/5>+(2—a)~<1_2\/5) =1.

Desenvolvendo a equagao, segue que

O
|

2a.<1+¢5>+a.<1+¢5

2
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Logo, a = 1 e substituindo em § = 2 — «, obtemos § =2 —1 = 1. Portanto, a = 1 e

B =1, que nos da a féormula fechada para os Numeros de Lucas na forma

L <1+ﬁ>”+<1—¢3>"'

2 2

]

Conseguimos observar que entre os niimeros de Lucas existem niimeros primos, os quais

chamados de Primos de Lucas [17]. Segue a sequéncia com os primeiros primos
(2,3,7,11,29,47,199, 521, 2207, 3571, 9349, 3010349, ...)

Algo que se torna extremamente interessante em relacdo ao Nimeros de Lucas é sua

forte ligacao com a Proporc¢ao Aurea e suas poténcias. Lembrando que a Proporc¢ao Aurea
é definida por

1++5

o= 5 1,618.
A Tabela 11 mostra a relacao ¢" ~ L,,, para alguns valores de n > 0.
n ¢" Ly
212,61803... | 3
3| 4,2358... | 4
4| 6,853... 7
51 11,0901... | 11
6 | 17,9420... | 18
7129,0301... | 29

Tabela 11: ¢™ =~ L,.

| 2\
76

a -
@m

47

Figura 7: Espiral com Numero de Lucas.

Os numeros de Lucas estao relacionados aos nimeros de Fibonacci por muitas identi-

dades. Apresentamos algumas delas a seguir.

Proposicao 7.3. Para todo n > 2,

Ln - fn—l + fn—|—1-

47



NUMERO DE LUCAS

Demonstragio. A demonstracao é feita por indugao. Inicialmente, notemos que

Lo=fi+f3=0+1=1

Ls=fo+f1=14+2=23.

Suponhamos que a identidade seja valida para todo inteiro de 2 até k, com k > 2, ou seja,

Ly = fr—1+ frs1. Provaremos que Lgi1 = fi + frio-
Adicionando-se membro a membro as equagoes de L e Lj_71, obtemos

Lp+Li1= fie—1+ fos1 + fr—2+ fi

Por definicio, temos que Ly + Lg—1 = Lit1, fo1 + froa = f ¢ fu + frr1 = fisa. Entio
segue imediatamente que

Lit1 = fi + frto-
]

A Figura 8 representa essa ultima relacao. Observe que estao alinhados os indices da
sequéncia, a sequéncia de Fibonacci e a sequéncia de Lucas. Escolhido L, > L1, seu valor

serd a soma dos termos antecessor e sucessor de f,, justamente como dado pela Proposicao
7.3.

et . M N T
1 3, 5 8,13 21,..

o -
- -~ 5 ~ -
H? . i . ]:IP‘ rf

Lo o, 3 4, W 110182000 .,

e e

Figura 8: Ilustracdo da relagdo demonstrada na proposicao 7.3.

Proposicao 7.4. Para todon > 1,
Jn L1+ fas1- Ly =2+ font1.
Demonstragio. Fazendo indugao em k, com k € IN, temos, para k = 0:
forli+fi-Lo=0-141-2=2=2-f.
Para £ = 1, obtemos

2-fs=f1-Lo+ fo- L1 =1-34+1-1=2-2=4.
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Assumimos que 2 - for+1 = fr - Lyg+1 + fr+1 - Lr seja verdadeiro. Provaremos a
afirmacao para k£ + 1. De fato:

frr1 - Liya + frvo s L1 = fes1(Leer + Li) + (frr + f) Lk
= fr+1 Lkt1 + fev1 - Lk + frv1 - L1 + fr L
=2+ frp1 - Livr + (fevr - L+ fro L)
=2 fopt2 + 2+ for+1
=2 (forr2 + for+1)

= 2" fop+3.

Proposicao 7.5. Paran >0,
f2n = Lnfn

Demonstragcio. A demonstragao é feita por inducao. Para k = 0, temos
fao=fo=Lo-fo=0-2=0.

Para k = 1, temos
foi=fo=L1-fi=1-1=1

Assumimos agora que for = Ly - fr.. Provaremos para k + 1. De fato, pela hipotese de

indugao e pela Proposicao 7.4 segue que

ferr - Ly = (fre + fe—1) (L + Li—1)
= fr Lk + fe- Lk—1 + fe—1- L + fe—1- L
= for + 2" fok—1 + fok—2
= (for + for—1) + (for—1 + for—2)

= for+1 + for = for+o-
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OUTROS NUMEROS ESPECIAIS

Neste capitulo, apresentaremos outros nimeros especiais. Faremos aqui uma breve
apresentacao de cada um com sua definicao e exemplos. A finalidade é difundir outros

casos também interessantes e atuais.

Defini¢ao 8.1 (Primo Especial). Um nimero primo é chamado de especial se o mesmo

pode ser expresso como a soma de trés inteiros, sendo dois primos conseculivos e o um.
Exemplo 8.2. Usaremos dois primos especiais para representar a definicao anterior.

e 13=5+7+1,

e 19=114+7+1.

Observe que o 2 nunca entrara nessa soma, pois obrigatoriamente 3 +2 + 1 = 6 que

nao é primo e é justamente nosso primeiro ntimero perfeito.

Definig¢ao 8.3 (Primo de Mersenne Duplo). Seja um nimero de Mersenne M, = 2P —1

primo. Chamamos de Primo de Mersenne Duplo se Myy, for primo também.

Exemplo 8.4. Tomemos p = 2, entdo My = 22 —1 = 3, seque imediatamente que
M3=2-1=71.

Segue abaixo uma pequena tabela com alguns valores de p.

p|M,=2"—1] My, = 22°-1 _ 1| Resultado
2 3 primo 7

3 7 primo 127

5) 31 primo 2147483647

Tabela 12: Primo de Mersenne Duplo.

Observe que esses primeiros valores sao todos Primos de Mersenne Duplos. Porém,
nem todos valores de p resultam nessa forma, por exemplo, para p = 11 nao obtemos tal

resultado, pois em sua decomposicao encontramos o fator 47.

Defini¢ao 8.5 (Primos Sensuais). Chamamos de Primos Sensuais (Sexy primes) os pares

de numeros primos cuja diferenca é exatamente 6.

Exemplo 8.6. Temos aqui uma lista de pares menores do que 400 que obedecem tal regra
[19]. (5,11),(7,13),(11,17), (13,19), (17,23), (23,29), (31,37), (37,43), (41,47), (47,53),
(53,59), (61,67), (67,73),(73,79), (83,89), (97,103), (101, 107), (103, 109), (107, 113),
(131,137), (151,157), (157,163), (167, 173), (173,179), (191, 197), (193, 199), (223, 229),
(227,233), (233,239), (251, 257), (257, 263), (263, 269), (271,277), (277,283), (307, 313),
(311,317), (331,337), (347, 353), (353, 359), (367,373), (373, 379), (383, 389).
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OUTROS NUMEROS ESPECIAIS

O termo “sexy” na verdade representa uma paronomasia em relacdo ao niimero 6 em
inglés “six”. Um detalhe importante é que o maior par de niimeros sensuais foi descoberto
recente em outubro de 2019 por P. Kaiser e possui 50539 digitos[20]. Esses sao os pares:

p = (520461 - 25°931 1) . (9856939289 - (520461 - 2°9931 — 1)2 —3) — 1,
p+6 = (520461 - 225931 4- 1) . (9856939289 - (520461 - 277931 — 1)2 —3) 4 5.

Ainda nao se sabe se existem infinitos tais pares de primos.

Definicao 8.7 (Primos Gémeos). Sdo pares de primos cuja a diferenca entre eles € 2.

Exemplo 8.8. Uma breve sequéncia de pares de primos gémeos, [21], inclui
(3,5),(5,7),(11,13), (17,19), (29, 31), (41,43), (59,61), (71, 73), (101, 103), (107, 109).

Historicamente, existe uma busca pela infinitude de pares de primos gémeos, permane-

cendo um problema em aberto até o momento.

Definigao 8.9 (Numeros da sorte). Chamamos de Numero da sorte (Lucky Number) o
numero que obedece a um processo de crivo especifico que elimina nimeros com base em
sua posi¢do no conjunto restante, em vez de seu valor (ou posi¢io no conjunto inicial de

numeros naturais).

Exemplo 8.10. Usaremos os primeiros 30 niumeros inteiros positivos.

1-2-3-4-5-6-7-8-9-10—-11-12-13-14—-15—-16
17—18—-19—-20—-21—-22—-23 —-24 —25—26 — 27 — 28 — 29 — 30.

O crivo consiste no sequinte: como o primeiro numero apos o 1 é o 2, entdo eliminamos

todos os maltiplos de 2 (ou seja, os nimeros pares) da lista, restando apenas
1-3-5-7-9—-11-13—-15—-17—-19—-21 —23 — 25— 27— 29.

Agora, como o proximo niumero depois do 1 é o 3, eliminaremos todos os niumeros restantes

que ocupam a posicao maultiplo de 3, restando
1-3-7-9-13-15-19—-21—25—-27.
Apds o 3 temos 7, logo eliminaremos todos os que ocupam a posicao, multipla de 7, restando
1-3—-7-9-13-15—-21—-25—-27.
Por fim, eliminamos todos que ocupam a posicao maultipla de 9, obtendo

1-3-7-9-13-15-21-25.
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Obtemos entdo, a sequéncia de niumeros da sorte entre os 30 inteiros positivos.

Defini¢ao 8.11 (Primos Primos). Os Primos Primos (cousin Primes) sao pares de

numeros primos cuja diferenca entre eles é 4.

Exemplo 8.12. Os pares abaizo sio da forma (p;p+4).
(3,7),(7,11),(13,17), (19, 23), (37,41), (43,47), (67,71),(79,83), (97,101).
Duas propriedades importantes sobre esses pares:

e 7 é 0 Unico primo a fazer par com outros primos.

e Quaisquer que sejam trés niimeros consecutivos (n,n + 4,n 4+ 8) um deles sempre

sera divisivel por 3, logo n = 3 é o tnico caso em que os trés sao primos.
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PROPOSTA DIDATICA

No presente capitulo, faremos duas propostas didaticas com respeito ao foco do curso,

a Rede Nacional de Ensino Bésico.

e Proposta I - Blog
Conhecendo a importancia dos recursos de multimidia e levando em consideracao
o relevante acesso dos jovens as redes sociais, seja na necessidade de obtencao
de conhecimento ou em busca de coisas interessantes, a proposta ¢ de um blog
que sera alimentado ao longo do tempo com aspectos histéricos e aritméticos dos
nimeros especiais aqui mencionados, com a finalidade de despertar o interesse de
estudantes. Juntamente com o blog, sera criado também um perfil no Instagram
que sera diretamente ligado ao blog, de maneira que atraia o interesse por meio de
um desafio ou de uma pergunta atraente como "Vocé sabia?". Ao ler o contetdo
principal de forma resumida, podera acessar o conteiudo detalhado, mais completo,

que estara no blog.

A principio é algo direcionado ao nosso publico alvo, os estudantes de nosso pais,
mas seu alcance podera ser mundial, pois os motores de busca como Google sugere

buscas de sites em outros paises.

O blog, ja construido, se chama https://numerosespeciais.blogspot.com/. Nele encon-
tramos esses conteudos e sua ligacao sera o perfil do instagram numeros__especiais,
no qual serdao postadas curiosidades. Lembramos que o objetivo é ter o maior al-
cance possivel em rede nacional e definimos os ntimeros especiais, bem como suas

propriedades.

5, 05 Nameros Especias.

Numeros Perfeitos.

abril 24,2020

Arquivo v

Marcadores v

Denunciar abuso

Figura 9: Blog Numeros Especiais.
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numeros_especiais v o

1 14 0

Publicagdo Seguidores Seguindo

numerosespeciais.blogspot.com/?m

Editar perfil Promogbdes

i

vocé sabe o que
os nimeros 6, 28,

496,... tém em
comum?
Vocé sabe o que
sdo nimeros
perfeitos?

Complete seu perfil

©,

Adicione seu nome Adicione uma

Figura 10: Perfil no Instagram numeros_ especiais.

e Proposta II - Plano de aula

A segunda proposta sera de aplicacao de aulas especiais, ja que o contetido em si nao
aparece nos livros didaticos ou apostilas. Pretende-se usar dois tempos de aulas regu-

lares, tendo um total cem minutos. O plano de aula seré dividido nas seguintes partes:

1- Introducao ao conteudo (aproximadamente 25 minutos).

Escolhido o nimero especial a ser trabalhado, podemos perguntar aos alunos que
tipo de nimero seria, qual sua definicao e, durante os primeiros minutos, eles poderao
pesquisar no celular se estivermos em sala de aula, ou nos computadores da escola,
se forem levados ao laboratério de informética (incluindo o blog). A partir dai,

podemos contar um pouco de sua histéria, as primeiras mengoes e sua definicio.

2 - Desenvolvimento (aproximadamente 50 minutos).

Nesta parte da aula, serao explanados alguns resultados, aos quais os préprios alunos
poderao fazer testes por substituicoes diretas em féormulas e construir pequenas tabe-
las para, em seguida, haver uma reflexao do comportamento da sequéncia construida,
e podemos aproveitar o momento para que eles facam conjecturas. Dependendo
do ano escolar que for trabalhado, muitos conceitos usados nas demonstracoes ja
sao de conhecimento como: somas de PGs, divisibilidade, Teorema Fundamental da
Aritmética, etc. E possivel desenvolver juntos tais demonstracoes e, enfim, atingir

resultados historicamente ja construidos.
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3 - Conclusao (aproximadamente 25 minutos).

Pretende-se que os alunos, dentro de suas reflexdes, percebam o crescimento de tal
sequéncia, a relagao de paridade dos valores encontrados, e também o quao raros
sao esses resultados, e questionem sobre sua infinitude, bem como se fazem parte
dos problemas abertos da Matematica atual, podendo o professor intervir nesses

questionamentos num debate, apresentando resultados mais atualizados.

Exemplo 9.1 (Aula sobre Numeros Perfeitos). Aqui estard um roteiro para uma aula
sobre Numeros Perfeitos.

Dentro da proposta, comecaremos a aula apresentando um importante ramo da Teoria
dos Nimeros: Os Numeros Especiais. E importante nesse momento que o aluno entenda
que a Matemdtica apresenta mais ramos que os presentes em seus materiais. A partir dai,
uma pergunta mais especifica, se ja ouviram falar de numeros perfeitos. Sem dizer seu

significado, proporemos:

Atividade 9.2. Fazer a soma dos divisores naturais dos numeros de 1 a 10 e observar
quais deles tém a sequinte propriedade: a soma de seus divisores representa seu dobro.

Espera-se que aluno conclua que somente o 6 obedece tal propriedade.
J& podemos entdo apresentar os Numeros Perfeitos e a fun¢ao o(n) = 2n.

Atividade 9.3. Qual seria o préoximo numero perfeito? Para que ndo se perca muito
tempo, poderiamos criar um intervalo numérico fazendo uso de um software como Ezxcel,

por exemplo: "Esta entre 20 e 30". Espera-se que o aluno encontre o resultado: 28.

Como os nimeros crescem rapidamente, podemos nesse momento sugerir que facam
uma pesquisa por celular ou computador se estivermos no laboratério de informatica da

escola.

Atividade 9.4. Pesquisar a sequéncia dos Numeros Perfeitos na internet. Sugestao:

hitps://oeis.orq/.

A seguir, um exemplo de pesquisa.

Observando-se a sequéncia apresentada, esperam-se indagacoes sobre a infinitude, a
existéncia de perfeitos impares, o algarismo da unidade dos ntimeros da sequéncia se
alternarem em 6 e 8, existéncia de apenas um ntmero perfeito por ordem de grandeza,
desde quando é sabido da existéncia de nimeros perfeitos.

Completando-se essa parte, faz-se necessaria a introducao de seus aspectos historicos,

e continua-se a pesquisa.

Atividade 9.5. Pesquisar a historia dos nimeros perfeitos.

Sugestao: https://numerosespeciais.blogspot.com/2020/04/numeros-perfeitos.html

Entendido e estudado a parte historica, podemos entao desenvolver os aspectos aritmé-
ticos construindo, por exemplo, o Teorema de Euclides-Euler e usar como atividade para

determinar outros termos.

55



PROPOSTA DIDATICA

The DEIS Foundation s supported by donations from users of the OEIS and by a grant from the Simons Foundation.

013627 THE ON-LINE ENCYCLOPEDIA
23(?5% OF INTEGER SEQUENCES®

10221121

founded in 1964 by N. |. A. Sloane

The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences® (OEIS®)

Enter a sequence, word. or sequence number:

6, 28

Search | Hints Welcome Video

For more information about the Encyclopedia, see the Welcome page.

Lanzuages: English Shojp %) Baggla Bzarapers Catala 3 (EEEE. BILF (1), BiEE Q) .

Hrvatski Ceitina Dansk Nederlands Esperante Eesti =% Svomi Francais Deutsch Ellmvikd PJ’o’?Ldl 1y

TE1 Magyar Ishe BahasaIndonesia [Italiano H&EE 252 EZH=0 Lietuviy FIST Bokmil Nynorsk Polski Portugpés

Drsmdng  Drrnarers  Floevows Clmmrmmnifinn  Toamafal  Ceomon ton Trmnloe  ansaaflass Tadeas  Sremnieacen o0 Tihes TR Mromeenas

Figura 11: Pesquisa OEIS.

The OEIS Foundation is supported by donations from users of the OEIS and by a grant from the Simons Foundation.

013627 THE ON-LINE ENCYCLOPEDIA
2'3(?5%8 OF INTEGER SEQUENCES®

10221121

founded in 1964 by N. J. A. Sloane

6,28 Search | Hmt:
(Greetings from The On-Line Encyeclopedia of Integer Sequences!)

Search: seq:6,28
Displaying 1-10 of 603 results found page 123435678910...61

Sort: relevance | references | number | modified | created  Format: long | short | data

A000396 Perfect numbers n: n 12 equal to the sum of the proper divisors of n. .
(Formerly M4186 N1744) B
6, 2B, 495, 8128, 33550336, 5589869056, 137438691328, 2385843805139952128,
2658455991569831744654692615953842176, 1915619426082361072947933738084383638138997321548169216 (list;
graph; refs; listen: history; text: mtemnal format)
OFFSET 1,1

COMMENTS A number n is abundant if sigma(n) > 2n (cf. AB@51e1), perfect if sigma(n) = 2n
(this entry), deficient if sigma(n) < 2n (cf. A@@512@), where sigma(n) is the sum
of the divisors of n (A228283).

The numbers 2~(p-1){2*p - 1) are perfect, where p is & prime such that 2%p - 1 is
also prime (for the list of p's see ABRO@43). There are no other even perfect
numbers and it is believed that there are no odd perfect numbers.

Figura 12: Resultado pesquisa OEIS.

Atividade 9.6. Determine os seis primeiros nimeros perfeitos usando o Teorema Fuclides-

Eulern = (2P71)(2P — 1), em que 2P — 1 é um niimero primo (podendo-se usar calculadora).

Este ¢ um bom momento para mencionar os Numeros de Mersenne, ja que o destacamos

na atividade anterior, e reafirmar a necessidade de 2P — 1 ser primo.
Atividade 9.7. Pesquisar sobre os Numeros de Mersenne. Sugestao:
https://www.mersenne.orq/.

A partir daqui, podemos concluir a aula expondo a questao da ordem de grandeza dos
ultimos ntimeros encontrados, e incentiva-los a apresentar como um problema aberto da

Matemética.
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Nimeros Especiais

Este blog fol crado para tratarmos sobre um importante ramo da Teorla dos Nameros

Numeros Perfeitos.

abril 24,

Ja na Grécla Antiga, os pitagéricos perceberam que o nimero 6 isha uma importante propriedade: a soma de seus

dvs: Itivos Inteiros, excluindo ele proprio dava o praprio 6, sto &

6=1
0 mesmo acontece também com o nimero 28:

281424447414,
05 ndmeros que possuem tal propriedade s&o chamados de nimeros perfeitos.

Santo Agostinho, certa vez,

dias com o nosso primeiro nimero

Por muito tempo, os nimeros pert avam ligad gas, casos religio

riagéo do mundo por Deus em s

relacionou as ideias da igreja catdlica, sobr
tamento, diz que a perfelgdo do universo é representada pelo nimero

perfeito, 6. Além disso, comentrios no antigo

28, também perfert

ujo valor ¢ exatamente o numero de dias que totaliza o ciclo lunar, acrescentando-se mals

motivagao ctura relig
0 problema de saber quals e quantos s os nimeros perfeitos mollvou muita pesquisa. Discutiremos a seguir alguns
dos resultados conhecidos.

Poderemos definir o5 Nimeros Perfeitos através da fungso ofn). De fato, n perfeito & equivalente a

o(n)-n=n, ousela,

Portanto:
o(6) = 1+2 6, nimero perfeito
0(28) = 1+2+4+7+14+28 = 2 + 28, ndmero perfeito

Figura 13: Blog Ntmeros Especiai

Great Internet Mersenne Prime Search

Get Started Current Progress Create Ac Manual Testing More Information / Help

Welcome to GIMPS, the Great Internet Mersenne Prime Search Today's Numbers
Teams 1,418

To join GIMPS, |{ulle)aij nstructions Users 223,219
CPUs 2,105,593,

TFLOPfs 1,104.079

TR i e | oo s Lo e e e T

Previous Day Stats
All exponents below 50 284 177 have been tested and verified. First Prime Tests 797

All exponents below 90 094 307 have been tested at least once. Verified Prime Tests 213
Newly Factored 471

GIMPS 2019 fundraiser (UPDATED)

GIMPS is 2 victim of its own success! In 2008, after claiming the EFF award for discovery of the first 10 million digit prime, GIMPS had about $25,000 cash on hand to
fund server hardware, ISP fees, and $3000 awards for discovery of new Mersenne primes. Due to the unexpected, but welcome, discovery of 6 new Mersenne primes
since 2008, GIMPS now has enough cash to fund just two years of ISP fees (much less if a new Mersenne prime is discovered).

GIMPS needs your help! For the first time in our 23 year history we are conducting a fundraiser. Our goal is to raise $5000 or more in 2019 to build a better
cushion for upcoming ISP expenses and cover the next prime discovery award. Please consider making a donation so GIMPS can continue its quest to discover
ever larger Mersenne primes for years to come.

GIMPS has set up a new subforum where the board of directors will keep our users well informed of its decisions, past and present finances, and fundraising progress.

UPDATE: The 2019 fundraiser has been 2 huge success, easily exceeding our goal! Many thanks to all those that contributed. GIMPS now has a cushion to guard
against unexpected occurrences such as multiple prime discoveries or a server hardware failure. Our ISP expenses of about $2000 per year continue.

Prime95 version 29.8 - Recommended update
Version 29.8 (build 6) is the latest version availzble for download.
Highlights of version 29.8 include
« AVX-512 support.
+ Modified torture test dialog box with new options and better understanding of the L1/L2/L3 cache hierarchy.

« More robust implementation of Gerbicz error checking in PRP tests. This replace LL testing as the default work type.

You can view the full st of changes in the version history file here.

51st Known Mersenne Prime Found!

December 21, 2018 — The Great Internet Mersenne Prime Search (GIMPS) has discovered the largest known prime number, 282589,933_1 haying 24,862,048
digits. A computer volunteered by Patrick Laroche from Ocala, Florida made the find on December 7, 2018. The new prime number, also known as MB2589933, is
calculated by multiplying together 82,589,933 twos and then subtracting one. It is more than one and a half million digits larger than the previous record prime
number.

GIMPS has been on amazing lucky streak finding triple the expected number of new Mersenne primes - a dozen in the last fifteen years. This prime was even luckier
for Patrick Laroche, striking pay dirt on just his fourth try. For years, Patrick had used GIMPS software as a free "stress test” for his computer builds. Less than four
months ago he started prime hunting on his media server to give back to the project. By way of comparison, some GIMPS participants have searched for more than
20 years with tens of thousands of attempts but no success. This proves that, with luck, anyone can find the next new Mersenne prime.

Tha new nrima ie Anly the S1ar knawn Marsanna nrims sver dieraverad Mercanna nrimes wars namad far the Franch mank Marin Marsenns whn chirdiad thace

Figura 14: https://www.mersenne.org/.

57



CONCLUSAO

Vimos aqui a importancia de certos nimeros especiais, suas propriedades, suas histérias,
algumas curiosidades, suas demonstracoes. Portanto, ao apresentar sua importancia
aritmética, pretende-se difundir e despertar a curiosidade aos estudantes, de forma que
entendam a relevancia desse importante ramo da Teoria dos Ntumeros, e quem sabe, torna-
los futuros contribuintes com mais resultados para avancarmos. Os problemas em aberto
servem como incentivo e desafio para mostrar que a Matematica nao estd totalmente
pronta e desenvolvida, tanto que apresentamos resultados que foram provados ha séculos e
outros, como os numeros perfeitos e primos sensuais, obtidos recentemente.

Uma das contribui¢cbes mais relevantes deste trabalho, acreditamos, ¢ o de termos
exposto tanto a evolucao histérica quanto os resultados matematicos de importantes
familias de ntimeros. Foram mencionados resultados obtidos ao longo dos séculos e
também alguns recentes, que demandaram o uso de recursos computacionais.

Nao podemos deixar de mencionar a existéncia de mais categorias de nlimeros especiais
para além daqueles apresentados aqui. A lista é extensa, mas acreditamos que, com
base nos nimeros aqui, apresentados ja temos uma boa base para o desenvolvimento da
proposta didatica em sala de aula, o que serd enormemente ajudado pelo site e pelo blog,

uma vez que nao encontramos muitas referéncias sobre este assunto em lingua portuguesa.
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